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RESUMO

Neste trabalho estudamos diferentes aspectos das propriedades dindmicas de um sistema bilhar
ovodide. Apesar de ser um caso integravel para e = (, para valores nao nulos deste pardmetro
observamos uma dindmica mista no espaco de fases. A presenga de caos, bem como a existéncia
de drbitas heteroclinicas €, segundo a conjectura Loskutov-Ryabov-Akinshin (LRA), condi¢do
suficiente para observarmos aceleragao de Fermi (crescimento ilimitado de energia) quando uma
perturbacdo temporal na fronteira € introduzida. Este fendmeno, no entanto, ndo é robusto uma
vez que a introdugdo de colisdes ineldsticas das particulas com a fronteira, bem como outras
dissipacOes possiveis para o sistema, € suficiente para que o crescimento ilimitado de energia seja
suprimido. A investigacdo e caracterizacdo dessa especifica transi¢ao de fase observada no bilhar
dependente do tempo, de difusdo limitada para ilimitada, conforme variamos um parametro de
controle, é também objetivo deste projeto. E descrito na literatura que em uma transi¢io de fase
de segunda ordem, a varidvel dindmica que descreve o parametro de ordem se aproxima a zero
continuamente conforme nos aproximamos da transi¢do, enquanto a susceptibilidade diverge.
Além disso os observaveis que caracterizam a dindmica sao descritos por leis de poténcia,
levando ao fendmeno de invariancia de escala que € tipico de transi¢des de fase continuas. Neste
trabalho descreveremos propriedades do bilhar ovoéide estédtico e dependente do tempo usando um
conjunto de hipéteses de escala e uma funcdo homogénea generalizada. A partir disso obtemos
uma relacdo entre os expoentes criticos levando a leis de escala. A caracterizacdo e defini¢ao
destas classes de universalidade sdo essenciais para a descri¢do desse modelo uma vez que,
apesar de muito se saber sobre os fendmenos de escala, o tipo de transi¢io observada ainda € um
caso a ser investigado, sendo os parametros de ordem, susceptibilidade e quebra de simetria do

sistema ainda problemas em aberto.

PALAVRAS-CHAVE: Caos. Transi¢oes de Fase. Leis de Escala. Sistemas Bilhares.



ABSTRACT

In this work we investigate different aspects of the dynamical properties of a oval billiard system.
Despite being an integrable system for € = 0, for non-zero values of this parameter we observe a
mixed dynamics in the phase space. The presence of caos, as well as the existence of heteroclinic
orbits is, according to the Loskutov-Ryabov-Akinshin (LRA) conjecture, sufficient condition
to the occurrence of Fermi acceleration (unlimited energy growth) when a time perturbation
of the boundary is introduced. However, this phenomenon is not robust since the introduction
of inelastic collisions with the boundary, such as others possible dissipations in the system,
1s enough to suppress the unlimited energy growth. The investigation and characterization of
the specific observed phase transition in the time dependent billiard from limited to unlimited
diffusion due to the variation of a control parameter is also a goal of this project. It is described
in the literature that in a second-order phase transition, the dynamic variable describing the order
parameter approaches zero continuously as we approach the transition, while the susceptibility
diverges. Furthermore, the observables that characterize the dynamics are described by power
laws, leading to the phenomenon of scale invariance that is typical of continuous phase transitions.
In this thesis we will describe properties of ovoid static and time-dependent billiards using a set of
scaling hypotheses and a generalized homogeneous function. From this we obtain a relationship
between the critical exponents leading to scaling laws. The characterization and definition of
these universality classes are essential for the description of this model since, although much is
known about the scale phenomena, the type of transition is still under investigation, being the

parameters of order, susceptibility and system symmetry breaking still open problems.

KEYWORDS: Chaos. Phase Transitions. Scaling Laws. Billiard Systems.



Figura 1

Figura 2

Figura 3

Figura 4
Figura 5
Figura 6
Figura 7

Figura 8

Figura 9

Figura 10

Figura 11

Figura 12

Figura 13

Figura 14

Figura 15

LISTA DE ILUSTRACOES

a) Gréfico do espago de fases para o mapa padrao dissipativo considerando
os pardmetros € = 100 e v = 1072 b) Distribui¢do de probabilidade P(I, n)
normalizada para o atrator cadticodoitem "a". . . . . . .. ... ... .. 15
[lustracdes das fronteiras dos bilhares circular e de Sinai, respectivamente
em a) e c), e de seus espagos de fase, em b) completamente integravel para
o bilhar circular e em d) totalmente ergédico para o bilhar de Sinai. . . . . 18
a) [lustragcdes dos dngulos que descrevem a trajetéria de uma particula em
um bilhar. b) Ampliacao da sec¢do no canto superior esquerdo, indicando
as componentes tangencial e normal, que discutiremos mais adiante. . . . 19
Forma da fronteira do bilhar ovéide e ovéide-like para € fixo e diferentes
valoresdep . . . . . . .. 21
Forma da fronteira do bilhar ovéide para diferentes combinacdes de eep . 22
Fronteiras e trajetérias de uma particula para p = 3 e diferentes valores de ¢ 22
Exemplo de uma secdo de Poincaré com um fluxo de trajetérias cruzando a
superficie "S" . . .. 23
Espaco de fases para o bilhar ovéide com parametros de controle p = 2 e:
a)e=0,001;b)e=0,05;¢c)e=0,1;d)e=0,5. . . . ... ... ..., 23
Esbocgo para diferentes fronteiras do bilhar ovéide comp = 2,e = €. =0, 2
e ¢ > ¢.. Em b) € apresentada uma ampliacdo da figura a) para melhor
visualizag@o . . . . ... 25
Esbogo de duas diferentes trajetorias e seu afastamento descrito pelo expo-
entede Lyapunov . . . . . . .. .. e 27
Esbogo dos expoentes de Lyapunov para p = 2 e diferentes valores de ¢, o
valor médio na regido de saturacdo estd apresentado na figura . . . . . . . 29
Comportamento do expoente de Lyapunov positivo parap = 2ea) e = 0, 2,
b)e =0,25,¢c)e =0,3 ed)e = 0,35. Os valores médios para o expoente
estdo novamente apresentados na figura . . . . . .. .. ... 30
Esbocgo de seis colisdes de uma particula em um bilhar com a fronteira
moével, bem como os angulos que descrevem a dindmica . . . . . . . . .. 32
Comportamento da velocidade média vs. n para diferentes velocidades
iniciais e parametros de controle e = 0,08, p=3en=0,5. . . . . . .. 36
Sobreposi¢ao das curvas da Figura 14 em uma tnica curva universal utili-

zando as transformagdes V — V/Vien —n/VFE . ... ... ... 38



Figura 16

Figura 17

Figura 18

Figura 19

Figura 20

Figura 21

Figura 22

Figura 23

Figura 24

Figura 25

Figura 26

Figura 27

Figura 28

Figura 29

a) Grifico da velocidade média V vs. n onde ocorre um segundo crossover,
iniciando o regime de superdifusdo com expoente 5 =~ 1; b) Distribuicao
das probabilidades para um conjunto de 3500 particulas apés diferentes
nimeros de colisdes. Os parametros utilizados estdo indicados na figura. . 39
a) Curvas de < V' > vs. n para diferentes combinagdes dos pardmetros y e
ne. b) Overlap das curvas mostradas em a) em uma unica curva universal
apos feitas as transformacdes indicadas. . . . . . . ... ... L. 46
Curvas construidas para obtencdo dos expoentes «y, oo, 21 € 29, CUjOS
valores estdo indicados nas figuras . . . . . ... ... L. 49
Curvas obtidas variando os valores de 7 e ¢ individualmente e mantendo a
condicdone = 0,02 . . . . . . . L 50
Distribui¢cdo normalizada das probabilidades associadas a diferentes velo-
cidades para um conjunto de M ~ 3500 particulas para o bilhar ovéide
dissipativo para n = 10, 100 e 5000 colisdes. Foram usados os parametros
n=0,2,e=0,1,7v=0,999, p = 3 e velocidade inical V, =0,5. . . . . 52

Primeiras imagens formadas pelo ponto = € [—a, a] por sua reflexdo nos
espelhos posicionados ae —a. . . . . . ... ... L. 56
Representacdo da distribuicao das fontes real e imagem para as condi¢Oes

de Neumann (a) Dirichlet(b) . . . . . . . . ... .. ... ... ..... 57
Distribui¢des analiticas obtidas da expressao (4.62) para diferentes valores
de n com velocidade inicial V; = 10 e constante de difusdao D = 0,01. . . 59
Curvas de V,.,,,s construidas a partir da expressdo analitica para velocidade
inicial Vo = 1072, a) Vs vs. nparay = 0,999 e en = 0,02, b) V,s vs.
n(en)? para diferentes valoresde yeen . . . .. .. .. ... ... ... 62
Curvas de V4 vs.(1 — ) para obtencdo de o (a esquerda) e de Vi, vs.ne
paraobtencdoda oy (adireita) . . . . . .. ... 64
Sobreposicao das curvas da Figura 14 em uma tnica curva universal uti-
lizando as transformagdes Vs — Vims/(1 — 7)* (en)*? en — n/(1 —
VP (en)2com Vo =107 . . ... 66
Distribui¢des fenomenoldgicas de P(V) para o bilhar nao dissipativo, dissi-
pativo e distribuicdo analitica obtida pela expressao (4.71), respectivamente 67
Comportamento da distribui¢do P(V') vs. V para diferentes valores de
préximos a transi¢do, considerando n = 5000 colisdes. Foram usados os
parametros n = 0,5, € = 0, 08,p = 3 e velocidade inicial Vj = 0,6 . . .. 68
Comportamento da distribui¢ao P(V') vs. V' considerando n = 5000 e
n = 50000 colisdes. Foram usados os parametros n = 0,5, € = 0,08,p = 3
e velocidade inicial Vo = 0,6e~v=10,999 . . . . .. ... ... .. ... 68



1.1
1.2

4.3.1
4.4

44.1
4.4.2
4.4.3

SUMARIO

INTRODUCAO . . . oottt et e e e e e e e e e e e e eeeeen
Sistemas dindmicos € Caos . . . . . . ... e e

Equacdodedifusao . . .. ... ... ...

BILHAROVOIDE ESTATICO . . . ... .. ..vuvueunnnnn..
Mapeamento, espaco de fases e resultados numéricos . . . . .. ... ...

BILHAR OVOIDE DEPENDENTEDO TEMPO . . . ... .......
Comportamento, leis de escala e resultados numéricos . . . . .. . ... ..

Andlogo termodindmico . . . . . .. ... Lo

BILHAR OVOIDE DEPENDENTE DO TEMPO DISSIPATIVO
Resultados numéricos e leisdeescala . . . . . ... ... ... ... ....
Distribuicao das velocidades e conexao com o formalismo termodindmico
Solugdo daequacdodedifusdao . . . . . .. ... ..o
Recuperacao das leis de escala e expoentes criticos . . . . ... ... ..
Caracteristicas da transicdode fase . . . . . . . ... ... ... ... ...
Quebradesimetria . . . . . .. .. ... ... L L.
Parametrodeordem . . . . . . .. ... ... ... ... ... ... ..

Excitacoes elementares e defeitos topolégicos . . . . . . ... ... ...

CONCLUSAOD . i i ot e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e i

REFERENCIAS . . i ot e e e e e e e e e e e e e e e e e e

12

17
17

32
32
39



1 INTRODUCAO

O objetivo desse capitulo € fornecer uma breve contextualizagdo sobre os principais temas a
serem abordados neste trabalho. Para isso, na secdo 1.1 abordamos a defini¢do do que vem a
caracterizar um sistema dinamico e, subsequentemente, caos. Na secdo 1.2 é feita uma discussao
sobre processos difusivos e, mais especificamente, sobre o uso da equagado de difusdo, que serd
ferramenta essencial para a descricio do sistema. O panorama histérico apresentado no primeiro
capitulo também se encontra sintetizado em uma linha do tempo, que pode ser consultada no
Apéndice A deste trabalho.

No que se refere a organizagdo deste trabalho ela foi feita como se segue: No capitulo 2
introduzimos as principais caracteristicas de sistemas bilhares com fronteira estatica, especifi-
camente tratando do caso com fronteira ovdide, analisando diversas caracteristicas referentes
ao seu espacgo de fases, abordando ainda andlises das leis de escala, obten¢do dos expoentes
que caracterizam o sistema e possiveis aplica¢cdes. No capitulo 3 introduzimos a dependéncia
temporal no bilhar ovéide e os conceitos de aceleragdao de Fermi, bem como sua relagdo com a
conjectura Loskutov-Ryabov-Akinshin (LRA), que estabelece uma conexao entre a presenga de
caos no bilhar estdtico e a emergéncia da Aceleracdo de Fermi no caso dependente do tempo, e
seu papel no bilhar ovéide dependente do tempo. Discutimos ainda, nesse capitulo, o andlogo
termodindmico que serd utilizado para estudo deste sistema. No capitulo 4 tratamos da introducao
de uma dissipacdo no sistema apresentado no capitulo anterior, que possibilita uma caracteriza-
cao analitica completa do sistema a partir da solucdo da equagao de difusdo na transicao que
ocorre de difusdo limitada para ilimitada conforme o pardmetro que caracteriza a dissipacao é
introduzido. Apresentamos os principais resultados que podem ser extraidos de tal solu¢cdo no
que se referem as leis de escala, aos expoentes criticos do sistema e a caracterizacio da transi¢ao
de fase em si identificando sua quebra de simetria, pardmetro de ordem, excitagdes elementares
e defeitos topoldgicos. O capitulo 5 conclui a dissertacdo com uma discussio geral sobre os

resultados, além de perspectivas futuras.

1.1 SISTEMAS DINAMICOS E CAOS

Podemos datar o que talvez seja o momento de maior énfase na compreensao de parametros
que variam lentamente de volta a Einstein na primeira conferéncia de Solvay, em 1911, onde é
sugerido um significado fisico para a integral da acdo, o que depois seria base para os principais
aspectos do tratamento da propagacdo de ondas em meios ndo homogéneos conhecido como
método WKB devido aos seus precursores Brillouin, Kramers e Wentzel. (LICHTENBERG;
LIEBERMAN, 1992). Tal conferéncia tratou de problemas associados a "Teoria da Radiacdo e
dos Quanta", com alguns dos nomes presentes sendo: Max Planck, Hendrik Lorentz, Maurice

de Broglie, Ernest Rutherford, Marie Curie, Henri Poincaré e, como ja citado, Albert Einstein
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(o mais jovem entre os presentes). Outro importante marco para o desenvolvimento da teoria
por tras da emergéncia dos chamados sistemas dinamicos estd no problema de trés corpos da
mecanica celeste, com observagdes que sO seriam descritas adequadamente por Poincaré por
meio de sua proposi¢do de sistemas "irregulares” e mais complexos de serem tratados do que os
estudados até entdo (CVITANOVIC, 1989). Em paralelo a isso, a chamada hipétese ergddica de
Ludwig Boltzmannn surge da dificuldade de se provar a mesma probabilidade de um sistema
termodindmico visitar todos os pontos do espaco de fases permitidos pelas leis de conservacao,
exigindo a reformulag@o de problemas nao lineares de finitas dimensdes em problemas lineares
de infinitas dimensdes (LICHTENBERG; LIEBERMAN, 1992). Os trabalhos de Poincaré e
Boltzmann sdo as primeiras "dicas" de que forgas aplicadas regularmente podem levar a um
movimento estocdstico em sistemas de osciladores nio lineares e subsequentemente uma comple-
xidade cada vez maior nos estudos da topologia dos espacgos de fases. A resposta definitiva para
esses problemas so seria apresentada no teorema KAM, postulado por Kolmogorov, em 1954
(KOLMOGOROY, 1954), enunciando que para um sistema que se encontra submetido a uma
pequena perturbacao nao linear, algumas estruturas do seu espago de fases, os chamados toros,
serdo deformados e outros destruidos. Sobrevivem os que possuem quocientes de frequéncia
dados pelos valores mais irracionais. O terorema em questao seria provado em outras circuns-
tancias por Arnold e Moser na década seguinte, definindo que para sistemas perturbados para
longe das condi¢des nas quais sdo integraveis, superficies invariantes continuam existir para
quase todas as condi¢des iniciais, sendo o movimento limitado pelas chamadas "curvas KAM" e
nao ergddico. Os resultados seguem sendo aprimorados cada vez mais nos anos seguintes com
avancos na teoria de perturbacio, computacionais e até mesmo com o aumento de interesse na
area da dindmica ndo linear.

E essencial que tenhamos clareza de que um sistema cadtico néo é sinénimo de aleatoriedade.
A defini¢do usual de um sistema cadtico estd na caracteristica de, apesar de ser deterministico,
ao analisarmos duas condig¢des iniciais proximas evoluindo temporalmente, a dindmica do estado
de uma das condi¢des ndo nos dd nenhuma informacao sobre a outra (LICHTENBERG:; LIE-
BERMAN, 1992). Sumarizando, a dindmica cadtica € principalmente definida pela sensibilidade
a variagdo nas condigdes iniciais. Apesar de poder ndo parecer dessa forma, sistemas cadticos
sdo de imensa importancia e podem ser encontrados no estudo de diversas dreas da ciéncia,
inicialmente utilizado para andlises meteoroldgicas e tendo se estendido para aplicagdes em
medicina, estudos geoldgicos, no mercado financeiro, telecomunicacdes, estudo de plasmas (e
suas aplicacdes em tokamaks, por exemplo), guias de ondas, aceleragao de Fermi e bilhares
cléssicos, que sdo o foco deste trabalho (POZZO, 2020)(LEONEL, 2019)

Tal estudo de sistemas cadticos, muitas vezes chamados de sistemas nao lineares devido
a forma de suas equagdes, costumar envolver a utilizacdo de mapeamentos discretos para
descrever sua evolugdo temporal, isto €, uma descric@o de seu estado atual (digamos, em uma
iteracdo "n + 1") em func¢do de seu estado anterior "n". A sequéncia cronoldgica destes estados

obtidos pela evolug¢do do sistema recebe o nome de 6rbita e o conjunto de todas as Orbitas
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obtidas alterando a condicao inicial do sistema recebe o nome de espaco de fases, fornecendo
informagdes sobre todos os estados permitidos do sistema em questdo (LEONEL, 2019).
Definindo um sistema Hamiltoniano H = H(q, p,t) por meio de 2n equagdes diferenciais
ordindrias de forma ¢ = H, e p = —H,, onde p e ¢ sdo momentum e posi¢do do sistema,
respectivamente, temos um nimero natural n dito grau de liberdade do sistema. Quando a funcdo
Hamiltoniana depende do tempo dizemos que a mesma possui n graus € meio de liberdade.
Caso o sistema seja integravel ele terd também n constantes de movimento associadas, as quais
trataremos com maior detalhe seguidamente. Em sistemas dindmicos descritos por mapeamentos
discretos, especialmente para aqueles com 1 e 1/2 graus de liberdade, a descri¢ao utilizando o
formalismo de sistemas Hamiltonianos conduz, muitas vezes, a mapeamentos bidimensionais
que preservam a drea no espaco de fases (LICHTENBERG; LIEBERMAN, 1992). Inclui-se

nessa caracterizagdo uma classe de sistemas que pode ser descrita por uma fun¢do Hamiltoniana

do tipo
H(z,p,t) = » + V(x,1), (1.1
2m
onde
V(w,t) = Vo) + Vi(x, 1), (1.2)

em que o termo Vj(x) fornece a parte integravel do sistema enquanto que V;(z,t) fornece a
parte ndo integravel. Sistemas do tipo bilhares, como propostos primeiramente por Birkhoff e
exemplificados por Sinai(SINAI, 1970), podem perfeitamente bem ser enquadrados neste tipo
de Hamiltoniana, onde as fronteiras geralmente sao paredes de potencial infinito que podem
adquirir diversos formatos (ABUD, 2010).

Em linhas gerais podemos definir um bilhar como uma ou mais, desde que se trate de um
conjunto ndo interagente, particulas classicas colidindo com uma fronteira rigida (LEONEL,
2019). Tal colisao € especular, isto €, possui mesmo angulo de entrada e de saida na colisdo.
A fronteira rigida pode ser estdtica ou ter nela introduzida uma dependéncia temporal. A
classificag@o dos sistemas bilhares €, entdo, muitas vezes feita de acordo com a fronteira (bilhares
circulares, elipticos, ovoides, etc), que tem papel fundamental no comportamento do bilhar
(LEONEL, 2019). Para o caso estatico, a equagdo (1.2) possui V; = 0, enquanto o termo V; é
nulo dentro da fronteira e infinito fora.

Ao introduzirmos a dependéncia temporal na fronteira, o termo V; € ndo nulo e a particula
altera sua velocidade e energia ao colidir com a fronteira, o que altera significativamente a
estrutura do espago de fases. E enunciado pela conjectura LRA (LOSKUTOV; RYABOV;
AKINSHIN, 2000) que caso existam regides de caos no bilhar estatico, crescimento ilimitado de
energia deve ser observado ao introduzirmos uma dependéncia temporal na fronteira. Devido a
um contra-exemplo dessa conjectura (LENZ; DIAKONOS; SCHMELCHER, 2008) encontrado
para o bilhar eliptico, que apresenta um espaco de fases integravel no caso estatico e ainda assim,
ao ser introduzida a dependéncia temporal, apresenta tal crescimento ilimitado, seu enunciado

foi reformulado, colocando a dérbita heteroclinica como condi¢@o no espago de fases estético.
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Tal crescimento ilimitado de energia causado pelas colisdes de uma particula cldssica € muitas
vezes chamado de Aceleragdo de Fermi(FERMI, 1949). Tal mecanismo foi primeiro proposto
por Enrico Fermi, em 1943, em uma tentativa de descrever os processos de aceleracao de raios
césmicos em meio a um campo gravitacional também em movimento (LEONEL, 2019). Apesar
de ter sido apresentado com um intuito bastante diferente, sua apari¢ao em diversos sistemas
bilhares se mostra essencial para que possamos compreender as transi¢oes de fase pelas quais
esses sistemas passam. No caso dos bilhares, esse ganho de energia pode ser suprimido através
da introducgdo de forcas de dissipacao, tais como choques ineldsticos(OLIVEIRA; LEONEL,
2009) e arrasto devido a presenca de um gas (LEONEL; BUNIMOVICH, 2010b). Associadas a
tal transicao de fase do crescimento limitado para ilimitado na energia conforme a dissipagao
vai a zero continuamente sao observadas as tipicas leis de escala, caracteristicas deste tipo de
sistemas (SETHNA, 2006).

Neste trabalho nao apenas fazemos a caracterizagdo destes sistemas e de sua transi¢ao da
fase, mas também estendemos o formalismo de equacdo de difusdo apresentado em (LEONEL et
al., 2020), estudamos a fundo as leis de escala em questdo e possiveis extensoes da analise para

outro sistemas.

1.2 EQUACAO DE DIFUSAO

O termo "difusao" pode ser muitas vezes associado a espalhamento, seja ele de um observavel
fisico ou de algo mais abstrato, como uma probabilidade. A formalizacdo do conceito, em um
sentido matematico bem como fisico, pode ser apontada a monografia escrita por Joseph Fourier e
Pierre Simon Laplace entregue a Academia Francesa de Ciéncias, em 1807, intitulada "Teoria da
propagacdo do calor em sélidos". O trabalho marca a introducao do uso de equacdes diferenciais
parciais para descri¢do do fluxo de calor, depois sendo tratado com maior detalhe por Fourier em
sua obra "Teoria Analitica do Calor". Laplace, em 1809, ainda associou tal ideia a probabilidade
da soma de um nimero "n"de varidveis aleatdrias ser igual ou menor a um certo valor para
n — oo em seu texto "Teoria Analitica das Probabilidades"(NARASIMHAN, 2009). Atualmente,
podemos encontrar uma vasta gama de aplicacdes do estudo da difusdo de certas particulas em
um meio continuo, tais como a difusao de fumaca no ar, de néutrons em um reator nuclear, de
calor em uma barra metdlica e, como no nosso caso, no aquecimento de um gas entrando em
contato com um reservatoério térmico (BUTKOV, 1988).

A expressao fenomenoldgica para a equacao vem do uso da quantidade "p", densidade ou
concentracdo da substancia em questdo, na escrita do fendmeno de difusdo na chamada "lei de
Fick":

j=—-DVp, (1.3)
com j sendo a densidade de corrente da quantidade em questdo e D o coeficiente de difusdo, que

depende das propriedades do meio (BUTKOV, 1988). Além disso, também levamos em conta

que a substincia em questdo ndo estd sendo absorvida ou emitida pelo meio. Esse fato fica entdo
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expresso na chamada "equacdo de continuidade" dessa substancia:

ap -
—+V.5=0. 14
ot 7=0 (1.4)

Unindo as expressoes acima, temos a equacao de difusdo:

dp _ 2
% DV~p. (1.5)

Para o nosso objeto de estudo, a relacdo com a equagdo acima estd na escrita dessa mesma
equacdo sendo pautada na densidade de probabilidade P(r,t) da particula estar em uma certa
posi¢do em um certo instante no tempo, similar ao apresentado por Laplace. Einstein teve um

importante papel nessa reformulacao, segundo (NARASIMHAN, 2009):

A equacdo de difusdo estocdstica e sua solucdo j4 eram bem estabelecidas em
1905. Bem como a lei de Fick para difusdo molecular e a natureza da pressao
osmotica. Apesar disso, o trabalho de Einstein em movimento Browniano
é reconhecido como uma de suas contribui¢cdes mais significativas. O que
€ notavel na obra de Einstein é seu olhar para a difusdo molecular tanto
em uma escala microscépica, como um problema estocéstico, bem como
macroscopica, como um problema deterministico e dinamico.(SETHNA,

2006, p. 52)

Tal reformulacao proposta por Einstein para descri¢do do movimento Browniano de particulas
em um fluido (BALAKRISHNAN, 2021) € escrita por:

OP(x,t) D82P(x,t)

ot ox? '

(1.6)

caso consideremos apenas o0 movimento no eixo z, por simplicidade. O destaque dessa expressao
estd em um resultado que nao apenas ajudou a resolver diversas questdes da Fisica do século
XIX em relagdo ao comportamento de particulas, mas também integrou os aspectos fisicos e
abstratos da difusdo de maneira compacta e elegante (NARASIMHAN, 2009). Essa expressao
deve obter a condicao de normaliza¢do uma vez que estamos tratando de uma probabilidade, que
deve ser igual a unidade caso estejamos considerando todos os valores possiveis de —co a 0o

para a posicdo. A condicdo € escrita, para qualquer ¢ > 0:
+00
/ P(z,t)dz = 1. (1.7)

Além disso, uma vez obtida a expressdo da probabilidade, também podemos definir os observa-

veis:

=

(t) = /_OO zP(z,t)dz, (1.8)

[e.e]
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que € o deslocamento médio da particula em um certo tempo "t" e:

22(t) = /OO 2?P(x,t)dx, (1.9)

—o00
como deslocamento quadratico médio. O deslocamento quadritico médio pode ser apontado
como um importante objeto da nossa anélise uma vez que nao se anula, mesmo que em uma
distribui¢do simétrica como ocorre com Z(t), fornecendo importantes informagdes sobre o
sistema (BUTKOV, 1988). Além disso um importante observavel, quando tratamos da equacao

de difusdo, é definido por:

— /@), (1.10)

xrms

onde o subindice "rms" vem do inglés "root-mean-squared", traduzido como raiz quadrética
média por alguns autores (REIF, 2008), e representa o valor "efetivo" apresentado por essa
quantidade. A obtencao de tal quantidade também € um dos principais resultados deste trabalho
para o bilhar ovéide dependente do tempo.

Um importante resultado obtido da equacdo de difusdo, que representa bem sua associagao
com a distribuicao de probabilidade, estd na chamada "solucao Gaussiana". Tal distribuicdo €
uma das mais utilizadas para modelar fendmenos naturais e estd presente nais principais obras
de modelagem de sistemas estatisticos, descrevendo desde o comum jogo de "cara ou coroa"até
conceitos mais complexos como "Entropia"e "Quantidade de informag¢do (REIF, 2008). Sendo
a equacao de primeira ordem em relacdo ao tempo e de segunda ordem em relagdo a posigao,
sua solugdo unica pode ser feita por meio da especificacdo de uma condicao inicial e de duas
condi¢des de contorno (BOYCE; DIPRIMA, 2014). Para este caso temos que P(z,0) = 6(z) e
que, pela probabilidade ser normalizada P(z,t) = 0 em x = 400, para todo ¢t > 0. O resultado

obtido € dado por:

1 2

conhecida como Gaussiana normalizada, para qualquer ¢ > 0. Tal expressdo apresenta o formato
caracteristico de "sino" centrado em 0 e tendendo a se achatar conforme o tempo avancga. Por ser
uma expressao normalizada, mesmo com o "espalhamento” da curva, sua drea € sempre igual a
unidade, podendo ser observada na Figura 1.

Um formalismo robusto para obten¢do da expressio do valor médio de uma varidvel, no caso
a acdo, por meio da equacdo de difusdo foi apresentado por (LEONEL et al., 2020) para o mapa
padrao dissipativo. Foi mostrado que a fun¢@o de distribui¢do de probabilidade de uma particula
apresentar, em um "momento"n , a acdo [, isto é, P(I,n), pode ser determinada a partir da
solucdo da equagao da difusao impondo condicdes de contorno especificas que satisfazem as
propriedades impostas pelo espaco de fases, como feito para a distribuicao Gaussiana. Na Figura
1 podemos perceber claramente o analogo a distribuigdo Gaussiana, com maior densidade de
pontos simetricamente concentrada em 0 e diminuindo gradualmente ao nos afastarmos deste

ponto, e sua associacao direta com o espacgo de fases do sistema. Mais detalhes sobre o sistema
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apresentado na Figura 1 estdo presentes na secdo 4.4.3 deste trabalho e no artigo "A short review
of phase transition in a chaotic system" (MIRANDA et al., 2021), mas € importante enfatizar que
em tal sistema o parametro € controla a integrabilidade do sistema, sendo o seu valor indicado na
imagem suficientemente grande de forma a destruir as estruturas regulares presentes no espago
de fase. Tal escolha € feita de forma a garantir um comportamento aleatério na regido estudada,

estando de acordo com sistemas descritos pela Gaussiana.

Figura 1 — a) Gréfico do espaco de fases para o mapa padrao dissipativo considerando os para-
metros € = 100 € v = 1073 b) Distribui¢do de probabilidade P(I,n) normalizada
para o atrator cadtico do item "a".

4000}

2000

D 0.0001 0.0002 0.0003
(b) P(I)

Fonte: (LEONEL et al., 2020).

Tendo em vista que a distribui¢cdo Gaussiana € uma das mais comuns encontrada na mo-
delagem de sistemas naturais, € de se esperar que tal resultado seja encontrado também para
sistemas bilhares. Isso ndo ocorrre uma vez que o sistema que € objeto de estudo deste trabalho
apresenta algumas diferengas nas limitagdes impostas as suas varidveis e, subsequentemente, na
forma da sua distribuic@o de probabilidades (LEONEL et al., 2016). Apesar disso, € possivel a
realizagdo com sucesso do formalismo apresentado em (LEONEL et al., 2020), como veremos
mais adiante.

A motivagdo e a importancia da abordagem da solucdo da equacao de difusdo para obtencao
de resultados analiticos para o bilhar ovéide dependente do tempo pode ser encontrada ao
estudarmos seu paralelo com o caso termodinamico. Ao tomarmos o bilhar em questdo como um

andlogo a um gds cldssico, a presenca de caos na dinamica das particulas para a fronteira estatica
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seria, segundo a conjectura LRA, condi¢do suficiente para que a introdu¢do da dependéncia
temporal produza uma difusdo ilimitada na energia na particula, isto €, aceleracao de Fermi.
Tal difusdo na velocidade, pelo teorema de equiparticdo de energia, seria sindbnimo de um
crescimento na temperatura, o que nao é observado fisicamente uma vez que o aquecimento
s6 ocorre até um certo ponto de equilibrio ao permitir o contato de gas de particulas de baixa
energia com o sistema. A supressao de tal crescimento ilimitado estaria, segundo a teoria de
bilhares, nas colisdes das particulas do gds com a parede do recipiente, mais especificamente
nas perdas fracionais de energia que ocorreriam nessas colisdes (LEONEL, 2019). Tendo
esse comportamento em mente, podemos compreender o porqué da equagdo de difusdo ser a
abordagem sugerida para atacar esse problema analiticamente. Uma particula deste gas, neste

processo onde entra em contato com o reservatorio térmico, experimenta o fenomeno de difusio.
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2 BILHAR OVOIDE ESTATICO

2.1 MAPEAMENTO, ESPACO DE FASES E RESULTADOS NUMERICOS

Como definindo anteriormente, um bilhar € definido como um sistema dindmico que descreve
a dindmica de uma particula ou de um conjunto nao interagente de particulas em movimento
dentro de uma barreira fixa e rigida com a qual colidem de forma a conservar o angulo antes e
depois da colisdo (LEONEL, 2019). Temos, entdo, que a componente tangencial da velocidade se
mantém constante, enquanto que a componente radial tem seu sinal invertido (colisdo especular).
A classificacdo de acordo com a dindmica da fronteira vem do fato de que, caso as colisdes com
a fronteira sejam eldsticas como ocorre no bilhar estatico, a energia das particulas em questdo é
mantida. Porém, quando tratamos de uma fronteira que possui dependéncia temporal, a energia
da particula ndo €é mais preservada e a difusdo ilimitada na energia, conhecida como aceleracao
de Fermi, tem condicdes de ser observada.

Bilhares estaticos, que ndo possuem dependéncia temporal e sdo foco de andlise deste
capitulo, podem ser classificados como: (i) integrdveis; (i1) ergdédicos; e (iii) mistos. No caso dos
bilhares integrdveis podemos citar como exemplos o bilhar circular e o bilhar eliptico. Neste
primeiro a integrabilidade se deve a conservagdo de energia e momentum angular, ja no segundo
se trata da conservacdo, além da energia, do momentum angular em relacdo a cada um dos focos
(BERRY, 1981). J4 para bilhares ergédicos podemos nos referir ao bilhar de Sinai, com fronteira
construida de forma que as particulas estejam confinadas em um quadrado de lado L com um
circulo de raio R < L no centro (SINAI, 1970; COX; FERES; ZHAO, 2021; CASATI; PROSEN,
2012), e o estadio de Bunimovich, onde a fronteira consiste de duas metades de um circulo
conectadas entre si por dois segmentos de reta, remetendo a forma de um estddio como o préprio
nome sugere (BUNIMOVICH, 1979). Nesses casos, dependendo dos parametros de controle,
uma unica condi¢ao inicial € capaz de preencher ergodicamente todo o espaco de fases para
tempos suficientemente longos. A diferenca dos comportamentos para os casos (i) e (ii), bem
como o esbog¢o das fronteiras descritas para os bilhares circular e de Sinai, podem ser observados
na Figura 2.

Nosso objeto de estudo nesse trabalho, o bilhar ovdide, estd na terceira categoria: a de bilhares
mistos. Essa classe de bilhares serd tratada com maior detalhe a seguir porém € interessante
apontar que a mesma apresenta um espaco de fases com ilhas de periodicidade que coexistem
com curvas invariantes spanning que delimitam diferentes mares de caos (OLIVEIRA; LEONEL,
2010a).

Para descrevermos a dinamica de um bilhar, assumiremos que a fronteira pode ser descrita

em coordenadas polares a partir de um raio escrito como:

R=R(0). 2.1)
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Figura 2 — Ilustracdes das fronteiras dos bilhares circular e de Sinai, respectivamente em a) e c),
e de seus espacos de fase, em b) completamente integravel para o bilhar circular e em
d) totalmente ergdédico para o bilhar de Sinai.

2

sinf

d ‘c- 7 A IR & P [y :
) 00 02 04 0.6 08 10

©)

Fonte: Compilagdo do autor, (LEONEL, 2019), (COX; FERES; ZHAO, 2021) e (CASATI; PROSEN,
2012).

O comportamento da particula confinada no interior dessa fronteira é descrito por um certo
mapeamento discreto para as variaveis (6,,, a,), com n se referindo a enésima colisdo com
a fronteira, onde 6,, se refere a posicao angular da particula e o, corresponde ao angulo que
a trajetéria faz com relagdo ao vetor tangente a fronteira na posi¢ao 6,,, como podemos ver
na Figura 3 (LEONEL, 2019). A figura ainda mostra os efeitos de uma variagdo temporal na
fronteira, que abordaremos no préximo capitulo, onde os contornos verde e roxo representam
dois snapshots da fronteira em diferentes momentos.

Utilizando o formalismo das coordenadas polares, a posi¢do da particula pode ser descrita

como:

X(6,) = R(0,)cos(6,,) (2.2)
Y (6,) = R(6,)sen(6,,). (2.3)

O angulo entre o vetor tangente a uma particula e a fronteira na posi¢do dada pelas equagdes

acima, em relacdo a horizontal, é dado por:

¢, = arctan {y} , 2.4)
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Figura 3 — a) [lustragdes dos angulos que descrevem a trajetéria de uma particula em um bilhar. b)
Ampliacdo da se¢do no canto superior esquerdo, indicando as componentes tangencial
e normal, que discutiremos mais adiante.

Fonte: (SILVEIRA et al., 2023).

onde os apéstrofos se referem a primeira derivada em relacdo a §. A equacdo que descreve a

trajetdria da particula, com velocidade constante, entre uma colisdo e outra é dada por:
Y(0p11) — Y (0,) = tan(ay, + ¢0,) [ X (0ni1) — X (0,)], (2.5)

onde Y (0,.1) e X(0,.1) representam as novas coordenadas para 6,1, sendo obtidas pela
solucdo da equacgao (2.5). O angulo entre a trajetéria da particula e o vetor tangente a fronteira
no ponto 6,1 € dado por:

Opi1 = Gna1 — (o + Op). (2.6)

Por fim, o mapeamento discreto para a dindmica da particula é dado por:

H(0n11) = R(0p41)sen(0p11) — Y (0,,) — tan(ay, + ¢p)[R(On11) cos(0ni1) — X (0,)] (2.7)
U1 = Pny1 — (O + Pn), (2.8)

onde 0,1 € obtido a partir da solu¢iio numérica de H (6,,,1) = 0. Neste trabalho tal solu¢ido
foi obtida por meio do método da bissec¢do, selecionando a posi¢do angular onde a posi¢ao da
particula 2, € igual a posi¢ao da fronteira I?y, isto €, onde ocorre a colisdo e garantindo que o
resultado encontrado estivesse dentro de uma tolerancia da ordem de 10~'2. Tal tolerancia foi
escolhida de forma a concordar com o incrementos na eolvucdo temporal, que sdo da ordem de
1/V,,. Ao mesmo tempo que tal valor tenha que ser suficientemente pequeno de forma a garantir
que a colisdo de fato aconteceu, minimizando o erro, ele ndo pode ser tdo pequeno a ponto de

exceder o nimero limite de iteradas estabelecido até que a particula encontre a fronteira. O
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mesmo deve ser aplicado a velocidade inicial: enquanto uma velocidade inicial pequena garante
que possamos ver com maior clareza os diferentes comportamentos ao longo da trajetdria, uma
velocidade inicial muito pequena pode levar a particula a nao ter velocidade suficiente para
atingir a proxima colisdo. Tais elementos justificam a escolha da tolerancia de forma a minimizar
o erro simultaneamente garantindo a qualidade da anédlise e a evolugdo do sistema. Além disso
a resolugdo da equacgdo (2.7) nos fornece, para cada colisdo, um conjunto de 4 solucdes, das
quais apenas duas sio condizentes com o que é observado fisicamente e, das duas restantes, uma
se trata da solu¢do em n e uma em n + 1, sendo apenas a ultima selecionada para subsequente
iteracdo do mapeamento. Tal selecdo € feita por meio de uma subrotina que impde as condi¢des
de que a particula ndo pode ser R, > R;, que o angulo encontrado deve ser real entre 0 e 27 e
que o momento da colisdo selecionado seja maior que a iterada atual, isto é £ > ,,.

Com as equagoes (2.7) e (2.8) em maos, podemos substituir as expressoes especificas, em
coordenadas polares, de cada fronteira para descrever os bilhares ja comentados.

Como citado anteriormente, o bilhar ovéide € um exemplo de comportamento misto entre
ergodicidade e integrabilidade, sendo objeto de interesse para o nosso estudo pela sua conexao

com a conjectura LRA. Sua fronteira € descrita por:
R(0,¢,p) =1+ ecos(ph), (2.9)

e aqui temos € como um parametro que deforma a fronteira e que nos permite recuperar o bilhar
circular quando igualado a zero, levando o sistema a ser integravel. De forma semelhante, p
também provoca deformacdes na fronteira e deve ser sempre um nimero inteiro de forma a nio
permitir "buracos" na mesma e, subsequentemente, o escape de particulas. Para p = 1 temos o
bilhar ovéide, enquanto que para p > 1 ocorre o chamado bilhar "ovéide-like". Lembramos ainda
que o modelo, como discutido na se¢do anterior, consiste de uma particula cldssica de massa
m confinada numa regido, nesse caso de forma ovdide ou ovéide-like, na qual sofre colisdes
eldsticas com a fronteira e ndo sofre o efeito de nenhuma influéncia externa. Cada uma dessas
reflexdes é especular e # denota o Angulo medido com respeito ao eixo horizontal. Utilizamos
aqui também as expressoes para X (6,,), Y (6,), a e ¢ obtidas na sec¢do anterior, bem como o
mapeamento dado pelas equagdes (2.7) e (2.8). As Figuras 4 e 5, abaixo, nos permitem notar o
efeito da alteracdo dos parametro p e e.

Podemos perceber, especialmente na Figura 6, a seguir, como o parametro € estd diretamente
associado a integrabilidade ou nio do sistema, uma vez que quando seu valor fica cada vez menor
nos encontramos cada vez mais préximos de uma fronteira circular, que sabemos ser integravel,
e seu aumento leva a deformacdes nitidas que podem, para valores muito grandes de €, impedir
quase completamente que a particula acesse certas regides. Na Figura 6 estdo indicadas também
as trajetdrias, ou "caminhos", que serdo percorridos por uma particula dentro do bilhar, onde
podemos notar a influéncia dos parametros especialmente no caso onde € = 1, o que leva ao

encontro das paredes da fronteira, impedindo a passagem das particulas para qualquer setor
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Figura 4 — Forma da fronteira do bilhar ovéide e ovéide-like para e fixo e diferentes valores de p
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Fonte: Producdo do préprio autor.

diferente daquele onde iniciou sua trajetdria. Esse resultado observado para e = 1 no item d)
pode ser provado analiticamente uma vez que, tomando a expressao da fronteira em coordenadas

polares R(6,¢,p) = 1 + ecos(ph), esta se torna:
R(6,1,3) = 1 + cos(30), (2.10)

expressao que sabemos ter seus minimos em:

dR nm
@——3sen(30) —0—>9—?,neZ (2.11)

Isto é, para tais angulos a expressdo R(f, €, p), que descreve a fronteira (isto é, a forma das
"paredes"do bilhar), terd o mesmo valor o que implica nessas diferentes paredes se tocarem,
bloqueando a passagem. Neste trabalho limitaremos nossa andlise, como dito anteriormente,
a valores de € < 1, deixando as particulas livres para acessarem qualquer regido dentro das
fronteiras do bilhar.

Uma vez bem definidas as diferentes trajetdrias e fronteiras possiveis para o bilhar ovéide,
passamos para uma discussdo do seu mapeamento, ou espago de fases. Em sistemas dinamicos,
podemos estudar a evolucdo das drbitas por meio de uma superficie "S" transversal ao fluxo das
mesmas. Esta é a chamada secdo de Poincaré para o sistema, onde se define um ponto a cada
passagem por "S" , como podemos observar na Figura 7. Sendo assim, a Figura 8, por exemplo,
€ construida a partir de "fatias"das Orbitas que sdo descritas pelo sistema. O mapa gerado pelo

conjunto desses pontos também pode ser chamado mapa de Poincaré. Podemos ainda dizer que
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Figura 5 — Forma da fronteira do bilhar ovéide para diferentes combinagdes de € e p
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Fonte: Producdo do préprio autor.

Figura 6 — Fronteiras e trajetérias de uma particula para p = 3 e diferentes valores de €

Fonte: Produgdo do préprio autor.

o conjunto de pontos que interceptam "S" , caso desenvolvam uma dindmica quasi-periddica,
terdo sua representacdo no mapa por meio de uma curva invariante, enquanto que caso essa
dindmica seja cadtica podemos observar o chamado "mar de caos" no mapa (pontos distribuidos
aleatériamente onde o conhecimento do comportamento do sistema em um momento nada nos
diz sobre o mesmo no futuro) (ABUD, 2010). Ainda podemos estabelecer uma clara conexao

entre as estruturas apresentadas na Figura 8 e as trajetorias apresentadas na Figura 6, uma vez
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que uma trajetdria corresponde a uma das estruturas (como a destacada em roxo na Figura 8,
item b) do espago de fases.

Figura 7 — Exemplo de uma se¢d@o de Poincaré com um fluxo de trajetdrias cruzando a superficie
VISVI

%

Fonte: (ALLIGOOD; SAUER; YORKE, 1996).
Para a iteracdo das equagdes (2.7) e (2.8) os resultados estdao apresentados na Figura 8,
abaixo.

Figura 8 — Espago de fases para o bilhar ovéide com parametros de controle p = 2 e: a)
e =0,001;b) e =0,05;¢c)e =0,1;d) e =0, 5.

Fonte: Produg¢do do préprio autor.

Tais mapeamentos apresentam uma diversidade de comportamentos que emergem € Sao



24

destruidos de acordo com a variagdo do parametro e. Para valores suficientemente pequenos
desse parametro, como discutido anteriormente, nos aproximamos cada vez mais do bilhar
circular, que sabemos ser integravel. De acordo com isso, podemos observar o mapeamento
no item a), contando com um conjunto de 6rbitas periodicas. Subsequentemente, 0 aumento
de € leva a emergéncia de regides de mar de caos no entorno dessas ilhas de periodicidade
(também conhecidas como ilhas KAM). O aumento de ¢ estd, entdo, diretamente relacionado ao
aumento desse mar de caos e a destrui¢cdo de um nimero cada vez maior de 6rbitas periddicas,
como observamos nos itens c¢) e d). O item d) ainda marca a destrui¢cao das curvas invariantes
spanning que estavam presentes até entdo, sendo o espaco de fases tomado quase integralmente
pelo mar de caos. Também € a interessante a conexdo com as galerias do sussurro comentadas
anteriormente no capitulo 1. No mapeamento, 0 mesmo fendmeno acontece e tudo aquilo que
€ observado nas curvas invariantes proximas de 0 em « se repete em 7, tal como o som de um
sussurro em um lado da galeria pode ser ouvido do lado oposto.

E possivel obter o valor exato de ¢ para o qual as curvas invariantes sio destruidas, chamado

de € critico denotado por €. Para isso estabelecemos a quantidade « dada por:

X'(0)Y"(0) — X"(0)Y"(6)

K(0) = , , 3
X72(0) + Y(0)]:

, (2.12)

que representa a mudanca na curvatura da fronteira quando x é maior ou menor que zero
(OLIVEIRA; LEONEL, 2010b). Todos os valores das derivadas primeira e segunda sio obtidos

das expressoes de X (6), Y (0) e R(f) apresentadas no inicio do capitulo. Dessa forma podemos

encontrar: dR(0
X'(0) = dé )cos(O) — R(6)sen(h), (2.13)
Y'(0) = d]fiémsen(@) + R(0)cos(0), (2.14)
d*R(0) dR(6)
X"(0) = -2 — 2.1
(9) Tz cos(0) w7 sen(f) — R(0)cos(0) (2.15)
d*R(0) R(0)
Y"(0) = —2—= — 2.1
(9) S (9) 7 0s(0) — R(A)sen(h) (2.16)
onde podemos escrever:
dR(0) _
o —epsen(pd), (2.17)
d*R(0) 2
= — : 2.1
7 ep-cos(pd) (2.18)
Encontramos, entao, o valor critico de € fazendo ' = 0, o que nos fornece (OLIVEIRA;
LEONEL, 2010b)
1
€= 1 el (2.19)

Para o nosso caso p = 2 encontramos €. = 0, 2, tendo como consequéncia o apresentado na
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Figura 8, item d). E importante notar que, para a barreira, ¢ < ¢, representa uma fronteira
estritamente convexa, com € > ¢, permitindo partes ndo convexas na mesma, como podemos
observar no item a) da Figura 5 para valores menores do que o critico e na Figura 9 para valores
maiores, em ambos p = 2. Retomando novamente a conexao com as galerias do sussurro, tal
fendmeno deixa de acontecer quando e ultrapassa o valor de €., uma vez que a trajetéria ndo
pode mais "ricochetear"para o ponto inicial como aconteceria antes, tendo em vista a deformacao

na fronteira do bilhar.

Figura 9 — Esbogo para diferentes fronteiras do bilhar ovéide comp = 2, e = €. = 0,2 e € > €.
Em b) € apresentada uma ampliacdo da figura a) para melhor visualiza¢ao

— &=0,2
— &=0,21

£=0,25
— =03

Fonte: Producdo do préprio autor.

Uma explicacdo mais aprofundada do significado do parametro x estd no fato de que um
bilhar pode ser descrito como um sistema onde a particula, ou um conjunto de particulas nao
interagentes, estd livre para se movimentar em uma variedade "Q" com uma fronteira suave em
cada uma de suas partes J(). Matematicamente, Spivak (1965) define uma variedade como um
espaco topoldgico que se parece localmente com um espaco Euclidiano nas vizinhangas de cada
ponto. Nao entraremos em muitos detalhes dessa definicdo mas ela pode ser facilmente explorada
em trabalhos ndo apenas da drea de topologia, mas também no préprio estudo de diversas dreas
da fisica desde a Mecénica Classica até a modelagem do espaco-tempo na relatividade geral
(SPIVAK, 1965).

Se escrevermos a fronteira do bilhar como um nimero finito de componentes "suaves" 0Q); =
1,2, ...., k, podemos definir a curvatura (q) para cada componente da fronteira 0Q);. Sendo
assim, se para cada ponto ¢ € 0Q);, k(q) > 0 entdo dizemos que os componentes J(); sdo
do tipo dispersores, pela logica andloga, x(q) = 0 leva a componentes neutros e x(g) < 0
componentes concentradores, Esses componentes podem também ser denotados por 9F, 3° e
0, respectivamente (LOSKUTOV; RYABOV; AKINSHIN, 2000). Ainda por essa descri¢ao
podemos dizer que se 0 nao € perturbado no tempo, isso caracteriza um bilhar estatico, enquanto
que bilhares dependentes do tempo, que veremos mais adiante, podem ter suas componentes
descritas por 0Q) = 0(t).
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Notamos ainda, nos espacos de fases, a presenca de regides periddicas em () e em 7 que sao
destruidas com o aumento do parametro €. Essas sdo as chamadas "6rbitas da galeria do sussuro”,
ou whispering gallery orbits (LEONEL, 2019), que recebem esse nome devido ao andlogo de
ondas sonoras se propagando préximas a paredes de catedrais medievais, onde um sussuro em
um lado do ambiente poderia ser ouvido no outro. Tal comportamento foi estudado por Lord
Rayleigh e € associado ao fato de, para angulos suficientemente pequenos, as ondas sonoras se
refletiam quase que rentes as paredes, como podemos ver no item b) da Figura 6. Sendo assim,
comportamentos observados na regido do mapa entre 0 e 7 iriam se repetir nas Orbitas entre
7 e 2m. Esse comportamento pode ser observado também em outros bilhares, tais como o de
Sinai e o de Bunimovich, ambos j4 citados neste trabalho (KRUELLE et al., 1997; LERMAN;
ZHARNITSKY, 2021).

Uma outra importante ferramenta no estudo de sistemas dinadmicos, incluindo os bilhares,
sao os expoentes de Lyapunov. Esses expoentes sdo, em termos simplificados, uma medida da
estabilidade das trajetorias sob efeito de pequenas perturbacoes (CHERNOV; MARKARIAN,
2006). O expoente de Lyapunov quantifica a taxa com a qual trajetdrias infinitesimalmente
proximas se separam. Em termos quantitativos podemos escrever o vetor que separa duas

trajetorias por 0 7, cujas divergéncias sdo dadas por:
16Z(1)| = eM|6 7y, (2.20)

em que A € o expoente de Lyapunov (CENCINI; CECCONI; VULPIANI, 2009). Sendo assim
o procedimento para obtencao desses expoentes consiste na iteracdo de um par de condi¢cdes
iniciais proximas e acompanhando suas evolugdes no espago de fases. Tomemos um mapeamento
unidimensional x,,.; = f(z,), onde f é uma fun¢io ndo linear qualquer e a distancia entre duas

condicdes iniciais apds n iteragodes €:
d = |f" (w0 +€) = f™(0)]. (2.21)

onde € € arbitrariamente pequeno e x € a condi¢do inicial, o que nos permite escrever a distancia
relativa como d/e. Admitindo que esta tenha comportamento exponencial em n, podemos
reescrevé-la, no limite em que € — 0, como:
™) (g +€) — fM(z
lim f ( 0 ) f ( 0) — 6)\717 (222)

e—0 €

o que nos leva a | f'(™ ()| = e*". Podemos ainda isolar A e obter A\n = In | '™ ()|, que pode

Ser escrito como:

In [ f ™ (z0)] = | f' (2n-1) f (Tn_2) f' (Zn_s)...f (x0)], (2.23)
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que ainda pode ser reescrita, usando a propriedade do produto do logaritmo:

n—1
1
A= — In|f(z; 224
- ZO n| f'(wa)l; (224)
€, para garantir que esse expoente convirja, € necessdrio que apliquemos ainda o limite n — oo,
logo:
1 n—1
A= lim =Y In|f'(x;)| (2.25)
n—oo N, P

Caso se tratem de 6rbitas regulares, a distancia de ambas ird reduzir com o tempo, caso contrario,
o sistema exibe uma componente cadtica e conhecer uma das 6rbitas ndo nos dd nenhuma
informacdo sobre a outra e as distancias aumentam exponencialmente com o passar no tempo.
Numericamente isso nos diz que se tivermos uma dinamica cadtica no sistema, o expoente de
Lyapunov serd A\ > 0 enquanto que para comportamento periddico ou quase-peridédico A < 0.
Visualmente, tal distancia entre as trajetdrias, dada pela equacao (2.21), pode ser representada

como dado na Figura 10

Figura 10 — Esboco de duas diferentes trajetdrias e seu afastamento descrito pelo expoente de
Lyapunov

x(1) +6(0)

18@ 1180 &
18O )

Fonte: (JL, 2023).

E importante notar que, computacionalmente nio é possivel fazer com que n — co. Sendo
assim, € necessdrio tomar um nimero suficientemente grande de iteragdes para que o expoente
chegue o mais préximo do valor de convergéncia, nimero este que variard para cada sistema
como veremos mais adiante.

Até o momento, a discussdo foi feita para o mapeamento unidimensional. Para o caso
bidimensional, como o nosso, esse formalismo pode ser estendido e os expoentes sdo obtidos a

partir da expressao:
n—1
1 .
Aj= lim =) In|AY)|, (2.26)

n—oo 1,
1=0
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onde j =1,2¢ AY representa os autovalores da matriz Jacobiana dada por

n

M =] 7:(Vi,¢1) = JnuorJucs.Jodr. (2.27)

i=1

E importante lembrar que a convergéncia de \ pode vir a ocorrer s6 para n bastante grande, o
que levaria a um aumento significativo no produtério de matrizes em M. Tal problema pode ser
contornado pelo procedimento apresentado em (ECKMANN; RUELLE, 1985), no qual a matriz

J é reescrita como J = ©T em que © é uma matriz ortogononal (©~! = ©7) e T' ¢ uma matriz

o (cos(&) —sen(&)) (2.28)

Ty T
7= (2.29)
0 Ty

O uso dessas matrizes nos permite reescrever:

triangular. Temos entdo:

M = Jydy1Jn_2...020,07 J;. (2.30)
Sendo T} = @flJl e J; = J,0, podemos escrever:
(Tll T12> _ (cos(@) —3671(9)) (jll j12> | 231)
0 T sen(f) cos(0) Jo1 Jo2
onde podemos obter, olhando para o termo 75, que:

0 = —jisen(6) + jorcos(6), (2.32)

0 que nos permite obter expressdes para sen(6) e cos() em fungio dos termos de J:

cos(f) = %7 (2.33)
VIi1 T )21
Jo1
VIi1 T )21
E podemos escrever 177 = ji1c0s(6) + jorsen(d) e Toy = —jiasen(d) + joscos(6), isto é:
2 9
Ty =2 1_12+‘72?2 : (2.35)
Jit t I

Ty — J11J22 + J21312_ (2.36)

it + J5
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E agora que temos as expressdes de 77, e Th» podemos determinar a matriz J;5 = J,0,. Sendo
assim o procedimento deve ser repetido até que todas as matrizes J,,J,_1, J,—o_... sejam

percorridas. Uma vez feito isso podemos escrever os expoentes de Lyapunov por:

0 _
nlgglo " Z In[T;°],7=1,2. (2.37)
Ainda podemos apontar que para sistemas conservativos, isto €, sem dissipa¢@o, a soma de todos
os expoentes de Lyapunov serd zero, enquanto que para sistemas dissipativos essa soma sera
negativa (CENCINI; CECCONI; VULPIANI, 2009).
Aplicando o procedimento apresentado acima para o sistema estudado pudemos obter os

expoentes de Lyapunov para mapeamentos da Figura 8, apresentados na Figura 11.

Figura 11 — Esboco dos expoentes de Lyapunov para p = 2 e diferentes valores de €, o valor
médio na regido de saturacio estd apresentado na figura

sx10™ [T

S
a) 4x10 i b)
B £=0,01 o ax10" -
< 4x10" A=177x107 4 < -
S | 2x107" - £=0,05
B = -5
310 B Ix10™ A=3,14 x 10
||||| 1 1 ||||||| | ||||||| 1 L11iinl _||||| 1 1 ||||||| 1 1 ||||||| 1 L Ll
Ix100  1x100  1x10°  1x10° 1x100 110 1x10t 1x10’
n n
SX_]O-I T T T T T T T T T T TTTTT 9><10-lﬂ||| L R L1 R B R L B L AR N1
¢ _ d)
) §=0,5 i
< 4x10" — A=0,68303
< gx10" |
i e=0,1
310+ A=0,26133 — K
||||| 1 1 ||||||| | ||||||| 1 L11iinl 'l ||||| 1 1 ||||||| 1 1 ||||||| 1 LIl

< Tx10 i
1x100  1x100  1x10t  1x10° 1x100 1x100  1x10t  1x10’
n n

Fonte: Produ¢do do préprio autor.

Podemos, entdo, perceber valores muito proximos de zero para os casos onde predomina a
regularidade no sistema, com os valores aumentando conforme o mar de caos aumenta. Vale
notar que, mesmo variando as condi¢des iniciais, os valores do expoente de Lyapunov irdo
convergir para um mesmo valor. Esse comportamento, para o caso do expoente positivo, pode
ser observado na Figura 12, onde um conjunto de 5 condicdes iniciais para diferentes valores de
€ foram iterados parap =2ea)e =0,2,b) e = 0,25 e ¢) € = 0, 3. Também estdo indicados, na

Figura 12, os valores médios do expoente encontrados para cada valor de e.
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Figura 12 — Comportamento do expoente de Lyapunov positivo parap = 2e a) e = 0,2, b)
e =0,25,¢c)e = 0,3 ede = 0,35 Os valores médios para o expoente estdo
novamente apresentados na figura

10 T T T T T
L a) L b) |
8, — — —
L e=0,1 I |
-~ 6 A= 10,2309 i |
A S _
=t i i
< 4F 4 4
] =072 |
2@/&- e 1| A=05492 |
= L L L L s . . 1 L . 1 L
10 T T ‘ T T
L ¢) L d) l
s - L |
b . ,
S _ P 1
T_ 6 1 F s
= i ]
X
< 4 4+ -
| £=073 | =035 |
L A=0,6873 1 L A=0,7376 |
oL I | I | L 1 | 1 |
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
nx 105 n x 105

Fonte: Producdo do préprio autor.

Sendo assim, tais valores mostram uma robustez na presenga de caos no sistema, sendo
essa informacdo bastante importante para a nossa andlise nos capitulos seguintes. Podemos
ainda perceber que a convergéncia ocorre de forma mais adequada em valores diferentes de €
por conta da diferenga nos tempos de convergéncia necessarios, possivelmente exigindo um
niimero maior do que 10° iteracdes para estes casos esbocarem o comportamento de acordo com
o limite descrito na expressado (2.37). O parametro € atua entdo como um controle do tamanho
do mar de caos no sistema, levando a destrui¢ao das ilhas de periodicidade e, seguidamente, das
curvas invariantes, como visto na Figura 8. Podemos tragar um andlogo entre tal pardmetro e o
mecanismo desfocalizador no bilhar estadio. Nesse caso, para um comprimento suficientemente
grande das paredes paralelas do bilhar as trajetdrias apds a colisdo passam a divergir contanto
que o tempo de voo livre seja suficientemente longo, sendo um dos principais mecanismos
responsdveis pela presenca de caos no sistema(PAPENBROCK, 2000). Vale notar ainda que
para valores suficientemente grandes de tal comprimento qualquer trajetdria ird sofrer essa
divergéncia, similar ao observado no objeto de estudo desse bilhar para € > ..

E importante apontar que o expoente de Lyapunov, mesmo sendo uma importante medida
em sistemas cadticos, ndo é uma boa quantidade para a andlise de, por exemplo, o transporte

de particulas nesses sistemas, como veremos a seguir. Segundo Meiss (2015), os expoentes
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de Lyapunov fornecem a taxa com a qual um desenho de um gato em uma regido do espaco
de fases (fazendo referéncia ao mapeamento do Gato de Arnold) se torna em uma versao
"embaralhada" desse mesmo desenho, enquanto que constantes associadas ao transporte nos
dao informagdes sobre a taxa com a qual partes do gato sdo transportadas para regides do espagco
de fases. Com isso em mente, a proxima se¢do deste trabalho € dedicada a andlise de fenomenos

de transporte para o bilhar ovéide no caso estatico.
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3 BILHAR OVOIDE DEPENDENTE DO TEMPO

3.1 COMPORTAMENTO, LEIS DE ESCALA E RESULTADOS NUMERICOS

A introdugdo da dependéncia temporal em um bilhar ocorre através da sua fronteira e leva
a energia da particula ndo ser mais uma constante. Para tratar desse sistema € necessdria a
utilizacdo de duas varidveis dindmicas adicionais: a velocidade da particula e o tempo em si, este

tltimo introduzido na prépria expressdo da fronteira. Esta passa a ser escrita por:
R = Ry(0,1), (3.1)
levando a dindmica da particula a ser descrita por um mapeamento quadridimensional dado por:

T(@n, A, VTH tn) = (9”+17 An+t1, Vn—l—la tn—l-l)a (32)

onde 6 € a posicdo angular ao longo da fronteira em que ocorre o impacto, « é o angulo que a
trajetoria da particula faz com a tangente no instante do impacto, V' € a velocidade absoluta da
particula e ¢ € o instante do impacto propriamente dito. A aplicag¢do, por meio do operador 7" das
quatro varidveis no impacto n, nos fornece seu comportamento no impacto n + 1. Os efeitos da

introduc¢do da dependéncia temporal na fronteira podem ser vistos na Figura 13, abaixo.

Figura 13 — Esboco de seis colisdes de uma particula em um bilhar com a fronteira mével, bem
como os angulos que descrevem a dinamica

Fonte: (OLIVEIRA; LEONEL, 2010b).

Essa dependéncia temporal também afeta as coordenadas X e Y que definimos para o bilhar
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ovoide estatico, sendo agora dadas por:

X (6,) = R(0,,t,)cos(0,,) (3.3)
Y (0,) = R(0,,t,)sen(d,). (3.4)

Introduzimos também o vetor que descreve a velocidade da particula:
V,, = V.| [cos(dn + an)i + sen(éy + )]l (3.5)
e o angulo ¢,, é dado por:

B Y'(0,,t,)
an = arctan {m} s (36)

onde os apdstrofos novamente se referem a primeira derivada em relagdo a #. Com todos esses

elementos em maos podemos escrever a posi¢ao da particula em fungdo de um instante arbitrdrio

t > t, por:
X,(t) = X (0, 1) + |Viu|cos(ct + ¢ (t — t,) (3.7)
Yo(t) = Y (O, tn) + |Via|sen(a, + o) (t — t,). (3.8)

Na nota¢do por meio dos subindices utilizada aqui, p denota que estamos nos referindo a particula
enquanto que b, a fronteira (do inglés boundary). A distancia da particula em relagdo a origem
do sistema de coordenadas € dada por R,(t) = |/ X2(t) + Y2(t). A posigdo da particula no
momento da proxima colisdo com a fronteira é, entdo, obtida igualando as expressdes para

R, (0n11,tn11) € Rp(Oni1,tny1). O instante da colisdo é dado por:

VIAX,P + [AY,P
Vil

2fn—l—l =t,+ ) (39)
onde A representa a variacdo entre as expressdes de X, e Y, entre 0,1 e 0,,. A expressdo para a
velocidade da fronteira no instante do impacto € dada por:

4 dR t A ~

Vo(tni1) = % [cos(6,,11)7 + sen(0,11)7]. (3.10)

tn+1

Por fim, a obtencao da velocidade da particula deve considerar que ndo se trata mais de um
referencial ndo inercial, devendo ser encontrada numericamente por meio do uso das seguintes

leis de reflexdo que devem ser respeitadas no instante do impacto (LEONEL, 2019):

w1 Togr = |Vol[cos(am + ¢n)c0s(dni1)] + |V |[sen(am + én)sen(dp1)] (3.11)

—

Vit - Nyt = —|Vio|[—cos(at + ¢n)sen(dni1)] — [Va|[sen(am + ¢,)cos(dni1)]
+2Vi(tns1) - Nos1, (3.12)
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onde:
T = cos(dni1)i + sen(dni1)) (3.13)
]\7n+1 = —sen(qbnﬂ)z + cos(¢n+1)3, (3.14)

sdo vetores unitdrios e o, 1 é dado por:

— —

Vos1 - N,
Q11 = arctan MEE SRS (3.15)

Vn-l—l : Tn+1

Por fim, unimos esses elementos de forma a escrever a velocidade na colisdo n + 1:

Vil = Vet T + (Vo - N2 (3.16

Estando definidas todas as equacdes necessdrias para o estudo de bilhares dependentes
do tempo, sdo necessdrios alguns apontamentos sobre o fendmeno de aceleracdo de Fermi e
sua relagdo com a conjectura LRA, o que deixard mais claro nosso interesse no bilhar ovéide
dependente do tempo.

A conjectura Loskutov-Ryabov-Akinshin, ou simplesmente LRA, enuncia que uma dindmica
cadtica de particulas para um bilhar no caso estatico é condi¢do suficiente para o surgimento
de difusdo ilimitada na energia uma vez que a dependéncia temporal € introduzida na fronteira.
Tal conjectura foi proposta tendo em vista resultados para o bilhar de Sinai, o estddio de
Bunimovich e, o que é mais importante para o nosso caso, o bilhar ovéide (LOSKUTOV;
RYABOV; AKINSHIN, 2000). Anos depois uma problemadtica em tal enunciado seria apontada
por um grupo de pesquisadores ao analisarem o bilhar eliptico, que tem uma integrabilidade a
variagdo dos parametros de controle para o caso estatico e, ainda assim, apresenta difusdo da
energia para a fronteira dependente do tempo (LENZ; DIAKONOS; SCHMELCHER, 2008).
Isso ocorre porque, uma vez introduzida a dependéncia temporal, diversas érbitas migram do
regime de libragdo para o de rotacdo e vice-versa, tal migracdo € uma alternancia nos valores do
observavel F'(a, ), que é nulo ao longo da curva separatriz, positivo nas 6rbitas de rotagdo e
negativo nas de libragdo, e subsequentemente ao surgimento de uma "camada estocdstica" no
sistema (LEONEL; BUNIMOVICH, 2010a). Tal camada € suficiente para causar uma destrui¢cao
da curva separatriz encontrada no espaco de fases, levando as Orbitas a apresentarem difusao de
energia (LEONEL, 2019). A corre¢do para este contracxemplo da conjectura seria apresentada
anos depois na proposta de existéncia de uma Orbita heteroclinica ao invés de porcdes de
caos no espacgo de fases como condigdo para a observacdo de difusdo de energia (LEONEL;
BUNIMOVICH, 2010a).

Vale notar que, como citado anteriormente, essa difusdo ilimitada de energia € muitas vezes
chamada de Aceleracdo de Fermi, sendo um mecanismo proposto pelo mesmo para a abordagem

da dindmica de raios cosmicos(FERMI, 1949) e comumente utilizado para a anélise de sistemas
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bilhares. No caso dos sistemas bilhares, a €nfase estd principalmente na transi¢cao de fase
caracterizada por tal crescimento ilimitado e em formas de suprimi-lo, como veremos adiante.
Feitas essas consideracdes, passemos para a andlise do objeto de estudo: o bilhar ovéide

dependente do tempo. Sua fronteira passa a ser descrita por:
R(0,n,t) =1+ ef(t)cos(pb), (3.17)

com p sendo um inteiro, ¢ = 0 correspondendo ao bilhar circular, que ja vimos ser integravel,
enquanto € # 0 fornece um espaco de fases misto para f(¢) constante, além de exibir aceleragdo
de Fermi para o caso especifico onde f(t) = 1 + ncos(t), assim como importantes propriedades
de escala (LEONEL et al., 2016).

Pudemos constatar, no capitulo anterior, a presenga de mares de caos no bilhar ovéide estético,
tornando-o um bom candidato para apresentacdo de Aceleracdo de Fermi ao introduzirmos a
dependéncia temporal. Esse sistema estd, de fato, de acordo com a conjectura e cabe aqui a
introducdo de uma nova quantidade conveniente para o analisarmos: a velocidade média, dada
por (REIF, 2008):

n

> Vi, (3.18)
j=1

onde M identifica diferentes condi¢des iniciais enquanto n identifica o nimero de colisdes da par-

SRS

— 1

=1

ticula com a fronteira. Essa quantidade € de extrema relevancia especialmente na caracteriza¢ao
da aceleracdo de Fermi, como veremos a seguir.

Vale notar que, como comentado anteriormente, por mais que o sistema apresentado acima
pareca relativamente simples, existem uma série de desafios computacionais a serem transpostos
para obten¢@o de uma solu¢do fenomenoldgica. O método utilizado neste trabalho se baseou na
descri¢do da fronteira por meio da equacao (3.1), sendo definido um raio maximo passivel de
ser percorrido pela particula levando em conta sua evolugdo temporal, como R,,, = 2I?, onde
as componentes dependentes de # tem seu valor maximo. Feito isso uma particula com uma
velocidade inicial dada serd evoluida seguindo as equacdes (3.3) a (3.8), com a estocasticidade
sendo introduzida no sistema por meio de um nimero Z € (0, 27) escolhido pelo gerador de
nimeros pseudoaleatdrio xoshiro256** (PRNG). Feito isso, a evolucdo para o préximo passo é
feita por meio da obten¢do do instante da colisdo, sendo tal valor retornado as equagoes (3.7)
e (3.8) e o processo repetido. Para obtengdo de tal instante onde ocorre a colisao foi utilizada
uma subrotina que, por meio do método da bissecdo e de evolucdes em incrementos de tempo dt
da ordem de R,,../V,, * 102, registra os valores de t,, para os quais a diferenca entre a posi¢do
da particula e a posicdo da fronteira (17, e I?y, respectivamente) estd dentro de uma tolerancia
predefinida. Para os resultados obtidos neste trabalho o valor de tolerancia utilizado foi da ordem
de 107 !2. Ainda é necessaria uma certa "filtragem"dos resultados obtidos para t,, uma vez que
nem todos os valores encontrados para 1R, = R, representam resultados possiveis fisicamente

(n2o € permitido, por exemplo, que a particula passe para fora da fronteira), sendo assim certas
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condi¢des sdo impostas em tais resultados de forma a garantir que os resultados retornados sejam
validos para o sistema. Tais condi¢des incluem que a expressdo encontrada seja apenas real e
que o argumento das componentes esteja entre 0 e 27. Encontrado o momento da colisdo, as
expressoes (3.10) a (3.16) sdo utilizadas para obtermos a velocidade da particula a cada iteragdo,
sendo feita a média por meio da expressao (3.18). O procedimento € repetido para uma grade de
10* x 10* condigdes iniciais, permitindo a obtengo das figuras de V apresentadas nesse texto.

Na Figura 14 podemos ver o comportamento da quantidade indicada pela equagdo (3.18)

para diferentes velocidades inciais utilizando os parametros € = 0,08, p =3 en =0, 5.

Figura 14 — Comportamento da velocidade média vs. n para diferentes velocidades iniciais e
parametros de controle e = 0,08, p=3en =0,5
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Fonte: Producdo do préprio autor.

A partir da figura podemos notar que, mesmo com condig¢des iniciais diferentes, temos uma
repeticao de trés comportamentos. Primeiramente, para velocidades iniciais Vj suficientemente
pequenas, a velocidade média cresce seguindo uma lei de poténcia que pode ser escrita de
forma geral como V o n®. A partir das curvas construidas podemos obter o valor indicado
na figura por 5 = 0,4972(5) ou 8 ~ 0, 5. Também nota-se, a medida que a velocidade inicial
cresce, podemos observar um platd para tempos curtos e, eventualmente, as curvas atingem um
numero de colisdes de crossover, n,, € passam a descrever o comportamento descrito pela lei
de poténcia citada anteriormente. Podemos escrever, entdo, que para n < n, temos met ox Vy
onde podemos, intuitivamente, determinar que o = 1, uma vez que se trata de um platd constante.

Por fim, podemos escrever o nimero de colisdes de crossover descrito por n, o< V7. Aquia, Se
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z sd0 expoentes criticos e esses trés comportamentos (também chamados de hipéteses de escala)
podem ser associados a uma funcao homogénea generalizada.

O propdsito de se determinar tal funcdo estd em estabelecermos uma relagdo entre os trés
expoentes onde, conhecendo dois deles, podemos determinar o terceiro. Além disso, o fato de
todas as curvas obedecerem a tais hip6teses indica o comportamente conhecido como "invariancia
de escala". Tal invariancia de escala € justamente o fendmeno observado onde o comportamento
das curvas para diferentes condicdes essenciais € o mesmo, mudando apenas a sua escala, como
se fizessemos um mesmo barco de papel com folhas de tamanho progressivamente maior. Este
comportamento permite que, com as transformagdes corretas nos eixos, possamos sobrepor as
curvas de V em uma dnica curva, chamada de "curva universal", como apresentado na Figura 15.

A funcdo homogénea generalizada em questdo €, entdo:
Vin, Vo) = IV(I°n, 1°Vp), (3.19)

em que [ é um fator de escala e a e b s@o expoentes caracteristicos que serdo, e devem, ser
relacionados com os expoentes criticos. Sendo [ um fator de escala podemos defini-lo da forma

que for conveniente. Definindo 1°V, = 1 temos | = Vo_l/ be:

Vin, Vo) =V VoV (179, 1), (3.20)

em que assumimos que a fungio V (I=%/*n, 1) é constante no regime de tempos curtos, ou seja,

n < n,. Comparando esta equacio com a hipdtese de escala para este momento encontramos:

Vi P =ve o a=—1/b. (3.21)

~1/b

Agora tomando [“n = 1 temos [ =n , onde a funcio se torna:

V(n,Vy) = n~ YV (1,1797). (3.22)

Em que assumimos que V (1,17%/9V})) também apresenta comportamento constante para tempos
longos, isto é n > n,. Comparando este casos com a hipdtese escala que descreve o crescimento
em lei de poténcia temos:

n Y =nf - p=—1/a. (3.23)

Por fim, comparando as duas expressdes obtidas para [ encontramos que, na iteracao de crossover
n =n, e:
—1/b -1 a/b
Vo P =n e s, =V (3.24)

Substituindo as relacdes encontradas para v e 5 temos:

ng = VP, (3.25)
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que comparada com a nossa hipétese de escala para o crossover nos da a lei de escala:

2= a/B, (3.26)

que nos permite encontrar z = 2,011(0) ou z &~ 2. Tais expoentes de escala podem ser validados
a partir de transformacdes de escalas especificas a serem feitas nos eixos permitindo a sobreposi-
cdo das curvas mostradas na Figura 14 em uma unica curva universal. As transformacdes usadas

para obtengio da Figura 15 foram V — V/V® e n — n/V{.

Figura 15 — Sobreposicao das curvas da Figura 14 em uma tnica curva universal utilizando as
transformagdes V — V/Vi* en — n/Vg
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No caso em questdo € interessante apontar que a existéncia de tal platd tem sua origem
justamente associada a distribui¢do de velocidades no ensemble em um primeiro momento, onde
parte das particulas apresenta crescimento de velocidade e outra, desaceleragdo. Tal distribui¢ao
ja foi citada anteriormente para o caso das probabilidades e sua simetria, na forma de uma
Gaussiana, é quebrada justamente na iteracdo de crossover, levando a mudanga de regime
(LEONEL, 2019). Também € interessante notar que, para um ndmero ainda maior de colisdes,
da ordem de 107, o sistema passa para um regime de acelera¢io ainda maior. 3 passa de 0, 5 para
1, no que é chamado "regime de superdifusao"(HANSEN et al., 2018).

Para entendermos a causa de tal fendmeno € importante lembrarmos que, considerando que
todas as particulas comecam sua trajetéria com a mesma velocidade e em uma posicao aleatdria,

cada uma delas pode ganhar ou perder energia ao colidir com a fronteira mével. Se olharmos para
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todo o conjunto de particulas temos aproximadamente o mesmo niimero de particulas ganhando
e perdendo velocidade, sendo assim a média das velocidades tende a ndo variar tanto apds as
colisdes. A superdifusdo surge do fato de esse fendmeno nao poder continuar indefinidamente
uma vez que temos um limite inferior para a velocidade (zero) porém nao temos nenhum limite
superior. Sendo assim, as particulas que atingem o limite inferior s6 podem ganhar energia ao
colidirem e quando um nudmero suficientemente grande de particulas atinge esse limite ocorre
uma quebra da simetria que citamos anteriormente. Temos, entdo, um crossover entre dois
diferentes regimes de crescimento da velocidade. Os comportamentos discutidos aqui podem ser

observados na Figura 16.

Figura 16 — a) Gréfico da velocidade média V vs. n onde ocorre um segundo crossover, iniciando
o regime de superdifusdo com expoente [ ~ 1; b) Distribui¢do das probabilidades
para um conjunto de 3500 particulas apds diferentes nimeros de colisdes. Os
parametros utilizados estdo indicados na figura.
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Fonte: a)(HANSEN et al., 2018); b) Producdo do préprio autor.

E importante apontar ainda que tal formato descentralizado da distribuicdo das velocidades,
diferente da Gaussiana que vimos para o mapa padrdo dissipativo, levard a diferentes condigdes
de contorno quando partirmos para a descri¢ao analitica do problema por meio da solucao da
equacio de Difusdo, sendo uma das principais contribui¢des originais deste trabalho. A discussao

em maiores detalhes do porqué desta distribui¢do ocorrerd na secdo 4.2.

3.2 ANALOGO TERMODINAMICO

Como citado anteriomente, sistemas bilhares com fronteiras dependentes do tempo podem
ser associados a situacdes comuns no mundo fisico. Se pensarmos na mudanca de posicdo de
cada dtomo devido a flutuagdes térmicas, por exemplo, uma fronteira poderia se mover dentro
de uma certa regido. Tal oscilacdo dos dtomos e da fronteira sdo descritos pelo formalismo de
bilhares dependentes do tempo, permitindo que a velocidade da particula seja relacionada com

outras grandezas tais como a energia cinética e, no caso da termodindmica, a temperatura e a
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entropia (LEONEL et al., 2016).Tendo isso em mente, o objetivo dessa secdo serd abordar o
andlogo termodindmico por meio da solu¢do da equacdo de calor de Fourier, definida a seguir, e
associaremos tal resultado com o que foi observado na secdo 3.1.

Assumimos, entdo, um conjunto de particulas idénticas, com densidade pequena o suficiente
para que possam ser consideradas ndo interagentes, se movendo dentro da fronteira que se
move no tempo. Como comentado anteriormente, as colisdes da particula com a fronteira sdo
responsaveis por trocas de energia com as pariculas. Podemos assumir ainda que a fronteira, além
de ter temperatura fixa 7, que ndo € afetada pelas particulas, age como um banho térmico que deve
absorver ou fornecer energia para as particulas caso suas temperaturas sejam, respectivamente,
maiores ou menores que 7; até que seja alcancado o equilibrio, como enunciado pelas leis
da Termodindmica. Aqui nos referimos a temperatura no sentido usual, isto €, a medida da
energia cinética média de cada uma das particulas de um sistema em equilibrio térmico, sendo
equilibrio térmico o estado onde, apds realizada troca de calor entre os sistemas em questao,
todos apresentam uma mesma temperatura (REIF, 2008).

A descricao do comportamento das particulas segue entdo a Hamiltoniana citada na sec¢ao
1.1 e todas as expressdes abordadas na se¢do 3.1. Assumimos ainda, na simulacdo numérica, que
uma fase aleatéria Z(t), com Z € [0, 2], é introduzida de forma que a velocidade da fronteira
sejaV, = %R}(t + Z(t), o que introduz aleatoriedade no modelo.

Retomando a descricao do processo de transferéncia de calor podemos nos referir a equacao
(REIF, 2008):

oQ oT

— = —Kkl—, (3.27)

ot ox
onde k € o coeficiente de condutividade de calor, [ € o comprimento ao longo da fronteira por
onde o calor pode fluir, sendo %—? justamente esse fluxo de calor para uma regido com uma
variagdo de temperatura AT e ‘g—g sendo a variagio na temperatura. E importante apontar que
estamos considerando que o fluxo ocorre apenas na fronteira no bilhar, justificando a escolha da
versdao em duas dimensdes da expressdo mais genérica para o fluxo J = —kAVT onde o sinal
denota justamente que o sentido desse € contrario ao gradiente da temperatura (da maior para a

menor). Continuando nossa discussdo podemos ainda encontrar [ por meio de:

2 27
[ = / R(0,n,¢e,p, t)dd = / [1+ n[1 + ecos(t)]cos(pb)]db = 27. (3.28)
0 0

Para resolvermos a equacio (3.27) precisamos, entdo, obter as expressoes de 99 ¢ 9T gabemos
ot ox
que as interacdes entre particulas ndo sdo consideradas. Sendo assim, a energia de cada particula

¢ justamente sua energia cinética e temos, do teorema de equiparticdo de energia:

%mmt) —RT(), (3.29)

onde % é a constante de Boltzmann e V2 indica a velocidade quadritica média do conjunto
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de particulas. Estabelecemos, entdao, uma relagdo bastante direta entre a velocidade média e a
temperatura do sistema, o que serd muito Util na nossa andlise quando estudarmos o sistema
bilhar. Podemos ainda utilizar da relagdo entre a variagao de temperatura e o calor transferido
d@ = cdT, onde ¢ = kN, para um gés ideal, e fornece sua capacidade térmica para um conjunto
de N, particulas. A equacdo (3.27) se torna, entdo

0Q cm 0 —
0] (3.30)

Agora para obtermos g_;j; podemos recorrer a aproximacgdo abaixo, levando em conta que tal

variagdo apenas pode ocorrer na zona de colisdo:

or AT T-T,
or ~ Az Az

(3.31)

onde, para obtermos Az podemos considerar os dois extremos que a fronteira pode ter: (i)
um raio maximo dado por R,,.. = 1 + n(1l + €)cos(pf) e (i) um raio minimo dado por
Rpin = 1+ n(1 — €)cos(ph). A variagdo é AR = Ryux — Riin = 2necos(pf). Esse valor
ndo é constante, uma vez que depende de #. Como alternativa recorremos a aproximacgao

Az = 1/(AR)2, usando a propriedade AR = 0. Este valor é calculado por:

1 2m

(AR)? = 7 / 4n*e*cos®(ph)do = 2n*e*, (3.32)
T Jo

Temos, entdo, Az = v/2ne e podemos incorporar a expressio (3.31), com este resultado, na

expressao (3.27)

or T -1,
By S a3 (3.33)
823 \/§n5
que, pelo teorema em (3.29), se torna:
T ZV2(t) - T
o M (3.34)
€T \/5776
E retornando este resultado, junto com a expressao (3.30), em (3.27) temos finalmente:
0 — nY2(t) — T4
I3y = gl |22 70 ) =T : (3.35)
2k Ot \/§U€
uma equacio diferencial de primeira ordem que nos fornece, para V2:
— 2k —27TK
Va(t) = —T,+ [Ty — Tp) ex ( t>. 3.36
() =5 T+ [To = T exp (2 (336)
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E, do teorema da equiparti¢do isso nos d4, para a temperatura

T(t) =Ty + [Ty — Ty exp (?/257;'2 t) . (3.37)

Da expressao (3.37) podemos analisar duas diferentes situacoes:

1. Para T, < Ty, a expressdo se torna 7'(t) ~ T, + Ty exp (:é;’:t), o que indicaria um

decaimento exponencial para tempos curtos e a convergéncia para um estado estacionario

T(t) = Ty, parat — oc;
2. Para Ty > T, podemos expandir a expressdao em série de Taylor, encontrando:

27K
=T,—1,
’ \/§nec

ou seja, a temperatura cresce para tempos curtos, indicando também que a velocidade

T(t)

quadritica cresce com v/ e, eventualmente, a temperatura também ira convergir para o

estado estaciondrio 7'(t) = T, para t — o0.

Os dois comportamentos apontados acima estdo em perfeita conformidade com o que seria
esperado de um sistema fisico. Apesar disso, eles sdo discrepantes daqueles encontrados para
o bilhar ovéide dependente do tempo na secdo anterior: nao temos um crescimento ilimitado
da temperatura como seria consequéncia da aceleracao de Fermi observada, muito menos uma
aceleracdo em tal ganho de temperatura associada a uma superdifusdo. Tal discrepancia é
solucionada pelo fato de que a Aceleracao de Fermi ndo é um fendmeno robusto, podendo ser
suprimido pela introducao de forcas de arrasto ou, como faremos a seguir, de dissipacao parcial
na energia das particulas a cada colisdo com a fronteira do recipiente. Essa perda é esperada
fisicamente e veremos no capitulo seguinte que a introdugdo do fator v, onde 0 < v < 1, (y =1
indica que ndo houve perda de energia enquanto v < 1 representa uma perda fracional na
mesma), que a caracteriza, nas expressoes associadas ao bilhar, leva ao comportamento esperado
fisicamente para o andlogo termodinamico. Essa andlise dessa secao mostra, entdo, a importancia
do nosso topico de estudo também na andlise de sistemas fisicos diversos e estudaremos ainda,
com maior €nfase, a transi¢ao entre os dois comportamentos, ou seja, a transicao de fase que

ocorre conforme v — 1.
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4 BILHAR OVOIDE DEPENDENTE DO TEMPO DISSIPATIVO

No capitulo 3, ao analisarmos o andlogo termodindmico proposto para o bilhar ovéide de-
pendente do tempo, percebemos a necessidade de suprimir o ganho ilimitado de energia (ou
aceleracdo de Fermi) para que os resultados estejam de acordo com o observado experimen-
talmente. Para isso, iremos supor que as particulas do gas, ao colidirem com a fronteira do
recipiente, experimentam perdas fracionais de energia.

Colisdes ineldsticas representam um entre diversos mecanismos possiveis na supressao de tal
difusdo ilimitada. Dentre eles também poderiamos citar a introdugdo de forcas de arrasto viscoso,
tanto da ordem de —V quanto de —V'? e, de forma mais geral, —V?%(com1 < § < 2) (LEONEL,
2019). O impacto que tais colisdes ineldsticas apresenta no nosso sistema esta especialmente
nas leis de reflexdo apresentadas no capitulo 2: apesar de os vetores unitarios fnﬂ e ]\7n+1 se
manterem os mesmos, héd a necessidade de introduzir nas equagdes das leis de reflexdo o termo
v € [0, 1], que representa o coeficiente de restitui¢do. O uso de tal coeficiente é comum ao
tratarmos de colisdes, sendo v = 1 representativo de uma colisdo eldstica, isto €, uma colisdao
onde ndo ocorre nenhuma perda de energia cinética, enquanto que valores de v < 1 representam
uma perda fracional de energia em cada colisdo, também conhecidas como colisdes inelésticas.

As equagdes se tornam, entao:

Vn+1 : 7_—:n—‘,-l = Vn : T;n-i-l (41)
Vn—i-l ’ Nn—&-l = _7‘771 ' Nn-i-l + (1 + V)W(tn—&-l + Z(n)) ' Nn—i-la (4-2)

onde Z(n) € [0, 1] € um nimero aleatdrio cujo objetivo é introduzir estocasticidade no modelo,
em acordo com os muitos graus de liberdade de cada um dos 4tomos que constituem o bilhar
e V, é dada pela mesma expressao (3.10), derivada temporal da fronteira, € novamente vale a

expressao (3.16), replicada abaixo:

Vil = v T - To)? + (Vs N2

Vale apontar que tal introdugdo feita na componente normal ao invés de na tangencial busca
deixar explicita uma mudanga na energia da particula, sem necessariamente alterar o angulo de
reflex@o, como seria causado pela introducdo do parametro em (4.1), sendo assim tomamos que
para tal caracterizacdo uma possivel dissipacdo em VnH . an seria descrita por v, - fnﬂ, onde
aqui tomamos apenas x = 1.

A proposta de tais colisdes inelésticas serem capazes de suprimir a aceleracdo de Fermi
€ corroborada pelo teorema de Liouville, uma vez que a sua presenca levaria a existéncia de
atratores no espacgo de fases, garantindo que o sistema evolua para um estado de equilibrio

termodinamico condizente com o esperado. Segundo este teorema, para sistemas conservativos
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ou fluxos Hamiltonianos, os volumes encerrados pelas trajetorias nos espacos de fases se
conservam. Em outras palavras, temos z(A) > 0, 1 a medida de Liouville, no espago de fases.
Vale notar ainda que tal supressao da aceleracdo de Fermi € robusta mesmo para velocidades
iniciais maiores, como serd demonstrado a seguir.

As ilhas de periodicidade e os mares de caos que vimos anteriormente também se enquadram
nessa definicdo. No mar de caos, por exemplo, uma unica 6rbita pode preencher todo um
espaco de fases, o que estd associado a uma medida de Liouville positiva e uma dinamica dita
ergddica. J4 as ilhas de periodicidade tem sua medida dada por uma fun¢do do espacgo de fases
(BUNIMOVICH, 1979), sendo o volume da ilha a integral sobre essas fungoes.

Retornando ao estudo das velocidades, para investigarmos a velocidade de conjunto de
particulas, assumimos que a velocidade obedece uma distribuicao de probabilidades uniforme
no espaco de fases dado pelos angulos « e 6, como ja foi discutido na secao 3.2 e observado
para quando introduzimos a estocasticidade por meio de Z(n). Sendo assim, tomamos, entdo, a

média da expressdo de |V, 1| para 6 nos intervalos ¢ € [0,27], 6 € [0,27] e a € [0, 7], obtendo:

—  (1+)V2 | (L+9)%e

4.3)

E importante notar que a realizacio de tais médias leva as componentes de seno e cosseno
a desaparecerem devido ao comportamento de tais funcdes. Por tal motivo, ao tratarmos da
velocidade média serdo referidas apenas as constantes 7 € ¢, € ndo mais p. Além disso, um
maior detalhamento do procedimento para obtencdo de tais médias pode ser encontrado em
(LEONEL et al., 2020) e (MIRANDA et al., 2021). Dessa expressao podemos estudar tanto
o regime descrito pelo platoé obtido para quando o sistema atinge a temperatura de equilibrio,
dito estaciondrio, quanto para o regime dinamico. Para o regime estaciondrio, escrevemos

% 1= V_n2 = V2. Isolando V2 obtemos, entio:

_ 1 2.2
77 (4(+1 7_>_777)€ (4.4)
Definindo ainda V = V172 , encontramos:
V= % L+ -7 3)
Ja para o regime dindmico, podemos usar da aproximacao:
que nos leva a: L
%:%2(72—1)+(1+7—532n262. 4.7)
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Uma integracdo simples considerando uma velocidade inicial Vj, na iteracdo n = 0 fornece:

=5 — 62 (147) 5, (2-1)n
Vin) =V 2z + ——-n%l—e = | (4.8)

A expressao acima nos permite observar dois comportamentos. Para velocidades iniciais V) >

(147)'/2

——=—731€, leva a velocidade a ter um decaimento exponencial de forma:
2(1—)~1/2

721 =1

V(n)~Voe "~ Voez ™ (4.9)

O outro comportamento ocorre quando temos uma velocidade inicial suficientemente pequena

de tal forma que V; ~ 0 e a expresssdo dominante para V (n) se torna:

_ 1 1/2 41 11/2
Viny = LEDT +;) (=) oe [1 = ™| (4.10)
que, ao ser expandida em série de Taylor, se torna:
V(n) =~ ney/n. 4.11)

Tais resultados serdo de grande valia para a proxima se¢do, onde repetiremos o procedimento

das leis de escala realizado no capitulo 3, agora para o caso com dissipacao.

4.1 RESULTADOS NUMERICOS E LEIS DE ESCALA

Agora, ja bem estabelecidas as equacgdes que descrevem o bilhar ovéide dependente do tempo,
iremos discutir o comportamento da velocidade quadratica média obtido a partir de simulacdes
computacionais.

Como citado anteriormente, aqui estamos interessados em estudar o regime de transi¢ao
entre o caso dissipativo e o caso conservativo (tratado anteriormente), uma vez que € esperado
que, para 0 < v < 1, o crescimento ndo seja mais ilimitado e um estado estaciondrio seja obtido
para tempos suficientemente longos. Sendo assim, estamos interessados no limite 7y — 1 € um
bom pardmetro de controle é (1 — +y). As simula¢des numéricas foram feitas considerando uma
velocidade inicial Vy = 1072, com os parAmetros variando nos intervalos v € [0,99999; 0, 999],
nel0,002; 0,02] e angulos iniciais ay € [0,7] e Oy € [0,27] e o tempo inicial ¢t € [0, 27]
escolhido aleatoriamente. Também temos o nimero aleatério Z(n) € [0, 1] introduzido na
velocidade da fronteira. As médias também sao feitas ao longo das 6Orbitas e das diferentes
condi¢des iniciais, conforme a expressao (3.18), para aproximadamente 2000 condi¢des iniciais.
A Figura 17 mostra o comportamento da velocidade média para diferentes valores de v e de ne

Similarmente ao que foi feito para o caso sem dissipacao, a partir das curvas exibidas na
Figura 17 podemos perceber trés diferentes comportamentos que sao comuns a todas as curvas.

Para valores pequenos de n, a velocidade cresce com uma lei de poténcia e eventualmente atinge
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Figura 17 — a) Curvas de < V' > vs. n para diferentes combina¢des dos parametros 7y e ne. b)
Overlap das curvas mostradas em a) em uma Unica curva universal apds feitas as
transformacdes indicadas.
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Fonte: Producdo do préprio autor.

um regime de saturagdo para valores de n suficientemente altos. Essa mudanca de comportamento
de crescimento para saturacdo ocorre na chamada iteragdo de crossover n,, como discutido na
situacdo anterior. A partir da constru¢do das curvas para diferentes combinagdes de parametros,
foi possivel notar que uma transformacéo do eixo das abcissas de n para n(ne)?, baseada no
formalismo de (LEONEL et al., 2016), permite a sobreposi¢ao do regime de crescimento dessas
diferentes curvas, fendmeno tipico de sistemas que apresentam invariancia de escala.

A partir do comportamento observado no item a) podemos propor as seguintes hipdteses de

escala:

1. Para valores de n < n,, o regime de crescimento é descrito por < V' >ox [(n¢)?n]? onde

B é o expoente de aceleragao;

2. Para valores de n > n,, o regime de saturagio é descrito por < V,q; >oc (1 — ) (ne)*2,

onde a; € ap sdo expoente de saturacao;

3. Aiteracdo de crossover que marca a mudanga de regime é dada por n, o< (1 — v)*' (ne)*.
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Como feito anteriormente, as trés hipéteses de escala permitem que o comportamento da

velocidade média seja descrito por uma Unica fungdo homogénea generalizada dada por:

<V >1[(ne)’n,ne, (L =) =1 <V > [I*(ne)*n, I"ne, 1°(1 — 7)], (4.12)

onde podemos atribuir certos valores para [ de forma a obter uma relagdo entre os expoentes

criticos. Comecemos tomando:
l“(ne)Qn =1=1= [(ne)Qn]_l/“, (4.13)

€ temos entao:

<V > [(776)271, ne, (1 —~)] = [(ne)Qn]_l/“ <V >, l_b/ane, l_d/“(l - )], (4.14)

onde assumimos que < V > [1,17% e, [~%/%(1 — ~)] apresenta comportamento constante para
tempos curtos. Sendo assim, comparamos este caso com a hipétese de escala que descreve o

crescimento em lei de poténcia e temos:

[(n€)*n] =1/ = [(ne)*n)”. (4.15)
Encontrando 5 = —1/a. Agora tomando:
l'ne=1—1= (ne)~/*, (4.16)
temos:
<V > [me)n,ne,(1=y)] = (o) /" <V >[I (ne)’n, 1,17 (1 = 7). (4.17)

Novamente podemos assumir que < V' > [I=%%(ne)?n, 1,1%(1—+)] apresenta comportamento

constante para tempos suficientemente longos. Além disso, tomando:
(1—7y)=1—=1=(1-7)""" (4.18)
e escrevendo:
<V >[(me)?n,ne,(1 =) = (1 =)V <V > [I7Yne)’n, 17 ne, 1]. (4.19)
Assumindo o mesmo comportamento, podemos escrever a saturacdo como:

(ne)P(1 — )" = (ne)*2(1 — 7)™, (4.20)

onde podemos encontrar que ov; = —1/d e ag = —1/b. Por fim, na itera¢do de crossover temos
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que os dois comportamentos (do crescimento e da saturacdo) podem ser igualados. Temos, entdo:

(1 =) (ne)** = [(ne)*ny)”, (4.21)

isolando n, temos:
(1= 7)1/ P (ne)2/P72 = n,, (4.22)

porém sabemos, pela expressio que descreve n,, que:

(1= 7)1/ (ne)2/P=2 = (1 — )™ (ne)™. (4.23)

Sendo assim, escrevemos as leis de escala que relacionam os 5 expoentes como:

7 = % (4.24)

2y = % —9 (4.25)

Cada um destes expoentes pode ser encontrado numericamente. Como indicado na Figura 17
temos 3 = 0,500(5) ~ 0,5, em concordancia com resultados jd previamente observados em
(LEONEL et al., 2016; LEONEL, 2019; SILVEIRA et al., 2023). Para obtermos 0s outros
expoentes, construimos as curvas indicadas na Figura 18. O valor de «; € obtido a partir de
diferentes velocidades de saturacdo encontradas para um valor fixo de ne e variando . O
crescimento de tal curva nos fornece oy = —0,492 ~ —0, 5 como indicado. Ja para obtencdo de
ag, 0 procedimento € similar, porém agora com 7e variando e v fixo, obtendo as = 1,009(3),
também indicado na figura. Os expoentes 2; € 2o sdo obtidos por meio da iteragdo de crossover,
construindo curvas de n, vs. (1 — 7) e n, vs. (ne), respectivamente. Tal procedimento nos
permite encontrar z; = —1,002(7) ~ —1 e 25 = 0,000969(3) ~ 0 em perfeita concordancia
ndo s6 com resultados previamente obtidos na literatura mas também com as leis de escala
descritas nas equagoes (4.24) e (4.25).

Por fim, o uso das leis de escala aliada aos valores obtidos para os expoentes criticos nos
permite realizar as transformacgdes de escala necessdrias para sobrepor as curvas encontradas
na Figura 17. Tal overlap esta indicado no item b) e foi realizado a partir das transformacdes
n—n/[(1-7)1(ne)*?]e<V >—=<V > /[(1—7)*(ne)*2], procedimento bastante similar
ao realizado para o caso sem dissipagao.

E importante indicar que, apesar da quantidade 7je ser utilizada nas transformagdes nos eixos
para que haja a sobreposicao das curvas, as quantidades 7 e €, caso fossem variadas individual-
mente de forma a manter o valor de ne, ndo afetariam o comportamento das curvas observado
até aqui. Isso estd em conformidade com a auséncia desses parametros individualmente nas leis
de escala deduzidas, sempre aparecendo dentro da quantidade 7e, justificando a escolha neste

trabalho de nao indicar os valores de 7 e € utilizados em cada caso. A validade computacional de
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Figura 18 — Curvas construidas para obtencdo dos expoentes a1, (i, 21 € 29, cujos valores estao
indicados nas figuras
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Fonte: Producdo do préprio autor.

tal comportamento estd apresentada na Figura 19, onde os valores de 7 e € foram variados sob
condi¢do de que ne = 0, 02.

Agora, para continuarmos nossa andlise, € conveniente retornarmos a equagao (4.8). Anteri-
ormente, realizamos o ciculo da velocidade quadritica média considerando apenas a média nas
condig¢des iniciais, porém nas simulagdes realizamos também a média no tempo. Sendo assim,

temos que a velocidade quadratica média se torna:

—2 I 2,
<Vi(n) >= P V(7). (4.26)

Ao realizarmos a soma no termo exponencial, 0 mesmo converge uma vez que seus argumentos

sd0 negativos, temos entao:

3

2 [1— eFhme
(i = i , (4.27)

=0 1— (=)

Podemos utilizar a expressao (4.26) para obter uma expressao analitica para V.,,s uma vez que
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Figura 19 — Curvas obtidas variando os valores de 7 e € individualmente e mantendo a condicio
ne = 0,02
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Fonte: Producdo do préprio autor.

Vims(n) =1/ < VQ(n) > (REIF, 2008). Assim, encontramos:

Vims (n) =

(L+yne 1 { , (1 +7)n262] [1 _ ()

41—7) ' (n+1) B 221

) 4.28
0 4(1_7) 1—6( ) ] ( )

Tal expressdo nos permite recuperar alguns resultados importantes: o comportamento de

Vims(n — 0) — Vg, o limite n — oo, que retorna:

e (T +y) ne
Vs (1 — 00) = \/ = = \/(1 7 (4.29)

e, por ultimo, o comportamento de V/.,,,; para um nimero de iteragdes suficientemente pequeno.
Este dltimo € encontrado assumindo que, no limite v ~ 1, as exponenciais apresentadas na

expressao (4.28) podem ser expandidas em série de Taylor, o que nos retorna (LEONEL, 2021):

Vims(n) o~ %\/ﬂ + 1~ (1+T7)776\/ﬁ, (4.30)

uma vez que n > 1. As expressdes obtidas nos permitem a recuperagao analitica dos expoentes

criticos através da comparacdo das mesmas com as hipéteses de escala propostas. Os expoentes
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Q1 € (g sdo obtidos a partir da comparagdo com a expressio para n — co. Encontramos, entao,
de (4.29), que a; = —1/2 e s = 1, como encontrado. Ja  é obtido da compara¢do com
a expressdo (4.30), que nos fornece f = 1/2, também em conformidade com o encontrado
numericamente. Por dltimo, obtemos os expoentes de crossover z; € 2z, igualando as expressoes
(4.29) e (4.30), o que nos fornece:

4

m“ -y (4.31)

Ny =
recuperando os resultados encontrados anteriormente:z; = —1 e 2o = (. Temos, entdo, que estido
completamente caracterizados, fenomenologicamente, os 5 expoentes criticos € 0 comportamento

do sistema ao introduzirmos dissipacdo, suprimindo a Aceleracdo de Fermi.

4.2 DISTRIBUICAO DAS VELOCIDADES E CONEXAO COM O FORMALISMO TER-
MODINAMICO

Discutiremos, agora, a distribuicdes da velocidade para esta situacdo, retomando os resultados
obtidos na se¢do 3 deste trabalho. Podemos notar que, para um nimero baixo de colisdes, como
demonstrado pelas curvas preta (n = 10) e vermelha (n = 100) da Figura 20, a distribui¢do das
velocidades € simétrica, tendo seu pico justamente na velocidade inicial Vy = 0, 5. Isso ocorre
devido ao fato de que, conforme evoluimos o ensemble de M =~ 3500 particulas, metade do
mesmo € levada a perder velocidade e parte a ganhar velocidade. Sendo assim, a velocidade
média neste caso é dada pela prépria velocidade inicial. Percebemos ainda que, para um nimero
suficientemente grande de colisdes, como observado na curva lilas (n = 5000), tal simetria é
quebrada, mas por que isso acontece? Conforme aumentamos o valor de n, observamos um
achatamento da curva, que eventualmente ird tocar o limite inferior das velocidades.

Esse limite inferior tem um papel importante na distribuicao uma vez que as particulas podem
ter velocidades superiores ilimitadas (o que ndo ocorre devido a dissipacao), porém nao podem ter
velocidades menores do que a velocidade da propria fronteira mével (V, = —ne). Sendo assim,
uma vez que parte das particulas atinge o limite inferior, elas sé podem ter seu valor aumentado,
levando a quebra de simetria observada, onde a distribuicao deixa de ser Gaussiana. Ainda assim,
a distribui¢do decai para valores de velocidade suficientemente altos, levando a convergéncia da
velocidade média que sabemos ocorrer para este sistema. E interessante notar que tal quebra
de simetria na distribuicao também foi observada para o modelo Fermi-Ulam unidimensional,
onde os autores (OLIVEIRA; SILVA; LEONEL, 2015) propuseram uma descri¢do similar da
probabilidade a que serd tratada neste trabalho . Os parametros utilizados para construcado da
Figura 20 foramn =0,2,e =0,1,7y=0,999e p = 3.

Por fim, tratemos da conexao entre os dois formalismos apresentados até entdo. Tal conexao
ndo € trivial uma vez que para o bilhar expressamos os resultados em fun¢dao do nimero de

colisdes n e para a transferéncia de calor tal descri¢do foi feita em funcio do tempo ¢. A relagdo
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Figura 20 — Distribui¢ao normalizada das probabilidades associadas a diferentes velocidades
para um conjunto de M =~ 3500 particulas para o bilhar ovoide dissipativo para
= 10, 100 e 5000 colisdes. Foram usados os parametros n = 0,2, € = 0,1,

v = 0,999, p = 3 e velocidade inical V[, = 0,5
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Fonte: Producdo do préprio autor.

entre ¢ e n pode ser complicada de se estabelecer uma vez que particulas com energias de
diferentes podem experimentar diferentes nimeros de colisdes para um mesmo intervalo de
tempo. Sendo assim, para estabelecer tal conexdo utilizaremos do formalismo proposto em
(LEONEL et al., 2016).

Comecamos assumindo que a particula viaja com uma velocidade constante entre as colisdes

e definindo o tempo entre colisdes por:

At = —, (4.32)
onde d € distancia percorrida pela particula e ]‘7] € o modulo da velocidade da mesma. Sendo
assim, o tempo total gasto apds n colisdes é:

L

(4.33)

1=

Tal soma ndo € trivial e pode ter sua resolucdo simplificada tomando separadamente os resultados
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proveninentes do numerador e do denominador. Do numerador, temos:

n

- 1
d= i) > d;, (4.34)

=0

onde d; € a distancia entre duas colisGes como:

d; = /e (0i1) — (0:)1 + [y(0:41) — y(6:)]2. (4.35)

Como descrito anteriormente, z(6) = R(6)cos() e y(0) = R()sen(f), em que R(0) é a
expressao da fronteira em coordenadas polares para o bilhar ovdide. Fazendo a média em

0 € [0, 27], temos:
_ 2
d:\/2+772 [1+%}. (4.36)

Agora trabalhando com o denominador, come¢amos assumindo que a variacao da velocidade

entre as iteragdes 7 e (i + 1) € suficientemente pequena de forma que possamos escrever:

"1 /" 1
—~ —dn'. (4.37)
; Vi o V(n)

E tal integracdo ndo € simples de ser feita uma vez que a expressdo da velocidade nao é
dada explicitamente no sistema tratado. Sendo assim, podemos recorrer a expressao obtida
empiricamente em (OLIVEIRA; ROBNIK; LEONEL, 2012) para a velocidade quadratica média

em func¢do das varidveis de escala:

x B
flz) = {va} , (4.38)

onde sabemos que S = 0, 5 para o sistema estudado, como visto anteriormente. Sendo assim,

podemos recorrer as transformagdes de escala vistas anteriormente (r — n(l —y) e f —

vy

) e escrever:

-
n(l—y)
1+n(1 )

dV (1-7v / (4.39)

A solugdo da integral € dada por (LEONEL et al., 2016):

dy/(1—7) 2¢/(n® —n?y +n)y/(1 —7)

1
LA VG N/ s gy I )

S n|+
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1 (12n+2n72 (n2n2'y+n\/ﬁ):|

1—
5 Vi) : (4.40)
€ —n(l—
! VIV
Ao agruparmos os termos e considerarmos apenas a contribui¢do principal, temos:
d
T = (4.41)

Expandindo a raiz quadrada e mantendo apenas a contribui¢do de primeira ordem:

__dy (7176— 7) {n Ll } | (4.42)

logo:

e W= (4.43)
T]G

relacionando, com sucesso, as quantidades propostas.

43 SOLUCAO DA EQUACAO DE DIFUSAO

Na etapa anterior deste trabalho, enfatizamos a importincia da obtencao de uma solugdo
analitica para o sistema bilhar ovéide dependente do tempo. Seu andlogo termodinamico,
como vimos agora, ¢ de grande importancia além das j4 citadas diversas aplicagdes de sistemas
bilhares em diferentes areas do conhecimento. Além disso, o tratamento fenomenoldgico de
tal sistema se mostra bastante caro computacionalmente, o que pode ser inferido pelo grau
de complexidade das equagdes apresentadas até aqui, deixando explicita a necessidade de
tal solucdo. O principal objetivo deste trabalho € determinar as propriedades estatisticas da
velocidade quadratica média usando a solugdo analitica da equagdo da difusdo para caracterizar
a transicdo que ocorre conforme v — 1, onde o sistema passa de uma dinamica conservativa
para uma dissipativa. Para isso, recorreremos ao formalismo apresentado em (LEONEL et al.,
2020), onde foi mostrado que o conhecimento da fung¢do distribuicao de probabilidade do sistema
pode ser determinado a partir da solu¢do da equacgdo da difusdo impondo condi¢des de contorno
especifcas que satisfazem as propriedades impostas pelo espago de fases, como feito para a
distribuicdo Gaussiana. Nessa se¢do, indicaremos cada etapa realizada no procedimento, partindo
da definicao de uma distribui¢ao de probabilidades que obedece as condi¢des de contorno do
sistema. Encontrada tal distribui¢cdo, diversos outros observaveis podem ser recuperados a
partir da solugdo da equacdo de difusdo e de resultados bem conhecidos da Fisica Estatistica.
No nosso caso daremos €nfase especial a obtencdo da expressao para V,.,,s, que nos permitird
comparar o comportamento recuperado pela solug¢ao analitica com aqueles ja encontrados até

o presente momento, fenomenologicamente. Nas secdes seguintes serdo exploradas as leis de
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escala, transicdes de fase e expoentes criticos para o mesmo, recuperando os resultados previstos
a partir da expressdo obtida para V., seguindo o mesmo procedimento dos capitulos anteriores,
apresentando resultados inéditos desta dissertacao.

Iniciamos a proposta desta solu¢do por meio de uma importante distingdo. Vimos que no
caso da distribui¢do atribuida a agado /,.,,s podiamos obter valores de —oo a 0o, sendo a mesma
centrada justamente na origem. Para o nosso objeto de estudo, no caso a velocidade, ndo
podemos assumir tais valores. Nossos resultados, como vimos nas Figuras 16 e 20, habitam o
intervalo de 0 a +o00, sendo centradas na velocidade inicial fornecida. Isso se justifica, como
dito anteriormente, que as velocidades das particulas podem ser somente tao baixas quanto
a velocidade da propria fronteira, ganhando energia ao colidir com a mesma e impedindo a
existéncia de velocidades infinitamente negativas. Apesar disso, vimos que ndo hd qualquer
limitacdo no que diz respeito ao crecimento dessas velocidades, sendo a supressdo da Aceleracio
de Fermi, e do ganho ilimitado de energia por consequéncia, causada apenas pela dissipacao
introduzida. Nota-se, entdo, que ndo se trata mais de uma distribui¢do Gaussiana, como utilizada
para o mapa padrdo. Para descri¢@o do bilhar, recorremos, entdo a solugdes da equacao de difusio
ao longo de uma regido semi-inifinita (BUTKOV, 1988; ARFKEN, 2017; BALAKRISHNAN,
2021).

Iniciamos essa andlise recorrendo a modelagem por meio de barreiras absorventes e refletoras.
Tais barreiras ndo representam as barreiras do bilhar em si, mas sim a forma como a difusdo de
energia ocorre nessas determinadas regides. Veremos que as solucdes sempre irdo considerar
barreiras posicionadas simetricamente nos €ixos negativo e positivo, sendo apenas a ultima
relevante para o nosso caso. Apesar disso, trataremos da descri¢gdo completa, depois realizando
as devidas restri¢des associadas ao nosso sistema.

Sendo assim, no caso das barreiras refletoras estamos considerando que existem duas bar-
reiras simetricamente posicionadas a uma distincia a da origem. Temos algumas condi¢des de
contorno ja bem estabelecidas para tais barreiras: nelas ndo € permitida nem a passagem nem o
aprisionamento de particulas que as atingem. Sob tais condi¢des, definimos as barreiras de tal

forma que o fluxo de particulas por meio delas € nulo, isto é, para qualquer ¢t > 0:

OP(z,t
OP ) _, (4.44)
ox r==a
Levando em conta tais condi¢des de contorno, obtemos uma expressao inicial para P(z,t)
dada por:
R nwx n’n2Dt
P(l’,t) = % + a ;COS <T) exp <—T> , (445)

que, por construcdo, obedece a condicao de normalizacao:

/ P(x,t)de =1 para t>0. (4.46)
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Ja para barreiras absorventes, temos uma importante distin¢do: as barreiras, ainda posiciona-

das em z = =+a, agora aniquilam as particulas que as atingem. Temos, entao:

P(z,t)|p=+a =0 para ¢ >0, (4.47)

e uma nova expressio para P(z,t) é obtida:

0 2,2
Plat) =+ Y cos (—(2" i 1)”) exp <— (2n+ 1) Dt) , (4.48)

4a?

que ndo € normalizada uma vez que as particulas vao eventualmente atingir as barreiras e encerrar

seus processos de difusdo. Temos, entdo, uma probabilidade de sobrevivéncia dada por;

/ P(z,t)dv = S(t,£a|0) para t>0. (4.49)

—a

Escrevemos, assim, a expressao de S(¢, £a|0) como:

A= (- (2n + 172Dt
S(t, +a0) = — HZ:U o) P (— o ) . (4.50)

Esta expressdo apresenta a caracteristica de um decaimento, levando a probabilidade a se
aproximar de zero para tempos longos e sendo bastante ttil para o espalhamento da distribuicao
observado nos histogramas anteriores.

Seguindo nossa andlise partiremos agora para o método das imagens, essencial para a
compreensao do comportamento de tais barreiras e, principalmente, como uma técnica para
encontrar a funcao de Green para um certo operador diferencial com certas condi¢des de contorno,
levando em conta que o sistema possui uma simetria que possa ser explorada (BALAKRISHNAN,
2021). Tal método nos permite a combinagdo das expressdes acima em um unico resultado.
Consideremos que a difusdo se inicia na origem e espelhos sdo colocados nas posi¢des das
barreiras * = +a. A imagem de um ponto colocado entre ambos, formada pelo espelho
localizado em +a estard localizada 2a — x, enquanto que a formada por —a estard em —2a — .
Com os espelhos posicionados de forma oposta um ao outro, novas imagens surgirdo sucessiva e

infinitamente, como mostra a Figura 21

Figura 21 — Primeiras imagens formadas pelo ponto = € [—a, a] por sua reflexdo nos espelhos
posicionados a e —a.

0 X a 2a—x da+x

—4a+x —2a-x -a

Fonte: (BALAKRISHNAN, 2021).

Utilizando este método temos a oportunidade de escrever a densidade de probabilidade
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P(x,t) nessa regido entre os espelhos (que sdo barreiras) como uma combinacdo linear de todas
as imagens.A expressdo obtida € unica tanto para barreiras refletoras quanto absorventes, com
sua distingao ocorrendo nos coeficientes das expressoes. As distribui¢cdes de probabilidade para

barreiras refletoras e absorventes, respectivamente, obtidas por este formalismo sdo:

1 = 2na)?
P(x,t) = \/ﬁ n:EOO exp (—%) (Barreira refletora); 4.51)
1 = n T + 2na)? .
P(z,t) = Tt E (—=1)"exp (—%) (Barreira absorvente), (4.52)

n=—0oo

que encontram uma util representacao visual nas condi¢des de Neumann e Dirichlet para a
equacao de calor que tratamos anteriormente. Em sua descri¢cdo da temperatura em uma haste
devido a uma fonte pontual em x = —¢ devemos considerar uma fonte imagem posicionada
em r = —¢. Encontramos na condi¢do de Neumann um andlogo a barreira refletora, uma
vez que o fluxo de calor nas regides estabelecidas deve ser zero. Ja a condi¢do de Dirichlet
nos fornece um andlogo a barreira absorvente. Os comportamentos de tais expressdes estao
apresentados na Figura 22, com os itens a) e b) representando as condi¢cdes de Newmann
e Dirichlet, respectivamente, ambas espelhando os comportamentos da fonte real porém, no

segundo caso, nos fornecendo uma inversao também no eixo horizontal (BUTKOV, 1988).

Figura 22 — Representacao da distribuicao das fontes real e imagem para as condi¢des de Neu-
mann (a) Dirichlet (b)
a)

Fonte imagem Fonte real Fonte imagem Fonte real

Fonte: Produg¢do do préprio autor.

Uma vez feita tal descrigdo completa para uma regido finita delimitada por x = £a podemos
"regredir" tal formalismo para a obtenc¢ao de um sistema onde temos a difusdo ocorrendo ao
longo de uma linha semi-infinita [a, +00), sendo a qualquer valor real. Sendo assim, podemos

utilizar os métodos apresentados até aqui para escrever uma solugdo para a equagdo de difusdo



58

com uma "barreira" em +o0o e uma, absorvente ou refletora, em a. Assim, a expressao obtida é:

P(z,t) = \/z;rﬁ [exp (—%) + exp (— (=20 ;gt_ %)2)} : (4.53)

com 0s sinais positivo e negativo correspondendo, respectivamente, ao caso da barreira refletora
e absorvente em a (BALAKRISHNAN, 2021).

Agora traremos este resultado para as condicdes de contorno associadas ao sistema estudado.

Como citado anteriormente, a distribui¢do serd da forma P(V,n), sendo V' a velocidade e n
o numero de iteracdes (onde sua relagdo com o tempo foi tratada na secdo anterior). Para tal
distribuicdo temos como condi¢do de contorno as equagdes:

P(V,n)lv=o = P(V,n)lv=0 =0 (4.54)

P(V,0) = 6(V — V). (4.55)

Tais condicdes se referem ao fato de que inicialmente todas as particulas possuem uma mesma
velocidade inicial, o que é descrito pela §(V' — 1}). Conforme n evolui as velocidades de cada
particula aumentam ou diminuem, levando ao "achatamento" de P(V,n). Além disso, sabemos
que devido a supressdo da aceleracdo de Fermi e pelo fato das particulas ndo conseguirem atingir
velocidade nula, P(V,n) vai a zero nestes limites, como indicado em (4.54). Para que essas

relacdes sejam obedecidas, a equacdo (4.53) deve entdo ter forma:

o (_M) — exp (_M)} O ase)

P(Vi,n) =

1
VAar Dt 4Dt 4Dt

onde a = 0 para o caso estudado, como vimos ao tratar da distribui¢do. Outra condi¢io necesséria
o

€ que a probabilidade em questio seja normalizada, isto &, f P(V,;n)dV = 1. Calculando tal
0

integral temos:

B 1 -1 Vo=V Ww+V +o0
= m( 5 VarDn (erf (—m) +erf <—\/m>))‘0 (4.58)

—1 Vo
=—(-1+1-2 4.
5 ( + erf( 4Dn)) (4.59)
Vo
= 4.
erf (m) (4.60)

onde definimos N*
(4.61)
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como a constante de normalizagdo. Logo, para que P(V,n) obedeca tal condi¢do, definimos ela

PV = 2 oy (CESI) o ()]

As curvas obtidas por meio de diferentes valores de n podem ser observadas na Figura 23.

como:

Figura 23 — Distribui¢des analiticas obtidas da expressdo (4.62) para diferentes valores de n com
velocidade inicial V = 10 e constante de difusdao D = 0, 01.

P(V.n)

Fonte: Producdo do préprio autor.

Podemos observar uma similaridade significativa com o comportamento observado feno-
menologicamente nas Figuras 16 e 20. As curvas apresentam tanto o espalhamento quanto a
quebra de simetria esperada, além de serem centradas justamente na velocidade inicial fornecida.
Continuando, com uma expressdo para P(V, n) em maos, temos condi¢do de calcular a grandeza

V2(n) por meio da equacio abaixo:

V2(n) = / h VZP(V,n)dV. (4.63)
0

Unindo essa expressdo a P(V, n) encontrada, temos

V2(n) = /0 h V2 \/% {exp (_(ZT_RVO)Z> — exp (_(ZTZVD)Z)} % (4.64)

_ N [T —(V -W)? —(V+W)°
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Temos entao:

V2(n) = \/;V;;Dni@ (—\/E(zv(f +4Dn)erf <%) -

Vo +V 9
T2V + 4Dn)er ( ) — V4 Dne~(VotV)?/4Dn
V2V Jerf V4Dn

Vo eVoV/ADn 4 17 AVoV/ADR | p V)) (4.66)

Aplicando nessa equagdo o limite infinito positivo temos que todos os termos se anulam:

— N* 1
V2 _ -
(n) VArDn 4

Aplicando no limite V' = 0 temos:

VADn (v/7(2Vy + 4Dn) — \/7(2V§ 4+ 4Dn) — 0) = 0. (4.67)

V2(n) = %i@ <—\/%(2v02 +4Dn)erf (&) -

Vo (U2
7(2V2 4+ 4Dn)er ( ) — 2V/4Dne= V)" /ADn (14 ), 4.68
\/_( 0 ) f \/m ( 0 0) ( )

que pode ser simplificada para :

— N* 1 1%
V2(n) = - 4Dn(—2 T(2VE 4+ 4Dn)er ( 0 )—
(n) o1V VT (2Vy Jer f T
4\/4Dne(V°)2/4D”V0) , (4.69)
e por fim:
2 2 . [4Dn —(Vo)2/4Dn
V2(n) = —(Vy +2Dn) — VoN* [ ——e*° : (4.70)
s

Sendo assim, como se trata da aplica¢do no limite infinito subtraindo a aplicagdo em zero, o
sinal negativo pode ser retirado. Além disso, aplicando a raiz quadrada, encontramos a grandeza
Vims = 1/ (VZ(n)) como:

1/2
[4D
Vims = ((VO2 +2Dn) + VyN* —”e—<V0>2/4D”> . (4.71)
T

Partimos agora em busca do coeficiente de difusdao D. Para obté-lo nés primeiro usamos
a expressao fornecida para |X7n+1| apresentada anteriormente no texto e realizamos a média da
velocidade quadratica para os intervalos 6 € [0,27], « € [0,7] e t € [0,27] (LEONEL et al.,

2016). O cdlculo de tais médias nos fornece:

(v +1)V2 L0+ v)*n%e?

VI =
n+1 2 8

(4.72)
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V2 1_W
Sabendo que D = % obtemos:

(v —1DV2  (147)n%
1 6

D=

(4.73)

Uma expressdo para V,2 no regime dindmico pode ser obtida assumindo que, para um grande

conjunto de particulas: -
T (p 1) —n T dn

(4.74)
Integrando este resultado, considerando que em n = 0 temos uma velocidade inicial Vj, obtemos:

3 oz 02 (147)
V2(n) = V25 +(—T]2621—6

<w2;1>n]

(4.75)

Devemos ainda, para que a expressdo da velocidade média seja compardvel a quantidade V..,

realizar a média da equacdo acima, tomando:

(V3(n)) = nrl 2 2(4). (4.76)
A equagdo (4.75) se torna:
Ty LY 5 2 (1+7) 5, W%)n
V2(n)——4(1_7)776 +<V0 —4(1_7)776>6 . 4.77)

A expressao (4.77) pode ainda ser simplificada por meio da relacao:

"2 1 e<w2—12>(n+1>
Z ye—1)i -
e 2 = [ (’y271) ] . (4.78)

i=0 1 —e 2

(V2(n)) se torna:

1
( +’Y) 2¢2 4

7)) = e s s (v - 2

(2-1)
1—e 2

(?=1)(nt1)
el Mn%?) [ ¢ ] L 479

Substituindo este resultado na expressao de D e realizando as simplificacdes necessarias obtemos:

(v2=1)(n+1)
po L (- 0Lt e Loe 621 (4.80)
n+1\°  4(1—7) 1 _ 250 4
Chamando: )
(?=1)(nt1)
n(y*—-1)|1—e 2
F(n) = 4.81

(n) 4(n + 1) 1 _ 6(722_1) ? ( )
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ficamos com:

D(n)n = F(n) (V_O? - Hw) . (4.82)

Sendo assim, podemos utilizar as expressoes (4.71) e (4.82) em conjunto para obter uma solug¢ao
analitica para V,.,,,s. Tais resultados fornecem a Figura 24, abaixo, onde foram utilizados valores
de ~ suficientemente proximos de 1 para que a transi¢do de fase, que é foco deste trabalho,

estivesse adequadamente caracterizada.

Figura 24 — Curvas de V,,,,; construidas a partir da expressdo analitica para velocidade inicial
Vo = 1075, @) Vyns vs. nparay = 0,999 € en = 0,02, b) V,,s vs. n(en)? para
diferentes valores de v e €n

a) b)
]_00 TTTIMT TTTIMT TTTIMT | TTTTIT TTTITT T T TTTTIT TTTTIT
10" =
10° 2 3
& E B
;.E 10" - 10 3
10.'3 | a—a Yy = 0,99999 £n= 0,002 |
E s Y= 10,9999 en =0,02 E
C v=10,999 en =0,002 ]
r v=0999en=0,02 b
i o y=0,99 e =0,02 ]
10-2 INNTIIITE | INNTIIITE | INNTIIITE I'OJ :_ | LLim | INNINIT] | IR | LLim | LLim =
0 2 4 3 -6 4 2 0 2
10 10 10 10 10 10 10 10 10
n nen)’

Fonte: Produg¢do do préprio autor.

As curvas construidas nos permitem ainda observar os trés comportamentos tipicos do
sistema, caracterizados na se¢ao anterior, com expoentes criticos que serdo obtidos em seguida.
Por fim, € importante apontar que tal curva analitica, obtida por meio do formalismo da solucio
da equacdo de difusdo, pode ser construida computacionalmente de forma consideravelmente
mais simples se comparada a andlise feita nas secOes anteriores deste trabalho, baseada no
conjunto de equacdes que descrevem o bilhar ovéide dependente do tempo, sendo esta uma

importante contribui¢do desse trabalho.

4.3.1 Recuperacio das leis de escala e expoentes criticos

Como feito nas segdes anteriores, podemos sumarizar os comportamentos observados na

Figura 24 em trés situacdes:
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e Paran < n,, podemos descrever o crescimento por V' o< [(ne)?n]® , onde 3 é o expoente

de crescimento ou de aceleragao;

e Para n > n,, a velocidade de saturagcdo € atingida, sendo esta descrita por Vs, o<

(1 —)*(ne)** , onde o e ay sdo os expoentes de saturagio;

* A iteracdo n,, que marca a mudanga de comportamento, ou crossover, é dada por n,

(1 — v)**1(ne)*2, onde 2; e 2, sAo expoentes de crossover.

Com essas trés hipéteses podemos descrever todo o comportamento da velocidade (V) através

uma fun¢do homogénea generalizada:

(V)l(me)n,me, (1 = 7)) = LV)[I*(ne)*n, e, 1(1 = 7)), (4.83)

onde [ é um fator de escala e os valores a, b e d sdo chamados expoentes caracteristicos. Tal
expressdo € a mesma tratada na secdo 4.1 deste trabalho, onde obtivemos as leis de escala
reproduzidas abaixo.

aq
21 = —

B
Z9 = % — 2
Sendo assim nosso objetivo nesta secdo € utilizar a expressao analitica para recuperar numérica
e analiticamente os valores de cada um dos expoentes encontrados anteriormente de forma
fenomenoldgica.

Comecando pelo expoente 3, responsdvel por descrever o regime de crescimento, obtemos
pela Figura 14 que 8 = 0,49469(6), ou seja 5 ~ 0, 5, como esperado. Jd no que se refere aos
expoentes de saturacdo recorremos a mesma andlise feita anteriormente para os expoentes a; €
ay através da obtencdo da velocidade de saturacao (V) para diferentes casos e da construcdo
de duas curvas: (i) Via vs.(1 — ) para obtencdo de a e (ii) Viy vs.ne para obtengdo de asp,
ambas representadas na Figura 25. Tais curvas fornecem a; = —0,5 e ay = 1, 0, recuperando
os valores esperados com uma precisdo bastante alta, com erros da ordem de 1078 e 1077,
respectivamente.

Por meio dos resultados encontrados podemos recuperar os valores de z; € 2o utilizando as
leis de escala do sistema, que nos fornecem z; = a1 /5 ~ —0,5/0,5 = —le zp = ay/f — 2 =
1/0,5—2 = 0, respectivamente, em conformidade com os obtidos fenomenologicamente. Sendo
assim, os regimes de crescimento, crossover e saturagcao estao perfeitamente caracterizados.

Podemos ainda realizar a recuperacao de tais expoentes por meio da aplicacao dos limites
adequados a cada caso na expressdo de V,.,,;. Primeiramente, temos que, conforme esperado

devido a propria construcdo da equacdo, para n = 0 temos V' = V/,. Para analisarmos a satura¢ao
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Figura 25 — Curvas de V,,; vs.(1 — ) para obtencdo de «; (a esquerda) e de V;,; vs.ne para
obten¢do da o, (a direita)

T T 10" 7 T T
Ha) b
o Valores calculados L 1
oo — Ajuste em lei de poténcia | + P
- 6 g
“_ o, = 1,000003 + 10 °
10' e 4 10" o 4
o p-g
A e A
> I> @
O \% .
&
e ] 2 &
6 o 10°F - E
o, =-0.49999 + 10 - | : o
o ©  Valores calculados
Ajuste em lei de poténcia | A
-1

10°F 1 1 \i 3 1 1 1

L . sl n e 1073 b . Sl . S

10" 10° 10° 10" 10° 10°

1-y £n

Fonte: Producgdo do préprio autor.

podemos aplicar o limite n — oo, onde a quantidade D(n)n se torna:

(v* - 1) 1 = (1+7) 54
D = V2 L 4.84
e o segundo termo de V., se torna:
4D 2 n—s00 4D
T”V()N*e*(‘/o) /4Dn nroo, anON*' (4.85)

Podemos reescrever fungdo er f(x), presente em N*, expandindo-a para  — 0, onde x =
(Vo/v/4Dn) e, tomando apenas o primeiro termo nos d:

1D 1 ADn \/AxD
n Vo= /| — X220y — 2Dn. (4.86)
T erf(Vo/vV4Dn) T 2V

Substituindo este resultando em V,.,,5, que agora chamaremos de V;:
Viat = (V2 4+ 4Dn)"/?, (4.87)

reinserindo a equagdo para D(n)n temos:

1/2
2 1 (1) .,
(74 )<1_e“22”> (%__4((1_’2)776)” L 488)

V:sat = {%2+4

Simplificando:

1/2
21 — 1
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Expandindo o termo % em torno de 7 = 1 ficamos com % =-24+(y-1) =
—e T lme 2
(v — 3), logo:
o 0 e\ (N0 =3) 55"
Vo = (V2 (=3 (V7 = L2 e ) x e ) . (4.90)
= (14090 - 101-7)
Viat o (1 =) ?ne. (4.91)

Comparando a expressdo (4.91) com a hipétese de escala Vi, o< (1 — )t (n€)*? recuperamos o
resultado oy = —0,5e ay = 1,0.
Agora tratando do caso n < n, consideremos valores muito pequenos de Vj e valores de

suficientemente préximos a transi¢ao, isto €, v — 1. Para tal situagdo obtemos que:

1/2

2 =1)(nt1)
/5T —2n(y*—1) [1-e ? (1+7) 55
Vims = V2Dn = . 4.92

! [ Mt \ .52 Jaa-9"t (352

Expandindo a exponencial no numerador da equacio acima para valores pequenos de n, temos

que a expressao € simplificada para:

(1) (L) 50\
vms—( 5 4(1_7>776>, (4.93)

que pode ser ainda reescrita como:

- 1 2 1/2
Vins = (—nW; ) n262> . (4.94)

Comparando o resultado obtido V;,,s o +/n com a hipdtese que descreve o crescimento
Vims o< 1, encontramos 3 = 0,5, como esperado. Esse resultado nos mostra que para n
pequeno a difusdo é andloga ao problema muito bem estabelecido da caminhada aleatodria, isto €,
experimenta difusdo normal. Por fim, o crossover pode ser caracterizado igualando as expressoes

encontradas para o crescimento e para a saturagdo e isolando n. Tal procedimento nos fornece:

1
(I=7)(1+7)

Ty OX (4.95)
que, comparada a expressao n, o (1 — v)*'(ne)*?, nos da z; = —1 e zo = 0, como esperado.
Realizamos, portanto, a obten¢do dos expoentes criticos e confirmacao das leis de escala apre-
sentadas na literatura por meio da soluciao da equacao de difusdao e podemos ainda reproduzir o
procedimento realizado na Figura 17 para obter um overlap das curvas apresentadas na Figura

24. O resultado de tal procedimento esta apresentado na Figura 26 abaixo.
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Figura 26 — Sobreposicao das curvas da Figura 14 em uma tnica curva universal utilizando
as transformagdes Vs — Vims/(1 — )% (en)*? e n — n/(1 — ) (en)* com

Vo=107°
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Fonte: Producdo do préprio autor.

44 CARACTERISTICAS DA TRANSICAO DE FASE

Para completar e concluir a andlise do bilhar ovéide dependente do tempo feita ao longo
deste trabalho é necessdria uma caracteriza¢do mais aprofundada da transicdo pela qual o sistema
passa conforme introduzimos o parametro de dissipagdo. Para isso utilizaremos o formalismo

apresentado em (SETHNA, 2006). A caracterizagdo requer que 4 passos sejam seguidos:
1. Identificar a quebra de simetria do sistema;
2. Definir um pardmetro de ordem adequado;
3. Analisar as excitagdes elementares;
4. Classificar os efeitos topoldgicos do sistema.
Uma vez finalizado tal procedimento realizaremos uma breve discussio sobre a transicao de fase
de forma a sintetizar as informacgdes apresentadas até entdao, concluindo este trabalho.
4.4.1 Quebra de simetria

A busca por simetrias pode ser feita de diferentes formas para cada sistema: enquanto ma-

teriais diferentes apresentam comportamento que, a primeira vista, podem parecer "mais" ou
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"menos" simétricos € na sua quebra de simetria que podemos identificar algumas importantes
caracteristicas, justificando a importancia deste primeiro passo proposto por Sethna (2006). Pode-
mos citar como exemplos da importancia do estudo da quebra de simetria em sistemas cadticos,
como o aqui tratado, o mapa padrao dissipativo . Nesse caso a variacdo do parametro € de 0
para valores diferentes de 0 o espaco de fases, inicialmente integrdvel, apresenta comportamento
misto, com mares de caos, ilhas de periodicidade e curvas invariantes (LEONEL, 2019).

Para o bilhar ovéide dissipativo podemos identificar a quebra de simetria por meio da andlise
da distribuicao P(V) tratada nas Figuras 16, 20 e 23 deste trabalho, reunidas abaixo na Figura 27.

Figura 27 — Distribui¢des fenomenoldgicas de P(V) para o bilhar ndo dissipativo, dissipativo e
distribuicdo analitica obtida pela expressdo (4.71), respectivamente
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Fonte: Producdo do préprio autor.

Podemos perceber que quando ndo € considerada dissipagdo no sistema a distribui¢do de
velocidades se comporta como uma distribuicdo Gaussiana que vai se tornando gradualmente
mais "espalhada" conforme o nimero de colisdes aumenta. J4 para a introdu¢cdo de uma
dissipagdo temos que, para um nimero suficientemente grande de colisdes, tal distribui¢do cria
uma "cauda" a direita, tendo sua simetria destruida. A causa de tal comportamento, como
comentado na sec@o 4.2, ocorre devido ao limite inferior das velocidades, impedindo uma
diminui¢do das energias porém nao ocorrendo tal limitagdo associada ao seu crescimento. Apesar
disso, a quebra de simetria ndo impede que a distribuicao se aproxime gradualmente de zero
mesmo com a auséncia de um limite inferior, como vimos anteriormente.

Podemos ainda verificar que tal comportamento € robusto, sendo encontrado para diferentes
valores de « proximos da transi¢do, como considerado na Figura 28, e para maiores valores
do nimero de colisdes n, como mostra a Figura 29, ambas construidas para o bilhar ovéide
dependente do tempo utilizando os parametros 1 = 0,5, € = 0,08, p = 3 e velocidade inicial
Vo = 0,6. Tais curvas foram construidas utilizando a mesma abordagem fenomenoldgica
utilizada para as Figuras 16 e 20, porém vale apontar que o comportamento também € encontrado

para a distribui¢do proposta para obten¢do da solucao analitica (Figura 23).

4.4.2 Parametro de ordem

A escolha do parametro de ordem, sendo muitas vezes a mais dificil das etapas propostas,

muitas vezes € o caminho para entendermos melhor uma transi¢do, ou uma nova fase, a qual ndo
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Figura 28 — Comportamento da distribuicdo P(V') vs. V para diferentes valores de v préximos
a transi¢do, considerando n = 5000 colisdes. Foram usados os parametros 17 = 0, 5,

e = 0,08,p = 3 e velocidade inicial V5 = 0,6

3099999

P(V)

Fonte: Producdo do préprio autor.

Figura 29 — Comportamento da distribui¢do P(V') vs. V considerando n = 5000 e n = 50000
colisdes. Foram usados os parametros = 0, 5, € = 0, 08,p = 3 e velocidade inicial
Vo=0,6e~vy=0,999

0.008

P(V)

Fonte: Producdo do préprio autor.

estamos bem familiarizados. Tal dificuldade é aumentada pelo fato de que muitas vezes nao ha
uma escolha unica para tal quantidade, sendo necessario apenas que a mesma se aproxime de
zero conforme nos aproximamos da transicao de fase. Podemos selecionar diferentes parametros
para diferentes situacdes de um mesmo sistema: a magnetizacao, por exemplo, € extremamente

util para o estudo de imas a baixas temperaturas. Tal quantidade deixa de ser a melhor escolha
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quando passamos a tratar de temperaturas mais altas, onde M deixa de ter um tamanho fixo e
uma nova escolha se faz necessaria (SETHNA, 2006). Levando em conta as caracteristicas acima,

definimos como parametro de ordem para o sistema estudado a quantidade VLt A velocidade de

saturacdo em questdo foi bem definida na sec¢do anterior como:
Viar < (1 —~) " 2pe. (4.96)
Sendo assim, seu inverso é dado por:

x (1— ’7)1/2(776)_1. (4.97)

Vtsat

Podemos verificar que tal quantidade se aproxima de 0 conforme nos aproximamos da transi¢ao,
isto é, v — 1, como previamente estabelecido. Além disso, tomando a primeira derivada desta
quantidade encontramos:

01 0 —(ne)~!

- - _ 1/2 —1 — _ \
07 Viat 37(1 77 e 2(1 =V 5%

X

que é a chamada susceptibilidade do sistema. Podemos notar que y diverge conforme nos
aproximamos da transi¢do, caracterizando uma transi¢cdo de fase de segunda ordem, o que

discutiremos com maior detalhe ao final do capitulo.

4.4.3 Excitacoes elementares e defeitos topologicos

Para compreendermos adequadamente do que se tratam tais excitagdoes elementares a serem
analisadas para o sistema estudado, podemos recorrer a um problema bastante conhecido:
a caminhada aleatéria. Neste problema consideramos um caminhante que se move em um
determinado eixo dando passos discretos de tamanho fixo "I". Tais passos podem ser dados
para a direita ou para a esquerda, onde podemos ainda considerar que o caminhante nao tenha
nenhuma preferéncia de direcdo, isto €, um passo para direita € tdo provavel quanto um para a
esquerda. Chamamos a probabilidade de que o movimento seja em uma dessas dire¢des, digamos
para a direita, de p, enquanto que a probabilidade de que o mesmo seja na direcao oposta €
dado por ¢ = 1 — p (REIF, 2008). Tal cendrio, na pratica, pode ser muito mais complicado:
podemos ter que tais probabilidades ndo sejam iguais, ou que o caminhante possa se deslocar em
mais dire¢Oes; Qualquer que seja o caso € importante ter em mente que a excitagao elementar é
caracterizada justamente pelo tamanho fixo de cada passo, a amplitude /.

Tratando agora da andlise do nosso objeto de estudo, podemos nos utilizar do fato de que
o processo difusivo em questdo estd sendo analisado no eixo das velocidades. Sendo assim,

podemos caracterizar a excitacdo elementar pelo termo que difere a velocidade da particula entre
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as colisdes n e n + 1. Para isso, lembremos que:

Vi, =V2 (- 1V2  (1+9)%
D= _ 4> i Zé” . (4.99)

Analisando justamente a diferenca entre as velocidades:

V2. V2 qv? 2 _ )12 1 2,2 2
V2, - V2= (n”jrll) — CXL _0 5 L +78) e (4.100)

podendo a expressdo ser finalmente reescrita por:

o 1 2,122
(1+v)2n% x (

Vi1 — Vi, 1+ 7)7e. (4.101)

Temos entdo (1 4 v)ne o tamanho do passo do caminhante, isto é, a quantidade que caracteriza
as excitacoes elementares do sistema estudado. Tal resultado se torna ainda mais interessante ao

analisarmos o limite dessa quantidade ao nos aproximarmos da transi¢ao:

(1+7)%n%

ne
8

y—1 \/57

resultado este muito parecido com tratado no mapeamento genérico discutido em (MIRANDA et

(4.102)

al., 2021), reproduzido abaixo:

In+1 = I, + 6h<0n7 ]n—l—l)
Opni1 = [0n + K(I11) + €p(0y, Li1)|mod(27).

(4.103)

onde h(0,, Iny1), K(I,11) € p(0,, I,11) sdo fungdes ndo lineares e para p(6,, 1) = 0 e
h(0y, I,+1) = sen(f,,) diferentes sistemas dindmicos conhecidos podem ser recuperados tais
como o mapa padrao (K (1,,11) = I,,+1), 0 modelo Fermi-Ulam (K (1,,11) = 2/1,.1) € 0 modelo
bouncer (K (1,,+1) = (I,+1). Tal mapeamento permite a obtengo das excitagdes elementares

por meio de uma média feita sobre a primeira equacdo (KRUGER, 2016), onde temos:

[\V]

SN S (4.104)

2 V2’

exibindo, entdo, para uma gama de sistemas bem estabelecidos na literatura, comportamento e

ID =12+ ésen®(0,) — I” =

resultado bastante similar ao encontrado para o bilhar dependente do tempo dissipativo que €
foco deste trabalho.

Por fim, nosso ultimo passo, que seria a classificagdo dos defeitos topoldgicos do sistema,
€ o mais simples de ser abordado. Quando definimos os defeitos topolégicos para esse tipo de
sistema € importante analisarmos o comportamento da probabilidade de distribuicao de particulas

do mesmo. No sistema em questio, os defeitos topologicos seriam os chamados sinks, pontos
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fixos assintoticamente estdveis, que ndo estio presentes no modelo para os pardmetros de controle
considerados. Sendo assim, estdo concluidos os quatro passos necessdrios para a caracterizagao
completa do nosso sistema e podemos discutir as consequéncias dos resultados encontrados

Ao analisarmos um andlogo termodinamico para esse sistema vimos que é conveniente
que haja uma supressao desse crescimento ilimitado de velocidade, uma vez que esse levaria a
temperatura do gas que estamos tratando pelo formalismo de bilhares a crescer de forma ilimitada,
o que sabemos nao ser observado experimentalmente. Vimos entio que essa aceleracao de Fermi
pode ser suprimida ao serem introduzidas forcas dissipativas no sistema, sendo elas colisdes
inelasticas com a fronteira ou forcas de arrasto. Em qualquer que seja o caso, € possivel observar
a transi¢ao de fase particular que estamos tratando: de difusdo limitada para ilimitada quando o
parametro dissipativo vai a zero continuamente. Na verdade, o parametro em questdo utilizado é
o coeficiente de restituicdo v € [0, 1], que é igual a 1 caso tenhamos colisdes completamente
eldsticas e menor que 1 para o caso onde ocorrem perdas fracionais de energia em cada colisao.
A transi¢do de interesse € entdo a que ocorre conforme 7 — 1, onde o sistema muda de uma
dindmica conservativa (em que a velocidade pode crescer ilimitadamente) para dissipativa.

Retomemos brevemente a transi¢ao de fase que esta sendo analisada neste trabalho. Estu-
damos, ao longo dos capitulos anteriores, um bilhar de fronteira ovéide dependente do tempo,
onde as particulas em seu interior podem ganhar ou perder energia ao colidirem com a fronteira,
dependendo da fase em que a mesma se encontra. Devido a presen¢a de um limite inferior e a
auséncia de um limite superior para as velocidades de tais particulas, que eventualmente tem sua
distribuic@o apresentando uma quebra de simetria, a energia apresenta um ganho ilimitado para
um ndmero suficientemente grande de colisdes, fendmeno conhecido como Aceleracdo de Fermi.
A observacao de tal fendmeno estd de acordo com a conjectura LRA, que define a presenca de
caos no bilhar estatico como caracteristica suficiente para garantir a observacdo do fendmeno em
questdo quando a dependéncia temporal € inserida, que € o caso do bilhar ovéide (LOSKUTOV;
RYABOV; AKINSHIN, 2000). Tal ganho ilimitado estd, porém, em discordancia com o que
seria observado caso considerdssemos um andlogo termodinamico deste sistema, onde uma
estabilizacdo da temperatura deveria ser alcancada para tempos suficientemente longos. Se faz
necessario considerar uma supressao do fendmeno, que pode ser feita por meio da introdugdo de
uma dissipa¢@o nas colisdes com as paredes do sistema, e as colisdes passam a ser consideradas
inelasticas. Ao introduzirmos tal condi¢io usando um coeficiente de restituigao v € [0, 1],
podemos observar a transi¢do de fase em questao: de difusao limitada para ilimitada que ocorre
conforme v — 1, onde o sistema muda de uma dindmica conservativa para dissipativa.

Tal transicdo de fase, como descrito acima, ainda pode ser classificada como continua (ou
de segunda ordem), que tem como duas importantes caracteristicas a sua universalidade e
invariancia de escala, sendo extremamente importantes em diversos topicos na literatura. Nesse
caso, por universalidade estamos nos referindo ao fato de que, em transicdes de fase continuas, o
comportamento proximo a transicao pode ser tratado independente de detalhes macroscopicos e

ainda ter muitas de suas propriedades obvervadas em outros sistemas que passam pelo mesmo
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tipo de transi¢do. Tais sistemas que apresentam caracteristicas similares proximas sao ditos
pertencentes a uma mesma classe de universalidade (SETHNA, 2006). Ja no que se refere ao
fendmeno de invariancia de escala, sua presenca foi extensa ao longo de todo este trabalho,
sendo tal caracteristica responsavel pela descricdo dos sistemas tratados por meio de hipéteses
de escala, tendo como consequéncia a possibilidade de sobrepor diferentes curvas de mesmo
comportamento para diferentes pardmetros por meio da obtengdo de seus expoentes criticos
e leis de escala. Tal fendmeno € melhor sumarizado pela ideia de que esses sistemas sao
estatisticamente invariantes, apresentando apenas uma mudanca em sua escala (LEONEL, 2015)

Percebemos, entdo, que tal caracterizacdo, utilizando do formalismo das transi¢cdes de
fase continuas, estd de acordo com comportamentos tipicos de sistemas dindmicos tais como
os abordados aqui, extendendo suas aplicagdes para muitos outros casos, desde o estudo da
transicao de caos para movimento quasiperiddico até a localizac@o da dltima curva invariante
destruida em sistemas Hamiltonianos (SETHNA, 2006; LEONEL, 2019; MIRANDA et al.,
2021), exemplificando a relevancia e potencialidade desta abordagem.
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5 CONCLUSAO

Caracterizamos, ao longo deste trabalho, a transi¢cdo de fase de segunda ordem observada em
um sistema bilhar ovéide dependente do tempo a medida em que o parametro de controle y vai a
1 continuamente, isto €, conforme o sistema passa de uma dinamica dissipativa para conservativa.
Tal caracterizagdo foi feita, inicialmente, apresentando as principais caracteristicas do bilhar
para o caso estatico, introduzindo ainda os conceitos de aceleracdo de Fermi e a conjectura LRA.
A primeira se refere ao fendmeno onde colisdes sucessivas entre as particulas que compdem
o bilhar e sua fronteira levam a um ganho ilimitado de energia, podendo ser suprimida com
a introducdo de dissipacdo no sistema, enquanto a conjectura define as condi¢Oes nas quais
tal fendmeno € observado. Para ambos os sistemas, com e sem dissipagado, a caracterizagao
fenomenoldgica foi realizada de forma completa, estudando o comportamento das velocidades
médias do sistema bem como suas distribui¢des para diferentes nimeros de colisdes, recuperando
os resultados estabelecidos na literatura e obtendo as leis de escala para o sistema, bem como
seus expoentes criticos.

Também foi realizado o estudo do sistema por meio de um andlogo termodinadmico: um
gds em contato com um reservatorio térmico. Para que tal andlogo representasse de forma
adequada o bilhar em questdo foi necessdria, conforme esperado, a introdu¢@o de um coeficiente
de restituicdo nas colisdes das particulas do gds com as paredes do recipiente de forma a suprimir
tal ganho ilimitado de energia e subsequentemente de temperatura. A transicdo de fase de uma
dinamica onde a particula tem energia e velocidade ilimitadas para uma fase dissipativa ocorre
entdo conforme o coeficiente de restituicao se aproxima de 1. Foi realizada ainda conexao entre
as grandezas que caracterizam a evolu¢do de cada um dos formalismos, 1é-se, o tempo e o
numero de colisoes.

Realizada tal andlise fenomenoldgica, atacamos a transi¢ao por meio do formalismo da
solucdo da equagdo de difusdo apresentado em (LEONEL et al., 2020). Obtemos uma expressao
para a probabilidade P(V,n) de que a particula seja observada com determinada velocidade
em um determinado tempo de acordo com as condi¢des de contorno do sistema por meio do
formalismo da difusdo ao longo de uma regido semi-infinita, onde a probabilidade apresenta
uma distribui¢do com um pico bem definido a uma certa velocidade finita e se aproxima de
zeroem V = 0eV — 4o00. A obtengdo de P(V,n) permitiu a recuperagdo de importantes
quantidades do sistema, tal como V2(n) e V,,,,. Por fim, a anélise do comportamento de tais
quantidades apresentou grande conformidade com o comportamento encontrado por meio da
descri¢ao fenomenoldgica realizada anteriormente, tendo sido feita novamente a obtengdo das leis
de escala e dos expoentes criticos, agora por meio da andlise fenomenolégica das curvas obtidas
e da aplicacdo dos limites pertinentes na expressao analitica, ambos os métodos recuperando os
valores esperados com grande sucesso.

Por fim, caracterizamos completamente a transicao de fase observada por meio do procedi-



74

mento proposto por (SETHNA, 2006). A quebra de simetria foi observada nas distribui¢cdes das
velocidades, que apresentam uma mudanca de comportamento na forma de uma "cauda" para
altas velocidades devido a presenca de um limite inferior para as mesmas aliado a auséncia
de um limitie superior. Para o sistema conservativo tal comportamento ndo foi observado e
tinhamos apenas o "achatamento" da distribuicao simétrica observada, mesmo para um nu-
mero de colisdes suficientemente grande. O pardmetro de ordem foi escolhido como sendo a
quantidade 1/V,;, uma vez que tende continuamente a zero conforme o parimetro de controle
se aproxima da transi¢cdo. A quantidade definida como susceptibilidade x diverge conforme
nos aproximamos da transi¢ao, caracterizando uma transicdo de fase continua, tendo como
importantes potencialidades sua universalidade e invariancia de escala, como observado ao longo
deste trabalho. As excitagdes elementares foram definidas como uma quantidade (1 + )7,
também sendo observado que no limite da transi¢ao encontramos uma amplitude de excitagdo
dada por ne/ /2, similar ao encontrado para outros sistemas nio lineares bem estabelecidos na
literatura (MIRANDA et al., 2021). Os defeitos topoldgicos estariam associados a existéncia
de sinks no espaco de fases, ndo observados para os parametros considerados nesse trabalho.
Sendo assim podemos afirmar que este trabalho permitiu, com sucesso, uma caracteriza¢ao
completa da transi¢do em questao, contornando ainda dificuldades computacionais na abordagem
do sistema que sdo encontradas fenomenologicamente e sdo grandemente simplificadas por meio
da solugdo analitica da equacao de difusdo, que nos permitiu a recuperagdo de todos os resultados
apresentados na literatura para o sistema.

Durante o desenvolvimento deste trabalho, a autora teve a oportunidade de participar na
produgdo de um review publicado no periddico internacional Europhysics Letters sobre a tran-
sicdo de fase no mapa padrao dissipativo, que insipirou a metodologia utilizada neste trabalho
(MIRANDA et al., 2021). Além disso, parte dos resultados desta dissertacdo foram publicados
na revista Physical Review E em 2023, no artigo "Characterizing a transition from limited to
unlimited diffusion in energy for a time-dependent stochastic billiard", produzido também com
auxilio da autora desta dissertacao,

Como perspectivas futuras, acreditamos que o formalismo apresentado possa ser estendido
para outras transicoes de fase, sendo elas em outros bilhares ou outros sistemas cadticos de
forma geral. Alguns canditatos em potencial para a aplicacdo do formalismo apresentado aqui
sdo os bilhares anelar e eliptico, que também obedecem a a Conjectura LRA e passam de difusao
ilimitada para limitada conforme a dissipagdo € introduzida. Similarmente, como foi citado no
capitulo 2, também seria um potencial objeto de estudo os comportamentos de subdifusao e
superdifusdo em sistemas como o préprio bilhar ovéide dependente do tempo abordado nesta
dissertacdo, que ocorre uma vez que a estocasticidade € removida do modelo. Também é
um problema em aberto a questdo do transporte de particulas em tais situagdes, bem como a
aplicabilidade do formalismo em bilhares com altera¢des na expressao que descreve a fronteira.
Sendo assim, fica explicito o imenso potencial da abordagem apresentada neste trabalho para o

estudo de transi¢cdes de fase nos mais diversos sistemas.
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