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Resumo

-

E quase um consenso que os planetas ao serem formados, nasceram com obliquidades
quase nulas. No entanto, para os planetas gigantes, exceto Jupiter, as atuais obliquidades
(€) estao longe de zero. Para Saturno, Urano e Netuno elas sdo, respectivamente, 25, 61°,
97,86°, 28, 31°. Em geral, as razdes que alteraram as obliquidades estao associadas a efeitos
gravitacionais como colisoes ou capturas em ressonancias. Neste trabalho pretendemos
montar o sistema médio que governa a dinamica de longo periodo da variacao da obliquidade
de um planeta considerando o Sol e um satélite com massas e distancias diversas. Usaremos
variaveis de Andoyer pois, por serem canonicas, as médias podem ser realizadas de forma
rigorosa sempre que feitas em variaveis agao - angulo. A questao do “wooble” pode ser
facilmente incorporada se necessario. Pretendemos com este modelo estudar a variacao da
obliquidade de Netuno, mas em principio pode ser usado também nos casos de exoplanetas
(ARMSTRONG et al., 2014). O planeta Netuno, aparentemente é o tinico que nao tem
nenhum satélite regular primordial, ao contrario dos demais. Boué e Laskar (2010) fizeram
uso de um satélite adicional para explicar a obliquidade de Urano. Porém, a presenca de
um satélite adicional de massa muito elevada, poderia desestabilizar os primordiais ja
existentes. No caso de Netuno, as massas dos satélites adicionais que pretendemos usar
podem ser muito menores do que aquelas usadas por Boué e Laskar, o que elimina de
vez, possivel desestabilizacao de eventuais satélites primordiais regulares, caso eles tenham

existido.

Palavras-chave: Obliquidade. Netuno. Variaveis de Andoyer.



Abstract

It is almost a consensus that the planets, when formed, were born with almost zero
obliquities. However, for giant planets except Jupiter, the current obliquities (¢) are far
from zero. For Saturn, Uranus, and Neptune they are, respectively, 25.6°, 97.8°, 28.3°. In
general, the reasons that changed the obliquities are associated to gravitational effects
such as collisions or captures in resonances. In this work we intend to build the average
system that governs the long period dynamics of the variation of the obliquity of a planet
considering the Sun and a satellite with different masses and distances. We will use Andoyer
variables, because they are canonical, so averages can be performed rigorously whenever
they are made in angle-action variables. The “wooble” issue can be easily incorporated if
necessary. We intend with this model to study the variation of the Neptune’s obliquity,
but in principle it can also be used in the case of exoplanets (ARMSTRONG et al.,
2014). The planet Neptune, apparently is the only one that has no regular primordial
satellite, unlike the others. Boué e Laskar (2010), used an additional satellite to explain
the Uranus’ obliquity. However, the presence of an additional satellite with very high
mass could destabilize the existing primordial ones. In the case of Neptune, the masses of
the additional satellites that we intend to use may be much smaller than those used by
Boué and Laskar, which eliminates possible destabilization of eventual regular primordial

satellites, if they existed.

Keywords: Obliquity. Neptune. Andoyer’s Variable.
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Introducao

Diferentemente dos demais planetas gigantes, os satélites atuais de Netuno, cer-
tamente nao sao primordiais. Nesta dissertacao vamos trabalhar com a hipdtese que a
atual alta obliquidade de Netuno foi resultado de interagoes gravitacionais com objetos de
massa relativamente elevadas. Objetos temporariamente capturados em alta inclinagao,
por efeito de Kozai, podem perturbar a obliquidade do equador excitando-a a altos valores.
Os objetos, por sua vez, ao atingirem altas excentricidades seriam expulsos, preservando a

perturbagao imprimida na obliquidade.

Construiremos o sistema médio para a dinamica de trés corpos: um planeta qualquer
e achatado, mas que possua um eixo de simetria axial (C; ou M,), um objeto (satélite, Cy

ou Myy) e o Sol (C5 ou My). Para tanto consideraremos:

as perturbagoes do Sol e do objeto sobre a rotacao do planeta, supondo que ambos
sao massas pontuais, uma vez que a distancia entre C; e C5 é grande e a razao

Mot /M, é¢ muito pequena,

a perturbacao solar e do achatamento do planeta sobre o movimento de translagao

do objeto,

o plano orbital do planeta é proximo do plano inercial que consideraremos,

e as equagoOes que regem o movimento orbital do Sol, visto do planeta, sao conhecidas.

Nosso objetivo é obter a evolu¢ao da obliquidade do planeta (¢) no tempo. Para
isso, inicialmente, desenvolveremos toda a formulacao do potencial médio do sistema em
funcao das variaveis de Andoyer e de elementos orbitais referidos em um sistema inercial.
Realizada essa tarefa, eliminaremos possiveis singularidades das expressoes e junto as
equacoes de Lagrange, montaremos um conjunto de 6 equagoes ordindrias de primeira

ordem que, através de integracdes numéricas, fornecerda o desenvolvimento temporal de e.

O capitulo 1 desse trabalho é destinado a introduzir as variaveis candnicas de
Andoyer e as diversas relagoes entre os planos utilizados para definir a geometria do

problema.

Para enfatizar as mudancas obtidas quando consideramos a presenca de perturba-
dores, o capitulo 2 apresenta o problema do corpo livre (sem torques). Nele é construido,
em variaveis de Andoyer, a hamiltoniana do problema, que é igual a energia cinética do

corpo. O capitulo 3, por sua vez, introduz a perturbacao do Sol e de um objeto sobre o
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movimento de rotagdo do planeta. Contudo, a presenca do Sol e o achatamento do planeta
causam perturbagoes sobre o movimento translacional do objeto (Cy ou My,), o que
influencia diretamente na dinamica de rotacao do planeta. Por esse motivo, no capitulo 4
trabalhamos com a equacao da perturbacgao solar e da perturbacao devido ao achatamento

do planeta sobre o objeto, construindo a fungao potencial média, (R).

Como serd introduzido no capitulo 1, temos definidos 5 dngulos (vide figura 1).
No capitulo 3, teremos como conclusoes que o angulo [ ndo esta presente na expressao de
V', uma vez que supomos um planeta com eixo de simetria axial (A = B, onde A, B e
C' s@o os momentos principais de inércia do planeta), e J é constante (em geral é muito
pequeno). Como hipétese da formagao do planeta, devemos sempre comegar com K =~ 0°,
o que traz singularidades nas equagoes dinamicas. Logo, definiremos duas novas variaveis
Y] e Y5 canodnicas que resolvem as singularidades mencionadas. O capitulo 5 apresenta a
construcao de (V') e (R) como fungoes de Y; e Y5, tal formulagdo permite, utilizando as
equacoes de Hamilton e as de Lagrange, obter um sistema de 6 equagdes diferenciais de 1*

ordem que governam a dinamica do sistema Sol, planeta e objeto.

O capitulo 6, Sistema Terra, Lua e Sol - validacdo da teoria, tem por objetivo
testar as construgoes teodricas feitas nos capitulos anteriores e analisar se elas reproduzem
valores e comportamentos conhecidos da literatura. O sucesso desse teste, possibilitou que
utilizassemos o modelo construido em Netuno. Para tanto, primeiramente estudamos quais
objetos poderiam criar um cenario favoravel para o crescimento da obliquidade do planeta.
No capitulo 7 estudamos, a partir de curvas de nivel, quais caracteristicas do objeto sao
importantes para influenciar a variagdo do angulo K. Baseado nesse estudo preliminar,
varios testes computacionais foram realizados de forma a criar critérios de selecdo para os
elementos orbitais do objeto e para a sua massa. Tais critérios sao utilizados para construir
conjuntos de objetos sorteados randomicamente. Esses conjuntos sao usados no capitulo 8
para mostrar que existem cendrios onde, tomando o planeta como Netuno, a obliquidade

atinge valores préximos a 28, 3°.
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1 Angulos de Andoyer

Para estudar o movimento de rotacao de um planeta, perturbado pela presenca de
outro corpo, introduzimos 5 angulos que posicionam dois planos: equatorial do planeta e o
plano perpendicular ao momento angular de rotacdo do mesmo em relagdo a um terceiro
plano (inercial). O segundo esta definido diretamente em rela¢do ao inercial e o plano
equatorial estd definido em relagao ao plano normal. Estes 5 dngulos (figura 2.1) s@o os

chamados angulos de Andoyer e definem as 6 variaveis canonicas de Andoyer (h, g, 1, H,
G, L).

1.1 Angulos de Andoyer e os sistemas de coordenadas

Na representacio a seguir, figura 2.1, extraida de Henrard e Schwanen (2004), sao

apresentados os 5 dngulos de Andoyer (h, K, g, J, 1), que sdo duas trincas de dngulos de
Elﬂera (hv K7 g) e (gv Ja 1)

inertial plane

Figura 1 - Angulos de Andoyer

Consideremos 2 sistemas de coordenadas ortogonais com origem no centro de massa do

planeta (C7) e um plano auxiliar:

o F = (e_f, €, e_3>): um referencial inercial com origem no centro de massa de Cj.

e 77 e ip dois vetores que definem o plano auxiliar, de modo que esse é perpendicular
ao vetor momento angular de rotacdo do planeta. Denominaremos esse plano por

normal.
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- = = , _
o [' = (f1, f2, f3): um referencial fixo em C}, com origem no centro de massa do

planeta, as vezes referido como sistema equatorial.

. . i - . C
Em particular, os eixos (f1, f2, f3) serdo tomados como sendo os eixos principais de Cf.

A partir daqui, quando nos referirmos no texto aos sistemas E e F ou ao plano normal,
estaremos utilizando as defini¢oes acima.

Note que os angulos

e (h, K, g) localizam o plano normal em relagdo ao inercial (e_1>, e, e_;),>);

— = =
e (g, J,1) posicionam o plano do equador (f1, f2, f3) em relagdo ao plano normal.

Assim, para posicionar E sobre o sistema de eixos principais F', precisamos de cinco
rotagoes, como apresentado na figura 1.

Qualquer vetor (x,y,z) em F pode ser escrito como fungdo das coordenadas do
sistema inercial £/ como:

y| =M{1)-M(J)-M(g) - M(K)-M(h)- |y (1.1)
em que cada M( ) é uma matriz de rotacao,
cos(l) sin(l) 0 1 0 0
M(l) = |—sin(l) cos(l) 0| , M(J)=1{0 cos(J) sin(J)| ,
0 0 1 0 —sin(J) cos(J)
cos(g) sin(g) 0 1 0 0
M(g) = |—sin(g) cos(g) 0| , M(K)= |0 cos(K) sin(K)
0 0 1 0 —sin(K) cos(K)
cos(h) sin(h) 0
e  M(h)=|—sin(h) cos(h) 0].
0 0 1

Definimos Rs := M(l)- M(J)- M(g)- M(K)-M(h) e ® := R;* cujas entradas sdo:
o Rs
e ay; = —sin(h) cos(J) cos(g) sin(l) cos(K)+

+ sin(h) sin(J) sin(l) sin(K) — sin(h) sin(g) cos(l) cos(K)—
— cos(J) sin(g) sin(l) cos(h) + cos(g) cos(l) cos(h)
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® a15 = cos(J) cos(g) sin(l) cos(K) cos(h)—
— sin(h) cos(J) sin(g) sin(l) — sin(J) sin(l) cos(h) sin(K)+
+ sin(g) cos(l) cos(K) cos(h) + sin(h) cos(g) cos(l)

e a;3 = cos(J)cos(g)sin(l) sin(K) + sin(l) sin(J) cos(K') + sin(g) cos(!) sin(K)

e ay; = —sin(h) cos(J) cos(g) cos(l) cos(K)+
+ sin(h) sin(J) cos(1) sin(K) + sin(h) sin(g) sin({) cos(K)—
— cos(J) sin(g) cos(l) cos(h) — cos(g) sin(l) cos(h)

® a9 = cos(J) cos(g) cos(l) cos(K) cos(h)—
—sin(h) cos(J) sin(g) cos(l) — sin(J) cos(l) cos(h) sin(K)—
— sin(g) sin(l) cos(K') cos(h) — sin(h) cos(g) sin(!)

® az3 = cos(J) cos(g) cos(l) sin(K') + cos(l) sin(J) cos(K') — sin(g) sin(l) sin(K)

e a3; = sin(J) cos(g) cos(K) sin(h) + sin(J) sin(g) cos(h) + cos(J) sin(K) sin(h)

ea3;, = —sin(J) cos(g) cos(K) cos(h)+sin(J) sin(g) sin(h) —cos(J) cos(h) sin(K)
ea3; = —sin(J) cos(g) sin(K) + cos(J) cos(K)

o R
e by; = —sin(h) cos(J) cos(g) sin(l) cos(K )+

+ sin(h) sin(J) sin(l) sin(K) — sin(h) sin(g) cos(l) cos(K)—
— cos(J) sin(g) sin(1) cos(h) + cos(g) cos(l) cos(h)

® b1y = —sin(h) cos(J) cos(g) cos(l) cos(K )+
+ sin(h) sin(J) cos(l) sin(K) + sin(h) sin(g) sin(l) cos(K)—
— cos(J) sin(g) cos(l) cos(h) — cos(g) sin(l) cos(h)

e b3 = sin(J) cos(g) cos(K) sin(h) + sin(J) sin(g) cos(h) + cos(J) sin(K) sin(h)
® by, = cos(J) cos(g) sin(l) cos(K) cos(h)—

— sin(h) cos(J) sin(g) sin(l) — sin(J) sin(l) cos(h) sin(K)+
+ sin(g) cos(l) cos(K) cos(h) + sin(h) cos(g) cos(l)
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® byy = cos(J) cos(g) cos(l) cos(K) cos(h)—
— sin(h) cos(J) sin(g) cos(l) — sin(J) cos(l) cos(h) sin(K)—
— sin(g) sin(l) cos(K) cos(h) — sin(h) cos(g) sin(l)

e by3 = —sin(J) cos(g) cos(K) cos(h)+sin(J) sin(g) sin(h) —cos(J) cos(h) sin(K)

e b3 = cos(J) cos(g) sin(l) sin(K) + sin(l) sin(J) cos(K) + sin(g) cos(l) sin(K)

® b3y = cos(J) cos(g) cos(l) sin(K) + cos(l) sin(J) cos(K) — sin(g) sin(!) sin(K)
ob33 = —sin(J) cos(g) sin(K') + cos(J) cos(K).

Observe que i = R! e

T x
yl =R |y (1.2)
z z

E F

As varidveis canonicas de Andoyer sao definidas como (1, g, h, L, G, H), em que 1,
g e h sdo variaveis angulares e L, G e H sao seus respectivos momentos conjugados, sendo

que G é o momento angular de rotagao, que sera definido no préximo capitulo, e

H = Gcos(K) (1.3)

L = Gcos(J). (1.4)

Pode-se mostrar que as variaveis (L, G, H,[, g, h) formam um conjunto canénico

(DEPRIT, 1967). Uma demonstra¢ido mais detalhada é também dada por BRAZ (2016).
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2 Corpo livre (sem torques)

Apesar de trabalharmos com 3 corpos, que apresentam intera¢oes mutuas, de modo
que suas dindmicas rotacionais e translacionais sao afetadas, é interessante apresentar o
problema do corpo livre, para valorizar as mudancas que as perturbagoes provocam na

atitude (rotagdo) do planeta.

2.1 Rotacao de um corpo livre em variaveis de Andoyer

Suponhamos que um planeta nao é perturbado por qualquer outro corpo, isto é,
ele é um corpo livre. As equagoes do movimento derivam da sua hamiltoniana, que nesse
L. X . : : i
problema é igual & sua energia cinética. Sobre o sistema equatorial F' =(f1, f2, f3), 0 tensor

de inércia de C} é dado pela matriz

0
0], (2.1)
C

enquanto que

G =17 (2.2)

T — ;(ﬁ Q) (2.3)

— — —
onde A, B e C sao os momentos principais de inércia e o= wy f1 +wa fo +ws f3 é o vetor
velocidade angular de €. Da equagao (2.2) concluimos que o vetor momento angular de

rotacao do planeta no sistema equatorial F' é dado por

— — —
8}7 = Awlfl + Bu}gfg + CW3f3. (24)

Consideremos um sistema de eixos ortogonais (771> , 7, 7) de modo que o plano

77{7 coincide com o plano definido por n_{ e 772> Voltando aos angulos de Andoyer,
. . N . - ,

qualquer vetor escrito no sistema (nf, 0, 7) pode ser reescrito em F=(f1, fo, f3) através

da transformacao

z F “n (n1,w,7)
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Como 8(71—;,777) = (0,0, G) (pois, de acordo com as defini¢des do capitulo 1, o plano g

é perpendicular ao momento angular de rotagao) segue que
G sin(l) sin(J)
F = |Gcos(l)sin(J) (2.5)
G cos(J)

Uma vez que, dado uma base, a representacao de qualquer vetor é tinica, segue das equagoes
(2.4) e (2.5) que

G . .

Wy = Zsm(l) sin(.J) (2.6)
G .

w2 =5 cos((;l) sin(J) (2.7)
w3 =5 cos(J). (2.8)

Portanto, retornando a equagao (2.3), temos que

G?sin?(J) (sin?(1) N cos?(1) N G? cos?(J)
2 A B 20 7

T =
mas por (1.4)
G*sin*(J) = G* — L2,
ou seja, a energia cinética de rotacao de um corpo livre em variaveis de Andoyer é dada

por

T = (2.9)

2 1 B | T

e a hamiltoniana deste problema é a propria T'.

G2 - L2 [sz(z) cos?(z)] L2

Como este trabalho apenas considera planetas achatados que possuem um eixo de
simetria axial, isto é, A = B e A # (C, chamamos atencao para a expressao da energia

cinética de rotagao de um corpo livre com essa caracteristica,

GQ _ L2 L2
T2 = = 2.1
2A 2C (2.10)
Como estamos considerando o caso em que nao ocorre perturbacoes sobre esse planeta:
dL oT
% — _E = (0 = L = constante
dG oT
— = —— =0= G = constante
dt dg
dH oT
E — _% = (0 = H = constante
e
dl 0T A+C
pridr —L (2&) = constante = 1 é funcao linear no tempo
dg _ 0T _ G constante = g é funcao linear no tempo
= = — = )0l n un mear 1n 1
&~ 9G A B o e Y

dh 0T

y = ({)TLI = (0 = h = constante
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2

%7

[Observagao 1 Outro caso interessante é se J =0, entdo L =G e T = assim g, h,

L, G e H sao constantes e | é uma fungao linear no tempo.|
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3 Sistema médio para a dindmica de rotacao

Neste capitulo apresentaremos a construcao do potencial que perturba a atitude

do planeta em variaveis de Andoyer e obteremos a expressao do potencial médio.

3.1 Potencial perturbador médio, (V')

A presencga do Sol e a de um satélite causam sobre o movimento de rotagdo do
planeta perturbagodes nao integraveis. Como ja mencionado no capitulo 1, consideraremos
o Sol e um satélite como massas pontuais. Tomando o sistema de coordenadas F' (os
eixos principais do planeta, que tem como origem o centro de massa de C}), obteremos os
potenciais de rotacao que atuam em C; devido a presenca de Cy e C3. Podemos escrever

de acordo com Brouwer e Clemence (1961), Oliveira (), com rela¢do ao plano equatorial F:

M A+B\ /1 3 3
U= L L (0= 252 (5 - 5n(90) — (A - B)cos?(3) cos’(2)

onde U; é a fungao de forgas (por unidade de massa) que um objeto em (z;, y;, 2;) sofre
devido a massa M, (achatada) e f, ¢; e ; definem a respectivamente: a constante

gravitacional, a longitude e a latitude do corpo C; no sistema F' (veja figura 2).

Definindo 77 ¢ =(z4, i, 2;) como sendo o vetor posigao do corpo C; em F', observamos

que
2?42 = ¥ os?(B)(cost () + sin?(y)) = r¥(1 — sin(8)) >
.2 x} +y;
= —sin*(f;) = o 1 (3.1)
e

w; —yi = 17 cos®(B;) (cos®(¢) — sin®(¢y)) = 77 cos®(B;) cos(2th;) =
x; —yi

= cos?(3;) cos(2u;) = R (3.2)

i
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A z; = rcos(i;)cos(f;)
yi = rsin(y;)cos(5:)

z, =rsin(f;)

>

| J

f

Figura 2 — Latitude e longitude de C; vista do sistema equatorial F'.

E usual escrever os momentos de inércia em termos de Jy e Csy através das relagoes

(HENRARD; SCHWANEN, 2004):

A+ B
Mpszg == C -
B—-A
MPR?)CQQ == T
onde R, ¢ raio equatorial do planeta. Assim U; fica
M, f 2, (3 (x 4w\ 1 2 (T Y
Ui = Tip —+ r—? MpRpJ2 5 712'2 - 5 + 3MpRp022 Ti2 (33)

Tomando f = k? (constante gravitacional), definimos entdo o potencial gravitacional

como

Ao retermos da expressao (3.3) apenas os termos que interferem na rotacao do planeta,

definimos o potencial perturbador de rotacao que o corpo C; provoca em C; como sendo:

3 k*M; M, R>
Vi= —§Tpp {‘]2(Xi2 +Y7) + 205 (X7 - Yf)] (3.4)

em que (X;,Y;, Z;)F representa o versor posicao (z;, ¥, zi) -

O potencial perturbador que influencia a atitude do planeta é dado por
V =Vt + Vo, (3.5)

onde “sat” se refere a Cy (satélite) e “©” a C3 (Sol). A expressao acima ainda esta em
fungdo das coordenadas cartesianas do satélite e do Sol com relagao ao sistema F' (sistema

equatorial).
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Novamente, como consideramos que o planeta possui simetria axial, A = B, temos

que (3.4) se reduz a

3 k2M;M,R?
Vi= —5#@(&2 +Y7) (3.6)
uma vez que
B-A
MpRZQ)OQQ = T =0=Cy» =0.

Como nosso objetivo é desenvolver o potencial perturbador médio em variaveis de

longo periodo, introduzimos os elementos orbitais dos corpos Cs e Cs.

Consideraremos que a oOrbita de qualquer satélite, capturado pelo planeta, sera
perturbada pela presenca do Sol e pelo achatamento do planeta, sendo assim o movimento
de Cy nao é kepleriano. Apesar disso, podemos considerar que, instantaneamente, uma
elipse que define o movimento translacional de Cy é determinada. Logo podemos supor
que o versor que aponta para o centro de massa de C5 ou (3 no sistema inercial F,

(X:,Y:, Zi)E, ¢ fungdo dos elementos orbitais classicos do problema de 2 corpos

X = cos(fi + w;) cos(;) — sin(fi + w;) sin(€) cos(1;)
_|_

Y, = cos(fi + w;) sin(€;) + sin( f; + w;) cos(2;) cos(I;) (3.7)

Z; = sin(f; + w;) sin(1;)
onde
e f;: anomalia verdadeira;
e w;: argumento do pericentro;
e ();: longitude do nodo ascendente;

e [;: inclinacao do plano da oérbita em relagao ao plano inercial.

Retomando a expressao (1.1)

5]

y — M(1) - M(J) - M(g) - M(K) - M(h) -

<

equatorial (F) inercial(E)

e aplicando (3.7), obtemos o versor (X;,Y;, Z;)r como func¢do dos dngulos de Andoyer e

dos elementos orbitais referentes ao sistema inercial F

Xi=a1X;+a10Y; +a137;
Y, = a0 X; + a22Y; + a2 37, (3.8)
Zi=a31X; +az2Y; +azsZ;
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onde a; ; sdo descritos na secao 1.1 como funcoes de (h, K, g, J, ). Logo, temos o potencial
perturbador total V' nas variaveis (h, K, g, J, 1, fo,we, Qo, Io, f,w,Q, I), onde as varidveis

orbitais sem subindice sdo elementos do satélite.

[Observagao 2 Como existe simetria azial em rela¢io ao eizo z e A = B, V ndo € fungao

do angulo de Andoyer 1. ]

[Observagao 3 Devido a extensdao das formulas de (3.8) quando explicitadas em termos
de (h,K,g,J,1, fi,w;, i, 1;), elas nao serdo apresentadas. Contudo, iremos utilizd-las para

realizar as médias do potencial perturbador, cuja expressao final serd entdo descrita na

forma final, equagio (4.24).]

Agora que V é funcao de (h, K, g, J, fo,we, Qo, o, f,w,Q, I) (basta aplicar (3.8)
m (3.4)), isto é, uma vez que estamos trabalhando com uma fungao descrita no sistema
inercial, podemos eliminar os termos de curto periodo da parte rotacional através de

médias. Denotamos a expressao média por
(V) = (Viar) + (Vo). (3.9)

Como estamos num conjunto canonico de variaveis do tipo agdo - angulo, podemos
fazer médias nas varidveis de curto periodo M e g (M ¢é a anomalia média do movimento

translacional de C5)

21 p2m 3]{;2MMR§ ) )
(Vidgm = (%)/ / [ Jo( X +Y)]dgd/\/l:

3 1\2 r2r por Xi2 + 5/;2

T

[Observagao 4 A partir daqui quando utilizarmos a notagdo { ), estaremos nos refe-
rindo a ( )gm. Caso contrdrio, deizaremos explicito sobre quais varidveis as médias serao

realizadas. |

Comecamos determinando (V). E nitido que V,q; ndo é descrito explicitamente em
fungao de M, contudo para efetuar (3.10) podemos utilizar a seguinte relagio (BROUWER;

CLEMENCE, 1961):

1 1

oot [1+ecos(f)

1=y ] df. (3.11)
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Assim, ao calcularmos (3.10) considerando a mudanga (3.11), obtemos

(Viur) = 3 k> Moo M, R J, {st(K) [
sat/ —

2 a3(1 —e?)? 8
4 cos*(J) — cos*(I) — cos®(J )COS2(I)} cos(2h — 2Q2)+
N sin(27) smf() cos(K

[sin2(]) + sin?(J) cos®(I) + cos®(J) sin®*(1) + Sinz(J)} +

2sin?(J) sin®(I) + 1+

) [1 + cos?(J) — 2sin2(J)} cos(h — Q)+
N sin24(K)
N cos8(K)

{1 + cos?(J) cos®(I) + 4sin?(J) sin*(I) + cos®(J) + COS2<I)} +
—l—; {1 + cos*(I) + cos?(J) + cos*(J) cosz([)} } . (3.12)

Ao contrario de Vi, Vi nao é fungdo da anomalia média do satélite (M) e a

anomalia média do Sol é uma variavel de longo periodo, logo

(Vo) = (Volg
Resolvendo essa média, obtemos a expressao (ver Yokoyama (1999))
3 k> M, Mo R2.J;
2 re
+ By -cos(—h + Qo — 2fo — 2we) + C - cos(2fs + 2we )+
+ Dy - cos(2fs + 2we — 2h + 2Qg) + Ey - cos(—h + Qg + 2f0 + 2w )+
+ Fy - cos(—2h + Q) + Gy - cos(—h + Q) + Hy] (3.13)

(Volg = — [A; - cos(=2f5 — 2we — 2k + Q) +

em que
o A L
A =— s1nléK) [cos®(I) — 2cos(Ip) + 1][—3 cos*(J) + 1] (3.14)
o By:
B, = O )fn(K ) (25 cos2(J) + 1][sin(L) + sin(Ls) cos(l) (3.15)
o (;: _
Cr=— Smffa) [—3 cos?(K) + 1][~1 + 3 cos®(J)] (3.16)
o Dy: -
Dy = — smléK) [—3cos®(J) + 1][cos* (1) + cos(Is) + 1] (3.17)
o Fi:
E, = cos(K) sin(K) [1 — 3 cos?(J)][cos(I) sin(1y) + sin(15)] (3.18)

4
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e py _ S0*(K) SU0) 11 1 3c0s?(J)] (3.19)
o Gy:
G _ CosE) sin(K )2sin(1@) cos(1o) 1 + 3c0s2(J) (3.20)
o H:
iy = [ = oo () = 2 cos? () + o cos’(J) cos*(K)| cos? (1) +
N 00828<K> . cos;<J> Lot () oK) + 2 (3.21)

De Brouwer e Clemence (1961), obtemos f em poténcias de eg

1 5) 11
fo=Mg + (26@ — 46%) sin(Mg) + (462® — 246%) sin(2Mg)+

1 1
- —36% sin(3Mg) + Eeé sin(4Mg) (3.22)
12 96
em que
Mo (t) = M(0) + not (3.23)
27T kf2(Mp + M@)

onde M (0) é a anomalia média inicial do Sol e M (t) no instante ¢, ne, 0o movimento
médio do Sol e T, o periodo translacional do Sol. Enquanto,
1 1 9 3
3 = = 1+ 3cos(Mg) + (2 cos(2M) + 2) ez +
27 53
+ (8 cos(Mg) + 5 cos(?)/\/l@)) el +
7 7 15
+ (2 cos(2Mg) + 5 cos(4Mg) + 8) e

. (3.25)

Concluimos que, utilizando as expressoes (3.14)-(3.21), (3.22) e (3.25),

(V) = Vaar) + (Vo) =
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- ) =y {2 (s () sind(1) 1+ o)
— cos(I) — cos*(J) cos®(I)] cos(2h — 2Q)+
4 LN OSRI ) | o) — 2s?()] cos(h — )+
Sinz(K M sin?(1) + sin?(J) cos*(1) + cos? (J)sin(1) + sin?(J)] +
D (1 4 o) cos? (1) + 4sin?(J) (1) + cost () + o (1) +

—i—; {1 + cos?(I) + cos?(J) + cos?(J) COSZ(I)} } —
3 k2 M, M R2J,
2 re
+ By -cos(—h + Qo — 2fe — 2we) + C - cos(2fs + 2we )+
+ Dy - cos(2fs + 2we — 2h + 2Qg) + Ey - cos(—h + Qg + 2f6 + 2w )+
+ Fy - cos(—2h + Q) + Gy - cos(—h + Qe) + Hi] . (3.26)

[Ay - cos(—2fs — 2we — 2R + Q) +

Isto é, entre as variaveis ignoraveis do sistema médio temos os angulos g e | de Andoyer,
(V) = (V) ,K, ,Jh,fo,we, s, ls,a,e, 1), como consequéncia, da hamiltoniana
H=T+(V),

dL O(H) _
o = — R = 0 = L = constante (3.27)
dG O(H) -
E - _ Tg = 0 = G = constante (3-28)

pois (l,¢) também ndo aparecem em na energia cinética T (equagao 2.10). Também

podemos concluir:

= constante =

Ql

L =Gcos(J) = cos(J) =

J = constante no tempo. (3.29)
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4 Movimento translacional médio do satélite

9

A equagao (3.26) demonstra que o potencial perturbador médio que afeta a rotacao
do planeta depende dos elementos orbitais do Sol e do satélite em relagdo ao plano
inercial, contudo o movimento translacional de C; é perturbado pela presenga de C5 e
pelo achatamento de (', logo se faz necessario entender como esse movimento é afetado

pelos demais corpos.

4.1 Funcdo potencial média (R)

Considerando o sistema inercial E, as equag¢oes do movimento do satélite perturbado
pelo achatamento do planeta e pela presenga do Sol sao (YOKOYAMA, 2002):

d2—> E2M - = — N
T PP R2M, <w+7@>+PJ2’ (4.1)

dt? r3 lr—rel® 1l

—
onde Py, (perturbacao devido ao achatamento do planeta) representa o vetor

— 3v 15z%z 3y 152%y 9z 1523
Py = —IPM,R2, (28 — 220 Y DY PE 0F 4.2
72 P 2<2r5 2 r7 7205 2 T 725 247 (42)

(veja a construgao de (4.1) no Apéndice C).

Como desejamos contruir um sistema médio de longo periodo, escrevemos a per-
turbacao solar e a perturbacao devido ao achatamento do planeta como (BROUWER;
CLEMENCE, 1961):

k2M®r2 1 3
Ro= "5 (—2 +2 cos2(5)> (4.3)

kM, R? 1 3.
LB ) "

em que S ¢é a distancia angular entre o Sol e o satélite e ¢ é a latitude do satélite, esse

r3

ultimo visto do sistema equatorial. Definimos o func¢ao potencial como

R = R@ + RJZ' (45)

Para realizarmos as médias e obtermos um potencial que despreza as variagoes de

curto periodo, escrevemos (4.5) como fungao de elementos orbitais referidos no sistema
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inercial £ como descrito no capitulo 3. Procederemos realizando as médias sobre R, e

R j, separadamente. Comegamos com a média sobre R,.

Como os sistemas cartesianos ' e F' tém a mesma origem, os vetores posi¢oes de Cs

e (3 nos 2 sistemas sao os mesmos. Sobre o sistema inercial denominamos os vetores r_@> e

7 como sendo os vetores posicao do centro de massa do Sol e do satélite, respectivamente

(figura 3).

Sol

planeta

Figura 3 — Distancia angular S entre o Sol e o satélite.

Assim, observando a figura 3,

=
cos(8) = 2 = XX £ YLV + ZoZ.

reor

Retomando as equagdes de (3.7) para os versores, segue que

cos(S) = = sin(J) sin(lg)[cos(f + w — fo —we) — cos(f +w + fo + we)]+

—~

N | —

[1—cos(I)][1 — cos(Iy)]cos(f +w —Q — fo —we + Qo)+

_|_

N e S e N

[1 4 cos(I)][1 + cos(Ip)]cos(f +w+Q — fo —we — Qo)+

+

[1 —cos({)][1 + cos(Iy)]cos(f +w — Q+ fo +we + Qo)+

_I_

+ le[l + cos(1)][1 — cos(Ig)] cos(f +w+ Q+ fo +we — Qo).

(4.6)
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Aplicando (4.6) em (4.3), temos R (fungao perturbadora devido a presenga do
Sol) em funcao de elementos orbitais do Sol (perturbador) e do satélite (perturbado), I,
fo, wa, Qa, I, f, we Q. Uma vez que as R nao depende dos dngulos de Andoyer, para
obtermos uma funcao que s6 depende dos elementos de longo periodo, realizaremos a

média apenas em relacao a anomalia média do satélite, M ((Re) = (Ro)m)-

Temos que Rq nao é fungao explicita da anomalia média do satélite, contudo é
© )

fungao explicita da anomalia verdadeira de Cy, f. Facamos algumas mudancas na expressao

de R de modo a introduzir a anomalia excéntrica u no lugar da variavel f através das

seguintes relacoes

r =al[l —ecos(u)]

_ cos(u) —e

cos(f) = 1 —ecos(u)

, V1 —e?sin(u)
sin(f) = T~ e cos(u) (4.7)

dM = “du.

a
Logo aplicando (4.7) podemos calcular (Rq)
1 2m 1 2w

(Ro)u =5 [ Ralf) dM = - [T Ro(w) du (48)
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o que implica

(Robws = 5 (22) (P [ap + 57 4+ €2+ (04

2 3
+ 2(E%)* — 3] + 5(A*)"’Z cos(2w + 2fo + 2we + 20 — 2Q0)+

3
+ 5(B*)QZ cos(2w + 2fo + 2we — 20 4+ 2Q0)+

+ §(C'>")2Z cos(2w — 2fo — 2we + 20 — 2Q4)+

+ =(D*)?Z cos(2w — 2fo — 2w — 200 + 200+

—~

DO Lo

+ =Z[(E*)? + 2C*D*] cos(2w — 2fe — 2ws )+

N LN W

+ ZZ[(E*)* 4 2A* B*) cos(2w + 2fo + 2we )+

+3Z[A*D* + B*C* — (E*)*] cos(2w) + 3P[A*C* + B*D* — (E*)?] cos(2fs + 2we )+
+3P(A*B* + C"D") cos(2Q2 — 2Q)) + 3A*C* Z cos(2w + 22 — 2Q)+

+ 3A*D*Pcos(2fs + 2we + 200 — 2Q) + 3E*P(A* — D*) cos(2fs + 2we + Q2 — Qg)+
+3E*P(—A" = B*+ C" 4 D*)cos(2 — Qg) + 3E"Z(A* — C*) cos(2w + Q2 — Qg )—
—3ATE*Z cos(2w + 2fo + 2we + Q2 — Qg) + 3B*C* P cos(2fe + 2we — 20 + 2Q)+

+3B*D*Z cos(2w — 2Q + 2Q0;) + 3E*P(B* — C*) cos(2fs + 2we — Q + Qg )+
+3E*Z(B* — D*)cos(2w — Q+ Q) —3B*E*Z cos(2w + 2f + 2w — Q + Qp)+
+3C*"E*Z cos(2w — 2fo — 2we + Q2 — Qp)+
+ 3D*"E*Z cos(2w — 2f — 2we — Q2+ Qe)}  (4.9)

A% = 11+ cos(D][1 ~ cos(I)]
B — i[l — cos(D)][1 + cos(Io)]
€ = {11+ cos(D)][1 + cos(1,)]
D* = 21— cos(D][1 — cos(Z,)] (4.10)
o ;sin(I) sin(I,)

3

P:1+§62
)

7 =—¢*

2

Para que toda essa formulagao faca sentido, precisamos obter a anomalia verdadeira

3
do Sol fs e <a®> em func¢ao da anomalia média do Sol, M. Novamente, de Brouwer e
ro
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Clemence (1961), podemos utilizar as expressoes (3.22), (3.24) e (3.25)

1 D 11
fo=Mga+ (26® — 46%) sin(Mg) + (4€2® — 246%) sin(2Mg)+
1 1
+ 126% sin(3Mg) + 90636‘5 sin(4Mg)

3
<a@> =1+ 3cos(Mg) + (9 cos(2M) + 3) e+
To 2 2

27 7 7 1
+ <8 cos(Mg) + 583 cos(3/\/l@)) el + (2 cos(2Mg) + 78 cos(4Mg) + 85) e

M (t) = M(0) + net
o J k2(M, + M)

ne

_TTD_

3
ag

Realizado o célculo de (R), falta expressar (R, ).

Consideremos a expressao (4.4) para R;, (funcao perturbadora devido ao achata-
mento do planeta), em que ¢ é a latitude do satélite com relacao ao plano equatorial (F),

veja figura 4.

Definimos

Q.: nodo ascendente do satélite em relacao ao plano equatorial;

e . inclinacao do satélite em relagao ao plano equatorial;

e w,.: pericentro do satélite em relagdo ao plano equatorial;

f: anomalia verdadeira do satélite.

Plano equatorial

Plano orbital do sat

Figura 4 — Satélite visto do plano equatorial.
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Analisando o tridngulo esférico, temos que i, e 7/2 sao angulos desse tridngulo, ja

v e f+ w. sao lados, assim pela lei dos senos

sin(p) _ sin(f + we)
sin(i.) sin(m/2)

— sin(f +w.) = sin(y) = sin(f + w,) sin(i). (4.11)
Utilizando as relagoes cos?(a) + sin®(a) = 1 e 2cos?(a) = 1 + cos(2a), temos que
sin(p) = sin(f + w,) sin(i,) =
= sin?(p) = sin?(f +w.) sin(ic) = [1 — cos?(f + we)][1 — cos(i)] =
= sin’(p) =[5+ (5 — ot +00)) | [1 = cos?(in)) =

2 2

= sin®(yp) = {1 - COS[Q(fW} [1 — cos?(i.)] =

2 2
1 24 1
= sin’(p) = 5 - COSQ(%) + 5leos” (i) — 1] cos[2(f + )] (4.12)
Aplicando (4.12) em (4.4) obtemos
k*M,R?
Jp = #h {—i + icosQ(ie) — i[cosQ(ie) — 1] cos[2(f + we)]} : (4.13)

Pela formulagao (4.13), ja podemos calcular a média de R, com relagdo a anomalia

média do satélite. Utilizando novamente a relagao entre dM e df concluimos que:

(Rt = k*MyR>J5 [3 cos?(i.) — 1]
Bl g (1—e2)3/?

(4.14)

Porém, essa tultima expressao ainda estd em funcao de variaveis do sistema F'. Precisamos

introduzir variaveis do sistema inercial F. Veja o seguinte esquema de planos, figura 5.
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pl. equatorial

sat

pl. normal

pl. inercial

o

pl. da orbita do sat.

Figura 5 — Planos inercial, normal, equatorial do planeta e orbital do satélite.

Os angulos Ieguat © equat sa0 a inclinagao e o nodo do plano equatorial de C; com

relacdo ao inercial.

Observe o tridngulo esférico com angulos I.quat, te € (7 — I) e lado 3, temos

Q3 = Q — Qcquat, portanto, pela relagao de cossenos segue que
cos(ie) = — co8(Lequat) cos(m — 1) + sin(Lequat) sin(m — I) cos(2 — Qequat)-

Manipulando essa ultima equagao obtemos:

1 2 Ie ua 2 [
COSQ(z‘e) :COSQ(quuat) COSQ(I) +§ _ cos (Lequat) _ cos (1)

2 2
cos*(I) CZSQUequat) T 3233 + Bf 1 (4.15)
onde
BBy = sin®(Ieguat) sin(I) cos(22 — 2Qquat) (4.16)
{ BB, = sin(21equat) sin(21) cos(2 — Qequat) (4.17)

Assim, aplicando (4.15) em (4.14), escrevemos o potencial (R ;,) ¢ como:

k2 M, R2.J

= 31— e2)p {[3 cos®(Iquat) — 1][3cos®(I) — 1] + 3BB; + 3BBy}.  (4.18)

<RJ2 >M
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Retomando a figura 5 e analisando o triangulo esférico com angulos K, J e ™ — Igyat

e lados g e )y as seguintes relagoes sao apresentadas

. sin(J)  sin(7 — Teguat)

= sin(Q2) sin(Leguar) = sin(J) sin(g)

sin(€y) sin(g)
(4.19)
® cos(T — Lequat) = — cos(K) cos(J) + sin(K) sin(J) cos(g) =
= c05(Lequat) = cos(K) cos(J) — sin(K) sin(J) cos(g) (4.20)
o Sin(m — Leguat) cos(€22) = cos(J) sin(K) + sin(J) cos(K) cos(g) =
= sin(Zequat) c0s(€22) = cos(J) sin(K) + sin(J) cos(K) cos(g) (4.21)

em que Qeguar = h + Qo.

Utilizando as tltimas expressoes em (4.16), (4.17) e (4.18), obtemos (R.j,)m
expresso nas variaveis h, g, K, J, Q e I. Logo, podemos calcular a média no angulo g de

Andoyer, isto é,
1

(RiJot = (Rodsida = 5 [ (Ruhaady

Fazendo esse calculo
k*M,R>.J
16(1 — e2)3/2a3

— 6sin(21) sin®(J) sin(K) cos(K) cos(2 — h) — 6 cos*(I)+
+ 18 cos?(1) cos?(J) cos?(K) — 6 cos?(J) cos? (K )+
+ 3sin®(I) sin®(J) cos®(K) cos(2Q — 2h)+
+ 6 sin?(I) cos®(J) sin?(K) cos (29 — 2h)—
— 3sin?*(I) sin?(J) cos?(2Q — 2h) — 3sin?(J) sin®(K )+
+12sin(27) cos(.J) cos(K) sin(K) cos(Q — h)| . (4.22)

<RJ2> =

[9 cos?(I) sin®(J) sin?(K) + 2—

Assim, utilizando as expressoes (4.9) e (4.22), obtemos a func¢do perturbadora
média (R) que influencia o movimento de translacao do satélite ao redor do planeta. Esta
expressao esta totalmente explicitada em variaveis do sistema inercial e de Andoyer, o
que ¢ essencial para escrever as equagoes de Lagrange que definem o movimento de C5 no

tempo (Capitulo 5). Temos que

(R) = (Ro) + (Ry,) =
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N <R> _ k2M§a2 (CL@) {;’P {(A*)Z + (B*)Z + (C*)2 + (D*)Q—l— +

2ay, T
*\ 2 2 3 *\ 2
+2(E*)* — 3] + i(A )°Z cos(2w + 2 fo + 2we + 20 — 2Qg )+

3
+ i(B*)QZ cos(2w + 2fg + 2we — 2Q + 2Q0)+

;(C’*) Z cos(2w — 2f5 — 2we + 20 — 2Q4)+

+ §(D*)2Z cos(2w — 2f5 — 2we — 200 + 2Q4)+

[\]

Z[(E*)? 4 2C* D*] cos(2w — 2f o — 2w )+

w\wl\b\w

ZI(E*)* + 2A4* B*] cos(2w + 2o + 2we )+
+3Z[A*D* + B*C* — (E*)?| cos(2w) + 3P[A*C* + B*D* — (E*)?] cos(2fs + 2we )+
+ 3P(A*B* + C*D*) cos(22 — 2Q¢) + 3A*C* Z cos(2w + 2Q — 2Q¢)+
+ 3A*D*P cos(2fe + 2w + 29 — 2Q4) + 3E*P(A* — D*) cos(2fs + 2w + Q — Qp)+
+3E*P(—A" — B*+ C" 4 D*)cos(Q2 — Qg) + 3E"Z(A* — C*) cos(2w + Q2 — Qg )—
—3ATE*Z cos(2w + 2fs + 2we + Q2 — Qg) + 3B*C* P cos(2fe + 2we — 20 + 2Q)+
+3B*D*Z cos(2w — 2Q + 2Q) + 3E*P(B* — C*) cos(2fg + 2w — Q + Q)+
+3E*Z(B* — D*) cos(2w — Q + Q) — 3B*E*Z cos(2w + 2f5 + 2we — Q + Qg )+
+3C*"E*Z cos(2w — 2fo — 2we + Q2 — Qp)+
+3D*E*7Z cos(2w — 2f — 2we — Q+ Qo) } +
N k*MyR>.J
16(1 — €2)3/2a3
— 6sin(21) sin®(J) sin(K) cos(K) cos(2 — h) — 6 cos*(I)+
+ 18 cos®(I) cos?(J) cos®(K) — 6 cos®(J) cos* (K )+
+ 3sin?(1) sin®(J) cos*(K ) cos(2Q — 2h) + 6sin’(I) cos?(J) sin?(K) cos(2Q — 2h)—
— 3sin?(1) sin?(J) cos?(2Q2 — 2h) — 3sin?(J) sin®(K)+
+12sin(21) cos*(J) cos(K) sin(K) cos(Q — h)|  (4.23)

[9 cos?(I)sin?(J) sin?(K) + 2—

fazendo uso das relagoes (4.10), (3.22), (3.24) e (3.25).

Observamos que, novamente, as variaveis de Andoyer ¢ e [ ndo estao presentes na

formulagao (4.23) e reafirmamos que G e L sdo constantes e, por consequéncia, J também.
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5 Equacoes médias

Nosso objetivo ao final desse capitulo é determinar a obliquidade do planeta através

dos angulos de Andoyer h, J e K e dos elementos orbitais I e €.

Anteriormente ja concluimos que se o planeta possui um eixo de simetria axial, o
angulo de Andoyer J ¢é constante, porém nao podemos afirmar o mesmo sobre o angulo
K. Essa é uma variavel que pode assumir valores entre [0 : 7). No caso de K = 0, ocorre
uma singularidade, os angulos h e g nao sao definidos, basta observar a figura 1. Para
resolver esse problema consideremos as variaveis candnicas de Andoyer, h e seu momento

conjugado H, e definiremos 2 variaveis nao singulares, também canonicas.

5.1 (V) e (R) nas varidveis n3o singulares Y7 e Y5

Para evitar a singularidade K = 0, definimos as 2 varidveis nao singulares e

candnicas Y7 (coordenada) e Y, (respectivo momento conjugado) como sendo:

Y1 = —V2G — 2H sin(h) (5.1)

Yo = v2G — 2H cos(h) (5.2)
em que (G, o momento angular de rotagdo, é constante (demonstrado anteriormente).

Do modo como Y; e Y, foram definidos, podemos construir as seguintes relagoes,

retomando a expressao (1.3) (H = G cos(K)),

YE+Y?: 2G-2H  H YE4+YPE H\ H
‘"2 T G _1_G:>1_2G_1_<1_G>_G:>
Y24+ Y2
:COS(K):1—12+G2 (5.3)
V2 +v2\?
. sin(K)z,/l—cosz(K):\ll—<1—I;—Gg) =
o Y24+YE | (Y2 +Yo)? _Wﬂff (Y + Ya)?
:>sm(K)—\ll—[1— e + 102 = e — Tel (5.4)

e Y5cos(§);) — Yisin(€) = v2G — 2H cos(h) cos(€;) — [—v2G — 2H sin(h) sin(;)] =
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= Y5 cos(;) — Yisin(€2;) = v2G — 2H|[cos(h) cos(£2;) + sin(h) sin(€;)] =

= Y, cos(£2;) — Yy sin(€) = v2G — 2H cos(h — ;) =

Yy cos(§2;) — Yisin(§2;) Yo cos(€2;) — Yisin(€;)

V2G —2H B Y2+ Y2
o— Y cos(§)—Yasin(€;) = — [—v2G — 2H sin(h)] cos(§2;)—[v2G — 2H cos(h)] sin(€);) =

= cos(h — ;) = (5.5)

= — Y] cos(§;) — Yasin(§;) = v2G — 2H [sin(h) cos(§2;) — cos(h) sin(€;)] =

= — Y] cos(§;) — Yasin(Q;) = vV2G — 2H sin(h — ;) =

—Yj cos(€;) — Yasin(€;)  —Y7cos(€;) — Yasin(£);)

= sin(h — ;) = = (5.6)
( ) V2G —2H /Y2 + Y
YVi-Y? (26 — 2H)[cos*(h) — sin(h) V- v?
_ 2h) = 5.7
.Yf—i—YQQ 50— 9H = cos(2h) A (5.7)
2Y1Y5 2(2G — 2H) sin(h) cos(h) . 2Y1Y,
_— o) = — 12 5.8
.Y12—|—Y22 50 — 20 = sin(2h) V2117 (5.8)
e cos(2h — 20);) = cos(2h) cos(292;) + sin(2h) sin(292;) =
Y2-Y? 2Y1Ys
= cos(2h — 20;) = —2——L cos(20);) — ———= sin(20 5.9
e sin(2h — 20);) = sin(2h) cos(2€2;) — cos(2h) sin(292;) =
, 2Y1Ys, Yy —Y?
= sin(2h — 2§);) = ————= cos(2€);) — —=—— sin(2€); 5.10

Para expressar (V') nas varidveis Y; e Ys, trabalhamos com (Vi) e (Vi) separada-

mente.

Concluimos que (Vi) nas varidveis nao singulares Y; e Y5 é
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 3RRM M, R, ) )
(Viat) = T3 a1 {32 sin®(I)[3 cos*(J) — 1]x

y l 4 M] (V2 = Y?) cos(29) — 21 Yy sin(20)]+

G G?
1 2 9 2 2 3 o] [40P+YR) (VP4 YP)?
+16[1—3COS (J)+§Sln (I) cos (J)_§SID (I)] [ & — e 14_
L oos(D)s : 4P| 10747
+ ZCOS(I) sin(7)[3 cos*(J) — 1] \/G’ - ll — QG] X
x[Ys cos(2) — Yy sin(Q)] + ; cos?(J) — 2sin2(l) COSQ(J); + isin%])} , (5.11)

enquanto que (V) é escrito como

<V@> = Pl sin(2f@ + 2Ld@) + Ql COS(Qf@ + (U@) + Rl (512)

sendo que

QPli

P sin(Is) [(1 B 3cosz(J)> <1 B ;Y22Y2> )

-

Y2 Y22 Y2 4+ Y2)?
V PX2) DTN ysin(0) + Vi cos(2) | +

2
2 2 2 22
[(YSYW Oﬂgﬁ)]@ﬁcw%n+$>x
(Y2 —Y?)sin(2Qs)  2Y1Y3cos(20)
[ V2 v2 YZ1y? cos(lp) (5.13)

: 2 2
0 — cos(I) sin(1y) [(1 B 30052(J)) (1 1YP+ Y ) y
v2+yg M4 2 G

4 Y2 + Y2 YQ +Y2 2 )
X \/ ( 1G 2) _ (N et 2) (Yacos(Qe) — Yisin(Qg)) | +
MW+W)<W+@V( 3 w
_ _2 J) 1 —
—l—[ e e 16cos()—|—16 X
(Y2 — Y?) cos(29) | 2Y1Yssin(2Q0)
}/12 _|_§/22 Y'12 + Y'22

X 411 [sinz(]@) cos?(Ig) + 2cos(Iy) sin(Iy) — 2cos?(Is) + QCOS([@)} -

, 1Y2+ V2’ 1 3
—sin?(1,) [—3 <1 ~3 L e 2 ) +1 <_8 + 8COSQ(J)> (5.14)
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gl

5 > sin(Iy) cos(Is)(—1 + 3 cos?(J))x

g~ (Yacos(Qo) — Yisin(Qo))
WM?H?(W+WW<1 3

+

y \/4<Yf +Y) (V)

L 99
e o2 S + 8cos (J)) X

y (Y3 = YP) cos(2Qp)  2V1Vasin(200)
Y+ Yy Y+ Yy

1 3 12+ v2\* 3
2 G

+ cos?(I) [8 ~3 — gCOS2(J)+

9 1Y2+ 72\
—|—§COSQ(J) (1—2 12 2>

1 1Y2+Y2\* 3 1Y2+Y2)\?
—1—8(1— Lt 2) —COS2(J)<1— Lt 2) +

2 G 8 2 G

1
+3 cos?(J) + 2 (5.15)

Das expressoes (5.11) e (5.12) obtemos:

<V> = <V>((I,€,Q,[, a®76®7f®7w®7Q®7[®7 J7Y717Y72) = <‘/sat> + <V®> =

3k*MsatM,R?> (1
= (V)=— 5@3(1_—62;3/5 {32 sin?(1)[3 cos®(J) — 1] x
2 2
x[é-‘né;%)hug—n%ammn—znnam%m+
1 2 9 -2 2 3 : 2
+E {1—3008 (J)—i—§sm (I)cos*(J) — 5 sin (I)] x
2 2 2 22
a0y orever)
G G?
+ L cos(Dysin(D)3eos?() - 1) \/4 0293 [} 10249
5 cos({) sin COs o o 5 o
) 1 3 ., 9, 1 1
x[Ys cos(§2) — Y sin(Q2)] + 5 c08 (J)— 2 5in (I) cos (J)§ + 7 5in (Ii)}—i—

+ P sin(2fg + 2we) + Q1 cos(2fe + we) + Ry. (5.16)

De (5.16) e (2.10), as seguintes equagoes para a dindmica de rotagao do planeta

sao definidas

4y,  O(H)
oy (5.17)
v, 90 (5.18)

) 2
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Notemos agora que as varidveis K e h aparecem explicitamente em (R, ). Portanto estes

também devem ser escritos em termos de Y; e Y5. Esta operacao é simples pois:

H=G - ;(Yf +Y7) (5.19)
Y,
h = arctan (— Y;) (5.20)

por consequéncia, a partir de (1.3), H = G cos(K), e de (5.19)

1(Y12+Y22>] . (5.21)

K = 1—=
arccos [ 9 G

Primeiro, temos que (R ,,) pode ser fatorado como:
 kK2M,R2J,
16a3(1 — €2)3/2
+ 3sin?(J)[3 cos*(I) — 1] sin*(K) + 6 cos®(J)[3 cos* (1) — 1] cos® (K )+
+ 6sin(21)[2 cos*(J) — sin*(J)] sin(K) cos(K) cos(2 — h)+
+ 3sin?(1)[2 cos®(J) — sin?(J)] sin®(K) cos(2Q — 2h)} :

(Ry,) {2 — 6(:082(])+

aplicando as relagoes com Y; e Y5, temos que

Ry — E MBI {1 3
2

92
B = P |3 g cos (I)+

3 2 2
+1—651n (J)[3cos*(I) — 1]

Yy (Y]
G 4G?
2 2\72
+ ECOSQ(J) [3cos*(I) — 1] [1 - (}/12—23/2)] + : sin(27)[2 cos?(J) — sin®(J)] x

) \/ (1; B (1/14;1@ ll_ (¥ - Yé)] (Vs cos(Q) — Y3 sin(Q))+

3 9 2 .2 .2 1 (Y +Y5)
+1—681n (I)[2cos”(J) — sin*(J)] sin”(K) [G - 4(}2] X

X[(Y = Y7?) cos(20) — 2Y1Yasin(2Q)]} . (5.22)
Logo,

<R> = <R>(&@,€@,WQ,Q@,I@,f®,CZ, evw>Qaja JayvlaYvQ) = <R®> + <RJ2> =
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= (R) = kz;\jgﬂ (Zz) {;’P [(A*)2 + (B*)? + (C*)* + (D*)*+

2 3
+2(E*)? — 3] + 5(A*)QZ cos(2w + 2fo + 2we + 20 — 2Q0)+
3
+ i(B*)QZ cos(2w + 2fg + 2we — 2Q + 2Q0)+

+ 2(6’*)2Z cos(2w — 2fs — 2w + 200 — 2Q4)+

+ 3(D*)2Z cos(2w — 2f5 — 2we — 200 + 2Q4)+

+ 2Z[(E*)2 +2C"D*] cos(2w — 2f5 — 2we) + Z)Z[(E*)2 + 2A*B*] cos(2w + 2f5 + 2ws )+
+ 3Z[A*D* + B*C* — (E*)?] cos(2w) + 3P[A*C* + B*D* — (E*)?] cos(2fe + 2we )+
+ 3P(A*B* + C*D*) cos(2Q — 2Q¢) + 3A*C* Z cos(2w + 20 — 2Q)+
+ 3A*D*Pcos(2fe + 2w + 20 — 2Qg) + 3E*P(A* — D*) cos(2fs + 2w + Q — Qp)+
+3E*"P(—A" — B*+C*" 4+ D*)cos(Q2 — Qg) + 3E*Z(A" — C*) cos(2w + 2 — Qg )—
—3A'E*Z cos(2w + 2fs + 2we + Q2 — Qg) + 3B*C* P cos(2fe + 2we — 20 + 2Q)+
+3B*D*Z cos(2w — 2Q + 2Q) + 3E*P(B* — C*) cos(2fs + 2we — Q + Qg )+
+3E*Z(B* — D*) cos(2w — Q + Qg) — 3B*E*Z cos(2w + 2 fo + 2we — 2+ Q)+
+3C*E*Z cos(2w — 2fe — 2we + Q — Qp)+
+ 3D*E*Z cos(2w — 2fo — 2we — Q2+ Qo) } +

KM,R2J, (1 3 3 YVP4+YE (VYD)
I 65)3/2 {8 — gCOSQ([) + Es1n2(J)[3cosz(I) —1] [ L & 2 14G2 ] +
2 2172
+ ZCOS2(J) [3cos?(I) — 1] [1 — (YI;LGY”] + : sin(21)[2 cos?(J) — sin®(J)] x

) Vé RUESE ll RUhe >] [¥; cos(€) — Yi sin(@)]+

3 9 2 .2 .2 1 (P +Yy)
+T681n (I)[2cos”(J) — sin”(J)] sin”(K) [G - 4GZ] X

x[(Y7 = Y2) cos(20) — 2Y1Yasin(2Q)]} . (5.23)

Sempre utilizando as relagoes (4.10), (3.22), (3.24) e (3.25) com (5.23).

Como estamos trabalhando com a fung¢ao perturbadora média (equagao 5.23), segue
que O(R)/OM = 0. Utilizando as equagoes de Lagrange (BROUWER; CLEMENCE,
1961), ja concluimos que o semieixo do satélite, a, é constante. Simplificamos as equagoes
de Lagrange, obtendo as seguintes derivadas temporais para os elementos orbitais do

satélite no sistema inercial F:



Capitulo 5. FEquagoes médias 44

de  (1-=¢*)'?9(R)

dt nae Ow (5:24)
ar _ cot (1) HR) 1 I(R) (5.25)
dt  na?(1—e2)1/2 duw na?(1 — e?)/2sin(I) 09 '
do (1-€)?0R) cot([) I(R) (5.26)
dt nae de na?(1 —e?)v/2 oI '
dQ 1 I(R)
dt  na?(1— e 2sin(I) oI (5:27)

[Observagao 5 As variagoes temporais dos elementos orbitais do Sol (ag, eq, o, W, Lo, 1s)
serao consideradas fungoes conhecidas, dispensando o uso das equacoes de Lagrange para
obte-las. |

Unindo as equagoes (5.17), (5.18), (5.24), (5.25), (5.26) e (5.27), temos um sistema

de 6 equacoes diferenciais de primeira ordem que serdo integradas numericamente

dYy _ O(H)gm
dt Y,
W, O
dt Yy
de (1 —e2)Y/2 9(R)
dt  nale Ow (5.28)
dar cot(I) I(R) 1 I(R)
At na2(1—e)2 dw  na?(1—e?)2sin(I) 00
dw  (1—e*)? O(R) cot (1) I{(R)
dt  naZe de  na2(1—e2)12 0l
dQ 1 I(R)

At na?(1—e2)2sin(I) 9

Logo, a cada instante ¢ saberemos o valor de Yi(t) e Ya(t), por conseguinte serao
determinadas as varidveis de Andoyer h = h(t), H = H(t) e K = K(t). Vejamos como
associar esses angulos com a obliquidade do plano equatorial com relagao ao plano orbital

aparente do Sol, e. Supomos que o plano do Sol é préximo ao inercial.
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5.2 Obliquidade do planeta

O conjunto de equagoes (5.28) define o comportamento de Y; e Y3 no tempo e, por
consequéncia, das relagoes (5.19), (5.20) e (5.21) obtemos os valores H, h e K em qualquer
instante £. Aqui, escreveremos € em funcao desses angulos e, assim, determinaremos sua
variagao.

pl. equatorial

—
fi
T

pl. normal

~pl. orbital do Sol

pl. inercial

Figura 6 — Esquema de planos para o célculo da obliquidade.

Trabalhando com os triangulos esféricos presentes na figura 6, resulta que o cosseno

da obliquidade real é (veja a construgdo no Apéndice D):

cos(e) = cos(J)[cos(I) cos(K) + sin(lg) sin(K') cos(h — Q)] —
— cos(g) sin(J)[cos(Ig) sin(K) — cos(K) sin(Iy) cos(h — Qg)]—
—sin(g) sin(J) sin(Iy) sin(h — Q) (5.29)

Desprezando os termos de curto periodo (aqueles associados as varidveis rdapidas, ou seja,

que apresentam fungoes trigonométricas em ¢ e ainda fatoradas por sin(J)), temos que
cos(€) = cos(J)[cos(K) cos(I) + sin(K) sin(1) cos(h — Q)] (5.30)
Assim, a obliquidade do planeta com relagao ao plano do Sol é
e =~ arccos{cos(J)[cos(K) cos(I) + sin(K) sin(Iy) cos(h — Q)] }. (5.31)

Obtemos a relacao desejada para estudar a variacao de € no tempo.
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6 Sistema Terra, Lua e Sol - validacao da

teoria

Antes de aplicar as equagoes de (5.28) a dindmica de rotacao de qualquer planeta,
realizaremos alguns testes preliminares para comprovar a eficicia do modelo construido
até aqui. Nesse capitulo, primeiramente faremos o estudo tedrico com o modelo simples:
sem considerar a fungao potencial média ((R)), com o objetivo de reproduzir o periodo
da precessdo do equador da Terra (veja figura 7). Posteriormente, apresentaremos os

resultados obtidos considerando o modelo completo (com todas as perturbagoes).

6.1 Estudo tedrico da precessao do equador da Terra no caso mais

simples

Mantendo as construgoes feitas até aqui, consideremos que C seja a Terra, Cs a
Lua e (5 o Sol. Tomando a figura 1 como referéncia, sobre o centro de massa da Terra
estao fixados 2 sistemas de coordenadas ortogonais: F, o sistema inercial, e F', o sistema
de eixos principais do corpo C. Nosso objetivo inicial é estudar o movimento do plano do
equador em relagao ao inercial, ou seja, nosso alvo é entender o comportamento do angulo

de Andoyer h no tempo.

Para o estudo tedrico e aproximado da precessao do equador da Terra, supomos:

a) pela construcao feita até aqui, Cy possui um eixo de simetria (A = B), logo o dngulo

de Andoyer J é constante e tomaremos igual a 0°;
b) o plano fundamental inercial serd a prépria ecliptica;

c¢) a inclinagdo da 6rbita da Lua em relacdo ao plano fundamental (a ecliptica) é tomado

igual a zero;
d) desprezamos a interagdo Lua - Sol e a perturbagao do achatamento de C; sobre Cs;

e) tomamos (V) como sendo a média de V, em relagdo ao dngulo de Andoyer g e a

anomalia média do Sol (Mg).

Desta forma, com J = I, = [ = 0, resulta a figura 7, onde h é o angulo relacionado a

precessao do equador da Terra.
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Plano equatorial da Terra

Plano normal da Terra

Plano inércial
Plano orbital da Lua
Plano orbital aparente do Sol

Figura 7 — Planos do sistema Terra, Lua e Sol

Podemos resumir o potencial médio devido ao corpo ¢ como:

3 k2 M, M, R2.J,

- Y

(Viygm, = fator =
para i = sat, ®, de modo que

sin?(K)
8

FM =

|[—2sin*(J) sin®(L;) + 1+ cos’(J) —

—cos*(I;) — cos*(J) cos2(]i)} cos(2h — 20;)+
N sin(21;) siniK) cos(K)

{sinz(fi) + sin?(J) cos®(I;) + cos®(J) sin®([;) + sin2(J)} +

[1 + cos?(J) — 281H2<J)} cos(h — Q)+
N sin?(K)

cos?(K)
8

+

1
8

Fazendo uso das hipdteses a), b), ¢) e d), FM é reduzida a

2K 1
M — 0052( )

Desprezando a constante 1/2 resulta:

Vo = ~SEMM RS cos ()
HeMET TG —e3r 2

H
Como cos(K) = o

Vot = 3K2M;M,R2J, 1 <H>2
v/ g,Mi T :

T 2ad(1—e2)p2 2

{1 + cos?(J) cos®(I;) + 4sin®(J) sin®(I;) + cos*(J) + COS2([1'>} +

- [1 + cos?(I;) + cos?(J) + cos*(J) cosQ(Ii)} :

(6.1)

(6.3)
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Portanto, aqui o potencial perturbador médio que governa a rotacao da Terra é:

) = 3K MM RSy 1 <H>2 3k2MoM,R2J, 1 <H>2
2 a?(l—e2)32 2

¢) Tran-ayn e (09

Observamos que (V') nao estd em funcao das varidveis h e g, e entdo das equagoes de

Hamilton
H
a;t =— 82‘;) = 0 = H ¢é constante (6.6)
Cil? = — 8;? = 0 = G ¢é constante, (6.7)
da projegao (1.3) do capitulo 2,
H
H = Gcos(K) = cos(K) = rehn constante, (6.8)

ou seja, do modo como estamos formulando o problema, K é constante.

Novamente utilizando a equagoes de Hamilton, como H é o momento conjugado

de h:

% B (V) B _§k2MsatMpR§J2 E §k2M®MpR12)J2 E (6.9)
dt) O0H 2 ad(1—e2)32 G2 2a}(1—e2)32 G2 ’
Denominaremos os termos por
dh 3k*M, M,R?J, H
A} 2 Teatpitpra 2 (6.10)
dt ), 2 a3(1—e2)32 G2
dn\  3KMoM,RyJ, H (6.11)
dt )¢ 2ad(1—e2)¥? G* '
Considerando os dados constantes da tabela 1 obtemos
dh
— = —0.00024900 (6.12)
dt
27
T =——— = 25233,5 anos. (6.13)

|(dh/dt)]
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Lua Sol Terra
M; (massa solar) | 0,3740336306 x 10~7 1 0, 3003490055 x 10~

a; (UA) 0, 002569555302 1 —_—

€; 0, 05599 0,016754
R, (UA) 0,00004263523271

Jo 0.001082

C —_— ——— | 0,1806046695 x 10~'4
K (rad) _ —_ 0, 13018518527

Tabela 1 — Dados para o sistema Terra, Lua e Sol

O resultado de (6.13) é uma estimativa do tempo que o plano equatorial da Terra

demora para completar uma volta com relagao ao seu plano orbital.
O efeito que a Lua exerce sobre a Terra ¢ cerca de 2 vezes o efeito do Sol:

6.2 Variacao da precessao do equador usando a teoria de Laskar

Na se¢ao 6.1 obtivemos uma estimativa muito simplificada do periodo da precessao
do equador terrestre. Como utilizamos uma simplificagao, so foi possivel obter o periodo
aproximado dessa precessao. Note que a variagao temporal dos elementos orbitais dos
perturbadores Sol e satélite ndo foram considerados, isto é, os semieixos, excentricidades

da Lua e do Sol foram tomados constantes.

Desta vez tomaremos as equagoes dadas em (5.28). Os elementos orbitais da 6rbita
do Sol serao aquelas fornecidas pela Teoria Secular de Laskar (LASKAR, 1990) e o
movimento da Lua e a dindmica de rotacao serao obtidos pela integragao completa do
sistema (5.28).

Aqui apresentamos os resultados obtidos da rotina computacional (sua estrutura é
apresentada no Apéndice E). No instante ¢ da Teoria Secular de Laskar (LASKAR, 1990)

temos que:

ft 7t
o =
648000
™
oOCYU = ——

180
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o ¢ sin(w) = [18913sin(4, 2487910 - ft + 30,597 - cv)+
+ 16047 - sin(7,4559199 - ft + 200,630 - cv) + 3159 - sin(17,9155811 - ft + 155,568 - cv)+
+ 9406 - sin(17,3646123 - ft 4+ 304,902 - cv) + 4248 - sin(5, 5964883 - ft + 112,565 - cv)+
1+ 2238 - sin(17,0830020 - f£ + 351 - cv) + 1956 - sin(17, 6287061 - ft + 7,770 - cv)+
+ 1722 - sin(16, 8132568 - ft + 94,866 - cv) + 1598 - sin(6, 9349219 - ft + 169,028 - cv)+
11506 - sin(28, 2206602 - f£ + 128,008 - cv)] - 1076 (6.15)

e ¢ cos(w) = [18913 - cos(4, 2487910 - ft + 30,597 - cv)+
+ 16047 - cos(7,4559199 - ft + 200,630 - cv) + 13159 - cos(17,9155811 - ft + 155,568 - cv)+
+ 9406 - cos(17,3646123 - ft + 304,902 - cv) + 4248 - cos(5, 5964883 - ft + 112,565 - cv)+
2238 - cos(17, 0830020 - f + 351 - cv) + 1956 - cos(17, 6287061 - ft + 7,770 - cv)+
+ 1722 - cos(16, 8132568 - ft 4 94,866 - cv) + 1598 - cos(6, 9349219 - ft + 169,028 - cv)+
1506 - cos(28.2206602 - ft + 128.008d0 - cv)] - 1076 (6.16)

e sin(1;/2)sin(Qy) = [13773 - sin(107, 586 - cv)+
+ 8760 - sin(—18, 8511680 - ft + 240,034 - cv) 4+ 4960 - sin(—5, 6176875 - ft + 348,307 - cv)

_|_

44024 - sin(—17, 7482549 - ft + 303,928 - cv) + 3431 - sin(—7, 0797568 - ft + 93,267 - cv)+
+ 2846 - sin(—18, 2999619 - f£+ 270,439 - cv) + 1736 - sin(—6, 8410195 - f£ + 286, 932 - cv)+
+ 1736 - sin(—6, 9609463 - ft + 277,682 - cv) + 1610 - sin(—7, 1949375 - f£ + 285,060 - cv)+

+1607 - sin(—19, 4022773 - ft + 29,348 - cv)] - 107°  (6.17)

e sin(1;/2) cos(Qy) = [13773 - cos(107, 586 - cv)+
8760 - cos(—18, 8511680 - ft + 240, 034 - cv) + 4960 - cos(—5, 6176875 - ft -+ 348,307 - cv)
+ 4024 - cos(—17, 7482549 - ft + 303,928 - cv) + 3431 - cos(—7,0797568 - ft + 93,267 - cv)
+ 2846 - cos(—18,2999619 - ft+ 270,439 - cv) + 1736 - cos(—6, 8410195 - ft 4 286,932 - cv)
41736 - cos(—6, 9609463 - ft+ 277,682 - cv) + 1610 - cos(—7, 1949375 - ft + 285, 060 - cv)
+1607 - cos(—19,4022773d0 - ft + 29,348 - cv)] - 1075 (6.18)

Q
¥ ¥ T

_|_

portanto, de (6.15), (6.16), (6.17) e (6.18), obtemos @ (longitude do pericentro da Terra),

€o, Q@, [@ € We-

Como estamos considerando C, como sendo a Lua, sua posicao sera descrita pelas
equagoes de Lagrange ((5.24), (5.25), (5.26) e (5.27)). Faremos uso das hipéteses a), b), ¢)

e d) da segao anterior e alimentando o programa com os dados iniciais:

o Ky=23,3°¢hy=0°
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e g = 10° e [ = 5° (4ngulos utilizados para a mudanga do plano equatorial para o

inercial - veja Apéndice B);

e a = 60,232566 Ry (Ry: Raio equatorial da Terra), e = 0,048, I, = 20, 88°, w, =
279,363°, Q. = 174,953° (e: equador) e My, /M, = 1/81,3;

® agp =1 UA.

Apresentamos os graficos obtidos da rotina para o sistema Terra, Lua e Sol (figuras 8
e 9). Observamos que mesmo quando anexamos ao problema a funcao potencial média (R)
e consideramos V; mediado apenas sobre o angulo de Andoyer g, obtemos valores préximos
a 26000 anos para a precessao do equador da Terra. Adicionalmente, ao contrario do caso
simplificado onde K é um angulo constante, aqui obtemos sua variagdo no tempo, o que
possibilita estudarmos como a obliquidade da Terra varia durante os anos. A figura 9 mos-
tra que € nao se afasta consideravelmente de 23, 3°, ficando preso no intervalo [22,2°; 24°].

Na literatura, o intervalo de variagao da inclinagao do eixo de rotagao da Terra é [22°; 24, 6°].

Também baseado em um sistema médio, Laskar, Joutel e Robutel (1993) estudaram
o comportamento da obliquidade da Terra se a Lua nao existisse e concluiram que o
satélite natural da Terra atua como um potencial regulador do clima do planeta, pois
considerando um cendrio onde a Lua nao existe, o € do planeta assumiu valores entre 0° e

85°, contrapondo a realidade.

Utilizando nosso sistema médio e supondo que apenas o Sol é o perturbador da
Terra, isto é, considerando M, = 0, a hamiltoniana se resume a (Vz),. O comportamento
da obliquidade da Terra nessas condigoes é representado na figura 10. Notemos que ao
contrario da figura 9, desta vez, na auséncia da Lua, o comportamento de € segue um
padrao totalmente diferente onde sua variacdo atinge valores absurdamente elevados.
Conforme Laskar, Joutel e Robutel (1993), o comportamento de € sem a Lua, resulta em

uma evolugao cadtica o que traria sérias consequéncias sobre o clima da Terra.

As figuras 8, 9 e 10 demonstram que o sistema completo construido por nos,
reproduz resultados ja descritos e conhecidos, o que valida o uso dele para estudar possiveis
cenarios para o crescimento da obliquidade de planetas. O sistema também foi testado para
o problema Marte - Sol, onde reproduziu os resultados de Ward (1974), isto é, a variagao
de € também apresenta resultados completamente irregulares (cadtico). No capitulo 8,
apresentamos a aplicagdo do modelo médio para Netuno. Para tanto, primeiramente vamos
pesquisar algumas caracteristicas que o objeto Cy (satélite) deva possuir para favorecer

cendrios onde ocorre variagao do € desse planeta (capitulo 7).
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Figura 8 — Precessao do equador da Terra considerando Lua e Sol como perturbadores,
porém agora todo o movimento orbital de ambos esta sendo considerado.

23.4

232

++++*"‘+"‘"L+M+

23 +

o
+-¢-¢-+++++++“"'+“+++

228

oty
++++++++++++++++++++
y

Obliquidade

BRI
LR )
Fh g

1
3
:
+
i
L
:
|
:
{
:
:
"
v
:
5
:
4
¥
:
4

<

224 | aj

0 50000 100000 150000 200000 250000 300000
Anos

Figura 9 — Variagdo da obliquidade da Terra considerando Lua e Sol como perturbadores,
porém agora todo o movimento orbital de ambos esta sendo considerado.
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Figura 10 — Obliquidade da Terra quando se considera apenas o Sol como perturbador.
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7/ Ressonancia h — € e sua relacao com K

No capitulo 6 validamos a teoria descrita nos capitulos anteriores mostrando que

com o modelo simplificado ou completo reproduzimos resultados ja conhecidos.

O objetivo neste trabalho é apresentar um modelo que possa explicar a alta
obliquidade do planeta Netuno. Assim, optamos por um sistema simple, Planeta - Sol e C5
(um objeto que poderia ser um satélite temporario). Devido o alto custo computacional

optamos por um sistema médio.

No caso atual, vamos sempre nos deparar com o problema que este objeto Cs
eventualmente poderia colidir com os satélites regulares do planeta. No entanto, Netuno
nao apresenta satélites regulares primordiais portanto, qualquer que seja a massa de Cs,
a sobrevivéncia de satélites regulares de Netuno nao é obstaculo para os objetos aqui
estabelecidos. Lembrar que no caso de Urano (que também tem alta obliquidade) nao
seria admissivel um modelo similar ao nosso pois qualquer aproximacao de C5 poderia

desestabilizar o sistema atual de satélites de Urano.

Inicialmente vamos pesquisar algumas caracteristicas para que Cs seja capaz de
influenciar a obliquidade de Netuno. Para isso tomaremos apenas o sistema Planeta - Cs,

isto é, sem a presenca do Sol. Entao a hamiltoniana se restringe apenas a (V) dada por:

=S () st 1
+cos?(.]) — cos(I) — cos®(J) cos?(I)] cos(2h — 202)+
. sin(21) s1niK) cos(K) [1 + cos?(J) — zsjn2(J)] cos(h — Q)+
+ sz(K) [sin?(I) + sin*(J) cos(I) + cos®(J) sin®(I) + sin*(J)| +

+é [1 + cos?(I) + cos?(J) + cos?(J) cosQ(I)” . (7.1)

Vamos assumir as seguintes hipoteses, apenas e tao somente para esse caso simpli-

ficado. Suporemos entao:

e ¢ (excentricidade de Cy em torno de C) é constante;

e ] (inclinacdo de Cy em relagdo ao plano inercial) é constante;
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o O ~ ng(t —ty) (2 é a longitude do nodo ascendente de Cy em rela¢do ao plano
inercial), em que ng é a velocidade angular de rotagdo do plano orbital do satélite

no plano inercial, dado em radianos por ano, e é constante;

e a (semieixo de Cy) é constante.

Nestas condigoes a hamiltoniana é fun¢ao apenas de K (portanto de H, equagao (1.3)), h e
do tempo (as demais “varidveis” sdo constantes). Notemos ainda que h sempre aparece na

combinacao h— (2, entdo fazemos um extensao do espaco de fase neste sistema introduzindo:

p=h—-Q (7.2)
e seu momento conjugado P,, resultando em uma nova hamiltoniana, porém conservativa,
isto é:
N 3 k‘2M5atMpR§J2 Sinz(K) .. 92 )
Ve = —ngH — 2 ai(1 — 22 3 [—2 sin®(J) sin*(1) + 1+

+ cos?(J) — cos*(I) — cos*(J) COSZ(I)} cos(2p)+
N sin(21) siniK) cos(K)
[sinQ(I) + sin?(J) cos*(I) + cos?(J) sin®(I) + sin2(J)} +

{1 + cos?(J) — 2sin2(J)] cos(p)+
N sin?(K)

XK
+cos( )

3 {1 + cos?(J) cos*(I) + 4 sin?(J) sin®(I) + cos*(J) + COSQ(I)} +

+; [1 + cos?(I) + cos?(J) + cos?(J) cosz(l)}} . (7.3)

Os detalhes dessas operagoes no Apéndice F.

Por se tratar de uma hamiltoniana de um tnico grau de liberdade, conservativa,
entdo facilmente obtemos as curvas de nivel no plano (p, K), lembrando que K se relaciona

com € através de:

€ = arccos|cos(J) cos(K)]

onde I, foi tomado igual a 0° na equagdo (5.31) e ainda J é constante.

7.1 Efeito de um dnico Cy no caso simplificado

Assumindo as hipdteses mencionadas antes e adotando os seguintes valores:

o My =1/19314 massas do Sol (My = massa de Netuno);

e Ry =0,1655371163 - 1072 UA (Ry = raio equatorial de Netuno);
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Jo=4- 10_3;

16,11
T = periodo de rotagao de Netuno = T dia;

e wg = velocidade angular de Netuno = 1088, 2681567 rad/ano;
e ng = —8,97598 - 107° rad/ano;

C = momento de inércia de Netuno = 0,21 My R%;;

G = Cw = 3,242453525 - 1077 massa solar, unidades astrondmicas, radianos e

anos;

J=0,2°

obtemos as curvas que evidenciam o comportamento de K (€) em funcao dos valores de
massa do objeto Cy (M), inclinagdo da drbita de Cy (1), excentricidade (e) etc. Em
particular, sempre que as condigbes iniciais permitem a existéncia da ressonancia dh/dt : ng

(1:1) entao grandes variagoes de K sdo possiveis.

De maneira resumida podemos notar:

0 e o e i

L2 a
e gy O L iy e S

Mol

0,50

0 2 4 6

Figura 11 — Teste 1: a = 60 Ry, I = 80°, ¢ = 0,1, My, = My/2500, K em radianos e
p = h — Q em radianos

Neste caso (figura 11) como a massa de Cy é igual a My /2500, muito pequena, nao

ocorre praticamente nenhuma variacao de K (ou ).
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Figura 12 — Teste 2: a = 60 Ry, I = 40°, e = 0,1, M, = My/100, K em radianos e
p = h —  em radianos

Aqui (figura 12) como a massa ¢ grande (My/100) e também como valor de ng
estd em ressondncia com dh/dt, entdao surge um ponto de equilibrio em p = 7, observa-se

uma grande variagdo de K. E evidente que elevados valores de I também sao necessarios.

1,50- \\\E///
1,25-
_I_
A 075 (
0,50-
0,25
4 6

2

§

o}

p

Figura 13 — Teste 3: a = 60 Ry, [ = 40°, e = 0,8, M,y = Mx/100, K em radianos e
p = h — Q em radianos

Nesta figura (13) foi tomado uma excentricidade alta (0, 8).

Como se observa na equagao (7.3), neste caso o efeito perturbador se acentua ainda

mais, como se nota ao compararmos as figuras 12 e 13.
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Figura 14 — Teste 4: a = 60 Ry, I = 40°, e = 0,8, My, = My /2500, K em radianos e
p = h — Q) em radianos

Nesse caso (figura 14), mesmo mantendo e = 0,8 e I = 40°, o efeito é pequeno
(ressondncia entre ng e dh/dt ainda existe), porém as libragdes sdo muito fracas e nao

elevam muito o valor de e. Nota-se que isto se deve a massa de apenas My /2500.

Conclusao sobre os testes

1) Sempre que ng ~ pr (ressonancia 1:1), o dngulo K ¢é fortemente perturbado;
2) A massa de (5 é vital para um aumento significativo de K;

3) Altas inclinagoes favorecem o surgimento da ressonancia de Kozai, o que aumenta a

excentricidade e por conseguinte aumenta a perturbacao sobre K;

4) Diferentes combinagdes das acimas citadas nem sempre garantem grande variacao
de K.

As andlises descritas acimas foram os primeiros estudos sobre quais caracteristicas
de um satélite sdo mais favoraveis para a variacdo do angulo de Andoyer K e, por
consequéncia, € de Netuno. A partir delas, comecamos a testar os satélites utilizando o
modelo médio completo, de modo a construir critérios para escolher os objetos que variam

a obliquidade de Netuno e sejam expulsos depois de um periodo.

No modelo médio completo, nao controlamos a possibilidade de ressonancia entre
h e 2, mas a massa do satélite, a sua inclinagao inicial, a sua excentricidade inicial e o seu
semieixo (que é constante quando consideramos o sistema médio) podemos escolher. Ou

seja, conseguimos elencar satélites que possivelmente entram em efeito de Kozai.
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8 Variacao da obliquidade de Netuno

Em Boué e Laskar (2010), os autores propuseram que a obliquidade de Urano
poderia ser explicada adicionando um satélite (Cy) massivo durante a migracao planetaria
do modelo de Nice. Esse satélite seria ejetado durante um dos encontros entre Urano
e Saturno, mas durante o periodo que permanecesse orbitando o planeta provocaria o
crescimento da obliquidade, alcancando 97,8°. Apos sua expulsdo, € permaneceria estavel

em seu valor atual.

Essa teoria entao poderia ser explorada também no caso de Netuno para explicar
sua obliquidade atual. O planeta nao possui satélites primordiais regulares que poderiam
ser expulsos quando adicionamos um novo objeto (para Urano, a presenca de um satélite

adicional de massa muito elevada, poderia desestabilizar os primordiais j& existentes).

As teorias de formagao planetaria, na época da migracao planetaria, propoem que
o numero de planetesimais de massa da ordem de Tritao seria proximo a 1000 objetos.
Por outro lado, em Nogueira, Brasser e Gomes (2011), o ntimero de encontros préximos
de planetesimais com Netuno sdo muito elevados (entorno de 1.748.867), sobretudo os

encontros temporarios (hiperbdlicos).

Tomaremos a distancia Sol - Netuno constante e igual a ag = 12,5 UA (semieixo
de Netuno no inicio da migracao planetéaria). Todavia, outros valores de as poderiam ser
considerados. Realizamos integragoes com alguns outros valores de ag, (sempre corrigindo

a estimacao do periodo de ). Os resultados sdo semelhantes aos que vamos apresentar.

No presente capitulo devemos adaptar algumas das conclusdes mencionadas no
capitulo 7. Por exemplo, neste capitulo, a variacao da excentricidade é um item importante
e no sistema completo atual, esta variacao é conseguida através da ressonancia de Kozai.
Para tanto, é preciso que o semieixo do satélite esteja a uma distancia conveniente do Sol,
caso contrario o efeito de Kozai serd muito fraco. Assim, quanto mais longe Netuno estiver
do Sol, existem casos em que Cy devera ficar mais longe do planeta (para poder estar
a uma distancia conveniente do Sol). Estando sob efeito da ressonédncia forte de Kozai,
a excentricidade atinge valores altos, proximos ou maiores que 0,9. Nestas consicoes, o
objeto C5 pode ser considerado altamente instavel, o que nos permite considerar como

ejetado.

Esta ejecao é importante pois em geral ao escapar, o valor de € se mantém no valor
atual do momento do escape. Admitindo que um novo objeto Cy seja capturado (em geral

temporariamente), entéo o efeito de aumento de € se torna acumulativo. Pelo fato de terem
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existido muito planetesimais e iniimeros encontros desses com Netuno durante a migracao
planetario (NOGUEIRA; BRASSER; GOMES, 2011), podemos supor que uma sequéncia
de objetos Cy poderiam ter visitado Netuno. Entao, faremos uma escolha de valores da
inclinacao, excentricidade, massa dos objetos C5 etc, com as devidas adaptagoes baseadas

no capitulo 7, visando obter valores plausiveis de e.

Nesse capitulo serao apresentados, utilizando nosso modelo médio de longo periodo:

i) os efeitos que um satélite massivo provocaria na obliquidade de Netuno (C), supondo

que sua obliquidade inicial seja quase nula;

ii) os efeitos que um conjunto de satélites provocaria na obliquidade de Netuno.

No item i) apresentaremos a variagdo da obliquidade de Netuno quando consideramos a
captura de um tunico satélite. Tal como na teoria de Boué e Laskar (2010) conseguimos
exibir um candidato que eleva a obliquidade de Netuno proximo ao valor atual de 28, 3°
e é ejetado através do efeito de Kozai. Devido a grande quantidade de encontros entre
planetesimais e Netuno, no item ii) utilizamos conjuntos de objetos menores e apresentamos

cendrios que alcangam resultados similares ao do item 1i).

8.1 Influéncia de um satélite massivo

Utilizando as hipdteses de Boué e Laskar (2010), mostramos a seguir um dos
graficos obtidos da integragao numérica das equagoes (5.28) (figura 15). Podemos entao
confirmar que a massa do corpo Cy é uma caracteristica importante para a variacao da
obliquidade conforme foi visto no capitulo 7. O satélite apresentado tem os seguintes

elementos orbitais:

a=30Ry,e=0,3, I, =70° w, = 303°, Q. = 184° (plano equatorial)
I =67,91°, w = 302,26°, Q = —160, 73° (plano inercial),
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Figura 15 — Crescimento da obliquidade de Netuno em funcao da massa do satélite

Na integracao da figura 15, os seguintes dados foram utilizados:

Ko=2° (8.1)

ho = 0° (8.2)

e = 0,0094360 (8.3)
I=1° (8.4)

wo = 20° (8.5)

Qu(t) = _50600(;0 t (8.6)

onde tomamos 70000 anos como o periodo de Q4 quando as = 12,5 UA. A partir daqui,
padronizamos os angulos de Andoyer como J = 0,2°, g = 10° e [ = 5° (para a mudanga
do plano equatorial para o inercial - Apéndice B), se precisarmos de outros valores serao
ditos.

Observamos que o satélite com os elementos orbitais da figura 15 poderia elevar a
obliquidade de Netuno préximo ao seu valor atual. Nao nos preocupamos nesse primeiro
momento em exibir um C5 que fosse expulso, apenas queremos mostrar que ocorre variagao
de € quando existe um satélite orbitando Netuno. Como apenas estamos consideramos
perturbagoes solares e o achatamento de Netuno sobre o satélite, focaremos nosso estudo
em corpos que, quando integrados em nossa rotina computacional, atingem pelo menos
um e..irico (valor de excentricidade para o qual consideramos que o Cy é ejetado) ou um

timite (tempo méaximo que o satélite pode permanecer na integragao).
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Se analisarmos a equacao (5.24) e a expressao (5.23), concluimos que a variagao
da excentricidade depende da influéncia do Sol sobre o movimento de translagao de Cs.
Como concluido no capitulo 7, satélites com altas inclinagoes favorecem o surgimento da
ressonancia de Kozai, que tem como resultado o aumento da excentricidade do satélite,

aumentando as possibilidades do mesmo ser ejetado pelo critério €. iico-

Segue o exemplo (figura 16) de um satélite de massa igual a 0,0033M y que entra em

ressonancia de Kozai e é descartado quando atinge €. o = 0,9. Novamente considerando:

Ky =2°

ho =0°

ee = 0,0094360

I, =1°

we = 20°

Qu(t) = —;))0600(:0 -t

e tomando a érbita de Cy dada por:

a=40Ry, e=0,8, I, =70°, w, = 206°, 2, = 61° (plano equatorial)
I =70,58°, w=208,25° = 75,24° (plano inercial)
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Figura 16 — Satélite sob efeito de Kozai: (a)variagao da obliquidade de Netuno; (b)variagao
da excentricidade; (c)variagdo da inclinagao do satélite em relagdo ao plano
inercial.
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Esse satélite ¢ um exemplo de que um tnico objeto poderia elevar a obliquidade
de Netuno préximo ao seu valor atual (figura 16 (a)) e que foi ejetado apenas por efeitos
gravitacionais, pois estava sob efeito de Kozai (ap6s &~ 1000 anos orbitando Netuno, sua

excentricidade atingiu e.piico = 0,9 - figura 16 (b)).

[Observagao 6 Analisando as figuras 16 (b) e 16 (c) temos que, se a orbita de Cy é
prograda, no efeito de Kozai, a inclinacdo e a excentricidade do satélite oscilam em

anti-fase. Por outro lado, se a orbita fosse retrograda esses elementos oscilariam em fase

(NOGUEIRA; BRASSER; GOMES, 2011).]

8.2 Influéncia de conjuntos de satélites

A questao que se coloca agora é saber como uma sequéncia de satélites de massa,
inclinagao, excentricidade, etc, de diferentes valores podem afetar a obliquidade de Netuno

e, posteriormente, escapem por efeitos gravitacionais (ao atingirem egiico)-

Nossa proposta é aproveitar a ideia que durante a migracao planetaria, haviam
muitos planetesimais de massas variadas que certamente “visitaram” varias vezes Netuno
(em Nogueira, Brasser e Gomes (2011) esse nimero é aproximadamente 1.748.867, sendo
que 1.683.635 sao encontros hiperbolicos). No caso atual, ao contrario de Boué e Laskar
(2010) no problema de Urano, podemos até admitir a presenga de um ou varios destes
planetesimais (satélites) com massas altas, pois isto ndo é problema para o caso de Netuno,

porque esse nao possui satélites primordiais.

Porém, vamos mostrar que mesmo os satélites de massas bem menores com condigoes
iniciais diversas podem trazer um efeito cumulativo muito interessante. A figura 17 é um

exemplo que apresentamos para ilustrar tal fato.

Assim vamos tomar arquivos como varios satélites de diferentes condic¢oes iniciais,
semieixos, inclinagdes etc. Cada um é sorteado aleatoriamente e introduzido no sistema,

fazendo-se previamente a exclusao do satélite que fora introduzido antes.

Todos os satélites tém um tempo de vida maximo (¢mie), porém um outro critério
para desativa-lo é exclui-lo da integragao sempre que a excentricidade atinge €. iico. A
entrada de um novo satélite pode ser sempre permitida pois, supomos que a interacao

entre objetos é desprezivel no que diz respeito a variacao do equador, porém em termos de
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processamento numérico é imprescindivel eliminar o satélite anterior para a entrada de um

novo, dado o crescimento do tempo de maquina, supondo um nimero elevado de satélites.

Para ilustrar o que ocorre quando consideramos um conjunto de satélites pertur-

bando o equador de Netuno, um a um, apresentamos a figura 17. Nela consideramos 3

satélites (tabela 2). Novamente, utilizamos as = 12,5 UA e

Definimos t;;,,:te = 6000 anos e e, iico = 0.9. Observamos que o efeito é acumulativo, isto

é, cada satélite contribui na variagao da obliquidade partindo do valor alcancado pelo

Kog=2°
ho = 0°
e = 0,0094360
Io=1°
we = 20°
360°

o) = =000 "

anterior.
M
sat | a(Ry) | e 1. We Q. | fmassa = —2
sat
1° 80 0,10 | 75° 79° | 140° 278
2° 60 0,30 | 80° | 325° | 136° 258
3° 75 0,70 | 110° | 232° | 288° 175

Tabela 2 — Conjunto de satélites utilizados para gerar a figura 17
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Figura 17 — Efeito acumulativo sobre a obliquidade: (a) variagao da obliquidade de Netuno;
(b) variacao da excentricidade de cada satélite; (c) variacao da inclinagao de
cada satélite em relacdo ao plano fundamental.

Chamamos a atencao para algumas caracteristicas apresentadas na tabela 2 e na

figura 17:

e na figura 17 (b), as partes constantes iguais a 0,9 sdo periodos onde a rotina de

integracao considera que nao existe qualquer satélite orbitando Netuno;

e todos os 3 objetos entraram em ressonancia de Kozai, em particular, o terceiro satélite
possui uma 6rbita retrograda, ilustrando a oscilagdo em fase entre a excentricidade e

a inclinagao;

e as infimas variagoes que observamos apés o escape de qualquer satélite é resultado

da perturbagao do Sol sobre Netuno.

Visto que a perturbagdo de um satélite é capaz de provocar variacao na obliquidade
de Netuno (figura 16 (a)) e que o efeito acumulativo sobre € permite que 3 satélites elevem
a obliquidade a =~ 6° (figura 17 (a)), é intuitivo supor que existe uma possibilidade de que
um conjunto com um nimero maior de objetos consiga elevar a obliquidade de Netuno ao

seu valor atual.
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Utilizando todos os testes que realizamos, estabelecemos como critérios para os

parametros iniciais dos objetos que farao parte de um conjunto:
a € [60 Ry, 100 Ry]
e € [0,05,0,89]
I, € [60°,120°]
we, 2. € 0°,360°]

M
N e [100, 500]

sat

Fazendo uso desse sorteio randomico, apresentamos uma das comparagoes que realizamos.
Construimos 200 conjuntos de 30 satélites e os testamos como possiveis cenarios para
explicar a atual obliquidade de Netuno.
Para as 200 integragoes numéricas de (5.28) fixamos:
tiimite = 10000 anos
€critico = 0,9
Ky=2°
ho = 100°
I, =1°
ee = 0,00943
we = 20°
360°

~70000 !
CL@ = 12, 5 UA

Q@I

As figuras 18, 19, 20, 21, 22, 23 e 24 sao exemplos de resultados onde a obliqui-
dade final de Netuno é um valor proximo a 28,3° e o conjunto de 30 satélites possui
comportamento desejavel, isto é, a utilizagdo de e. o prevalece sobre a de tmie (as
descrigbes desses conjuntos estao no Apéndice G). Entre os 200 arquivos: 23 finalizaram
com €7 € [23,3°,33,3°] (28,3° £ 5°), sendo que em 1 conjunto todos os satélites atingiram

0 €critico © Portanto foram descartados.
Portanto, nos baseando na ideia de Boué e Laskar (2010), utilizamos conjuntos de

satélites para perturbar Netuno e trabalhando com um sistema médio de longo periodo,

conseguimos mostrar varios casos onde a obliquidade de Netuno atinge 28, 3°.
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Figura 18 — 1° exemplo: (a) obliquidade de Netuno; (b) variagao da excentricidade de cada
satélite
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Figura 19 — 2° exemplo: (a) obliquidade de Netuno; (b) variagao da excentricidade de cada

satélite
a

30 (a)

25
]
T 20
3
= 15 '\
=3
2 10 L=
O

e
100000 150000 200000 250000 300000
Anos

o O
[ BN |
HHHHHH
R st
MM g

Excentricidade
o O
N~ w»
-
e
FHHH R

0 50000 100000 150000 200000 250000 300000
Anos

Figura 20 — 3° exemplo: (a) obliquidade de Netuno; (b) variagao da excentricidade de cada
satélite
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Figura 21 — 4° exemplo: (a) obliquidade de Netuno; (b) variagao da excentricidade de cada
satélite
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Figura 22 — 5° exemplo: (a) obliquidade de Netuno; (b) variagao da excentricidade de cada
satélite
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Figura 23 — 6° exemplo: (a) obliquidade de Netuno; (b) variagao da excentricidade de cada
satélite
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Figura 24 — 7° exemplo: (a) obliquidade de Netuno; (b) variagao da excentricidade de cada
satélite
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9 Conclusao

Partindo da hipdtese de que os planetas se originaram de um tnico disco primordial
em cujo centro se encontrava o Sol, entao seria natural que a obliquidade dos planetas
seria praticamente nula, ou muito proxima deste valor. No entanto, exceto para Jupiter, as
obliquidades dos demais planetas gigantes estao muito longe de zero. Desta forma é de se
supor que estas obliquidades evoluiram por diferentes processos gravitacionais atingindo
os atuais valores. Por exemplo, as obliquidades de Jupiter, Saturno, Urano e Netuno sao
respectivamente: 3,13°, 25,61°, 97, 86° e 28, 31°. Exceto para Jupiter e Saturno, os demais
valores para Urano e Netuno, sao problemas que seguramente podem ser considerarados

como questoes ainda em aberto.

Recentemente Boué e Laskar (2010) propuseram um modelo onde a obliquidade de
Urano poderia ser explicada, por efeitos gravitacionais, devido a presenca de um satélite de
grande massa, que ocasionaria uma ressonancia 1 : 1 spin - érbita, envolvendo a precessao
do eixo de rotacao de Urano com a regressao do nodo da érbita de Urano, durante a fase de
migracao planetaria. Embora fosse mostrado que o valor 97, 86° pudesse ser atingido, este
modelo apresenta possiveis questionamentos, pois um satélite de grande massa (~ 0,01 da
massa de Urano) numa érbita a 50 raios de Urano, poderia desestabilizar o sistema de

satélites regulares que Urano apresenta atualmente.

Neste trabalho, tomamos o problema de Netuno. Este planeta nao apresenta nenhum
satélite regular primordial, ou seja, os trabalhos de Goldreich et al. (1989) e Banfield e
Murray (1992) propoem que eventuais satélites regulares de Netuno seriam destruidos se
visitados ou capturados por satélites do tipo de Tritao. Desta maneira, nesse caso, nao

temos a preocupagao de preservar possiveis satélites regulares primordiais.

Nosso modelo consiste em avaliar o efeito que seria causado na obliquidade de
Netuno, quando este é visitado por um objeto Cy (satélite temporario) de massas variadas

e também com diferentes pardmetros orbitais (excentricidade, inclinacao e distancia).

A dindmica de rotacao é escrita em varidveis candnicas (nao singulares) de Andoyer
e a dinamica translacional do satélite é dada em elementos orbitais classicos. O objeto
Cy é também perturbado pelo Sol, o qual também contribui para a dindmica de rotagao
de Netuno. O achatamento de Netuno também influi no movimento do satélite, porém o
efeito principal em Cs é causado pelo Sol, o qual induz a ressonancia de Kozai. O sistema
diferencial é totalmente mediado nos elementos rapidos, o que suaviza entdao o tempo

computacional.

O modelo foi testado previamente no sistema Terra - Lua - Sol e também para

Marte - Sol. Nestes testes, o movimento aparente do Sol em redor da Terra, foi tomado
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usando a teoria secular de Laskar (1990).

Para o nosso problema, vamos supor conhecida a érbita aparente do Sol, e como
o tempo necessario para que ocorra o efeito de um objeto Cy sobre a obliquidade é
relativamente curto, entao apenas o movimento da longitude do nodo ascendente do Sol

sera considerada e esta foi tomada como func¢ao linear do tempo.

Como neste problema nao existe a preocupacao em desestabilizar satélites regulares
de Netuno, pudemos testar diferentes valores de massa. Assim, conseguimos mostrar
inicialmente que um tnico objeto Cy (satélite) é suficiente para elevar a obliquidade para
~ 28,31°. Porém temos interesse também em testar diferentes massas e efeito cumulativo

de varios Cs.

Uma questao importante neste trabalho é que o objeto Cs, apds causar a perturbacgao
desejada, seja expulso do sistema, a exemplo do que ¢é visto no trabalho de Boué e Laskar
(2010). Neste problema, consideramos que sempre que a excentricidade de Cy atinge
uma valor critico (~ 0,9), ou que exceda um tempo limite em torno do planeta, ele seja
descartado do sistema de equacoes diferenciais, visto que em principio tais objetos sao
satélites temporarios. As excentricidades podem atingir o valor e..i;., muito facilmente,

sempre que Cy entre na ressonancia de Kozai.

Um teste aproximado foi feito no capitulo 7, para evidenciar os pardmetros orbitais
propicios para que o objeto Cy possa produzir o efeito desejado no crescimento da obliqui-
dade. Pudemos entdo montar um arquivo, contendo um conjunto de satélites temporarios
(s, de diferentes massas, inclinagoes etc. Entao dessa forma, foi possivel mostrar que a agao
de uma sequéncia de varios Cy, pode produzir um efeito acumulativo, onde a obliquidade

de Netuno pode ir crescendo ate chegar no valor desejado.

Como um trabalho a ser continuado, e em andamento, é o de testar este modelo,
considerando agora os encontros proximos entre o quinto ou sexto planeta (“Ice5” ou
“Ice6”) com Netuno e avaliar o efeito sobre a obliquidade de Netuno. Este fendmeno ocorre
nos novos modelos de migracao planetaria. Neste caso, o escape dos “Iced” ou “Ice6” pode

ser um fator bastante positivo.
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Apéndices



7

APENDICE A - Varidveis candnicas de
Andoyer

Nesse apéndice apresentamos o estudo descrito em Deprit (1967) para a introducao

das variaveis canonicas de Andoyer e do plano perpendicular ao momento angular.
(a) Relagao diferencial em um tridngulo esférico.

Antes de construirmos as variaveis canonicas de Andoyer, apresentemos uma relacao

diferencial da trigonometria esférica que sera utilizada posteriormente.

Dado um tridngulo esférico AABC sejam a, b e ¢ seus “lados” (arcos) e denotemos

por A, B e C seus angulos internos, como apresentado na figura A a seguir.

a

Figura 25 — Tridngulo esférico

Temos as seguintes relagoes

cos(a) = cos(b) cos(c) + sin(b) sin(c) cos(A) (A1)
sin(a) sin(B) = sin(c) cos(b) — cos(c) sin(b) cos(A) (A.2)
sin(a) sin(C) = sin(b) cos(c) — cos(b) sin(c) cos(A) (A.3)
sin(a) _ sin(b) _ sin(¢) (A4

sin(A)  sin(B)  sin(C)’
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Diferenciando a equagao (A.1) temos

— sin(a)da = {— sin(b) cos(c) + cos(b) sin(c) cos(ﬁ)} db+
+ [— sin(c) cos(b) 4 cos(c) sin(b) COS(A\)} dc + [— sin(A) sin(b) sin(c)} dA, (A.5)

aplicando (A.2), (A.3) e (A.4) obtemos

o~

da = cos(C)db + cos(B)de + sin(b) sin(C)dA. (A.6)

(b)  As varidveis candnicas de Andoyer.

Sejam dois sistemas de coordenadas denominados OXY Z e Oxyz, com origem no

%
mesmo ponto O, e Oﬁ a intersecao entre os planos OXY e Ozy (figura 26 extraida de
Deprit (1967)). A atitude de oxyz com relagdo a OXY Z é determinada pelos angulos de

Euler (¢,0,).

Figura 26 — Atitude de ozyz com relacdo a OXY Z

Seja ON'H um plano que intercepta OXY ao longo da reta ON’ e o plano Oxy

sobre a reta OH. Definimos:

e 0 angulo h = XON’;

e 0 angulo I como a inclina¢ado do plano ON’'H no plano OXY;
e 0 angulo g = N'OH;

e 0 angulo b como a inclinacado do plano Oxy no plano ON'H,

e 0 angulo [ = HOuz.
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A ideia é definir uma transformacao canonica

(¢7 67 w)p¢7p97pd)> — (l7 g, h7 L7 H7 G)
em que (py, po, py) € (L, H,G) sdo os momentos conjugados das coordenadas angulares
(¢,0,v) e (I, g, h), respectivamente.

Assumimos

H = Gcos(I) (A.7)

L = Gcos(b), (A.8)
isto é, como I,b € [0,7), I e b sdo fungoes implicitas e bem definidas de (L, G, H).

Supomos que das relagoes trigonométricas para o tridngulo esférico AN'HN, os

angulos ¢ — h, g e 1 — [ sdo unicamente determinados por I, 6 e b (e vice-versa), assim

L= 1(1,b,0,) (A.9)
h = h(I,b,0,0) (A.10)
g=9(1,b,0). (A.11)

Para definir uma transformagao canonica é suficiente que seja satisfeita a relagao
Ldl + Gdg + Hdh = pgd¢ + pedf + pydi). (A.12)
A expressao (A.6) aplicada ao tridngulo AN'HN

dg = cos(I)d(¢ — h) + cos(b)d(yp — 1) 4 sin(¢yp — 1) sin(b)d(m — 0) =

= dg = —sin(¢ — 1) sin(b)df + cos(I)d(¢p — h) + cos(b)d(¢) —1). (A.13)

Aplicando (A.13) no membro esquerdo de (A.12) e utilizando (A.7) e (A.8) teremos

Ldl + Gdg + Hdh =
= Ldl + G [—sin(¢ — 1) sin(b)df + cos(I)d(¢ — h) + cos(b)d(v — )] + Hdh =
= G cos(b)dl + G [—sin(y — 1)] sin(b)df + G cos(I)d¢p — G cos(I)dh+
+ G cos(b)y — G cos(b)dl + G cos(I)dh =
= Gsin(l — ¢) sin(b)dd + G cos(I)dp + G cos(b)y) =
= Gsin(l — o) sin(b)dd + Hdp + L. (A.14)
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Comparando (A.14) com o membro direito de (A.12), concluimos que

G = Do . (A.17)

sin(b) sin(l — 1)
Ainda nao podemos afirmar que as equagoes (A.9), (A.10), (A.11), (A.15), (A.16)
e (A.17) definem uma transformacao canoénica do espago (¢, 8,1, g, Do, Py) Para o espago
(I,9,h, L, H,G), uma vez que ainda existe dependéncia nos angulos I e b.
Observemos a expressao de G, (A.17),

_ Do
sin(b) sin(l — )

J& sabemos que [ — v é determinado por I, b e 0, ou seja,

G = G(p97 9) -[7 b)7
mas por (A.7) e (A.8)
1 = arceos () = arcon
= arccos G = arccos

b = arccos <L> arccos (
= I —_ = I
G

QIS

) = [ =I(py,G)

)= b=b(pe. ©)

Qe

portanto
G = G(paﬁapdnp% 67 G)

isolando a variavel G, concluimos que

G= G<pd)7p'¢)7p970)
I = I(p(baplb:p%e)
b= b(p¢ap1/)7p979)

Logo, podemos afirmar que construimos uma transformacio candnica entre os espacos
<¢7 97 ¢7p¢7p97p1l}) € (l7 g, h7 L7 H7 G)7 de modo que

L = L(pg, py, pe,0)
H = H(pg, py, pe, )
G = G(ps, Py po, ) (A.18)
I = U(py, Py o, 0,9)
h = h(pg, py, 1o, 0, ¢)

)

g = g(p¢apw7p978
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(c) Plano perpendicular ao momento angular de rota¢ao do planeta.

Mostremos que a variavel canonica G' é o momento angular do corpo trabalhado e

que o plano N'HN é o plano perpendicular ao vetor momento angular.

Consideremos que o corpo esta rotacionando, livre da influéncia de torques externos.
Seja OXY Z o sistema inercial e Oxyz o sistema de eixos principais do corpo. Reafirmamos
que a atitude do sistema Ozyz com respeito ao sistema OXY Z é determinada pelos
angulos de Euler (¢, 0,1). Denotemos por (A, B,C') os momentos principais de inércia e
por jOmyz = (p,q,r) as componentes no sistema Ozyz da velocidade de rotagdo do corpo

com respeito ao sistema OXY Z. Temos da Mecéanica Analitica

p = sin(6) sin(w)il;f + cos(w)fg (A.19)

q = sin(6) cos(g/))acl;;5 — sin(w)flf (A.20)
dp d

r= COS(Q)df + ;tb (A.21)

A lagrangiana que descreve o movimento livre com relagao ao sistema OXY Z é

Z ([ijyz> _ 1

L= O 5 S (AP + Bg® + O, (A.22)
assim
oL . :
Py = £ = (Apsin(y) + Bgcos(v)) sin(0) + Cr cos(0) (A.23)
oL
po = = Apsin() ~ Bycos() (A.24)
oL
Obtemos das equacdes anteriores
- 0
Ap = [W] sin(1)) + pg cos()) (A.26)
— 7
B = |12~ 2O o)~ s (A27)
Cr = py (A.28)

Como
py = L = G cos(b)

ps = H = G cos(!)
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podemos reescrever as equagoes anteriores como

Ap=G [COS(I) _51(;10(80};)) cos(6) sin(¢) + sin(b) sin(l — 1) cos(w)l (A.29)
Bq=G [COS([) _S1Snl?0()b) cos(f) cos(1) — sin(b) sin(l — 1) Sin(@b)] (A.30)
Cr = G cos(b) (A.31)

Do triangulo esférico AN'HN temos que

cos(l) = —cos(b) cos(m — ) + sin(b) sin(m — 6) sin(¢yp — 1) =

= cos(I) = cos(b) cos(f) + sin(b) sin(#) sin(¢) — 1) (A.32)
Aplicando (A.32) em (A.29) e (A.30), temos

Ap = G'sin(b) sin(() (A.33)
Bq = G'sin(b) cos(l) (A.34)
Cr = G cos(b) (A.35)

.o . v .
Temos que a defini¢ao do vetor momento angular no sistema Oxyz é (Mang,,,.) ¢
R
MangOg;yz - IwOmyza
ou seja,
I

Mangosy. = (Ap, Bq, Cr) = (Gsin(b) sin(l), G'sin(b) cos(l), G cos(b))

logo, o momento angular é

| Mangogy.|| = \/[G sin(b) sin(1)]? + [G sin(b) cos(1)]? + [G cos(b)]? = G, (A.36)

isto é, a variavel candnica G é momento angular do corpo.

—
Por fim, mostremos que o plano N'HN é perpendicular ao vetor Mango,,.. Para

tanto, supomos um sistema de eixos OX'Y’Z’ de modo que o plano OX'Y’ seja N'HN e

— ——

OX' coincida com a reta O N'.

Para qualquer vetor o temos que

7Ozyz - M3(l) : Ml(b) ' M3(g) ' 7OX’Y’Z’ =

= M3(g)_1 : Ml(b)_l : M3(l)_1 ' 703{:3/2 = 7OX’Y’Z’ (A37>
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em que
| cos(p) sin(p) 0 ] [ cos(p) —sin(p) 0
Ms(p) = | —sin(p) cos(p) 0 | = Ms(p)™' = | sin(¢) cos(¢) 0
I 0 0 1 0 0 1
e _ ;
1 0 0 1 0 0
Mi(p)=1]0 cos(p) sin(e) | = Mi(p) " =0 cos(p) —sin(p)
0 —sin(p) cos(p) 0 sin(p) cos(yp)
e
Tomando 7oxyz = Mang,,,. e aplicando (A.37), concluimos que
—
Mang, .., = (0,0,G). (A.38)

—
Ou seja, o vetor Mang, ,,.,, € paralelo ao eixo OZ" e portanto perpendicular ao plano

OX'Y’, isto é, ortogonal ao plano N'HN.
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APENDICE B — Passagem dos elementos

orbitais referidos no equador para o inercial

Consideremos o problema de 2 corpos, em que a massa M; orbita em torno de
um corpo. Supomos que o sistema inercial tem origem no centro de massa do corpo.
Definimos os elementos orbitais de M; nos sistemas de coordenadas inercial e equatorial,

respectivamente, como (a, e, f,w,Q,I) e (a,e, f,we, Qe, I..).

pl. orbital

pl. inercial

Figura 27 — Esquema de planos para mudanca de coordenadas do equatorial para o inercial

%
Observando a figura B, o dngulo entre o ponto F' e o vetor f; foi determinado

. , A . U -
como 27 — {2, pois o nodo é um angulo orientado de f; até a interseccao.

As expressoes para (V) e (R) estdo em fungdo das varidveis do plano inercial.
Portanto, vamos estabelecer relagoes entre (w, 2, I) e (we, §2¢, I.). Supomos conhecidos os

angulos de Andoyer e os elementos orbitais em relagao ao plano do equador.

® /.quat: D20 possuimos o valor da inclinagao do equador no inercial, entao devemos

descreve-lo com relacao aos angulos que conhecemos.
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Pelo triangulo esférico ABD, temos que
> cos(m — Leguat) = — cos(K) cos(J) + sin(K) sin(J) cos(g) =

= — 08(Lequat) = — cos(K) cos(J) + sin(K) sin(.J) cos(g) =
= ¢08(Lequat) = cos(K) cos(J) — sin(K) sin(J) cos(g). (B.1)
Assim, como um angulo de inclina¢do pertence ao intervalo [0, ),

L. quat = arccos|cos(K) cos(J) — sin(K) sin(J) cos(g)]. (B.2)

® Qcguar: 0 nodo do equador no plano inercial.

Do triangulo esférico ABD

sin(J) _osin(m — Lequat)  Sin(Lequat)
sin(Qequar — h) sin(g) ~ sin(g)
, sin(J) sin(g)
Qequat — h) = ———== B.3
= Sln( quat ) Sln(lequat) ( )
> cos(J) = —cos(m — Lequat) cOS(K) sin(m — Lequar) sin(K) cos(Qequat — ) =
= cos(J) = — [— cos(Lequat) cOS(K)| + sin(Lequar) sin(K) cos(Qequat — h) =
= sin(Jequat) SIN(K) cOS(Qequat — h) = cos(J) — cos(Lequat) cos(K) =
cos(J) — cos(Iequat) cos(K)
Qeguat — h) = 9 B.4
= €08($equar ) sin(Zequat) sin(K) (B.4)
Logo, utilizando as equagoes (B.2), (B.3) e (B.4), determinamos o dngulo Qeguat — h
e também in(J) sin(g) sin(K)
sin(J) sin(g) sin
Qe uat — h t . B.
quat +arctan (cos(J) — c08(Lequat) COS(K)> (B.5)
e Arco BD.
Segue do triangulo ABD
. §1n(K) _ sin(J) _ 51n(7r.— Iequat) ~ sin(BD) = sml(K) sin(g)
sin(BD)  sin(Qequat — h) sin(g) sin(Zequat)
(B.6)
o in(K) sin(Qequat — h
sin(BD) = ) sin(Qequar = ) (B.7)

sin(J)

> cos(BD) = cos(Qequat — 1) cos(g) +sin(Qequar — h) sin(g) cos(K). (B.8)
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Portanto, aplicando (B.5) e/ou (B.2)

— retan sin(K) sin(g)
BD = arct {sin([equat)[cos(Qequat — h) cos(g) + sin(Qequat — h) sin(g) cos(K)] }
(B.9)
— retan sin(K) sin(Qequat — h)
BD = arct {sin(J) [cos(Qequat — h) cos(g) + sin(Qequar — h) sin(g) cos(K)] } '
(B.10)

e [: inclinagdo da érbita no plano inercial.

Do triangulo BCF.
> cos(m — I) = — coS(Lequat) cos(Le) + sin(Zequar) sin(le) cos(BD + 1 + Q. — 27) =

= — cos(I) = — coS(Lequat) cos(1.) + sin(Leguar) sin(1.) cos(BD + 1+ €2.) =

= cos(]) = cos(Lequat) c0S(Le) — sin(Lequar) sin(le) cos(BD + 1 4 €Q.). (B.11)

De (B.11) e utilizando (B.2) e (B.9) ou (B.10)

I = arccos[cos(1equat) cos(1e) — sin(Lequat) sin(I) cos(BD)). (B.12)

e (): nodo do plano orbital no inercial.

Analisando o tridangulo BCF.
sin(/,) B sin(m — 1) B sin([])

sin(Q — Qeguat)  SIN(BD + 1+ Q. —27)  sin(BD + 1+ €,)

=

_ sin(le) sin(BD + 1 + €)

in(2 — = B.1
= sin( equat) sin(7) (B.13)
> cos(le) = — cos(m — I) cos(Lequar) + sin(m — I) sin(Leguar) 08(Q — Qequar) =
= cos(1.) = cos(I) cos(Lequat) + sin(I) sin(Lequat) cos(Q — Qequat) =
cos(I.) — cos(I) cos(Iequat)
Q—-Q = . B.14
= cos( cquat) sin(7) sin(Zequat ) ( )
Usando (B.9) ou (B.10) temos
Siﬂ([e) SIH(BD + l + Qe) Sjn(]equat)
Q= t . B.1
quat - arctan ( cos(1.) — cos(I) cos(Lequat) (B.15)

e w: pericentro da orbita de M; em relacao ao inercial.
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Do triangulo esférico BCF.
sin(leguat) sin(7,) B sin(m — 1)

sin(w —we)  sin(Q — Qequat) ~ sin(BD + 1+ Q. — 27)
sin(Zequat) sin(2 — €2;)

; — — B.1
= sin(w — we) sin(l,) (B.16)
o in(BD + 1 4 Q) sin(/,
sin(w — we) = sin + + ) S0 (Lequar) (B.17)
sin([)

> cos(w — we) = cos(Q — Qeguar) cos(BD + 1+ Q)+
+ sin(Q2 — Qeguat) Sin(BD + 1 + Q) cos(lequar) (B.18)

ou

c08(Lequat) = — cos(m — I) cos(I.) + sin(m — I)sin(/,) cos(w — w,) =

= €0S(1equat) = cos(I) cos(1.) + sin([) sin(1,) cos(w — w,) =
c0S(Lequat) — cos(l) cos(1,)

= cos(w — w,) = sin(T)sin(L) : (B.19)

Utilizando um par de seno e cosseno do angulo w —w, e as outras relagoes necessarias,
temos que
w = w, + arctan(Y) (B.20)

onde Y é o resultado da divisao da expressao (B.16) por (B.18), ou (B.16) por (B.19),
ou (B.17) por (B.18) ou (B.17) por (B.19).

Assim, obtemos as equagoes (B.12), (B.15) e (B.20) que transformam elementos

referidos no plano do equador para variaveis com relacao ao plano inercial.
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APENDICE C - Equacdo do movimento do

satélite

Nesse apéndice desenvolveremos as equagoes (4.1) e (4.2) apresentadas no movi-

mento translacional do satélite com relagao ao sistema equatorial F'.

Temos que o planeta achatado e o Sol exercem sobre o satélite forgas de atragoes

gravitacionais, assim a forca que resulta sobre C é
?sat = ?1,2 + ?3,2 (C.1)
em que

° ?1,2 é a forca que o planeta exerce sobre o satélite, esse ultimo visto como uma

massa pontual;

° ?3,2 ¢ a forga que o Sol exerce sobre o satélite, nesse caso os dois corpos sao tratados

como pontuais.

Facamos os céalculos de ?j,z, j=1,3, separados.

(@) Fis.

Temos que o potencial gravitacional entre o planeta achatado e o satélite visto do
sistema F' é dado por (BROUWER; CLEMENCE;, 1961; OLIVEIRA, ):

KM, k? 1 3 Az? + By? + C2?
U= Py — 1 Z(A+B+0)— = C.2
r + r3 [2( +B+C) 2 r2 ’ (C.2)
em que 7 p = (r,y,2) e (A,B,C) sdo os momentos principais de inércia do planeta.

Utilizando a hipdtese de que o planeta possui uma simetria axial (A = B) temos que

K*M,  k* C  3A@*+y*) +C22
= — A+ ——= ) .
u r + r3 [ 2 2 r2 (C.3)
Como a forga que age sobre o satélite devido a presenca do planeta é dada por
ou
Fro= M (C.4)

o(z,y,2)’
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assim
2
2 o_u 0 k* M,
1,2 sat a(x’y’ Z) ,r +
3, k? C  3A@*+y*) +C22
Myyj———— |A+ — — = . .
"’ Sata(x,y,z) {7”3 [ + 2 2 7‘2 <C 5)

Substituindo r = (2% + y* + 22)1/ 2 realizando as derivadas parciais temos

5 0 k* M, _ _kszx _k‘QMpy B k* M,z _ _kQMp% (C.6)
ox,y,z) | r rs rs r3 r3 '
2 2, 2 2
N 0 k? A+€_§A(az +y )+ 02
ox,y,z) | 2 2 72
3x 15222 3y 15922 92z 1523
= —kC-A|l-= == 2L _——“72= -z _ -7
( ><2r5 2 r7T 7295 2 T 7295 2T )7
mas como AeB ”
M,R2J,=C— 218 - =c-4
9, k? A C 3A@*+y?)+C7° _
dx,y,z) | 2 2 r?
3z  15z2? 3y 15yz®2 9z 1523
— KM R, (2L o 2TE 08 WYE T E L 9F ),
1 ‘]2<2 ST o a2 e 2) (@D
, .. =57
Observamos que (C.7) é a definigdo de Py,, (4.2). Segue que
k2 Mo M,
Flp= ey
r
3x  15x2? 3y 15yz2 9z 15z
— My MRy Ty == — ==, — = — —2 -
+[ ! 2<2r5 2 7T 295 2 T 725 2 1”7)]
k2 M, M, —
= ?172 = — #? + MsatPJg- <C8)

(b) Fsa.
Para o calculo de ?372, veja a figura C simplificada.

Definimos X como o centro de massa de ', O como sendo o Sol e P é um ponto

qualquer. SC, é um sistema ortogonal construido paralelo a F' com origem em O.

Como consideramos que o Sol é uma massa pontual, no sistema SC,, o potencial
gravitacional que C'3 produz sobre o ponto P é
k2 M,

U= p, (C.9)
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Figura 28 — Planos F' e SCg,

onde 75% = (Z,79, z). Portanto, as equagdes do movimento de uma massa pontual P, no

sistema SCg), sao

d2 ou kXM 7
75% T 9E.0.2) <_ 3

k*M. g kzM@é)

e (%,9,2) P
&2 k2 M,
= a2 Pscy = — 7?509‘ <C'1O)

O vetor 7 pode ser reescrito como

?SCQ = O? = ﬁﬁ-ﬁ = jF —{—7)371509 = 7}, = ?SCQ — ?371509 =

d? d? d?
= ﬁjF = ﬁ?scG - ﬁ737lsc@‘

Aplicando (C.10) nessa tltima expressao, as equagoes de movimento no sistema F' sdo

d? k2 M, k2 M,
2l = P 73,15%. (C.11)

Retomando ao satélite, a forca que o Sol exerce sobre esse é

d2 kZMsatMQ kQMsatM®—>
?3,2 = Msat@?}? - 73?50@ - T " 31s¢,

Mas, 7509 = (7 - ?Q)F

e ?3,13% = (= 74),, assim no sistema equatorial

Foom— mMeallo o oy KMo 5y

r3

T -To 76) . (C.12)

Faye —I2M. M _
3,2 sat @(,7)_7®|3 7"%
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(c) Equagoes do movimento.

Aplicando (C.8) e (C.12) em (C.1), segue que a forga resultante sobre o satélite,

visto do sistema equatorial, é

k2 M, M — T -7  To
?Sat = — Tp? + MsatPJ2 — k2M8atM@ <’7> _ ? 3 - 7"3 (C13>
© ©
&7
?sa = Msa o
como " T
> k2 Moo M, — T -Te To
Msat a2 = — 3 ? + MSatPJQ -k MsatM® ’7) _ ?@,3 - 7,,% =
7 kM, T -7 T —
S 7 — kKM © _ —_ 9\ 4P/ C.14
dt? 3 O[T =T > (C.14)

Obtemos a equagao (4.1) para o movimento do satélite no sistema equatorial.



APENDICE D - Obliquidade do planeta

Para determinar €, considere o esquema de planos (figura 29).

pl. equatorial

—
fi
T

pl. normal

~pl. orbital do Sol

Figura 29 — Obliquidade.

92

Na figura 29 adicionamos um angulo auxiliar o e dois lados p e ¢, tais que p+q = g,

esses novos elementos ajudarao a obter uma expressao de € em funcao dos angulos de

Andoyer e dos orbitais do Sol. Trabalhando com os triangulos esféricos presentes na figura

29 temos as seguintes relagoes

e do triangulo esférico com angulos J, o e 1 — € e lado p:
> cos(m — €) = —cos(o) cos(J) + sin(o) sin(J) cos(p) =

= cos(€) = cos(o) cos(J) — sin(o) sin(J) cos(p)
e do triangulo esférico com angulos o, I e m — K e lados g e h — Q4

. sin(o) _ sin(/)
sin(h — Q)  sin(q)

= sin(o) sin(q) = sin(ly) sin(h — Q)

> cos(ly) = —cos(o) cos(m — K) + sin(o) sin(m — K) cos(q) =

cos(l) — cos(o) cos(K)
sin(K)

= sin(o) cos(q) =

(D.1)
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> sin(o) cos(p) = sin(o) cos(g — q) =
= sin(c) cos(p) = sin(o)[cos(g) cos(q) + sin(g) sin(q)] (D.4)
> cos(o) = — cos(Ip) cos(m — K) + sin(lo) sin(m — K) cos(h — Qo) =
= cos(0) = cos(I) cos(K) + sin(I) sin(K) cos(h — Qo) (D.5)

Aplicando (D.2) e (D.3) em (D.4)

cos(Ig) — cos(o) cos(K)
sin(K)

sin(o) cos(p) = cos(g) +sin(g) sin(/g) sin(h — Qg)  (D.6)

contudo, multiplicando (D.5) por cos(K) e manipulando a expressao, obtemos

cos(lg) — cos(o) cos(K)
sin(K)

= cos(I) sin(K) — cos(K) sin(1g) cos(h — Q). (D.7)
Aplicando (D.7) em (D.6),

sin(o) cos(p) = cos(g)[cos(I) sin(K) — cos(K) sin(Iy) cos(h — Q)]+
+ sin(g) sin(/g) sin(h — Qg) (D.8)

Utilizando (D.5) e (D.8) em (D.1), resulta que o cosseno da obliquidade real é

cos(€) = cos(J)[cos(Is) cos(K) + sin(1y) sin(K) cos(h — Qg)|—
— cos(g) sin(J)[cos(1y) sin(K) — cos(K) sin(1y) cos(h — Q)] —
— sin(g) sin(J) sin(I) sin(h — Qg).] (D.9)

Essa é a equacao (5.29).
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APENDICE E - Estrutura da rotina

computacional

Nossa rotina computacional é um processo iterativo, onde o passo é o tempo,

estruturada do seguinte modo:

e o potencial perturbador médio é dado por (V) = (Viu:) + (Vi),4, descrito nas variaveis

nao singulares;

a funcdo potencial média é dada por (R) = (Rj,) + (Re)m, descrito nas variaveis

nao singulares;

alimentamos o programa com os dados iniciais e os constantes

a) as variaveis de Andoyer: Ky, hg e J;

b) os elementos orbitais do satélite quando ele foi capturado: a (em raios equatorial

do planeta), eg, Iy (graus), wy (graus) e Qy (graus);

calcula-se 0 momento angular de rotagao, G' (depende do planeta), H, Y o (Y} inicial)
e Ya (Y3 inicial);

a cada instante as equagoes de (5.28) sdo integradas, sendo quue para o movimento
de Cy usamos as equagoes de Lagrange (5.24, 5.25, 5.26 e 5.27). Se a excentricidade
do satélite atingir um e, OU atingir seu tymie de integracao, assumimos que o

satélite foi ejetado.

Ao final da rotina, obtemos o comportamento temporal de €, h, K, e, I, w, Q, eq, I, we
e Q.
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APENDICE F — Transformacio da equacio
(7.1) na equacdo (7.3)

Temos que a equagao (7.1) é a expressao do potencial perturbador médio do satélite

sobre a dinamica de rotacao do planeta e ¢ dada por:

2sin?(J)sin®(I) + 1+

3 kQMsatMpR]%JZ SIIIQ(K>
(Veat) = D) a3(1 — e2)3/2 { 8 [
4 cos*(J) — cos*(I) — cos®(J )cos2(l)} cos(2h — 2Q2)+
N sin(21) smf() cos(K
[sin2(]) + sin?(J) cos®(I) + cos®(J) sin®*(1) + Sinz(J)} +

) [1 + cos?(J) — 2sin2(J)} cos(h — Q)+
N sin24(K)
N Cos8(K)

{1 + cos?(J) cos®(I) + 4sin?(J) sin*(I) + cos®(J) + COS2<I)} +

—l—; {1 + cos*(I) + cos?(J) + cos?(J) cosQ([)} } . (F.1)

Na parte cinética 7' (2.10) s6 temos L e G (nenhuma coordenada angular). Em (Viu)
as unicas coordenadas angulares sao h e €2, logo L e G sao constantes e por consequéncia

J também é constante.

Suponha, apenas a titulo de ilustragao, que Q (longitude do nodo ascendente do
perturbador C5) tenha uma variacgao linear:

Também desprezaremos as variagoes da excentricidade e da inclinagao do satélite.

Nestas condicoes, a dinamica de H e h é basicamente descrita por:

(Viat) = (Vi) (H, b — 2). (F.3)

Como €2 depende explicitamente do tempo, (Vs4) ¢ uma hamiltoniana nao conser-
vativa. Facamos a extensao do espaco de fase, isto é, definiremos um novo momento Hg
conjugado de €2 e a nova hamiltoniana (V3)(h, H, 2, Hg) que agora ¢é conservativa. Seja

entao:
Vs = ngHs + (Vi) (H, h — Q). (F.4)
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Note que agora estamos no espaco (h, H,€), Hg) com a hamiltoniana V3, ou seja:

d i - o0 - Z%VH> (F-5)
o = (F-D)
Fme e )

Agora percebemos que em Vg (ou em (Vi) h sempre aparece na forma h — £ ou

2h — 2€). Dai fazemos outra transformacao canonica definindo novas coordenadas:

p=nh-—Q (F.9)

O =0 (F.10)

e procuramos os respectivos momentos (P,, Po+) conjugados de p e Q*. Para isso basta

usar a condi¢ao de Jacobi - Poincaré:
Y PdQ; = pidy, (F.11)
ou seja,
P,dp + Po-dQ* = Hdh + HgdQ) = P,d(h — Q) + Po-dQ = Hdh + HsdQ,
isto é,

H=P, (F.12)
Hg= Py — P, (F.13)

Como o sistema, agora, é conservativo entao podemos substituir diretamente na

hamiltoniana anterior as velhas variaveis pelas novas:

ng = TLg(PQ* — Pp) + <V:9at>(H, p) (F14)

Notemos que ©* nao aparece explicitamente em V', logo Py« é constante. Entao:

Vs = —ns b, + (Vaat)(H, p). (F.15)
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Logo, obtemos a equagao (7.3):

* 3 kQMsatMpR;J2 SinQ(K)
‘/8 :—n8H—§ a3(1_€2)3/2 8
+ cos?(J) — cos?(I) — cos*(J) cosQ(I)} cos(2p)+
sin(27) sin(K) cos(K)
* 4

[sinQ(]) + sin?(J) cos®(I) + cos®(J) sin®(1) + sinQ(J)} +

[—2 sin?(J) sin®(I) + 1+

[1 + cos?(J) — QSiDQ(J)] cos(p)+
sin?(K)

cos?(K
\ cotta)

[1 + cos?(J) cos®(I) + 4sin?(J) sin®(I) + cos®(J) + COS2(I)} +
+é [1 + cos?(I) + cos?(J) + cos?(J) cos2(I)} } , (F.16)

ou seja, a nova hamiltoniana Vg" s6 tem um tnico grau de liberdade e é auténoma

(constante).

Dai, o espago de fase (H, p) pode ser descrito simplesmente pelas curvas de nivel
de V'(H, p).
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APENDICE G - Conjunto de satélites

utilizados no capitulo 8

Todos os satélites listados a seguir foram utilizados para a construcao das figuras
do capitulo 8 e tém seus elementos orbitais em relacao ao sistema equatorial. Para realizar
as mudancas descritas no Apéndice B e obter I, w e € no sistema inercial, consideramos

g =10° e [ = 5°. Todos os testes foram feitos com conjuntos de 30 satélites.
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e conjunto de satélites para a construcao da figura 18

sat | a(Ry) | e 1, We Q. | fmassa = My
1° 63 0.82 | 106° | 241 ° | 312° 278 .
20 73 0.32 ] 94° | 285 ° | 80° 309
3° 99 049 | 91° | 90° | 62° 288
4° 84 0.19 | 85° | 347 ° | 59° 328
5° 7 0.78 | 115° | 250 ° | 201° 124
6° 67 0.41 | 84° | 183 ° | 189° 388
7° 85 0.60 | 109° | 13° | 107° 146
8° 94 0.87 | 75° 57 ° | 259° 340
9° 57 0.89 | 78° | 204 ° | 345° 333
10° 88 0.59 | 75° | 223° | 6° 414
11° 62 0.53 | 108° | 174 ° 0° 411
12° 58 0.88 | 103° | 45° 41° 127
13° 94 0.18 | 82° | 356 ° | 279° 310
14° 63 0.30 | 88° 16 °© | 159° 166
15° 76 0.53 | 102° | &4 ° 10° 170
16° 87 0.38 | 86° | 303 ° | 231° 410
17° 77 0.61 | 98° 11° 10° 348
18° 89 0.79 | 84° | 332° | 199° 212
19° 65 0.75 | 101° | b52° 91° 337
20° 79 0.45 | 93° | 196 ° | 348° 164
21° 60 0.27 | 96° | 271°| 31° 419
22° 84 0.65 | 99° | 342 ° | 274° 262
23° 88 0.70 | 98° | 27° | 319° 360
24° 76 0.11 | 94° | 230 ° | 249° 309
25° 98 0.28 | 72° 15° | 297° 459
26° 68 0.82 | 113° | 174° | 9° 274
27° 83 0.37 | 89° | 110 ° | 126° 120
28° 88 0.82 | 100° | 111 ° 3° 419
29° 85 0.37 | 100° | 257 ° | 209° 415
30° 68 0.59 | 104° | 202 ° | 95° 176

Tabela 3 — Conjunto de satélites referente a figura 18
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e conjunto de satélites para a construcao da figura 19

sat | a(Ry) | e 1, We Q. | fmassa = My
° | 85 061 86° | 335° | 316° 7
20 | 84 | 053] 96° | 142° | 208° 275
30 [ 79 | 047 | 81° | 240 ° | 289° 249
© [ 71 1006]90° | 8° | 35° 216
5 | 68 | 008 | 84° | 121° | 293° 158
6° | 88 | 086 | 110° | 135° | 113° 226
7 [ 77 1058 75° | 336° | 312° 788
8 | 84 | 047 8%° | 335° | 224° 157
9° | 100 | 023 81° |207° | 107° 205
10°| &1 070 | 92° | 285 ° | 279° 192
11°| 82 065 91° | 258 ° | 250° 193
12°] 66 [029] 96° | 94° | o1° 133
13°| 81 028 93° | 189 ° | 240° 110
14| 78 023 92° | 297° | 49° 175
15° | 100 | 0.18 | 76° | 36 ° | 265° 129
16°| 78 006 98° | 98° | 132° 208
17| 76 028 80° | 155° | 14° 971
18° | 65 050 106° | 182° | 92° 231
19°] 93 [037] 99° | 326° | 108° 114
20° | 84 056 94° | 112° | 318° 123
21°| 92 | 080 77° | 168° | 17° 169
22° | 89 | 0.21| 93° | 343° | 268° 125
93° | 71 | 0.77 | 106° | 46° | 112° 136
22°| 61 | 062] 99° | 155° | 70° 135
25° | 80 | 010 83° | 135° | 71° 233
26° | 73 044 82° | 201 ° | 247 190
275 | 03 | 083 92° | 83° | 355° 324
28° | 90 | 0.05| 89° | 264° | 81° 253
20° | 99 | 020 95° | 115° | 68° 149
30° | 84 | 020 | 84° | 203° | 227° 295

Tabela 4 — Conjunto de satélites referente a figura 19
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e conjunto de satélites para a construcao da figura 20

sat | a(Ry) | e 1, We Q. | fmassa = My
| 75 1017 97° | 261° | 80° STV
20 | 73 044 9%° | 43° | 143° 170
3 | 73 | 0.67 | 106° | 201 ° | 202° 321
© [ 83 050 89° |204° | 200° 378
5o | 78 031 86° | 229° | 167° 312
6° | 94 064 75° | 83° | 150° 149
7 1 95 |057| 86° | 157° | 273° 150
& | 70 047 89° |308°| 0° 221
o° | 97 [013| 72° | 199° | 232° 351
10°] 82 045 85° | 247° | 73° 127
11°| 82 |034] 80° | 134° | 338° 387
120 71 |029] 95° | 53° | 150° 141
13°] 50 089 76° | 294° | 58° 133
14° | 70 076 105° | 199 ° | 84° 129
15° | 61 | 0.73]103° | 239° | 291° 175
16°| 85 025 92° | 280 ° | 323° 220
170 80 |027] 98° | 78° | 264° 319
18° | 86 | 0.73 ] 103° | 141 ° | 226° 199
19°| 70 | 081 81° | 310° | 332° 108
20°| 92 | 084 60° | 128° | 115° 113
21°| 81 | 018 84° | 74° | 265° 119
22° 1 96 | 0.60 | 91° | 345 ° | 210° 145
2351 69 022 94° | 47° | 273° 212
2051 67 053 108° | 173° | 10° 375
250 | 75 | 0.62 | 89° | 186 ° | 212° 371
26° | 79 005 92° | 52° | 170° 119
275 | 86 | 0.81 | 68° | 347 ° | 144° 122
2%° | 78 | 0.0 | 93° | 207 ° | 350° 229
20° | 60 | 054 86° | 148 ° | 20° 142
30° 51 |0721102°] 1° | 6° 155

Tabela 5 — Conjunto de satélites referente a figura 20
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e conjunto de satélites para a construcao da figura 21

sat | a(Ry) | e 1, We Q. | fmassa = My
° | 85 1023 88 |113°| 64° A
22 | 90 |018] 95° | 24° | 13° 221
3| 05 |053| 71° | 143° | 253° 244
© [ 08 006 90° | 84° | 299° 330
5 | 66 | 027 100° | 265°| 6° 308
6 | 97 050 71° | 2° |337° 251
7 1 64 |085| 72° | 308° | 141° 171
8 | 87 022 81° | 226° | 46° 133
9° | 74 075 | 117° | 334° | 165° 144
10°1 76 061 105° | 270° | 71° 330
11°| 97 |073] 80° | 108 ° | 183° 118
12°] 68 046 90° | 232° | 13° 102
135 83 045 95° | 192° | 340° 303
4o 60 |072] 94° [356° | 35° 181
15°] 69 |079] 90° | 37° | 29° 367
16°| 90 069 85° | 357° | 232° 178
17| 61 |087] 76° | 51° | 155° 232
18° | 87 008 82° | 215° | 242° 142
19°] 69 |033] 99° | 291° | 165° 133
20° 1 92 045 | 78° | 187 ° | 355° 304
21° | 95 |0.88|103° | 86° | 230° 237
22° | 67 |0.76| 91° | 33° | 314° 108
23° | 61 | 016 92° | 278° | 10° 207
25| 92 022 84° | 313° | 126° 187
255 | 70 | 050 | 84° | 104 ° | 244° 165
26° | 68 | 0.14 | 100° | 244 ° | 203° 366
2751 69 |0.36 | 100° | 208 ° | 187° 264
2%° | 65 |0.65| 74° | 145 ° | 242° 203
20° | 68 | 0.87 | 112° | 88° | 210° 118
30° | 91 | 048 97° | 247° | 60° 47

Tabela 6 — Conjunto de satélites referente a figura 21
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e conjunto de satélites para a construcao da figura 22

sat | a(Ry) | e 1, We Q. | fmassa = My
1° | 82 |048| 99° | 343°| 90° -
2° 92 0.23 | 78° | 163° | 333° 196
3° 75 0.59 | 76° 68 ° | 100° 434
4° 95 0.25 | 79° 76 ° 10° 370
5° 90 0.33 | 87° | 289 ° | 204° 157
6° 71 0.66 | 89° | 154 ° | 169° 223
7° 70 0.56 | 101° | 155 ° | 137° 431
&° 97 0.89 | 91° | 133 ° | 89° 242
9° 64 0.71 | 77° | 117 ° | 76° 195
10° 74 0.35 | 88° | 344 ° | 294° 243
11° 60 0.80 | 114° | 182 ° | 359° 180
12° 83 0.64 | 97° | 315° 1° 477
13° 79 0.07 | 81° 89 ° | 307° 202
14° 90 0.25 | 97° | 155 ° | b2° 463
15° 89 0.22 | 82° | 152° 1° 138
16° 74 0.54 | 71° | 126 ° | 326° 168
17° 88 0.40 | 89° | 228 ° | 214° 137
18° 70 0.58 | 95° | 165 ° | 27° 224
19° 69 0.24 | &83° 21 ° | 100° 271
20° 66 0.58 | 93° | 241 ° | 291° 216
21° 93 0.55 | 97° | 305 ° | 249° 106
22° 87 0.17 | 89° 71 ° | 360° 263
23° 73 0.68 | 98° | 352 ° | 165° 458
24° 90 0.66 | 97° 13° 12° 198
25° 65 0.74 | 76° | 235° | 176° 237
26° 63 0.05 | 97° 48 © | 101° 361
27° 98 0.65 | 97° | 174° | 18° 233
28° 63 0.38 | &80° HH ° | 258° 456
29° 70 0.15 | 97° 4° 62° 326
30° 87 0.24 | 97° | 325° | 87° 170

Tabela 7 — Conjunto de satélites referente a figura 22
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e conjunto de satélites para a construcao da figura 23

sat | a(Ry) | e 1, We Q. | fmassa = My
° | 67 1077 104° | 256 ° | 49° 55
20 | 67 |083|110°| 68° | 282° 254
35 | 74 036 94° | 300° | 279° 130
© [ 03 005 04° | 184° | 12° 130
5° | 84 005 91° | 101°| 57° 138
6° | 68 |05 85° | 110° | 38° 307
7 | o4 [0.72|103° | 205° | 103° 169
8 | 60 |0.16] 83° | 43° | 289° 237
9° | 69 066 90° | 307 ° | 249° 147
10°] 96 | 0.64] 90° | 296° | 174° 151
11°] 68 |050] 96° | 37° | 189° 331
12°] 96 010 86° | 98° | 322° 357
13°] 80 |022] 85° | 279° | 39° 320
14° | 65 |024] 87 | 267° | 303° 266
15°| 63 026 90° | 244° | 106° 104
16°| 65 035 92° | 124° | 347° 145
17| 77 048] 97° [ 300° | 43° 148
18] 78 036] 99° [250° | 67° 163
19°| 88 | 043 ] 84° | 348 ° | 287° 335
20° | 60 | 037 89° | 219 ° | 245° 139
21° | 95 1062 96° | 227 ° | 48° 126
220 | 95 10.86 | 106° | 277 ° | 83° 230
230 | 84 021 81° | 194 ° | 220° 230
2051 66 | 0.07 | 83° | 193° | 138° 312
250 | 88 072 87° | 12° |215° 293
26° | 77 0.6 83° | 240 ° | 300° 253
275 | 82 | 045 | 100° | 67° | 256° 279
23° | 60 | 074 9%° | 179°| 5° 323
20° | 98 | 056 | 75° | 123 ° | 28%° 118
30° | 86 | 0.8 | 90° | 177 ° | 130° 337

Tabela 8 — Conjunto de satélites referente a figura 23
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e conjunto de satélites para a construcao da figura 24

sat | a(Ry) | e 1, We Q. | fmassa = My
° | 87 | 085 88° | 187 ° | 223° YV
20 [ 93 | 029 75° | 266 ° | 223° 243
3 [ 06 023 79° | 118° | 86° 205
| 97 018 | 74° | 218° | 144° 370
5 | 75 1069 | 80° | 268° | 119° 330
6° | 77 1039 95° | 31° | 13° 9224
7 [ 81 | 013 9%° | 50° | 236° 197
8 | 80 062 |100° | 241° | 12° 351
9 | 65 | 031 99° | 20° | 132° 153
10°] 94 | 054 76° | 283° | 173° 272
11°] 60 |044] 84° | 251° | 211° 200
12°| 98 089 112° | 45° | 332° 287
13°] 50 [073] 96° | 120° | 151° 201
14°| 61 | 086 112° | 128° | 118° 137
15° | 68 | 0.62 | 82° | 259 ° | 354° 187
16° | 75 073 | 78° | 265° | 105° 384
179 89 080 87° | 289 ° | 140° 276
18°| 75 074 93° | 112° | 203° 13
19°| 72 051 87° | 294° | 136° 133
20° | 87 | 067 90° | 185° | 5° 235
21° | 83 | 046 | 89° | 168° | 67° 190
220 | 81 | 028 0%° | 40° | 49° 116
93° | 82 | 017 | 81° | 341° | 112° 119
24° | 76 | 046 | 90° | 129° | 28° 146
25° | o1 | 076 76° | 124° | 256° 126
26° | 65 | 079 86° | 323° | 147° 219
975 | 53 | 0.74| 95° | 85° | 220° 321
28° | 88 | 0.65 | 86° | 34° | 323° 440
20° | 74 | 0.70 | 103° | 350 ° | 127° 142
30° | 99 | 086 | 69° | 270 ° | 242° 383

Tabela 9 — Conjunto de satélites referente a figura 24
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APENDICE H - Captura de Tritdo

Diferentemente dos outros planetas gigantes, Netuno tem um conjunto de satélites
impar. Suas luas mais conhecidas sdo Tritdao e Nereida. Possivelmente Tritao foi capturado
em uma 6rbita excéntrica, com uma inclina¢ao préxima da atual (157,345° em relagdo ao
equador de Netuno - com movimento retrégrado) e por efeitos de maré teve sua Orbita
circularizada até os valores atuais: e = 0,000016 e a = 14,328 Ry (Ry: raio equatorial de
Netuno).

Em Goldreich et al. (1989) e Banfield e Murray (1992), considerando os efei-
tos dissipativos, estima-se que Tritao foi capturado em uma oOrbita com a =~ 1000 Ry,
com inclinagao semelhante a atual e, tomando também os efeitos da perturbacao solar,
0,96 < e < 0,995, o que equivale a um pericentro entre 5 Ry e 40 Ry. Esses artigos
nao comentam em qual periodo Tritao foi capturado, mas conjecturam que o sistema de
satélites primordiais de Netuno sofreu drasticas mudancas quando esse passava na regiao
onde eles estavam, de modo que Tritao provavelmente destruiu qualquer satélite com
a > 5 Ry. Banfield e Murray (1992), argumentam que os atuais minisculos satélites de
Netuno (Naiade, Talassa etc, até Proteus) nao existiam enquanto Tritao era circularizado,
e que eles teriam se formado no disco equatorial de detritos de provaveis primordiais

destruidos, todos com semieixo a < 5 Ry e sem qualquer trago das perturbagoes de Tritao.

Em Nogueira, Brasser e Gomes (2011), os autores também discutem os pardmetros
da ¢rbita de Tritao quando ele foi capturado, baseando-se no modelo de migracao de Nice
e supondo que tal captura ocorreu através de um bindrio (AGNOR; HAMILTON, 2006).
As diversas simulagoes apresentaram os seguintes dados para a érbita de captura desse

satélite:

a) a maioria das érbitas capturadas possuem 100 Ry < a < 2000 Ry e pericentro entre
4Ry e 32 Ry;

b) a possibilidade de uma orbita ser capturada com semieixo < 50 Ry é ~ 5%;

c) as maiores chances sdo capturar o satélite em uma érbita retrégrada, com inclinagao

em relacao ao equador de ~ 155°;

d) a maior parte das simulagdes capturam Tritdo em uma O6rbita excéntrica, com
0,9<e< 1.
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O tempo para circularizar Tritdo varia, mas podemos supor como valor minimo 2000000
anos. O que os autores concluiram foi que: é plausivel a captura de Tritao, através de um

binario, durante a instabilidade do modelo de Nice.

No mesmo artigo, os autores concluiram que o mais provavel é que Nereida ja foi
capturado em sua orbita atual durante a instabilidade do modelo de migracao, pois, se
em algum tempo ele foi um satélite regular, seu semieixo deveria ter sido de 3 Ry para
que conseguisse o periodo de rotacao de 13,6 horas, assim a ideia de que Tritdo expulsou
um satélite regular Nereida, esbarra na presenca ainda do satélite Proteus (semieixo de
4,751 Ry).

Contudo, se Nereida sempre foi um satélite irregular, a captura de Tritao no
mesmo periodo faria com que Netuno perdesse Nereida antes de Tritao se circularizar. Em
estimativas de Nogueira, Brasser e Gomes (2011), nesse cenario, sdo necessarios 100000

anos para que Nereida seja ejetado. Portanto 2 possiveis situagoes seriam:

1) Tritdo poderia ser capturado no mesmo periodo que Nereida, mas seu semieixo
deveria ser < 50 Ry, o que representa 5% das dérbitas das simulagoes, ou seja, nao é

um cenario impossivel, mas pouco plausivel;

2) ou Tritao foi capturado em uma 6rbita com a € (100 Ry, 2000 Ry ), porém logo apos
a formacgao dos planetas, o que permitiria sua circularizagao antes da instabilidade

planetaria e da captura dos irregulares.

De qualquer modo, seguindo Goldreich et al. (1989), vamos supor que a captura
de Tritao foi tal que este certamente destruiu todos os eventuais satélites regulares, pelo

menos aqueles com a > 5 Ry.

Vamos examinar brevemente possiveis influéncias que a captura de Tritao poderia
ter sobre a obliquidade de Netuno. Novamente utilizando nosso modelo vamos supor a

interacao entre esse satélite e o planeta durante um tempo apds a captura.

Antes de tudo, mostremos que em sua atual 6rbita, Tritdo pouco influencia a

obliquidade. Para essa integracao foram utilizados:

e as equagoes da teoria secular de Laskar (1990) para o movimento do Sol;

Ky = 28,5° (esse valor foi calculado considerando os valores iniciais dos elementos
orbitais do Sol, ¢y = 27,13° e a expressao (5.31));

o h=170°

ae = 30,2 UA (assim o perfodo do nodo é 1,87 - 10° anos) e
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a =14 Ry, e = 0,00001, I, = 157,345°, w, = 0°, Q. = 0° (plano equatorial)
I, =170,27°, w, = 130, 59°, . = 314, 10° (plano inercial)
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Figura 30 — Influéncia atual de Tritao na obliquidade de Netuno

Agora, conforme Nogueira, Brasser e Gomes (2011), vamos testar a influéncia que

Tritdo poderia provocar na obliquidade de Netuno se fosse capturado com:

a) semieixo inicial 10 Ry < ap < 50 Ry, as = 21 UA e periodo do nodo de Netuno
igual a 95200 anos;

b) semieixo inicial ay € (100 Ry, 2000 Ry), ae = 12,5 UA e periodo do nodo de Netuno
igual a 70000 anos.

Para o testes realizados, consideramos:

€critico = 0,995

Liimite = 150000 anos
Ky =0,05°

ho = 170°

I, =0°

ee = 0,0094360

we = 96, 76°

Qo =131,79° —wg - t

e os satélites foram escolhidos seguindo os critérios:
0,92 <e<0,98

140° < I, < 160°
we, Q. € [0°,360°).
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Como exemplo do caso a), considere o satélite:

a=49 Ry, e =0,93, [, = 146°, w, = 213°, Q. = 312° (plano equatorial)
I =146,21°, w = 212,76°, Q) = 145,80° (plano inercial)

1.1

0.9 LfF R, (R RRE) PR AN TR R REAAREER VRGBS AR | PR TR 1

o I A f e O R N R N A R R R R 1

© 0.5 [ ERAEHHIRA R EORR R SRERE PR A A ORI A |

94 it

0.2

0 20000 40000 60000 80000 100000 120000 140000 160000
Anos

Figura 31 — Influéncia de Tritao na obliquidade de Netuno quando 10 Ry < ag < 50 Ry.

Para o caso b), suponha o satélite com elementos orbitais:

a=318Ry, e =0,96, I, = 146°, w, = 87°, Q. = 308° (plano equatorial)
I =146,18°, w = 86,68°, 2 = 132,74° (plano inercial)



APENDICE H. Captura de Tritio 110

0.2085

0.208 [ s ' ;

0.2075 |

0.207 |

Iquidade

0.2065 r

Obl

0.206 | U -

0.2055

0 20000 40000 60000 80000 100000 120000 140000 160000
Anos

Figura 32 — Influéncia de Tritao na obliquidade de Netuno quando ay € (100 Ry, 2000 Ry ).

A captura de Tritdo (nos moldes propostos nesse trabalho) pouco ou nada influencia

na obliquidade de Netuno (figuras 31 e 32).
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