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ESTIMACAO DE DENSIDADES E APLICACAO EM
SEGMENTACAO DE IMAGENS

Autora: GIOVANA MARASSI ZAMBON
Orientadora: Prof. Dr. LUZIA APARECIDA TRINCA

RESUMO

Este trabalho tem como objetivo o estudo dos métodos de estimagcao de
densidades e posterior aplicacao em segmentacao de imagem de tomografia computa-
dorizada. Uma imagem digitalizada pode ser vista como uma matriz de dados cujos
valores representam tons de cores em certa escala. O menor elemento no dispositivo
de exibigao de imagem ao qual é possivel atribuir uma cor (um valor) é chamado de
pixel. O processo de segmentacao consiste na divisao da imagem em regioes através
da classificagao de cada pixel em categorias. O método mais simples de classificacao
usa limiares para os valores dos pixels mas exige o conhecimento tanto do nimero
de regioes distintas na imagem como dos préprios limiares. Outra maneira simples
¢ construir um histograma dos valores dos pixels, considerar cada pico como um
objeto distinto e definir o limiar como sendo a média entre os valores referentes a

dois picos vizinhos. Como o histograma nao forma uma curva suave, é dificil decidir
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quando um pico realmente representa uma parte distinta ou é apenas uma variacao
casual. Técnicas mais sofisticadas de estimacgao de densidades sao requeridas. Dados
de imagens podem ser considerados como oriundos de mistura de densidades. Neste
estudo serao abordadas as técnicas de estimacao de densidades paramétrica e nao
paramétrica. A técnica de estimacao por maxima verossimilhanca foi aplicada na
segmentacao de uma imagem de TC.

Palavras-chave: Algoritmo EM; Histograma; Mistura de gaussianas.



DENSITY ESTIMATION AND APPLICATIONS TO IMAGE
SEGMENTATION

Author: GIOVANA MARASSI ZAMBON
Adviser: Prof. Dr. LUZIA APARECIDA TRINCA

SUMMARY

The aim of this work is to study some of the density estimation tec-
niques and to apply to the segmentation of medical images. Medical images are used
to help the diagnostic of tumor diseases as well as to plan and deliver treatment. A
computer image is an array of values representing colors in some scale. The smallest
element of the image to which it is possible to assign a value is called pixel. Segmen-
tation is the process of dividing the image in portions through the classification of
each pixel. The simplest way of classification is by thresholding, given the number
of portions and the threshold values. Another method is constructing a histogram
of the pixel values and assign a portion to each pike. The threshold is the mean
between two pikes. As the histogram does not form a smooth curve it is difficult to
discern between true pikes and random variation. Density estimation methods allow

the estimation of a smooth curve. Image data can be considered as mixture of dif-
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ferent densities. In this project parametric and nonparametric methods for density
estimation will be addressed and some of them are applied to CT image data.

Key word: EM Algorithm; Histogram; Mixture of Gaussians.



1 INTRODUCAO

Virias patologias sao detectadas e diagnosticadas baseadas na anélise
de imagens médicas, tais como imagens de tomografia computadorizada (TC). Nestes
exames os diferentes tecidos e estruturas que compoem o corpo humano sao visu-
alizados nas imagens devido a propriedades relacionadas a interacao da radiacao
com a matéria. Tais propriedades fazem com que ocorram diferentes intensidades de
atenuacao entre os tipos de tecidos incluindo pequenas diferenciagoes dentro de um
mesmo tecido ou estrutura anatomica. Do ponto de vista de andlise, uma imagem
é um array de valores que representam tons de cores em certa escala. A maioria da
imagens médicas usa tons de cinza. Em TC, a imagem é formada de modo que cada
tom de cinza corresponde a uma porc¢ao especifica de atenuacao da radiacao referente
ao tecido irradiado. O menor elemento no dispositivo de exibigao de imagem ao qual
é possivel atribuir uma cor (um valor) é chamado de pixel.

Utilizando imagens, é possivel fazer o diagndstico precoce de tumores
em fase inicial de desenvolvimento bem como o acompanhamento do tratamento.
Tradicionalmente, esta tarefa é desenvolvida por radiologistas, porém, com o avango
tecnologico, grandes avancos empregados no desenvolvimento de aparelhos para o di-
agnodstico médico foram obtidos, possibilitando a coleta de informagoes cada vez mais
completas e complexas, visando melhorar a qualidade do diagnéstico por imagem.

Existe uma tendéncia para a automacgao ou semi-automacao da analise
de imagens, tanto como forma de eliminar subjetivismo, como também para agilizar
o processo e produzir respostas mais rapidas. Naturalmente, no caso de diagnostico,
o profissional especializado deve continuar visualizando e checando as imagens ja

que a vista humana talvez seja imbativel na andlise qualitativa. A tendéncia é
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automatizar as tarefas mais trabalhosas e de quantificagao e talvez produzir sis-
temas que permitem a intervencao do profissional quando necessario. No caso de
doengas tumorais, varias metodologias podem ser empregadas para segmentar e pos-
sivelmente quantificar histologicamente a massa tumoral. O objetivo é melhorar a
analise radiologica oferecendo medidas mais sofisticadas, precisas e reprodutiveis das
informagoes presentes nas imagens. Neste contexto, o clinico responsavel pode ser
capaz de promover um melhor planejamento e avaliar melhor o progresso de um dado
tratamento através das imagens médicas.

Na literatura sao encontradas diferentes aplicacoes de segmentacao de
imagens que auxiliam o diagndstico clinico. A segmentacao de imagens de TC pode
ser aplicada para detecgao e quantificagao de polipos intestinais (Huang & Chau,
2008; Li et al., 2004), sendo este um método ndo invasivo e, entdo, mais tolerado
pelos pacientes. Em imagens de PET (tomografia computadorizada por emissao
de pdsitron) a técnica de segmentacao é utilizada para a quantificagao das regioes
tumorais (Amira et al., 2008; Montgomery et al., 2007), o que é de grande utili-
dade para o estadiamento do tumor e planejamento na radioterapia. Em imagens
de TC pulmonar, a segmentagao dos pulmoes pode ser aplicada para a analise das
vias aéreas (Park & nd M Sonka, 1998), deteccao de enfisema (Blechschmidt et al.,
2001), avaliagao da ventilagdo pulmonar (Brown et al., 1997) e detecgao de nédulos
pulmonares (Dajnowiec & Alirezaie, 2004; Lee et al., 2001). Tanto imagens de res-
sonancia magnética (RM) quanto de TC fornecem imagens de étima qualidade que
permitem uma andlise detalhada do coragao, a aplicacao da segmentacao permite um
delineamento do miocardio em cada imagem no conjunto de dados do paciente, com-
putar o volume, fragao de ejegao e analisar a espessura das paredes (Jolly, 2006). O
pré-processamento tradicional para deteccao de melanomas envolve o delineamento
manual das bordas ao redor das areas lesionadas da imagem, embora seja um método
simples, este procedimento exige muito tempo e é muito subjetivo considerando que
cada dermatologista possui um nivel diferente de experiéncia, entao, é realizada a

segmentagao para o delineamento automatico de melanomas (Tran, 2005). Também,
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ha aplicacoes de segmentacao intracranial de estruturas de imagens de TC cerebral
(Jiang et al., 2007).

A analise de imagens envolve varias etapas, desde a eliminacao de
possiveis ruidos, classificacao de tipos de material, até a estimacao de quantidades
de interesse. Técnicas estatisticas sao aplicadas em, praticamente, todas as fases.
Na fase de eliminacao de ruidos, alguns tipos de filtragem sao usados, para limpar
e realcar aspectos de interesse da imagem. O processo de classificacao de regides
de interesse na imagem ¢é chamado de segmentacao e consiste na divisao da imagem
em regioes que correspondem a diferentes objetos ou parte de objetos. Esta divisao
envolve a classificacdo de cada pixel. O método mais simples de classificacao usa
limiares para os valores dos pixels mas exige o conhecimento tanto do nimero de
regioes distintas na imagem como dos proprios limiares. Outra maneira simples
é construir um histograma dos valores dos pixels, considerar cada pico como um
objeto distinto e definir o limiar como sendo a média entre os valores referentes a
dois picos vizinhos. Como o histograma nao forma uma curva suave, é dificil decidir
quando um pico realmente representa uma parte distinta ou é apenas uma variacao
casual. Técnicas mais sofisticadas de estimacao de densidades sao requeridas e serao
abordadas nesta pesquisa.

Este trabalho tem como objetivo principal estudar as técnicas de es-
timacao de densidades. Para a aplicacao da técnica foi utilizado uma imagem médica
de tomografia computadorizada disponiveis em bancos de dados publicos (por exem-
plo InVesalius, 2009). Vale ressaltar que as imagens disponiveis em bancos publicos,
por questoes éticas, sao anonimas e nao se conhece o estado de saude dos individuos.
Vale também ressaltar que o uso destas imagens neste trabalho tem a finalidade
apenas de treinamento das técnicas estudadas.

Primeiramente serao apresentadas técnicas de estimacao nao
paramétrica de densidades. Para isto foi feito um levantamento bibliografico sobre
os métodos de estimacao de densidades.

Por fim, serao apresentadas técnicas de estimacao paramétrica, sera
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abordado uma técnica de estimacao de misturas de gaussianas e o fundamento do
algoritmo EM. Para as aplicacoes foram utilizadas as rotinas EM image segmentation
de MATLAB (2009), que utiliza o software MATLABO.

Esta pesquisa estd sendo desenvolvida como iniciacao cientifica e conta

com o apoio financeiro da FAPESP, processo 2008/10994-5.



2 FUNDAMENTOS TEORICOS

2.1 Conceitos Basicos

Para abordar o tema estimacao de densidades deve-se primeiramente
recapitular o conceito de variavel aleatoria que por sua vez tem origem num experi-
mento aleatoério.

Experimento aleatorio é qualquer procedimento, que em teoria pode
ser repetido infinitamente, cujo resultado nao pode ser previsto com certeza. O
conjunto de todos os resultados possiveis de um experimento aleatério é chamado
de espago amostral. Variavel aleatéria é uma funcao que possui o espago amostral
como dominio e os niimeros reais como contradominio. As variaveis aleatorias podem
ser classificadas em discretas ou continuas. As variaveis discretas sao aquelas cujos
valores assumidos sao enumerdveis, ja as variaveis continuas podem assumir infinitos
valores, porém nao enumeraveis, dentro de um intervalo. O comportamento de uma
variavel aleatoria é caracterizado por sua distribuicao de probabilidades.

No caso discreto, uma fungao (ou distribuigao) de probabilidade é uma
fungao p(z;) que atribui a cada valor possivel da variavel aleatéria sua probabilidade
de ocorréncia (0 < p(z;) < 1;5°72, p(x;) = 1). Para varidveis aleatérias continuas,
a distribuicao de probabilidades é uma fungao continua também chamada de fungao
densidade de probabilidade e é denotada por f(x). f(z) é uma fungao densidade

para uma variavel aleatéria continua X, se satisfaz as seguintes condicoes:
1. f(z) >0, para todo z € (—o0, 00)

2. A érea definida por f(x) é igual a 1.
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A probabilidade de uma varidvel assumir um valor no intervalo [a; b] é
dada por
b

Pla< X <b) = [ f(x)da, (1)

a

ou seja, a referida probabilidade corresponde a drea sob f(z) no intervalo em questao.

A fungao de distribuigdo de probabilidade(fdp) depende de uma ou
mais constantes chamadas de parametros. Por exemplo, a distribuicao exponencial
tem apenas um parametro, ja distribuicao Normal ou Gaussiana tem dois parametros.
Os parametros serao, genericamente referidos por 6 para escalar e @ para um vetor
de parametros.

Esperanca de uma variavel aleatéria X, também denominada valor
esperado ou média de uma variavel aleatéria X, é uma fungao de X e de sua fdp

simbolizada por F(X) ou p e definida por:

S, wip(x;)  se X é uma varidvel aleatéria discreta,;
E(X)=p= (2)

[T xf(x)dr  se X é uma varidvel aleatéria continua,
em que p(x;) é a fungdo de probabilidade da variavel discreta (Qx = (z1, x2, ...))
e f(z) é a fdp da varidvel continua (Q2x = R). Como essa fungao resulta numa
constante dependente dos parametros da fdp, ela também é um parametro.
A variancia de uma variavel aleatéria X, simbolizada por Var(X) e

frequentemente por o2, ¢ definida por:
Var(X) = B[(X — ). (3)

Se X é uma variavel aleatodria discretas:

oo

Var(X) = Y (2 — 1)*p(as). (4)

i—1
Se X é uma variavel aleatdria continua:
Var(X) = [ (z = p)f(a)de. (5)

Sejam X e Y duas varidveis aleatérias discretas originarias do mesmo fenomeno

aleatério. A distribuigdo conjunta destas duas variaveis é dada por:

p(x,y) = P(X =2)n (Y =y)] = P(X =2,V =y), (6)
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em que p(z,y) representa a probabilidade de (X, Y) ser igual a (z, y). No caso
continuo a densidade conjunta é denotada por f(x, y).

Dado uma distribui¢ado conjunta de (X, Y'), pode-se obter a fungao
de probabilidade marginal X somando-se (caso discreto) ou integrando-se (caso
continuo) com respeito ao espago amostral de Y (e vice-versa):

P(X =z)= ) plz,y) (7)
yeQy

ou
f@) = [ @y ®)
yEQy
A probabilidade de X = x, dado que Y = y ocorreu é conhecida como

probabilidade condicional e representa a probabilidade de se ter uma saida x dada

uma entrada com valor especifico y. A probabilidade condicional é dada pela férmula

de Bayes
PXIY =) = Do Y
no caso discreto e
faly) = L50

no caso continuo. Se a esperanca for tomada tendo como base a fdp condicional
tem-se a esperanca condicional, ou seja:

o0

EX|Y =y) =/ zf (zly)de,

—00
com a integral substituida pela soma no caso discreto. A mesma idéia segue para
variancia condicional.

Pela férmula de Bayes tem-se que se as variaveis aleatorias sao inde-

pendentes a distribuicao conjunta é dada pelo produto de suas marginais, ou seja

[z, y) = f(z) x f(y).

Em geral, para enfatizar a dependéncia da fdp em seus parametros, estas sao escritas

como f(z|0) no caso uniparamétrico ou f(x|@) no caso multiparamétrico.
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No caso de uma amostra aleatéria, de tamanho n, X, X, ..., X,
em que os X;’s sdo independentes a fdp conjunta de X = (X;, Xy, ..., X,) é dada
por
n
f(x]0) = f(x1]0) x f(22]60) x ... x f(2,]0) = Hlf(fcz-IB)
i
Dentre as possiveis fdp’s existe uma classe que pode ser escrita de uma maneira
conveniente e cujas propriedades foram exaustivamente estudadas. FKEsta classe é
chamada de familia exponencial. Ela inclui muitas das distribuigoes de probabilidade
mais comumente utilizadas em Estatistica, tanto continuas quanto discretas, por
exemplo a Gaussiana, Gama, Poisson, Binomial, etc. A func¢ao uniparamétrica f(z|0)

pertence a familia exponencial se sua densidade pode ser escrita como

il = ) ep(COt) o)

Se C(0) =0, 0 é chamado de parametro natural. A extensao para K parametros é

b(x) exp(C(0)t(x)")
a(0) ’

f(x]0) = (10)

em que C(0) e t(z) sao vetores linha de dimensdo K e o sobrescrito 1" representa a

operacao transposta.

2.2 Estimacao nao paramétrica de densidades

A estimacao de densidades é a construcao da estimativa da funcao
de densidade a partir dos dados observados. A estimacao de densidades pode ser
feita através de métodos paramétricos ou nao-paramétricos. O primeiro método
assume que os dados sao tirados de uma distribuicao pertencente a uma familia de
distribuicoes paramétricas conhecida e o vetor de parametros da funcao é estimado.
J& o outro método estima a fungao sem que nenhum modelo especifico seja adotado.
A ideia das técnicas nao paramétricas é que, embora seja assumido que uma certa
distribuicao tenha uma densidade de probabilidade f, ao invés de forcar f a cair
em uma dada familia paramétrica, os dados poderao falar por si para determinar

a estimativa de f. Para isso, varios métodos podem ser utilizados. Neste trabalho
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serao abordados os métodos: histograma, estimador naive, estimador pelo método do
nicleo e estimador de maxima verossimilhanca, incluindo um método para estimar
densidades de misturas, o algoritmo EM. No desenvolvimento que se segue assumi-se
um conjunto de n observagoes independentes X1, ..., X,, de uma variavel aleatoria X

e o simbolo f é usado para denotar o estimador de densidade em questao.

2.2.1 Histograma

O histograma ¢ o estimador de densidade mais antigo e mais utilizado
para apresentacao grafica de resumo de dados. A construcao do histograma consiste
em dividir a amplitude dos dados em k classes (intervalos) disjuntos e contar o
numero de observacoes pertencentes a cada intervalo de classes. Dado uma origem
xo e um valor para o comprimento (h) do intervalo de classe, define-se os intervalos
de classe do histograma pelo intervalo [z + mh, xg + (m + 1)h) para valores inteiros
de m.

O estimador de f(x), pelo método histograma é definido por

; 1 : :
f(z) = — x (ntmero de ocorréncias de X; no mesmo intervalo de classe que ).

nh

(1)

E possivel observar na equagao (11) que, considerando o conjunto de

dados completos, a construgao do histograma requer a escolha da origem xy e do
comprimento h das k classes. O comprimento h do intervalo de classe ¢ escolhida de
acordo com os dados e o enfoque que se deseja. Com a finalidade de se obter mais
detalhes no histograma, deve-se usar um niimero maior de classes e consequentemente
um menor comprimento h. Um histograma sem muitos detalhes é obtido usando-se
um comprimento h maior com um numero menor de classes. Contudo, a correta
escolha dos parametros k e h se dao de forma empirica, nao havendo um padrao de
escolha pré-estabelecido. Deve-se salientar que um fator que influencia a qualidade
da analise do histograma ¢é o proprio tamanho do conjunto de dados e este fato acaba
se tornando um fator limitante para o uso dos histogramas. Outra desvantagem que

o torna menos 1util para andlises posteriores é a falta de continuidade.
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2.2.2 O estimador naive

Por definicao tem-se que

1
f(x):}lllir(l)ﬁp(x—h<X<x+h). (12)

Para qualquer h, P(x — h < X < x + h) pode ser estimada pela
proporgao de observagoes da amostra pertencentes ao intervalo (x — h, x + h). Entao

o estimador naive de densidade f ¢ dado por

R 1
f(z) = 2hn (nimero de X, ..., X, em (z — h, 2 + h)), (13)

em que h é pequeno.
Para expressar o estimador de uma forma mais clara, considere a funcao

peso w definida por:

() 0,5 selz|<1
w(z) =
0 caso contrario .

Entao, o estimador naive pode ser escrito como
—w . 14
Sl "

Esta estimativa é construida colocando uma caixa de comprimento 2h e

fla) =

altura (2nh)~! em cada observagao e entao somando-se para obter a estimativa. Para
uma interpretagao mais construtiva, considere um histograma construido utilizando
divisoes com um comprimento 2h. Assuma que nenhuma observacao caia exatamente
na fronteira de um intervalo. Para z localizado exatamente no centro de uma divisao
do histograma, a estimativa naive f (x) serd exatamente a ordenada do histograma
no ponto x. Assim, a estimativa naive pode ser vista como uma tentativa de se
construir um histograma em que todos as observagoes da amostra estao no centro do
intervalo amostral. A escolha da largura de cada compartimento ainda exerce um

papel influente na qualidade da estimativa obtida.
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Considerando o ponto de vista da estimativa de densidade, o estimador

naive possui certas caracteristicas indesejaveis. Segue que, de sua prépria definigao,
o estimador naive nao é uma funcao continua, mas sim, possui saltos em X; + h e
derivadas nulas em todos os pontos. Isto resulta em figuras grosseiras de densidades,

dificultando a interpretacao, principalmente por pessoas nao treinadas.

2.2.3 O estimador de densidade pelo método do nitcleo (kernel)

O estimador pelo método do nicleo pode ser considerado como uma
variagao do estimador naive, contudo, algumas dificuldades encontradas com o esti-
mador naive sao superadas. Considere a substituicao da funcao peso w pela funcao

nicleo K que satisfaz a condigao:

/OO K(z)dz = 1. (15)

Geralmente, K ¢é uma funcao de densidade de probabilidade simétrica,
como exemplo a funcao de densidade de probabilidade normal. Por analogia com a

definicao do estimador naive, o estimador nucleo K é definido por:

n
o= 3ok (75 (16
nh = h
onde h é o comprimento do espacamento, também conhecido como largura de banda
ou parametro de suavizacao.

Assim como o estimador naive pode ser considerado como uma soma
de " caixas” centradas nas observacoes, o estimador pelo método do nicleo é a soma
dos " picos”localizados nas observacoes, gerados pela funcao niicleo. A fungao nicleo
K determina a forma dos picos enquanto que h determina sua largura. Novamente, a
escolha do valor A implica na qualidade da estimagao. A escolha de um valor A baixo
resulta em uma estimativa da densidade de probabilidade mais detalhada enquanto

que um valor h alto fornece uma estimativa mais suavizada.
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O problema na escolha da intensidade de suavizacao, ou seja, escolha
do valor de A é muito importante na estimacao de densidade. A escolha apropriada
do valor de h dependera sempre da finalidade que se deseja na estimagao. Pode-se
escolher este valor por simples inspegao visual, contudo muitas aplicagoes requerem
uma escolha automatica deste parametro. Esta escolha automética, também pode
ser utilizada como ponto de partida para outras tentativas posteriores afim de en-
contrar o melhor valor. Se a estimacao de densidade é utilizada habitualmente para
um grande conjunto de dados ou como parte de um procedimento, entao o método
automatico é essencial.
Uma abordagem facil e natural é usar uma familia de distribuicao
padrao, deste modo, se é usado o estimador pelo método do nticleo Gaussiano, o
valor de h 6timo é dado por:

ho = 1.060n71/°. (17)

Silverman (1986) mostra que tal escolha otimiza algumas propriedades
do estimador. Para alguns casos, um melhor resultado pode ser obtido reescrevendo

a Formula 17 em termos da amplitude interquartistica R,
he = 0.79Rn~Y/%, (18)

Existe uma vasta literatura sobre outras propostas de otimizacao da

escolha de h que nao serd apresentada aqui.

2.3 Estimacao paramétrica de densidades
2.3.1 Estimador de Maxima Verossimilhanca

Um dos métodos paramétricos de estimacao de densidades mais usa-
dos é o de Méxima Verossimilhanga (MV). A teoria mostra que os estimadores de
MYV apresentam muito boas propriedades como, por exemplo, nao tendenciosidade e
consisténcia se tamanhos de amostras razoaveis sao utilizados.

Primeiramente, sera introduzido brevemente o conceito de funcao de

verossimilhanga.
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Sejam Xj,..., X,, uma amostra aleatoria, e X;’s independentes, de

tamanho n da varidvel aleatéria X com fungao de densidade de probabilidade f(x|6),
com 6 € O, em que © é o espago paramétrico. Apds observar a amotra, ou seja,
obter x1,...,z, a funcao de verossimilhanca de 6 é a densidade conjunta dos X;’s,

dada por
L(0;x) = f(x1;0) f(x2;0)... f(zn; 0) = l:[ f(@il6). (19)

O estimador de méaxima verossimilhanca de 6 é o valor h €O que
maximiza a funcao de verossimilhanca L(#;x) (Bolfarine, 2001). Note que a fungao
de verossimilhanca é considerada uma funcao do parametro 6 fixado o vetor de dados
observados x = (x1, T, ..., T, ) j& que as observagoes ja foram feitas. Em muitos casos
¢ mais facil encontrar o méaximo de In L(#;x) do que de L e como a fungao log é
monotona, de tal modo que estas duas fungoes alcangarao seu valor maximo para o
mesmo valor de 6, costuma-se usar o logaritmo natural da fungao de verossimilhaca
denotado por

[(6;x) = In L(6; x). (20)

Sob condigoes gerais, admitindo-se que 6 seja um nimero real e que

L(0;x) seja uma func¢ao deriviavel em 6, o estimador de méxima verossimilhanga

pode ser encontrado através da resolucao de:

, dI(0: x
I'(0;x) = <d9 )

~0 (21)

que é conhecida como equacao de verossimilhanca. Para se concluir que a solucao

da equagao (21) é um ponto de méximo, é necessario verificar se

s d*l(0;x)

No decorrer desta secao serao apresentados alguns exemplos para me-
lhor ilustrar a teoria abordada.

Exemplo 1: Sejam X7, ..., X,, uma amostra aleatoria da distribuicao da
variavel aleatéria X ~ N(u, 1). Nesse caso, a funcao de verossimilhanga é dada por

L(p;x) = (\/;—W)Hexp{ - ;iu ~n)?}, (23)

=1
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com © = {u; —o0o < p < oo}, Como
I(p;x) = In L(p; x) = —nlnv2r — ;Z(xz —u)?, (24)
i=1

utilizando (21) a equagao de verossimilhanga para este caso é dada por

n

Z(SUZ — ) =0, (25)

1S o
i=—3 X=X, (26)
i=1
verifica-se que (22) é satisfeita pois
d*1(0;x)

Até entao foi considerado o caso em que a funcao de verossimilhanca
depende apenas de um parametro. Agora serd considerado situagoes em que a
verossimilhanca depende de dois ou mais parametros: 6 = (6y,...,6,). Portanto,
caso a estimacdo seja feita para miltiplos parametros, a equagao (21) deve ser uti-
lizada considerando as derivadas parciais sob cada parametro

J0ln géze,x) _ (28)
e as solucoes das equacoes serao obtidas individualmente.
Exemplo 2: Sejam X, ..., X,, uma amostra aleatéria de X ~ N (p,0?)
e Y1, ..., Y,, uma amostra aleatéria de Y ~ N(p,,0?). Nesse caso, 0 = (ug; puy; 0°).
Portanto a verossimilhanca correspondente a amostra observada é dada por

L0xy) = (=) (55) e { = g - s

2mo 2mo

Ms

(yi— :uy)z}v (29)

1

logo

l(@;x,y):—(nzm)ln%r—Wlna2—z(w Z QJl;y) . (30)
; =1

Derivando (30) com relagao a jiz; p, € 0%, encontramos as equacoes
ANO;xy) A
TEOXY) S 4ia) = 0 (31)

Ot i—1
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ol(0;x,y m )
O%Y) S 4~ ) =0 (32
Hy j=1
e
M__Mi+i i(x,_A)2+i(,_A)2 0 (33)
57 = 2 52 T apt| &\ ) 2Ll ) =0
cuja solucao apresenta os estimadores
=X, =Y (34)
e — —
n 2 m 2
52 — S (X = X)2P+ 3 (Y - Y) ' (35)

m+n
Estes foram exemplos simples com soluc¢oes analiticas mas na pratica surgem pro-
blemas cujos estimadores s6 podem ser obtidos iterativamente.

Outro conceito importante para o préximo topico a ser abordado é
de estatistica suficiente. Chama-se de estatistica qualquer fungao da amostra, por
exemplo X7 + Xo + ... + X, é uma estatistica. Quando uma estatistica contém a
mesma informacao sobre um determinado parametro que a amostra completa contém,
ela é dita ser suficiente para estimar o parametro. Por exemplo, no Exemplo 1 tem-
se que para estimar g nao ¢é necessario ter cada observacao individualmente, basta
saber > ; X;. Entao > ' ; X; é uma estatistica suficiente para p. Uma estatistica
t(Xy, Xo, ..., X,) é suficiente para 0 se e somente se a distribuigdo condicional
de X dado t(X;, Xs, ..., X,) nado depende de 6. O conceito se extende para fdp
multiparamétrica. Um teorema 1til sobre estatistica suficiente é o da fatoracao:
Seja Xy, X, ..., X, uma amostra aleatéria de X. O conjunto de estatisticas
(X1, Xo, ..., Xo), ta(Xq, Xoy ..oy Xo), 6.(X4, Xo, ..., X,,) é conjuntamente

suficiente se e somente se a

f(x]0) = g(t:1(x), ta2(x), ..., t:(x)) x h(x) = g(t(x)|0) x h(x),

ou seja, a conjunta fatora em duas fungoes, uma dependente apenas da amostra e

a outra dependente apenas das estatisticas suficientes e dos parametros. Assim, se
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f(z]0) pertence a familia exponencial tem-se que

n

[ /(xil6) = b(x) exp(C(0)t(x)")a(8).

=1
2.4 Algoritmo EM

O algoritmo EM é visto como uma abordagem geral para a computagao
iterativa dos estimadores de maxima-verossimilhanca quando as observacoes podem
ser vistas como dados incompletos. Dados incompletos podem ser gerados devido
a observagoes ou parte de observagoes perdidas (missing), devido a presenga de
caracteristicas ou variaveis nao observaveis ou puramente como um artefato para
tornar o processo de estimagao por méaxima verossimilhanca mais tratavel. O método
foi utilizado independentemente por varios autores desde a década de 1950 para
resolver problemas especificos, mas colocado como uma alternativa de estimacao
geral por Dempster et al. (1977). O termo ”dados incompletos” geralmente implica na
existéncia de dois espagos amostrais €2, e €2,. Os dados observados y sao realizacoes
de Y. E a correspondéncia x em (), nao é observada diretamente, mas apenas
indiretamente através de y, através da equagdo y = y(x). Referimos a x como
dados completos.

Seja f(x|@) a familia de distribui¢do de X com vetor de parametros
0, através da qual pode-se obter sua familia de densidades correspondente, con-
siderando os dados observados ¢(y|@). A especificagao dos dados completos f(x|6)
¢ relacionada com a especificagao dos dados incompletos g(y|@) por:

9¥10) = | F(xl0)dx. (36)

z(y)

em que ),y é¢ um subespaco de €2,. O algoritmo EM tem como objetivo encontrar
0 que maximixa ¢(y|@) fixando y nos valores observados. A busca se torna mais
facil através da relacao entre f(x]0) e g(y|@). Em muitas situagoes o procedimento
¢ iterativo pois nao hé solucao analitica. Cada iteracao do algoritmo EM envolve
duas etapas: a etapa da obtengao da esperanga (E-step) e a etapa de maximizagao

(M-step).
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A etapa E-step obtém a estatistica suficiente para os dados completos

x, dado os dados observados y e a etapa M-step utiliza a estimativa dos dados

completos e estima @ por maxima verossimilhanga como se a estimativa dos dados
completos fossem os dados observados.

Para definir o algoritmo EM, primeiramente suponha que f(x|@) per-

tence a uma familia exponencial regular:

b(x) exp(0t(x)")
a(0)

f(x[0) = , (37)

onde 6 é o vetor de parametros naturais, t(x) é o vetor da estatistica suficiente dos
dados completos e o sobrescrito T' representa a matriz transposta. Como a integral

de f(x/|€) em Q, é 1 tem-se que

a(9) = / b(x) exp(8t(x)T)dz, (38)

Suponha que 8%, onde k é o nimero de iteragdes realizadas, denota o valor atual

de 0 depois de k ciclos do algoritmo. O préximo ciclo compreende duas etapas:

1. E-step: Calcula a esperanca do log da verossimilhanga dos dados completos,
dado os dados observados e uma estimativa de @. Para a familia exponencial
isto se reduz a esperancga da estatistica suficiente, t(x), dos dados completos,
ou seja,

t®(x) = E(t(x)[y, 6"). (39)
2. M-step: Determina 8%V como uma solucao das equagoes

E(t(x)(0) =t (x). (40)

As equagoes (40) sao uma forma familiar de equagdes para estimacao de maxima-
verossimilhanca dado os dados de uma familia exponencial regular. Essas equacoes
usualmente definem um estimador de méxima-verossimilhanga de @ (Dempster et al.,

1977). Pode-se mostrar que para a familia exponencial,

In f(x]0) = —Ina(0) + Ot(x) + Inb(x)
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e a condigdo que a maximiza ¢ t(x) = E(t(x)|@), ou seja, a condi¢ao em (40).
Agora, segue uma breve explicacao de como a repeticao das etapas

E-step e M-step induzem ao valor 0 de 6 que maximiza

1(0) = Ing(y|6). (41)

Pela definicao de densidade condicional temos a seguinte relagao entre
a densidade de y, a densidade dos dados completos e a densidade condicional para

x dado y e 6:
o(516) = O (12)

Entao a equagao (41) pode ser escrita como
1(6) = In £(x16) — In k(xly, 0). (43)
Para a familia exponencial, nota-se que:
k(x]y, 8) = b(x) exp(0t(x)") /a(8]y) (44)

em que

a(ly) = [ bx) exp(Bt(x)")dx. (45)

z(y)

ou seja, a distribui¢ao de x condicional em y também ¢é da familia exponencial com
0s mesmos parametros naturais, mas com espaco amostral em €2, ,).

A equagao (43) pode ser desenvolvida, resultando em:

1(8) = Inb(x)+ 0t(x)" —1In(a|@) — (In(b(x)) + 6t(x)" — In(a(By))) (46)
= —Ina(8) + Ina(fly). (47)

Por diferenciagao paralela de (38) e (45) obtem-se:

Dlna(0) = (0/00)Ina(0) = E(t(x)|0), (48)
desde que
@lr;c;(e) = a(10);0/gz b(x) exp(0t(x)")dx (49)



_ a(le) 5 (jeb(x)expwt(x)T)dx (50)
_ a(le) /Q b() exp(Ot(x)" )t (x)dx (51)
— /th(x)f(xle)dx (52)
= FE(t(x)|9). (53)
Similarmente,
Dlna(6ly) = E(t(x)ly, ), (54)
consequentemente
DI(0) = —E(t(x)|6) + E(t(x)]y, 0), (55)

Entao a derivada do log da verossimilhanca tem uma representacao
atrativa como a diferenca das esperancas incondicional e condicional da estatistica
suficiente. A equagao (55) é a chave para a compreensao dos passos E-step e M-
step do algoritmo EM e de que a repeticao destes passos converge para um é, que
maximiza a verossimilhanca, pois fazendo 8 = 6, Di(0) = 0.

A metodologia acima foi descrita especificamente para familias expo-
nenciais. Dempster et al. (1977) generalizaram-na para qualquer tipo de distribuigao

através da introducao da funcao
Q(6'16) = E(In f(x|6")]y, 6). (56)
Cada ciclo do algoritmo envolve:
E-step: Célculo de Q(6]6%)
M-step: Busca de 8" que maximiza Q(8]6").

O objetivo é maximizar In f(x|@) mas como f(x|@) é desconhecida,

maximiza-se sua esperanca condicionada aos dados observados y e a estimativa 6.
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Pode-se mostrar que para a familia exponencial
Q(016%) = —1na(0) + 6tW(x)” + E(b(x)y, 8") (57)

tal que maximizar Q(6]0") é equivalente a maximizar — In(a(8)) + 6t® (x)” cuja

condi¢ao que o faz esta colocada em (40).

2.4.1 Estimacao de Misturas de Gaussianas

Nesta secao serd descrito o algoritmo EM para estimagao de misturas
de gaussianas.

Sejay = (y1, Y2, ..., Yn) uma amostra de observacoes independentes
de uma mistura de J distribui¢oes normais univariadas, cada uma com média pu; e
variancia O'JZ», ez = (21, 29, ..., 2y) as varidveis classificatorias que determinam qual
componente da mistura gerou cada observagao. Assim, x = (y, z) forma o vetor de
dados completos, com fdp dada por p(x) = p(z)f(y|z). Desta forma, tem-se que a

densidade de probabilidade marginal de Y é expressa como:

J
p(yl0) = > _m; f(ylu;. oF) (58)
j=1
em que w = (m, 72, .., m;) corresponde ao vetor de proporgoes desconhecidas

das distribui¢des normais na mistura, de forma que Y7, 7; = 1, f(y|6) ¢ fungdo
de densidade de probabilidade da distribuicao normal e @ é o vetor dos parametros
desconhecidos da mistura 8; = (7}, u;, 03).

O In da verossimilhanca de y é dado por

n J
1(65y) = ;m;ﬂjf(yimj?a?)a (59)

que ¢é dificil de ser maximizado devido ao In de uma soma envolvido.

Porém a distribui¢ao conjunta de x; = (y;, 2;), ¢ = 1, 2, ..., n, em

que z; é a categoria (componente) a qual y; pertence, pode ser escrita como

F(@il®) = I(z; = j)mif (yilzi, 1, 05) (60)



em que I(z; = j) = 1 se z; = j e zero caso contrario e @ = (61,0,,...,0;). A

verossimilhanca para os dados completos é dada por:

L(OIx) = [ 7., f (yilzii pz,, 02,). (61)
i=1
O In de L(6;x) é
1(0)x) = Z (ln?TZi +In f(yi]zi;,uzi,ai)) (62)
i=1

Substituindo a f(y;|2i, ps,, 02;) em (62) tem-se:

1(0;%x) = zn:l {ln(wzi) - ;(lnai - W - 1n27r>}. (63)

Entao, para misturas de gaussianas a etapa da obtencao da esperanca

(E-step) e a etapa de maximizagao (M-step) do algoritmo EM séo:
E-step:

Dada a estimativa atual dos pardmetros em 6%, em que k corresponde
ao numero de iteragoes do algoritmo, a distribuicao condicional de Z;, pelo Teorema
de Bayes, é dada por:

k

Wffj (y:07)
)
}']=1 % f(yi|6%)

que é conhecida como a proporcao penalizada da densidade normal.

Tk

j?i

= P(Zi = j|Yi = y;6") =

(64)

Desta forma, a expressao resultante no E-step é:

n J
Q(616") = Elin(L(6:x))] = 33

)

1 (i — 13)°
Tﬂjlfillnﬂj—2<lna?—cfz]—ln27r) . (65)
15=1 j

M-step:

Considerando k iteracoes, na etapa de maximizacao é necessario a

obtencdo do argumento que maximiza Q(0]6"), ou seja:
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J 77 1)

(W(’Hl) 20k+1) M(k+1)) _ argmaxa{Q(H\Gk)}. (66)

Sendo assim, tem-se que:

k+1) Z (67)

k
M(‘k+1) o Zz 1 ylirj(z)

= 68)
i=1 Tj(,z')
2
T (g — Y
sz-(kH)I 1+ ( J ) (69)

(k

Zz 1 Tj z)
As expressoes (67), (69) e (68) fornecem as estimativas dos parametros
desconhecidos de uma mistura de gaussianas baseada na maximizacao da fungao de

verossimilhanca (Pawitan, 2001).



3 MATERIAL E METODOS

Os métodos de estimacao de densidades foram aplicados a diversos
conjuntos de dados. Para os métodos mais simples como estimador naive e do
nucleo foi escrita funcoes no R para os calculos e graficos. Para a estimacao de
misturas de gaussianas pelo método EM foi utilizado o pacote do MATLAB (2009).
Por questoes de limitacao de espaco serao apresentados apenas os resultados da
estimacao de densidade para uma imagem de tomografia computadorizada da regiao
pulmonar disponivel em InVesalius (2009), usando o algoritmo EM. Apéds a estimagao
da densidade, a imagem foi segmentada. Como a imagem ¢é formada por pixels
cujos tons variam de acordo com as estruturas, assume-se que cada estrutura gera
tonalidades de acordo com uma gaussiana. A segmentacao de imagens consiste de
duas etapas. Na primeira etapa o algoritmo EM ¢é usado para estimar os parametros
da mistura. Na segunda etapa os diferentes tons de cinza da imagem sao indexados
por distintas gaussianas.

O numero de regides de interesse a ser segmentada na imagem é con-
siderado ser igual a quantidade de Gaussianas da mistura que é pré-especificado
a priori. Desta forma, a imagem segmentada é composta de tantos tons de cinza
quanto o numero de Gaussianas usadas na mistura. Isto ocorre porque é possivel
fazer uma transicao imediata entre a representacao de imagem utilizando um modelo
de mistura gaussiana e a segmentacao de imagem probabilistica.

A correspondéncia direta pode ser feita entre a representacao de mis-
tura e a imagem plana. Cada pixel da imagem original é associado com a gaussiana
mais provavel. Uma vez estimado o vetor 8, o processo de segmentacao implementado

foi baseado na maxima densidade de probabilidade de cada tom de cinza pertencer a
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uma dada gaussiana, ou seja, a indexacao de cada pixel foi feito da seguinte maneira.

Ind(y) = argmax; f(y|0;). (70)



4 RESULTADOS E DISCUSSAO

A imagem de tomografia computadorizada referente a regiao pulmonar
utilizada para ilustrar a técnica de estimacao de misturas gaussianas e segmentacao

estd representada na Figura 1.

Figura 1: Imagem de TC referente a regiao pulmonar.

Utilizando a imagem original, Figura 1, foi aplicado o algoritmo EM e
realizada a segmentagao considerando niimeros distintos de gaussianas para compor
a mistura. Os dados constituem uma matriz de 512 x 512 de valores entre 0 e
255. Inicialmente, o primeiro teste considerou a imagem como sendo composta por
4 gaussianas. As Figuras 2 e 3 representam, respectivamente, a imagem segmentada
e a densidade estimada para mistura de 4 gaussianas. Como resultado, temos que a

regiao dos pulmoes foi bem destacada.
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Figura 2:
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Figura 3: Densidade estimada da regiao pulmonar segmentada utilizando 4 gaus-
sianas. Curvas em verde representam as densidades das componentes da mistura; a
curva em vermelho se refere a soma das densidades e a curva em azul representa a

estimativa suavizada pelo estimador de nicleo.
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O segundo teste apresentado aqui considerou 7 gaussianas, cujos re-

sultados sao apresentados nas figuras 4 e 5. A imagem mostra um pouco mais de
detalhes das estruturas, porém como a matriz de dados inclui a area em preto ao
redor e externa do corpo, decidimos recortar apenas os pulmoes com o objetivo de
tentar ressaltar suas estruturas. Os resultados considerando apenas os pulmoes e
10 gaussianas estao apresentados nas figuras 6 e 7, que fornecem mais detalhes das

estruturas dos pulmoes.
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Figura 4: Imagem da regiao pulmonar segmentada utilizando 7 gaussianas.
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Figura 5: Densidade estimada da regiao pulmonar segmentada utilizando 7 gaus-
sianas. Curvas em verde representam as densidades das componentes da mistura; a
curva em vermelho se refere a soma das densidades e a curva em azul representa a

estimativa suavizada pelo estimador do ntcleo.
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Figura 6: Imagem dos pulmoes segmentados utilizando 10 gaussianas.
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Figura 7: Densidade estimada dos pulmoes segmentados utilizando 10 gaussianas.
Curvas em verde representam as densidades das componentes da mistura; a curva em
vermelho se refere a soma das densidades e a curva em azul representa a estimativa

suavizada pelo estimador do ntcleo.
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Analisando a Figura 2 juntamente com seu histograma pode ser obser-
vado que utilizando um niimero baixo de gaussianas foi possivel destacar os pulmoes,
ja na Figura 4 com um numero um pouco maior de gaussianas maiores detalhes da
imagem foram ressaltados. Para a Figura 6, que apenas os pulmoes foram segmen-
tados, a estimagao utilizou 10 gaussianas, fornecendo alto detalhe das estruturas dos
pulmoes, melhorando assim a visualizacao de detalhes na imagem em questao.

A escolha do nuimero de gaussianas a ser utilizado ird depender to-
talmente dos objetivos a serem alcangados com a segmentacao da imagem, assim
como da supervisao de um especialista. Se desejar obter maiores detalhes da ima-
gem ou distinguir pequenas estruturas serd necessario um nimero razoavelmente alto
de gaussianas para compor a mistura. J4a, se o objetivo for a localizacao e identi-
ficagdo de certas estruturas extensas (como 6rgaos, tecidos) possivelmente poderd
ser utilizado um numero baixo de gaussianas.

Portanto, dependendo do interesse da aplicacao da segmentacao
utiliza-se um numero especifico de gaussianas e a imagem segmentada podera auxi-
liar no diagndstico médico, pois resulta em imagem mais clara para possiveis analises,

deteccoes e avaliagoes.



5 CONCLUSOES

A metodologia aplicada na imagem de TC resultou em imagens de-
vidamente segmentadas. Foi mostrado que com diferentes nimeros de gaussianas
pode-se obter resultados diferentes e o que ird determinar a escolha do nimero de
gaussianas é o interesse que se tem na imagem a ser segmentada.

Visando detectar diferentes tipos de estruturas de interesse em ima-
gens, a aplicagao da técnica apresentada ¢ de grande utilidade. A imagem de TC é
formada a partir da diferenca significativa de contraste entre as estruturas presentes
na corpo humano. Assim, a distribuicao dos tons de cinza da imagem pode ser vista
como uma mistura de gaussianas, sendo que cada gaussiana (ou um conjunto de gaus-
sianas) representam uma estrutura ou tecido bioldgico. Dessa forma, a aplicagao da
técnica de segmentacao baseada na estimagao de misturas de gaussianas resulta em
uma imagem mais nitida, com caracteristicas mais evidentes.

Vale ressaltar que para uso pratico na area médica é indispensavel a
analise de especialista na area para que o processo de segmentacao seja direcionado

de acordo com a finalidade do uso da imagem.
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