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Resumo

Neste trabalho estudaremos a dinamica de rotacao de exoplanetas perturbados pela
presenca de um terceiro corpo. Serd dada énfase em aplicagOes a exoplanetas com pa-
rametros fisicos (e.g. raio e massa) compativeis com uma constitui¢ao do tipo terrestre
(e.g. rochosos).

Numa primeira etapa a rotacao do exoplaneta é perturbada apenas pelo torque da
estrela central. Em seguida, o modelo é estendido para incluir a influéncia gravitacional
de um companheiro. Exploraremos numericamente os problemas utilizando as técnicas
de superficie de secdo, a analise espectral e mapas dindmicos para diferentes condicoes
iniciais.

Mostramos que, dependendo das condi¢oes iniciais e parametros do sistema plane-
tario, a rotacao do planeta pode ser irregular devido a perturbacao do terceiro corpo.
Em particular, a Super-Terra Kepler-11b pode ter seu regime de rota¢ao na ressonancia
spin-orbita 1 : 1, estavel no dominio no problema de dois corpos, altamente perturbada
pelo planeta Kepler-11c devido & configuracao orbital de ambos estarem relacionadas
com uma ressonancia 5 : 4 de movimentos médios.

Também faremos uma introducao ao estudo dos efeitos dissipativos na rotacao de
exoplanetas induzidos por maré para os planetas Kepler-10b e Corot-7b. E por fim
calcularemos a probabilidade de captura na ressonancia spin-oérbita 3 : 2 para o planeta
Merciirio.

Palavras-chave: Rotacao, Exoplanetas, Mecanica Celeste.



Abstract

In this work we study the dynamics rotation of exoplanets disturbed by a third body.
Emphasis will be placed on exoplanets with physical parameters (e.g. radius and mass)
consistent with Earth’s.

In the first step the rotation of the exoplanet is disturbed only by the torque of
the central star. Then the model is extended to include the gravitational influence of
a companion. We numerically explore the problem using surface of sections, spectral
analysis and dynamic maps for several initial conditions.

We show that, depending on the initial conditions and parameters of the planetary
system, the planet’s rotation can be irregular due to the disturbance of the third body.
In particular, the Super-Earth Kepler-11b can have its rotation in 1 : 1 spin-orbit
resonance, stable in the problem of two bodies, highly disturbed by the planet Kepler-
11c due to orbital configuration close to the 5 : 4 mean motion resonance.

We will also show an introduction of dissipative effects in the exoplanet’s rotation
induced by tides, applied to the planets Kepler-10b and Corot-7b. Finally we calculate
the capture probability in the spin-orbit resonance 3 : 2 to Mercury.

Keywords: Rotation, Exoplanets, Celestial Mechanics.
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Capitulo 1

Introducao

Nos tltimos anos foram descobertos cerca de 1500 planetas orbitando outras estrelas
(http://exoplanet.eu/catalog.php). Cerca de 130 desses planetas sao classificados como
tipo terrestres, com possivel composicao sélida.

Alguns desses possiveis planetas terrestres estao localizados em 6rbitas compactas
com periodo orbital da ordem de 10 dias. No caso de o6rbitas muito compactas, as
forcas de maré podem ter sincronizado os movimentos de rotacao e translagao desses
planetas, similar ao caso da Lua terrestre, e.g. (Rodriguez et al., 2012). Quando um
planeta tem o periodo de rotacdo como um multiplo do periodo orbital dizemos que
ocorre uma ressonancia spin-érbita. Outro exemplo no nosso Sistema Solar é o planeta
Merctrio, onde seu periodo de rotagao ¢ 3/2 de seu periodo orbital.

As principais caracteristicas de dindmica de rotacao sdo dadas pelo modelo de resso-
nancia spin-orbita, o qual fornece a amplitude da libragao fisica (i.e., angulo dado pela
diferenca entre anomalia verdadeira e o angulo de rotacao) em funcao do tempo, e.g.
(Goldreich and Peale, 1966). Classicamente o modelo é aplicado em dindmica de rotagao
dos planetas terrestres, dos satélites regulares do sistema Solar, da Lua e outros satéli-
tes. Por exemplo Wisdom et al. (1984) e Wisdom (2004) estudam, respectivamente, a
rotacao de Hyperion e Enceladus, satélites de Saturno.

O modelo de Goldreich and Peale (1966), além de considerar o caso planar e obli-
quidade do eixo de rotacao nula, supoe, num primeiro momento, que a 6rbita do se-
cundério nao seja perturbada por nenhum efeito externo (e.g. achatamento do corpo
central, perturbacao de terceiro corpo, efeitos de mare).

O objetivo deste trabalho é apresentar um estudo sobre a dinamica de rotagao de
planetas perturbados por um terceiro corpo. O perturbador serd em geral uma Super-
Terra com periodos orbitais da ordem de dias.

Também iremos introduzir os efeitos de maré na evolucao orbital e rotacional de
Super-Terras quentes. Aplicaremos o modelo de maré classico (e.g. Mignard (1979)),
onde o atraso (entre a perturbacao da estrela e a méxima deformacgao) é linearmente
proporcional com a frequéncia da maré. E o modelo maré desenvolvido recentemente
por Correia et al. (2014), onde o corpo se deforma pela acao exclusiva das forgas gravi-
tacionais (auto-gravitacdo e mare).



O Cap. 2 contém a formulacao do modelo de rotagao classico baseado em (Murray
and Dermott, 1999). Através da formula de MacCullagh obtemos a forca e o torque,
para entdo calcularmos as equacoes de rotacao através das Equacoes de Euler. No Cap.
3 aplicaremos o modelo de rotacao para os planetas 55 Cnc e, Kepler-42c e Kepler-70b
no caso nao perturbado, isto é, problema de dois corpos considerando o caso planar
e obliquidade do eixo de rotagao nula. No Cap. 4 aplicaremos o modelo de rotagao
com perturbaciao do terceiro corpo para o planeta Kepler-11b. O Cap. 5 é reservado
para o modelo de rotacao com os efeitos de maré, sendo a secao 5.2 dedicada ao estudo
da maré cléssica e a se¢@o 5.3 dedicada ao estudo do modelo de maré com reologia de
Maxwell, onde o corpo se deforma usando uma equacao diferencial para os coeficientes
gravitacionais. Finalmente, o Cap. 6 é dedicado as conclusotes deste trabalho. No
Ap. A mostramos algumas técnicas utilizadas no estudo da dindmica de rotacao dos
exoplanetas.

Nos casos acima, nao foi feita nenhuma hipdtese sobre a constituicao interna do
planeta, o que leva & condic¢ao de densidade uniforme do interior. No entanto, a possivel
existéncia de camadas interiores com diferentes composicoes (diferenciagao do interior
planetario) pode mudar a dinamica de rotagao da superficie (camada exterior) tal como
foi mostrado em trabalhos de modelos de camadas aplicados aos satélites regulares (e.g.
Van Hoolst et al. (2008)) e planetas terrestres do Sistema Solar (e.g. Peale et al. (2002)).
Assim no Ap. (B) iremos calcular a figura de equilibrio de um corpo nao homogéneo
em rotacao, usada no artigo Callegari and Ribeiro (2014), onde incluimos os efeitos de
acoplamento manto-nicleo.
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1.1 Elementos Orbitais dos Sistemas Planetarios
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Sistema Massa Raio (Rrerra) a (UA) e (B—A)/C 2m/n (dias)
Kepler 70 0,496 Mg, - - - -
Kepler-70b 0,445 Merra 0,759 0,006 + 0,001 - 2,06 x 107! 0.241
Kepler-70c 0,655 Mrerra 0,867 0,0076 + 0,0008 - 1,17 x 107! 0.344
Kepler 42 0,13Mg - - - -
Kepler-42c 1,907 Mrerra 0,780 0,006 4 0,001 - 1,18 x 1072 0.471
Kepler-42b 2,860 MTerra 0,730 0,0116 £ 0,0002 - 1,35 x 1073 1.265
Kepler 11 0,95M g, - - - -
Kepler-11b  4,3Mryra 1,800 0,091 + 0,003 - 2,18 x 1074 10.32
Kepler-11c 13,5 Mmerra 2,870 0,106 + 0,004 - - 12.93
55 Cnc 0,905 Mg,y - - - -
55 Cnc e 8,32 Merra 1,990 0,0156 +0,0001 0,06 2,63 x 1072 0.748
55 Cnc b 300 Mrerra - 0,1148 +£0,0006 0,016 - 14.93
Kepler 10 0,895 Mg,y - - - -
Kepler-10b 4,55 Mmerra 1,470 0,0168 + 0,0002 - 1,15 x 1072 0.841
Kepler-10c  17,2Mmerra 2,350 0,2397 £+ 0,0006 - - 45.31
Corot 7 0,93 Mgy - - - -
Corot-7b 8,5 Merra 1,680 0,0172 £ 0,0006 - 9,92 x 1073 0.854
Corot-Tc 8,39 Mrerra - 0,046 + 0,003 - - 3.737

Tabela 1.1: Elementos Orbitais dos sistemas planetarios, como visto em hitp://exoplanet.eu.

O valor de (B — A)/C foi estimado por Callegari and Rodriguez (2013).
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Modelo de Rotacao

2.1 Desenvolvimento do Modelo de Rotacao

Neste estudo, o planeta tem a forma de um elipsoide de inércia. Definiremos o
sistema de coordenadas z, y e z de tal modo que suas direcoes estao ao longo dos eixos
principais de inércia do planeta e a origem O seja o centro de massa (Fig. 2.1). A, B e
C sao os principais momentos de inércia do planeta em relagao aos eixos.

>

planeta

estrela

Figura 2.1: Rotagdo de um planeta com o eixo de rota¢do normal ao plano orbital. M é a
massa da estrela, 1) é o angulo entre a linha estrela-planeta (r), A é o eixo principal associado
com o minimo momento de inércia do planeta (m,), B e C sdo os outros momentos de inércia,
com C saindo do plano da figura. O angulo 6 é medido com respeito a uma dire¢do fixa no
espago e f é a anomalia verdadeira. Figura adaptada de Murray and Dermott (1999).

Deduziremos a expressao para o potencial gravitacional de um planeta permanen-
temente deformado em termos dos principais momentos de inércia, A, B e C definidos
com respeito ao centro de massa. Em nosso sistema, tomamos o ponto O como sendo
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o centro de massa do planeta e seja P um ponto a uma distancia r de O. Assumiremos
que r é muito maior do que o raio médio do planeta. Definiremos o sistema de coor-
denadas x, y e z de tal modo que suas direcoes estao ao longo dos eixos principais de
inércia do planeta, Fig. (2.2).

Figura 2.2: Sistema de coordenadas com a origem localizada no centro de massa O de um
planeta, com os eixos alinhados com os principais momentos de inércia. Um elemento de massa
dm no ponto Q a uma distancia R de O, e a linha OQ faz um angulo 6 com a linha OP. Figura
adaptada de Murray and Dermott (1999).

Se dm é um elemento de massa no ponto (), a uma distancia R de O, entdo o
potencial do planeta em P é dado por

Gom

v=-Y T (2.1)

onde, pela lei dos cossenos, A = /72 + R?2 — 2rRcosf, G ¢ a constante gravitacional
e 0 ¢ o angulo entre OP e OQ e a soma ¢ tomada sobre todos os elementos de massa.
Expandindo binomialmente a Eq. (2.1) e negligenciando os termos de alta ordem (r >
R, para todo ), obtemos

Gmy 3 dmRcosf 237 dmR? — 3> omR?sin? 0
r r2 273 ’

Vi~ — (2.2)

onde my, = > dm é a massa do planeta. Como O estd no centro de massa do planeta,

ZéchosG =0. (2.3)
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Temos também que
23 omR® = 2) om(z® +y +27)

Som(y? + 22 + 3 om(22 +2?) + Y om(a? +yP)
= A+B+C. (2.4)

Se n6s denotarmos por I o momento de inércia do corpo sobre a linha OP, entao
1= Z omr? sin? @ (2.5)
e, como a Eq. (2.2) é uma boa aproximagao, temos entao

Gm, G(A+B+C-3I)

V=-_
r 2r3

(2.6)

Esta ¢ a formula de MacCullagh (Murray and Dermott, 1999). Podemos escrever o

momento de inércia como
(Ax? + By? + C2?)

I= 2 ) (2.7)
Substituindo a Eq. (2.7) na Eq. (2.6), obtemos
Gm, G
V=- , — ﬁf(A,B,C,.T,y,Z), (28)
onde
fABCxyz) = (B+C—2A)2”+ (C+A-28B)y°
+ (A+B-20)2% (2.9)
Sabendo que F= —MﬁV, a forga gravitacional na estrela é
~ GMmyxr GMB+C—-2A)r 5GMx
F, = 3 + 5 i f(ABCxy,z), (2.10a)
GMmyy GM(C+A—-2B)y 5GMy
F, = — 3 + " o7 f(ABC.xy,2), (2.10b)
GM GM B—2 M
F, = - p® + (A+ C)z _ ¢ Zf(.A,B,C,x,y,z). (2.10¢)
r3 rd 2r7

Essas forcas atuam na estrela e uma forga igual e oposta atua sobre o planeta. As
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componentes do torque sao

N, = zF,—yF, = 3GM(C5_ Blyz (2.11a)
T

N, = aF, -2, =M <f5_ C)zz (2.11b)

N, = yF,—aF, = 3GM(B5_ Ay (2.11c)
T

As equagoes de Euler do movimento do corpo rigido sao

Ay — (B = Clwyw, = Ny, (2.12a)
By — (C — Aw,wz, = Ny, (2.12b)
Cu, — (A—Blwwy = N,. (2.12¢)

onde w;, wy e w, sao os componentes do vetor de rotagao ¢ nos eixos principais.

O eixo de rotagao é perpendicular ao plano orbital, w, = wy =0 e w, = Q = 6.
Tomaremos agora os cossenos diretores do planeta com respeito aos eixos x e y dados
por z/r = cos e y/r = sin, respectivamente, onde ¢ = f — 6, Fig. (2.1).

Neste caso, as Eqs. (2.12) se reduzem para a Eq. (2.12¢), a qual pode ser escrita

0 = 3<BEA> gf)ﬁ sin(2(f(t) — 0)) (2.13)

2
onde o angulo # é medido com respeito a uma direcao fixa no espaco e M é a massa da
estrela.

A Eq. (2.13) é uma equacao diferencial de segunda ordem nao linear e nao auto-
noma, pois f e r variam com o tempo. Ela pode ser usada para investigar diferentes
problemas, por exemplo: a rotagdo cadtica de Hyperion (Wisdom et al., 1984), as condi-
¢oes que devem ser satisfeitas para um planeta ser capturado em ressonancia spin-orbita
(Goldreich and Peale, 1966), a dinamica de rotagao de satélites naturais (Wisdom, 2004)
e a dinamica de rotagao de planetas (Callegari and Rodriguez, 2013).

Neste trabalho a aplicaremos o modelo de rotacao para investigarmos a dinamica
de rotacao de planetas tipo terrestre com a perturbacao de um terceiro corpo.

2.2 Analise Analitica do Modelo de Rotacao

2.2.1 Frequéncia Livre

Primeiramente vamos considerar o caso especial de excentricidade zero (6rbita cir-
cular). Neste caso temos que r(t) = a, uma constante, e f(t) = nt. Pela terceira Lei de
Kepler temos que n?a® = G(M +m,,), ou aproximadamente n2a® = GM para M > m,,.
A Eq. (2.13) se torna

i — ;’<BEA>n2 sin(20 (1)) (2.14)
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Fazendo a mudanca de varidvel ©u = nt—6, consequentemente & = —é, e substituindo
na Eq. (2.14) temos
3(/B—
= _2<CA>n2 sin(2u(t)). (2.15)

No entorno do sincronismo, u < 1 e @ ~ n, temos
il = —wiu(t), (2.16)
onde wy € a frequéncia livre (Murray and Dermott, 1999).

wo =n 3<BE“4>. (2.17)

Nota-se que wy depende somente de n e da magnitude da diferenga do momento de
inércia equatorial, isto é, B — A.

2.2.2 Frequéncia Forgada

Definindo a quantidade angular v = 6 — M, onde M (t) = nt + c é a anomalia média
da orbita do planeta. Para primeira ordem em excentricidade, as expansoes elipticas
para o problema de dois corpos nos mostram que

f— M = 2esin(nt),

desta maneira temos que
Y &~ 2esin(nt) — . (2.18)

A Eq. (2.13) pode ser escrita como

3
Cy — ;(B — A)n? (j) sin(de sin(nt) — 2v) = 0. (2.19)

Para pequenos desvios da configuracao de equilibrio, podemos aproximar a expansao
eliptica (e.g. Murray and Dermott (1999))

3
3

<a> =14 3ecos M + 562(1 + 3cos2M) + O(e?)

,

por

3
(Z) ~ 1+ 3ecos(nt), (2.20)

entao a Eq. (2.19) se reduz a

CH = g(B — A)n?(4esin(nt) — 2v) (2.21)
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ou
5 = —wdy + 2wiesin(nt), (2.22)

onde wy € a frequéncia de libragao livre, Eq. (2.17).

Pela teoria das Equagoes Diferenciais sabemos que a solugao da Eq. (2.22) é a soma
da solugao homogénea e particular v(t) = v, + vn. A soluc@o da equacao homogénea
sera:

Yn(t) = Acos(wot) + B sin(wot). (2.23)

Aplicando as condigoes iniciais,

Mm0) =% — A=
(0 =0 — B=0. (2.24)
Portanto,
Yn(t) = 70 cos(wot). (2.25)
A solucao particular sera
2wie
t) = ——— sin(nt). 2.26
1) = 3 () (2:26)
A solucao geral portanto é
2wie .
Y(t) = 70 cos(wot) + —5—— sin(nt). (2.27)
wg—n

Note que a libracao forgada, Eq. (2.26), depende de e e wy. Somente havera libragao
forcada se o planeta for nao esférico e se mover numa Orbita excéntrica. Ela tem uma
pequena amplitude, podendo ser estimada através da Eq. (2.26).

Para exemplificar mostramos a soluc¢do geral v(¢) juntamente com 1 (t), dado pela
integracao numeérica da Eq. (2.13), na Fig. (2.3).

Os dados do planeta Kepler-10b, Tab. (1.1), foram utilizados no exemplo. As
condigOes iniciais sao: g = 5°, Qg =n e vy = —5°, com e = 0,1.

Na solugao analitica temos a libragao livre associada a frequéncia livre (wg) e a
libragao forgada associada ao movimento médio (n).

Na solucao numeérica temos a libragao fisica que é composta pela libragao livre,
a libragao forgada (que tem uma pequena amplitude e ndo pode ser visto no grafico)
e a libracao otica que tem frequéncia n, mesma frequéncia da libracdo forcada. A
libragao 6tica ocorre devido ao movimento nao uniforme de Kepler-10b em sua orbita
eliptica, tem frequéncia orbital (n = 27/0.841 dias~!), com uma amplitude que depende
somente da excentricidade e existe mesmo que o corpo seja esférico.

Gostariamos de destacar que este resultado foi publicado em Callegari and Ribeiro
(2014).
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Capitulo 3

Caso nao Perturbado

Neste capitulo vamos aplicar o modelo de rotagdo descrito no Cap. 2 para diversos
exoplanetas. Utilizando as ferramentas apresentadas no Ap. A analisaremos a dinamica,
de rotacao desses planetas para diferentes parametros e condigoes iniciais.

E importante salientar que neste capitulo consideraremos o sistema estrela-planeta.
Assumimos que a 6rbita serd dada uma elipse com semi-eixo maior (a) e excentricidade
(e) constantes.

3.1 Metodologia

A equacao de movimento, Eq. (2.13), serd integrada juntamente com a equagao
diferencial que mostra a evolu¢ao da anomalia verdadeira (f) de um planeta, dada por

df  GM 4+ mp)a(l — e?)
dt 72 ’
onde G ¢ a constante de gravitacdo, M ¢é a massa da estrela e m, a massa do planeta.

(3.1)

planeta

orbita

estrela pericentro

Figura 3.1: Modelo de Rotagao com dois corpos.

Para integrar as equagoes acopladas usaremos o codigo RA15 ((Everhart, 1985))
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escrito e desenvolvido em linguagem Fortran 90.

Em nossas simulagoes as unidades adotadas para massa, distincia e tempo foram:
massa solar, unidade astronomica e dia. Sempre comegaremos as integracdes do peri-
centro, isto é, f(0) = 0.

3.2 55 Cnce

Seja o sistema composto pela estrela 55 Cnc e o planeta 55 Cnc e. Os parametros
orbitais sao dados na Tab. (1.1). Aplicaremos as técnicas descritas no Ap. A para
investigar sua dindmica de rotagao.
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Figura 3.2: Graficos das evolugdes temporais das seguintes variaveis para 55 Cnc e: (a) f(t)

e 0(t) e (b) ¥(t) = f(t) — O(t). As condicoes iniciais usadas foram 6(0) = 2°, Q(0) = n. (c)
Transformada Rapida de Fourier de (t).

Na Fig. (3.2) mostramos a evolu¢ao no tempo para as variaveis: f, § (Fig. 3.2a) e
v = f—60 (Fig. 3.2b). As condigdes iniciais usadas foram 6(0) = 2°e Q(0) = n.
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Q/n

Figura 3.3: Superficie de secao para o planeta 55 Cnc e com uma excentricidade de e = 0,006.
Os valores de 6 e 2/n sdo anotados em sucessivas passagens pelo pericentro (f = 0).

Podemos notar que tanto a anomalia verdadeira (f) quanto @ circulam no tempo em
um periodo igual ao periodo orbital. Este cenério é chamado de ressonéncia spin-6rbita
1:1, no qual o periodo de rotacao é comensuravel com o periodo orbital.

1) apresenta uma libracao em torno de zero, chamada de libragao fisica. A libracéo
fisica ¢ composta pelas libracoes livre, dtica e forcada, discutidas na secao 2.2.

Na Fig. (3.2c) mostramos a FFT da variavel . A FFT é uma transformacao
numérica que passa uma quantidade do espaco temporal para o espaco das frequéncias,
mais detalhes sao mostrados no Ap. (A.2). Nessa figura recuperamos os principais
periodos associados com o problema de rotagdo. Podemos observar dois picos. Um,
indicado como wgy em referéncia a frequéncia livre, com periodo 2.67 dias, que concorda,
com o periodo calculado a partir da Eq. (2.17). Outro, indicado como n em referéncia
ao movimento médio, com periodo 0.75 dias, condizente com o periodo orbital.

A superficie de se¢ao da Fig. (3.3) foi construida tomando os valores de 6 e Q/n
sempre que o planeta passa pelo periastro, ou seja, f = 0. Na regido azul a dinamica
é regular, ocorre uma libracdo, as orbitas sao fechadas e o movimento é periddico.
Também mostra uma ressondncia secundaria ao redor do sincronismo. Ressonancias
secundarias sao uma comensurabilidade entre as libragoes fisicas e o movimento médio
do planeta. A regido vermelha mostra érbitas que correspondem a circulagdo, também
sao periddicas, acima do sincronismo elas sao progradas e abaixo sao retrogradas. Na
regiao preta o movimento é cadtico, os pontos aparecem na superficie de secao de
maneira randomica, sdo Orbitas irregulares. O caos aparece no entorno da separatriz
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Figura 3.4: Mapa Dinamico para 55 Cnc e com uma excentricidade igual a e = 0,006.

devido ao overlap entre as ilhas de ressonancia spin-érbita. O achatamento é responséavel
pelo tamanho das ilhas de ressonancia spin-érbita e a excentricidade causa o overlap
entre as ilhas. Quanto maior a excentricidade, maior é o dominio do mar de caos.

3.2.1 Mapa Dindmico do planeta 55 Cnc e

Utilizando a técnica de mapas dinamicos (e.g. Michtchenko and Ferraz-Mello (2001))
representamos o espaco de fase do modelo de rotacdo. Eles serao usados no caso nao
perturbado em comparacao com as superficies de segao.

Mapas dindmicos sdo construidos plotando o nimero espectral na grade de condig¢oes
iniciais do espaco de fase. Por definicdo o numero espectral é o nimero de picos que
aparecem no espectro de Fourier (se¢do A.2) para a variavel dindmica de interesse, no
nosso caso 6.

Sao contados os picos que possuem uma amplitude maior que 5% da maior amplitude
do espectro.

O nimero espectral é representado na grade de condigdes iniciais por uma cor na
escala de cinza. A dependéncia da cor segue o seguinte padrao:

i) pontos brancos correspondem ao nimero espectral com valor 1.

ii) dentro da escala de cinza correspondem a ntmeros espectrais entre 1 e um valor
maéximo. Esse valor é definido de acordo com o mapa.
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iii) pontos pretos correspondem a numeros espectrais maiores que o valor maximo
definido em ii).

Na Fig. (3.4) mostramos um mapa dindmico. As diferentes regides da grade de
condic¢Oes iniciais estao relacionadas com as regioes de estabilidade do espaco de fase.
As regides brancas e cinzas, isto é, onde o numero espectral assume valores pequenos e
intermediarios, representam regioes onde o movimento é regular, pelo contraste perce-
bemos as ressonincias secundéarias e as ilhas associadas com o sincronismo. O espectro
tem um pequeno numero de picos contaveis. Nas regides escuras, onde o espectro tem
um grande niimero de picos, o movimento é cadtico. O mapa dindmico é equivalente &
superficie de se¢ao, ele reproduz os principais regimes dindmicos obtidos pela superficie
de secdo. A diferenca é o tempo computacional necessario para calculé-lo, cerca de 24
horas enquanto a superficie de secao leva cerca de alguns minutos. Se torna vantajoso
usar o mapa dinimico quando nao é possivel construir a superficie de secao, como o
caso do sistema perturbado.

3.3 Kepler-42c

Seja o sistema composto pela estrela Kepler-42 e o planeta Kepler-42¢. Os parame-
tros orbitais sao dados na Tab. (1.1).

Na Fig. (3.5) mostramos a evolu¢ao no tempo para as variaveis: f, § (Fig. 3.5a) e
¥ = f—6 (Fig. 3.5b). As condigdes iniciais usadas foram 6(0) = 2°e Q(0) = n.

A amplitude da libracao 6tica para Kepler-4/2¢ é pequena, pois a excentricidade
usada foi de e = 0,001.

A Fig. (3.5¢) mostra a FFT para 1, nela vemos dois picos. A frequéncia livre (wp),
com periodo 2,5 dias, que concorda com o periodo calculado a partir da Eq. (2.17). E
o movimento médio (n), com periodo 0,47 dias, que condiz com o periodo orbital.

As superficies de segdo das Figs. (3.6) foram construidas tomando os valores de 6
e Q/n sempre que f = 0. Para e = 0,01 (Fig. (3.6a)) a regidao no entorno da sepa-
ratriz tem uma pequena faixa cadtica e notamos a presenca de pequenas ressonancias
secundarias. Aumentando a excentricidade para e = 0,1 (Fig. (3.6b)) a regido cadtica
aumenta consideravelmente e surgem novas ilhas, como a ilha associada com a ressonin-
cia spin-orbita 5 : 4 em 6§ = 90°%¢ Q/n = 5/4. O mar de caos deforma a ilha associada
ao sincronismo e aumenta o tamanho das ilhas associadas as ressonancias secundérias.
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Figura 3.5: Graficos da evolugdo no tempo das variaveis: (a) f e 6 e (b) 9, para Kepler-42c.

As condigbes iniciais usadas foram 6(0) = 2°e Qg = n. (c¢) Transformada Rapida de Fourier
para 1.



Capitulo 3. Caso nao Perturbado

1.3 M| L 1 Lo I N BRI

Q/n

0.7 LI | L T T [ T T T T [ T T T T [ T 1T
0 30 60 90 120 150 180

Q/n
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3.4 Kepler-70b

Seja sistema composto pela estrela Kepler-70 e o planeta Kepler-70b. Os parametros
orbitais sao dados na Tab. (1.1).

Na Fig. (3.7) podemos notar que as orbitas periddicas ao redor da ressonancia
spin-6rbita 1 : 1 tem um grande dominio, isto devido ao valor de (B — .A)/C ser maior
que dos planetas 55 Cnc e e Kepler-42c. No mapa dinamico da Fig. (3.7c¢) vemos
que o centro da ressonincia spin-o6rbita 3 : 2 esta contida dentro da ilha que engloba
a ressonancia spin-érbita 1 : 1. Quando aumentamos a excentricidade de e = 0,01
para e = 0,05 o dominio da regido cadtica aumenta consideravelmente, e o entorno da
ressonéncia spin-orbita 3 : 2 é dominado pelo caos. As ilhas associadas as ressonancias
secundarias sao deslocadas de § = 70% §2/n = 1 para 6§ = 40°e Q/n = 0,7. O entorno
da ressonéncia spin-orbita 3 : 4 passa a ser envolvido pelo caos. Também o dominio da
ilha é comprimido consideravelmente.

Vale destacar que o centro da ressonéncia spin-érbita 1 : 1 é deslocado ao variarmos
a excentricidade. Este deslocamento ocorre devido & libracao forcada e a amplitude
do deslocamento é igual a amplitude da libracao forgada, Eq. (2.26), (Wisdom et al.,
1984).

Construimos também o mapa dindmico para as mesmas condic¢oes das superficies de
secao, Fig. (3.7¢) e Fig. (3.7d). Podemos notar o surgimento de uma ilha em 6 = 90°e
Q/n = 1,5 apés mudarmos a excentricidade. O mapa din&mico reproduz os principais
regimes dindmicos obtidos pela superficie de se¢ao. Portanto eles sdo equivalentes.
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Capitulo 4

Caso Perturbado

Neste capitulo vamos aplicar o modelo de rotagao descrito no Cap. 2 considerando
a perturbagao de um terceiro corpo. O sistema é composto pela estrela (M), o planeta
que estudamos a rotagao (m;) e um planeta que perturba sua orbita (mj,) (Fig. (4.1)).

orbita perturbador

orbita

estrela

Figura 4.1: Modelo de Rotagdo com perturbagdo de um terceiro planeta.

4.1 Equacoes de movimento

Considere dois planetas (massas m, e m;,

gravitacional mutua regida pela Lei da Gravitacao de Newton.
Um dos planetas é considerado um elipsoide com momentos principais de inércia A,
BeC.

) e uma estrela (massa M) em interagao
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Em um sistema de referéncia centrado na estrela, onde as posicoes e velocidades dos
planetas sdo 77, U] e 7, U3, as equacoes de movimento do problema de trés corpos sao
dadas por:

- G(M +my) T — 71 5
I s el s ) (4.1a)
fy = —— 7+ G - —= 1, 4.1b
" =R m”(lﬁ — o[ 7“:13) 1)
onde G é constante de gravitagao.
E a equacdo de rotagao do planeta é
- 3 (B-A\GM .

onde o adngulo 6 é medido com respeito a uma dire¢ao fixa no espago e o angulo f é
dado por tan f = y; /1.

4.2 Aplicacao ao Sistema Kepler-11

Nesta secao aplicaremos o modelo descrito na se¢ao 4.1 para investigar a dinamica
de rotacdo do planeta Kepler-11b. Para isso a equacao de movimento, Eq. (4.2),
serd integrada juntamente com as equagoes de movimento de trés corpos, Eq. (4.1).
Para integra-las usaremos o codigo RA15, (Everhart, 1985), desenvolvido em linguagem
Fortran 90.

Os elementos orbitais do sistema Kepler-11 utilizados nas integracoes numéricas sao
dados na Tab. (1.1).

Na Fig. (4.2a) mostramos uma ressonancia spin-orbita do tipo 1:1 para 6(0) = 2%
Q0) =n.

A perturbacdo que Kepler-11b sofre por causa da presenca de Kepler-11c faz com
que a excentricidade de Kepler-11b varie ao longo do tempo, como mostrado na Fig
(4.2¢).

Podemos perceber que quando a excentricidade é minima, o curto periodo apresen-
tado em v (t), Fig. (4.2a) tem sua menor amplitude. Enquanto quando a excentricidade
é maxima, o curto periodo de ¥ (t) tem a maior amplitude. Isso acontece pois o curto
periodo é associado a libracao é6tica, que depende da excentricidade.

Na Fig. (4.2b) mostramos os periodos das libragoes, destaque para o pico em
torno de 403 dias, que é devido a libracao livre e o pequeno pico em aproximadamente
277 dias é devido a perturbacao de Kepler-11c, pois eles se encontram proximos a
uma comensurabilidade entre seus movimentos médios. Trataremos mais sobre essa
perturbacao na segao 4.2.1. No grafico da FFT para a excentricidade, Fig. (4.2d),
também aparece o pico de 277 dias devido a perturbacao de Kepler-11c.
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Figura 4.2: (a) ¥(¢). (b) FFT de ¥(t). (c) e1(t). (d) FFT de e1(t). Planeta Kepler-11b com
as condigdes iniciais: 6(0) = 2°, Q(0) = n, e = 0,01 e a; = 0,091 UA.

4.2.1 Quase ressonancia 5 : 4 de movimentos médios

A analise da Tab. (1.1) mostra que os periodos orbitais dos planetas Kepler-11b e
Kepler-11c estao proximos a uma comensurabilidade de movimentos médios tal que a
razao deles é proxima de 5 : 4.

O periodo dessa comensurabilidade pode ser estimado através de
4ni1p — Sn11c = OR, (4.3)

onde Jr é uma grandeza empirica. Podemos reescrever a Eq. (4.3) como:

%(4—5>:2, (4.4)

onde T11p, T11. € TR sao os periodos de Kepler-11b, Kepler-11c e o periodo da grandeza,
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respectivamente. Da Eq. (4.4) tiramos que

14 5
Tr T  Tiie

(4.5)

Na Fig. (4.3) graficamos Tg, Eq. (4.4), e Ty = 27/wo, Eq. (2.17), em funcao do
semi-eixo maior do planeta Kepler-11b. O limite inferior e superior da abscissa do semi-
eixo maior é dado pelo erro da medida (Tab. (1.1)), a3 = 0,091+0,003. A curva preta é
o valor do semi-eixo para que Kepler-11b esteja numa comensurabilidade de movimentos
médios 5 : 4 com o planeta Kepler-11c. Vemos que para o semi-eixo de ~ 0,0914 UA o
valor de TR é igual ao valor de Tp. Podemos variar o semi-eixo de Kepler-11b dentro do
erro da medida, de maneira que o sistema fique préoximo da ressonancia de movimentos
meédios 5 : 4.
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Figura 4.3: Estimativa do periodo da comensurabilidade de movimentos médios e periodo
livre em funcdo do semi-eixo maior de Kepler-11b.

Ao variarmos o valor do semi-eixo de Kepler-11b dentro do erro da medida, +0,003,
a amplitude de libra¢ao do dngulo 1 (¢) aumenta, Fig. (4.4). Tal aumento de amplitude
de libragao dentro do dominio da ressonincia 1 : 1 é causado pela presenca do segundo
planeta (Kepler-11¢). De fato, para valores iniciais de semi-eixo maior de Kepler-11b,
proximo da ressonéncia 5 : 4 de movimentos médios, variagdes periddicas ressonantes
nos elementos orbitais passam a ser importantes, e as grandes variagoes de amplitude de
P(t), Fig. (4.4), estao relacionadas com a proximidade da ressonincia de movimentos
médios.

Nas Figs. (4.5b) e (4.5d) mostramos os espectros do semi-eixo e excentricidade



31 4.2. Aplicacdo ao Sistema Kepler-11

40 L

w(v

20 20

Amplitude (graus)
=
|
Amplitude (graus)
=
|
I

-40_"'1“'|"'1"'|"-"_ ‘40_"'1“'|"'1"'|'
0 2000 4000 6000 8000 10000 0 2000 4000 6000 8000 10000
Tempo (dias) Tempo (dias)
(a) a1 = 0,0912 UA (b) a1 = 0,0913 UA

40 | ol b by
] n vy — |

I P B 40 !
w(v 1

20 20

Amplitude (graus)
Amplitude (graus)
=
|
I

-40_"'1“'|"'1"'|"-"_ ‘40_"'1“'|"'1"'|'
0 2000 4000 6000 8000 10000 0 2000 4000 6000 8000 10000
Tempo (dias) Tempo (dias)
(c) a1 = 0,0920 UA (d) a1 = 0,0940 UA

Figura 4.4: Graficos da evolucdo de ¢ no tempo para Kepler-11b com um semi-eixo: (a) a; =
0,0912 UA, (b) a; = 0,0913 UA, (c) a3 = 0,0920 UA, (d) a; = 0,0940 UA. 6(0) = 10°% Q(0) = n.

do planeta Kepler-11b para a; = 0,0913 UA. Os picos em destaque correspondem as
perturbagoes ressonantes mutuas. Na Fig. (4.5f) plotamos o espectro do angulo #(t).
Vemos a presenca de 2 picos proximos. O pico da esquerda corresponde & libracao livre,
cujo periodo pode ser obtido também pela Eq. (2.17).

Ja o pico da direita esta relacionado com a proximidade do par Kepler-11b,c com a
ressonancia de movimentos médios 5 : 4. De fato, a velocidade de rotagao do planeta é
influenciada diretamente por tal perturbacao. Podemos ver isso pela Eq. (4.2), a qual
depende de 71 (t), f(t), grandezas perturbadas no problema de trés corpos.

O formato das oscilagoes observadas na Fig. (4.4) nos indica que ha ocorréncia de
alguma espécie de batimento entre as frequéncias fundamentais do problema.

Batimentos sao causados pela interferéncia de duas ondas (com frequéncias proxi-
mas) no mesmo ponto no espago. Quando seus maximos ou minimos coincidem temos
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uma, interferéncia construtiva e quando um maéximo coincide com um minimo temos
uma interferéncia destrutiva. Neste caso quando o periodo da ressonéincia de movimen-
tos médios se aproxima do perfiodo da libragao livre, observamos o batimento.

A frequéncia do batimento pode ser obtida da seguinte maneira

wp = |wr — wol, (4.6)

onde wg é a frequéncia da ressonancia de movimentos médios, e wy é a frequéncia livre.
Pela Fig. (4.5b) obtemos um valor de 476.6 dias para o periodo da ressonéncia
de movimentos médios. E pela Fig. (4.5f) um valor de 403.3 dias para o periodo da
libracao livre. Através da Eq. (4.6), obtemos um valor de 2622 dias para o periodo do
batimento, que é aproximadamente o periodo do batimento mostrado na Fig. (4.5e).
Esses resultados foram apresentados em “LARIM 2013: XIV Latin American Regi-
onal IAU Meeting®, Ribeiro and Callegari Jr (2014).
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Figura 4.5: Evolucao temporal das quantidades: (a) a1(t), (c) e1(t) e (e) ¢(t) para o planeta
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4.2.2 Regime de altas amplitudes (6, > 60°)

Na secao 4.2.1 mostramos que quando Kepler-11b,c estao na proximidade da resso-
nancia de movimento médio observamos o batimento entre a frequéncia da ressonancia
orbital e da frequéncia livre. A consequéncia disso é o aumento da amplitude do angulo
P(t), Fig. (4.4).

Nesta segao exploraremos esse fenémeno a fim de procurar regides em que o bati-
mento tem influéncia na dindmica de rotacdo do planeta.

Na Fig. (4.6) iniciamos a integracao com 0y = 70°para os semi-eixos a; = 0,0914
UA e a; = 0,0940 UA. Na Fig. (4.6a) a rotagao do planeta alterna da circulagdo para
a libracao do angulo ¢ e vice-versa num regime irregular. O mesmo ocorre com a
Fig. (4.6b). Se compararmos com a Fig. (4.4d) vemos que para o mesmo semi-eixo e
condicoes de 6y diferentes a perturbacao do terceiro provoca a mudanca na dindmica
de rotacao, com movimentos irregulares do angulo ¥ que alterna entre a circulacao e a
libracao.

Na Fig. (4.6¢) e Fig. (4.6d) plotamos a variagao temporal de 2/n, podemos notar
que o angulo ¢ circula quando /n oscila abaixo ou acima do sincronismo e 1) libra
quando ©/n oscila no entorno do sincronismo.

Os espectros de Fourier de 1(t) para os semi-eixos a; = 0,0914 UA e a; = 0,0940
UA sdo plotados nas Figs. (4.6e) e (4.6f). Vemos que o grafico é preenchido de picos
de diversas amplitudes e periodos, mostrando que o movimento é irregular.
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4.2.3 Mapas Dinamicos

Nas secoes anteriores mostramos que a dindmica de rotacao muda ao variarmos o
semi-eixo de Kepler-11b. Nesta se¢ao construimos mapas dindmicos a fim de encontrar
estruturas no espaco de fase que mostrem essa dindmica.

A Fig. (4.7) mostra mapas dinamicos construidos com semi-eixos iniciais escolhidos
dentro do erro da medida, os quais se aproximam da comensurabilidade de movimentos
médios 5 : 4 conforme a Fig. (4.3). As excentricidades iniciais sdo proximas a zero,
e1 = 0,0001 e es = 0,0001.

Para os semi-eixos de a; = 0,0910 UA e a1 = 0,0912 UA (Figs. (4.7a) e (4.7b))
podemos notar que existe uma regido com possivel movimento cadtico associado a
separatriz da ressonancia spin-6rbita 1 : 1. As Figs. (4.8a) e (4.8b) mostram a variacao
no tempo do semi-eixo maior e excentricidade dos planetas para a condicao inicial de
a1 = 0,0912 UA, vemos que os semi-eixos dos planetas ndo sofrem alteracoes visiveis
na escala durante 30 anos de integragdo, o mesmo ocorre com as excentricidades que
mantém uma libracao com amplitude de e = 0,01.

A partir dos semi-eixos a; = 0,0913 UA e a; = 0,0914 UA, Fig. (4.7c) e (4.7d),
vemos que o caos no entorno da separatriz aumenta devido a proximidade da comensu-
rabilidade de movimentos médios 5 : 4, também é possivel perceber uma nova estrutura
dindmica em a; = 0,0913 UA que evolui para uma ilha no entorno da regiao escura
em a; = 0,0914 UA. As Fig. (4.8¢) e (4.8d) mostram respectivamente a evolugao no
tempo do semi-eixo e da excentricidade para o semi-eixo inicial de a; = 0,0914 UA. A
excentricidade tem uma amplitude maior que a anterior tanto pela proximidade entre
os planetas como por estar perto da comensurabilidade de movimentos médios. Como
a excentricidade tem maior amplitude, chegando a e; = 0,015, a regiao escura no mapa
dindmico também aumenta.

No semi-eixo de a; = 0,0917 UA, Fig. (4.7e), o caos domina boa parte da ilha, os
efeitos da ressonancia de movimentos médios 5 : 4 sao acentuados e a regiao associada
a0 caos se alastra pelo mapa dindmico no entorno da ressonancia spin-6rbita 1 : 1. As
Fig. (4.8e) e (4.8f) mostram respectivamente a evolucao no tempo do semi-eixo e da
excentricidade para o semi-eixo inicial de a; = 0,0917 UA. Neste semi-eixo o sistema
esta muito proximo a ressonancia de movimentos médios 5 : 4 e a excentricidade é
excitada a valores que chegam a e; = 0,03, o que é refletido no mapa dindmico através
da regiao predominantemente escura. O semi-eixo apresenta uma libracao de 2,33 anos.

Com a; = 0,0920 UA, Fig. (4.7f), a regiao escura recua e as estruturas apresentadas
logo antes da ressondncia de movimento médios nao sao visiveis.

Construimos mapas dindmicos com um zoom na regiao entre § = 0..90°e Q/n =
0,96..1,04, Fig. (4.9). Os semi-eixos foram tomados entre a; = 0,0913 UA e a; = 0,0914
UA. Nesses mapas dindmicos estamos interessados nas estruturas que surgem dentro
da topologia da ressonancia spin-érbita 1 : 1 devido a perturbacao do terceiro corpo.
O ntimero espectral é dado numa escala de cor que permite detalhar essas estruturas,
cores frias para nimeros espectrais menores que 100 e cores quentes para maiores.

Podemos perceber na Fig. (4.9a) a existéncia de duas estruturas dentro da topologia
da ressonéncia spin-6rbita 1 : 1, uma no entorno de /n = 1 e outra no entorno de
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2/n = 1,02. Chamaremos de I a estrutura no entorno de /n =1 e I a no entorno
de Q/n = 1,02.

Ao variarmos o semi-eixo para a; = 0,091325 UA, Fig. (4.9b), I cresce e comprime
11, deixando a regiao no entorno de I1 em cores quentes. Para o semi-eixo de a1 =
0,091350 UA, Fig. (4.9¢), I continua a crescer e I comega a se deformar. Em a1 =
0,091375 UA, Fig. (4.9d), o entorno de I ja mostra altos naimeros espectrais (cor
amarela) e é possivel ver estruturas como raizes adentrando a regiao amarela, essas
raizes vao se tornando amarelas como mostra a Fig. (4.9¢), a1 = 0,091385 UA, e por
fim para a; = 0,0914 UA, Fig. (4.9f), I] tem seu tamanho bastante reduzido e é
predominantemente amarela.

A dindmica descrita nos paragrafos anteriores ndo é vista quando o planeta ndo
sofre perturbacao de um terceiro corpo. Ela esta associada ao terceiro corpo e a proxi-
midade com a comensurabilidade de movimentos médios 5 : 4. Esses resultados foram
compilados na forma de um pré-print Ribeiro and Callegari Jr (2015).
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Figura 4.7: Mapas DinAmicos da rotagdo de Kepler-11b para diferentes semi-eixos iniciais. O

numero espectral é o nimero de picos que aparecem na FFT da variavel 6, detalhes na secdo

3.2.1. Para reduzir o ruido no ntimero espectral consideramos picos com amplitude maior que

5% do maior pico. A escala de cor mostra o nimero espectral, nimeros espectrais maiores que

200 sao considerados pretos.
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Capitulo 5

Introducao dos efeitos de Maré no
problema Spin-Orbita

Neste capitulo introduziremos os efeitos de maré no problema spin-6rbita. Serdo
apresentados trés modelos com diferentes aplicacoes. Estes modelos foram estudados
durante estdgio de pesquisa na Universidade de Aveiro - Portugal sob orientacdo do
Prof. Dr. Alexandre Correia.

O primeiro modelo apresentado na se¢ao 5.1 inclui o efeito de maré apenas na
rotacdo do planeta. Ele é vélido no final da evolucdo orbital, quando os elementos
orbitais ndo variam no tempo. Este modelo demanda pouco custo computacional, pois
tem menos equacoes do movimento para serem integradas.

O segundo modelo, mostrado na se¢ao 5.2, inclui a maré na rotacdo e no movi-
mento orbital do planeta, estudaremos esse modelo aplicado ao exoplaneta Kepler 10b.
Procuramos obter os resultados de (Rodriguez et al., 2012) como um primeiro passo
antes de estudarmos modelos mais recentes de maré (e.g. Correia et al. (2014)). Esse
modelo nao leva em conta a deformagao do corpo em suas passagens pelas ressonancias
spin-Orbitas, tem grande custo computacional (tempo médio de 20 dias) pois além de
possuir mais equagoes do movimento para serem integradas, é necessario integra-las por
longos tempos para que o planeta passe por toda evolucao orbital.

O terceiro modelo, secao 5.3, inclui a maré na rotacao, no movimento orbital e na
deformacao do corpo. Além disso o planeta serd perturbado por um terceiro corpo e
também serao incluidos os efeitos da relatividade geral afim de construirmos um modelo
mais completo e realista. Esse modelo é mais realista que os anteriores e possui elevado
custo computacional (tempo médio de 40 dias), pois é necessario integrarmos diversas
equagoes do movimento durante longos tempos.

Na tultima secao deste capitulo, secao 5.4, mostramos uma técnica numeérica para
calcular a probabilidade de captura em ressonancia spin-6rbita com o modelo de maré
com reologia de Maxwell.
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5.1 Introducao da Maré na Rotacao do Planeta

De acordo com Ferraz-Mello et al. (2008), a expressao do torque de maré, considerando-
se a expansao de Legendre do potencial do corpo nao esférico (planeta) em segunda
ordem em excentricidade e aproximacao planar, é dada por

3rkeGM*R®
—%[(4 — 1462)60 + 56626]_
a

e(16€p + 14e; — 2€2) cosl
% (44ey — 8e1 + 34e3) cos 2], (5.1)

+ +

onde
€0 = (20 — 2n)At, ey = (20 — 3n)At, 3 = (20 — n)At, e3 = (20 — 4n) AL,

sdo os angulos de atrasos de maré supostos proporcionais as frequéncias, e At é o
tempo de atraso, suposto igual para todos os termos. k3, R sdo ntumero de Love e raio
planetérios; [, n, r, a s2o anomalia média, movimento médio, distancia estrela-planeta
e semi-eixo maior orbital; G, M sao a constante de gravitagdo e massa da estrela,
respectivamente. A velocidade de rotagao, 2 = 9, é associada ao angulo 6 de rotagao
planetéiria em torno do eixo de maior momento de inércia C.

O namero de Love é um parametro adimensional que mede a rigidez de um corpo e
sua susceptibilidade em mudar de forma em resposta a um potencial de maré.

Devido & distribui¢ao nao-esférica permanente do corpo, outro torque da estrela
associado & essa estrutura rigida permanente deve ser considerado. Entao, a equagao
de movimento serd dada por:

i=c2C

onde, B—A é a diferenca equatorial de momentos de inércia e f é a anomalia verdadeira.

sin2(f — 0), (5.2)

r3

T 3<B—A>GM

5.1.1 Aplicacao ao planeta Corot-7b

Aplicamos esse modelo ao planeta Corot 7b com um valor inicial para Q = 4,1n e
At = 1 min, o resultado é mostrado na Fig. (5.1a). Podemos notar que a velocidade
de rotacao decai, passando por varias ressonancias spin-6rbitas, como: 7:2,3:1,5: 2,
2:1 e 3:2 até atingir o sincronismo.

Na Fig. (5.1b) construimos a se¢ao de Poincaré (superficie de se¢ao) para a condic¢ao
inicial: Qg = 4,1n e fy = 10°. O sistema evolui para o sincronismo cruzando diversas
ressonancias spin-orbitas mas nao é capturado por nenhuma. Notamos que a ilha da
ressonancia spin-orbita 3 : 2 fica bem definida, mas o sistema nao entra no seu dominio.
O mesmo acontece no entorno do sincronismo, onde podemos ver as ilhas associadas as
ressondncias spin-orbita secundéarias.
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Foram feitas simula¢Ges com os seguintes valores de At¢: 0,01 min, 0,1 min, 1 min e
10 min. Em todas essas simulagoes o planeta termina capturado no sincronismo.

Corot 7 (estrela) Corot 7b

Massa 0,93Mg,y 6,65 MTerra
Qinicial (UA) - 0,02
€inicial - 0,04
ko - 0,3
Raio - 1,58 Rrerra
A - 2,857 x 1072

Tabela 5.1: Elementos Orbitais do sistema Corot 7, pardmetros retirados de Hatzes et al.
(2010).
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Figura 5.1: Dinamica de rotacao do planeta Corot 7b com efeito de maré, 2y = 4,1n e e = 0,04:
(a) Q(t)/n e At = 1 min e (b) Superficie de se¢do para At = 1 min com o tempo na escala de

Ccor.
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5.2 Modelo Classico de Maré

Considere um planeta orbitando uma estrela central. Seja M a massa da estrela e
myp a massa do planeta; R e r sao respectivamente o raio do planeta e a distancia entre
o planeta e a estrela, Fig. (3.1).

E suposto que o planeta é um elipsoide triaxial, com deformacdo permanente. Os
principais momentos de inércia sdo A, B e C.

O potencial gravitacional gerado & uma distancia r de seu centro é dado por (Beutler
and Mervart, 2005)

Gm

R2
U22 =3 3 022 COS 2(f — 9), (5.3)

onde G ¢é a constante gravitacional e os angulos f e 6 sdo a anomalia verdadeira e a
orientacdo entre o eixo maior do planeta e a estrela. Cao é a elipsidade equatorial e é
relacionada com os principais momentos de inércia A, B e C por

EB—-A

On=y—c

onde ¢ & a constante de estrutura dada por £ = C/(m,R?) ((Rodriguez et al., 2012)).

A uma distancia r do centro do planeta, o campo gravitacional Usy gera uma forca
na estrela de massa M dado por

2 2
Py — — GMTﬂCQQ cos2(f — 0)F — GMT#RSmQ(f—Q)f (5.4)
O torque gerado sera
- MR?
Thy = 6M022 sin2(f — 0)k. (5.5)

A forga de maré classica é dada por (Mignard, 1979)

- GM?R® =
Flige = —3I<:2At7[2r( T+ r2 (7 x Q4 7)] (5.6)
e o torque de maré é
GM?R® =
Thide = 3k2At7[ r2Q 4+ 7 x 1], (5.7)

onde ¥ = 7 e ky é 0 segundo numero de Love.

As equacgoOes exatas de movimento do planeta podem entdo serem escritas como
(Rodriguez et al. (2012))

G(M—i—mp)r M +my,

Fyige + F. 5.8
3 M, 2 (Fiide + F22) (5.8)

-
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Tiige + 122

“:Q:
f ¢

(5.9)

5.2.1 Aplicagao ao sistema Kepler 10

Nesta secao aplicaremos o modelo cléssico de maré para investigar a dindmica do
planeta Kepler 10b. Para isso integraremos as equagoes de movimento, Egs. (5.8) e
(5.9), usando o codigo RA15, (Everhart, 1985), desenvolvido em linguagem Fortran 90.

Adotamos as condigoes iniciais dadas na Tab. (5.2), elas sdo escolhidas de maneira
que o momento angular total se conserve (veja Rodriguez et al. (2011))

€inicial = \/1 - % inal (510)

Qinicial (1 - e?inal )

onde afing = 0,01684 UA e ef;nq = 0, sdo os elementos orbitais determinados por
(Batalha et al., 2011).

Na Fig. (5.2a) mostramos a evolu¢do no tempo para a velocidade de rotacdo. A
velocidade inicial de rotacao foi de €2 = 2,7n. Podemos notar a captura em diversas
ressonancias spin-orbita (2:1,3:2e1:1).

As Figs. (5.2b) e (5.2c¢) mostram a evolucao no tempo para a excentricidade e o semi-
eixo, respectivamente. Nessas figuras percebemos que a cada captura em ressonancia
spin-orbita a inclinagdo da curva muda.

A Fig. (5.2d) mostra como varia a excentricidade em fun¢ao do semi-eixo, o tempo é
mostrado na escala de cor. Conforme o tempo evolui excentricidade e semi-eixo decaem
de forma aproximadamente proporcional no inicio (~ 200 k anos) e no fim da evolugao
o semi-eixo decai mais rapidamente do que a excentricidade. Isso acontece devido &
conservacao do momento angular, conforme discutido em (Rodriguez et al., 2012).

Na Fig. (5.2e) mostramos como a rota¢do varia com a excentricidade, o tempo
é mostrado na escala de cor. As capturas dependem da excentricidade. A primeira
captura (2 : 1) ocorre para e ~ 0,4. Quando e = 0,28 a ressonéncia 2 : 1 se torna
instavel e o planeta é capturado na ressonincia 3 : 2. O planeta permanece nessa
ressonancia até e = 0,11 quando a ressonéncia 3 : 2 se torna instavel e {/n assume o
valor ~ 1,1 e entao decai até atingir o sincronismo.
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Kepler 10 (estrela) Kepler 10b
Massa 0,895 Mg,y 4,56 MTerra,
Ginicial (UA) - 0,02
€inicial - 0,397
ko At - 1,1 min
Raio - 1,416 Rrerra
Cag - 10~°
¢ ] 0,35
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Tabela 5.2: Parametros usados nas simulagbes para o planeta Kepler 10b. Os parametros
foram obtidos de (Rodriguez et al., 2012).

5.3 Modelo de Maré com reologia de Maxwell e perturba-
cao de Terceiro Corpo

Seja o problema de trés corpos, dois planetas (massas mj e ms) e uma estrela (massa
M) em interacao gravitacional mutua regida pela Lei da Gravitagao de Newton.

Um dos planetas é considerado um elipsoide com coeficientes gravitacionais dados
por J2, 022 e 522.

Em um sistema de referéncia centrado na estrela, onde as posicoes e velocidades dos
planetas sdo 7, U7 e 7, Ua, as equacdes de movimento sao dadas por:

- G(M+mq) Ty — T T -
o= _ GO ) 3 1)7“1+Gm2 =2 q13**§ + fe
1"1 ‘7“2—7“1 7“2
M+mq\ 1
_— — 5.11
+< Mm, >91+M92 (5.11)
- G(M +ms) L — T2 &l my
= AT e oy (T2 )y T
"2 ’I“g T2+ m ‘7?1*7‘_)23 T% +M+m1fc
M + meo 1
—= g — 5.12
+< Mms >g2+Mg1 (5.12)

onde G é constante de gravitacao, f; é a contribuicao de Jy, Uy e S92 na orbita do
planeta, escrito como (Correia et al. (2014))

> 3G(M R? 9G(M R?
fe = — ( +5m1) Jory — ( —Eml) [CQQ cos 2y — Sag sin 2’)/]7_"1
2ry ry
6G(M + mq)R?

5 [022 sin 2y + Sa9 cos 2’}/]}2 X T (513)

1
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Figura 5.2: Evolugdo temporal de: (a) 2/n, (b) e e (¢) a (UA). (d) Plano e x a com o tempo
na escala de cor. (e) Plano Q/n X e com o tempo na escala de cor.

onde R é o raio do planeta, vy =6 — f e K é o eixo de méxima inércia, assumindo que
a rotagao se da entorno desse eixo e ele é ortogonal com o plano orbital.
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g; é a contribuicao da relatividade geral que atua nos planetas, com i = 1, 2, dados
por

T

. GMm; GM S e
g = 23lK4 —ﬁ)+ﬂnw@m} (5.14)
cAr;
onde 7; = 74 e ¢ é a velocidade da luz, veja (Beutler and Mervart, 2005).
E a equacao de rotacao do planeta é

6GM m1R2
——
Cry
onde C é o principal momento de inércia do planeta.
O planeta é deformado sob acao de um potencial perturbador, os coeficientes Js,

Cay e S99 nao sao constantes. A lei de deformagao que esses coeficientes seguem é dada
pela reologia de Maxwell (Correia et al. (2014)),

6 = [Cag sin 27y + Sag cos 2], (5.15)

Jot1h = J§, (5.16a)
Coo +7Co = C%+ Cooy, (5.16b)
Sog + TSQQ = 552, (5.16(3)

onde (a9, é o valor residual constante do alongamento do planeta, 7 é o tempo de
relaxacao do planeta. E os valores de equilibrio J§, S5, e C$, sao dados por (veja
Correia and Rodriguez (2013))

. Q2R mo (R
" . kf mo R 3
022 = ZE <7”1) COS 2"}/, (517b)
kf mo R 3 .
S5y = ———— — 2 5.17
22 1 m <r1> s 2%, ( ¢)

onde ky é o segundo ntimero de Love.

5.3.1 Abplicagoes ao sistema Corot 7

Nesta secao aplicaremos o modelo de maré com reologia de Maxwell para o sistema
planetario Corot 7. Os elementos orbitais utilizados estao na Tab. (5.3). Eles foram
escolhidos de modo que os elementos orbitas ao final da evolucdo orbital fossem os
elementos atuais do sistema.

Integramos as equagoes de movimento, Eqgs. (5.11), (5.12, (5.15) e (5.16), usando o
integrador RA15 (Everhart, 1985) escrito em linguagem Fortan 90.

Os valores iniciais dos coeficientes gravitacionais sao: Jo = J5, Cag = Caay € S22 = 0.
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Corot 7 (estrela) Corot 7b Corot 7c

Massa 0793MSol 8,O-ZwTerlra 1376MTerra
Qinicial (UA) - 0,02 0,0465
€inicial - 0,25 0,1769
Raio - 1758RTerra -

Tabela 5.3: Elementos Orbitais do sistema Corot 7. A massa foi obtida de Ferraz-Mello
et al. (2011).

Na Fig. (5.3a) mostramos o resultado de uma simulagao até 3,6 milhdes de anos.
Os parametros usados foram Cay, = 1072, ky =1e7 = 1ano. Podemos notar que logo
no comeco da evolugao orbital o planeta é capturado na ressonancia spin-o6rbita 7 : 2.
Ele permanece nessa ressonancia até atingir ~ 400 mil anos, nesse momento ele cai para
a ressonancia spin-érbita 3 : 1 pois a excentricidade esta decaindo e atinge um valor
critico para a estabilidade da ressonancia spin-érbita, abaixo desse valor a ressonéncia
se torna instavel e entao o planeta para a ressonancia spin-érbita 5 : 2. Isso acontece
sucessivamente até o planeta atingir o sincronismo.

Vemos também que em 1,7 milhoes de anos o planeta cruza uma ressonancia de
movimento médio 4 : 1. Essa ressonancia excita as excentricidades dos planetas, mas
nao causa efeito na rotagao.

Na Fig. (5.3b) vemos a varia¢do no tempo do achatamento do planeta. O valor
adquirido de J2 é o valor de J§ para a ressonancia spin-érbita em que se encontra. As
mudancas repentinas ocorrem na transicdo entre as ressonincias spin-orbita. Vemos
que o valor de J> diminui durante a evolucao, chegando ao valor minimo quando o
planeta atinge o sincronismo.

Para observar a variacdo de Cy2 e S99 € interessante graficar o valor do achatamento

Vemos na Fig. (5.3b) que o valor de € aumenta & medida em que vai para o sincronismo.
Cada mudanga abrupta ocorre na mudanca entre as ressonancias spin-érbita. Durante
a passagem pela ressonincia 4 : 1 de movimentos médios pode-se notar um incremento
no valor de €. Quando a evolugao atinge o sincronismo ¢ tem seu valor méximo.

Na Fig. (5.4) mostramos uma simulacdo com Cag, = 1072, kfy=1er=0,1ano. O
valor de Cos, é demasiado grande se comparado com os valores plausiveis para Super-
Terras, que estdo na ordem de 1075, A rotacdo no inicio da evolucdo é cadtica devido
ao grande valor de Cyy,. Quando a excentricidade (e1) comega a baixar devido & maré
o planeta é capturado na ressonancia spin-érbita 4 : 1. Durante a evolucao o sistema
passa pela ressonancia de movimento médios 4 : 1 e as excentricidades (e; e e2) tem
uma variacao abrupta. Com o decaimento de e; o dominio da ressonancia spin-oérbita
4 : 1 deixa de ser estavel e o planeta decai para a ressonancia spin-érbita 3 : 2. A
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evolucao segue até que a ressonancia spin-6rbita 3 : 2 se torna instével e o planeta é
capturado no sincronismo.

No grafico da Fig. (5.4b) vemos que Jo tem um inicio caodtico seguindo a evolugao
inicial de Q/n, até que o planeta é capturado na ressonéincia spin-orbita e o valor de
Jo é estabilizado no entorno de 0,01. A mudanca abrupta acontece quando o planeta
muda de ressonincia spin-O6rbita. Na transicao Jo é cadtico até que o planeta seja
capturado em uma ressonancia spin-orbita. Ao final da evolucdo, quando o planeta
atinge o sincronismo, Jo fica com seu valor constante.

€ mantém o valor de Ch, durante toda a evolugdo e somente quando o planeta
atinge o sincronismo seu valor é um pouco aumentado.
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(b) Evolugao temporal de J; e € = \/C3, + S3,.

Figura 5.3: Evolugdo temporal de: (a) Q/n, e1, e3 e ny/ns, as excentricidades estdo multipli-
cadas por um fator 10 de maneira que fosse possivel observar todas as quantidades no mesmo
grafico; (b) Jo e e = \/C% + S3,. Os parametros usados foram: Co, =107°, ky=1leT =1
ano.
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Tempo (105 anos)

(a) Evolucao temporal de /n, e, ea e ny/na.
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(b) Evolugdo temporal de Jy e £ = /C3, + S3,.

Figura 5.4: Evolugdo temporal de: (a) 2/n, e1, ea e n1/na, as excentricidades estdo multipli-
cadas por um fator 10 de maneira que fosse possivel observar todas as quantidades no mesmo
grafico; (b) Jo e € = \/C3, + 5%,. Os parametros usados foram: Cas, = 1072 kf =1e7 =0,1
ano.
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5.4 Probabilidade de Captura em Ressonancia Spin-Orbita

Para calcular a probabilidade de captura na ressonancia spin-Orbita faremos 360
integragoes numa grade de condigdes iniciais, (0) = 0..359 graus. A probabilidade de
captura serd dada pelo nimero de simulagoes que terminam capturadas dividido pelo
nimero total de simulagoes.

5.4.1 Aplicacao & Mercurio

Calculamos a probabilidade de captura para o planeta Mercirio na ressonancia
spin-6rbita 3 : 2.

Os elementos orbitais iniciais foram dados na Tab. (5.4). Foi usado o valor fixo de
Qo/n =1,9 e o tempo de integragao foi de 1 milhdo de anos.

Podemos notar pela Fig. (5.5) que para 7 < 1 ano a probabilidade de captura
obtida é ~ 7%. Este valor é proximo ao ~ 7,2% obtido pela féormula semi-analitica da
probabilidade de captura derivada por (Goldreich and Peale, 1966). Para 7 > 1 ano a
probabilidade de captura ¢ 100%. Existe uma mudanca abrupta no comportamento da
probabilidade no entorno de 7 ~ 1 ano. Essa é a transi¢do entre o regime elastico e o
regime viscoso.

Sol (estrela) Mercario

Massa 0,33Mgo 9,6 MTerra
Qinicial (UA) - 0,049

€inicial - 0,17

Raio - 1779RTerra

Tabela 5.4: Elementos Orbitais de Mercurio.
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Figura 5.5: Probabilidade de captura na ressonancia spin-oérbita 3 : 2 para o planeta Mercurio.
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Conclusoes

Neste trabalho foi apresentado um estudo sobre a dinamica de rotacao de exopla-
netas. O estudo foi direcionado ao caso nao perturbado e ao caso com a perturbagao
de um terceiro corpo.

No caso nao perturbado fizemos a andlise da dinamica através da técnica de su-
perficie de se¢do. Nela mostramos os pontos de equilibrio (ressonéncia spin-oérbita),
pontos de sela, separatrizes e regioes cadticas. Recuperamos o resultado de (Wisdom
et al., 1984) onde mostra que o achatamento é relacionado ao tamanho das ilhas de
equilibrio e a excentricidade é responsavel pelo overlap entre as ilhas, onde aparecem
regioes cadticas.

A superficie de segao de 55 Cnc e sugere que ele possui uma rica dindmica de rotacao
podendo apresentar caos, instabilidades e ressonancias spin-érbita.

Explorando o espago de parametros concluimos que a excentricidade tem um carater
fundamental na dindmica de rotagdo do sistema, devido a libracao fisica. A libragao for-
cada, obtida de forma analitica, tem uma pequena amplitude e periodo igual ao periodo
orbital, isto significa que nao podemos distingui-la nas equacgoes gerais do movimento
de rotacao.

Os resultados da parte analitica foram publicados em (Callegari and Ribeiro, 2014).

O modelo de rotacdo com perturbacao de terceiro corpo enriqueceu a dinamica de
rotacao. Os efeitos da libracao fisica foram acentuados e mostrou-se que a dinamica de
rotacao pode ser irregular devido & presenca do perturbador.

Concluimos que sistemas que possuem o periodo da libracao fisica proximo ao pe-
riodo da ressonancia de movimento médios apresentam um batimento, e a amplitude
de 1) associada a esse batimento aumenta consideravelmente a ponto da dindmica se
tornar irregular alternando entre a libracao de ¢ para a circulacao de .

Os mapas dindmicos mostraram que a rotagdo é de fato irregular quando o sistema
tem configuracao proxima a ressonancia de movimentos médios.

Ao introduzirmos os efeitos de maré, a dinamica de rotagdo passou a depender da
evolucao orbital do planeta. A partir da captura em uma ressonéncia spin-orbita, a
evolucao do sistema ocorre conforme o esperado: & medida que a excentricidade decai
as ressonancias spin-orbitas se tornam instaveis e a rotacao decai uma a uma, até atingir
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a sincronizagdo no fim da evolugao.

E importante destacar que o modelo de maré com reologia de Maxwell e perturbacio
do terceiro corpo, pois trata-se de um modelo mais realista onde o corpo se deforma em
funcao do tempo, porém ele demanda um maior custo computacional com integragoes
numeéricas que levam cerca de meses.

Obtemos a probabilidade de captura na ressonancia spin-érbita 3 : 2 para o planeta
Mercirio em funcéo do tempo de relaxacao e obtemos o valor ~ 7.2% de capturas para
7 < 1 ano e 100% de capturas para 7 > 1 ano. Para valores de 7 < 1 ano o valor obtido
concorda com o calculado por Goldreich and Peale (1966).

A transicdo entre 7.2% de capturas para 100% de capturas ocorre na mudanca entre
o regime elastico e o regime viscoso.
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Apéndice A
Topicos de Sistemas Dinamicos

Nesta secao apresentaremos as ferramentas que serao utilizadas para o estudo mo-
delo de rotagao.

A.1 Swuperficie de Secao

O lugar natural da Fisica para a ocorréncia de caos sao as equacgoOes diferenciais
nao-lineares (EDNs). Mapas e solugdes de EDNs guardam uma estreita relacao entre
si. As solugbes de EDNs podem ser analisadas em termos de mapas discretos. Uma
maneira de se fazer isto é denominada se¢cao de Poincaré ou superficie de segao de
um sistema de EDNs.

Seja um plano transversal que corta um fluxo de solugoes (6rbita) de uma EDN. A
orbita intercepta o plano em uma série de pontos em tempos discretos crescentes, por
exemplo,

(z(t1),y(t1)) = (21,91),(22,92), - - -

que sao registrados e analisados por meios graficos ou numéricos em busca de pontos
fixos, bifurcacoes de duplicacao de periodo, etc. Como ilustrado na Fig. (A.1).

Esse método é util quando solucoes de EDNs sao obtidas por meios numéricos
em simulagoes computacionais, de modo que podemos gerar se¢oes de Poincaré em
varias localizacoes e com orientacoes diferentes, sendo que andlise ulterior leva a mapas
bidimensionais iterados

Tn+l = Fl(xnayn)a Yn+1 = F2($nayn)' (Al)

Uma, superficie de secao tipica do modelo de rotacdo, com cerca de 100 condicoes
iniciais cada uma integrada a tempos suficientemente longos (cerca de 100 vezes o
periodo do planeta), tem um custo computacional de aproximadamente 20 minutos.
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Z

Figura A.1: Tlustracdo de uma Superficie de Se¢do. A superficie de se¢ao ilustrada é construida
quando o fluxo de solucbes corta o plano z = 0. O conjunto de pontos no plano z = 0 é a
superficie de se¢do. Figura adaptada de (Arfken, 2007).

A.2 Transformada Rapida de Fourier (FFT)

Em 1822 Fourier desenvolveu uma maneira de aproximar uma fung¢do periédica por
uma série de senos e co-senos.

Esta analise pode ser expressa como uma série de Fourier. Seja x(¢) uma funcao
periddica, de periodo Ty, definida no intervalo [—Ty/2,Tp/2]. Por defini¢do a série de
Fourier para a funcao x(t) é

_ap > 2wkt . 2wkt
x(t) = 5 —i—;[akcos( T ) + by sin( T )], (A.2)
onde: To/2
2 0 2kt
ap = — x(t) cos dt A3
=g [ 0esCR (A3
To/2
by = = 2(#) sin( 2y g, (A4)
To J-1,)2 0

A série de Fourier também pode ser escrita na forma complexa

x(t) = i X (k)e~k2mt/To (A.5)

k=—o00
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onde
| (T2 . Wt >0
X (k)= T/ a(t)e~ k2t To — 7“—’“5“"1“ k<0 (A.6)
~To/2 © k=0

As condigoes de Dirichlet garantem a convergéncia da série de Fourier. Elas sdo:
a) a fun¢do tem um namero finito de descontinuidades em um periodo;
b) a fungdo tem um ntmero finito de maximos e minimos em um periodo;

c) a fungao é absolutamente integravel em um periodo, ou seja,
To
/ |z(t)| dt < oo.
0

Desta maneira qualquer funcao periédica continua pode ser descrita por uma série
de Fourier.

Quando Ty — oo, fo = 1/Ty — 0, a série de Fourier se transforma na integral de
Fourier, pois o espectro torna-se continuo. Logo os coeficientes da integral de Fourier
também sdo funcoes continuas da frequéncia. Os coeficientes da integral de Fourier sao
chamados de Transformada de Fourier. Eles sao

X(Q) = \/12? /_ " ()i gy (A7)

e a inversa

() = /_ T X(Q)e® a0, (A8)

onde = 27 /T.

A Série e Transformada de Fourier necessitam que os sinais sejam representados por
expressoes analiticas.

No caso de sistemas fisicos reais, ¢ bem comum que os sinais sejam discretizados.
Entao faz-se necessério o uso de técnicas numéricas que processem os sinais a partir de
séries discretas.

Neste contexto surge a Transformada Discreta de Fourier. Ela é uma técnica numé-
rica que pode ser usada para fornecer a composicao espectral de um sinal discreto.

Dada uma série x(n) periodica de periodo N = Ty /t, é possivel representa-la como
uma série de Fourier Discreta, que é a Série de Fourier Continua (Eq. A.7) amostrada
a intervalos regulares de tempo, dt.

A Transformada Discreta de Fourier (DFT) ¢ dada por:

N—

X(r) = % Z x(n)eir¥mm/N (A9)
=0

—_

3
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Figura A.2: Uma ilustracao do aliasing.

que é a funcao X (w) amostrada em intervalos 27 /N, onde w = Qdt, e r ¢ um numero
inteiro. E a Transformada Inversa Discreta de Fourier (IDFT) seréa:

N—
z(n) =Y X(k)e k2mm/N, (A.10)
k=0

—

Deve-se ser tomado cuidado com o aliasing no uso da DFT para o célculo numeérico
da composicao espectral de um sinal continuo.

O aliasing ocorre devido a amostragem ser feita em intervalos de tempo maiores que
duas vezes a maior frequéncia do sistema. Isto esta ilustrado na Fig. (A.2).

A Transformada Rapida de Fourier (FFT) ¢ um algoritmo da Transformada Discreta
de Fourier que reduz drasticamente o nimero de operagoes numeéricas requeridas. Foi
discutida primeiramente por Cooley and Tukey (1965), apesar de Gauss ter descrito a
etapa de fatoragao em torno de 1805.

Uma Transformada de Fourier discreta pode ser calculada usando a FFT por meio
do lema de Danielson-Lanczos se o numero de pontos N é uma poténcia de dois.

E muito util para a anélise de fenomenos dependentes do tempo.

Enquanto que para N pontos a DFT necessita de 2N? operacdes matematicas, a
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Figura A.3: (a) Gréfico da evolu¢do no tempo da funcao f(t), (b) FFT de f(¢).

FFT reduz esse valor para 2N logy V.
Na Fig. (A.3) mostramos um exemplo de uma FFT calculada com o algoritmo
descrito em (Press et al., 1992). Seja a fungao f(t) dada por

f(t) =5sin2t 4 2.5sint,

no espaco temporal seu grafico ¢ dado na Fig. (A.3a). Utilizando o algoritmo da FFT
passamos do espaco temporal para o espaco das frequéncias e o espectro é mostrado
no gréfico da Fig. (A.3b). Podemos notar que os picos coincidem com as amplitudes e
frequéncias da funcao f(t), como era esperado.



Apéndice B

Estimativa Numérica da
Elipticidade de Camadas

Diferenciadas

Neste apéndice calcularemos a figura de equilibrio de um corpo nao homogéneo em
rotagao, Folonier et al. (2015). Também apresentaremos o método numeérico para obter

o achatamento das camadas.

B.1 Equacao de Equilibrio de um Fluido em Rotacao

Seja um fluido inviscido de massa m e velocidade angular & e uma massa pontual M
orbitando num plano perpendicular a rotacao numa distancia 7 do centro do primario.
Escolhemos um sistema, de referéncia onde ¥ = r2 e @ = wZ. Assumimos que o fluido
é composto por n camadas homogéneas de densidade pg, £ = 1..n (Fig. B.1). Cada
camada tem a forma de um elipsoide com semieixos ay, by e ¢. Também definimos o
raio médio de cada camada Ry = agbick.

Encontrar a figura de equilibrio, isto é, os valores dos semieixos ag, by € ¢, para

cada camada é equivalente a encontrar os achatamentos

e = G’“T_kc’“ (B.1)

b, — ci,

= B.2
[k o (B.2)
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Y
\J

Figura B.1: Fluido inviscido de massa m e velocidade angular & com n camadas e uma massa
pontual M orbitando num plano perpendicular & rotagao.

para cada raio médio Ry. Para isto basta resolver 2n equacoes de equilibrio, detalhes

desses calculos sao mostrados em Folonier and Ferraz-Mello (2013).

As solugoes sao os sistemas lineares dados por:

Fe = D
‘ b (B.3)
EM = D2.
Onde
m =Bz - P
o 21 72 ?2 (B.4)
—Qp1 —O0p2 - Tn
¢ F )
o
Dl - : ) (B5)
o |
_ 552) i
Dy = : (B.G)

Os coeficientes das matrizes sao
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Planeta Camada  Raio (km) Massa (Mrerra) p (g/cm?) 1 €
Kepler-10b 1 (ic) 3050 0.497 25 2.37 x 107%  9.48 x 1074
2 (oc) 6100 2.289 16.1 1.24 x 1073 4.96 x 1073
3 (mantle) 9100 1.824 4.9/ 238 x 1072 9.54 x 1073
GJ 876d 1 (ic) 1925 0.13 26 3.49 x 107%  1.39 x 1073
2 (oc) 5775 2.071 15.9 528 x 107% 2,11 x 1073
3 (im) 9557.5 3.578 7.5 6.58 x 107% 2.63 x 1073
4 (om) 10800 0.868 8.2 711 x 107* 2.89 x 1073

Tabela B.1: As quantidades que estdo em negrito sdo valores tirados das referéncias
indicadas na nota de rodapé. Definimos ic, oc, im, om, respectivamente, como: nucleo
interno, nucleo externo, manto interno e manto externo. As quantidades dadas em
itdlico foram determinadas depois de algumas suposi¢oes: no caso de GJ 876d analogo
ao interior da Terra: massa do nucleo é 33% da massa do planeta Valencia et al. (2007);
Ric ~ Roc/3, Rom ~ 1.13R;p,; no caso de Kepler-10b anélogo ao interior de Mercurio:
massa do nucleo é 60% da massa do planeta Gong and Zhou (2012); R;. ~ Roc/2.

2
o = ()
B = )
3 3
_ 3(m—my) Smy, (Ry, — Ry)
o= 1t S S (B.7)
.y k=l+1 k

(1 _ BSRw 15M (R;\3
O = Gma T m (Tl)
5(2) _ BR3wW?

I T TdmG -

onde GG é a constante gravitacional e my, é a massa de cada elipsoide, dada por

e o = pr — pr+1- Com a definicao de p,1 = 0.

B.2 Aplicagoes

Na Tab. (B.1) estimamos os valores do achatamento polar para os planetas Kepler-
10b e GJ 876d. Estes resultados estao publicados no artigo Callegari and Ribeiro
(2014).



