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RESUMO

Este trabalho apresenta o desenvolvimento e a simulacdo de um modelo matemético para a
andlise do equilibrio humano sobre um balance board, um sistema dinamico instavel
amplamente utilizado para treinamento e reabilitagio motora. O modelo foi formulado
utilizando as equagdes de Lagrange, considerando a interagdo entre a base mével e o corpo
humano representado como um péndulo invertido. A equacdo dindmica foi linearizada em
torno de um ponto de equilibrio e representada em espago de estados, permitindo a aplicacao
de técnicas de controle baseadas em realimentacdo de estados. Com o auxilio do programa
MATLAB, o sistema foi discretizado para viabilizar sua implementacdo computacional e
simulado para diferentes valores de massa do individuo e dimensdes da base. Os resultados
mostram que a estabilidade do sistema € altamente sensivel a variacdes nos parametros fisicos
e que a realimentacdo de estados pode garantir a estabilidade em determinadas faixas de
operacdo. Este estudo contribui para a compreensao da dindmica do equilibrio humano e pode

ter aplicacOes em dreas como engenharia biomédica, reabilitacdo e ergonomia.

Palavras-chave: Controle de equilibrio, balance board, espago de estados, realimentacdo de

estados, estabilidade.



ABSTRACT

This work presents the development and simulation of a mathematical model for analyzing
human balance on a balance board, an inherently unstable dynamic system widely used for
training and motor rehabilitation. The model was formulated using Lagrange’s equations,
considering the interaction between the moving base and the human body, represented as an
inverted pendulum. The dynamic equation was linearized around an equilibrium point and
represented in state-space form, allowing the application of state feedback control techniques.
The system was discretized to enable computational implementation and simulated for
different values of the individual's mass and base dimensions. The results show that the
system's stability is highly sensitive to variations in physical parameters and that state
feedback can ensure stability within specific operating ranges. This study contributes to the
understanding of human balance dynamics and may have applications in fields such as

biomedical engineering, rehabilitation, and ergonomics.

Keywords: Balance control, balance board, state-space representation, state feedback,

stability, MATLAB.
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1. INTRODUCAO

Problemas de equilibrio sdo muito comuns em vitimas de ataques cardiacos e idosos.
Esses desafios podem comprometer a mobilidade e a qualidade de vida, aumentando o risco
de quedas e lesdes graves. Existem diversas abordagens para mitigar essas dificuldades,
incluindo terapias fisicas e exercicios especificos voltados para a reabilitacdo do equilibrio
(Winter, 1995). Um dos métodos eficazes para aprimorar essa capacidade motora envolve a
utilizagcdo de dispositivos dindmicos, como o balance board, uma plataforma instavel sobre a
qual o individuo deve se equilibrar. Essa plataforma consiste basicamente em uma prancha,
geralmente fabricada com madeira, apoiada sobre um rolo de EVA ou madeira, na qual o
individuo ao se apoiar, deve rearranjar sua posi¢io e centro massa para se manter de pé sobre
ela enquanto o rolo gira.

A pritica de equilibrio em balance boards é amplamente empregada tanto em
treinamentos de esportes como surfe e skate quanto em programas de reabilitacio para
individuos com deficiéncias motoras (Molnar, 2022). O balance board pode ser modelado
como um sistema mecanico ndo linear e subatuado, similar a um péndulo invertido, onde o
individuo deve aplicar estratégias motoras para manter-se estdvel. Esse cendrio oferece um
desafio significativo para o controle motor humano e pode ser analisado por meio de
modelagem matemadtica e técnicas de controle automatico (Spong, Hutchinson & Vidyasagar,
2006).

O equilibrio humano sobre uma plataforma instavel, como o balance board, representa
um desafio complexo que integra principios de dindmica, biomecénica e controle automaético.
A manutencdo do equilibrio exige a intera¢do coordenada entre sistemas sensoriais € motores,
bem como a resposta a perturbacdes externas e internas (Winter, 2009). Esse comportamento
caracteriza sistemas dindmicos nao lineares e subatuados, nos quais o nimero de atuadores é

inferior ao nimero de graus de liberdade (Spong et al., 2006).

1.1 Objetivo

O presente trabalho tem como objetivo desenvolver um modelo matemético do
equilibrio humano sobre um balance board, considerando os principios da fisica dindmica.
Por meio desse modelo, procura-se projetar e implementar um sistema multivaridvel nao

linear modelado em espaco de estados e linearizado em torno de um ponto de equilibrio, para



garantir a estabilidade do sistema. O cédigo desenvolvido no MATLAB permitird analisar a
resposta do sistema sob diferentes condicdes para que se otimize os parametros de controle

buscando melhora no desempenho na estabiliza¢do do individuo.

1.2 Justificativa

A importancia deste estudo reside na necessidade de desenvolver abordagens
matemadticas e computacionais que auxiliem na compreensdo do equilibrio humano em
superficies instdveis. Estudos indicam que a resposta ao desequilibrio estd fortemente
relacionada com a intera¢do entre a dindmica do corpo e a resposta motora neural, que
também pode ser interpretada como estratégias de controle a serem aplicadas pelo individuo
(Molnar, 2022). Além disso, a modelagem do sistema pode permitir avancos futuros na
engenharia biomédica, com o auxilio no desenvolvimento de novos métodos de reabilitagdo
para pacientes com dificuldades motoras, assim como ferramentas computacionais para
simular o comportamento esperado para um individuo se equilibrando em um balance board
real.

Observando a interacdo da engenharia de controle e automacgdo com estes topicos, a
estabilizacdo de sistemas subatuados € um problema popular e desafiador que requer solugcdes
distintas. A implementacdo de um sistema multivaridvel permite explorar a influéncia de
parametros como a inércia e a distribuicdo de massa no desempenho do sistema, fornecendo
uma compreensdo valiosa para aplicagdes futuras em robdtica e biomecanica (Ogata, 2010).
Além disso, a engenharia de controle possibilita o desenvolvimento de dispositivos
inteligentes e sistemas adaptativos que podem ser aplicados em reabilitacdo assistida por
tecnologia, como monitoramento por sensores de movimento e 0 comparativo com a resposta
de sistemas de controle semelhantes, proporcionando maior precisdo e eficiéncia nos

tratamentos médicos.



2. REVISAO BIBLIOGRAFICA

A estabilizacdo do equilibrio humano tem sido amplamente estudada na literatura.
Winter (1995) discute como a interacdo entre os sistemas sensorial e motor influencia o
controle postural. Molndr (2022) apresenta uma abordagem detalhada para modelar o
equilibrio humano sobre um balance board, considerando um sistema de péndulo duplo
invertido com atrasos na realimentacdo. Spong, Hutchinson e Vidyasagar (2006) exploram o
controle de sistemas sub-atuados, destacando a importancia da escolha de ganhos apropriados
para garantir a estabilidade.

A engenharia de controle desempenha um papel crucial na andlise biomecanica,
permitindo a implementacdo de algoritmos de controle que reproduzem e aprimoram as
estratégias motoras humanas. O sistema multivaridvel tem sido utilizado em diversos estudos
para estabilizacdo de sistemas instdveis. Ogata (2010) detalha a teoria por trds desses
controladores, enfatizando a necessidade de ajustes nos ganhos proporcionais (Kp) e
derivativo (Kd) para garantir uma resposta ripida e estdvel. A andlise de Molnar (2022)
também demonstra a influéncia de parametros fisicos, como o momento de inércia e a altura
do centro de massa, na resposta dindmica do sistema.

A modelagem computacional no MATLAB permite a simulacdo do sistema de
controle e a andlise dos efeitos dos parametros dinamicos. A discretizacdo do modelo em
espaco de estados facilita a implementag@o pratica do controlador e permite avaliar a resposta
do sistema em tempo real. Estudos como os de Benerab et al. (2022) demonstram a eficicia de
abordagens baseadas na técnica de Multiplicity-Induced Dominancy (MID) para estabilizacao
robusta de sistemas de equilibrio, fornecendo uma base tedrica importante para aplicacdes
futuras na drea de controle.

Além disso, estudos como o de Cruise et al. (2017) exploram como a modelagem
matemadtica de balance boards pode aprimorar ndo apenas o entendimento do equilibrio
humano, mas também permitir o desenvolvimento de dispositivos interativos que ajustam a
rigidez e o tempo de resposta para diferentes perfis de usudrios. Esses avangos reforcam a
relevancia da integracdo entre biomecanica e controle para aprimorar metodologias de

reabilitag@o e treinamento motor.



3. DESENVOLVIMENTO

A modelagem matemdtica do sistema foi realizada por meio das equagdes de
Lagrange, que permitem descrever a dindmica do movimento considerando a inércia, a
gravidade e as forcas aplicadas. Este modelo matemdtico serve como base para o
desenvolvimento de técnicas de controle que buscam estabilizar o sistema, garantindo sua
robustez e desempenho 6timo (Ogata, 2010). As equacdes de Lagrange sao empregadas para
descrever a evolucao temporal do sistema a ser trabalhado nos préximos tépicos, conforme a

equacao (1):

d OL OL (1)
—< .')— - =Q;

na qual:
L=T-V
representa a fungdo de Lagrange, sendo 1" e V' energias cinética e potencial respectivamente,

e com o termo Qi sendo as forcas generalizadas que atuam no sistema

3.1 Representacao Fisica e Dinamica do Sistema

O sistema de equilibrio abordado neste trabalho € composto por dois elementos
principais, sendo a base, no caso o “board”’, uma placa de madeira em formato de
paralelepipedo e o rolo sendo um cilindro, que sdo modelados como um unico corpo rigido
podendo oscilar livremente em torno de um ponto de apoio fixo. Por conta da geometria da

base e do rolo, se tem uma influéncia direta no comportamento dindmico do sistema.

Tabela 1 - Pardmetros adotados para o modelo matematico.

Parametros Fisicos Valores
mh 80 kg
mb 2kg
h 0,1m
l 1m
g 9,81m/s"
f 0,05m
Ts 0,1s
Lb 0,5m
R 0,1m

Fonte: Autoria Prépria
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A dinamica do sistema € descrita por duas coordenadas principais, sendo 6 o angulo de
rotacdo da base em relacdo ao solo. Esse angulo representa o movimento oscilatério da
plataforma. Enquanto ¢ é o angulo de inclina¢do do corpo em relagdo a vertical, que indica o
desvio do centro de massa do individuo.

A Figura 1 mostra uma representacdo do sistema de equilibrio, e a descricdo dos

termos mostrados na Figura serd apresentada a seguir.

Figura 1 - Modelo geométrico do Sistema.

——

@

l d

k \ 'R h
/777777

Fonte: Autoria Prépria

A base possui massa () e momento de inércia (I b), que determinam sua resisténcia
a mudancas no estado de movimento. A distribuicdo da massa da base afeta diretamente a

estabilidade do sistema (Spong et al., 2006). Sua energia cinética pode ser descrita como:

Thore — (Ré)2+1'q52
base—2mb 2’Lb

] . . ;19 .
Sendo o termo R a velocidade linear do centro de massa da base e ©%®° a energia
cinética rotacional da base

O corpo humano € representado como um péndulo invertido, com o centro de massa

localizado a uma altura [ da base. O corpo possui massa (M h) e momento de inércia ({n),
que influenciam a resisténcia a mudancas na inclinacdo (Winter, 2009). A variacdo na altura
do centro de massa e na distribuicdo da massa corporal afeta significativamente a dindmica do

sistema. Sua energia cinética pode ser descrita como:

1 . . 1 .
Tpéndulo - Emh (xi + y%l) + Emhh2¢2
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Na qual os termos Th e Yh sdo as velocidades nas direcdes vertical e horizontal do centro de

massa do péndulo. Essas velocidades sdo expressas em termos das derivadas de 6 e oF

& = RO + h o cos ()
gn = —hdsen ()

Avaliando a energia potencial do sistema, percebe-se que ela vem apenas da altura do

centro de massa do péndulo, dado por hcos (¢) em relac@o ao ponto de referéncia:

V = my gh cos(¢)

A rigidez passiva da junta entre o pé€ndulo invertido e o balance board, de acordo com

(Loram, Ian; Lakie, Martin, 2002) € dada por:
1
$t =091myg 3

Aplicando a equacdo de Lagrange no sistema, € obtido um conjunto de equagdes

diferenciais acopladas:

Mq(t) + Sq(t) = Q (%)

na qual M ¢é a matriz de massa do sistema, S € a matriz que contém os termos de rigidez e

gravidade e Q representa os torques aplicados na base do sistema.
Porém por conta da existéncia de torques opostos, pode-se escrever a equacdo da
seguinte forma:

MG (t) + Sq(t) = HT (t)

na qual a matriz H representa o sentido dessas for¢as e 1" o torque:

Observando a forma matricial das equagdes diferenciais obtidas:

my my] |6 s11 si2| [0] |1
[mm mzz]' ¢ i L’zl 522] ' [¢] N LJT(@

com os termos de massa:
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mi1 = Iy, + my &
mis = lmy, (Lb -+ Do)

mo1 = Mi2

mas = Iy + (Dymy) + (Lj (my + mp)) + (2D Ly my,)

e os termos de rigidez S:
s11 = 8¢ — glmy,
S$12 = St

821 = S12

s92 = 8¢ — g[(my +my) (Ly — R)] — (Dogmy)

onde Do é:
Do=R—-h+ f— Ly

O acoplamento entre essas coordenadas acaba por tornar o sistema altamente ndo
linear, o que aumenta a complexidade do controle (Spong et al., 2006).

A inércia desempenha um papel crucial na dindmica do sistema. Em termos fisicos, a
inércia descreve a resisténcia de um corpo a mudancas em seu estado de movimento. No
contexto do equilibrio humano, a inércia afeta tanto a base quanto o corpo, influenciando a
resposta do sistema a perturbagdes externas.

Observando a inércia da base percebe-se que ela resiste a mudancas rdpidas em seu
estado de rotagdo por conta de seu momento de inércia. Um aumento na massa ou na
distribuicdo da massa da base resulta em maior inércia, o que pode aumentar a estabilidade,
mas também reduzir a capacidade de resposta do sistema (Spong et al., 2006).

No corpo humano, tem-se a resisténcia a mudancgas na inclinagdo devido ao seu
momento de inércia. Individuos com maior massa corporal ou altura apresentam maior
inércia, dificultando ajustes rapidos da postura para manter o equilibrio (Winter, 2009).

Sistemas com baixa inércia s@o mais suscetiveis a oscilacdes indesejadas, enquanto
sistemas com alta inércia s3o0 menos responsivos a pequenas perturbagdes, tornando o controle

mais desafiador (Ogata, 2010).
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3.2. Linearizacao do Modelo Dinamico e Representacio em Espaco de Estados

Para facilitar a andlise e o controle do sistema, € necessdrio linearizar suas equagdes
em torno de um ponto de equilibrio. A lineariza¢do consiste em aproximar o comportamento
do sistema por um modelo linear, vélido para pequenas variagdes em torno do ponto de
equilibrio.

O modelo linearizado pode ser representado na forma de espaco de estados:

= Ax + Bu
com o vetor de estados do sistema sendo:
0l o]
sl |
T 9 N I3
¢ Lzal

no qual sdo definidas como variaveis de estado os angulos de inclinagdo do board e da pessoa
e as respectivas velocidades angulares.

A variavel de entrada do sistema expresso em espaco de estados ¢ definida como u

,sendo equivalente ao torque T (t),e com isso ¢ definido o vetor:
z = f(z,u)

o qual contém as derivadas em fun¢do do tempo dos estados:

Reescrevendo a equacao do sistema agora com as derivadas:
mi Mmiz| |3 S11 S12| |1 1
ma1  Maz]| [Z4 S21 S22] [Z2 -1

ao isolar 3 e Z3,resulta em:

{3’53] _ |:m11 m12:| 71. [ 1 ]T(t) _ [511 812}. {’131]
Ty mMa1 Moo -1 821 S22] [®2
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Como visto anteriormente o sistema linear em espago de estados ¢ dado como:
t=A.x + B.u

y=0C.zx
no qual:
4= 9
0% | z4.u,
g 9f
Ou L0,U0
1 0 0 O
01 0O
C =
0 01 O
0 0 01

u: variavel de entrada do sistema, correspondente ao torque 7' (t)
Y: variavel de saida do sistema

Sendo Z0; U0 o ponto de equilibrio em torno do qual o sistema em espaco de estados
¢ linearizado, definido como:

o
e
0
0
e:
uo = 1o

Dessa forma, resolvendo-se as derivadas parciais de f (@, v) com respeito a € u no
ponto de equilibrio £0, %0, obtém-se as matrizes:

0 I 0
A=| = ,B=|
bars o L

R

As matrizes A e B descrevem a evolucio dos estados do sistema em resposta as forcas

com:

externas e torques aplicados. Essa representacdo permite o uso de métodos classicos de
controle, como realimentagdo de estados e alocac@o de pdlos, para estabilizar o equilibrio da

plataforma:
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3.3. Controlabilidade e Observabilidade

Controlabilidade e Observabilidade sdo propriedades fundamentais no projeto de
controladores em sistemas dinamicos. Um sistema € controldvel se for possivel inserir
entradas adequadas para deslocar qualquer estado inicial para qualquer outro estado desejado
em um tempo finito. Um sistema linear e invariante no tempo € controldvel se a matriz de

controlabilidade C possui posto completo:
C=[B AB A’B ... A”_lB]

Se a matriz C possuir posto n, com n sendo a ordem do sistema, o sistema €
completamente controldvel (Kailath, 1980)

No que tange a observabilidade, um sistema é observavel caso seja possivel reconstruir
seu estado a partir das saidas medidas, essa condicdo € avaliada por meio da matriz de
observabilidade:

- o
CA
CA?

C An—l
Caso a matriz de observabilidade O possuir posto n, o sistema é completamente

observavel (Chen, 1999).

3.4. Alocacao de Poélos e Discretizacao

Para a implementacdo digital do controle, € necessario converter o modelo continuo
em um modelo discreto. A discretizacdo permite que o sistema seja representado em um
formato adequado para processamento computacional, garantindo que os cdlculos sejam
realizados em instantes de tempo discretos.

A equagdo de estado do sistema discretizado € dada por:
z|k+1] = Agz k] + Bau [K]

Em que os termosAd e Bd sdo as matrizes A e B discretizadas ,oriundas das

expressoes:
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Ad = eATS

T
B; = / = eATdTB
0

A matriz Ad demonstra a evolucao dos estados no periodo discreto, na matriz Bihd o

ajuste da influéncia da entrada U %] a0 longo do periodo de amostragem T,
A alocagdo de pélos é uma técnica utilizada para posicionar os autovalores da matriz A
de forma a garantir um comportamento dindmico desejado. Para isso, define-se uma matriz de

ganho F' tal que a nova matriz do sistema com realimentagdo de estados seja:
Acl = Ad — BdF

Os polos de A sdo escolhidos de modo a garantir estabilidade e uma resposta
satisfatéria do sistema. A aplicag¢do da realimentacio de estados por meio de F' assegura que
o sistema mantenha sua estabilidade mesmo diante de pequenas perturbacoes.

A técnica de realimentacdo de estados é um método de controle no qual todas as
varidveis de estado do sistema dindmico sdo medidas ou estimadas e utilizadas diretamente

para definir a lei de controle.

3.5. Estabilidade do Sistema

A estabilidade de um sistema dindmico € um conceito fundamental na teoria de
controle, pois determina se as respostas do sistema permanecerao limitadas ao longo do tempo
diante de pequenas perturbagdes. Um sistema € considerado estdvel se, para qualquer
condic¢do inicial dentro de uma faixa admissivel, sua resposta ndo diverge para o infinito.

Formalmente, para um sistema linear no formato de espacgo de estados:

e O sistema € assintoticamente estdvel se todos os autovalores da matriz A estiverem no
semiplano esquerdo do plano complexo, ou seja, se 2 > 0 para todos os valores

prépriosi de A . No caso de sistemas discretos, como o presente trabalho, a condi¢do

de estabilidade € que os autovalores da matrizAel ,que é a versdo discretizada de A,

estejam dentro do circulo unitdrio, assim:



17

|)\1| <1

Essa definicdo € amplamente discutida por Ogata (2010) e Khalil (2002), sendo
essencial para garantir que o sistema ndo apresente comportamento divergente ao longo do
tempo.

No caso do balance board, a estabilidade € fortemente influenciada pelos parametros
fisicos do sistema, como massa, momento de inércia e comprimento da base. Pequenas
variagdes nesses parametros podem alterar a posi¢cao dos pélos do sistema, afetando a resposta
ao controle. A realimentacao de estados utilizada neste trabalho busca garantir que os pélos do
sistema estejam dentro da regido estavel do espaco de estados.

Como descrito por Spong et al. (2006), sistemas biomecanicos sdo altamente nao
lineares e frequentemente requerem linearizacdo em torno de um ponto de operagdo para
permitir a aplicagdo de técnicas de controle convencionais. A estabilidade é garantida pela
escolha adequada dos ganhos da matriz F', que deslocam os p6los do sistema para posi¢des
desejadas, mantendo a resposta dentro de uma faixa aceitavel de operagao.

A estabilidade pode ser comprometida se a realimentacdo ndao for projetada
corretamente. Doyle, Francis e Tannenbaum (1992) discutem que, em sistemas multivaridveis,
a interagdo entre diferentes estados pode causar efeitos inesperados, exigindo uma alocagao de
polos criteriosa para evitar oscilagdes excessivas ou instabilidades indesejadas.

3.6 Modelagem Computacional no MATLAB

A modelagem matemaética foi implementada no MATLAB, que ofereceu ferramentas
robustas para a manipulagdo de sistemas dinamicos e projeto de controladores. O cédigo
desenvolvido permitiu a determinagao das matrizes do sistema, linearizacao, discretizac¢do e o

projeto do sistema multivaridvel.

3.7 Definicao dos Parametros Fisicos

Os parametros fisicos do sistema foram definidos no c6digo MATLAB, levando em
conta valores arbitrarios e realistas de um individuo sobre um balance board como massa,
altura do ponto de apoio com o board, altura do centro de massa do corpo humano, assim
como os valores da composicdo do balance board como medidas de raio do rolo do board, e

dimensdes do board em si. A Tabela 1 apresenta os valores adotados para cada um dos

parametros do modelo matemético. O valor do parametro T (periodo de amostragem para

discretizar o modelo e executar a simulag¢do) foi escolhido como sendo igual a 100 ms por
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conta de representar o tempo médio de resposta motora de um ser humano comum

(Chagdes,James et al;2013).

Para fins comparativos neste estudo, foi implementado um cédigo para variar somente

a massa do individuo e um para variar somente o raio do rolo onde fica o board.

Figura 2 - Varia¢do de Mh.
clear
clc

¥ Parametros fixos do zistema
Mb = 2; ¥ k

bt mfs2

t m

t Raio fixo

t Comprimento fixo da base
t Tempo de amostragem (s)

¥ Faixa de valores de massa humana
teste_massas = [7@, 8@, 98, 184];

. Loop sobre os valores de Mh
Mh = teste massas
% Calculo dos momentos de inércia
Ib = 8.5 * Mb * (Lb*2); % kgm?
Th = @.883 * Mh * ((8.2°2) + (1°2)); % kgm?

a.
a.

£ Parametros adicionais
=@8.91*Mh * g * (1 2);

D@ =R - h + f - Lb; % Distancia de equilibrio

Fonte: Autoria propria.



O c6digo que varia R tem somente este trecho alterado

Figura 3 - Variacdo de R.
clear
clec

% Parametros fixos do sistema

b Raio fixo
; % kg % Massa fixa do humano

;3 % Tempo de amostragem (s)

% Faixa de valores de tamanho do board
teste board = [@.825, ©.65, 8.1, 8.15];

% Loop sobre os wvalores de Lb
for Lb = teste board
% Calculo dos momentos de inércia
= 8.5 * Mk * (Lb"2); % kgm?
Ih = 8.883 * Mh * ((8.2~2) + (1°2)); % kgm?
s adicionais
1*Mh *g* (1/2);
- h+ f - Lb; % Distdncia de equilibrio

Fonte: Autoria prépria.
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3.8 Construcao das Matrizes de Massa (M) e Rigidez (S)
As matrizes de inércia e rigidez foram calculadas para descrever o comportamento

dindmico do sistema, seguindo a constru¢do das expressdes que relacionam as mesmas:

Figura 4 - Matrizes de Massa (M) e Rigidez (S).

Ih +(1~2*Mh} ;
1*Mh*({Lb+D@) ;
mlz2;
Ib + (D@*2*Mh) + (Lb"2*(Mb+Mh))+({2*DO*Lb*Mh} ;

st - (g*1*Mh);

st;

5123
st-g*(Mb+Mh)*(Lb-R)-(D@*g*Mh) ;

[m11,m12;
m21, m22];

[s11,s12;
£21,522];

Fonte: Autoria prépria.

3.9 Linearizacao e Representacao em Espaco de Estados
Para o projeto do controlador, o sistema foi linearizado e representado na forma de
espaco de estados:
Figura 5 - Linearizacdo e Espaco de Estados.
M _inv = inv({M}); ¥invertendo a matriz M
I 2 =eye(2); ¥ Matriz identidade 2x2
a2l = -M_inv * 5;

[1; -1];

[zeros(2),I
a2l, zeros(2)];

3 (M_inv*H)];

3
size(C,1}), size(B,2)); X Matriz nula

Fonte: Autoria prépria.
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3.10 Avaliando Controlabilidade e Observabilidade
A controlabilidade e Observabilidade do sistema foram avaliadas antes de iniciar o
processo de discretizacdo. Usando o cédigo do MATLAB apresentado na Figura n, foi
assegurada a validez dessas propriedades, proporcionando o avanco no processo de
discretizacdo a seguir.
Figura 6 - Controlabilidade e Observabilidade do sistema
3 aliacdo da Controlabilidade
Co = ctrb(A, B);

rank_Co = rank(Co);
if rank_Co

e

disp('0 ema € controlavel.');

disp('0 sistema ndo € totalmente controla

Avaliacdo da Observabilidade
||'J5‘.F(1‘5|_.
rank_0Ob = r (0b) 3
if rank_oOb

disp( 0 ema € obs el.");

disp('0 s ema nao € totalmente

% Discretizacdo do sistema
= ss(A, B, C
c2d(sys, Ts);
Command Window

0 sistema é controldvel.
0 sistema € observdvel.

Ly
>3

Fonte: Autoria prépria

3.11 Discretizacdo do Sistema

A discretizagdo foi realizada para implementar o controle digital:

Figura 7 - Comandos da discretizacdo

Fonte: Autoria prépria.

3.12 Projeto dos ganhos
O vetor de ganhos de realimentacdo de estados F' foi modelado utilizando a técnica
de alocagdo de pdlos, com o objetivo de garantir a estabilidade do sistema.
Os polos foram definidos com base na andlise dos autovalores do sistema

discretizado:
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Figura 8 - P6los e alocagdo dos mesmos.

[0.67955, ((©.9952 + @.9982i)*@.8), ((P.9952 - @©.@982i)*@.8), ©.7358]; % Vetor de polos desejados

place(sysd.A,sysd.B, p);

= (sysd.A) -((sysd.B)*F};

Fonte: Autoria prépria.

Para fins comparativos, os polos foram recalculados em torno do ponto de™nrigual a

70kg, e o vetor F' foi recalculado também para este conjunto de p6los.

Figura 9 - Pélos para mh=70kg

[1.3590%@.5@8, ((@.9316 + 8.3635i)*@.88), ((8.9316 - A.3635i)*0.8@), @.7358]; % Vetor de polos desejados

Fonte: Autoria prépria.

3.13 Simulacio do Sistema Controlado

Figura 10 - Vetor F para os pélos em mh=80kg

25.6488 12.8516

Fonte: Autoria propria.

Figura 11 - Vetor F para os pélos em mh=70kg

1e.7827

Fonte: Autoria prépria.

Com o controlador projetado, o sistema foi simulado no MATLAB para avaliar o

desempenho do controle. As condicdes iniciais consideraram pequenos desvios do equilibrio,
s

de modo que os valores iniciais de fe Psdo iguais a, 6 conforme mostra a Figura 12.
Por fim, a Figura 13 apresenta as func¢des para elaboracdo dos graficos durante a

execucao do script de simulagdo.
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Figura 12 - Comandos da discretizagdo

zeros
pi/6;pi/f6;8;8 1;
eros(4,length(t));

1:length(t)
uk(3) = - (F¥xk);

xk 1 = ((sysd.A)*xk) + ((sysd.B)*uk({j));
yk(:,j) = ((sysd.C)*xk) + {(sysd.D)*uk(j));

Fonte: Autoria prépria.

Figura 13 - Imprimindo resultados na tela
figure
subplot(3,1,1)
plot(t,uk);
legend(

subplot(3,1,2)
plot(t,;

legend( " theta[

subplot(3,1,3)

Fonte: Autoria propria.
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4. RESULTADOS E DISCUSSOES
Para validar o modelo que foi proposto, foram realizadas diversas simulagdes com
variacdo de alguns parametros fisicos. Inicialmente, somente a massa do individuo foi variada
em cada simulagdo, considerando o vetor de ganhos de realimentagio de estados F' calculado
para mp igual a 80kg. Em seguida, foi variado somente o raio do rolo o qual o board é

posicionado, considerando os mesmos valores de F'.

Tabela 2 — Resultados de torques obtidos para simula¢des com variacao dos parametros mh e R do sistema linearizado com
ganhos de realimentacio projetados para mh = 80 kg.

Nl |

mh R
U — W———— —
-,
—torguz . h ——forque i)
It | N

A0
1t 00k
J

4[][] | | | | | | | | |

! w w ! | | | | | ¢ 1+ 2 3 4 5 &6 7T & § A

— el

——torque Ml
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— 0

——tirggefti

A0
At

I B B
(

—torque i

—luraue[N.In}

Fonte: Autoria prépria.
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Tabela 3 — Resultados de posicao obtidos para simulagdes com variagdo dos pardmetros mh e R do sistema linearizado com

ganhos de realimentacio projetados para mh = 80 kg.

mh R
3[] T T 4[] | |
'. —— thetaforas] — {helalgraus]
N —— philgraug] | —— phigraus]
i
I
ey
'm | | | | | : : : :
T ; R 5 P s
70kg 0.05m
3[] T ] | [ [
— el —— el
0 —— Mg |- —phi[ggus]]'
0
It ;
/"
1[] ] | ] | ]
{2 j [ T T : e
o [
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i \ T
—— el — helafgraus]
0H — s —— hifraug] |
I3
i
1[] | | | | |
0 5 (R T (I T
90kg
| |
i T — thelalgrats
—— hefaraug] — phigrats] |
——phigrag] |4
| o I
5 VR I |
100kg

Fonte: Autoria prépria.
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Tabela 4 — Resultados de velocidade obtidos para simulagdes com variacido dos parametros mh e R do sistema linearizado

com ganhos de realimentacio projetados para mh = 80 kg.

mh R
T 15 | |
— —— et ] | — fhef, [
i o fl —
i
_ / [ e
I\l | | | 4 | | | | | | ! ! !
! 5 I R N S A S T T R T
70kg 0.05 m
— fl |
— e o —— el ]
— M || — i, [
it |
/f
| ' | []B | | | l \ | | | |
; S TR A SO T A B B
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—— [hefa, [1ad] = T

gl [of / e, ]
5t m—y
A0 ]

Vass

i

=
—
=
e
=
—

' | —— fefy, i
—— thefa, [rad] ‘ |
m— —— Jh, [
4 2 L |
0t —=
|
}

Fonte: Autoria prépria.

Nos graficos a esquerda das Tabela 2,3 e 4 foram analisadas as respostas do sistema,
variando exclusivamente a massa do individuo e, enquanto nos graficos a direita foi variado
somente, o raio do rolo.

A variagdo da massa resultou em mudancas significativas na resposta do sistema,
afetando tanto os torques aplicados quanto as velocidades angulares do board. Conforme
esperado, um aumento na massa do individuo levou a uma resposta mais lenta, conforme
discutido em Spong et al. (2006). Esse efeito ocorre porque uma massa maior resulta em
maior inércia, o que, segundo Khalil (2002), impacta diretamente na dinamica de sistemas

biomecanicos controlados.
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Pode-se observar também que a variagdo do tamanho do raio alterou a distribui¢do da
massa do sistema, modificando a relacdo entre torque e aceleracdo angular. Valores menores
de R tornaram o sistema mais sensivel as variagdes de posi¢do, enquanto valores maiores
resultaram em respostas mais amortecidas. Esse comportamento estd alinhado com os estudos
de Mdlnar (2021), que demonstram que pequenas mudancas na geometria da base impactam a
capacidade do individuo de manter o equilibrio.

Foi feita também para fins de comparacdo, um novo cdlculo do vetor de ganhos de
realimentacdo de estados, dessa vez considerando o sistema calculado para™s igual a 70kg.
A Tabela 3 apresenta os resultados obtidos nas simulacdes. Para facilitar a comparacdo dos
resultados, os graficos obtidos com o vetor de ganhos calculado considerando 7r igual a 80

kg foram repetidos na coluna a esquerda da Tabela 5,6 ¢ 7.

Tabela 5 — Resultados de torque obtidos para simulagcdes com variagdo do pardmetro mh do sistema linearizado com ganhos
de realimentacio projetados para mh = 80 kg (coluna da esquerda) e mh = 70 kg (coluna da direita).

F projetado para o sistema com mh =80kg F projetado para o sistema com mh =70kg

—fmuz i 0
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4000 ‘ :
T T
1111 W‘lﬂl ! \ —— lorgue [N} 1
0 \\ T
2000 /
40
| | | ﬁUﬂU 1 | I | |
5 8 E R I . ; A T |
80k
s 80kg
Vil | | Pl |
——fomee 0k \\ 1
[] r U V\
A0
A0
200
-0 \ | l § 300 | \ ! |
0 § § 5 1 [ . b A T |
90kg 90kg
200 | : ‘ |
200 | | ‘ ) —torqug .l
e | || S
0 L
200+
200
-400 J
A0l | | ‘ i 1 1 | | 1
0 5 2 y 10 0 1 2 5 8 g 10
100kg 100kg

Fonte: Autoria prépria.
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Tabela 6 — Resultados de posi¢do obtidos para simula¢des com varia¢do do pardmetro mh do sistema linearizado com ganhos

de realimentacio projetados para mh = 80 kg (coluna da esquerda) e mh = 70 kg (coluna da direita).

F projetado para o sistema com mh =80kg

F projetado para o sistema com mh =70kg

\
—— thetalgraus]
— phifpraig] |

8
e
m | | | | | | | |
S A R T T R A TR B
70kg
¥ |
\. —— thetalyraus]
2[]-\ — higraug] |-
1[]-\
ol )
Ve
1[] ] ] | | ] ] | ]
N T A R B

|
—— thetgratg]
—— phijgraus] |7
| |
§F
|
—— tetgorls]
— s
| |
(R |
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—— [hetafraus]

) ‘
— hetafgraue]
e — phigraug] |
I
8
1l | — A
[ 5 (R B 0
90kg
]
I
—— thetafgraus]
—— philgravs] |
5 § 9 il
100kg

— g ||
| |
; b
90kg
|
—— thefaforaus]
—— hioraue]
5 § il
100kg

Fonte: Autoria prépria.
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Tabela 7 — Resultados de velocidade obtidos para simulagdes com variagdo do pardmetro mh do sistema linearizado com
ganhos de realimentac¢io projetados para mh = 80 kg (coluna da esquerda) e mh = 70 kg (coluna da direita).

F projetado para o sistema com mh =80kg F projetado para o sistema com mh =70kg

1 T |
_— —— et ] I— :

[]\ = il [ | W) m—

— i, [ad

2 f
i / I
4 \J | | | | | | | | | 1[] | | | | | | ] ] ]

- T T 1
0 > — el —— el ]
! — phi, [rad] | —— i, rad] |
1l 1
zsj, / -
2 \L‘./ | | 1 | | | | | | Ml | | 1 | | 1 ! ! 1
0 1 2 3 4 5 b T 8 § il 0 f l 3 4 5 b I § g 1
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mk o/

300 | | | | | | | | |

‘ I |
I 1 ’ — fhela, [

— thiela, [iad] ‘ — ohi, ]

gl [ead] || | |

Fonte: Autoria prépria.

Nestes resultados, a principal observacdo foi que a resposta do sistema depende
fortemente do ponto em que a linearizacdo foi realizada. Quando os pélos foram realocados
considerando M igual a 80 kg, os melhores desempenhos foram observados para massas
proximas a esse valor.

Para massas significativamente menores ou maiores, a resposta do sistema acabou por
apresentar variagdes, evidenciando que de fato a estabilidade e a eficiéncia do controle sdao
comprometidas fora da faixa para a qual o controlador foi projetado. Tal qual apontado por
Doyle, Francis e Tannenbaum (1992), a robustez do controle multivaridvel depende

fortemente da escolha dos polos, o que reforca a necessidade de um ajuste preciso para

diferentes faixas de operacao.




36

Porém, os dados numéricos dos testes acabaram por evidenciar limitacdes no
modelo, no que tange a variacdo dos parametros fisicos, como a massa € o0 momento de
inércia. Como discutido por Spong et al. (2006), sistemas biomecanicos apresentam forte
dependéncia de suas condi¢Oes iniciais, exigindo o refinamento da modelagem para
representar com maior precisdo as condigdes reais. Além disso, Khalil (2002) ressalta que a
linearizacdo em torno de um ponto de equilibrio pode ndo ser suficiente para capturar todas as
dinamicas envolvidas, o que pode explicar uma certa caréncia de distin¢do clara entre casos
estdveis e instdveis em alguns cendrios testados, limitando a confiar em qual variacdo

representa melhor o cendrio.
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5. CONCLUSAO

Os resultados obtidos neste estudo demonstram que a modelagem de um individuo se
equilibrando em um balance board utilizando um sistema dindmico em espaco de estados
permite uma andlise detalhada da estabilidade e do controle do equilibrio humano. A técnica
de realimentacdo de estados permitiu obter sucesso para algumas faixas de operacdo
analisadas, sugerindo que a abordagem proposta possa ser aplicada a sistemas de treinamento
de equilibrio e reabilitacdo motora no futuro, onde pequenas oscila¢cdes em torno de um ponto
de equilibrio sdo desejadas para fortalecer a resposta postural do individuo.

Um trabalho semelhante conduzido por Mdlnar analisou a estabilidade de individuos
sobre um balance board, considerando a influéncia da massa corporal e da interacdo
neuromuscular no controle postural. Pode-se relacionar os resultados deste trabalho com a
abordagem de Molnar ao demonstrar que pequenas variagdes na massa € no momento de
inércia afetam diretamente a resposta do sistema, exigindo um ajuste cuidadoso do
controlador. E também, a modelagem matemadtica utilizada neste estudo pode servir como
base para futuras investigacdes experimentais que validem os dados numéricos e aproximem o
modelo computacional da realidade fisica observada em estudos biomecénicos.

Na aplicacdo pratica, este modelo pode ser utilizado como base para o
desenvolvimento de simuladores de equilibrio, auxiliando em estudos de controle postural e
no projeto de dispositivos assistivos para reabilita¢cdo, como dados comparativos de como uma
situacdo real de equilibrio viria a ser. No entanto, a faixa operacional segura do controlador
deve ser melhor definida, considerando métodos de ajuste adaptativos ou estratégias de
controle nao lineares para melhorar a robustez do sistema.

Assim, futuras pesquisas podem explorar abordagens mais avancadas para garantir a
estabilidade em uma gama mais ampla de condicdes fisicas, além de validar
experimentalmente as respostas obtidas numericamente. A integracdo de sensores para medir
parametros reais do equilibrio poderia fornecer dados adicionais para validar e refinar o

modelo proposto.
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