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RESUMO

Nesta dissertacao apresentam-se resultados para a estabilidade de sistemas lineares sujei-
tos a pardmetros variantes no tempo (do inglés Linear Parameter Varying - LPV). De
inicio, apresenta-se um método para o projeto de um controlador gain scheduled via de-
sigualdades matriciais lineares (do inglés Linear Matriz Inequalitites - LMIs), com base
na teoria de estabilidade segundo Lyapunov com parametro variante e empregando uma
realimentacao derivativa do vetor de estado. Propde-se um método para projetar o con-
trolador gain scheduling usando realimentacao derivativa do vetor de estado, considerando
também incertezas paramétricas. Esta nova formulacao foi obtida utilizando o Lema de
Finsler, o que permitiu encontrar o ganho do controlador sem ter que inverter uma matriz

literal.

Palavras-chave: Desigualdades matriciais lineares (LMIs). Control gain scheduled. Con-

trole com realimentagao derivativa.



ABSTRACT

In this thesis are presented results for the stability of linear time-varying systems
(Linear Parameter Varying - LPV). At first, it is described a method for designing
a gain scheduling controller via linear matrix inequalities (Linear Matriz Inequalitites -
LMIs), based on the stability theory of Lyapunov with time-variant parameter and using
state derivative feedback. It is proposed a method to design a gain scheduling controller
using state derivative feedback and also considering parametric uncertains. This new
formulation was manipulated using the lemma of Finsler, and allowed to find the control
law without having to invert a symbolic matrix.

Keywords: Linear Matrix Inequalities (LMIs). Controller gain scheduled. Controller
using derivative feedback.
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1 INTRODUCAO

Desde o surgimento da teoria de controle de sistemas dindmicos, a realimentagao de
estados foi um elemento fundamental para o desenvolvimento de multiplos trabalhos nesta
area. Muito desses trabalhos da literatura expressam como a realimentacao de estados é
importante para a teoria de controle, principalmente a moderna (OGATA, 2003), (DORF;
BISHOP, 2001), (CHEN, 1999). As técnicas mais usadas para realimentar os sistemas sao
a realimentacao da saida e a de estados. O uso de sensores acelerométricos permitiu abrir
um caminho para o estudo da realimentacao derivativa de estado, devido a facil recons-
trugao da derivada dos sinais que os proprios sinais. O uso da realimentacao da derivada
do vetor de estado (realimentagdo derivativa) em sistemas lineares tem sido explorado
nos ultimos anos. Alguns pesquisadores procuraram desenvolver métodos similares aos ja
existentes para a realimentagao de estados, por exemplo (ABDELAZIZ; VALASEK, 2004)
desenvolveram uma férmula similar & de Ackerman generalizada para sistemas lineares
(SISO) sob realimentacio derivativa. (FARIA; ASSUNCAO; TEIXEIRA, 2009) apresen-
taram uma nova formulacao para a estabilizacdo de sistemas multivariaveis lineares sob
realimentagao da derivada de estados. (MOREIRA et al., 2010) fizeram um andlise em
sistemas lineares de observabilidade e a estabilidade através da derivada do vetor de es-
tados e um estudo sobre a rejeigdo de disttirbios com realimentagao derivativa. (LEWIS;
SYRMOS, 1991) apresentam uma teoria geométrica para sistemas dindmicos com reali-
mentacao derivativa sobre sistemas singulares. (CARDIM et al., 2007) apresentam uma
teoria para projetar o controlador usando realimentacao derivativa a partir da projecao
da realimentacao de estados do proprio sistema. (ARAUJ O; CASTRO; SANTOS, 2009)
realizaram uma andalise comparativa entre a realimentacao de estados e a realimentacao
derivativa em sistemas lineares invariantes no tempo. (SILVA et al., 2012) apresentam a
teoria para o projeto de um controlador menos conservativo para sistemas lineares com
incertezas politopicas via realimentacao derivativa garantindo a estabilidade e robustez do
sistema. Uma abordagem sobre a estabilidade e robustez com realimentacao derivativa,
incluindo a fragilidade, pode ser vista no trabalho de (MICHIELS et al., 2009). Outros

trabalhos que relatam o projeto de controladores para sistemas mecanicos em sistemas
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amortecedores de vibragoes utilizando realimentacao derivativa podem ser encontrados em
(ABDELAZIZ; VALASEK, 2005b, 2005¢), (ABDELAZIZ, 2007, 2009, 2010). Ainda, na
literatura especializada, pode-se encontrar trabalhos que relatam o uso da realimentacao
derivativa em sistemas lineares, nao lineares, lineares e nao lineares sujeitos a incertezas
na planta entre outros, utilizando técnicas baseadas em desigualdades matriciais lineares
(LMI, acrénimo inglés para Linear Matrix Inequalities).

Nos ultimos anos, varias condigoes foram propostas para avaliar a estabilidade robusta
de um sistema linear com pardmetro variante no tempo (CHILALI; GAHINET; AP-
KARIAN, 1999). Gain Scheduled tem motivado varios estudos na area da engenharia
de controle. Esta estratégia de controle é muito popular para sistemas lineares e nao
lineares aplicando-se em multiplos campos, como aerondutica, militar, civil, etc. As ori-
gens dos controladores gain scheduling foram nos anos 60 com a chamada teoria classica
gain scheduling, baseada na linearizacao de um sistema sobre seus pontos de equilibrio
(ASTROM; WITTENMARK, 2008), (SHAMMA; ATHANS, 1990), (HYDE; GLOVER,
1993). A eficiéncia do gain scheduling classico depende das caracteristicas dindmicas do
sistema nao linear. Esses podem ser descritos como uma associacao de sistemas lineares,
compostas da linearizagoes da planta correspondendo aos controladores lineares locais
(LEITH; LEITHEAD, 2000). O controlador é projetado levando em conta somente as di-
namicas da planta localmente em torno de um ponto de equilibrio (LEITH; LEITHEAD,
2000). Os controladores classicos gain scheduling foram muito aplicados mas, apresen-
taram limitacoes. O fato de trabalhar somente na regidao da vizinhanga dos pontos de
equilibrio operante, representava uma deficiéncia da técnica. Porém, os controladores
gain scheduling classicos sao requeridos para operar durante operacoes longe do ponto
do equilibrio. Pode-se projetar o controlador utilizando métodos baseados na norma Lo
garantindo robustez, estabilidade nominal do sistema, melhorando o projeto gain schedu-
ling (SHAMMA; ATHANS, 1990). Gain scheduling fuzzy supera as desvantagens de gain
scheduling cléassicos, considerando a restricao de estabilidade e de desempenho tanto no
comportamento local quanto no global. As técnicas gain scheduling fuzzy podem envol-
ver gain scheduling classicos assim como as técnicas (Linear Parameter Varying - LPV)
(NAUS, 2009). Uma importante considera¢ao no projeto de um controlador linear para
um sistema de malha fechada com incerteza é a robustez e desempenho. Entre varias,

existem dois tipos de incertezas descritas a seguir:

1. Incerteza dindmica, que corresponde as dindmicas da planta (comportamento de

alta frequéncia, nao linearidade, etc).

2. Parametros constantes incertos, onde se tem imprecisao sobre o valor do parametro
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fisico ou variacgoes desse valor durante a operacao.

Quando as incertezas sao constantes ou de variagdes extremamente lentas, o problema
pode ser resolvido usando técnicas de controle robusto (Linear Time Invariant - LTI)
(APKARAIN; GAHINET; BECKER, 1995). Algumas vezes, pode-se ter consideraveis
variagoes dos parametros, nesse caso, um controlador robusto pode ser muito conserva-
tivo e a estabilizacao da planta por um controlador projetado supondo a planta LTI pode
nao ser suficiente. Considerando que as variagoes dos parametros podem ser medidas du-
rante a operacgao do sistema, a estratégia gain scheduling pode proporcionar solu¢ées mais
eficientes. Os controladores gain scheduling estao em funcao de um paradmetro variavel
da planta. Os controladores gain scheduling sao projetados em funcao de um parame-
tro variavel da planta, sendo que os ganhos sao ajustados de acordo com determinadas
variagoes na dinamica do sistema. Por esse motivo, em muitas aplicagoes desse tipo os
controladores gain scheduling sao mais factiveis que os controladores robustos. A com-
binacao de ambas técnicas tem sido objeto de estudos. Pode-se separar esse parametro
incerto em dois, de modo que um parametro esteja sujeito as variagoes da dinamica da
planta para o qual o controlador se adapte a essas variagoes e o controlador robusto para
as incertezas constantes ou com variagoes lentas (BIANCHI; MANTZ, 2004). O objetivo
deste trabalho é projetar um controlador gain scheduling na forma padrao da equacao de
estados com realimentacgao derivativa projetada via LMI, levando em consideracao para-
metros variantes ao longo do tempo. A estrutura do texto dessa dissertacao é organizada

da seguinte forma:

e Capitulo 2. Apresenta a teoria da estratégia de controle gain scheduling conside-

rando o parametro variante no tempo.

e Capitulo 3. Mostra a teoria da estratégia de controle com realimentacgao da derivada

dos estados .

e Capitulo 4. Denota a teoria proposta nesse trabalho para projetar o controlador

gain scheduling usando realimentacao derivativa do vetor de estado via LMI.

e Capitulo 5. Expoe resultados praticos do projeto do controlador proposto, aplicado

a um sistema de suspensao ativa, para ilustrar a eficiéncia da nova técnica.

e Capitulo 6. Aponta as conclusdes e também algumas sugestoes para pesquisas
futuras. Apds, uma lista das bibliografias relacionadas diretamente e indiretamente

com o trabalho.
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2 CONTROLE GAIN SCHEDULED

Neste capitulo apresenta-se a teoria sobre a estratégia de controle gain scheduling para
sistemas lineares continuos com parametros variantes no tempo. Projeta-se o controlador
utilizando a realimentacao de estados garantindo a estabilidade do sistema. Os métodos
de projeto encontrados na literatura utilizam uma matriz de Lyapunov dependente do
pardmetro variante no tempo. A metodologia descrita a seguir é mais restritiva pois
utiliza uma matriz de Lyapunov tnica. Isso se fez necessario para viabilizar o projeto do
controlador gain scheduled usando realimentagao derivativa, proposto no Capitulo 4 desta

dissertacao.

2.1 Gain schedulingpara sistemas lineares continuos com pa-
rametro variante no tempo

Considere o sistema linear continuo com pardmetro variante no tempo,a(t)mensuravel :
(t) = A(a(t))z(t)+ B(a(t))u(t),(1)sendo z(t) € R™,u(t) e R™, A(a(t)) e R"*™ e B(a(t)) €
R™ ™ Suponha que as matrizes A(«(t)) e B(a(t)) pertengam ao politopo D dado por:

D =(A,B)(a(t): (A B)(a Zaj )(A;, B;) Zaj )=Tlia;(t) >0,  (2)

j=1,2,....N.

Segundo (MONTAGNER; PERES, 2004), (SOUZA; TROFINO, 2005), existe um con-
junto de matrizes K(a(t)) € R™*™ de modo que ao realimentar o sistema (1) com as

variaveis dos estados, na seguinte forma:

u(t) = =K (a(t)z(t), (3)
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sendo

N N
K (a(0) = 3 (05 3 ylt) = L)) 20, (4)
j= J=

proporcionando o sistema de malha fechada estavel a partir da seguinte equacao:
() = A(a(t))z(t) — B(a(t)) K (alt))z(t), (5)
(t) = [A(a(t) — Bla(t)) K (a(t))]z (). (6)

Usando a fung¢ao quadratica de Lyapunov obtém-se um conjunto de matrizes K («a(t)) que
garante a estabilidade do sistema (MONTAGNER; PERES, 2004).

Teorema 1. Supondo que |a(t)| < p;, considerando o limite p; > 0,1 =1,2,...,N —1, se
existirem matrizes simétricas positivas definidas W; € R™" e matrizes Z; € R™*" com
j=1,2,...,N, tais que:

N-1

WiAT + AW — 2T B] —B; Zj+ Y +pi(Wi —Wy) <0, (7)
=1
j=1,2,....N
WAL AW W, AT v AW, —ZEBT —Z2TBl B, 7. —B.Z 2N_1i (Wi =W
Jk+k]+/€j+Jk kE Ly j Pk k4 jk+zpz(z N)<07
=1
(8)

j=1,2,...N—1;k=j+1,...,N

entdo a lei de controle através da realimentagdo de estado com parametro variante no

tempo,
u(t) = —K(a(t))x(t), (9)

sendo
K(a(t)) = Z(a(t))W (a(t) ™", (10)
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garante a estabilidade @ malha fechada do sistema (1) e (2) sob os limites p; por meio da

matriz Lyapunov de parametro dependente P(a(t)) =W (a(t))~ L.

Prova: Vide (MONTAGNER; PERES, 2004).

Pode-se notar que o projeto do controlador depende da inversao da matriz W («(t))
em (10) que é fungdo dos parametros aq(t), aa(t), ..., an(t). Nesse caso é necessaria a
inversao de uma matriz literal, cuja dimensao ¢é igual a quantidade de estados da planta e
quanto maior a quantidade de estados, maior é a complexidade de realizar essa inversao

matricial.
Na préxima secao sao propostas novas condi¢oes LMIs para o projeto do controlador

gain scheduling usando realimentagao dos estados que nao necessita de uma inversao de

matriz literal.

2.2 Projeto do controlador com condicao de estabilidade

Para a obtencao dos resultados propostos no Capitulo 4 dessa dissertacao, foi realizada
inicialmente a anélise de estabilidade do sistema (6) verificando a existéncia de uma matriz
de Lyapunov tnica. O objetivo é procurar por uma matriz simétrica P € R™*" verificando

as seguintes desigualdades:
V(x(t)) =2t (t)Px(t) > 0,Ya(t) #0, (12)

V(x(t)) < 0,Va(t) £ 0. (13)

O seguinte teorema, proposto nesse trabalho, garante condicoes de existéncia da matriz
P satisfazendo (12) e (13). Esse teorema ¢ baseado em (MONTAGNER; PERES, 2004),

com restricao de uma P tunica.

Teorema 2. Se existirem uma matriz simétrica positiva definida W € R™™™ e matrizes

Z; € R™*™ com j=1,2,...,N, tais que:

WAT + AW — 2 Bl — B; Z; <0, (14)
j=12,...,N
WAL + AW +WAT + AW — 2Bl — Z] B — BiZ; — B; Z; < 0, (15)

i=1,2,... N—1;j=i+1,....N
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entao a lei de controle através da realimentacao de estado com parametro variante no

tempo,
u(t) = =K (a(t))x(t), (16)

sendo
K(a(t)) = Z(a(t))W ™, (17)

N
Y aj=1j=12,...,N, (18)

.
I
—

garante a estabilidade a malha fechada do sistema (1) e (2), por meio da matriz positiva

definida P =W 1.

Prova. Multiplicando (14) por o 2(t) >0 e somando em j, de j =1 até j = N, segue que

N
Z WAT+Za ) A;W — Za (t)Z] B] — Za t)B;Z; < 0. (19)
j=1 7=1 Jj=1
Multiplicando (15) por «;(t)c;(t) e somando em ¢, de i =1 até i =N —1 e em j, de
j=14+1 até j = N, segue que

N-1 N
S ailt)a () (WA + WAT + AW+ A;W — 2] B] — BiZ; — Z] B — B; Z;) < 0.
i=1 j=i+1

(20)

Somando (19) e (20)

N
Za WAT+Za ) AW — Za (t)Z] B] =" a3(t)B;Z;
7j=1 7=1 =1
+ Z Z ai(t)oy (t) (WA + WAT + AW + A;W
=1 j=i+1
—ZZ-TBJT—BiZj—ZjTBZT—BjZi) <0. (21)
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Genericamente sabemos que:

2HR + 2 z i (HiRj+ HjR;).
=1 j=i+1

N
% 2, O

J

i Mz
N
T'Mz

N N
Entao, lembrando que Y a;(t)=1e ¥ o =1:
i=1 i=1

™M=

N
S o ()WAT+ z z az(t)aj(t)(WAiTvLWA]T):
j=1 i=1 j=i+1 1=1 J=1

AT S it () (AW + A W) = éai@) S ai (AW = 3

j:l i=1 j=i+1 i

S 2027+ S S ait)ay(t)(ZP BT+ ZFBY) = 3 ai(t) 55 (1) 27 BT

Jj=1 i=1 j=i+1 i=1 =1

N—-1 N N
Z QG()BjZi+ ¥ Y ai(t)y(t)(BiZi+BjZi) = ¥ ailt) 3 a;(t)BiZ;.
7=1 i=1 j=i+1 =1 j=1

Logo, (21) torna-se:

N N N N
ZO‘J Z W_Z;ai(t)ZiTz:l@j(t)BjT_z:lal t)Bi ZO‘J
j=1 i= j= i=
consequentemente:
WA (a(t) + Ala()W = Z (a(t)) BT (alt)) — Bla(t)) Z(a(t)) < 0,

e relembrando que Z(a(t)) = K(a(t))W, entao:

a(t) 35 oy (VAT = zaj<>WAJT.

t)Z; <0. (22)

(23)
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WAL (a(t)) + A(a()W — WEKT (a() BT (a(t)) — Bla(t) K (a()W <0.  (24)

Agrupando os termos semelhantes e deixando em evidéncia W a direita e a esquerda, a

inequacdo fica,

W (A(a(t) = Bla() K (a(t))" + (Ala(t) — Bla(t)) K (a(t)))W <0, (25)
como P~1 =W, multiplicamos P & direita e esquerda, temos

(A(a(t) = Bla(t)) K ()" P+ P(A(a(t)) — B(a(t)) K (a(t))) <0. (26)
Multiplicando por z”(¢) & esquerda e z(t) a direita, fica

2! (8)(A(a(t) = B(a(t) K (a(t))) Pa(t) + 2" (t) P(A(a(t)) — Bla(t)) K (a(t))z(t) < 0.
(27)
Logo, substituindo (6) em (27) obtém-se a funcdo derivada da equagao (12) que deve ser

menor que zero, para z(t) # 0. O qual fica demostrado o teorema pois:

T (t)Px(t) + 2T (t)Pi(t) <0, (28)
2T (t)Px(t) > 0. (29)
O

2.2.1 Conclusoes parciais

Note que nessa proposta, o projeto do controlador K(«(t)) dado por (17) utiliza
a inversao da matriz numérica W, evitando-se assim a inversao de matriz literal como
em (MONTAGNER; PERES, 2004). Uma limitacdo dessa proposta é que a fungao de
Lyapunov foi considerada com uma matriz P fixa, ocasionando condi¢bes mais conserva-
doras. Trabalhos futuros poderao abordar matriz de Lyapunov dependente de «(t) sem

a necessidade da inverter uma matriz literal para se obter o controlador.

O objetivo principal desse trabalho é o projeto do controlador gain scheduling usando
a realimentacao da derivada dos estados. O préximo capitulo aborda a metodologia
existente na literatura sobre realimentagao derivativa. Contudo essa teoria é apresentada
no préximo capiulo supondo que a planta tenha parametros dependentes do tempo, o que

ainda nao foi feito na literatura, segundo conhecimento do autor.
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3 CONTROLE USANDO REALIMENTACAO
DERIVATIVA

Neste capitulo, apresenta-se a teoria da realimentagao derivativa dos estados para
sistemas lineares com pardmetros variantes no tempo. O projeto de controlador usando
a derivada dos estados é implementado aqui pelo método de Lyapunov. A metodologia
apresentada neste capitulo utiliza uma matriz de Lyapunov tinica. Esta teoria apresentada

sera de utilidade para o proximo capitulo para projetar o controlador gain scheduled.

Neste capitulo, serd 1til o seguinte resultado de operagao elementar entre matrizes.

Lema 3.1. Dada a matriz M € R™ " ndo simétrica (M # M™) tem-se

M+M' < 0= M <0.

Vide (FARIA, 2005).

3.1 Realimentacao derivativa para sistemas lineares com pa-
rametro variante no tempo

Considere o sistema linear continuo com pardmetro variante no tempo (1), cujo os
elementos pertecem ao politopo (2). Segundo (DUAN G. R.; IRWIN, 1999) e (GARCIA-
PLANAS, 2003.) pode-se projetar uma matriz constante K € R™*" de modo que ao

realimentar (1) com a derivada dos estados,

u(t) = — Ky (t), (30)
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o sistema de malha fechada fica da seguinte forma:
&(t) = A(a(t)2(t) — B(a(t)) Kqi(t),
i(t) = (I + B(a(t) Kq) ™ Ala(t))z(t), (31)

sendo a matriz (I + B(«(t))Ky) invertivel. Se det(A(a(t))) # 0, ou seja ndo tem autova-
lores iguais a zero e o sistema seja completamente controlavel, entao é possivel garantir a
estabilidade assintdtica do sistema (31) usando uma matriz K, apropriada (ABDELAZIZ;
VALASEK, 2004).

3.2 Projeto do controlador com condicao de estabilidade

O estudo da estabilidade de (31) é realizado verificando a existéncia de uma funcao
de Lyapunov. Como o sistema (31) é linear, entdo, o objetivo é procurar uma matriz
simétrica P € R™" que seja positiva definida que satifaca a teoria de estabilidade se-
gundo Lyapunov. O seguinte teorema, proposto nesse trabalho, verifica as condi¢oes da
existéncia da matriz P satisfazendo as condigoes (12) e (13). Esse teorema ¢é baseado em

(FARIA, 2005).

Teorema 3. Suponha que o sistema (1) nao tenha polos na origem (det(A(a(t))) # 0).
O sistema (31) € assintoticamente estdvel se existirem, uma matriz simétrica positiva de-

finida W € R™™™ e uma matriz Z € R™*™ tais que:

WAL + AW + BiZAT + A4;,2T7BT <0 (32)

WAT + WAL + AW + A;W + BiZA] + B;ZAl + AiZ"B] + A;Z"Bf <0 (33)
i=1,2,... N-1 ¢ j=i+1,2, .. N
Entao a lei de controle de realimentacao da derivada dos estados
u(t) = —Kqi(l),

sendo

Kg=2W™ 1, (34)
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garante a estabilidade a malha fechada do sistema (1), (2) por meio da matriz positiva

definida P =W, dado em (32) e (33).
Prova. Multiplicando (32) por a2(t) > 0 e somando em i, de i = 1 até i = N, segue que

N
Sa ()WAT+Za AW+Za BZAT+Za AZTBE <0 (35)
i=1 i=1 i=1 =1

Multiplicando (33) por «a;(t)a;(t) e somando em i, de i =1 até i =N —1 e em j, de
=1+ 1 até j = N, segue que

Z Z ai(t)o () WA+ WAT + AW+ AW+ BiZAT + B ZAT + A, 2" B + A; 2" Bl') < 0.

=1 j=i+1
(36)

Somando (35) e (36)

N-1 N
Za WAT+Za AW+Za BZAT+Za YAZTBE+ 3T Y ait
i=1 =1 =1 i=1 j=i+1

(WA + WAL + AW + A;W + B ZA] + B;ZAl + A;Z"B] + A;Z" B]) < 0. (37)

Genericamente sabemos que:

—1
2HR+Z Z ajo(HiRj+ HjR;).
=1 j=i+1

M
M
HMZ

N N
Entao, lembrando que > a; =1e Y a;(t) =1
i=1 j=1

OS5 ai(t)as () (AW +AT) = 5 ai(t) 5 aj (AW = 5 a; (1) AW
j:l =1 j=it1 =1 =1 =1

N N N N
> o ()WAT+ zl 5 a0y (WAL +WAL) = 3 04(t) oy ()W AT = Zaj()WAjT.
j= i=1 j=i+ i= Jj=
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N N N
> a3(t)B;ZAT + z z ai(t)a;(t)(BiZ AT + B;ZAT) = 3 a4(t) 3 oy(t) BiZAT.
J=1 i=1 j=i+1 i=1 j=1
N N
z a3(t)A ZTBT—|— z z ai(t)o (1) (A ZT B + A;Z7B] ) = ¥ au(t) ¥ ay(t) AiZT BT
Jj= i=1 j=i+1 i=1 j=1

Logo, (37) torna-se

N N
W aj(t) +Z&Z AW—FZO@ BZZO@ T+Z
=1 i=1

t)A;Z" Z a;(t)B] <0,
=1 7=1 Jj=1
(38)
WAT (a(t)) + A(a(t)W + B(a(t)) ZAT (a(t)) + A(a(t) ZT BT (a(t)) < 0, (39)
como Z = K W substitui-se em (39), tem-se

WAL (a(t) +A(a(t))W + B(a(t)) KgW AT (a(t)) + A(a(t)) WK g B (a(t) <0

(40)
Substituindo W = P~! e deixando em evidéncia A(a(t))P~! & esquerda e P~1AT (a(t))
a direita, obtém-se
(I+B(at)K) P AT (a(t)) + A(a(t)) PH I+ B(a(t) Kq)' < 0. (41)

Aplicando o Lema 3.1 em (41) chega-se em

(I+B(a(t))Kq) P~ AT (a(t)) <0,

conclui-se que (I + B(a(t))Ky) é invertivel, sendo det(AT (a(t))) # 0 (satifazendo as con-

digoes da hipétese). Agora, multiplicando (41) & esquerda por P(I + B(a(t))Ky)~ ! e a
direita por (I + B(a(t))Kq)~1 P, obtém-se

AT (a(t))(I+ B(a(t))Kg) TP+ P(I+ B(a(t)Kq)) " A(a(t) < 0. (42)
Multiplicando & esquerda por 27 (t) e & direita por z(t), obtém-se

2T AT (I +Bla(t) Ky)~T Pa(t) + 27 (#)P(I+ B(a(t) Kq) " Ala(t))z(t) <0, (43)
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e de (31) em (43) obtém-se a funcdo derivada segundo Lyapunov que deve ser menor que

zero, para x(t) # 0. O qual fica demostrado o teorema pois:

i (t)Pz(t) + 2T (t)Pi(t) <0, (44)
T (t)Px(t) > 0. (45)
O

3.2.1 Conclusédes parciais

Nesta secao, apresentou-se a teoria da realimentacao derivativa com parametro vari-
ante no tempo em conjunto com o critério de Lyapunov, de forma a garantir a estabilidade
do sistema. Esta teoria pode ser aplicada no controle de sistemas em que dispoem-se de
sensores acelerométricos, nos quais as derivadas dos estados sao mais simples de serem
obtidas do que as medidas das variaveis de estado. Esta se¢ao apresentou uma preparacao

tedrica para o desenvolvimento do controle gain scheduling proposto no Capitulo 4.
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4 PROJETO DE CONTROLADOR GAIN SCHEDULING
USANDO REALIMENTACAO DERIVATIVA

Neste capitulo, procura-se uma solugao para sistemas lineares com parametro vari-
ante no tempo, empregando a estratégia de controle gain scheduling usando realimentcao
derivativa. Para facilitar a obtencao da solugao usa-se o Lema de Finsler evitando a

multiplicagao de matrizes que geram produtos cruzados.

4.1 Formulacdo LMI com Lema de Finsler

O objetivo do projeto do controlador é garantir a estabilidade do sistema
#(t) = Ala(t))x(t) + Bla(t))u(t) (46)
utilizando a realimentacao derivativa, dada por:
u(t) = —K(a(t))x(t). (47)
Substituindo (47) em (46) tem-se
(1) = A(a(t))z(t) = Bla(t)) K (a(t))(t). (48)

Para aplicar o Lema de Finsler é necessario partir da igualdade (49), resultado da trans-

formagao do sistema (48).
0= A(a()z(t) = (I + Bla(t)) K(a(t)))i(t). (49)

Para obten¢ao das LMIs para o projeto dos controladores, utiliza-se o Lema 4.1.
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Lema 4.1 (Lema de Finsler). Considere # € R", 2 € R"*" e B(a(t)) € R™*™ com posto
(B((a(t))) <n e B(a(t)) uma base para o espago nulo de B(a(t)) (isto € B(a(t))B(a(t))*t =
0).

Entdo as sequintes condigoes sdo equivalentes:

(i) #WTgw <0, YW #0, Blalt)W =0,

(1) Bla()- 2B(a(t)* <0,

(141)Ip € R : D — pB(a(t))T B(a(t)) <0,

(iv) 32 e R™™ : @+ 2%B(a(t))+ B(a(t)T 2T <0,

sendo p e 2 wvaridveis adicionais (ou multiplicadoras).

Prova: Veja (SKELTON; IWASAKI; GRIGORIADIS, 1997). n
O Lema de Finsler é amplamente usado em muitas aplicagoes de controle ou anélise de
estabilidade de sistemas baseados em LMIs. Esse lema garante a relaxao do conjunto de

LMIs devido a desassociacao de matrizes ou a reducao do niimero de LMIs em projeto de

controladores (MOZELLI; PALHARES; AVELLAR, 2004).

4.1.1 Projeto do controlador com condicdo de estabilidade

Definindo os seguintes vetores e matrizes:

*~[o)
()

Bla(t) = [Ala(t)) ~[I+B(at)K ()],

0 P

9 = ;
P 0
[x

9-=|"1,
X]

sendo X qualquer matriz nao singular de dimensao adequada.

Usando estas definigoes e os itens i), iv) do Lema de Finsler, no Teorema 3 sdo

propostas condigoes suficientes para que o sistema (48) seja estabilizavel. Para uma

w ko

notacao mais compacta ao longo do texto sera utilizado para denotar bloco simétrico

da LMI.
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Teorema 4. Se existir uma matriz simétrica positiva definida G € R™ ™, matrizes Z;,
Z; e R™*™ e Q € R™ ™ tais que:

AQT+QAT  G+QAT -QT-B;Z,

<0 (50

* -Q"'-BiZ;—-Q—-z!' B} )

i=1,2,...,N.

AQ"+ AQT+QAT + QAT 26 +QAT+ QA 20" - BiZ; - B;Z; | _ -
* —2Q" - BZ; - BjZ; —2Q — Z{ B — Z] B]

i=1,2,....N—1;j=i+1,...,N.

entdo o sistema (48) € estabilizdvel e as matrizes do controlador podem ser dadas por:

K(a(t) = Z(a®)Q . (52)

Prova. Suponha que (50) e (51) sejam factiveis. Multiplicando (50) por a?(t) >0, e
somando em 7, de 1 =1 até 1 = N, segue que:

S a2 AQT + 3 a2(HQAT
=1 =1
ES
53
200+ 8 a2(0QAT — 3 a2(0)Q7 — 3 a2()B,Z (53)
Z7V1 =1 =1 =1
> o?

.
I

< 0.
QT - 5 ai(t)BiZi - > i (t)Q — > a;(t)z} B}
1 =1 =1 =1

Multiplicando (51) por o;(t)cj(t)>0, e somandoem i =1, atéi=N—-1leem j=i+1
até j = N, segue que:

N— N
,211 3 ai()aj(0[AQT +A4;Q" +QAT +QAT)
1=1 j=i+
*
5 S aias (026G + QAT + QAT —2QT - B,Z; - B, 7] oY
i=1 j=i+1
N-1

<0.
N
> ai(t)ai(t)[-2QT — B;Z; — Bj Z; —2Q — ZZ-TB]T — ZJ-TBZT]
i=1 j=i+1
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Somando (53) e (54), o bloco superior da diagonal principal da matriz resultante é:
N
Y a?(t)4QT —I—Zoz (H)QAT + Z Z ai(t)a;(O)[AQT + A;Q + QAT + QAT 1. (55)

=1 1=1 j=i+1

O bloco superior fora da diagonal principal da matriz resultante é:

N

ST ad(t G—I—Za QAT — Za Za BZ+Z Z a;(t)o(t)[2G + QAT
i=1 =1 j=i+1

+QA] — 2QT — BiZ;— B;jZ,). (56)

O bloco inferior da diagonal principal da matriz resultante é:

N N—-1 N
—Za? Zoz t)Bi Z; — Za Zoz )zl Bl + + >0 ailt [—2Q7
i=1 1=1 j=i+1
~BiZ;— B;Z; —2Q — ZfBjT — 7] B]]. (57)

Genericamente sabemos que :

N N N 9 N—-1 N
Z (o7} 'Z—:laj: 2 O_/j—f—2 ooy QO .

1 i=1 j=i+1

2HR + 2 z oo (HiRj+ HjR;).
=1 j=i+1

M=
8
M=
£
[ Mz
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M=

N-1 N N
ZBiZi+ Y % ai(t)aj(t)(BiijLBjZi):;lai(t)Zaj(t)BiZj.

i=1 i=1 j=i+1

N N-1 N N N
Y ait)Z! Bl + ¥ 3 ai(t)ey(t)(Z] Bf + Z] B]') = ¥ ai(t) 3 o;(t) Z] B}
i=1 i=1 j=it1 i=1 j=1

N N—-1 N N N
S a20G+ Y Y ait)ai(H)(26) = 3 ai(t) 3 a(H)G
1=1 =1 j=i+1 1=1 7=1
N N—-1 N N N
> a?(t)Q+ > Z al(t)a] (1)(2Q) = X a4(t) X Qj (t)Q
=1 =1 j=i+ =1 7=1

Saf0QT+ T Y alte(0(207) = T ailt) ¥ as(0"

i=1 i=1 j=i+1 i j=1

Logo substituindo nos termos da matriz, torna-se

N N N N N N
> ait) 3 a;()A4;QT + 3 ai(t) X o (H)QAT (z ai(t) X o;(t)G
=1 7=1 =1 7j=1 =1 7=1
N N
' (- T ailh) £ a()Q"
i=1 7=1
N N N N N N
3 00lt) £ 05(0QAT — 3 a(t) ¥ 0j(1Q" — 3 ilt) 3 05()Bi; )
=1 7=1 =1 j=1 =1 j=1 <0 (58)
N N N N N N
=Y ai(t) X aj(t)BiZ; — X ai(t) X o (1)Q — X ai(t) X oy (t)ZiTBjT>
i=1 7=1 i=1 7=1 =1 7=1

sendo ]Zvj a;(t)=1e Y aj(t) =1, substituindo correspondentemente, obtém-se
i=1 j=1
Aa)Q"+QAT (o) G+QAT(a(1)) - Q" ~ B(a(t) Z(a(1)) ] 0

* ~Q" = B(a(t))Z(a(t)) - Q — Z"(a(t)) B" (a(t))
(59)



4.1 Formula¢io LMI com Lema de Finsler 31

Substituindo Q@ = X!, G = X"'PX T e Z(a(t)) = K(a(t))X T obtém-se

Ala)X T+ X 1AT (a(t))

*

XIPX T X1 AT (a(t)) = X T = B(a(t))K(a(t) X T

X T Bla@)K(a)X T - X — (K@) x -1 5w | T

Multiplicando & esquerda pela matriz diag(X X) e a direita pela matriz diag(X X)7,

torna-se
XA(at)+ AT (a(t)XT
P+ AT (a(t)XT — X — XB(a(t))K(a(t))

. T o7 | <0 (61)
—X = XB(at)) K(a(t)) = XT = (K(a(t)))” B' (a(t))X

e colocando-se em evidéncia X e X7, obtém-se

XA(a(t) + AT (a(®) X"
P+ AT (a(t))XT — X[I+ B(a(t)) K («(t))]

X[+ Ba() K (alt)] - 1+ (KT (a() BT (o)) X7 ] 7 2

Separando em termos semelhantes, obtém-se

0 P
P 0
A (a(t) X" Al (o)X

—[I+ (K (@) B (a)XT —[I+ (K" (at) BT (a(t))] X

XA(a(t)) —X[I+B(a(t))K(a(t))] ]

] < 0. (63)
O produto de matriz é separado em matrizes de produto e, torna-se
{ X
+
X
AT (a(1))
—[I+ B(a(t)) K (a(t)]"

0 P
P 0

| A(a(t)) —[I+B(a(t)K(a(t))] |

][XT XT | <o, (64)

entdo, representa os vetores e matrizes definidos no comecgo da secdo que pertencem ao

Lema de Finsler, sendo :
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AT (a(t
Blat)’ = ’
(1)) —[I+ B(a(t)) K (a(t))]T
_X]
Q: 9
_X
o= 7|
_P 0

Que satisfaz o item i) do Lema de Finsler, entdo existe uma matriz P = PT > 0, satis-
fazendo as condigoes de Lyapunov para o sistema (46), tendo em conta as matrizes de

ganho (52), logo o sistema é assintoticamente estavel.

Para melhorar o desempenho transitorio do sistema, pode-se acrecentar uma restricao

de taxa de decaimento, como proposto na secao seguinte. [l

4.1.2 Projeto do controlador com condicdo de estabilidade e
taxa de decaimento

Dada uma constante real v > 0, pode-se impor uma restrigdo de taxa de decaimento
como se mostra na Figura 1, se a condigao (65) for satisfeita para toda a trajetéria x(t) # 0
do sistema, t >0 (BOYD et al., 1994).

Figura 1 - Regiao v para alocacao dos autovalores.

A Im (V)

>

v

|
|
|
|
|
|
|
|
: Re (\)
|
|
|
|
|
|
|

Fonte: (SILVA et al., 2012)

V(a(t)) < =29V (x(1)), (65)
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que equivale a:

()T Pa(t)+z(t) Pi(t) < —2ya(t)T Px(t). (66)
De (48) fazendo-se o trabalho algébrico, obtém-se:
i(t) = (I + B(a(t)) K (a(t)) " Ala(t))2(t). (67)

Substuindo (67) em (66), a consideracdo da taxa de decaimento é equivalente a solucao
de (68):

Ala)T(I+B(a(t))K(a(t)) TP+ P(I+ B(a(t)) K (a(t)) "L Aa(t)) < —27P,
P>0. (68)

Considerando o Lema 4.1(Finsler), condigoes suficientes para que o sistema (46) seja
estabilizavel com restrigoes na taxa de decaimento v > 0 e definindo os seguintes vetores

e matrizes:

[ovP P
7 ,
P 0
[x
9= ,
X

sendo X qualquer matriz nao singular de dimensao adequada.

A partir destas informacoes, através do Teorema 5 sao propostas condic¢oes suficientes

para que o sistema (48) seja estabilizavel com taxa de decaimento v > 0.

Teorema 5. Se existirem uma matriz simétrica positiva definida G € R™*"™, matrizes Z;,

Z; e R™*™ e Q € R™ ™ tais que:

277G+ A;QT + QAT G+ QAT —QT - B, Z;
* QT -B;Z;—Q—7I'Bf

i=1,2,...,N.
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4yG+ AQT + A;QT + QAT + QAJT 2G + QAT + QA? —2Q" - B;Z; — B, Z;
* —2Q" - B, Z; - B;jZ; —2Q - 7 B — Z] B}
(70)

<0

i=1,2,....N—1;j=i+1,...,N.

entdao o sistema (48) é estabilizdvel, com taza de decaimento maior ou igual d vy, e as

matrizes do controlador podem ser dadas por:
K(a(t)) = Z(a(t)Q " (71)

Prova. A demonstracao segue passos similares aos da demonstracao do Teorema 4, con-

siderando a condigao de estabilidade com restri¢ao de taxa de decaimento (68). O]

4.1.3 Projeto do controlador com condigdo de estabilidade e
incertezas politopicas

Considere um sistema continuo, controlavel, linear e com incertezas descrito da se-

guinte forma:

#(t) = Ala(t), B)x(t) + Bla(t), fu(t), (72)

sendo A(a(t),) € R™™ uma matriz que contém «(t), pardmetro dependente do tempo
e [ as incertezas politopicas, B(a(t),5) € R™™ uma matriz que contém os mesmos pa-
rametros, u(t) € R™ é a entrada de controle do sistema e z(t) € R™ é o vetor de estados.
E importante ressaltar que a(t) é um parametro conhecido, enquanto 5 é desconhecido

(modelo de incertezas politépicas, com ou sem falhas estruturais).

Neste trabalho, por simplicidade é suposto que «(t) e 5 ndo compoe 0 mesmo elemento

de A(a(t), ) ou B(a(t),3). Logo, o sistema (72) pode ser descomposto na seguinte forma:

N r N r
2(t) = (Q_i(t)Aa; + D BjAg)x(t) + (D ai(t)Ba; + Y B Bs;)u(t), (73)
=1 =1 7=1

J=1

sendo que A,, € R™*", B,, € R"*™, Ap; € R™*™ ¢ Bg, € R™ ™ gg0 os vértices do politopo

e as variaveis a;(t) e (3; satisfazem a relacao:



4.1 Formula¢io LMI com Lema de Finsler 35

- Parcela do modelo com paradmetros «;(t) conhecidos.

N N
A= ai<t>Aai e Bo= 3 ai(t)Baia
=1 =1

a;(t)>0,i=1,2,...,N.
N
S ai(t) = 1. (74)
=1

-Parcela do modelo de incerteza com parametros 3; desconhecidos.

'S T

Ag= 3 Bj(t)Ap, e Bg= ZlﬁjBﬂw

= J=
5j>0,j:1,2,...,7’.

S B=1. (75)

O projeto do controlador gain scheduling para o sistema (72) utiliza a realimentagao

da derivada dos estados,

u(t) = —K(a(t)i(t). (76)

0 P
7 ,
P 0
X
9= ,
X]

sendo X qualquer matriz nao singular de dimensao adequada.

Usando estas defini¢oes e os itens 7), iv) do lema de Finsler, no Teorema 6 sdo pro-
postas condigdes suficientes para que o sistema (73) com o uso da lei de controle (76) seja

estabilizavel.

Teorema 6. Se existirem uma matriz simétrica positiva definida G € R™*"™, matrizes Z;,
Z; e R™*™ e QQ € R™™ tais que:

T

T
% -9 B, 7,-%-7]'BL

<0, (77)
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QT

—%5 -

36
1=1,2,....,N.

A0, QT+ 40,QT + QAT + QAL G+QAL + QAL — Q" — Bu,Z; — Bo; Zi .

* ~Q" = Bo,Zj— Bo; Zi—Q— 2z BL —ZzI'BL |

(78)

i=12,... ,N—1;j=i+1,...,N.

T
Ap, QT+ QAT %JrQAgj—%—ngZ‘
*

T pT
By, Zi— - 2F B,

(79)

1=1,2,...,N;5=1,...,m
entio o sistema (73) € estabilizavel através de (76) e as matrizes do controlador podem
ser dadas por:

(80)
Prova. Suponha que (77), (78) e (79) sejam factiveis. Multiplicando (77) por «
e somando em ¢, de ¢ =1 até ¢ = N, segue que:

2(t) >0,
5 02(1) A0, Q7 + 3 a2(H)QAL
=1 =1
ES
81
S 206+ 3 a2()0AT — 3 a2(1)QT — 3 a2(t)Ba 2 (8
~ Y a2)QT - X a?(t)Ba, Zi— Y. A2(H)Q — X
=1 =1 =1 )

<0
of (t) 2 By,
1=1
Multiplicando (78) por o;(t)a;(t)>0, e somando em i =1, até i=N—-1eem j=1i+1
até j = N, segue que:

N
> @ity (1)[Aa, QT + A0, QT + QAL + QAL
*
N
1 > 1 a;(t)a;(t)[G+ QAL + QAL — Q" — Ba, Zj — Ba; Zi]
i=1 j=i+
N-1

(82)
N T T RT T RT
2 ailh)as(0)[~Q" — BaiZj — Ba, Zi= Q= 2] By, = 2] By

<0
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Multiplicando (79) por «;(t)5;(t)>0, e somando em i =1, até i=N e em j =1 até

j =r, segue que:

ai(t)B;(1)[§ + QAL —§ — By, )]

oi(1)3; (D[~ % — By, Zi — $ — 27 BE ]

M*z

a8 (0145,0T +QAF]
NZ
* >

=1y

1=
L

=1y 7

< 0. (83)

™=

1

Somando (81), (82) e (83), o bloco superior da diagonal principal da matriz resultante

é.

N N-1 N
> ai(t) AaZQT+Za HRAT+ 3 > ai(t)aj(t)[Ae,Q" + Ag; QT + QAL + QAL ]
1=1 i=1 j=i+1
N r
+>° > ait)Bi[Ag, QT + QAL ). (84)

i=1j=1

O bloco superior fora da diagonal principal da matriz resultante é:

N N

S aZ(t) +Za QAL — > al(t ——Za )BiZ; + Z Z ai(t)ay(t)[G+ QAL

=1 =1 =1 j=i+1

+QAL — QT — Bo, Zj — Ba, Zi] +§;Zlaz )Bil= +QA —g—Bﬁjzi]. (85)
=1y

O bloco inferior da diagonal principal da matriz resultante é:

N
—Za? Zoz )Ba, Zi — Za )Q — Zoz ZTBT Z Z a;(t QT
=1 =1 =1 j=i+1
QT
—Ba,Zj— Ba; Zi—Q—Z{ B}, — Z] B\ ] +Zzaz )Bj[—5- — By, Zi -
i=1j5=1

Q —Z}'Bj ). (86)

Genericamente sabemos que :

N N-1
oz22+
1

N N r
> aiog+ (30 i),

i=1 j=i+1 i=1j=1

1 N N r
SOt X =
i=1 i=1 j=1 i

M=
8
1=
L
Il Mz

2HR+Z E a;o5(HiRj + HjR;).
=1 j=i+1

-
Il
_

<
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N N—-1 N N N T
S a?(t)Aa, QT+ Y % lai(t)aj(t)(AaiQT‘l'AanT) = .Zlai(t) Zlaj(t)Aan .
- =

=1 =1 j=i+ 7

1=175=1 1= j=

N 9 N—-1 N N N

> a2()BaZi+ Y % ai(t)aj(t)(Bay Zj+ Ba, Zi) = 3 ailt) 3 a;(t)Ba, Zi.
i=1 =1 j=i+1 i=1 j=1

M=

-
I
_

<
I
—

7

N r
Ozi(t)ﬁj(B/ngz‘) = Zloéi(i) 'Zl 5J‘ngZz‘.
= j=
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N N-1 N N N
S a}OZTBL+ X S oty (2T BE + 2] BE) = ¥ ailt) ¥ oy(012] B,

1=1 i=1 j=i+1 7 j=

1=1j=1 =1 —
N 9 G N-1 N N r G 1N N T
ropt)o+ X Y ait)oy()G+ X X ai(t)fi5 =5 X ai(t)(X aui(t) + X 5)G
1=1 2 =1 j=i+1 i=1j5=1 2 2i=1 =1 7=1

N 9 Q N-1 N N r 1 N N r
ropt)S+ X XY ait)o()Q+ X X ai(t)fi5 =5 X ai(t)(X ai(t) + X 5)Q
=1 2 =1 j=i+1 i=1j5=1 2 2i=1 i=1 7=1
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Logo de (4), (85) e (86):

| |
nien
M= T0=

-
I
_
<
I
—_
-
I
—_
.
I
—
~
I
—_
<
I
_
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substitui-se correspondentemente e obtém-se

B N N N N
(;m@;%w%¢4;%@;%wma
1= j= i= Jj=

N r N r
+i§1 it j§1 BjAﬁjQT—i—i;l ai(t)j; BjQAgj >

k
1 N N T N N
(3(Z @) E )+ £ 5)G+ £ ait) © a;(0QAL,
=1 1=1 j=1 =1 j=1
N N T N N
(30 XS aslt)+ 3 8)QT = & ailt) 3 () B, 2,
1=1 i=1 J=1 i=1 J=1 (88)
1 N N T N N
(X )X ait)+ X 8)Q" = X cilt) X ;(t) Ba, Z;
=1 i=1 7=1 =1 7=1
1 N N N N
(X ) (X i)+ X 5))Q— X eilt) ¥ o;(1)Z] By,
1=1 1=1 j=1 i=1 j=1
N N N
- $ i) £ (04T, — T ailt) 51835,
- = = = <0
N r N )
= L ailt) ¥ 8B, Zi— X ailt) X 471 B] )
1= 1= 1= Jj=

sendo f; a;(t) =1, % aj(t) =1, ET: B;(t) =1 e agrupando termos semelhantes, substitui-
i=1 =1 =1
se correspondentemjente e obtém—Jse
Al) QT +QAT(a(1).5)  G+QAT(a(t).5)— Q" — Bla(t), A)Z(a() ] o
* —Q" = B(a(t).8)Z(a(t)) —Q — Z" (a(t)) BT (a(t), B)

Substituindo Q@ = X!, G = X" 'PXT e Z(a(t)) = K(a(t))X T obtém-se

Ala(t),B)X T+ X7 1AT(a(t), B)

*

XIPX T XTAT(a(t),8) — X T = B(a(t), B)K (a(t) X T

0. (90
—X T B(a(t), ) K (a())X T = X' —(K(a(1) X~ T)" BT(a(t), 5) ] ) o

Multiplicando & esquerda pela matriz diag(X X) e a direita pela matriz diag(X X)7,

torna-se
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XA(a(t), B) + AT (a(t), ) X7

*

P+ AT (a(t), ))XT = X = X B(a(t), A) K (a(t)) ]<0
=X = XB(a(t), f)K(a(1)) - XT—<K<a<t>>>TBT<a<t>,5>XT |

deixando em evidéncia X e X7, obtém-se

XA(a(t), 8) + AT (a(t), /) XT

*

P+ AT (a(t),8)XT — X[I + B(a(t), B) K (a(t))]

0. 92
—X[I+B(a(t), ) K (a(t))] = [T + (K" (a(t) BT (a(t), )] X" ] ) o
Separando em termos semelhantes, obtém-se

0 P
P 0

XA(a(t),8) =X+ Bla(t),
XA(a(t),8) —X[I+B(a(t),
Al (a(t), /) XT AT(a
—[I+ (B (a() B (a(t), B)]XT —[T+ (K" (aft

O produto de matriz é separado em matrizes de produto e, torna-se

[ X

_|_

X
AT (a(t),8)

—[I+ B(a(t), B) K (a(t))]*

0 P

b0 | Ala(t).8) ~[I+Bla(t), K (a(1))] |

][XT XT | <o, (94)

entao, representa os vetores e matrizes definidos no comeco da secdo que pertencem ao

lema de Finsler , sendo :

_[x(t))
i(t)
B(a(t) = |[Ala(t),) —[I+B(a(t), )K(a(t))]]
T
o). 5 AT (a (1) ]
(.7) 1+ Ba(t), B)K (a(t))T
_X]
2= )
_X
0 P
9 =
_P 0
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Que satisfaz o item i) do Lema de Finsler, entdo existe uma matriz P = PT > 0, satisfa-
zendo as condigbes de Lyapunov para o sistema (73) com realimentagao (76), tendo em

conta as matrizes de ganho (80), logo o sistema é assintoticamente estével. ]

4.1.4 Projeto do controlador com condicao de estabilidade para
incertezas politopicas e taxa de decaimento

Dada uma constante real v > 0, pode-se impor uma restricao de taxa de decaimento
como se mostra na Figura 1, se a condigao (65) for satisfeita para toda a trajetéria x(t) # 0
do sistema, t >0 (BOYD et al., 1994).

Para aplicar o Lema de Finsler, definem-se os seguintes vetores e matrizes:

Y {a:(t)] |
(1)

B(a(t),8) = [A(a(t).8) —[I+B(a(t),5)K(a(t))],

2yP P
9= ,
P 0
X
2=|"1,
X

sendo X qualquer matriz nao singular de dimensao adequada.

Usando estas defini¢oes e os itens ), iv) do lema de Finsler, no Teorema 7 sdo pro-
postas condigdes suficientes para que o sistema (73) com o uso da lei de controle (76) seja

estabilizavel.

Teorema 7. Dada uma constante v > 0, se existirem uma matriz simétrica positiva de-
finida G € R™*", matrizes Z;, Z; € R™*" e Q) € R™™" tais que:

T
A0, QT +QAL +9G  §+QAL —% — B, Z; 0 (95)
T 9
* -9 —BoZi—-$-2zI'BL
i=1,2,....N.

A, QT + Ao, QT + QAL + QAgjj +29G  G+QAL + QAgjj — Q"' =By, Zj— Ba, Zi
% ~Q" —Bo,Zj — Ba; Zi — Q— Z{ By, — Z] By,
(96)

i=1,2,....N—1;j=i+1,....N.
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T
Ag, Q"+ QAL +1G G +QAL ~ Y — By 7

2
T <07 (97)
* ~S% — By, Zi—$-2]' B},

1=1,2,....N;5=1,...,r,

entio o sistema (73) € estabilizdvel através de (76) com taza de decaimento maior ou

tgual v e as matrizes do controlador podem ser dadas por:
K(a(t)) = Z(a()Q™". (98)

Prova. A demonstragao segue passos similares aos da demonstragao do Teorema 6, con-

siderando a condigao de estabilidade com restri¢ao de taxa de decaimento (66). O]

4.1.5 Relaxacdao do conjunto para solucoes menos conservado-
ras

Na segao anterior o projeto do controlador usando o Lema de Finsler considerando
a taxa de decaimento apresenta solugoes que podem ser melhoradas, dado a resultados
empiricos o valor de v é limitado. Aplicando uma estrategia similar, mas incorporando
um valor escalar x > 0 as desigualdades, pode-se obter solugoes menos conservadoras,

naturalmente com um valor adequado de «, (SILVA et al., 2011).

O Teorema 8 ¢ uma extensao do Teorema 6 e é baseado no Teorema proposto em

(SILVA et al., 2011).

Teorema 8. Dada uma constante v > 0 e um escalar arbitrdrio k > 0, se existirem uma

matriz simétrica positiva definida G € R"*", matrizes Z;, Z; € R™*™ e ) € R™™" tais que:

T
Ae, QT+ QAL +4G S +rQAL - % — B, Z; 0 (99)
T I
* —m% —/iBaiZi—I{% —/-@ZZ-TBOT%

i=1,2,...,N.

Aai QT + Aaj QT _l_ QAZ; + QA,(J):] + 27G

*
G+rQA;, +KJQA£;‘ ~Q" = Ba,Zj— Ba; Zi <0. (100)
—kQT — kBo, Zj — kBo; Zi — KQ — KZT ng —kZ] BL

i=1,2,....N—1;j=i+1,....N.
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T
Ap, QT+ QAL +7G %+mQA%—%T—B@Z
* w9 kB Zi—x2 —kZT BT
2 ﬁ] ? K:Q K (3 ﬁ]

entdo o sistema (73) € estabilizdvel através de (76) com taza de decaimento maior ou

igual v e as matrizes do controlador podem ser dadas por:
K(a(t)) = Z(a(t)Q™". (102)

Prova. A demonstragao segue passos similares aos da demonstragao do Teorema 6, consi-

derando a condicao de estabilidade com restrigao de taxa de decaimento (66) e (103). [

Q:{X}. (103)

4.1.6 Conclusoes parciais

Nesta se¢ao foi proposto controlador gain scheduling usando realimentacao derivativa
com parametro variante no tempo e incertezas politopicas. Projetou-se o controlador gain
scheduling aplicando o Lema de Finsler, garantindo um relaxamento ao sistema. O fato de
aplicar o Lema de Finsler garante que pode-se obter o valor do controlador sem inverter
uma matriz literal, sendo essa inversao literal uma necessidade das metodologias existen-
tes na literatura (MONTAGNER; PERES, 2004), essa é uma vantagem da metodologia

proposta.
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5 IMPLEMENTACAO PRATICA

Neste capitulo, ¢ testada a metodologia proposta no Capitulo 4 usando a implementa-
¢ao pratica como meio para obter a solu¢ao do exemplo. Mostra-se as solugoes encontradas
das matrizes @, Z(«a(t)) e K(a(t)) usando a metodologia proposta. Plota-se a resposta
do sistema no tempo e o sinal de controle u(t) = — K («(t))x(t) para validar o desempenho

do controle gain scheduling com realimentacao derivativa.

5.1 Sistema de suspenséo ativa de um veiculo

O sistema de suspensao ativa utilizado, fabricado pela Quanser, pode ser visto na

Figura 2. O sistema consiste de um conjunto composto por duas massas, denominadas

Figura 2 - Sistema de suspensao ativa Quanser.

Fonte: Pertenece ao LPC-FEIS-UNESP

Mg e Mys. A massa Mg representa i do corpo total do veiculo e é suportada pela mola k;
e pelo amortecedor bs. A massa M, corresponde a massa do conjunto do pneu do veiculo

e é suportada pela mola k,s e pelo amortecedor b,s. Para atenuar as vibracoes causadas
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Figura 3 - Modelo esquematico do sistema de suspensao ativa.

Acelerémetro (= #1(t))

I t
(t) . /
M, — - da massa do veiculo
| Suspensdo ativa
k, e ) =1 b
73(t) Acelerémetro (= #3(t))

M,s — Massa do conjunto do pneu

(pista)

Fonte: (OLIVEIRA et al., 2014)

por irregularidades na pista utiliza-se o sistema de suspensao ativa, representado por um
motor (atuador) conectado entre as massas My e My, e controlado pela forga F.. Os

valores dos parametros estao dispostos na Tabela 1.

O modelo esquematico (Quanser, 2009 ), mostrado na Figura 3 pode ser representado em

espacos de estados, como segue:

0 1 0 -1 0
ST U - e
p(t)=| " F o)+ | T u(t),
0 0 0 1 0
—ks bs —kus —(bs+bus) —1
| Mus Mus Mus Mus | L Mus |

1000
y(t)zlo 01 O]x(t), (104)

sendo w9 (t) =71 (t) e x4(t) = 23(t), representando as velocidades respectiva de cada massa.
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Tabela 1 - Parametros da supensao ativa.

Simbolos Valor
Ms 2,45 (Kg)
Mus 1 (Kg)

Ks | 900 (N/m)
kus 2500 (N/m)
bs 7.5 (Ns/m)
bus 5 (Ns/m)

Fonte: (OLIVEIRA et al., 2014)

Os parametros do sistema dados na Tabela 1 possuem pequenas varia¢des ao longo
do tempo. Com objetivo de se fazer um teste mais severo do controlador gain scheduled
¢ implementado uma variacdo temporal a(t) no ganho do canal de saida do sinal de
controle u(t). Isso é feito via software, emulando uma variagdo ao longo do tempo do
ganho do amplificador de poténcia que alimenta o motor C.C. do atuador. Essa variagao
paramétrica pode ser representada no modelo considerando-se dois vértices do politopo

no vetor de entrada B(a(t)) em (46).
Primeiro caso:

A variagao paramétrica a(t) impoe dois vértices, sendo que um representa o ganho do
amplificador com 100% e o outro com 70%. Portanto, para realizar o projeto de controle

foram considerados os seguintes vértices do politopo:

0 1 0 -1
—367,347 —3,061 0 3,061
A = ,
0 0 0 1
900 7,5 —2500 —-12,5
- 0 - _ 0 -
0,408 0,286
A2:A1,Blz , By =
0 0
—1 —0,7

Para este exemplo, usando as LMIs (50) e (51) do Teorema 4, os ganhos foram calcu-

lados utilizando-se (52):

Kay = 21Q7" =[2,7733 6,3201 —2,0170 —23,4548)]
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00,0203 0,1829 —0,0116 0,0071 |
—1,3776  2,8268 0,7442 0,6580
X : (105)
—0,0131  0,1003  0,0093  0,0333
2,7669 —4,6576 —2,0187 —0,5443
logo,
Kq, = [381,9988 5,6279 —955,6624 —3,5189).
Ainda,
Ky =2Q7" = [2,7733 6,3201 —2,0170 —23,454]
10,0203 0,1829 —0,0116 0,0071 |
—1,3776  2,8268 0,7442 0,6580
X : (106)
—0,0131 0,1003 0,0093 0,0333
2,7669 —4,6576 —2,0187 —0,5443
logo,
Kq, = [526,7458 17,7694 —1319,975 —4,8051.
Os valores dos elementos de K («(t)) ao longo do tempo estao ilustrados na Figura 4.
Nesse caso, o controlador é dado por :
K(a(t) =ai1(t)Kg + (1 —an(t))Kq,, (107)
sendo
ar(t) :O,5+0,5sen(2ﬁ0,01t+g). (108)

Figura 4 - Elementos de K («(t)) em fungdo do tempo.

k11/100
k12
k13/100
k14

Elementos de K (a(t))

L L L L L L
12 13 14 1 18 19 20 21

5 1‘6 1‘7
Tempo (s)
Fonte: Resultado do préprio autor

A variagao de a(t) é ilustrada na Figura 5, onde se destaca o periodo em que o sistema

se encontra em malha fechada. Como estd mostrado a seguir, o tempo total do aciona-
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mento da suspensao foi de 21 s, para que se possa fazer a aquisicao de dados para analise

dos resultados e mostrar em um tnico grafico.

Figura 5 - Funcao senoidal «(t).

0.9} _— Durante um Periodo
Sistema em Malha Fechada
0.8+ 4

0.7 A

0.6 A

0.4 ~

0.3 A

0.2 4

0.1 4

4‘0 éO 86 100
Tempo (s)
Fonte: Resultado do préprio autor

Figura 6 - Resposta transitoria pratica de malha aberta (0-12s) e de malha fechada (12,01-21s).

0.04

Pista
Chassi
Assento

o
o
@

o
o
N

o©
o
=

o

Deslocamento (m

|
o©
o
=

~0.02 L L L
0 5 15 20

10
Tempo (s)

Fonte: Resultado do proprio autor

A Figura 6 mostra como o sistema em malha aberta é estavel, embora apresente
oscilagoes que possam afetar o conforto do motorista. Nota-se que o sistema em malha
fechada garante um bom desempenho ao sistema, diminuindo as oscilagoes e a amplitude

do movimento do assento do motorista.
Segundo caso:

Usando as LMIs (69) e (70) do Teorema 5 com valor de v = 0,9, os ganhos foram

calculados utilizando-se (71):

Ky =21Q7" = 72,5515 679,889 —59,4334 —881,5693]
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[ 0,8050 47,6520 —0,5471 80,8184 |
21,7343 —79,1673 6,1683 —156,6314
x : (109)

—0,2967 16,6694  0,3327  —64,1360

|—19,8673  643,9719  7,1074  —130,8288]

logo,
Kq, = (68,0543 1,8502 —89,9187 0,6263].
Ainda,
Kagy=2Q " =957 938,4 —79,6 —1135,1]
[ 0,8050 47,6520 —0,5471 80,8184 |
21,7343 —79,1673 6,1683 —156,6314
X , (110)
~0,2967 16,6694  0,3327 —64,1360
19,8673 643,9719  7,1074 —130,8288
logo,

Ka, = (91,6154 2,522 —116,1827 0,8707).

Aplicando a metodologia proposta pelo Teorema 5, as Figuras 7 e 9 mostram como o
sistema com taxa de decaimento de 0,9 garante um bom desempenho ao sistema para os
casos nos quais o parametro a(t) varia com frequéncia de 0,1Hz e 1H z, respectivamente.

Figura 7 - Resposta transitéria pratica de malha aberta (0-6s) e de malha fechada (6-12,2s) para
a(t) com frequéncia de 0,1H z.

T
Pista
Chassi

Assento

Deslocamento (m)

4 é é l‘O 1‘2
Tempo (s)
Fonte: Resultado do préprio autor
Nas Figuras 8 e 10 mostram-se as respostas do sinal de controle submetido a frequén-
cias diferentes, pode-se notar como a magnitude do valor cresceu, informacao importante

para determinar o desempenho da acao do controlador, nesse caso associado a frequéncia.
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Figura 8 - Sinal de controle para «(t) com frequéncia de 0,1H z.
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Fonte: Resultado do préprio autor

Figura 9 - Resposta transitéria pratica de malha aberta (0-6s) e de malha fechada (6-12,2s) para
a(t) com frequéncia de 1H z.
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Figura 10 - Sinal de controle para «(t) com frequéncia de 1H z.
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Fonte: Resultado do préprio autor

Terceiro caso:

No Teorema 6, Teorema 7 e Teorema 8 apresenta-se uma metolodogia para projetar
o controlador considerando a influéncia de incertezas paramétricas. A metodologia foi

aplicada para o seguinte exemplo:
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Ala(t),B) = Ala(t)) + A(B),
B(a(t),5) = Bla(t)) + B(B),
sendo A(a(t)), A(B), B(a(t)) e B(f) combinagdes convexas definidas em (73).

Considere as matrizes:

Ala(t),) = [_; O‘_(’;)] . Blalt).f) = [O‘g)] , (111)

A variagdo paramétrica «(t) impoe dois vértices, considerando a faixa de incertezas

de 0,5 a 1 e a variagdo paramétrica  impoe outros dois vértices dado pelos valores 1 e 2.

1 05 11
Al - y A2_ s
0 -1,5 0 -1,5
-1 0 —1 0
As = ; Ay = ,
1 —-1,5 2 —1,5
0,5 1
Bl = 5 BQZ 5
0 0
0 0
Bs = ; By = -
1 2

Usando as LMIs (99), (100) e (101) do Teorema 8 com valor de y=1,8 e K =0, 1, 0s

ganhos foram calculados usando (52):
Koy =7Q " = [-57,7862 —43,9332]

0,0052 —0,0001
x , (112)

—0,0013  0,0040
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logo,
Kq, = [-0,2464 —0,1709].
Ainda,
— =T _
Kay=7,Q7" =[-58,6722 —34,7838]
0,0052  —0,0001
x , (113)
~0,0013  0,0040
logo,

Kq, = [-0.2628 —0.1338].

Figura 11 - Localizacao dos autovalores do sistema.
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Fonte: Resultado do préprio autor

Tabela 2 - Localizacao dos autovalores do sistema realimentado com os ganhos (112) e (113).

Vértices Autovalores
AL, A3 B1,B3| -2,1415
-3,6381
Aq,Ay,B1,B4 -2,0596
-4,5370
Ay, A3 B2, B3| -2,3441
-3,5350
Ay A, B2, BA|  -2,1179
-4,0223

Fonte: Resultado do préprio autor

A Figura 11 e a Tabela 2 certificam que os valores dos ganhos garantiram a estabili-
dade do sistema, permitindo que os autovalores se encontrem no semiplano esquerdo e a

esquerda do valor de gama estipulado.
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5.1.1 Conclusédes parciais

Nesse capitulo apresentou-se a teoria aplicada em um exemplo pratico, demostrando
que as condigOes propostas sdo suficientes para projetar o controlador gain scheduling
usando realimentacao derivativa. Na implementacdo pratica verificou-se a eficiéncia da
nova técnica proposta, sob o cenario de se considerar a frequéncia de oscilagao do parame-
tro a(t) entre 0,01 e 1Hz. O Lema de Finsler foi muito 1til para garantir a estabilidade

do sistema. Os resultados numéricos mostram que a metodologia apresentada é viavel.
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6 CONCLUSOES

Apresentaram-se, nesta dissertacao, diferentes técnicas para sintese de controladores
gain scheduling de sistemas com parametros variantes no tempo e realimentacao deriva-
tiva, utilizando-se fung¢oes de Lyapunov quadraticas e o Lema de Finsler cujas formulagoes

se basearam em LMIs.

A estratégia de controle apresentada no Capitulo 4 representa uma ferramenta ttil em
sistemas lineares com realimentacao derivativas. O fato de usar o Lema de Finsler permitiu
obter o valor do controlador sem ter que inverter uma matriz literal, sendo isto uma
vantagem. A metodologia proposta permite que o projetista obtenha um controlador que

estabilize o sistema com parametro variante no tempo com ou sem incertezas paramétricas.

A implementacao pratica foi uma ferramenta importante para validar a metologia

proposta, abrindo as portas a futuras pesquisas.

6.1 Sugestdes para pesquisas futuras

e Projetar o controlador considerando a derivada do parametro em fun¢ao do tempo.

e Obtencao de novos conjuntos menos conservadores.
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