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Resumo

Este trabalho consistiu em coletar e desenvolver uma sequéncia didatica para
o ensino de Analise Funcional aos estudantes de iniciacao cientifica. Neste sentido
a dissertacao foi escrita para ser utilizada como livro-texto, transmitindo uma in-
troducao de Analise Funcional e com o objetivo que ao final os estudantes estejam

aptos a estudar textos mais especificos.

Palavras-chave: Anadlise Funcional, espagos normados, Teoremas de Hahn-

Banach.



Abstract

This work suggests a didatic road map for teaching Functional Analysis to un-
dergraduated students who wish to initiate a scientific carrier. The dissertation was
written an introductory text book of Functional Analysis ofter which students could

migrate to more specific papers.

Keywords: Functional Analysis, normed spaces, Hahn-Banach Theorem.
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CAPITULO

1

Espacos Normados

Neste capitulo abordaremos o assunto de espacos vetoriais, veremos as defini¢oes
e principais resultados, também serao estudados os teoremas de Banach-Steinhaus,
Aplicagao Aberta e Grafico Fechado.

1.1 Espaco Vetorial

Definicao 1.1.1 Sejam E um conjunto e X um corpo. Suponhamos que existem
aplicagoes de EXE em E e de Kx E em E, as quais denotaremos por (z,y) — x+y

e (A, z) — Az, respectivamente, satisfazendo as sequintes condi¢oes: ¥ x,y,z € E e
VAEeK

—_

. rty=y+tux

2. (z+y)+z=av+(y+2)

3. ewxiste um elemento 0 de E tal que x + 0 = x para todo x

4. atodo x de E corresponde um elemento, denotado por —z, tal que z+(—x) =0
5. Mxz+y) =z + Ay

6. A+ &z = r+&x

7. (A = A(Ex)

8 0xz=0



1.1 Espaco Vetorial

9. lx=x

Dizemos que E, com estas duas aplicacoes, constitue um espaco vetorial sobre

K.

Serao considerados espacos vetoriais sobre o corpo dos numeros reais R e sobre

o corpo dos nimeros complexos C.

Exemplo 1.1.1 £ = R e K = R, com as operacoes usuais em R, € um espaco

vetorial.

Exemplo 1.1.2 F =R" e K =R, com as sequintes operagoes

(xla"'7$n)+(y1a"'>yn):(zl—i_yla"'awn—i_yn) €
A1, mn) = Az, .., Ax,) A ER,

€ um espaco vetorial.

Exemplo 1.1.3 F = {(z1,...,2,)/z; € C,i = 1,...,n} =1l(n) e K = C com as

operacoes

(371,-~>$n)+(?/1,-~>yn) = (x1+y1a'-'7xn+yn) €
A2y, mn) = (Azq, ..., Axy,) A € C,

constitut um espaco vetorial.

Exemplo 1.1.4 Definimos I,(N) = {z = (2,)nen/2n € C € Z |z, P < oo}, se
n=1

1 <p <00 ¢ la(N) = {2 = (En)nen/zn € C ¢ suplza] < 00}, ¢ p = co.
nelN
Sejam x = (x,) , y = (yn) € [,(IN) e para cada A € K definimos

T+y=(Tn+yn) e
Ax = (Azy,).

Se 1 < p < oo, para provar que a adigao em l,(IN) estd bem definida, mostremos

que se

10



1.1 Espaco Vetorial

o0 o0

Z|xn|p <00 e Z|yn|p < 0

n=1 n=1

entao
o0
D lzn 4yl < 0.
n=1
De fato,

0+ Ynl? < (|20 + |yal)?
< (2sup{[znl, lynl})"
= 2P sup{[znl”, |y |7}
< 28([an[” + [ynl?).

k ) )
0go, Tn + yYp|” € ltmitada por Tnl" + Un < o0 .
L P ¢ limitad op P P

n=1 n=1 n=1

Se p = 00, mostremos que

sup |x,| < oo e suply,| <oo entio supl|z, + yn| < oc.
nelN nelN nelN

De fato,

sup |z, + yn| < sup(|za| + [yn|) = sup |z,| + sup |y,| < oco.
nelN nelN nelN nelN

Portanto, 1,(IN) é um espago vetorial.

Definicao 1.1.2 Seja E um espaco vetorial sobre K e seja F' um subconjunto de
E. Entao F ¢ um subespaco vetorial de E se F' ¢ um espaco vetorial sobre IX com

as operacoes de adi¢ao e mulplicagcao por escalar definidas no espaco E.

Exemplo 1.1.5 Seja E um espago vetorial. O conjunto {0} e o espaco E sao

chamados de subespacos triviais de E.

Exemplo 1.1.6 A intersecgio de dois subespacos de E € também um subespago

vetorial de E.

11



1.1 Espaco Vetorial

Seja ' um espacgo vetorial sobre o corpo K. Um subconjunto F' de E é dito
linearmente dependente se existem vetores distintos x1,29,...,x, € F e escalares
aq,Qa,...,q, € K, nao todos nulos, tais que a1y + asxs + ... + a,z, = 0. Um

conjunto que nao é linearmente dependente é dito linearmente independente.

Se E é um espaco vetorial sobre K. Dizemos que B C F é uma base de E se sao

vélidas as seguintes condigoes: i) B gera E; i) B for linearmente independente.

Se E contém um conjunto de n vetores linearmente independente e se qualquer
subconjunto de £ com n + 1 vetores é linearmente dependente, entao dizemos que

E tem dimensdo finita n e representamos por dim £ = n.

Se E nao for de dimensao finita, entao é de dimensao infinita.

Definicao 1.1.3 Sejam E e F' espacgos vetorias sobre K. Uma aplicacaoT : E — F

serd dita transformacao linear se

i) homogénea, isto €, T'(\x) = NT'(z) para todo A € K e todo = € E;

i) aditiva, isto é, T(x1 4+ x2) = T(x1) + T(xs), 1,72 € E.

No caso em que E = F dizemos que T é um operador linear e no caso em que

F = K dizemos que T é um funcional linear.

Se a aplicacao linear for bijetora dizemos que é isomorfismo linear.

Teorema 1.1.1 Seja T : E — F uma transformacao linear, entao
i) A imagem de T', R(T); é um subespaco vetorial de F,
i1) O nicleo de T, N(T) ={xz € E: T(x) = 0}; € um subespaco vetorial de F,

i17) Se dim D(T') = n < oo, onde D(T') é dominio de T, entdo dim R(T) < n.

Definicao 1.1.4 Uma norma em um espaco vetorial E sobre R, é uma aplicagao
|l.]l: E—R

tal que:

12



1.1 Espaco Vetorial

i) [|z]| >0 e ||z|| = 0 < x = 0; (positividade)
i) ||Az|| = [Alllz|; (homogeneidade)

i) |l +yll < ||z + ||lyll- (desigualdade triangular)

Temos as seguintes consequéncias imediatas:

1) Tomando A = —1 em ii) temos
I ==l = =]

em particular, ||y — z|| = ||z — y]|.

2) Temos que [[[zf| = [ly[l| < llz —y].

Aplicando iii) em = = (z — y) + y temos

2]l < llz =yl + lyll = ll=ll = Iyl < [l =yl
Aplicando iii) em y = (y — ) + z temos

lyll =Mzl < lly = =ll = ll=ll = Iyl = =llz = yll

Portanto,

izl = llylll < [l =yl
Observacao 1.1.1 Definimos também o conceito de seminorma omitindo-se da
defini¢ao de norma a propriedade ||z|| =0 < z = 0.

A transformacao T : E — F é uma isometria, se T é um isomorfismo linear

que preserva normas, isto é, ||T(z)|| = ||z|| para todo = € E.

1.2 Espaco Vetorial Normado

Definicao 1.2.1 Um espaco vetorial normado € um espaco vetorial no qual estd

definida uma norma.

13



1.2 Espago Vetorial Normado

Exemplo 1.2.1 E =R com a norma ||z| = |z|.

Exemplo 1.2.2 E =1(n), sendo © = (x1,...,2,)

n n %
el =S lail, el = (ZW) e lallo = sup |z
=1 =1

1<i<n

$a0 Normas.

Proposicao 1.2.1 Todo espaco normado E é um espago métrico relativamente a

métrica natural d defina por

d(z,y) = [ly — «|

sex,y € l.

i) dx+ z,y + z) = d(z,y);
i) d(Az, Ay) = [Ad(z,y);
i) d(z,z) < d(z,y) + d(y, z). (desigualdade triangular)

Demonstragao.
A prova de i) bem como a de i) é direta.

i71) A desigualdade triangular resulta de

d(z,2) =z -zl =llz—y+y—al <lly -zl +lz -yl

E conveniente recordarmos algumas definigoes.

Definicao 1.2.2 Sejam E um espaco vetorial normado, a € E e d > 0. Definimos:

1. Bola aberta de centro a e raio .

B(a,d) ={x € E/||x — al| < d}.

14



1.2 Espago Vetorial Normado

2. Bola fechada de centro a e raio .

Bla,d] ={x € E/||x — al| < d}.

Um conjunto é aberto em E se é a reunido (finita ou nao) de bolas abertas.
Equivalentemente, um subconjunto V' C E serd aberto se para todo a € V existir
um ¢ > 0 tal que B(a,d) C V. Temos que toda bola aberta B(a,d) é um conjunto

aberto.
Um conjunto F' serd fechado em E se seu complementar F\F for aberto em E.

Um ponto a € F é chamado de aderente ao conjunto G C F se toda bola centrada

em a intercepta G. Isso signica que ha pontos de GG arbitrariamente proximos de a.

O fecho de um subconjunto GG de E é o conjunto de seus pontos aderentes e é

denotado por G.

Exemplo 1.2.3 As representacdes graficas para as bolas

Bi[0,1] = {x € R*/|z[ly < 1};
By[0,1] = {x € R*/||z[l2 <1} ¢
Boo[0,1] = {z € R?/||z]| < 1}

sao, respectivamente:

N 1IN
NV N

B4[0,1] B,[0,1] B0,1]

Observe que:

15



1.2 Espago Vetorial Normado

[-lloo < M1-l2 < Il < 2] Mlos
Bolas em R2.

1.3 Desigualdades de Young, Holder e Minkowski

Exemplo 1.3.1 Seja 1 < p < oo. Definimos o espago l,(n) como sendo o espago

R"™ munido da norma
n 1
p
|z|l, = ( g |:171~|p) sel<p<ooe
i=1

|2 lleo = max |ai] se p = co.

Primeiramente vamos provar que || .||, € uma norma em l,(n).
As propriedades i) e ii) sao facilmente verificadas. Para a verificagio da pro-

priedade iii) utilizaremos as desigualdades de Young e Hélder que veremos a sequir.

1 1
Dado p > 1, dizemos que ¢ > 1 é o conjugado de pse — 4+ — =1. Se p =1 o seu
p q
conjugado é, por defini¢ao, ¢ = oo.

Daqui resulta que

e, além disso,

p+q
1:W’ pg=p+q e (p—1)(¢g—1)=1

16



1.3 Desigualdades de Young, Holder e Minkowski

Desigualdade de Young

1 1
Dados a,b > 0,p>1eqg>1tal que — + — =1, temos
p q

a? b
ab < — + —.
p q

Demonstracgao.
Consideremos o caso em que a, b > 0, pois se a = 0 ou b = 0 ¢ trivial.

1
Seja m = —, claro que 0 < m < 1.
p

Consideremos a fungao f(t) = m(t — 1) — (™ —1). A derivada de f é dada por
f't) =m—mt™ ! =mt™ (¢ — 1),

Temos que f(t) > 0 para t > 0, pois observamos
O0<t<l=f(t)<0= f(t) > f(1) =0, 0<t<1l e
t>1=f'(t)>0= f(t) > f(1) =0, t>1

Desde que f(t) =m(t—1)— (" —1) >0, entao t"™ <mt —m+1, Vt>0.

1 a?
Como m = — et = —, temos que
p be
a la? 1 q a? bl
< —-——+-=ab" P < —+ —,
b — pb g pq
ondeq—gzl.
p
Portanto,
P
ab < — + —.
q

Desigualdade de Hdélder

Sejam x = (x1,...,2,) €y = (y1,...,Yn) em C" ou R™. Sejam p > 1, ¢ < o0

tals que — + — = 1 temos:

1

n n m n %
Z|Izyz|§<2|$z|p) ( |yi‘q)7sel<p<005
i=1 i=1 i=1

17



1.3 Desigualdades de Young, Holder e Minkowski

n n
S lwyi [ ai | sup |yl sep=1eq=o0
i=1 i—1 Isisn

Demonstragao.

Consideremos 1 < p < 0o, pois o caso p = 1 ¢é imediato.

el lul
1], Ilyll,

Usando a desigualdade de Young com a; = sendo? =1,2,...,n;

temos

’y1|q

(Ilyllq)e
|x2y2| 1 |5172|p |y2|q
< _

|z191 ] L fa P 1
q
1
Izllylly = 2 (Ul a (lyllg)
1
q

el <
lzllpllylle — p (lllp)?

_|_

|y3|q

(llyllg)e

|z3y3] <1 |3[P

lzllpllylly = v (llzllp)?

+

|$nyn| <1 |xn|p _{_1 |yn|q
zllpllylly = 2 (l2llp)? g (lyllq)?

Somando as n desigualdades, temos

Z |xz Yi Z || ‘xly’

IMMMbil zllplylle

1

MH

11
= 4+-=1
P q

Consequentemente, obtemos

n
D Lz 1<zl gl
i=1

18



1.3 Desigualdades de Young, Holder e Minkowski

Observacao 1.3.1 Note que para p = q = 2 obtemos a Desigualdade de Cauchy-

Schwarz.

n
Z |z3yi| < [lzill2]ly:l2-
=1

Desigualdade de Minkowski

Dados p> 1,2 = (x1,...,2,) ey = (Y1, ..,Yn) em C" temos

=+ yllp < llzll, +[ylly

Demonstragao.
Com efeito, para p = 1 ou p = oo é imediato.

Suponhamos o caso em que 1 < p < co. Queremos mostrar que

n 1 n 1 n 1
p p p
(Ttotur) < (Shar) + ()
=1 =1 =1
Temos,
D lwit il =3 foi gl
=1 =1

<3 (L)

=1
n

- Z [m + P ] + | + yi|p_1|yi|}

i=1
= Z i+ yalPH ]+ Z |2ty P ]
i=1 i=1
Aplicando a desigualdade de Holder a cada uma das parcelas acima, obtemos

Z|xl+yz _(me s )(ZH) (Z|xz+yz jo- ) (Zw)

Desde que (p — 1)g = p temos

Z|xz+yz|f“<(z|xz+yz) KZW) (Zm)]

19



1.3 Desigualdades de Young, Holder e Minkowski

n 1
q
Dividindo esta tultima desigualdade por ( g |z; + yi|p) temos
i=1

(Shetul) = (Xlar) + (Swr)
=1 =1 =1

Portanto
2+ yllp < llzllp + [yl

Exemplo 1.3.2 [,(IN) munido da norma

0 1
P
x|, = ( E ]azi\p) ,sel<p<oo e |zl =suplz;, se p=00
p— i€N

€ um espaco vetorial normado

A demonstragao é andloga a de que l,(n) é normado.

Exemplo 1.3.3 Seja E = Cla,b] = {f : [a,b] — R/f € funcao continua} sobre
o corpo IK = R com as operagoes usuais de adigcao e multiplicagao por escalar de

funcaes.

Provaremos que

HfHﬁ(/j!f(fc)!”dw); e Nfle= s [£@)),

z€[a,b]

se 1 <p< oo ep= oo respectivamente, sao normas em C|a,b].

Temos as seguintes afirmacoes.

Desigualdade de Hdélder

1 1
Sejam 1 < p < 0o, com — + — =1 e sejam f, g € Cla,b] entao
p q

[ < ( [ 15wpa) ' (/ b|g<x>|wa:);

20
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1.3 Desigualdades de Young, Holder e Minkowski

esep=1

[ < ([1war). s o)

z€(a,b]

Demonstracgao.

Os casos p =1 ou ||f|l, =0 ou ||g||; = 0 sao imediatos.
Seja 1 < p < oo, com as integrais finitas e nao nulas, considere ||f|l, # 0 e

@] g(e)]
0; defi '
lgllg 7 0; definimos 11 Tialla

Para cada x € [a, b], pela desigualdade de Young, temos

F@llg@)] _ 1 (If(:v)\)p+l(’9(x)‘)q.
q

£ llpllglly = 2 XA fll lgllq

Por integracao, temos

1

b
[ l9(e)|*de =
g1l /o

L R T U
o (@l < Lt [+

1

. 1 11
1/ llpllglla Ja

b

1 1 1
|f(2)][g(z)|dx < — 15+ lgll9 = -+ = =1.
plIfI " allglla™ ™ p g

b
Logo, / |f(@)llg(x)|dz < || fllpllgllg-

Em outras palavras,

[ < ( [1swpa) % ([ latwrear) "

Desigualdade de Minkowsk:

Seja 1 < p < oo e sejam f, g € Cla,b] entao

(/ab|f<x) +g(x)|pdx>; < (/ab|f(x)|pdx>; + </:|g(x>|pd$);_

Se p = oo entao

sup |f(z) +g(z)| < sup [f(z)|+ sup [g(x)].
z€la,b] z€(a,b] z€[a,b]

21



1.3 Desigualdades de Young, Holder e Minkowski

Demonstragao.

Suponha que f, g € Cla,b] ndo sejam simultaneamente nulas.

Para p =1 ou p = oo conclusao direta. Para 1 <p < oo e f,g € Cla,b], temos

b b
/a (1f@)[+lg@))da / (1f (@) + |g(@))P~ (1 f(@)] + |g()])da

= (@) + @bl @lde + [ (7@ + o)) gw)lds,

Aplicando a desigualdade de Holder nas duas parcelas do 2° membro da igual-

dade, obtemos

U@+ < ( / (@) + lgla ) ( / i |daz)
- (furoreioe ) ([yere)

[usen+iswr-wie < (o [ wr@1+ g ) ( [ st |dx) |

Assim, temos que

[ us@iawira < ([ s / 2)|+lgla )[( / o |dx) +( /ab|g<x>|pdx)’l’}

Logo,

/‘L(W A (/\f \dw) (/ab\g<x>|pdx);

(1 1)+ gty )

e como 1 — — = —, obtemos
q P

([ 01+ o d) (16 |dx) (/ab|g<x)|pdx)’l’.

22



14 Espacgo das Transformagoes Lineares Limitadas

1.4 Espaco das Transformacoes Lineares Limitadas

Definicao 1.4.1 Sejam E e F espacos vetoriais normados e T : E — F uma
transformacgao linear. Dizemos que T € limitada se existir uma constante C' > 0

T
tal que | T(x)|| < Cllz||, V « € E, ou seja, existe C > 0 tal que 1Tl <CV

v € E\{0}. Il

Exemplo 1.4.1 Seja T : E — E, T(x) = x a Defini¢ao 1.4.1 € satisfeita con-
siderando C > 1.

Denotamos o conjunto das transformagoes lineares limitadas de E em F por
L(E,F).

No caso em que E = F denotaremos o espago L(E, E) simplesmente por L(E).
No caso em que F' = K chamamos L(F, K) de dual do espago vetorial normado F,

e denotamos por E*.

Definicao 1.4.2 Dada T € L(E, F), definimos

— ]
o Tl

Devido a linearidade de T temos

1T} = sup [[T(x)]-

[l]l=1

()

De fato,

17 = sup 1 T(x)|l _
e#0 ||l 240

\: sup [T

lyll=1

Mostraremos a seguir que ||T'|| ¢ uma norma em L(E, F).

Proposicao 1.4.1 Sejam E, F espagos normados.
A funcao T € L(E,F) — ||T|| define uma norma em L(E,F).

23



14 Espacgo das Transformagoes Lineares Limitadas

Demonstragao.
Claro que ||T']| > 0 e ||T|| = 0 se, e somente se, T' = 0.

E também

AT(x T(x)
AT = sup M) _ | Al sup [Tl _ AT
w20 |l w20 ]

Finalmente para provar a desigualdade triangular, temos que

T(x)+Ulx T(x Uz
|T(x) + U(x)] < |7 ()] + sup |U ()|l T+ 110
k4l =0zl a0 7

|T + U|| = sup
z#0

para quaisquer 7' e U em L(E, F).
[ |
O Teorema a seguir nos da uma relacao entre a limitagao e a continuidade de

T e L(E,F)

Teorema 1.4.1 Sejam E e F espagos vetoriais normados, T : E — F uma trans-

formacao linear, entdo as afirmacgoes abaixo sao equivalentes:

i) T é uniformemente continua, isto €, dado € > 0, existe § > 0, ||[x —y|| < ¢

implica || T(xz) — T(y)|| < €, para quaisquer x,y € E.
it) T € continua.
iti) T € continua em x = 0.
iv) Existe ¢ > 0 tal que | T'(z)|| < ¢, Yo € E com ||z|| = 1.

v) Eziste d > 0 tal que ||T'(x)| < d|z||, Vz € E.

Demonstragao.

i) = ii) = ii) Direto.

iii) = i)

Suponhamos que para cada n € N, existe z,, € F tal que ||T(z,)|| > n com

[znll = 1.

: 1 .
Seja y, = —x,, assim temos
n
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14 Espacgo das Transformagoes Lineares Limitadas

1

_xn
n

1 1

’ 1

lynll = \

Assim ||y, || — 0 quando n — 0.

Calculndo T'(yy,), temos

1

1 1
Lo, [Tl = | |27 | = 21T > 20 =1

Assim, T'(y,) nao tende a zero.

Portanto 71" ndo é continua em x = 0.

iv) =)
Seja d = ¢. Dado = € E, se x = 0 temos T'(0) = 0, logo ||T(0)]| = ||0]] = ¢]|0]|.
. T 1 .
Se x # 0, seja y = —— = —x, assim ||y|| =1
[l [l
Logo,
1

i@l = (5| = e <e

]

Portanto, || T(x)| < ¢||z]|.

v) = 1)

Temos que
1T(x) = T()l| = |T(x = y)ll <dllz =yl = [|T(x) = T(y)l < dllx -yl

Logo T é Lipschitz.

Portanto, T' é uniformemente continua.

Nem toda transformagao linear T' : F — F, definida num espaco vetorial nor-

mado qualquer E, é continua. Vejamos o seguinte exemplo.

25



14 Espacgo das Transformagoes Lineares Limitadas

Exemplo 1.4.2 Seja E o conjunto dos polinomios reais com uma varidvel munido

da sequinte norma ||p|| = sup |[p(x)|. Seja T : E — R definida por T'(p) = p(2). O

0<z<1

1
funcional linear T € descontinuo no ponto 0 € E. Tomando € = o temos que para

" 1 1
cada n € N encontramos um polindmio p,(x) = <g) , tal que |[p, — 0f| = o <
mas |T(pn) —T(0)| = |T(pn)| = 1.

O Lema a seguir nos dé que ||T’|| pode ser definida por outra expressao.

Lema 1.4.1 Se T : E — F ¢ uma transformacao linear limitada entre espacos

normados, entao
1T = inf{C >0 [T (2)]| < Cllzll, V&€ E}.

Assim, [T (@)[| < [T[[«]-

Demonstragao.
Verifiquemos que ||T'(z)|| < ||T|||x| para todo z € E.

Suponha, por absurdo, que existe o € E tal que ||[T(zo)| > [|T||||zol], 0o que

T
implica que (EACI > ||T||, que é uma contradicao a definigao de ||T]].

o]l
17 ()]l

Tomando C' > 0 tal que ||T(z)] < C||z|| para todo = € E, temos B

para todo z € E'\ {0}.

<C

T
Pela definigao ||T'|| = sup |7 () |l
w0 |7
Cllz|, Vx € E}.

, concluimos que ||T]] < inf{C > 0: ||T(x)] <

Como ||[T(z)]] < ||T||||x]| para todo = € E, temos que ||T|| > inf{C > 0 :
[T ()] < Clizll, Vo e E}.

Portanto, || T|| = inf{C > 0: |T'(z)|| < C||z||, Yz € E}.
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1.5 Dimensao Finita

1.5 Dimensao Finita

Nesta se¢ao mostraremos algumas propriedades que caracterizam os espagos norma-
dos de dimensao finita. Se E possui dimensao finita, toda transformagao linear de

E em F é continua e as normas em £ sao equivalentes.

Lema 1.5.1 Seja {z1,...,x,} um conjunto linearmente independente de vetores do
espaco vetorial normado E de dimensdao finita. Entdo existe uma constante C' > 0

tal que para quaisquer o;, 1 <1 < n, temos

ozt + ... + apzy|| > Clog| + ... + |an])- (1.1)

Demonstragao.

Facamos
S =|aq|+ ... + |l

Se S = 0 entao todos os a; s@o nulos e (1.1) é verdade. Suponhamos que S > 0.

Dividindo (1.1) por S, obtemos a desigualdade

181wy + oo+ Bazal > C e Y |8l =1
j=1

a1 ﬁ . (67
lar| 4+ oo+ am]” T g+ |

com (3 =

Para provar (1.1) basta provar que existe C' > 0 tal que
181201 + . + Bpaa|| > C (1.2)
para quaisquer (q,..., [, € R tal que Z 18| = 1.
j=1

Suponhamos que (1.2) seja falsa. Entao, existe uma sequéncia (Ym)men em E

tal que

g =Bz + ..+ V2,
ys = B + 4 8z,

u = B + .+ 8P,
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1.5 Dimensao Finita

temos que ﬁ(m) =1 e ||ym|| converge para 0 quando m tende para infinito.
q } y
j=1

Os indices sobrescritos estdao de acordo com o indice da sequéncia (Y, )men € 08

subescritos com a coordenada do elemento na sequéncia.

Assim, para cada j fixado na sequéncia obtemos

8™ = (3", 87,..)
(85" = (05", 357,..)

By = (B, 82,

Como Z|ﬁ§m)| = 1, temos que |6](.m)| < 1. Assim, (6§m)) = (ﬁ](l),ﬁ](Q),...) é
=1

limitada.
Pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, cada sequécia limitada possui uma sub-

sequéncia convergente. Logo, a sequéncia limitada (61m)) = (ﬁfl), £2), ...) possui

~ . . . . m
uma subsequéncia convergente. Sejam (31 o seu limite e (yg ))meN a correspondente
subsequéncia de (Ym)men-

Da mesma forma, (ﬁém)) possui uma subsequéncia convergente, sendo 32 o seu

limite e (yém))meN a correspondente subsequéncia de (y%m))meN.

Com esse mesmo argumento, para j = 3,...,n obtemos uma nova sequéncia de

(Ym)men da seguinte forma

W™y = 42, ) de (ym)

com termos

) =i e e+,
yi = 0w 4w+,

Logo,

n

=D n Mg e 3 ™ =1
j=1

j=1
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1.5 Dimensao Finita

(m) ) (m)

com 9™ — Bi, i — o, ... " — Ba, ou seja, T]](m) — (; quando
m — OQ.
Assim, quando m — oo, y,(lm) — oy = Zﬁjxj, com Z |5;] = 1, assim nem

Jj=1 Jj=1
todos os f3; sdo nulos e como o conjunto {zi,...,z,} ¢é linearmente independente,

temos que y # 0.

)

Por outro lado, 3™ — y entdo Hyr(zm)H — ||y||, pela continuidade de norma.

Como ||ym| — 0 e (™) é subsequéncia de (y,,), temos que ||y || — 0

Portanto, pela defini¢do de norma temos que ||y|| = 0 < y = 0. Contradigao,

pois y # 0.

Teorema 1.5.1 Se um espaco vetorial normado E é de dimensao finita, entao toda

transformacao linear de E em F' ¢é limitada.

Demonstracgao.
n
Seja {e1,...,e,} uma base de E, sendo x = E &e; e T uma transformacao
i=1
linear.
Assim,

7)) = HT(Zs)

Pelo Lema 1.5.1, temos

u 1
;KJSE

Z&T(eo

<D lallT el < max [|7'(ex )| >l
i=1 =1

= Ll

n
Z 5¢6¢
i=1

1
Logo, [|T(2)[| < af|z[|, onde o = o max 1T (ex)|]-
Portanto 71" é limitado.

Nem toda transformacao linear num espaco de dimensao infinita é limitada;

vejamos o seguinte exemplo.
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1.5 Dimensao Finita

Exemplo 1.5.1 Seja C'0,1] o conjunto das fungoes definidas em [0,1] cuja 1°
derivada eziste e é continua. Dado T : C'[0,1] — C[0,1]; C[0,1] com a norma
|- llo € com a sequinte transformagao (T f)(x) = f'(z). Essa transformagao € linear
e nao € limitada.

De fato, seja x,(t) =t", n € N.

Entio ||z,]| = sup |z, (t)] = sup |[t"| =1 e T(z,) = nt" L.

T(z, , T(z,
Logo, || T(xz,)|| =n e W =n. Dado C > 0, eziste n tal que W >C.
Tn Tn
Portanto, T nao € limitada.
Definicao 1.5.1 (Normas equivalentes) Uma norma || . || de um espago vetorial E
¢ equivalente a norma || .|| se existem constantes positivas a,b tal que

all "< <ol -1

Teorema 1.5.2 Seja E um espaco vetorial normado de dimensao finita, todas as

normas sao equivalentes.

Demonstragao.

Suponhamos que dim £ = n e {ey, ..., e, } uma base de FE. Entao qualquer z € E
pode ser escrito como

r =€ + ... + aye,.

Pelo Lema 1.5.1 existe uma constante C' > 0 tal que
ol > Cllasl .+ el = ¢ Llail ) (1.3
i=1
Por outro lado temos

] =

/ n n
<3 Joul il < K(Z rair). (1.4)
=1 =1

n
S
i=1
sendo K = max |e;|’

1<i<n
Portanto, por (1.3) e (1.4) temos
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1.5 Dimensao Finita

L, < 1
Pl S;|ai| < all=ll

¢ C
Assim, all < ], ow sefa, allz] < [la]] com a = 7 >0

A outra desigualdade é encontrada de forma andloga, isto é, ||x|| < bl|z|/’, com

b> 0.

Enquanto num espaco de dimensao finita todas as normas sao equivalentes, num

espaco de dimensao infinita isso nem sempre ocorre, como mostraremos no exemplo

a seguir.

Exemplo 1.5.2 Considere em C|0,1] a sequéncia de fun¢oes (f,), onde cada f, €

definida por

1
—nr+1, 0<zr<—
fa(z) = 1 n
0, —<zx<l1.
n
A
14
1 1
! 1
Note que com a norma || f||1 = / |f(z)|dz, temos que ||fn|1 = 5 € assim a
0 n

sequéncia (fn)new converge para a fungdo nula que denotaremos por 0.

Agora, usando a norma ||f|lc = sup |f(z)| a mesma sequéncia (f,)nen nao
z€[0,1]

converge. Se a sequéncia convergisse, existiria g € C|0,1] tal que f, — g uniforme-
mente. Mas neste caso teriamos que (f,)nenw converge para g pontualmente, o que

¢ um absurdo, pois o limite pontual de (fn)new € a func¢ao:

31



1.5 Dimensao Finita

0, 0<x<1

h(x):{ 1, =0

que por sua vez nao pertence a C[0,1].

1.6 Espaco Normado Completo

Definigoes 1.6.1 1. Dizemos que uma sequéncia (x,) no espaco vetorial nor-
mado E €é de Cauchy se para qualquer € > 0, existe ng € IN tal que sempre

m,m > ng temos ||z, — x| < €.

2. Uma sequéncia (x,,) € limitada se existe uma constante k > 0 tal que ||x,| < k

para todo n € IN.

Proposicao 1.6.1 Toda sequéncia convergente em E € uma sequéncia de Cauchy

em FE.

Demonstragao.

Seja (x,) uma sequéncia convergente para T, assim

€
Ve > 0,3ng/n>ny = ||z, —Z|| < o
Logo, se m,n > ng pela desigualdade triangular, temos

€ €
|2m = 2all = [[(2m = 2) + (@ = 2a) | < llwm =2 + llon =7 < 5+ 5 =

Portanto, (z,,) é de Cauchy.

Observacao 1.6.1 A reciproca da proposicao anterior nem sempre € verdadeira.
Com efeito, seja (z,) uma sequéncia de nimeros racionais convergindo para um

numero irracional. Numericamente, temos a sequinte sequéncia

1; 1,4; 1,41; 1,414; ...
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1.6 Espaco Normado Completo

que converge para /2. Sendo convergente em R temos que () € de Cauchy em R,

e portanto, em Q. Porém (x,) nao é convergente em Q.

Proposicao 1.6.2 Toda sequéncia de Cauchy é limitada.

Demonstragao.

Seja (z,) uma sequéncia de Cauchy. Entao, dado € = 1, existe ng € IN tal que
m,n > ny = ||z, — x| < 1.

Logo, ||zn — @p,|| < 1 para n > ng. Pela desigualdade triangular, temos

”an < HxnoH + Hxn - xno” < ||$n0|| +1

para n > ng.
Tome k = maX{”x1||7 Hx?H: ceey Hxno—lH? ”xn()“ + 1}

Portanto, (z,,) ¢ uma sequéncia limitada.

[
Observacao 1.6.2 Nem toda sequéncia limitada é de Cauchy.
Seja (T)nen com
1 sen for impar
X, =
0 sen for par
temos que a sequéncia € limitada, porém ||x, — x,41|| = 1 e portanto a sequéncia

nao é de Cauchy.

Definicao 1.6.1 Dizemos que um espaco vetorial normado € completo se toda se-

quéncia de Cauchy nesse espaco for convergente.

Exemplo 1.6.1 O espaco @ nao é completo.
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1.6 Espaco Normado Completo

5 1
p
Exemplo 1.6.2 O espago [,(IN) com ||z|, = (Z |xi|p) , 561 < p < oo écom-
i=1

pleto.
De fato, seja (Tp)men uma sequéncia de Cauchy em L,(N), x, = ({'j(-m))je]N.

Assim, dado € > 0, existe ng tal que m,n > ngy entao

o) 1
P
o — 2l = (§ el gl >|p) <e
=1

Como |£j(-m) — fj(»n)\ < ||Zm — zullp entao para todo € > 0 existe ng tal que

s

para quaisquer numeros n,m > ng e j € IN. Assim, para cada j € N, (fj(-n)) €
uma sequéncia de Cauchy em K. Como K = R ou C, com as métricas usuais sao
completos, a sequéncia (fj(.n))nem ¢ convergente para cada j € IN.

Seja ay, o limite da sequéncia (£§k))k€m e fagamos a = (aq,. .., ay,...), desde que

para quaisquer numeros naturais n,m > ng e para qualquer r € IN temos
'8
(n) (m)
dolgr —gmpr < e,
k=1

fazendo m — oo obtemos
,

DoIGY —alr <.
k=1

Fazendo agora r — oo obtemos

o0
STlEr —anr < e,
k=1

o que mostra que (x, — a) € [,(IN).
Assim, ||z, —al|, < €. Como x, € [,(N) e a = (a — z,) + x, temos a € [,(IN),

ou seja, x, — a em L,(IN).

Exemplo 1.6.3 R" é completo.

A demonstracdo € andloga ao exemplo anterior.
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1.6 Espaco Normado Completo

Definigao 1.6.2 Sejam E um espago vetorial normado e (x,) uma sequéncia em
o0
E. Dizemos que uma série E x, € convergente quando a sequéncia (s,) de suas

n=1
somas p(lTC’i(I’iS, Sp = T1 + X9+ ...+ 2Ty, fO’f’ CO’I’LUG’/’QG’I"LtG. Nesse caso, a soma da

série € o limite da sequéncia (s,), isto é:

o

E T, = lim s,.
n——a<o

n=1

Quando uma série nao converge, ela € denominada divergente.

o0 oo

Definicao 1.6.3 Se E |zn|| € convergente, entdo a série E x, € chamada de
n=1 n=1

absolutamente convergente.

Definicao 1.6.4 Um espaco vetorial normado E é compacto se toda sequéncia em
E possui uma subsequéncia convergente. Um subconjunto M em E é compacto se

toda sequéncia em M possui uma subsequéncia cujo limite € um elemento de M.

Teorema 1.6.1 Seja E um espaco vetorial normado de dimensdo finita, um sub-

conjunto M C E é compacto se, e somente se, M ¢é fechado e limitado.

Demonstracgao.

Dado € M temos que existe uma sequéncia (z,) em M tal que z, — .
Sendo M compacto, segue que x € M. Sendo z arbitrario segue que M C M e
como M C M temos que M = M, isto é, M é fechado.

Suponhamos agora que M nao seja limitado. Entao para todo k£ > 0 dado, existe
n € N tal que ||y,|| > k. Logo, (y,) ndo pode ter uma subsequéncia convergente, e

portanto M nao pode ser compacto. Logo, M é limitado.
Agora, suponhamos entao M fechado e limitado. Sejam {ey, e, ..., e,} uma base

n
de E e (z,,) uma sequéncia em M. Assim, z,, = Z§§m)ej.
j=1

Sendo M limitado, entao existe k > 0 tal que ||z,,|| < k, para todo m € IN.
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1.6 Espaco Normado Completo

Assim, pelo Lema 1.5.1, existe C' > 0 tal que

> 2 0 3le
j=1 j=1

k= lzmll =

paracada 7 =1,2,...,n.

- k k
Como Z |§J(.m)| < —, temos que |§§m)| < —

& Assim, () = €V.67,..) ¢

Q

j=1
limitada.

Pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, cada sequécia limitada possui uma sub-

sequéncia convergente. Logo, a sequéncia limitada (ém)) = (5@,5?, ...) possui

uma subsequéncia convergente. Sejam &; o seu limite e (a:&m))meN a correspondente

subsequéncia de (2., )men-

Da mesma forma, (fém)) possui uma subsequéncia convergente, sendo & o seu

limite e (a:(zm))meN a correspondente subsequéncia de (:Egm))meN.

Com esse mesmo argumento, para j = 3,...,n obtemos uma nova sequéncia de

(Zm)men da seguinte forma

(-ngm)) - ( %1)7-7:512)’ s ) de (l’m)

Portanto, como no Lema 1.5.1, temos que (z,,) possui uma subsequéncia (x%m))

m n n - k
tal que 2" — x = Zgjej, com Z \gj( )] < Yok
j=1 j=1

Como M ¢ fechado, € M. Isso mostra que uma sequéncia arbitraria (x,,) em

M possui uma subsequéncia convergente em M.

Portanto, M é compacto.

Observacao 1.6.3 Seja E um espaco vetorial normado, um subconjunto M C E
€ compacto entao M € fechado e limitado, porém a reciproca do Teorema 1.6.1 em

geral nao ocorre quando a dimensao do espaco € infinita.

De fato, tomemos

E ={z = (z,)/x, € C ex, =0, exceto para um nimero finito de indices} C lo(IN),

com a norma ||z|| = sup |z,
nelN
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1.6 Espaco Normado Completo

Seja S a esfera unitdria centrada na origem,
S ={x € E/||z]lo =sup |z,| = 1}.
keN

Seja f : E — R definida por x — ||z||oo, f € continua e {1} é um conjunto
fechado de R, entdo f~1({1}) = S é um conjunto fechado de E, pois é a imagem
inversa de fechado.

O congunto S ¢ limitado por 1, mas S nao € um conjunto compacto. De fato, a

sequéncia definida por

.le(l,o,o,...,(),...)
{EQZ(O,LO,...,O,...)

2n = (0,0,0,...,1,...)

nao contém subsequéncia convergente em S.

Lema 1.6.1 (Riesz) Sejam F' e G subespacos de um espago vetorial normado E
sendo F' um subconjunto fechado e proprio de G. Entao para todo nimero real 6 no

intervalo (0,1) existe z € G tal que ||z|| =1 el|lz—y| >0, VyeF
Demonstragao.

Seja v € G\ F e a distancia de v a F' como sendo d(v, F') = inlf7 v =yl = a.
ye

Como F' é fechado temos que a > 0. Assim, dado 6 € (0,1) existe yo € F' tal que

= inf — < — <
a = inf [lv —y|| < [lv—goll <

SIS

Fazendo z = ﬁ, temos que ||z|]| = 1 e para qualquer y € F,
U =Y
ER¥ :‘m_yH

[ = woll
= 0= o=l
= ——|[(v = %0) = [lv = wolly

o = ol
= cllv —wl,
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1.6 Espaco Normado Completo

onde ¢ = Y1 = Yo + c .

e
lv = woll

Como y; € F entao a < |lv — y1].

Portanto,
a
Iz =yl = cllo =]l > ca= e > 0.
o= ol

Teorema 1.6.2 Se E ¢ um espaco vetorial normado tal que a bola fechada e unitdria
B = B[0,1] ={z € E : ||z|| < 1} € compacta, entdo E é um espago de dimensao
finita.

Demonstracgao.

Suponhamos que B é compacta e que E tem dimensao infinita. Seja x; em E
um vetor tal que ||z1]| = 1. O espaco M; gerado por {x;} é um subespago préprio
de E fechado e de dimensao um. Pelo Lema de Riesz, existe x5 € E\M; tal que
[zaf] = 1 e

1
lz2 — 21| 2 6 = 5.
Os vetores =7 e 9 geram um subespago proprio My de E fechado e de dimensao

2. Pelo Lema de Riesz, existe z3 € E\M, tal que ||zs]| =1 e
los — ol > = e s — ol > =
2 2
Recursivamente, por esse processo, obtemos uma sequéncia (x, ),en de elementos
de B tal que ||z, — x| > % para m # n
Assim, a sequéncia (x,),en nao possui subsequéncia convergente, isto contradiz

a compacidade de B. Portanto, E tem dimensao finita.

Definicao 1.6.5 Um espaco de Banach é um espag¢o normado completo.

A denominacao “espaco de Banach” foi uma homenagem ao matematico polones,
nascido em Cracdvia, Stefan Banach que em 1932 publicou um livro com resul-
tados sobre espagos normados e notacoes que foram adotadas pela comunidade

matematica.
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1.6 Espaco Normado Completo

Exemplo 1.6.4 O espaco Cla,b|] com a norma || . ||« € um espaco de Banach.
Exemplo 1.6.5 O espago [,(IN) € um espago de Banach se 1 < p < oo.

Teorema 1.6.3 Sejam E e F espacgos vetorias normados. Se F' € de Banach, entao

L(E,F) é também um espago de Banach.

Demonstragao.
Para mostrar que L(E, F') é um espa¢o de Banach, mostraremos que toda se-
quéncia de Cauchy em L(F, F') é convergente em L(E, F).

Seja (T,), uma sequéncia de Cauchy em L(F, F), isto é, para todo € > 0, existe
Ny € N tal que n,m > Ny temos ||T,, — T),|| < e.

Assim,

(T = Ton) (@) || < ([T = Tnllll]] < ef|]l,

VzekFE, senm>N,.

Logo, T,,(x) é uma sequéncia de Cauchy em F'.

Como F' é de Banach, a sequéncia T,,(z) é convergente em F.

Definimos uma transformacao 7': £ — F, dada por T'(z) = lim T, (z) em F.

n—oo

Mostraremos que T' € L(E, F).
Se x,y € E, temos

T(x+y) = Tim. To(x+y) = lim T,(z) + lim T,(y) = T(z) + T(y).

n—oo n—oo

Esex e Fe )€K, temos

AT (z) = A lim T,(x) = lim [\T,,(z)] = lim T,(A\x) = T'(\z).

n—oo n—oo n—oo

Por ser de Cauchy, a sequéncia T,, é limitada, isto é, existe K > 0 tal que
1Tl < K.

Dai, [|T,,(2)|| < K||z|| para todo z, segue que ||T(z)]| < K||z||.
Assim, ||| é limitada.

Logo, T é linear e limitada, T € L(E, F).
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1.6 Espaco Normado Completo

Desde que ||T,,(z) — T.(2)|| < €||x| para n,m > Ny e x € E, fazendo n — oo,
temos que

[T () = T(2)|| < ell]].

Assim, ||T,, — T'|| < ¢, para n > Ny. Logo T,, = T em L(E, F).
Portanto, L(E, F') é completo.

Proposicao 1.6.3 Um subespago de um espaco de Banach é um espaco de Banach

se, e somente se, ¢ fechado.

Demonstragao.
Sejam E um espacgo de Banach, F' um subespaco de Banach em E e (z,) uma
sequéncia em F' com z,, convergindo para x, assim a sequéncia (z,) é de Cauchy, e

como F' é Banach, temos que x € F. Portanto, F' é um subespaco fechado.

Sejam F' C E um subespago fechado de E e (z,) uma sequéncia de Cauchy em
F. Logo, (x,) serd uma sequéncia de Cauchy em FE, assim existe x € E tal que

xr = lim x,. Mas, como F' ¢ fechado temos que x € F. Logo, I' é Banach.

n—oo

1.7 Teoremas: Banach-Steinhaus, Aplicacao Aberta e Grafico
Fechado.

Os proximos resultados serao auxiliares para o Teorema de Banach-Steinhaus, o

Teorema da Aplicacao Aberta e o Teorema do Grafico Fechado.

Um subconjunto X de um espaco vetorial F é convezo se, para quaisquer z,y € X
e A €[0,1] temos Az + (1 — Ny € X.

Sejam x um ponto e A um subconjunto nao vazio de um espaco métrico E.

Definimos a distancia entre z e A por d(z, A) = inf{|x — y|;y € A}.

Dados A e B dois subconjuntos nao vazios de um espago métrico £. Definimos
a distancia entre A e B por d(A, B) = inf{|z —y|;z € A,y € B}.
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1.7 Teoremas: Banach-Steinhaus, Aplicacao Aberta e Gréfico Fechado.

Denotamos por A + B o conjunto {x +y :x € A, y € B} e por AA o conjunto
{\x: 2z € A}, onde X € R.

Dado um espaco métrico (X, d), dizemos que um subconjunto A é magro em X

quando é uma reunido enumeravel, A = UA,, tal que, para cada n € IN, intA,, = (.

Teorema 1.7.1 (Teorema de Baire) Seja X um espaco métrico completo. Todo

conjunto magro em X tem interior vazio.

Corolario 1.7.2 Seja X um espagco métrico completo. Se X = U A, onde cada
n=1

A, € fechado em X, entdo existe pelo menos um n tal que intA,, # 0.

Teorema 1.7.3 (Teorema de Banach-Steinhaus) Sejam E um espaco de Ba-
nach, F' um espaco normado e (T,,)nen uma sequéncia de transformagoes lineares
continuas de E em F. Suponhamos que para cada x € E, existe C, > 0 tal que
|Tn(2)|| < Cy para todo n € N. Entao, existe C > 0 tal que ||T,,|| < C para todo
n € N.

Demonstragao.

Para cada nimero natural k£, definimos

Ay ={z € E:|Tu(x)| < k,Vn € N},

Os conjuntos Ay sdo fechados. De fato, seja x € A, entdo existe (2)ien € Ag
tal que z; — x. Assim, temos ||T,(z;)| < k, para todo n. Como T,, é continua,

To(z;) — T,(x) o que implica ||T,,(x;)|| — ||Tn(x)]|-
Logo, |[T0(2)] < K.
Portanto, x € A;. O que nos mostra que A sao fechados.

Como para cada x € F, existe C, > 0 tal que ||T,(z)|| < C, para qualquer

nimero natural n, temos que E = U Ay
keIN

O Corolario 1.7.2 nos garante que existe m € IN tal que A,, tem interior nao

vazio. Assim, existem xy € E e r > 0 tais que B(zg,7) C A,p,.
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1.7 Teoremas: Banach-Steinhaus, Aplicacao Aberta e Gréfico Fechado.

Para cada x € F\{0}, definimos
¥ =z 4 ——x
= Xy —x.
2][x]
. r
Entao ||2' — x| = 3 portanto,
t' € B(xo,r) C A,

o que implica
| T,.(2")]| < m para cada n € IN.
Assim, para cada x € E\{0} temos
@l = (e -o0))|

2
= Wy @ 2o

2|zl 2|zl
< TITEO) + =T @)
< 2l 2l
- r r
4dm
= —|=z|;
T

4
o que mostra que ||T,|| < e para qualquer n € IN.
r

O Teorema de Banach-Steinhaus também é conhecido como Principio da Limi-

tagao Uniforme.

Os préximos resultados serao utilizados para a demonstracao do teorema da

Aplicacao Aberta.

Lema 1.7.1 Sejam E e F' espacos de Banach e T : E — F uma transformacao

linear continua sobrejetora. Entao, existe r > 0 tal que
T(B(0,1)) > B(0,r),

onde B(0,r) € F ¢ B(0,1) € E.
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1.7 Teoremas: Banach-Steinhaus, Aplicacao Aberta e Gréfico Fechado.

Demonstragao.
Seja
E =] B(0.n) = JnB(0,1).
n=1

n=1

Como T é sobrejetora, temos que

F=T(E) = T( | nB(0, 1)) = |JT(nB(0,1)) = | J nT(B(0,1)).

n=1

Assim, também ¢é vélido que

F=T(E) = G nT(B(0,1)).

De fato,

i) dado n, nT(B(0,1))) = T'(nB(0,1)) = T(B(0,n)) C F, entao

F=T(E)> G nT(B(0,1));

n=1

i1) dado y € F , sendo T sobrejetiva existe z € E tal que y = T'(x). Para este x

existe um ny tal que x € B(0,n9) = noB(0,1) e entdo
y="T(z) € T(B(0,n9)) = T(noB(0,1)) = noT(B(0,1)) C neT(B(0,1)).

Logo, como F = U nT(B(0,1)) e para cada n, nT(B(0,1)) é um conjunto
—1

fechado, do Corolario 1.7.2 segue que existe ng tal que

int(noT(B(0,1))) # 0

e portanto

int(T(B(0,1))) = mt(@T(B(o, 1))) — L int(noT(B(0, 1)) # 0.

no no

Sejay € Fer > 0 tal que B(y,2r) C T(B(0,1)). Assim, y € T(B(0,1)), e

também —y € T'(B(0,1)).
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Temos que T'(B(0,1)) é convexo. De fato, sendo B(0,1) convexo, dados zg, yo €
B(0,1) e A € [0,1] segue que

Aro + (1= Nyo € B(0,1).

Entao, dados a,b em T(B(0,1)) existem T'(z,) e T(y,) sendo z,,y, em B(0,1)
tal que T'(x,) — a e T'(y,) — b.

Sendo A € [0, 1], temos
=T(\z ) ((1 — A)yn)
= AT (2n) + (1 = AT (yn)-
E assim, A\T'(z,) + (1 — N)T(y,) — Aa+ (1 — A\)b.
E como para cada n, Az, + (1 — )y, € B(0,1) temos que 2, € B(0,1) e portanto

Aa+ (1—\beT(B0,1)).

Logo, T'(B(0,1)) é convexo.

Entao B(0,2r) = B(y,2r) —y C T(B(0,1)) + T(B(0,1)) = 27(B(0,1)), pois
T(B(0,1)) é convexo.

Dessa forma,

T(B(0,1)) = gT(B(O, 1) = %(QT(B(O, 1)) O %B(O,ZT) = B(0,r).

Corolario 1.7.4 Sejam E e F espacos de Banach ¢ T : E — F uma transfor-

macao linear continua sobrejetora. Entao, existe v tal que

T(B(0,1)) D B(0, 7).

Demonstragao.

Seja r dado no Lema 1.7.1. Considere 7 = r/2 e seja y € B(O, g), pelo Lema

1.7.1, temos que
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entao

1
Logo, existe 2} € E com ||z]| < 5 tal que T'(x)) € B(y, 2) e assim

r
I1T(1) =yl = lly = Tl < -

Entao, y — T'(x)) € B<O, £> Novamente, pelo Lema 1.7.1, temos que

Tl )=0)
B(y—T(x’l),g) mT(B(O,i)) £ .

1
Logo, existe =), € F com ||x4|| < 1 tal que T'(x}) € B(y —T(x}), g) e assim

entao

/ / r
ly = T()) = T(z)l] < 5

Entdo, y — T(a}) — T(z}) € B(O, g)

Com o0 mesmo argumento, encontramos uma sequéncia (z)),ey em F tal que,

1
para todo n € IN, temos ||z} || < on tal que |ly — T(x) 4+ ...+ 2))| <

Fazendo x, =2} + 24+ ... +2,,VneNsen,p>1

on+1 '

1 1 1

lnp=2all = o ia b Al < e+ Fllan, | < gop+ A < 5

temos que (z,)nen em E é uma sequéncia de Cauchy.

45



1.7 Teoremas: Banach-Steinhaus, Aplicacao Aberta e Gréfico Fechado.

Como E é um espago de Banach, existe € E tal que (x,)n,en converge para z,

logo, T'(x,,)nen converge para T'(z), pois T' € L(E, F).

Agora, para todo n € IN temos ||y —T'(z,)|| < T assim, (T'(x,,))nen converge

on+1 ’
para y.

Portanto, 7'(z) = y. Como para todo n € N,

1
lzall < 1200+ 2ol + -+ llznll <l + 5 < 1.

Logo, fazendo n — oo temos ||z|| < ||z|| +1/2 < 1.

Portanto, z € B(0, 1).

Para garantir que uma transformacao linear 7', seja aberta; basta mostrar que a

imagem de uma bola por T contém alguma bola aberta.

Teorema 1.7.5 (Aplicagao Aberta) Sejam E e F' espagos de Banach eT : E —

F uma transformacao linear continua sobrejetora. Para todo conjunto abertoU C F,
T(U) € aberto em F.

Demonstragao.

Sejay € T'(U), logo existe x € U tal que y = T'(z) e sendo U aberto, existe § > 0
tal que B(z,0) C U.

Sabemos que, T(U) > T(B(z,6)) = T(z + B(0,6))

+ T(B(0,0))
z)+ T(0B(0,1))
+07T(B(0,1)).
Do Coroldrio 1.7.4, existe r > 0 de modo que T'(B(0,1)) D B(0,r), entao
T(x)+dT(B(0,1)) D T(x) +dB(0,r) = T(x) + B(0,0r) = B(T(z), dr).
Logo, T(U) D B(T(x),dr) ou seja, T(U) é aberto em F .
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Corolario 1.7.6 Sejam E e F espacos de Banach el : E — F uma transfor-

macao linear continua bijetora, entao T é homeomorfismo.

Demonstragao.

Sendo 7" uma transformagcao linear bijetora, esta possui uma transformacao in-
versa T~! linear. Do teorema 1.7.5, dado o aberto U C E, T(U) é um aberto em F e
portanto 7! é continua, sendo que T-(T'(U)) = U C U, logo T é homeomorfismo.

Exemplo 1.7.1 Sejam E um espago de Banach e I : (E,|.|1) — (E,||.||2) a trans-
formagao identidade; se existe ¢ > 0 tal que ||.]|]2 < c||.]1 entdao ||.|]x e ||.||2 sao
equivalentes. De fato, desde que para todo x € E temos que ||z|]2 < c||z||1 entdo
1 ¢é continua. Como I € bijetora entao, pelo Coroldrio 1.7.6, temos que I é um
homeomorfismo e assim, existe d > 0 tal que ||z||1 < d||x||2, logo |.]1 e |.]]2 sao

equivalentes.

Definicao 1.7.1 Dada uma aplicacao T : E — F, o grdfico de T € denotado por
G(T) e dado por
G(T)={(z,T(x)) e Ex F:x € E}.

Sendo T linear, o grdafico G(T) é um subespago vetorial de E x F, munido da
norma ||(z, y)|| == |lz]| + llyl-

Definicao 1.7.2 A transformagao linear T : D(T) C E — F € fechada se para
toda sequéncia (x,) C D(T) tal que z, — x e T(x,) — y, tenhamos x € D(T) e
y =T(x).

O préximo teorema nos mostra que os conceitos de transformacao linear fechada

e continua sao equivalentes quando a transformacao ocorre em espacos de Banach.

Teorema 1.7.7 (Grafico Fechado) Sejam E e F espagos de Banach eT : E — F
uma transformacao linear. Entdo, T € continua se, e somente se, seu grafico €

fechado.
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Demonstragao.

Suponha que T seja continua. O grafico de T', G(T'), é fechado pois uma sequéncia
(Tn,yn) € E X F converge para um ponto (x,y) € E x F se, e somente se, x, — =
e Y, — y; mas se (z,,yn) € G(T') entao y, = T(x,) e da continuidade de T" segue
que y = T'(x), isto é, (z,y) € G(T).

Reciprocamente, suponha que G(T') seja um subespaco fechado de E x F', entao
sendo G(T') subespago vetorial do espaco de Banach E x F, segue que G(T') também
¢ um espaco de Banach.

Considere as projecoes,
m:ExXF—FE e 7 :GT)— E.

Temos que 77 linear, bijetora e continua do espago de Banach G(T') sobre o
espaco de Banach E. De fato, dados (z,7(x)), (y,T(y)) em G(T) e o escalar A

temos que
(2, T(2) + (4, T(y)) = m(r+y,T(x)+T(y))
= Ti(z+y,T(z+y))
= r+y
= 7i(z, T(2) + 71(y, T(y))-

Temos também que
Tz, T(x))) = m(Az, AT(z))
= Ti(Az, T(\x))
= \x
— Xri(e, T(a)).

Portanto, temos que 7 é linear.

Dado zy € E, tome (x,T(x)) € G(T') e entao mi(xo, T(xg)) = w0, logo 71 é
sobrejetora.

Sejam (x,T(z)), (y,T(y)) € G(T) , logo se 1 (z, T (x)) =71 (y, T (y)) entdo z =y
e portanto T'(z) = T(y), assim 77 é injetora.

Portanto 77 é bijetora.

Novamente, sejam (z,7(z)) e (y,T(y)) € G(T). Dado € > 0, existe 6 = € tal que
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d((z, T(x)), (y,T(y))) < 0, isso implica que d(71(z, T'(x)), T1(y, T (y))) = d(x,y), daf
d(z,y) < d(z,y) +d(T(x), T(y)) = d((z, T(2)), (y, T(y))) <6 = €.
Portanto 77 é uma fungao continua.
Pelo Corolario 1.7.6, segue que 77 é homeomorfismo.

Temos também que my : £ x ' — [F é continua. De fato, sejam (x1,1) e
(x2,72) em E x F. Dado € > 0, existe § = € tal que d((x1,y1), (z2,y2)) < 9, isso

implica que

d(mo (21, 41), (m2(22,Y2)) = d(y1, y2) < d(21, 22)+d(y1, y2) = d((71,91), (22, 92)) < =€

Portanto w5 é uma fungao continua.

Assim, segue que a funcao composta
_ —\—1
T = my o (77)
¢é continua.

O resultado do Corolario 1.7.6, também pode ser provado a partir do Teorema
do Gréafico Fechado.

Seja a sequéncia (y,, T *(y,)) € G(T™') que converge para (yp, 7o) € F x E.
Assim, y,, — yo e T~ (y,) — x0; e da continuidade de T" temos y,, — T'(zo) segue
que zo = T (yo), isto &, (yo, o) € G(T™'). Logo, G(T™') é fechado. Portanto, T~

¢é continua.

Caso os espagos E e F' nao sejam Banach, abaixo veremos exemplos de 7) trans-
formagao linear continua e grafico nao fechado; i) transformagao linear nao continua

e grafico fechado.

Exemplo 1.7.2 Sejam E um espago de Banach e I : D(I) — E uma transformagao

linear com D(I) um subespago préprio e denso de E.
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A transformacao linear I(x) = x € continua, logo limitada. Mas I nao € fechada.
De fato, seja (x,) C D(I), tal que x, — x, com x € E\ D(I). Como z, — x e

I(x,) — x mas x ¢ D(I), temos que grdfico da transformagdao nao € fechado.

Exemplo 1.7.3 Seja C'[0,7] o espaco das funcoes continuamente diferencidveis
de [0,7] em R. Dados C*|0,7] C C[0,7] e T : C*0,7] — CI0,7] definida por
(Th)(E) = f'(2).

sen(nt
A transformagao linear T nao € continua, pois considere f,(t) = (nt)

con-
vergindo a zero, enquanto (T f,)(t) = cos(nt) ndo converge uniformemente a zero.
Logo, T nao € limitada.

Agora, dados f, — f e T(f,) — @, entao

[ etas = [ tim pis)as = tim [ pits)as = lim (5,0 = £,000) = 10~ (0)

n—oo n—oo

Logo, f(6) = £0) + [ o(s)ds

0

Assim, f € D(T) e f'(t) = o < (Tf)(t) = (1), V L.
Logo, T € fechada. Portanto G(T') € fechado.
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CAPITULO

2

Teoremas de Hahn-Banach

O Teorema de Hahn-Banach trata das extensoes de funcionais lineares definidos
em subespacos vetoriais que preservam certas propriedades. Os matematicos, Riesz e
Helly, em 1911 e 1912 respectivamente, obtiveram os primeiros teoremas de extensao
de funcionais em alguns espacos de fungoes. O primeiro resultado para o caso real
foi obtido por Hahn em 1927 e, de forma mais geral, por Banach em 1929. A versao
complexa foi publicada em 1938, por Bohnenblust e Sobczyk.

Neste capitulo sao apresentadas duas versoes e algumas aplicagoes para o teorema
de Hahn-Banach, uma analitica e a outra geométrica, no caso do espago vetorial real,

mas antes recordaremos alguns conceitos de relagao de ordem.

Seja P um conjunto nao vazio dotado de uma relagao de ordem (parcial) denotada

por <, onde sao satisfeitas as seguintes condigoes:
i)a<a, Ya€P.
ii) Sea<beb<a,entaoa=05b, VYa,beP.
iii) Sea<beb<c entaoa<c¢, Va,bceP.

Um subconjunto @) C P esta totalmente ordenado se, para quaisquer a,b € Q)
temos uma das seguintes relacoes: a < b ou b < a. O elemento ¢ € P é uma cota
superior de () se para todo a € ) temos a < c.

Dizemos que m € P é um elemento maximal de P se para todo x € P tal que

m < x implica m = .
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Lema 2.0.2 (Zorn) Seja um conjunto ndo-vazio e parcialmente ordenado, se todo
subconjunto totalmente ordenado tem uma cota superior, entao o conjunto tem um

elemento mazximal.

O nome dado ao Lema faz referéncia ao matematico Max Zorn que o provou
em 1935, mas sua primeira formulacao, em 1922, deve-se ao matematico polonés
Kazimierz Kuratowski.

O Lema de Zorn tem muitas e importantes aplicagcoes em Analise, é uma ferra-
menta indispensavel para estabelecer certos resultados de existéncia. Uma aplicacao

do Lema de Zorn é o seguinte resultado:

Proposicao 2.0.1 Seja E um espaco vetorial sobre K. Entao E possui uma base.

A denominacao “Lema” aparece apenas por razoes histéricas. O Lema de Zorn
é equivalente ao Axioma de Escolha, que nos diz: “O produto cartesiano de uma
familia qualquer de conjuntos nao-vazios é nao-vazio.” Esse axioma foi proposto pelo

matematico alemao, Ernst Zermelo no inicio do século XX.

Para os resultados a seguir, trabalharemos com o espaco vetorial real.

Definicao 2.0.3 Sejam E um espaco vetorial e p : E — R uma aplicagao tal que

para todo x,y em E temos

i) plz+y) < plx)+ply).

it) p(Ax) = |Ap(x); A € R. (positivo-homogéneo)

Dizemos entao que p € uma funcao sublinear.

Exemplo 2.0.4 Uma seminorma, em particular uma norma, num espaco vetorial

¢ uma func¢ao sublinear.

Definicao 2.0.4 Dados X C Y, uma aplicagcao F :' Y — Z chama-se extensao de
f:X — Z quando F(z) = f(x) para todo x € X, ou seja, quando F |x= f.
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Lema 2.0.3 Seja Ey um subespaco proprio do espaco vetorial real E, isto é, Ey #
{0} e Ey # E. Sejaxy € E\Ey. Considere o subespago Ey = Ey® |xg] e suponha que
f seja um funcional linear definido em Eo e p seja uma funcao sublinear definida

em F, tal que
f(z) < p(x), Ve E,.
Entdao f pode ser estendido a um funcional linear F', definido em FE; tal que

F(x) <p(z),VzeE.

Demonstracgao.

Como f(z) < p(z) em Ey, dados z1,x2 € Ey temos

f(z1) = fz2) = f(o1 — 22) < p(r1 — 22) = p(T1 + 70 — 12 — W) < p(21 + 70) +
p(—l'z - ZEO)~

Logo,
—p(=22 — m0) — f(w2) < p(w1 + 20) — f(20). (2.1)

Fixando arbitrariamente z; em FEj e variando x5 em Fjy, temos que o conjunto

de numeros reais
{—p(—x2 —x0) — f(%) 1o € EO}

¢ limitado superiormente, logo tem supremo.

Seja entao
a = sup{—p(—xs — xg) — f(x2) : x2 € Ey}.

De forma analoga, podemos garantir a existéncia de

b=inf{p(x; + x¢) — f(z1) : 21 € Ep}.

De (2.1) temos que a < b . Assim, existe ¢g € R tal que a < ¢y < b.

Se a = b entao ¢y é o valor comum. Seja agora y € Ey qualquer, logo

—p(=y —x0) = f(y) < ply +20) = f(y). (2.2)
Dado = € Fy, existe y € Ey e A € R tal que

r =1y D Axp.
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Podemos definir
F:FE —R

dado por
F(x) = F(y + Azo) = f(y) + Aco

a qual esta bem definida, devido a unicidade de representacao. Além disso F' é um

funcional linear sobre E;.
Assim, resta mostrar que F'(z) < p(x), Vx € F.
Para isso, teremos x € F; e x = y + Axgp, sendo considerados trés casos:

i) A=0.
Neste caso,
F(x) = F(y + O0zo) = f(y) < p(y) = p(z).

i) A > 0.
De (2.2), trocando y por % temos,

Co §p<%+$o) —f(%)-

Multiplicando por A > 0 obtemos,

Ao < Ap(% +x0) —Af(%).
Af(%) 4+ Aeg < )\p(%—l—xo).

f(y) + Aco < ply + Azo).

Entao,

Assim,
Logo, F(x) < p(y+ Axg) = p(x).

iii) A < 0.

Novamente de (2.2), trocando y por % temos,

_p(_%_%) —f(%) < ¢o.
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Multiplicando por A < 0 temos,

—)\p(— % —xo) —Af(%) > \co.

p(y + Axo) = Aco + f(y).

Logo,

Assim, p(z) > F(z).

2.1 Teorema de Hahn-Banach Analitico

Teorema 2.1.1 ( Hahn-Banach Analitico) Seja E um espago vetorial real. Se-

jam Ey o subespaco proprio de E; p uma funcao sublinear sobre E e f um funcional

linear sobre Ey tal que

f(z) <px), YzekE,.

Entao f pode ser estendido a um funcional linear F' sobre E tal que

F(x) <p(x), VzxeEFE.

Demonstragao.

Seja G um conjunto de todos os funcionais lineares f, que estendem f, tal que

f(z) <plx), Ve e D(f).

Temos que G # 0 pois pelo Lema 2.0.3 existe f € G e por hipStese temos

também, f(x) <p(x), Yz € D(f)=E.
Definimos em G a seguinte relacao fl < fg se fQ estende fl.

Vamos verificar que a relagao é uma ordem.
De fato,

i) fi < f1, pois D(f1) € D(f1) e filpf,y = -

i) Se fi < fa e fo < f3, segue que
D(f1) € D(f2), falp,) = Ji; e D(f2) € D(fs) . falp(,) = fo-
Entdo D(f1) C D(fs) e fslpyeniy = Folpgy = fis isto &, fi < fs.
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iii) Se fi < fye fo < fi, temos,
D(f1) € D(f2) e fol iy = Fi;
D(f) € D(f1) e ]El|D(f”2) = fa.
Logo, D(f1) = D(f2) e fi = fo.

Assim G é parcialmente ordenado.

Provaremos que todo subconjunto totalmente ordenado possui um limitante su-

perior.

Considere T' = {f,} um subconjunto de G totalmente ordenado, mostremos que
existe um limitante superior de T'. Para isso, considere a aplicagao f , cujo dominio
é D(f) = U, D(fa) e para = € |J, D(f.), existe algum o tal que = € D(f,) entio
definimos f(z) = fa(x).

Temos que D(f) é um subespago vetorial de E.
De fato, se z € |, D(fa), existe a tal que x € D(fa), desde que D(fa) seja um
subespago vetorial, entdao para todo A € R temos que Az € D( fa)

Agora, =,y € |, D(fa), entdo para algum a; e ao; temos que x € D(fal) e
y € D(f.,) e T totalmente ordenado entao, D(fa,) C D(fay) 0t D(fa,) € D(fa,),
assim, ou z,y € D(fa,) ou 2,y € D(f,,). Entdo z +y € U, D(fa)-

Portanto | J,, D(f,) é um subespaco vetorial de F.

Suponha x € D(fa) ex € D(fﬁ); pela definicao temos que f(x) = fa(ac) e f(x) =
fs(x). Mas T é totalmente ordenado, portanto D(f,) C D(fs) ou D(fz) C D(fa) o
que implica f,(z) = f(z) = fz(z).

E claro que f é linear, estende f e tal que f(x) < p(z), ¥V e D(f), ou seja, f é
limitante superior de T" em G.

Assim G é indutivamente ordenado e pelo Lema de Zorn, existe F' € G tal que
F é maximal de G, desde que F' € G, F estende f com a propriedade F(z) < p(z),
para todo z € D(F).

Para completar a prova, mostremos que D(F) = E.
Suponha que D(F) & E. Entao existe z; € E tal que x; ¢ D(F).

Pelo Lema 2.0.3, F' pode ser estendido a outro funcional linear fe que portanto

~

estende f tal que f(x) < p(z), para todo z € D(F) & [z4].
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Assim, f € G e desde que f estende F', F' nao seria elemento maximal. Con-

tradicao com a hipdtese de ser maximal.

Portanto D(F) = E.

Corolario 2.1.2 Seja Ey um subespaco vetorial de E. Sejam p uma seminorma

sobre o espago vetorial real E e f um funcional linear sobre Ey tal que
|f(@)] < p(z), Ve k.
Entao existe um funcional linear F' que estende f e tal que

|F(z)] <p(x), VzekE.

Demonstragao.
Como [f(z)| < p(x) entdo —p(z) < f(z) < p().

Assim, pela linearidade de f temos
—p(@) < f() & pla) = —f(z) & p(—2) = f(—a), Vue .

Logo,
flz) <p(x), VzekE,.

Entao, pelo Teorema de Hahn-Banach Analitico existe um funcional linear F

sobre E que estende f e tal que
F(z) <p(x), Vexe E<|F(z)] <plx), VrxekFE.
[ |
De forma similar, trabalharemos com o espaco vetorial complexo. A demons-
tracao da versao complexa é obtida através da versao real e do uso da seguinte

afirmacao: Se f : F — C é um funcional linear complexo, entao existe um fun-

cional linear real g : E — R tal que f(z) = g(z) —ig(ix),V z € E.
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2.2 Aplicacoes do Teorema de Hahn-Banach Analitico

Seja E um espaco vetorial normado. Nesta secao utilizaremos a funcao sublinear

p: E — R dada por p(z) = ||z||.

Lema 2.2.1 Seja E um espaco vetorial normado e Ey um subespaco de E. Entdao
todo funcional linear limitado fo pode ser estendido a um funcional linear limitado
f sobre E tal que

£ = 11l

Demonstragao.

Se fo =0, temos f = 0. Se fy # 0 consideremos a func¢ao sublinear p sobre E:

z € E—p(x)=|[foll =]

Assim, |fo(x)] < ||foll l|z]] = p(x), ¥ & € Ey, pelo Corolario 2.1.2 existe um
funcional linear f que estende fy e tal que |f(x)| < p(z),Vz € E.

Logo, |f(z)| < p(z) = ||foll ||z]|, V « € E e portanto f é um funcional linear

limitado sobre E.

E também,

Ifl=""sup [f(z)[ < sup p(x)=Ifoll isto & [[f[| < [[foll
z€E,||z||=1 z€E ||z||=1

Além disso,

Ifll="sup [f(z)] = sup [f(x)] = [l oll, isto & [If]| = [l foll

zeE,||lz|=1 z€Ep,|Jz[|=1

Portanto, || f|| = || fol|-

Teorema 2.2.1 Seja E um espago vetorial normado nao-trivial e E* seu espago
dual. Entao:

i) Sex € E com x # 0, entao existe f € E* com f(x) = ||z| e ||f|| = 1.
ii) Se xy # x9 € E, entdo existe f € E* com f(x1) # f(xg).
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iti) Sex € E e f(x) =0, Vf € E*, entio x = 0.

iv) Sex € E, entao ||z|| = sup |f(x)].
feEx | fll=1

Demonstragao.
i) Sejam xy € E nao nulo e Ey o espago gerado por z,. Cada z € Ej é da
forma x = axgy para um tnico a € R

Definimos o funcional

fol@) = aljz]

o funcional fy estd bem definido e é linear, pois se x = axg, y = Bxg e A € R entao

Jo(z +y) = folaxe + Bro) = fo((a + B)xo) = (a+ B)||lzoll = fo(z) + fo(v);

fo(Ar) = fo(Aao) = Aa[zol| = Afo().

Vejamos que fj é limitado
[fo(@)| = laf [[zol| = [lz]l = [l foll < 1,

e desde que

f<_>‘ = o) = 1ol s
l|zzo]| l|lzo| ol

| fo(zo)| = llzoll =

Portanto || fo|l = 1.
Pelo Lema 2.2.1 temos que fp pode ser estendido a f sobre E tal que ||f| =

[ foll = 1.

it)  Se x1 # xo, entdo xy — x9 # 0, e pelo item anterior existe f € E* de forma

que 0 # f(ry —x2) = f(21) — f(22).
iii)  De fato, pois caso contrario negaria a afirmagcao 7).

iv)  Se x =0 o resultado é claro.
Sex#0e fe b

[f@I < ISzl = sup  [f(2)] < =]

feEx | fl=1

Por outro lado, por i) existe f € E* tal que f(x) = ||z| e || f]| =1
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sup [ f(x)] = |-
feElfl=1

Assim,  sup  |f(2)| = [l
FeE | fl=1

Proposicao 2.2.1 Seja E um espaco vetorial normado. Seja F um subespaco
fechado proprio de E e xy € E\ F, com 0 < § = d(x¢, F) := inlf7 lzo — yll.
ye

Entao, existe um funcional linear limitado f € E* satisfazendo || f|| = 1, f(zo) =

Demonstragao.

De fato, seja Fy = F @ [x¢] um subespago gerado por F' e .
Assim, todo = € Fy é escrito como x =y + Axg, y € F, A € R.
Definimos o funcional g : Fy — R dado por g(z) = Ao

Temos que o funcional g esta bem definido e é linear, pois se 1 = y; + Az €

To = Yo + Noxg entao Vi, 20 € Fye A € R.
9(w1 + x2) = g(y1 + Mo + Y2 + Aaxo) = (A1 + A2)d = g(z1) + g(x2);
g(axy) = ard = ag(xy).
Temos também que g é limitado. De fato, pela definigao de § e para A # 0 temos

Y
o(0)] = la(y-+ Az = N6 < |4 + 0| = Iy + Aaal = el

Logo,
g(@) <[],V = € F.

e, assim, ||g|| < 1.

Sabemos que § = d(xg, F) := inlfm ||xo — y||, entao existe uma sequéncia {y,} C F'
ye

e tal que [|zg — yn|| — 9.
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Logo, desde que ¢g(y,) = 0 e que 2o — y,, # 0, entao

l9(o)] 0 0
19(x0)| = lg(xo = yn) < llgll lzo — ynll = llgll = = — =1
lzo =yl llwo —gmll 0

Portanto, ||g|| = 1.

Pelo Teorema de Hahn-Banach, existe uma extensao f de g sobre E tal que

|/l = 1 como querfamos demonstrar.

2.3 Teorema de Hahn-Banach Geométrico

Nesta secao abordamos a versao geométrica do Teorema de Hahn-Banach, que nos
dara condigoes suficientes para “separar” dois subconjuntos num espaco vetorial

normado. Para os seguintes teoremas, as defini¢oes abaixo serao necessarias.

Definicao 2.3.1 Seja E um espaco vetorial normado. Um hiperplano é um conjunto
da forma

H ={z € E; f(z) = a},

onde f é um funcional linear sobre E, nao identicamente nulo, e a € R. Dizemos

que H é um hiperplano de equacdo (f = «).

Proposicao 2.3.1 Um hiperplano H serd fechado se, e somente se o funcional

linear f for continuo.

Definicao 2.3.2 Seja E um espaco vetorial normado. Sejam A C EF e B C E.
Dizemos que o hiperplano H de equagao (f = «) separa A e B em sentido amplo se

satisfaz
flz)<a,VzeA e f(zr)>a, VzeB.
Dizemos que H separa A e B em sentido estrito se existe € > 0 tal que
flx)<a—eVreA e flzr)>a+eVareB.
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Lema 2.3.1 [Funcional de Minkowski] Seja E um espago vetorial normado sobre R

e C C E um aberto convexo com 0 € C. Para todo x € FE definimos p: E — R por
p(r) =inf{a > 0:a 'z € C},

(p € o funcional de Minkowski de C'). Entdo, p € uma fun¢ao sublinear e verificamos
i) existe M tal que 0 < p(z) < M||z||, ¥V x € E;

it) C={zxe€FE:px) <1}

Demonstracgao.
i) Sejar > 0 tal que B(0,r7) C C; para todo z € E temos (r — e)ﬁ €
T
B(0,7) C C. De fato, pois |[(r — e)ﬁ — 0|| < r. Pela definicao de p(z),
x
<
p(@) < el

fazendo M =

temos a afirmacao satisfeita, para todo € > 0.
r—e

i1) Sex € C, como C é aberto, existe e > 0 tal que (1+¢€)x € C. Por definigao,

p(r) < < 1.

1+e

1

Reciprocamente, se p(x) < 1 existe 0 < a < 1 tal que a 'z € C e assim

r=a(a'z)+ (1 —a)0 € C, pois C é convexo e contém a origem.

Vamos agora verificar que p é uma funcao sublinear. E claro que p(Ax) =

Ap(z), A > 0, isto é, p é positivo- homogéneo.

Sejam z,y € Fee >0,

pois, seja x € E temos

De maneira analoga, mostramos que L—I— eC.

Assim, pela definicao de convexo
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tx (1—1t)y

o) e pyre <’

para todo t € [0,1].

Em particular, para t = p(@) + € e(l1—1t)= ply) + ¢ obtemos
p(x) +p(y) + 2¢ p(x) +p(y) + 2¢
Y cq
p(x) +p(y) + 2¢
Assim, por i)
p( r+y ) <1
p(x) +p(y) + 2¢
Como p é positivo- homogéneo, temos
= (x+y) <1
P\ Ty .
p(x) + p(y) + 2¢
E segue o resultado p(z + y) < p(x) + p(y).
[ |

Lema 2.3.2 Seja C C E um convexo aberto ndao vazio e seja vog € E com xg ¢ C.
Entao existe f € E* tal que f(x) < f(xo), para todo x € C. Em particular, o

hiperplano de equacao (f = f(xo)) separa xy de C' em sentido amplo.

Demonstracgao.

Sem perda de generalidade, podemos supor que 0 € C'. Do contrario, considera-
mos o conjunto C'—{z} ={y € Fsy =a—x, YVa € C} e o vetor o — x ao invés de
C e xg.

Sejam p o funcional de Minkowski de C' e considere G = [zg] e g : G — R dada
por g(tzg) = t.

Temos que,

t<t = p(t t>0
g(tzo) = < tp(xo) = p(txo), set >
t < p(txo), set <0

pois o funcional de Minkowski p é nao negativo.
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Segue que g(x) < p(x).

Logo, pelo Teorema de Hahn-Banach, existe um funcional linear f sobre E, que
estende g, e tal que f(z) < p(x), Vo € E.

De i) do Lema 2.3.1, segue que f é limitada. Como p(x) < 1 para todo = € C,
segue que f(z) < p(z) < 1= f(zy) para todo = € C.

Teorema 2.3.1 ( Hahn-Banach Geométrico, primeira forma ) Seja E um es-
pago vetorial normado. Sejam A C E e B C E dois conjuntos convexos, nao vazios
e disjuntos. Suponhamos que A € aberto. Entdo existe um hiperplano fechado que

separa A e B em sentido amplo.

Demonstragao.

Seja C' = A — B convexo. Desde que A e B sao convexos, entao dados x,y
€ A— B segue que x = a; — by e y = ag — by, com aq,a0 € A e by,by € B. Entao,

sendo A e B conjuntos convexos, dado A € [0, 1] segue que

)\al—l—(l—)\)agEAG)\Z)1+(1—/\)b2€B

Assim,

Az+(1=N)y = AMai—b1)+(1=A)(ag—b2) = Aa;+(1—=N)ag—(Ab1+(1—-A)by) € A—B

Portanto, C'= A — B é um conjunto convexo.

O conjunto C' é aberto. De fato, C' = U (A—vy), onde A —y é aberto para cada
yeB

y € B entao C' = U (A —y) é aberto.

yeB
Seja x¢g = 0, desde que ANB = (), se existissem z € Aey € B talsquex —y = 0
terfamos x =y e AN B # (). Logo, xo ¢ C.

Segundo o Lema 2.3.2, existe f € E* tal que f(z) < 0, para todo z € C, assim
f(z) < f(y), para todos z € Aey € B.

Entao, existe @ € R de modo que
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e entao o hiperplano de equagao (f = «) separa em sentido amplo A e B.

Teorema 2.3.2 ( Hahn-Banach Geométrico, segunda forma ) Seja E um es-
paco vetorial normado. Sejam A C E e B C E dois conjuntos convexos, nao vazios
e disjuntos. Suponhamos que A é fechado e que B é compacto. Entao existe um

hiperplano fechado que separa A e B em sentido estrito.
Demonstracgao.

Para € > 0 sejam A, = A+ B(0,¢) e B. = B+ B(0,¢) de forma que A, e B,
sejam convexos, abertos e nao vazios.

d(A, B)

E também, para € < , temos que A, e B, sao disjuntos. De fato, dados

T =2x+ze ey =1y+ Ze elementos de A, e B, respectivamente com z,z em B(0, 1).

Temos que
17 =9l =llz+ 26—y —Z|
|l —y+e(z—3)|
> |z =yl —ellz = 7|
> inf ||z — y|| — 2€
> inf ||z — y|| — d(A, B) = 0.

Entao ||z — y|| > 0. Portanto, A, e B, sao disjuntos.

Pelo Teorema 2.3.1, existe um hiperplano fechado de equagao (f = a)) que separa
A. e B, em sentido amplo. Temos entao que para todo z em A, para todo y em B

e para todo z em B(0,1),
flz+ex)<a< fly—ex) &

& f(@) +ef(2) Sa< fly) —ef(2)

onde resulta que

fla) < f@)+elfll << fly) —elfll < fy)

Concluimos que A e B estao separados em sentido estrito pelo hiperplano (f = «)
jé que || f]| # 0.
[ |
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