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Resumo

A modelagem matemaética ¢ uma ferramenta presente nos campos da ecologia tedrica e da biologia ma-
tematica. Porém tais modelos que tentam reproduzir parte da dinamica natural sdo limitados, o que
rapidamente esgota as possibilidades de investigacOes e exploracdo dos dados. Visando contornar isso
partimos para o contexto da reconstru¢do de espacos-de-fase, pois queremos obter outras informacoes
sobre aquilo que temos em maos, a observacdo da natureza, o dado. De posse dessa nova aplicacao
da teoria de sistemas dinamicos, € nos possibilitado uma nova inferéncia sobre o fendmeno observado,
bem como suas causas que, através do modelo estavam ocultas. A técnica do mapeamento cruzado
convergente, entre atratores gerados pela reconstrucdo de espacos-de-fase, através da representacdo do
espacgo-de-fase original num espaco euclidiano formado pela série temporal original e seus atrasos, pos-
sibilita uma inferéncia de causalidade mais pragmatica e mais efetiva para sistemas que obedecam uma
dinamica nao-linear, o caso para as muitas séries ecoldgicas e bioldgicas de interesse.

Palavras Chaves: Sistemas Dinamicos; Andlises de séries temporais ndo-lineares.

Areas do conhecimento: Sistemas Dinamicos; Sistemas Complexos; Séries Temporais; Ecologia Tedrica



Abstract

Mathematical modeling is an almost omnipresent tool in the fields of theoretical ecology and mathe-
matical biology. However, such models that try to partially reproduce the natural dynamics are limited,
which quickly runs out possibilities for data-driven investigation and exploration. Aiming to circumvent
this, we set out to the context of phase-space reconstruction, since we want to obtain other information
on what is in hands, an observation of nature, the data. In possession of the new application of the theory
of dynamical systems, are enabled to us a new type of inference on the observed phenomenon, and its
causes, until now hidden by the models. The technique of convergent-cross mapping, among attractors
generated by phase-space reconstruction through the representation of the original phase-space in a Eu-
clidean space formed by the original time series and its delays, enables us a more pragmatic inference of
causality and more effective for systems that obey a nonlinear dynamics, the case for many ecological
and biological series of interest.

Keywords: Dynamical Systems; Non-linear time series analysis .

Areas: Dynamical Systems; Complex Systems; Time series; Theoretical Ecology.
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Capitulo 1

Introducao

A discussiao sobre causalidade € uma das primeiras preocupagdes desde o inicio da pratica cientifica
de modo mais formal como ocorreu em principio na civilizagdo grega. Aristételes ja se debrugava sobre
essa questdao nos eventos naturais e na observa¢ao da natureza pelo homem, em sua filosofia. A definicdao
clara de um efeito a uma dada causa sempre esteve presente naquilo que chamamos de prética cientifica
mas nunca se tornou uma questao fechada. Até os dias de hoje e provavelmente por mais algum bom
tempo, discutiremos relagdes de causa e como identifica-las. Sempre buscando uma métrica e/ou forma
de medir aquilo que tomamos como efeito e causa. As defini¢cOes para causalidade variam conforme a
area do conhecimento e mesmo dentro de uma dada drea ainda ha espaco para mais de um forma de
estabelecer-se relacdes de causalidade entre os objetos de estudo. Na biologia e ecologia, tudo o que
se usa para causalidade é advindo de outras areas, sdo adaptacdes para aquilo que estuda-se. Isso se
deve em parte porque essas areas tem grandes dificuldades no controle de seus experimentos exatamente
por lidarem com assuntos com um grande grau de complexidade. E impossivel controlarmos todos os
parametros relevantes que regulam o ciclo de vida e as interagcdes de espécies de animais, por exemplo, as
vezes mesmo mensurar de forma acurada certos parametros de interesse j4 se torna uma tarefa altamente
trabalhosa. Portanto faz-se necessario entao que para o estabelecimento de causalidade no estudo dessas
relacdes utilizemos novas formas de abordagens que se baseiem principalmente em extrair o maximo de
informacao do dado que se tem em maos.

No contexto de séries temporais e de certo modo amplamente na ciéncia a ideia de que correlagao
ndo implica causa € bem nitida porém mesmo assim existe ainda uma necessidade de substituir o uso de
correlacdo entre séries como uma métrica de causalidade, principalmente em areas que a utilizam como
um forma adapta de estudo, o que ocorre na biologia e ecologia.

Os métodos mais tracionais no estudo de causalidades ambientais basicamente envolvem a ideia da
causalidade de Granger [1] para sistemas estocdsticos adaptados ao contexto bioldgico. Essa formulacio
tem se mostrado falha para muitos sistemas ecoldgicos, dado que se baseia numa andlise estocdstica
simples: X causa Y se houver correlacdo entre os valores presentes de X e os valores imediatamente
futuros de Y e se X € correlacionado com valores passados ou contemporaneos de Y e a correlagdo €
menor que a primeira correlacdo tentada, significa realmente que X € causa de Y, no critério de Granger.
Isso pode ndo ser condizente com a realidade, muitas vezes deterministica ou com efeitos de sincronia, ou
até de correlagdes espurias entre as varidveis. As correlagdes simples podem nao expressar as verdadeiras
relagdes por trds do sistema ecoldgico. Novamente vale lembrar que correlacdo nao implica causa e que
a falta de correlagdo ndo implica na falta de causalidade, denotando a necessidade de alternativas no
estudo desses sistemas.

Nessa linha surge em 2012 um método mais robusto para anélise de sistemas dinamicos ecologicos
e/ou bioldgicos, 0 mapeamento cruzado convergente, ou em inglés convergent-cross mapping, aqui abre-
viado como CCM. Nesse novo método, George Sugihara, propde uma abordagem diferente aos sistemas
ecologicos [2,4]. Supde-se como premissa que todas as varidveis sao regidas por fatores deterministicos



e portanto tem um atrator comum entre suas partes, em inglés Manifold', no espago-de-fase. Por atrator
entende-se aqui a soma de trajetdrias que ndo se cruzam nesse espaco.

Esse atrator ndo € observavel mas sim somente algumas de suas varidveis sob a forma de séries tem-
porais. No entanto com a ideia introduzida pelo teorema de Takens [3], pode-se reconstruir um novo
atrator no qual se conserva a dinamica bem como a topologia do atrator original. Esse novo atrator € co-
nhecido como atrator-sombra ou variedade-sombra, em inglés Shadow-Manifold, a partir da reconstru¢ao
desses atratores-sombras para as varidveis observadas se faz o mapeamento, uma correspondéncia um a
um entre os pontos desses atratores, em ambas as direcdes, ou seja, tenta-se mapear os pontos do atrator-
sombra do efeito na causa e vice-versa. Se houver convergéncia para um valor conforme se aumentar
o conjunto de pontos testados, entdo ha causalidade, pois eles participam do mesmo atrator. Contra-
intuitivamente, se espera que haja convergéncia somente na dire¢do do efeito para a causa, pois pontos
do efeito mapeiam pontos do atrator da causa, dado que o efeito guarda informagdes de sua causa, o
contrdrio ndo € esperado que seja observado, pois a causa ndo guarda informagdes daquilo que afeta.
Esse ¢ um argumento mais forte matematicamente que apenas a correlagdo entre a séries, e portanto
pode-se afirmar que as séries temporais sao causa e efeito, quando ha mapeamento.

Com essa ideia em mente partimos para a andlise de séries temporais ecoldgicas e verificamos as
causas entre fatores ambientais, climaticos e interespecificos na dinamica de um sistema ecoldgico.
Muitos s@o os exemplos de sistemas de interesse e passiveis de andlise, como o ciclo de vida de uma
espécie de borboleta e sua relacdo com o clima, ou a relagdo entre espécies de sardinhas e anchovas
e as flutuagdes das mesmas com o passar do tempo. Sistemas epidemioldgicos também podem ser de
interesse, dado que pode haver uma relacdo entre fatores climéticos e a dinamica da doenca no ambiente
e/ou em populagdes.

O presente trabalho estd organizado da seguinte forma, no Capitulo 2 é apresentado um panorama
geral dos aspectos tedricos principais para a reconstrucio de atratores através do Teorema de Takens. No
Capitulo 3, apresentamos o método de predi¢do em sistemas dinamicos introduzidos por G. Sugihara.
Através desse método podemos selecionar parametros 6timos que permitem uma melhor predi¢do da
série temporal para a reconstrucdo de atratores. Ainda no Capitulo 3 mostramos o algoritmo de inferéncia
de causalidade. Este algoritmo consiste em realizar predicdes entre duas séries temporais, conhecido
como mapeamento cruzado convergente (CCM). No Capitulo 4 aplicamos esse algoritmo a exemplos
classicos de sistema dindmicos com correlacdes que se tomadas como medida de causa podem levar
a conclusdes errOneas a cerca das relagdes de causa do sistema, e com essa andlise podemos dar uma
nova perspectiva para as relacoes de causalidades desses sistemas. Em seguida aplicamos o método
sobre dados reais com a finalidade de estabelecer as suas principais relagdes causais. No Capitulo 5
discutimos os resultados e perspectivas para a utilizagao do CCM.

A questio envolvendo a ideia de atratores, variedades e Manifold, é mais complexa, nessa introdugio nfio nos preocupa-
mos, por hora, em clarifici-la



Capitulo 2

Reconstrucao de atratores

Neste capitulo discutiremos o teorema de Takens de maneira informal. Ele permite a reconstru¢ao
do espaco-de-fase através de séries temporais atrasadas de uma Unica observacdo do sistema original.
Inicialmente definimos as grandezas usadas bem como as estruturas e objetos com 0s quais estamos
trabalhando, além da 4rea de aplicabilidade do teorema. Vale ressaltar que usaremos os nomes em inglés
por facilidade de inspecdo na literatura, dado que muitos dos termos ndo tem um tradugio tnica. !

Comecamos com uma ideia dos objetos envolvidos no teorema e sua drea de aplicabilidade; primeiro
a area de aplicacdo e estudo, sistemas dindmicos ndo-lineares, depois os objetos mateméticos, varieda-
des (Manifolds), atratores, imersoes, variedades-sombras (Shadow Manifolds), dimensdao de mergulho
(Embedding dimension or Embedding vector), observavel e séries atrasadas.

Por fim, mostramos uma enunciag¢do do teorema original mais simplificada porém mais moderna e
mais acessivel, e com uma mencao a uma extensao do teorema.

2.1 Sistemas dinamicos nao-lineares

O estudo de sistemas dinamicos estd presente nas ciéncias hd tempos. Estudar e entender em tempo
real a evolucao de um dado sistema, seja ele o que for, matematico, fisico, ecolégico, quimico, e tantos
outros exemplos, € uma atividade antiga. O fato de estarmos estudando processos em constante evolucao,
torna tudo um pouco mais complexo, mas mesmo assim ainda hd a possibilidade de extrair alguma
informacao de tal estudo. Basicamente a area de sistemas dinamicos € tudo aquilo que envolva evolucao
temporal através de uma dada regra [?], um sistema dindmico em tempo discreto pode ser descrito por
uma equacao genérica do tipo:

X1 = F(Xo), 2.1)

Onde dizemos que F'(Xj) é a uma funcio de Xy no tempo ¢ = 0 ou no valor inicial de ¢, que da a
forma de X no préximo passo de tempo, de modo geral temos:

X = F"'(Xo), (2.2)

Em que F"(X,) é uma fungdo composta das fung¢des dos passos anteriores, n é o nimero de iteragdes
que realizamos ou o nimero de passos no tempo. Nos casos de nosso interesse essa funcao serd nado-
linear. A equacdo 2.2 nos dd a informacao que qualquer estado futuro de X, em qualquer n, € dependente
de seu estado inicial. Por mais simples que possa parecer a equacao 2.2, ela nos fornece uma série tempo-
ral. Por exemplo se o sistema em estudo for a descricdo de um movimento, significa que a posi¢ao, X,,,
varia conforme a fun¢do F'. Se € a descricdo de uma populagio, significa que o nimero de individuos,
X, varia conforme a fungao.

! Aqueles termos que j4 tiverem uma tradugfio ou a traducio for consolidada serfio utilizados em portugués.



Para o caso em que o tempo ¢ € continuo, ou seja, € uma funcao continua de ¢, o estado X, € definido
também por uma fun¢do ¢,, a qual chamamos de fluxo [?], entdo a equacdo 2.2 se torna:

Ty = ¢y(20), (2.3)

Pode-se passar de uma sistema discreto para um continuo apenas aumentando o nimero de passos,
e consequentemente diminuindo o tamanho do passo a cada itera¢do, em termos computacionais isso €
algo muito comum de se fazer, pois quando o tamanho do passo, ou a quantidade de iteragdes € tal, que
nao seja mais distinguivel a diferenca entre um passo e outro, passa-se de uma formulacio para outra.
O contrario também € valido, a0 aumentar o tamanho de cada passo, passamos de um sistema continuo
para um discreto. O computador nao € capaz de realizar calculos sob diferencas infinitesimais, mas em
certo grau as aproximacdes numéricas para a descri¢do de sistemas continuos funcionam muito bem e
contam com uma extensa literatura [5—7].

A préxima consideragdo a se fazer € pensar vdrios sistemas dindmicos em conjunto e interagindo,
basicamente essa ideia pode ser expressa pela equagdo a seguir:

N
> wh = dilah, xp),i # 2.4)
=1

Onde o sobrescrito 7 identifica o niimero da equacgao e o subscritos é como em 2.3. Portanto a equagdo
2.4 nos diz que temos uma soma de /N equacdes onde cada uma delas é um z,, dado em funcdo de ¢,
que por sua vez € dependente xy bem como da condicao inicial de outra equacdo, assim tornando essas
equagoes acopladas.

Muitos sistemas dinamicos seguem um modelo de equacido semelhante a 2.4, eles estdo presente
numa grande variedade de campos da ci€éncia. Um primeiro exemplo de sistema dindmico ndo-linear
¢ a equacdo de Lotka-Volterra, que descreve a dindmica entre presa e predador, e como essas duas
populacdes se conectam [8]:

&= (b—py)x 2.5)

y=(re—d)y (2.6)

Nessas equagdes, x € a populacdo de presas e tem sua variacdo, + dependente da taxa de crescimento
intrinseca da espécie e da taxa de predacdo a qual ela estd sujeita. Ja na equagdo de predadores 2.6,
vemos uma forma parecida com a equacao de presas 2.5, porém agora a taxa de nascimentos € que tem
uma dependéncia com a outra espécie. O termo rx indica a taxa com que a populacdo de predadores
cresce. O termo intrinseco dy de 2.6 é a taxa de mortalidade dos predadores. O modelo de Lotka-
Volterra foi o primeiro a mostrar a existéncia de ciclos intrinsecos em populacdes de predadores e presas,
neste modelo o predador é dito especialista, pois ndo subsiste na auséncia de presa. Quanto maior o
consumo dos predadores, maior serd sua populacdao, em contrapartida a populacdo de presas decresce, e
quando a quantidade de presas disponiveis chega num ponto muito baixo, comega a faltar comida para
os predadores que tem sua taxa de crescimento afetada e a populacdo comega a decrescer. Isso alivia a
populacdo de presa e propicia seu crescimento, retomando o ciclo do comeco, veja-se a Fig(2.1).
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Predador

Tamanho Populacional (n)

Tempo (t)
Figura 2.1: Variag¢do populacional de presas e predadores no tempo.

E claro que, em condi¢des naturais, ciclos populacionais ndo terdo a regularidade que as solugdes
do modelo de Lotka-Volterra apresentam. Pois as equagdes ndo conseguem reproduzir € nem expres-
sam exatamente todos os mecanismos envolvidos nos processos de interacoes entre presa e predador.
As equacdes de Lotka-Volterra, sdo um exemplo de como a partir de simples conceitos mateméticos
podemos explicar padrdes dinamicos de fato existentes na natureza.

Nos dizeres de Peter Turchin em [9], “talvez essas alternancias de ciclos sejam um principio basico
da natureza”, que de modo geral sio chamadas de oscilagdes consumidor-recurso, e que podem ser
observadas em praticamente todas as escalas de populacgdes.

Outra forma de visualizar essa nocao de ciclos se dd quando colocamos cada varidvel num mesmo
grafico, ao que chamamos de espaco-de-fase do sistema. No exemplo das equacdes de Lotka-Volterra
construimos esse grafico colocando a populacao de presas no eixo x e a populacdo de predadores no eixo
y, como em Fig.(2.2) .
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Figura 2.2: Retrato-de-fase para o sistema presa-predador construido a partir das duas populacades.

Vemos na figura 2.2 que as oscilacdes tendem a um ciclo, porém esse ciclo € intrinsecamente ligado
aos valores dados para os parametros do sistema e as condi¢des iniciais. Podemos variar esses parametros
de interagcdo bem como as condig¢des iniciais e ver quais novas trajetorias o sistema ird tender no espago-
de-fase, como em Fig.(2.3).
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Figura 2.3: Retratos-de-fase com a variacdo das condicdes iniciais em A e variagdo dos pardmetros em B.

Essa imagem ilustra a dependéncia do sistema as condi¢des iniciais, para cada simbolo tem-se valores
iniciais diferentes das populacdes de cada espécie na Fig.(2.3A), isso leva a diferentes ciclos. Podemos
ainda também variar os parametros do sistema, como na Fig.(2.3B), as varidveis que definem as taxas de
mortalidade e nascimento, bem como a conversacdo de presas em predadores, os parametros b, p, r e d.

2.2 Atratores

Chamaremos o conjunto de pontos no espaco-de-fase nos quais a dindmica de longos tempos se
situa de atrator. H4 diversos tipos de atratores, como pontos fixos, ciclos-limites e os famosos “atratores
estranhos”.

O mais conhecido exemplo de um atrator-estranho vem do estudo de Lorenz [11] da dindmica at-
mosférica de convec¢do. Lorenz estudou como se poderia resolver as equagdes que regem a dinamica
da atmosfera na esperancga de realizar predi¢cdes sobre o tempo de forma mais precisa. No seu modelo
ele percebeu que € possivel fazer predi¢des da dindmica, mas somente para um pequeno periodo de
tempo, pois como constatou no artigo ja citado, o modelo € altamente dependente das condi¢des iniciais.
Condigdes iniciais proximas dao, apds um certo periodo de tempo de evolucdo, trajetorias muito diver-
gentes. Por menor que fossem as diferencas nas condic¢des iniciais o estado final do sistema divergia
grandemente, impossibilitando assim qualquer tipo de previsdes de longo prazo. Porém um ponto a se
ressaltar no trabalho de Lorenz é que apesar da incapacidade de se realizar predi¢des sobre tal sistema,



0 que se viu no espago-de-fase do modelo é que ele sempre estava preso a um “atrator estranho”?, que

limitava de algum modo a regido possivel para a qual o sistema poderia evoluir. O atrator ao qual o
sistema de Lorenz estava vinculado se caracterizava por ter uma dimensao fractal, ou seja, ndo pertencia
nem a uma dimensao 2 nem a 3, a regido na qual a dindmica ficava confinada era de dimensao 2.3, dai o
nome “estranho”, pois na resolu¢c@o de um sistema de trés equagdes diferenciais se tinha como resultado
uma dindmica de dimensdo intermedidria®. O sistema de Lorenz é dado pelas seguintes equacdes:

X:—UX—|—0Y
Y= -XZ+rX-Y (2.7)
Z=XY —bZ

Essas equacdes sao uma aproximagao de um modelo para um fluido uniforme que é aquecido na parte de
baixo e resfriado na parte superior, numa tentativa de descrever uma camada atmosférica. Lorenz des-
creve as varidveis do sistema sendo X proporcional a intensidade do movimento convectivo, Y propor-
cional a diferenca de temperatura entre entre as correntes ascendentes e descendentes e Z proporcional a
distorcdo vertical do perfil de temperatura [11]. Os parametros o, r e b, sdo parametros hidrodinamicos
e que determinam como as equagdes evoluem no tempo.

O principal achado do trabalho de Lorenz, além das equacdes em si, é a observacdo de que em
um sistema relativamente simples, a capacidade de predi¢do cai conforme se tenta prever mais longe
no futuro, em suas palavras: “O resultado tem vastas consequéncias quando o sistema considerado é
um sistema ndo-periodico observdvel o qual queremos realizar predigcoes de seu estados futuros. Isso
implica que dois estado, diferindo por valores imperceptiveis podem eventualmente evoluir em dois
estados consideravelmente diferentes. Se, entdo, houver qualquer erro, seja qual for o estado presente
observdvel—e em qualquer sistema real esses erros sdo inevitdveis—uma predicdo aceitdvel de um
estado instantaneamente num futuro distante portanto serd impossivel.” [11].

Com esse conceito Lorenz funda a teoria do caos, na forma como a conhecemos hoje [12]. O princi-
pal conceito da teoria € o fato de que sistemas aparentemente deterministicos parecam exibir um compor-
tamento aleatério. Num primeiro momento isso talvez pareca um obstdculo para a nossa incapacidade
de predi¢ao porém, como veremos no proximo capitulo, essa incapacidade nao € total. Lorenz consta-
tou a incapacidade de se realizar predi¢Oes para longos periodos para sistemas reais, pois mesmo que
duas condicdes iniciais diferissem por diferencas infimas, elas irdo evoluir, de forma divergente. Numa
situacdo real, isso introduz a incapacidade de se realizar predi¢des de longo prazo, pois sempre se tem
erros, como foi constatado por Lorenz, o que pode levar a cendrios futuros altamente discrepantes. A
corroboracdo dessa afirmacdo de Lorenz se d4 quando observa-se o espago-de-fase do sistema por ele
estudado, quando integramos numericamente as equacodes 2.7 e colocamos as séries temporais de cada
varidvel num espaco de trés dimensdes obtemos uma infindavel colecao de pontos que seguem trajetorias
que nunca se cruzam e também nunca passam mais de uma vez pelo mesmo ponto, gerando o que se
denomina como atrator estranho, que como comentamos anteriormente tem uma dimensdao de “box-
counting” entre 2 e 3.

Abaixo mostramos tal atrator integrando numericamente as equacoes 2.7 para os valores dos parametros
nos quais o atrator-estranho aparece, o = 10,r = 28 e b = 8/3, onde os pontos fixos se tornam repulsi-
vos e as trajetorias passeiam indefinidamente na superficie fractal formada:

Lorenz ndo nomeou a figura da resolugfio das equagdes como um “atrator estranho”, essa terminologia aparece somente
no trabalho de D. Ruelle e F. Takens [13] no estudo de turbuléncia em sistemas dissipativos da hidrodinamica.

3A medida de estranheza de um atrator é uma questio que envolve o cilculo do expoente v, que relaciona a dimensio
fractal do atrator com a dimensao informacional dele, o artigo de Grassberger e Proccacia [14] discute essa medida.
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Figura 2.4: Atrator gerado ao se integrar numericamente as equagdes 2.7, note que as trajetorias em nenhum
momento se cruzam.

Basicamente a grande maioria dos sistemas ecoldgicos e/ou bioldgicos de interesse exibem um com-
portamento cadtico, em algum grau. Peter Turchin [15], argumenta que na natureza esses comporta-
mentos seriam na verdade quase-cadticos e ndo cadticos no sentido completo, o que contesta os achados
dos trabalhos de Robert May [16, 17] de que o caos, de forma forte, presente em modelos discretos e de
simples reproducdo, na verdade vagamente modelam a natureza e pouco entregam em verdadeira previ-
sibilidade, ainda que exibam caos como caracteristica basica. Turchin completa dizendo que, apesar de
ter havido num primeiro momento um €xtase quanto a possibilidade de que a natureza fosse um sistema
verdadeiramente cadtico, o que abriria a possibilidade de se utilizar todo o conhecimento da teoria do
caos para estudo da natureza. Porém apds passado esse entusiasmo inicial, tenha ficado mais claro que
na verdade as relagdes bioldgicas tenham um grau ainda maior de complexidade e somente alguns pou-
cos exemplos parecam exibir um comportamento cadtico. Mesmo assim a teoria do caos em muito foi
util para as inovagdes e achados da dinamica de populagdes e ecologia, pois com ela muito dos métodos,
antes restritos a matemadtica e fisica de sistemas dinamicos, foram incorporados a ecologia, entre eles a
reconstru¢do de espago-de-fase [18].

2.3 Reconstrucao de Atratores

A reconstrucdo de atratores € uma representagao matematicamente valida do atrator original a partir
de uma unica série temporal. Como vimos, um sistema dindmico pode ser representado por um retrato-
de-fase, que € a expressao conjunta de todas as varidveis do sistema num mesmo espaco euclidiano para
um dado conjunto de parametros e condi¢des iniciais. A projecdo da dindmica do atrator sobre um dos
eixos fornece-nos uma série temporal. Se fizermos o grifico de cada eixo do sistema de equagdes 2.7,
por exemplo, com o valor de cada varidvel em fun¢ao do instante de tempo, obtemos para cada uma
delas as seguintes séries temporais:
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Figura 2.5: Cada varidvel do sistema de equacdes 2.7 também como uma série temporal.

O atrator de Lorenz é formado pela projecdo conjunta das séries temporais num mesmo espago-de-
fase. A questdo que se apresenta é: seria possivel reconstruir o atrator a partir de apenas uma das séries
temporais? A resposta é sim e estd relacionada ao teorema de Takens. Notemos que este resultado tem
consequéncias praticas notaveis, visto que para muitos sistemas, possuimos informacdes sobre apenas
algumas das varidveis dinamicas.

Antes de enunciar o teorema vamos formular alguns conceitos necessarios para ele. Sempre esta-
mos na busca de reconstruir um objeto que estd num espaco intangivel a nds, a esse objeto chamamos
de variedade, ou variedade topoldgica. Uma variedade tem a caracteristica marcante de ser o lugar to-
poldgico onde as trajetérias do espaco-de-fase do sistema se localizam. Normalmente nos referimos a ela
como um letra maiuscula em negrito, M. Se pudermos acessar uma variedade M de dimensao m de um
dado sistema, teremos a no¢ao da dinamica, ¢ : M — M, bem como as caracteristicas do sistema, por
exemplo pode-se observar, se na variedade ha ciclos, pontos fixos, atratores, etc. Dai, poderia-se inferir
mecanismos pelos quais o sistema de interesse produziria esse tipo de dinamica. Infelizmente nao temos
necessariamente sempre acesso a essa variedade, mais sim projecdes da dinamica dela em um dado eixo,
essa projecdo chamamos de funcdes observacdes da variedade, e elas realizam o seguinte mapeamento,
yr - M — R, que sdo as séries temporais de interesse que utilizamos. Os atrasos dessas séries temporais
definidos como, (Yx(¢—r(x)), ..., Y(P—2m-(x)) : M — R, também sdo fun¢des observagdes de M. Um
ultimo elemento para o teorema € o fluxo sobre a variedade, que é definido como, ¢ : M — M, esse fluxo
defini a dindmica do sistema bem como a topologia da variedade. Se esse fluxo € um difeomorfismo,
ou seja, € um fungdo homeomorfica que leva univocamente pontos da variedade M em outros pontos
dela mesma e tem uma inversa igualmente homeomorfica, entdo definimos assim que na variedade M
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temos um sistema dinamico descrito por uma dindmica tinica também. Agora com todos esses elementos
definimos o seguinte teorema, conhecido como teorema de Takens *, que diz o seguinte:

Teorema 1 (Teorema de Takens generalizado). Considere um difeomorfismo ¢ : M — M numa varie-
dade compacta M de dimensdo m, com 2m+1 fungées observagcdo, (Y1, ..., Yom+1), onde yp : M — R,
suaves; onde “suave” entende-se pelo menos que sejam (C?)°.

Entdo é um propriedade genérica de todas as possiveis (yy), que para o mapeamento definido por

(I)<yk>(x) = (y1<x)7 yQ(x)7 L) y2m+1(x))
¢ uma embedding.®

Se tivermos somente uma funcdo observacao da variedade M que é uma série temporal, um mapa de
coordenadas atrasadas pode ser definido.

Definicao 2.3.1 (Mapa de coordenadas atrasadas). Se ¢ ¢ um fluxo na variedade M, 7 é um atraso
positivo, e y : M — R é uma fungdo suave, definimos o mapa de coordenadas atrasadas F'(y, ¢, T) :
M — R?™+1 por

F(y, ¢,7)(x) = (y(x), y(¢—X), ..., Y(d—2mr (X))

Com esse teorema podemos, em principio, reconstruir qualquer atrator nele representado, através de
funcgdes observacdo da variedade, que para 0 nosso caso sdo as séries temporais do atrator em M e seus
atrasos, e através do teorema temos a garantia dessa reconstrucdo ser uma embedding da variedade, ou
seja, uma nova variedade, que chamamos de variedade-sombra My, e nos € garantido pelo teorema 1 que
ela reproduz todas as propriedades topoldgicas da variedade original, bem como a dinamica geradora do
atrator, o qual queremos reconstruir.

Por exemplo, se temos somente o conhecimento de uma das varidveis do sistema de Lorenz, como
a série temporal de X (¢), podemos tomar essa série temporal e suas séries atrasadas, (X (t — 7), X (t —
27),...,X(t —2m)), onde o 7 é o atraso temporal. Entdo temos o conjunto ®,,,(x), de forma geral, e
de forma especifica o F'(y, ¢, 7)(x), de func¢des observagdes da variedade original M, e com ele podemos
reconstruir o atrator de Lorenz, se tivermos pelo menos 2m + 17 dessas fun¢des observacgdes e teremos
mapeado totalmente o atrator em um espaco euclidiano R?" 1,

Reproduzimos na Fig.(2.6) uma reconstrucao do atrator de Lorenz usando a varidvel X e seus atrasos.

40 teorema de Takens foi formulado tanto no trabalho [3] como em [19], mas a versdo a seguir ¢ uma traducio da versdo
dada no teorema 2 de [4], todos esses artigos citados trazem a prova do teorema a seguir, que é extensa e ndo concerne ao
escopo dessa dissertacdo, a formulagdo e prova mais recente e moderna do teorema estdo em [4], nos teoremas 2 e 7 desse
trabalho.

>Por C? entende-se pelo menos continua na segunda derivada.

®No inglés a palavra embedding significa literalmente incorporaco, o termo matematico é traduzido como mergulho,
mas optamos por usar ele em inglés. O termo imersdo, que pode ser uma tradugdo também para embedding no contexto
matematico defini outro tipo de representacdo topoldgica de uma variedade e tem seu equivalente em inglés com o termo
immersion e ndo embedding.

70 nimero de atrasos necessérios para reconstruir o atrator ¢ um questdo sutil, como veremos é possivel reproduzir o
atrator com um nimero menor de séries que 2m + 1, pois essa condi¢do € suficiente para o teorema, na verdade o nimero de
séries necessarias esta ligado também com a independéncia dessas séries entre si, veja-se [20].
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Figura 2.6: Reconstrugcdo do atrator de Lorenz com a série temporal de X e seus atrasos, T = 6.

O mesmo pode ser feito para as outras séries temporais, se cada uma delas for um mapeamento de
Mem R, y. : M — R, conseguiremos reproduzir o atrator, podemos ainda misturar séries temporais
com atrasos de outras séries, desde que, novamente, sejam elas todas cada uma um mapeamento de M
em R. As reconstru¢des reproduzem as principais caracteristicas do sistema dindmico. Segue-se na
Fig.(2.7) a reprodugdo da reconstrucdo do atrator com as séries temporais de Y e Z e seus atrasos, a
reconstru¢cdo com a série de £ falha em reproduzir o atrator perfeitamente pois a série temporal de Z
nao é um mapeamento de M em R. Os I6bulos da estrutura, tem a mesma coordenada no eixo Z, o
que ndo mapeia univocamente essa série nos reais, quebrando uma premissa do teorema, que diz ser
necessdrio que as fungdes observacdes da dindmica sejam mapeamentos 1:1.
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Figura 2.7: reconstrucdo do atrator de Lorenz com as séries temporais de 'Y e Z e seus atrasos, note que para Z
a reconstrucdo falha ndo reproduzindo a estrutura de dois centros repulsores, lobulos. T = 6.

Finalizamos este capitulo relembrando que o teorema de Takens € uma 6tima ferramenta para enten-
dimento e estudo de sistemas dinamicos na falta de informag¢des completas sobre todas as varidveis do
sistema, podendo através da reconstrucao evidenciar informagdes antes nao tangiveis, somente a partir
de dados. A utilizacdo da metodologia de reconstrucao de atratores é ampla, veja-se [21,22].
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Capitulo 3

Modelagem Dinamica Empirica

Terminamos o capitulo anterior explorando uma forma de, utilizando-se do teorema de Takens, re-
construirmos um espaco-de-fase e consequentemente seu atrator. Neste capitulo vamos utilizar essa
possibilidade de representacdo da dinamica do sistema e métodos preditivos para, através da unido de
ambas as técnicas, sermos capazes de fazer inferéncia e analisarmos relacdes de causalidade entre séries
temporais.

O capitulo comeca com a apresentacdo da técnica de predicdo em séries temporais, a projecao sim-
plex, e como ela auxilia na selecdo de parametros para a reconstru¢do de atratores. Na segunda parte
utilizamos-a para realizar predi¢des entre eles, e se é possivel tal mapeamento e sob algumas outras
condic¢des, somos capazes de definirmos relacdes causais entre séries temporais.

3.1 Projecao Simplex e selecao de parametros

Um dos principais interesses em analise de séries temporais € a possibilidade de se realizar predi¢oes
sobre seu futuro préximo; qual serd o valor da varidvel em poucos passos de tempo?

Existe uma vasta literatura em métodos preditivos em séries temporais, [23, 35], porém nosso inte-
resse serd nos métodos desenvolvidos por G. Sugihara, que visam integrar na predi¢do a dindmica do
sistema. Em resumo, se vale da proximidade entre pontos no atrator para dizer quais obedecem uma
dindmica proxima, e com isso incorporar o carater ndo-linear do sistema na predicdo. Os objetos de
nosso estudo sdo frutos de uma dindmica nao-linear e portanto tem como resultado uma vizinhanca de
pontos que se relaciona de modo mais forte do que aqueles que estdo mais distantes, o que denota a
ndo-linearidade do sistema como um todo.

3.1.1 Projecao simplex

A ideia para a realizacdo de predi¢des através da projecdo simplex [25,26] € seguir os b pontos
primeiros vizinhos, onde tipicamente b = £ + 1. Os primeiros vizinhos sdo, X;(t), ao centro-preditor
(X.(t)), em inglés predictee', seus pontos mais préximos e através da evolugio deles h passos no futuro,
Xi(t + h), estimar um ponto no futuro, X (¢ + k). Esse ponto no futuro tem seus vizinhos ponderados
conforme eram distancias dos pontos vizinhos ao centro-preditor. O peso, w;, reproduz as distancias ao
centro-preditor, impondo que o primeiro vizinho mais préoximo do centro-preditor deve estar também
mais proximo do ponto estimado, o segundo deve estar menos proximo que O primeiro € assim por
diante.

Ou seja, teremos:

A palavra predictee em inglés significa aquilo sobre o qual se est4 fazendo predigdes, para encurtar e facilitar a compre-
ensdo usamos a tradugdo de centro-preditor, ou seja, o centro da nossa tentativa de predi¢do, de onde inciamos a técnica de
predicdo, no caso a projecdo simplex.
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X(t+h) =Y wXi(t+h) (3.1)

Onde o peso w; € definido como:

=5
U; = eXP(_ ||||§::))§i‘\‘\> (3.2)

O que se passa € o seguinte: Ap0s reconstruirmos o atrator da série temporal de interesse, esco-
lhemos um ponto (X.(t)) o qual se quer realizar predi¢des, ou seja, queremos saber o proximo valor
da série temporal, ou pelo menos termos uma boa predicdo para ele. No centro-preditor, olhamos os
seus primeiros vizinhos (X;(¢)) no atrator, esses pontos, devem formar uma figura simplex, ao redor do
centro-preditor. A figura simplex € a figura geométrica mais simples que se pode formar com £ + 1
pontos, onde F é dimensdao de Embedding. Precisamos de ¥ 4+ 1 pontos pois essa a Unica forma de
univocamente determinar e seguir um ponto numa dimensao igual a £. Por exemplo, se temos uma
Embedding igual a E = 3 entdo a figura simplex para um ponto de interesse serd um tetraedro, pois
teremos que encontrar £/ + 1 = 4 pontos primeiros vizinhos ao centro-preditor, tracar o simplex e seguir
esses pontos, no passo futuro. Esses mesmos pontos (X;(t + h)) se espalhardo pelo atrator de modo
que agora devemos encontrar um novo ponto (X (¢ + 1)) que terd como primeiros vizinhos esses pontos
que seguimos, esse novo centro € a nossa previsdo. A garantia de que esse novo ponto serd de algum
modo um boa predi¢ao vem do fato de que para acharmos ele obedecemos o distanciamento que havia
anteriormente, ou seja, no simplex cada ponto tinha um distancia (|| X, — X;||) ao centro-preditor, de-
terminando qual seria o primeiro vizinhos, o segundo, e assim por diante. Apds seguirmos os pontos do
simplex pelo atrator pesamos qudo longe cada um desses novos pontos estard da nossa estimativa com
as distancias que haviam com relacao ao centro-preditor, e através disso podemos dar nossa estimativa
para o futuro do centro-preditor, sendo essa a projecao simplex dele i passos no futuro.

A figura 3.1 ilustrar esse procedimento para duas dimensdes de embedding, portanto se utilizando de
um simplex de trés pontos:
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Figura 3.1: llustracdo do processo da projecdo simplex em 2 dimensdes, note que o simplex formado tem
3 = 2+ 1 pontos. Figura extraida de [27]

A explicagdo para tal procedimento € que dentro do contexto de reconstrucao de atratores, pontos
vizinhos guardam uma dindmica préxima, para o ponto que se quer conhecer o futuro imediato.
Vamos supor que X e Y sejam solugdes das seguintes relacdes de recorréncias.?

Xt = 3, 77Xt_1 - 3, 77(Xt_2)2 - O, 85Yt_1Xt_1 - 0, 5Xt_2

3.3
Y, = 3,78V, 1 — 3,78(Y;_»)? G-

Seja X a série temporal de interesse. Quando queremos realizar predi¢des sobre o proximo passo da
série temporal devemos nos fixar em seu ultimo ponto e entdo projetarmos algo para seu futuro proximo,
a projecao simplex nesse contexto realiza o seguinte: No fim da série olhamos o padrao exibido por ela,
sequéncia de pontos imediatamente antes o centro-preditor, ou qualquer outro ponto de interesse. Esses
pontos nos dao o padrdao da dindmica que tem como futuro o dltimo ponto da série, portanto podemos
estipular como o sistema se comporta em situacdes parecidas. Procedemos da seguinte maneira, na
série temporal e fora do regime transiente, identificamos o padrdo anterior, pontos azuis em forma de
quadrado, ao ponto de interesse, como abaixo:

%A explicagdo alternativa a seguir para a projecio simplex é baseada no tutorial de [28] e nos seguintes tutoriais também
[29]
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Figura 3.2: Série temporal com o iiltimo ponto preenchido, e seus trés pontos anteriores com formato diferente
para destaque, demonstrando o padrdo da dindmica logo antes do ponto que queremos fazer uma predigcdo para
seu futuro.

Depois buscamos o mesmo padrio, pontos em forma de quadrado, imediatamente anterior ao centro-
preditor, o ponto preenchido no fim, por toda série, e com esses padrdes faremos a nossa predicao para o

futuro do ponto final da série. Portanto a projecdo simplex faz o seguinte na série temporal, ela procura
por padroes repetidos e dai damos uma predi¢do, a série fica assim:
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Figura 3.3: Repeticdo de padrées similares, outros formatos de pontos, por toda a série.

Agora que encontramos os padrdes parecidos na série toda, podemos com eles, realizar uma estima-
tiva para o futuro do centro-preditor, ponto preenchido final, olhando para o passo seguinte aos padrdes,
dai ponderamos os pesos de cada padrao segundo a formula 3.1, e com isso temos a nossa projecao

simplex novamente.
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Figura 3.4: Projecdo desses passos seguintes e seus pesos segundo a férmula 3.1 para a estimativa do passo
seguinte do centro-preditor

3.1.2 Selecao de parametros

Podemos ainda utilizar a projecdo simplex para selecionar pardmetros 6timos para a reconstrucao,
esses parametros assim selecionados nos dardo uma melhor predicdo para a série. Se calcularmos a
correlagcdo de Pearson entre o observado, a série original, e o predito, a série criada ao se fazer a projecao
simplex por toda ela, temos uma estimativa de quao boa é nossa predi¢cao e se a projecao simplex estd
verdadeiramente prevendo os valores da série temporal. Essa correlacio entre predito e observado cha-
mamos de habilidade de predi¢do, (forecast skill), simbolizada por p.

cov(O, P
p= pop =D (3.4)
goop

Onde cov(O, P) é covaridncia entre o observado e o predito, € 0 0 € op s80 0s respectivos desvios
padrdes. Ao computarmos o valor de p contra os valores de dimensao de embedding, podemos obter o
valor que resulta na maior habilidade preditiva, portanto, aquele atrator que tem um nimero de dimensoes
6timo para a reconstrucio do atrator original. E nela que o sistema é melhor representado quando
necessitamos fazer predicdes. A figura abaixo mostra isso, o ponto preenchido destaca para qual valor a
dimensao de embedding tem o maior p.
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Figura 3.5: Grdfico de p versus E, com destaque para o ponto em que o p é mdximo.

Um ponto a se notar na Fig. (3.5) € o fato de que nem sempre mais dimensdes garantem uma melhor
reconstrucao, esse fendmeno ocorre devido a adicao de dimensdes que podem tornar a reconstru¢ao mais
ruidosa, resultando numa menor habilidade de predi¢do. Nesse exemplo, a diminui¢c@o da habilidade de
predi¢do € pequena porém em sistemas reais, qualquer perda na habilidade de predi¢ao pode compro-
meter o estudo e o entendimento do sistema. Para visualizar isso podemos também fazer o grafico dos
valores observados em termos dos preditos, € vemos que com mais dimensdes os preditos se espalham
de forma mais desordenada quando comparado ao valor de embedding 6timo de (£ = 3).
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Figura 3.6: Grdfico dos pontos observados (0bs) versus os valores pontos preditos (pred), para diferente valores
de &

Outro parametro que podemos selecionar na projecao simplex € o tempo de predi¢ao (¢p), que refere-
se ao qudo distante no futuro realizamos a previsdo. Se nosso tp é 1, entdo s6 olhamos para o ponto
imediatamente apds o centro-preditor. Em particular, € interessante notar como p, depende de tp. Um
exemplo é dado na figura (3.7). Esperamos sempre este padrao de decaimento da qualidade de predicao
conforme ¢p aumenta. Se isto ndo ocorrer € sinal de que a dindmica ndo € dominada por efeitos ndo-
lineares, podendo ser proveniente de uma dindmica totalmente estocastica.
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Figura 3.7: Grdfico de p versus tp, com o fendmeno caracteristico de sistemas dindmicos do decaimento na
habilidade de predicdo para tp cada vez maiores.

3.2 Busca por causalidade

Até o momento s6 haviamos trabalhado com a reconstru¢ao do espago-de-fase de uma tnica série
temporal e como realizar predi¢des sobre ela, bem como selecionar parametros 6timos para a reconstru¢ao
do atrator através da projecao simplex. Uma consequéncia imediata do Teorema de Takens 1 € que pontos
de uma série temporal X () e seus primeiros-vizinhos do espago-de-fase reconstruido, Mg, variedade-
sombra mapeiam 1:1 no espago-de-fase original M. Consequentemente dadas duas séries temporais
e seus espagos-de-fase reconstruidos, pode-se verificar se elas derivam do mesmo sistema dindmico
quando ha mapeamento entre seus espacos-de-fase. Se elas participam do mesmo sistema dinamico,
cada espaco reconstruido mapeia no espaco-de-fase original, entdo indiretamente também cada espago-
de-fase reconstruido mapeiam um no outro. Esse procedimento € descrito abaixo e é chamado de ma-
peamento cruzado convergente, traducao do termo Convergent-cross mapping, abreviado como (CCM).
Vamos dizer que x(t) e y(t) estdo causalmente ligados se participam do mesmo sistema dindmico.

3.2.1 Mapeamento Cruzado Convergente (CCM)

Primeiro iniciamos a reconstrucao do espago-de-fase de cada série temporal selecionando os parametros
para isso, através da projecao simplex (3.1) que, como vimos anteriormente, reconstrdi o espago-de-fase
que possibilita as melhores predi¢des. Numa série temporal que represente, por exemplo, o tamanho de
uma populacdo € muito improvavel que seus ciclos dependam de valores distantes de fatores climéticos,
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aqui sabidamente um fator causal. Dificilmente a quantidade de chuva de tempos muito anteriores vai
influenciar a dinamica e o tamanho de uma populacdo que dependa da quantidade de dgua disponivel no
ambiente, indiretamente ligado a quantidade de chuva. Portanto, na selecdo de parametros para o CCM
nos concentramos na busca da melhor dimensao de embedding, fixando o delay em 1 passo de tempo.

Apés termos reconstruido os atratores correspondentes as séries de X (¢) e Y'(¢), podemos investigar
se ha um mapeamento entre os dois atratores e, entdo pode-se dizer que as séries sdo causalmente ligadas.

A funcdo que realiza o mapeamento entre os atratores de cada série temporal € a propria projecao
simplex (3.1), assim o CCM ¢, prever os pontos no atrator reconstruido de uma série temporal a partir do
atrator da outra série temporal. Dadas duas séries temporais X e Y, e seus espacos-de-fase reconstruidos
ou variedades-sombra, Mx e My, entdo podemos prever os pontos em My utilizando-se dos pontos em
My, e vice-versa. Para gerar uma estimativa dos valores de Y (¢), denotado por Y (t)|My, achamos os
E+1 primeiros vizinhos e o vector contemporaneo a y(t) de interesse, z(t) = (X (), X (t—7), ..., X (t—
(E —1)7)). Esses E + 1 primeiros vizinhos em My sdo entdo organizados em ordem crescente de
distdncia em relagdo a z(t), através de um indice temporal dado a eles, t1,ts,...,tg + 1, sendo t; o
primeiro vizinho de z(t), e assim por diante.’ Esses fndices entdo identificam a figura simplex em My
que serdo entdo utilizados para calcular Y|M x, através de uma média ponderada. Ou seja, temos:

E+1
Y (t)Mx = Zwiy(ti) (3.5)
=1
como no simplex w; é definido do seguinte modo:
w; = Eu+.1a
=11 (3.6)
— ll(t) —z(t:)
Ui = eZP(~ [y —g(el)
E de forma completa temos:
E+1 i
Y(t)Mx =Y ——Y(t) (3.7)

i=1 > j=1 Uj

Analogamente podemos definir o CCM de Y para X. Se realmente as duas varidveis sdo dinamica-
mente ligadas entdo os primeiros vizinhos em My identificam os indices temporais dos primeiros vizi-
nhos em My, e vice-versa. Se percorrermos todo o atrator reconstruido e conseguirmos sistematicamente
identificar primeiros vizinhos num atrator utilizando-se dos primeiros vizinhos do outro, observa-se que
as distancias diminuem e portanto Y (¢) converge para Y (t). Analogamente o mesmo vale para X (t) e
X (t) [2]. Esse algoritmo ilustra uma propriedade que é presente em variados sistemas dindmicos, que é
a interdependéncia dos estados do sistema [31-36]. Abaixo uma figura ilustrativa desse processo:

3Como anteriormente, precisamos de £ + 1 pontos pra achar o simplex ao redor de um ponto num espaco E-dimensional.
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Figura 3.8: llustracdo do processo de mapeamento cruzado convergente. Os pontos ao redor, de Y. em My
identificam os vizinhos em M x, e daf se calcula o ponto estrela %, X é uma estimativa para o ponto X, figura
extraida de [36]

Podemos definir a habilidade de mapeamento de modo andlogo aquela usada nas projecdes simplex.
Para tal definimos.
cov (Y (1), V' (£) M)

Oy (1)0y (1) Mx

) (3.8)

P =Py rmmx =

Para facilitar a notacdo, comprimimos os subscritos e adotamos a convencao de que o primeiro €
0 observado, e o segundo € o predito. Assim, se estamos calculando a habilidade de mapeamento de
X em Y, estamos partindo de X e chegando em Y, isso sera denotado por py . As vezes denotamos
p na forma, “X xmap Y, ou seja, X mapeia em Y. Note que diferentemente do simplex, aqui ndo
estamos realizando predi¢cdes propriamente ditas, ou seja, nao estamos calculando valores possiveis da
série temporal para o futuro, estamos realizando estimativas de valores contemporaneos ou passados de
um atrator através de valores contemporaneos e passados do outro atrator.

Em resumo, dadas duas séries temporais, faz-se a reconstrucdo do atrator de cada uma usando os
parametros os quais sdo obtidas as melhores predi¢cdes. Em cada atrator identificam-se os primeiros
vizinhos do centro-preditor, e identificando cada vizinho com um indice conforme sua proximidade do
centro-preditor. Esses indices entdo identificam os pontos contemporaneos no atrator da outra série tem-
poral. Com os pesos para as distancia desses pontos ao centro-preditor, faz-se uma estimativa do possivel
valor futuro da série alvo. Contabiliza-se quao precisa foi a predi¢do realizada através da correlagdo en-
tre o predito e observado. Repete-se esse procedimento por todo o atrator, contabilizando agora a média
dessa correlagdo, o py . Depois inverte-se a direcdo, o atrator que era alvo torna-se o ponto de saida
e o ponto de saida torna-se alvo. Caso ambas as séries temporais sejam dinamicamente relacionadas,
a correlagcdo entre previsto e observado aumenta e converge para um valor conforme mais partes do
atrator sdo analisadas, indicando que os estados de um atrator e seus primeiros vizinhos tem uma cor-
respondéncia alta com os estados contemporaneos e seus primeiros vizinhos no outro atrator, ou seja, as
séries temporais sdo causalmente ligadas. Esse é o critério para causalidade na metodologia do CCM.
A correlacdo tende a um valor conforme se utiliza mais pontos de um atrator pra estimar o outro, iSso
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€ o critério de causalidade pelo algorimo do CCM, pois significa que os sistemas dindmicos que sao
expressos na dindmica do atrator de cada reconstru¢do se identificam, denotando que participam de um
mesmo sistema dinamico, ou seja, tem relacio de causa. Resumindo o algoritmo do CCM é:

1. Selecionar a dimensao de embedding F, para a reconstrucao de cada atrator.

2. Com as variedades-sombras, Mg, realizar a estimativa, X , de pontos de um atrator se utilizando
do outro. Nos dois sentidos e para todo os pontos de cada reconstrugao.

3. Calcular a correlacdo entre os pontos estimados e os observados, py ¢, “Y xmap X,

4. Se essa correlagc@o convergir para um valor, € o indicador que as séries sdo causalmente ligadas.

3.2.2 Inferéncia e direcao de causalidade

O critério para estabelecimento de causalidade € a convergéncia da habilidade de mapeamento p
(3.8), de um atrator em outro, para um valor determinado, conforme se aumenta o nimero de pontos
analisados. Porém, de nenhuma forma ainda falamos da dire¢ao da causalidade, apenas de sua existéncia.
Qual € o efeito e qual € a causa, ou se hd claramente uma relacao de efeito e causa, ou se o sistema de
interesse apresenta uma bidirecionalidade? A defini¢do da dire¢do de causa se d4 através do seguinte
procedimento, quando a habilidade de mapeamento de um atrator em outro converge para um valor
determinado ou, como na figura 3.8, em que os pontos do atrator de Y sdo utilizados para estimar os
pontos do atrator de X, ou seja, Y mapeia X, dizemos que X € a causa de Y, o contrario da dire¢do de
mapeamento. A razdo para isso € que o efeito guarda informacao de sua causa, ou seja, na série temporal
do efeito hd informacdes de sua causa.

Para melhor visualizar isso podemos pensar num sistema como na equacao (3.3), porém com modificagdes
para melhor demonstrar a direcdo da causalidade, considere:

X =3,82X; 1 —3,82(X; 5)*—0,191Y; 1 X;

3.9
Y, = 3.77¥, — 3, T1(V,_)’ G2

Esse sistema € iterado um bom ndmero de vezes e, apds o transiente do sistema ter passado, temos
como séries temporais para X e Y o seguinte:
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Figura 3.9: Variacdo das duas séries temporais, apos o regime transiente e valor da correlacdo média entre
ambas, note que a correlagcdo é baixa mesmo sabendo-se, pela equagdo (3.9) que hd influéncia de Y em X.

Prosseguimos com a andlise conforme a metodologia do algoritmo do CCM, agora vamos fazer a
projecdo simplex em cada uma das séries para acharmos os valores 6timos de dimensdo de embedding,
para termos os atratores reconstruidos de cada série que melhor realizam predicdes de curto prazo. A

habilidade de predi¢do (da série nela mesma) dependerd da dimensdo de embedding como na figura
(3.10)
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Figura 3.10: Grdficos de dimensdo de embedding (E) calculado pela projecdo simplex para as séries de X e Y.
O Ponto preenchido denota o mdximo da habilidade de predigdo (p), no caso ambas as séries tem uma dimensdo
de embedding otima igual a 2.

Por completeza verificamos o decaimento do tempo de predicao, ou seja, quao longe no futuro po-
demos tentar prever a série; o resultado estd na figura (3.11)
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Figura 3.11: Grdficos do decaimento do tempo de predicdo (tp) as séries de X e Y. O Ponto preenchido denota o
mdximo da habilidade de predicdo (p), ambas as séries tem decaimento exponencial, X ligeiramente mais rdpido
que Y e ambas as séries tem mdximo de p para tp igual a 0.

Agora estamos aptos a fazer o CCM propriamente dito. Sabemos que ambas séries apresentam um
atrator 6timo reconstruido de duas dimensodes. Aplicamos o algoritmo do CCM nas duas direcdes, X
mapeando Y, denotado por X — xmap — Y, o que indica que procuramos a influéncia de ¥ em X.
Também realizamos o CCM na direcdo contraria, agora Y mapeando X, denotado por Y — xmap — X,
o que indicaria a influéncia de X em Y. Para o primeiro caso, X — xmap — Y, esperamos que haja
causalidade, ou seja, conforme aumentamos a biblioteca de pontos utilizados de X para estimar pontos
de Y a habilidade de mapeamento tende a aumentar e converge para um valor. Assim sendo, Y é um
fator causal da dinamica de X. Para o segundo caso, Y — xmap — X, ndo esperamos 0 mesmo que
no caso anterior, pois estamos tentando verificar a causalidade de X em Y e isso, pela equagdo (3.9), é
falso. O mapeamento de Y em X deve nos dar uma habilidade de mapeamento baixa e sem padrao de
convergéncia conforme aumentamos a biblioteca de pontos de Y que utilizamos para estimar pontos de
X. Os resultados sao apresentados na figura (3.12)
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Figura 3.12: Mapeamento cruzado convergente realizado nas duas direcdes, onde X — xmap —Y, em circulo
cheio, nos dd um padrdo de causalidade de Y em X, e o sentido contrdrio, Y — xmap — Y, que nos dd um
padrdo de falta de causalidade, como esperado pela equagdo 3.9.

Verificamos que o algoritmo do CCM foi capaz de distinguir, somente através da séries temporais,
a verdadeira dindmica por tras delas, Y é um causa da dindmica de X, mesmo em um caso em que as
séries sdo fracamente correlacionadas.
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Capitulo 4

Aplicacao do método em modelos artificiais e
dados reais

Como visto no fim do capitulo anterior, o método do CCM mostrou-se eficaz para identificar a causa-
lidade em sistemas dindmicos ndo lineares a partir de suas séries temporais. Neste capitulo mostramos a
andlise de CCM para dois sistemas sintéticos um pouco mais complexos que os estudados no capitulo an-
terior. Depois, vamos aplicd-lo a dados reais buscando desvendar quais sdo as relacdes causais presentes
no sistema.

4.1 Modelos sintéticos

A seguir reproduzimos dois modelos sintéticos que exemplificam as diferentes possibilidades de
utilizacdo da metodologia do CCM. O primeiro € um sistema de duas espécies de peixes com recruta-
mento, em que os individuos adultos passam por um estagio inicial para depois atingir o final, e ambas
espécies tem um forcante ambiental em comum. Apresenta-se alta correlacdo entre as espécies adul-
tas porém mostraremos que nao hé causalidade nesse caso. O segundo ¢ a modelagem da competicao
simples entre duas espécies que tem como caracteristica principal uma correlagdo miragem que € muito
baixa, mas ha grande causalidade entre as séries. Este ultimo é um refinamento dos sistemas utilizados
anteriormente. Ambos foram retirados do artigo [37], que também realiza a anélise do CCM. Aqui,
porém, tomamos as séries temporais brutas e realizamos a analise do CCM.

4.1.1 Efeito Moran em recrutamento de adultos

Um modelo simples mas de interesse pode ser construido através das equacdes (4.1). Esse sistema
foi primeiramente proposto por A.P. Moran [38] para a reproducdo do ciclo de vida do lince canadense.
O modelo é bem aceito pela comunidade e hoje em dia € um bom exemplo do sucesso das equacdes a
diferengas na modelagem bioldgica. O que utilizamos na andlise reproduz a dindmica de interacao entre
duas espécies de peixes adultos que tem um estgio inicial de recrutamento’.

Ni(t+1) = 04N, (t) + maz[Ry(t — 3,0)],

Ny(t 4 1) = 0.35N5(t) + maz[Ry(t — 3,0)] (4.1)
Ru(t+1) = 3.1N, (£)[1 — Nl(t)]e_o'?’v(t), .
Ryt + 1) = 29N, (1)[1 = Ny(t)]e= 036V ®

'Esse sistema é modificado em relacfio ao original de Moran, temos pra ele, ao invés de duas equacdes acopladas sendo
uma delas com o for¢ante ambiental, quatro equacdes sendo duas acopladas uma na outra e cada uma das equagdes de estdgio
inicial com o forgante nelas, igual para ambas.
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Para o nosso caso, temos duas populacdes de recrutamento, R; € 75, e duas populacdes de adultos,
Ny e N,. V(t) é o forcante externo nas populagdes de recrutamento, que utilizamos somente uma série de
ruido branco. Iteramos as equacdes por 1000 vezes e obtemos para as populacdes de adultos as seguintes
variagdes populacionais:
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Figura 4.1: Parte da variagdo populacional das duas populacdes de adultos no sistema de equagoes 4.1.

Prosseguimos com a anélise aplicando a projecdo simplex em cada série e achando a dimensdo de
embedding 6tima de cada série, os resultados estdo na figura (4.2):
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Figura 4.2: dimensdo de embedding para cada uma das séries temporais do sistema 4.1

Note que ambas as séries tem dimensdo Otima de embedding igual a 5. O sistema apresenta um
valor razoavel de correlagdo, porém sabemos das equacdes 4.1 que ndo ha causalidade, porque por
mais que as séries de N; e [N, tenham correlacdo alta ainda assim as equagdes demonstram que essa
sincronizacdo entre elas é devido ao forcante ambiental, V. Assim esperamos que ndo haja causalidade
entre as séries temporais, em nenhuma direcao, pois nenhuma das duas espécies influencia a dinamica
da outra. Realizamos o mapeamento cruzado do atrator de cada uma das séries no outro atrator e os
resultados sdo mostrados na figura (4.3)
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CCM N1, N2
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Figura 4.3: Mapeamento cruzado entre as séries temporais de N1 e No, note que o valor de p no CCM fica
abaixo até do valor de correlagdo entre as séries

Como j4 haviamos notado ndo hé causalidade entre as séries temporais de N; e Vo, pois a habilidade
de mapeamento é menor que a correlacdo entre as séries. A vantagem do CCM € que ele também € capaz
de denotar quando nao hé causalidade entre as séries, como acima, pois o0 valor de peen < Peorr para
0 mapeamento entre os atratores. Note-se que somente da andlise de correlacdo entre séries temporais
nunca chegariamos ao resultado acima.

Podemos estender a andlise também as séries temporais de R; e R», e verificar as relagdes de causa
condizem com as equacdes do sistema 4.1. Para tanto realizamos a projecdo simplex em ambas as séries
para achar a dimensionalidade do sistema.
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Figura 4.4: Dimensdo otima de Embedding para as séries de recrutamento, Ry e Ra.

Novamente a dimensdo esta condizente com aquela esperada pelas equagdes, 5. Prosseguimos com
a andlise mapeando um atrator de cada série no outro, esperamos que, conforme para N; e No, ndo
haja relagdes causais, pois tanto 2y como R, dividem um forcante externo comum, € por isso qualquer
efeito que pareca haver entre as séries somente se da por sincronizacao devido ao forcante externo. Os
resultados da andlise por CCM estdo na Fig (4.5).
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CCM R1 e R2
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Figura 4.5: Grdfico do CCM entre as séries da populacédes de recrutamento, Ry e R, a linha pontilhada como
anteriormente é a correlagcdo simples entre as séries.

Como para as populacdes de adultos aqui temos auséncia de causalidade entre as séries, uma vez que
as populacdes de recrutamento sé aparentam ter uma dindmica acoplada pois compartilham um mesmo
forcante ambiental. Podemos prosseguir com a andlise e tentar ver as relagdes de causa entre populagdes
de diferentes estagios, como por exemplo, /V; e Ry, ou ainda N; e ;. Esperamos que as relacoes de
causa sejam entao as seguintes: para as populacdes de uma mesma espécie mas em estagios diferentes
de maturacdo, teremos forte relacdo causal, N; e R; bem como entre N, e Rs. Todas essas relacdes
com bidirecionalidade entre os estdgios. Pois na equacado temos que os adultos vem das populacoes de
recrutamento e estes geram mais individuos das populacdes de recrutamento. Os resultados estdo na
figura (4.6)
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CCM N1 para R1,R2, e vice-versa
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Figura 4.6: Grdfico do CCM entre a série de adultos, N1, e os recursos Ry e Ra, a correlagdo entre as séries é
negativa, v(n, r;) = —0,23 e 7(n, r,) = —0, 15.

Conforme o esperado, o CCM entre N; e [y, apresenta um padrdo convergente acima de sua
correlagdo. Isso mostra que as séries de individuos adultos e seu recurso tem relacdes causais em ambos
os sentidos, pois o adulto vem da populacdo de recrutamento e o recrutamento quando escasso gera im-
pacto na populacao de adultos. J4 o CCM entre N e o recurso Ry, a convergéncia ocorre para um valor
menor que p Agora vamos completar a andlise fazendo o mesmo para a série de N,. Esperamos aqui o
mesmo que anteriormente, relacdo causal forte entre os adultos N, e seu recurso, R, e relacdo causal
nula entre a série de /N, e recurso da outra espécie. Os resultados estdo na figura (4.7).
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CCM N2 para R1,R2, e vice-versa
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Figura 4.7: Grdfico do CCM entre a série de adultos, N, e os recursos Ry e Ra, a correlagdo entre as séries é
negativa r(n, g,y = —0,13, e (N, r,) = —0,28.

Como esperado, ha causalidade entre as séries de N, e Ry, em ambas as direcOes, € ndo ha causa-
lidade entre as séries temporais de Ny e o recurso da outra espécie R, também em ambas as diregdes.
Esse modelo estudado nessa sessdo € importante pois demonstra na pratica uma maxima da ciéncia que é
frequentemente seguida, “Correlacdo nao implica causalidade”. O motivo é que a medida de correlagcdo
entre séries temporais ¢ s6 uma medida de similaridade entre elas. Mas, mesmo que as séries tenham
dindmica semelhante, isso ndo necessariamente implica em causa entre as mesmas. Como mostramos
nessa sessao podemos observar o quao mais coerente 0 CCM torna as relagdes entre sistemas de equagoes
e consequentemente entre séries temporais geradas por eles.

4.1.2 Competicao entre duas espécies com correlacao miragem

Para demonstrar a maxima sobre causalidade, “a falta de correlacao nao implica falta de causalidade”,
construimos o exemplo a seguir. Trata-se de um sistema de competi¢ao entre duas espécies que apresenta
uma correlacio baixa. O sistema € o seguinte:

My(t+1) = 3, 8M(£)[1 — M, (£)] — 0, 02M, (£) Ma(2),

(4.2)
Myt +1) = 3, 5Ma(£)[1 — Ma(#)] — 0, 08Ma(t) M (1)

Iteramos o sistema por mil vezes, e temos as seguintes séries temporais para M; e Mo:
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Figura 4.8: Variagdo das populagoes My e Mo, a correlagdo entre as séries é de apenas, r(Mi, Ma) = 0,09,
porém sabemos das equacoes que hd uma forte competicdo e, portanto, causalidade.

As populacdes tem um perfil de série temporal que varia muito no tempo, em certos momentos as
séries parecem sincronizadas, € em outras partes parecem nao ter correlacdo nenhuma, como fica evi-
dente pela correlagdo média de toda a série ter um valor baixo de » = 0,09. Vejamos agora o que se
obtém com o uso do CCM. Primeiro obtemos o valor da dimensdo 6tima de embedding, procurando a
melhor forma de reconstruir o atrator das séries. Na figura 4.9 temos o grifico da dimensao de embed-
ding:
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Figura 4.9: Grdfico da dimensdo otima de embedding para My e Mo, ambas tem dimensdo otima igual a 2.

Aqui devemos fazer uma ressalva, o grafico acima para a dimensdo 6tima de embedding demonstrar
que a dimensao € igual a 2, porém também vemos que os valores de p estao altos para outras dimensoes
proximas, isso indica que o sistema tem uma baixa dimensionalidade e que valores préximos do 6timo
para a dimensao podem realizar uma constru¢do com uma boa estimativa do mapeamento de um atrator
reconstruido no outro, mas mesmo assim o algoritmo do simplex foi capaz de distinguir qual dessas
dimensdes melhor realiza a projecao para um futuro préximo. Essa questao também torna clara a ne-
cessidade de monitoramento e coleta de dados de forma perene para sistemas de interesse reais, pois
qualquer informagdo a mais sobre o sistema ajuda na reconstru¢do do espaco-de-fase, bem como qual-
quer informacdo a menos pode tornar impossivel chegar a uma conclusdo sobre o sistema.

Apresentamos a seguir os resultados do CCM entre as duas espécies. Vemos que hd causalidade
reciproca. Esse fato fica claro também no grafico do CCM, onde a causalidade de M; em M, € mais
fortemente detectada que o contrdrio, o que € condizente com as equagdes do sistema. Os ultimos termos,
ou os termos cruzados, demonstram isso, na equacao de M ele tem um fator multiplicativo igual a 0, 02,
ja em M, ele tem um fator de 0, 08, quatro vezes maior. Os resultados estdo na figura (4.10)
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Competicao entre duas espécies
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Figura 4.10: CCM para os sentidos do sistema de competicdo com correlacdo miragem. A linha pontilhada é a
correlagcdo, r = 0, 09.

Como haviamos afirmado, a causalidade de M; em M, linha superior, € mais pronunciada que M,
em M, linha inferior. Isso ocorre porque o sistema tem o termo cruzado com um fator multiplicador
maior para a equagao de M; do que da equagdo de My, também como haviamos dito. Com isso demons-
tramos ainda outra propriedade que o CCM pode denotar sobre as séries temporais, além da dire¢dao da
causalidade, o CCM consegue, para um sistema em que isso seja fortemente expresso, demonstrar uma
forca de causalidade, distinguindo entre um efeito forte e um efeito mais fraco de uma série na outra.
Desde que o ruido tenha a mesma intensidade para as duas séries temporais.

4.2 Séries Temporais de borboletas

Nessa sessdo vamos utilizar o método do CCM para estudar dados reais. Os dados sdo referentes ao
comportamento de 8 espécies de borboletas (Fig. 4.11) e s@o séries temporais do nimero de individuos
de cada espécie (Fig. 4.12). Essas espécies sdo todas da mesma tribo biolégica de borboletas, a tribo
“Ithomiini”, e tem um comportamento parecido, o que levanta a questao se elas formam uma comuni-
dade bioldgica ou somente tem ciclos de vida parecidos. Uma questao evoluciondria importante € saber
porque ou como certas espécies evoluiram até chegarem num dado comportamento, no caso das borbo-
letas que estudaremos a questdo que fica é, sabe-se que o comportamento proximo delas é devido uma
temporada de clima ruim para sua biologia mas por qual fator ou fatores elas se guiam para produzir
tao comportamento. Ha mecanismos de interacdo entre elas? Elas sincronizam seu ciclo de vida a partir
de qual fator climatico especificamente? Se esse comportamento se der via intera¢des interespecificas
significa que apesar delas serem de distintas espécies elas ainda tem tracos comuns, isso pode aparecer
na analise do CCM como uma relacio de causa entre as séries, por exemplo.
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Figura 4.11: Borboletas da tribo “Ithomiini”. A — H.ninonia, B — M.polymnia, C — M.lysimnia, D — H.euclea, E
— H.lavinia, F — l.agnosia, G — E.eupompe, H — M.c.salonina. Imagem cedida por Candia-Gallardo, C.

Os dados foram obtidos através do método de captura-marcagao-recaptura, onde durante um certo
periodo do més coleta-se as borboletas no local ja sabido de onde hd maior concentracdo delas. Apds a
primeira captura faz-se a contagem de cada espécie, marcacdo de cada individuo e soltura, passado algum
tempo repete-se o0 processo, novamente faz-se a contagem dos individuos, marcados e ndo-marcados, e
depois a soltura. Com esses dados, de cada captura e recaptura, pode-se estimar os padrdoes de movi-
mentos das borboletas e a efetividade em cada captura. Entdo cria-se uma série estimada do nimero
de individuos de cada espécie. Esse trabalho foi realizado por Carlos Candia-Gallardo do IB-USP, e os
dados foram gentilmente cedidos para nossa analise via CCM. As séries estimadas estdo na Fig. (4.12).
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Séries por espécies
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Figura 4.12: Séries temporais com a variagdo da populagdo estimada de cada espécie de borboleta da Tribo
Ithomiini.

Temos também as séries temporais de dois fatores climaticos que foram considerados como forcantes
da dindmica da comunidade de borboletas: sdo eles a chuva total acumulada durante o ultimo més antes
do inicio do periodo de coleta, e o fotoperiodo nos dias de coleta. As séries temporais de ambos 0s
fatores para o mesmo periodo das séries das borboletas estdo na Fig. (4.13).
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Figura 4.13: Séries temporais dos fatores climdticos possivelmente ligados a dindmica da comunidade de
borboletas.

As hipéteses levantadas sobre a dinAmica dessa comunidade de borboletas sdo de que, elas pos-
suem alguma forma de antecipar os periodos das chuvas ou falta delas, para poderem se preparar, afim
de garantirem a sua sobrevivéncia. A primeira questdo levantada é somente relacionada aos fatores
climaticos. Através das séries temporais de cada espécie e dos fatores climéticos tentamos revelar a
verdadeira relac@o entre as borboletas e os fatores climaticos: A qual fator climdtico elas respondem,
as chuvas acumuladas ou a variacdo do fotoperiodo? Antecipando a €poca de chuva e mudando seu
comportamento, através da formacgao de assembleias. As borboletas das oito espécies juntam-se numa
regido favordvel a elas, ou seja, com maior umidade e abrigo contra a chuva, e 14 ficam concentradas até
que possam novamente voar e reproduzirem-se. Essa € a primeira questao que nos propomos a responder
através da anélise de causalidade do CCM nas séries temporais das borboletas e fatores climaticos. Uma
segunda questdo, que vai ser abordada mais a frente, diz respeito a, possivelmente, um segundo sinal
para a formacdo de assembleias. Quando elas formaram as assembleias, as borboletas tornam-se mais
vulnerdveis aos predadores pois, ficam paradas ou com baixa movimentagao. Porém, algumas delas
possuem uma defesa natural sendo impalataveis. O problema da-se no fato de que os predadores tem um
tempo de aprendizado e para isso eles precisam comer uma certa quantidade de borboletas. A questdo é
que, essas borboletas sao miméticas entre si, ou seja, tem caracteristicas morfoldgicas parecidas, cores,
formato de asas, padrao de voo, etc. Primeiro pensou-se que poderia haver uma dada espécie que fosse
a guia para formacdo das assembleias para as outras espécies. Isso seria possivel pois as outras espécies
aproveitariam-se do mimetismo com a espécie-guia para legarem a ela o custo de aprendizado dos pre-
dadores. Os predadores aprenderiam que toda a tribo é impalatdvel comendo mais ou apenas individuos
de unica espécie, o que geraria um custo alto a essa espécie. Entdo a espécie que primeiro deslocar-se
para a formacgdo da assembleia teria sua populagdo com menor nimero. Na andlise do CCM isso seria
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mostrado como a “causa’ das séries temporais das outras espécies.

4.2.1 Selecao de parametros para a reconstrucao

Iniciamos a anélise selecionando os parametros para a reconstrucao dos atratores de cada série tem-
poral. Entao fazemos a projecdo simplex para cada uma das séries, as oito espécies de borboletas mais
os dois fatores climaticos. Os resultados sao mostrados nas figuras (4.14, 4.15 e 4.16).
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Figura 4.14: Dimensdo de embedding para as espécies de borboletas, os pontos preenchidos indicam o mdximo
de p para cada espécie, identificada no titulo de cada grdfico.
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Figura 4.15: Dimensdo de embedding para as espécies de borboletas, os pontos preenchidos indicam o mdximo
de p para cada espécie, identificada no titulo de cada grdfico.

Para os fatores climaticos temos os graficos das figuras (4.16). O fotoperiodo se trata de uma varidvel
altamente sazonal e regular, pois s6 depende da posicao relativa entre Sol e Terra. Uma série perfeita-
mente periddica é facilmente previsivel. Esse desenovelar ocorre entdo para /' = 2 no caso.

45



Fotoperiodo

- o o o o o () o ° o

3

o

8 _

o

a g |

o

8 _

o

2

o

(o]
I I I I I
2 4 6 8 10
Dimensédo de Embedding (E)
Chuva Total

< | °

o o— \

S o\o

N

° /o

= o—°

Q ©
o _
o
] o

~N a O/

CI> O/
I I I I I
2 4 6 8 10

Dimensao de Embedding (E)

Figura 4.16: Dimensdo de embedding para os fatores climdticos, os pontos preenchidos indicam o mdximo de p,
identificada no titulo de cada grdfico.

Os valores de embedding sao variados, mas parecem estar num intervalo entre nove e quatro di-
mensodes. A explicacdo é que cada série de cada espécie nao necessariamente responde aos mesmo
fatores causais e ainda temos o ruido das séries.

4.2.2 CCM entre espécies e os fatores climaticos

Tragamos o CCM para cada espécie com cada um dos fatores climaticos, sempre lembrando que o
sentido de causalidade € o contrario do mapeamento. Entdo se mapeamos uma espécie no fator climéatico
estamos tentando ver a causalidade desse fator climdtico na dindmica da espécie. Queremos primeira-
mente saber se hd causalidade entre os fatores climaticos e entre as espécies de borboletas. Podemos
ponderar qual deva ser o resultado esperado baseados no conhecimento sobre o sistema. As borboletas
em questdao ndo podem voar sob chuvas e em dias muito secos, elas precisam de conjuncao de fatores
favordveis para suas atividades normais. Espera-se que elas sejam capazes de anteciparem as mudangas
climéticas desfavoraveis se, por exemplo, elas guiarem-se pela chuva acumulada do més, um dia a mais
de chuva ou um dia a menos significa alta taxa de mortalidade nas populacdes, e o sinal da chuva acu-
mulada ndo d4 nenhuma informacao sobre se vai chover mais ou menos. Portanto esperamos que elas se
guiem mais fortemente pelo fotoperiodo que pela chuva acumulada, o fotoperiodo tem a caracteristica
de ser altamente regular e altamente periddico, como vimos na figura 4.13. Entdo o fotoperiodo, pode
denunciar para as borboletas de forma mais eficiente a chegada de chuvas ou de uma estacdo seca, e
consequentemente espera-se que tenha um fator de causalidade no CCM mais pronunciado e evidente.
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Os resultado sdo mostrados nas figuras(4.17, 4.18,4.19, e 4.20). Para ndo poluir os graficos optamos
por ndo colocar legenda, cada uma das linhas denota o CCM entre uma espécie e um fator climatico,
a espécie utilizada vem identificada no titulo na parte central de cada grafico, a linha com pontos em
forma de cruz (4) € o CCM entre a espécie do titulo e a série do fotoperiodo, e a linha com pontos em
forma de delta (A) é o CCM entre a espécie do titulo e a série da chuva total. Colocamos também a
correlagdo simples de cada espécie com cada um dos fatores climaticos, a linha tracejada € a correlagdo
entre fotoperiodo e a espécie do titulo, e a linha pontilhada a correlacdo da espécie e a série da chuva
total.

l. Agnosia
e |
i
== xmap Chuva N M + h +

a 0O _| |==fm= xmap Fotoperiodo ¥ v 0

o
N b |k e em em em em eam e eam e em e em e em e e e e G e e e e e e e e = -
o F
5 3 // ==
o o - o gl i am s am s am e am o mm o mm s em e mm o mm s mm s e s gme e s am.e A A y.. A -
8 g I A/
% A/

N
£ o

o |

o

| | | | | | |
5 10 15 20 25 30 35
Tamanho da biblioteca (L)
H. Ninonia
e |
i
e=f= xmap Chuva
a 0O _| |==fm= xmap Fotoperiodo N <+ T t +
= ©° - 7*’ = e e e Ve an e en en e e e En e en En e Es e s e e - -
je) +
e < | /
2 p S
_____ U == A A 3 4. -

S 3T +/A A a 4
o
o N A/
E oS ]

Q]

o

T T T T T T T
5 10 15 20 25 30 35

Tamanho da biblioteca (L)
Figura 4.17: CCM entre as espécie l.agnosia e H.ninonia, e os fatores climdticos. Pontos + com o fotoperiodo,

ponto A com a chuva acumulada. A linha pontilhada (--) é a correlacdo da espécie do titulo com a chuva e a
linha tracejada (——) é a correlacdo entre a espécie e o fotoperiodo.
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Figura 4.18: CCM entre das espécies M.polymnia e H.euclea, e os fatores climdticos. Pontos + com o
fotoperiodo, ponto A com a chuva acumulada. A linha pontilhada (--) é a correlagdo da espécie do titulo com a
chuva e a linha tracejada (——) é a correlagdo entre a espécie e o fotoperiodo.

Nessas quatro primeiras espécies vemos que ha padrdes de convergéncia claros e mais fortes para o
CCM da espécie com o fotoperiodo, que ele € um fator causal, quanto ao CCM entre a chuva total e as
espécie temos variadas situagdes, as duas primeiras espécies apresentam padrao de convergéncia porém
o valor de p.en < peorrs Indicando fala de causalidade. Para as duas ultimas espécies, ndo temos um
padrdo de convergéncia do CCM e ndo temos valores acima da correlagdo simples, indicando falta de
causalidade entre a espécie e a série da chuva total.
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Figura 4.19: CCM entre das espécies H.lavinia e M.lysimnia e os fatores climdticos. Pontos + com o

fotoperiodo, ponto A com a chuva acumulada. A linha pontilhada (--) é a correlagdo da espécie do titulo com a
chuva e a linha tracejada (——) é a correlagdo entre a espécie e o fotoperiodo.
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Figura 4.20: CCM entre das espécies E.eupompe e M.c.salomina e os fatores climdticos. Pontos + com o
fotoperiodo, ponto A com a chuva acumulada. A linha pontilhada (--) é a correlagdo da espécie do titulo com a
chuva e a linha tracejada (——) é a correlagdo entre a espécie e o fotoperiodo.

Nessas quatro dltimas espécies temos o seguinte: para as duas primeiras o padrdo de convergéncia
para o CCM com o fotoperiodo aparece, e ndo para o CCM com a chuva total. Nas duas dltimas
espécies, Fig (4.20) o CCM nao indica a existéncia de relacdes causais. De certo modo isso era esperado,
primeiro porque como se vé pelas séries estimadas em (4.12) essas espécies tem um ciclo menos regular
e também tem as menores populagdes, o que pode indicar que elas estejam 14 por outros fatores que
ndo climdticos®. Dentro dessa comunidade de borboletas elas ndo parecem interagir tio fortemente com
as outras espécies, pois tem um tamanho populacional reduzido e padrao de ciclos menos regulares.
Assim, ndo podemos afirmar quais sio as causas da dinamica dessas espécies, ficando uma questdo a ser
estudada mais a fundo caso haja mais dados.

Em resumo, a maioria das espécies da comunidade se guiam pelo fotoperiodo para a formacdo das
assembleias, o que é corroborado pelo padrao mais forte do CCM de cada série de cada espécie com a
série do fotoperiodo, assim como tinhamos observado a melhor forma para as borboletas anteciparem
os periodos de seca e chuva, e poderem se precaverem dos danos. A evolugdo e a pressdo seletiva fez
com que as borboletas que conseguissem prever melhor e mais antecipadamente as €pocas de secas
sobreviviam. Como isso o que temos hoje € que essas espécies da tribo “Ithomiini” tem seu ciclo de
vida sincronizado com o fotoperiodo que é o melhor preditor para se antecipar as épocas de secas. Ao
terem confirmada a mudancga do tempo através da variagdo do fotoperiodo as borboletas comecam seu

2Qu ainda por se tratar de uma amostragem pequena também.
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movimento de assembleia buscando uma condi¢do melhor para sobreviverem. Se suspeitava que a chuva
fosse a causa pois as borboletas tendem a ter esse comportamento em épocas de pouca chuva, mas ndao
foi o que se viu, do ponto de visto morfoldgico as borboletas realmente se comportam desse modo pois
precisam evitar os danos que a falta de d4gua lhes causa, porém o melhor modo de se fazer isso € através
da antecipagdo dessa época de poucas chuvas pelo fotoperiodo. Assim o fotoperiodo aparecer como
causa da série de cada espécie e ndo a chuva € mais 16gico, o que vai de encontro com os resultados
obtidos no CCM.

4.2.3 CCM entre espécies

Nessa secdo consideramos a influéncia das espécies umas nas outras. Ir mais a fundo na nossa
hipdtese de que possa haver junto do fator climatico causal, causas ligadas as interagdes entre as espécies.
O desafio aqui € sintetizar as informacdes obtidas do algoritmo do CCM aplicado a tantas relagdes.
Como temos oito espécies precisamos procurar nas outras sete se hé relacdo de causalidade entre elas,
além disso o mapeamento de uma espécie na outra nio € igual ao mapeamento no sentido inverso,
uma espécie pode seguir outra mas o contrario pode nao ser necessariamente verdade. Portanto obter
56 mapeamentos, das oito espécies cada uma nas outras sete. Faremos isso da seguinte forma: cada
grafico abaixo serd de uma espécie fixa mapeando nas outras sete restantes, assim estamos buscando se
ha causalidade das outras sete nessa espécie fixada, portanto teremos para cada figura sete graficos de
CCM. Os resultados estdo nas figuras (4.21, 4.22, 4.23,4.24, 4.25, 4.26, 4.27, 4.28)

o 1. Agnosia xmap H. Ninonia I. Agnosia xmap M. Polymnia
= ° 3 o |
o g - o o ] o—c :)—o
£ O~ =
[ o N
£ 21 £ ° ]
2 o 2 34
< ° g 4
€ o | € o |
© T T T T T T T o T T T T T T T
5 10 15 20 25 30 35 5 10 15 20 25 30 35
Tamanho da biblioteca (L) Tamanho da biblioteca (L)
1. Agnosia xmap H. Euclea © l. Agnosia xmap H. Lavinia
-~ o —~ ©
28 S
o ©
2 g°
[T [T
% = g [}
g° 2 5 -
£ £
= o
g B T T T T T T T o - T T T T T T T
5 10 15 20 25 30 35 5 10 15 20 25 30 35
Tamanho da biblioteca (L) Tamanho da biblioteca (L)
1. Agnosia xmap M. Lysimnia I. Agnosia xmap E. Eupompe
—~ —~ T
< o | N Q
g ° S
o
I Q=
o o~ o °
Q o Q .
£ £
o | 8 |
o T T T T T T T g T T T T T T T
5 10 15 20 25 30 35 5 10 15 20 25 30 35
Tamanho da biblioteca (L) Tamanho da biblioteca (L)
1. Agnosia xmap M. C. Salonina
=9
- M 4
o
g 74
€8
ISE
® 3
g °
E g
o

T T T T T T T
5 10 15 20 25 30 35

Tamanho da biblioteca (L)

Figura 4.21: CCM da espécie l.agnosia com as outras sete espécies.
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No caso da Fig (4.21) vemos que dentre todos os CCMs pelo menos trés padrdes claros de con-
vergéncia, porém s6 afirmamos que hd causalidade se além disso o valor do pee, > pPeorr €n0tre as
espécies. Representamos isso nos graficos com pontos cheios, se o valor do CCM € maior que o da
correlacdo entdo ha causalidade. Aqui somente a espécie H.lavinia completa os critérios, entdo pode-
mos afirmar que a l.agnosia é causada por ela.
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Figura 4.22: CCM da espécie H.ninonia com as outras sete espécies.

Na Fig (4.22) s6 temos o padrdo de convergéncia e valores acima da correlagdo entre as espécies
para um mapeamento, no caso com a espécie H.lavinia, portanto ela é um fator causal na dindmica da
H.ninonia.

52



M. Polymnia xmap |. Agnosia

M. Polymnia xmap H. Ninonia

e
2 S a
g © | g S
= O =
5 23
< t
£ 2 £ <
u(i ~ 8_ N
c © c °
€ o | € o |
© T T T T T T T o T T T T T T T
5 10 15 20 25 30 35 5 10 15 20 25 30 35
Tamanho da biblioteca (L) Tamanho da biblioteca (L)
M. Polymnia xmap H. Euclea M. Polymnia xmap H. Lavinia
a a
= S
8 ¥ e °
c © c
[} i [0} ;f. 4
IS IS
g g T 8 N
g - 2
€ o | € o |
© T T T T T T T o T T T T T T T
5 10 15 20 25 30 35 5 10 15 20 25 30 35
Tamanho da biblioteca (L) Tamanho da biblioteca (L)
M. Polymnia xmap M. Lysimnia M. Polymnia xmap E. Eupompe
~ N —~
2 o | o
g ] 2 8]
c c oS
£ 3] g
3 ] s 3
o N [
o o o o
T g
E o] Eglo—o—o0—o0 o0~ o o
T T T T T T T o T T T 1 T T T
5 10 15 20 25 30 35 5 10 15 20 25 30 35
Tamanho da biblioteca (L) Tamanho da biblioteca (L)
M. Polymnia xmap M. C. Salonina
a
2 &
c o
g 4
g 2
S o
< 4
€ 8 |
=] T T T T T T T

5 10 15 20 25 30 35
Tamanho da biblioteca (L)

Figura 4.23: CCM da espécie M.polymnia com as outras sete espécies.

Ja na Fig (4.23), ha dois mapeamentos que obedecem os critérios
espécie H.lavinia e agora também com a espécie M.lysimnia.
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Figura 4.24: CCM da espécie H.euclea com as outras sete espécies.

Da mesma maneira, ha dois mapeamentos com critérios de causalidade na Fig (4.24), entre a espécie
l.agnosia e H.lavinia.
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Figura 4.25: CCM da espécie H.lavinia com as outras sete espécies.

Para a quinta espécie, H.lavinia, temos algo interessante, os critérios de causalidade sdo obedecidos
por cinco mapeamentos, para com as espécies l.agnosia, H.ninonia, M.polymnia, H.euclea e M.lysimnia.
Os resultados estdo na Fig (4.25).
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Figura 4.26: CCM da espécie M.lysmnia com as outras sete espécies.

Na Fig (4.26), somente a espécie l.agnosia atinge os critérios de causalidade, e ainda assim somente

no fim da biblioteca que o valor de peen > Peorr-
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Figura 4.27: CCM da espécie E.eupompe com as outras sete espécies.

Ja para a espécie E.eupompe, nao ha padrdes de convergéncia do CCM, além de valores baixos para

o pccm-
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Figura 4.28: CCM da espécie M.c.salonina com as outras sete espécies.

Igualmente a espécie anterior E.eupompe, os CCM da espécie M.c.salonina nao apresentam padrao
de convergéncia, indicando auséncia de causalidade na dinamica com as outras. Como esperado as duas
ultimas espécies nao apresentam nenhum padrdo de convergéncia no CCM com as outras todas espécies,
isso demonstra que apesar de fatores morfologicos, elas ndo tem uma dindmica ligada nem ao fator
climético nem aos fatores de interacdo com as outras espécies.

Em resumo, as conclusdes que chegamos para o CCM entre as espécies, sao de que, nas espécies que
tem uma dindmica parecida entre si, no caso as seis espécies mais abundantes, ha um bom indicio de
que suas dinamicas sao acopladas. A espécie H.lavinia parece ser um fator comum de acoplamento das
dinamicas entre as séries temporais das outras espécies. O fato da dinAmica da espécie H.lavinia também
sofrer influéncia das outras espécies pode ser um efeito de sincronia. Em sistemas em que a sincronia é
muito forte, ou seja, a série do efeito se torna escrava da série da causa, € possivel que o CCM aponte
para causalidade no sentido inverso, da causa para o efeito [36]. A prépria H.lavinia pode de algum
modo estar sofrendo influéncia de outra espécie e se torna “escrava” dela, no caso podemos apontar que
talvez isso seria devido a espécie M.lysimnia, Ginica espécie que tem influéncia sobre a H.lavinia, porém
nao sofre influéncia dela. Isso sugere que a M.lysimnia seja uma referéncia, dentro da comunidade de
borboletas para a formacdo de assembleias. A rede de interagcdes abaixo tragada a partir de um matriz de
adjacéncias resume as relacdes encontradas, com o valor 1 para a existéncia de uma relagcdo causal e 0
para a auséncia, o que na rede se dd como uma seta para a interagdo. Os resultados se encontram na Fig.
(4.29).
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Figura 4.29: Rede com as relacdes causais encontradas para o CCM entre as espécies.

As espécies possuem mais de um fator para seu agrupamento. O fotoperiodo juntamente com a
dinamica da M.lysimnia disparam o sinal para que a H.lavinia também va para o local de formagao do
bolsao. Com esse ultimo sinal, as outras todas espécies se agrupam no bolsdo e esperam que as condi¢oes
sejam novamente favordveis a elas. O fotoperiodo € um fator claro de causalidade da dindmica das
espécies, porém confiar somente nele para a formacgao de bolsdes pode ser perigoso para as borboletas.
Como essas espécies sofrem predacdo de passaros, a primeira a chegar no bolsdo seria mais predada.
Elas sdo impalatdveis e normalmente um péassaro que come borboletas evita as espécies dessa tribo, isso
porque ele aprende que elas tem gosto ruim, esse aprendizado gera um custo na comunidade. Por serem
borboletas miméticas, ha algumas espécies se aproveitando da semelhanca entre elas para minimizarem
esse custo sobre a sua propria espécie. Isso explicaria porque as quatro espécies mais abundantes, tem
sua dinamica ligada a espécie H.lavinia e indiretamente ligada a M.lysimnia, além do fotoperiodo. O
agrupamento dessas duas espécies nos bolsdes mais o fotoperiodo € o indicador de que o tempo vai ficar
desfavoravel. E mesmo que haja custo de predacdo sobre a espécie, esse custo foi diminuido, pois duas
espécies que estdao no local do bolsdo e estdo dividindo o custo de aprendizado dos passaros entre elas. O
custo de predacdo foi principalmente dividido entre M.lysimnia e H.lavinia, ele passa a ndo ser relevante
para a espécie que chegar depois delas.
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Capitulo 5

Conclusao e perspectivas futuras

A partir do exposto, podemos dizer que a técnica de mapeamento cruzado convergente (CCM) entre
atratores reconstruidos de séries temporais ¢ uma ferramenta Util para a exploragdo e entendimento de
sistemas dindmicos a partir de suas séries temporais. O método permite abordar questdes de causalidade
entre as varidveis do sistema, o que é relevante na compreensao de processos naturais. Mostramos que a
correlagdo muitas vezes falha em revelar a verdadeira dinamica de sistemas nao-lineares. Um conjunto
de equacdes que simula a dindmica de competi¢do entre predadores ja é uma demonstracao da necessi-
dade de uma alternativa as andlises baseadas somente nas correlagdes. As maximas sobre correlacao e
causalidade sao evidenciadas com o CCM ao compara-los, “correlacdo ndo implica causalidade”, pdde
ser verificada no exemplo do efeito Moran, onde as séries apresentavam correlacdo alta devido a um
forcante comum externo. A outra maxima sobre correlacdo e causalidade, “falta de correlagdo nao im-
plica falta de causalidade”, foi testada no caso das séries temporais de predadores que competem entre
e si. Neste caso, mesmo ndo havendo correlacdo entre as séries, 0 CCM foi capaz de mostrar a relacao
de causalidade mutua, como esperado pelas equacdo da dinamica. A aplicacdo do CCM a esses exem-
plos, conhecidos e bem entendidos na literatura, nos permitiu enxergar de forma mais rdpida e clara as
sutilezas dessas relacdes de causa e efeito em sistemas dinamicos.

Quando partimos para a aplicagdo do CCM a séries temporais reais, que no nosso caso foram de uma
comunidade de espécies de borboletas, foi possivel obter relacdes causais entre as espécies e fatores
climéticos. Pudemos distinguir entre uma causa aparente e uma real, e assim confirmar que a dinamica
delas esta realmente ligada a um, fotoperiodo, e ndo outro fator, chuva total acumulada. A comunidade
de borboletas estudada, a tribo Ithomiini, tem um ciclo de formacdo de pequenos agrupamentos em
épocas desfavordveis a sua sobrevivéncia e reproducdo. A seca ou a chuva sdo fatores de mortalidade
elevada nessas espécies, e para sobreviverem precisam mudar seu comportamento. Para isso elas param
suas atividades normais, alimentacdo e reproducdo, e se aglomeram para esperar a volta de condi¢oes
climéticas favordveis. Em nosso estudo buscamos entender como elas eram capazes de antecipar essas
épocas de secas ou chuvas. Para tal tinha-se a hipétese de que seus ciclos de vida eram ligados a fatores
climéticos que davam o sinal de que tal mudanca estava por vir, mas a divida persistia em qual era o fator
determinante para isso. Testamos através do algoritmo do CCM, se as sé€ries de borboletas eram mais
capazes de mapear a série do fotoperiodo ou da chuva acumulada, ambos fatores climéticos suspeitos
para a regulacdo do ciclo de vida das borboletas. O resultado da andlise mostrou que o fotoperiodo é
o fator climatico determinante na dindmica de cada espécie da comunidade. Isso pode ser explicado
pelo fato do fotoperiodo ter uma variagdo mais regular e precisa, qualquer mudanga nesse sinal é um
indicativo mais certo da mudanga climdtica e portanto um sinal para o inicio do comportamento de
aglomeracao. Esse resultado também abre o questionamento de que possa haver outras espécies que
tenham ciclos aparentemente regulados pela falta de umidade, e que na verdade se antecipam a esses
fendmenos através da sincronia com o fotoperiodo, que marca bem os ciclos climéticos durante o ano.

60



Pudemos ainda testar se a dinamica da comunidade de borboletas possuiam interacdes entre elas.
Essa hipdtese foi levantada pois sdo borboletas miméticas, ou seja, possuem uma morfologia muito
semelhante entre si. Neste caso, 0 mimetismo é uma relacdo conveniente para o “imitador” e neutra
para quem € “imitado”. Para testarmos esta hipétese, o aplicamos o CCM entre as espécies, calculando
a causalidade entre elas. Se o mapeamento ocorre nas duas dire¢des ha bidirecionalidade, se ocorrer s6
numa dire¢do entdo uma espécie serve de guia para a outra.

Os resultados que obtivemos foram, de que a espécie H.lavinia parece ser um fator causal comum
as quatro espécies mais abundantes da comunidade, I.agnosia, H.ninonia, M.polymnia, H.euclea. 1sso
mostra que essas espécies mais abundantes se guiam pela H.lavinia para formarem as assembleias e evi-
tarem a pressao seletiva dos predadores sobre si. Como discutimos, elas sdo miméticas e a espécie que
primeiro seguir para formagdo do bolsdo de borboletas sofrera maiores perdas. O bolsdo é um compor-
tamento expositivo aos predadores. O fato de que dentre as espécies da comunidade a H.lavinia ser uma
das menos abundantes, indica que, realmente, ela sofre maiores efeitos dessa predacdo. Outro aspecto
que corrobora esta hipétese, é que dentre todas as espécies da comunidade, das seis mais abundantes e
que tem um ciclo proximo, somente a espécie M.lysimnia parece ser o fator causal da H.lavinia, entdo
o que ela sofre das outra espécies, de ser a primeira a chegar ao bolsdo e portanto ter diminui¢cao no seu
tamanho populacional, parece ser também reproduzido entre a relagdo dela com a M.lysimnia. Nao a toa
essa ultima espécie € a de menor tamanho populacional dentre as seis espécies que tem um ciclo muito
préximo.

O fotoperiodo € um fator causal e o primeiro sinal para a formac¢ao do bolsdo mas, somente ele nao
€ suficiente para o inicio da formacao do bolsdo por todas as espécies. Somente a espécie M.lysimnia
parece seguir seu ciclo unicamente pelo fotoperiodo. Por ser a primeira a chegar no bolsdo entao tem
um tamanho populacional menor que as outras cinco. Em seguida a espécie H.lavinia segue o sinal do
fotoperiodo e da M.lysimnia e parte para a formacao do bolsdo juntamente dela. Essa é a confirmacado
para as outras espécies de que se juntem na aglomeracdo. Isso seria claro caso houvessem somente
as relacoes de causa entre as quatro espécies mais abundantes e a H.lavinia. O fato do CCM mostrar
que ela também tem sua dinamica influenciada por essas quatro espécies mais abundantes, pode ser
entendido como um efeito de sincronia forte, entre a série da H.lavinia e as outras. Esse resultado
abre a necessidade de mais investigacoes, dentre elas outros testes com algoritmos de causalidade, ou
um refinamento do método. Na aplicacdo do CCM a séries, ndo testamos a hipotese desta relagdo ter
sido obtida devido a sazonalidade. Isto pode ser testado pele uso de séries substitutas (surrogates). A
técnica do surrogate consiste basicamente em decompor a série nas componentes sazonal e de residuos.
Uma série surrogate € obtida ao embaralharmos os residuos e soma-los a sazonalidade. Ao repetir este
procedimento algumas centenas de vezes e calcularmos o p para cada uma delas, obtemos a distribuicdao
de probabilidades de p sob a hip6tese de sazonalidade. Em seguida comparamos o valor de p da série
original com a distribui¢ao dos surrogates. Se o valor obtido estiver nos valores acima dos 95° percentil,
consideramos este p como significativo, ou seja, rejeitamos a hipdtese nula de que a causalidade € devido
a sazonalidade. Essa técnica € uma motivacdo para possiveis investigagcdes futuras e uma perspectiva
imediata de continuidade do trabalho com as séries temporais de borboletas, bem como um ponto a ser
considerado em outras aplicagdes do CCM.

O presente trabalho traz uma nova ferramenta simples para a investigacdo de relacdes causais, a
partir de dados reais. Sabemos porém que isso nao € um fechamento nas questdes sobre causalidade e
metodologias para seu estabelecimento, temos claro que ha ainda necessidade de refinamento do método
em certos pontos, como no caso de séries com forte sazonalidade e em sistemas de forte sincronia.
Nos tdltimos anos tem-se notado uma maior exploragao das possibilidades desses métodos e 0 CCM ¢é
um dos que estdo na vanguarda dessas investigagdes. Formulacdes derivadas do CCM tem aparecido e
dentre elas destacamos algumas, como o extended cross-convergent mapping [30] que varia o horizonte
de predi¢do para distinguir relacdes causais com atraso. Temos também o cross-embedding [39] que
sugere uma forma de diminuir a dimensdo de embedding, e mais recentemente a no¢ao de causalidade
topoldgica [40]. Assim podemos futuramente explorar outras situagdes com relacdes mais claras de
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causa mas que exijam maiores conjuntos de dados. Ha trabalhos que se utilizam do CCM para esclarecer,
por exemplo, os fatores do clima global para os episédios epidémicos de doengas sazonais, como a
gripe [41]. Esse sistema tem relacdes de causa e efeito mais claras, porém, exige um maior poder de
processamento, pois o conjunto de dados é muito maior [42]. E crescente as aplicagdes do CCM como
também a necessidade de um melhor estabelecimento daquilo que se tem por causalidade e este trabalho
tem a construir mais um pedago nessas investigagoes.
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