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Resumo: Redes Neurais Artificiais sdo sistemas dindmicos que
possuem altas taxas de computagdo por utilizarem um nimero
elevado de elementos processadores simples com alta taxa de
conectividade entre si. Redes neurais com conexdes
retroalimentadas fornecem um modelo computacional capaz de
resolver varios tipos de problemas de otimizacdo. Este artigo
apresenta uma nova abordagem para resolver problemas de
programacdo dinamica utilizando redes neurais artificiais. Mais
especificamente, uma rede de Hopfield modificada é
desenvolvida cujos parametros internos sdo computados
utilizando a técnica de subespago-valido de solucGes. Estes
pardmetros garantem a convergéncia da rede em direcdo aos
pontos de equilibrio que representam as solugdes (ndo
necessariamente Gtimas) para o problema de programacao
dindmica. Resultados de simulagGes sdo apresentados para
validar a abordagem proposta.

Palavras Chaves: Redes neurais artificiais, programacéo
dindmica, redes de Hopfield, otimizacéo de sistemas.

Abstract: Systems based on artificial neural networks have
high computational rates due to the use of a massive number of
simple processing elements and the high degree of connectivity
between these elements. Neural networks with feedback
connections provide a computing model capable of solving a
large class of optimization problems. This paper presents a
novel approach for solving dynamic programming problems
using artificial neural networks. More specifically, a modified
Hopfield network is developed and its internal parameters are
computed using the valid-subspace technique. These
parameters guarantee the convergence of the network to the
equilibrium points which represent solutions (not necessarily
optimal) for the dynamic programming problem. Simulated
examples are presented and compared with other neural
networks. The results demonstrate that proposed method gives
a significant improvement.
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1 INTRODUCAO

A habilidade de Redes Neurais Artificiais (RNA) em
solucionar problemas complexos e variados tem as tornado
uma abordagem interessante que pode ser aplicada em diversas
areas de engenharia e ciéncias. Os sistemas baseados em RNA
oferecem um método alternativo para solucionar problemas
relacionados a otimizagdo de sistemas, com um potencial
expressivo para implementacdo em hardware. Entre os tipos de
problemas de otimizacdo que podem ser resolvidos por redes
neurais artificiais destacam-se: problemas de otimizacdo
combinatorial (Hopfield e Tank, 1985), problemas de
programacdo linear (Zak et alli, 1995), problemas de
programacdo ndo-linear (Kennedy e Chua, 1988; Romero,
1993; Tagliarini et alii, 1991), problemas de roteamento em
redes de comunicagdes (Rauch e Winarske, 1988), e problemas
de otimizacdo irrestrita (Jeffery e Rosner, 1986; Levy e Adams,
1987).

Normalmente, a resolucdo de problemas de otimizacdo através
da técnica de programacdo dinamica envolve a utilizacdo de
relagbes  dindmicas  de  recorréncia  desenvolvidas
principalmente por Richard Bellman (Hillier e Lieberman,
1980). Embora a programacdo dindmica seja uma técnica
poderosa para resolver uma variedade muito grande de
problemas de otimizagdo, sua utilizacdo tem sido limitada
devido a relativa ineficiéncia computacional (e.g. tempo de
processamento, memoria) exigida pelo algoritmo tradicional
(Kirk, 1970). As redes neurais artificiais tornam-se portanto
uma abordagem alternativa que pode ser aplicada
eficientemente neste tipos de problemas. Entre as principais
vantagens em se utilizar a abordagem de redes neurais
artificiais em programagdo dinamica, destacam-se: i) a
capacidade intrinseca de operacdo em paralelo; ii) a
simplicidade de implementacdo em hardware; e iii) o alcance
de altas taxas de computacdo por intermédio de elementos
simples de processamento.

Varios problemas praticos de engenharia que modelam
sistemas do mundo real podem ser resolvidos através da
aplicacdo de programacdo dindmica. Entre as principais
abordagens de redes neurais artificiais aplicadas em problemas
de programacdo dinamica para engenharia elétrica pode-se
destacar: a abordagem neuro-nebulosa utilizada no controle de
poténcia reativa de uma subestacdo (Hsu e Lu, 1998); a rede
neural projetada para alocacdo dindmica de largura de banda
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em redes de comunicacbes (Bolla et alii, 1998); a técnica
neuro-fuzzy usada em controle de trafego e transporte (Henry
et alii, 1998); e o projeto de redes neurais que implementam
um modelo de programacdo dindmica nebulosa (Kacprzyk et
alii, 1999).

Um problema tipico de programacdo dinamica pode ser
modelado como um conjunto constituido de um no fonte e um
né destino, com n estagios intermediarios e m estados em cada
estagio, conforme ilustrado na Figura 1 paran=4em=3.0
custo associado da transicdo do i-ésimo estado pertencente ao
X-6simo estagio para o j-ésimo estado pertencente ao estagio
seguinte, x+1, é dado pela varidvel constituida de indices
duplos denotada por dxi, (x+1)j, onde x é o indice dos estagios, i
e j sdo os indices dos estados em cada estdgio. Como
ilustracdo, para a Figura 1, o custo d seria denotado por d11,23.
O objetivo entdo é encontrar um caminho composto de um e
somente um estado em cada estagio, partindo da fonte em
direcdo ao destino (abordagem forward), e que satisfaca algum
critério de otimizacao.

Assim, o objetivo do problema de programacdo dindmica
considerado neste artigo € encontrar 0 menor caminho entre
todos os caminhos possiveis (problema do caminho minimo —
shortest path problem), que se inicializa no no fonte e finaliza
no nd destino, passando-se por um Unico estado em cada
estdgio. Admite-se que cada n6é de estado possa ser
convenientemente  considerado como um elemento
processador (neurbnio) do i-ésimo estado pertencente ao x-
ésimo estagio.

Para este tipo de problema, as principais abordagens neurais
utilizadas sdo o modelo baseado em redes neurais primais/duais
proposto por Wang (1998), e a arquitetura neural recorrente
desenvolvida por Chiu et alii (1991). Nestas redes, 0s termos
de otimizacdo e de restricdes associados com o problema de
programacdo dindmica sdo tratados em um (nico estagio.
Consequentemente, torna-se necessario especificar
corretamente os pardmetros de ponderacdo associados a cada
termo de restricdo, e também estipular mecanismos com o
objetivo de evitar a interferéncia dos termos de restricbes com
0 de otimizacdo. Para contornar estes problemas, que
dificultam o processo de convergéncia da rede, desenvolve-se a
rede de Hopfield modificada que é aplicada na solucdo de
problemas de programacao dindmica.

Estdgio 1 Estagio 2 Estagio3 Estagio 4

Figura 1. O Problema de Programacéo Dinamica.

A rede de Hopfield modificada foi desenvolvida com o
objetivo de que seus pontos de equilibrio correspondem a
solucdo do problema de programacdo dindmica considerado.
As principais caracteristica desta rede sdo: i) inexisténcia de
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constantes de ponderacdo; ii) todas as restricBes estruturais
envolvidas ao problema de programacdo dindmica sdo
agrupadas em um Unico termo de restricdo; iii) ndo ha
interferéncia entre termo de otimizacdo e termo de restricdo; e
iv) nenhum pardmetro de inicializacdo (controle) é requerido
para a execucdo da simulacdo. Uma andlise do comportamento
dindmico da rede sera também realizada para ilustrar o
processo de convergéncia da rede em direcdo as solucdes
6timas (pontos de equilibrio).

2 A REDE DE HOPFIELD MODIFICADA

Redes neurais artificiais fornecem um novo método para
resolver problemas de programacdo dindmica por explorar
arquiteturas de processamento inerentemente paralelas e
adaptativas (Haykin, 1994; Cichoki e Unbehaven, 1993). Neste
trabalho, desenvolve-se uma rede de Hopfield modificada cujos
pontos de equilibrio correspondem a solugdo do problema.
Como descrito em Hopfield e Tank (1985), as redes de
Hopfield sdo redes de uma Unica camada com conexdes
realimentadas entre os nés. A equacgdo nodal para uma rede de
Hopfield com N neur6énios é dada por:

N
mmzﬂmm+2mmm+$ (1)
1=

vi(t) = 9(ui (®)) )
onde:
u;(t) é o estado corrente do i-ésimo neurdnio.
vj(t) é a saida do i-ésimo neurdnio.

iib indica a entrada correspondente ao i-ésimo neurdnio.

n.u;i(t) € um termo de decaimento passivo.
Tjj € 0 peso de conexdo entre o i-€simo e j-ésimo neuronio.

Na equacdo (2), g(u;(t)) é uma funcdo mondtona crescente que
limita a saida de cada neurénio para um valor predefinido.
Mostra-se em Tank e Hopfield (1986) e Silva et alii (1997) que
se T é simétrica e n=0, os pontos de equilibrio da rede
correspondem aos valores de v(t) que minimizam a funcdo de
energia associada a rede. Esta funcéo de energia é dada por:

E@) = —%v(t)T Ty -v)"iP 3)

Portanto, o mapeamento do problema de programacéo
dindmica utilizando uma rede de Hopfield consiste em
determinar a matriz de pesos T e o vetor i’ para se obter 0s
pontos de equilibrio da rede que correspondem as soluces
6timas do problema. A funcdo de energia {E™(t)} utilizada
neste artigo serd composta de dois termos de energia como
definido a seguir:

E™(t) = E®"(t) + E*(t) (4)

onde: E©"(t) ¢ um termo de confinamento que agrupa as
restricfes estruturais (um e apenas um neurdnio deve estar
ativo em cada estagio) impostas pelo problema de programacao
dinamica, e E°(t) é um termo de otimizag&o que conduz a saida
da rede para os pontos de equilibrio que correspondem a
restricdo de custo (comprimento total do caminho deve ser
minimo). Assim, a minimizacdo de E™(t) da rede de Hopfield
modificada é conduzida através de duas fases distintas:

i) minimizacéo do termo E*"(t):
ECOFIf (t) - — % V(t)TTCOHf V(t) _V(t)T'iCOHf (5)

onde: v(t) é a saida da rede, T®" ¢ a matriz de pesos e i®" é o

vetor de entradas pertencentes a E®". Esta operacdo



corresponde ao confinamento de v(t) para um subespago-valido
que confina as restri¢cbes estruturais impostas pelo problema.

i) minimizacdo do termo E%(t):

E%(t) = —%v(t)T.TOt.v(t) —v(p)" i (6)

onde: T é a matriz de pesos e i é o vetor de entradas
pertencentes ao termo E®. Esta operagdo corresponde em
mover v(t) em direcdo a uma solucdo 6tima representada pelos
pontos de equilibrio da rede.

Para uma grande variedade de problemas com restricdes que
podem ser resolvidos pela rede de Hopfield, através da
decomposicdo da funcdo de energia da rede (4) nas duas
parcelas dadas nas equaces (5) e (6), verifica-se que 0s pontos
de equilibrio da rede, correspondentes aos valores de v que
minimizam a funcdo de energia E©" dada pela equacio (5),
pertencem todos a um mesmo subespago-comum (Aiyer et alii,
1990). Este subespaco comum, denominado subespaco-valido
de solugdes, possui equacdo definida por:

v(t+1) = T y(t) +s 7)
onde:
« T" ¢ uma matriz projecdo (isto é: T™®.T" = T") que projeta
o vetor v dentro do subespago-valido (v'* = T*.v, onde v'®' é a
componente de v projetada sobre o subespago-valido).

e s é um vetor que esta relacionado com as restricdes do
problema a ser resolvido. Este vetor é ortogonal ao subespaco-
valido (T"s = 0).

Utilizando a abordagem de subespaco-valido, a operagdo da
rede de Hopfield modificada consiste de trés passos principais
como descrito na Figura 2:

Passo (1): Minimizagéo de E®™: corresponde & projegéo de v(t)
no subespaco-valido gerado por todas as restricGes estruturais
impostas pelo problema. Este subespaco é definido por:

V(t+1) = T?y() + 5 = Ty + i (8)

onde: T' é uma matriz projecdo (T™.T® =T e T s=0.
Esta operacdo corresponde a uma minimizacdo indireta de
EC(t), isto &, T®" = T" e {®" =s. Uma descricdo detalhada
da técnica do subespago-valido é apresentada em (Aiyer et alii,
1990; Silva et alii, 1997).

Passo (I1): Aplicagdo de uma funcdo de ativacdo ‘rampa-
simétrica’ restringindo v(t) dentro de um hipercubo:

Hl , Se vi>1
g'(v)=0v;, se 0=y <1 (9)
HO, se v <0

onde v; O [0,1]. Este passo assegura que os elementos do vetor
{v} de saida da rede estejam sempre entre 0 e 1. Apés a
convergéncia do loop interno (Figura 2), o qual é realizado
através das aplicacBes sucessivas dos passos (1) e (I1), a rede
esta pronta para executar um passo de otimizacao (Passo IlI).

Passo (I11): Minimizagdo de E*: consiste na alteragio de v(t)
em direcdo a uma solucdo 6tima (definida por T e i) que é
alcancada com a minimizacdo de E”. Neste caso, o termo E*
representa uma funcdo custo para o problema de programacéo
dindmica. Utilizando a funcdo de ativacdo ‘rampa-simétrica’ e
assumindo n=0, a equacéo (2) torna-se:

v(t) = g'(u(t)) = u(t)

)
SR

V(t+1)=TC0nf.V(t)+iC0nf
- @

()
TV )
g'(v) A

v(t v(t)

@1y

Av(t):At.(T°t.v(t)+i°tﬂm;

Figura 2. A Rede de Hopfield Modificada.

Comparando esta equacdo com (1) e (6), tem-se:

M =y =- aEOt(t)

dt ov
Av = -At.OE%(v) = At(T + i%) (10)

Como observado na Equagdo (10), a minimizacio de E*
consiste entdo na alteragdo de v(t) na direcdo oposta ao
gradiente de E*. Entfo, as aplicacdes sucessivas do passo (111),
seguidas pelas execucdes dos passos (1) e (I1), levam a saida da
rede para um ponto de equilibrio que corresponde a uma
solucdo localmente 6tima do problema de programacao
dindmica. Estes resultados sdo também vélidos quando uma
funcdo de ativacdo do tipo ‘tangente hiperbélica’ é utilizada
(Abe, 1993).

~

V(t) —v(t)+Av

Assim, cada iteracdo da rede de Hopfield modificada possui
dois estagios distintos. Primeiro, como descrito no Passo (l1),
v é alterado utilizando apenas o gradiente do termo E°.
Segundo, apds cada iteracdo, v € diretamente projetado no
subespaco-valido. Este é um processo iterativo, em que v é
ortogonalmente projetado no subespago-valido (Passo 1), e em
seguida os seus elementos séo restringidos no dominio [0,1]
através da funcdo de ativacdo ‘rampa-simétrica’ (Passo II).
Portanto, o mapeamento de problemas de programagéo
dindmica através da rede de Hopfield modificada consiste em
obter as matrizes de pesos T™ e T®" e os vetores i e i®".
Estas expressdes sdo determinadas na Secdo 4. Na préxima
secdo, a analise da dindmica da rede no contexto do subespaco-
valido ¢ apresentada.

3 ANALISE DA DINAMICA DA REDE DE
HOPFIELD MODIFICADA

Nesta secdo, analisa-se a convergéncia da rede de Hopfield
modificada cuja dinamica de operacdo é implementada através
dos passos (I)-(111) apresentados anteriormente. Em particular,
considera-se que a regido de operacdo na qual o vetor v esta
contido é limitada pelo hipercubo definido pela funcdo de
ativacdo ‘rampa-simétrica’ (9). A equacdo nodal descrevendo o
comportamento dindmico desta rede é obtida a partir de
(1) paran =0 e v(t) = u(t), ou seja:

N
vj(t) = zTij'Vj(t) + iib
j=1

A andlise dindmica da rede é portanto inicializada com a
obtencdo de uma equacdo para vV ", componente de vV que

pertence ao subespaco-valido.
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Como na rede de Hopfield modificada a saida v é
constantemente confinada ao subespa(;o -valido pela aplicacgdo
do passo (I) descrito na Secdo 2, isto é { v = Ty + ©"},
entdo qualquer componente de VvV ortogonal a V" é
continuamente suprimida. Logo, a componente v ©" (ndo V)

caracteriza melhor a dindmica global da rede. Assim, tem-se:
' conf _ -I-conf V - Tconf(-l-otv + Iot)
- Tconf(-l—ot(-l—conf v+ Iconf) + Iot)
- -I-conf-l-ot-l-conf v+ Tconf(-l-ot iconf+ iot) (11)
A partir da equagdo (11), verifica-se que a componente V ©" é
constituida de duas partes, um termo constante {T°"(Ti cont 4 +
i°)}; e um termo dependente de v, {T"TT*"v}. Estas
expressdes podem ser simplificadas por:
-I-conf-l-ot-l-conf: A (12)
Tconf(-l—ot iconf+ iot) =h (13)
Substituindo (12) e (13) em (11), obtem-se:

V= Av+b=Av+b (14)

onde: Vconf - Tconf.v e -I-conf.-l-conf - Tconf.

Com v confinado ao subespaco-valido (isto é: v = Ty + j

e T i = 0), E” pode ser expressado como:

Ot =-1,Tay-pTy 15
2

conf

Na equacdo (15) observa-se que a dindmica de v =v
A.v + b simplesmente resulta num processo de otimizagdo de
E em relagdo ao subespago-valido. Logo, o objetivo consiste
em obter uma solugéo vélida que minimiza E.

Corolario: A solugdo geral de um sistema linear invariante
no tempo (autdnomo) do tipo descrito por v " = Av®" + b,

com ve°"(0) = v§" ¢ dada por:

t

conf (t) _ eAtvCOHf J.eA(t_T)b.dT (16)
0
onde vgonf é um vetor de elementos aleatorios pequenos

conf

correspondendo ao valor de v-°" no instante de tempot =0

Definicdo: A exponencial de uma matriz quadrada A é definida
pela série de poténcias dada por:

Entdo, rescrevendo a equagdo (16) como séries de poténcias,
tem-se:

yeonf ® = Z _ Ak conf J-Z t-9° T) AKb.dt

k conf
Z q A
O
_ tX k. conf Akb k+l
_zWAVO * £ k! %H

00

© k+1
t k conf t k
Z? Zo(k+1)!A b n

A b K
AD ik
k!

!
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Para analisar o comportamento de v durante o processo de

convergéncia da rede, considera-se os vetores v, v Conf eb

escritos em termos de suas componentes que Seréo expressas
no espaco coordenado gerado a partir dos autovetores
normalizados de A. Assim, considera-se que A tem
autovalores Ay, A,, ..., Ay, cujos autovetores normalizados sdo
Uy, Uy,..., U,. Para distinguir os autovalores nulos e ndo-nulos de

A, define-se o conjunto Z tal que A;=0parai 0 Ze A; # 0 para
i O Z. Decompondo-se v&, vgonf e b ao longo dos

autovetores de A, tem-se:

yeonf — zvlui conf zolul b= zbiul (18)

onde v;, 0; e b; referem-se respectivamente aos valores da i-

conf . conf

esima componente de V", v5~ e b, representado no espago

coordenado gerado a partir dos autovetores de A. Portanto, a
partir de (18), obtem-se:

n n
Akygont = Z oMy Afp= Z by (19)
1=1 =1

Substituindo a equacéo (19) em (17) resulta-se em:

v = Z K ZO'Ak“' Z & +1)|ka”'
|=1
tk+1}\k+1 tk 10k

_ by
_;quikzo Z uZ<k+1)' " b Z<k+1>!
= ;e)\itoiui + éi—?(‘;Tf D +%Quit

n
T At By At
=3y elou+ ) =€ -D+ ) bhut (20)
A equacdo (20) é completamente geral para quaisquer valores

arbitrarios de A, b e vconf Entretanto, esta equacio pode ser

simplificada se A e b forem definidas como nas equacgdes (12)
e (13). Neste caso, 0s autovetores de A com autovalores zero
serdo confinados ao transpor o subespaco ortogonal ao
subespaco-valido, enquanto b sempre permanece no
subespaco-valido {b; = 0 para i O Z}. Assim, a equacdo (20)
torna-se:

n
v =y etlou + %(@It -1) (21)
1=1 iz

Agora torna-se também importante examinar a equacao (21)
para valores pequeno e grande de t. Para t suficientemente
pequeno, tem-se a seguinte aproximagao:

e)‘it =1+t

Substituindo esta aproximacdo em (21), tem-se:
n
VT = Y T+ A +bitlu (22)
1=1

conf

Observa-se que para um vy aleatoriamente pequeno, 0s

termos o; sdo frequentemente pequenos em comparagao com 0s
b; . Logo, a equagdo (22) transforma-se em:



veort ) = tz bu =tb (23)
1=1

conf

Analisando a equacdo (23), nota-se que v*"" inicialmente parte
na direcdo do vetor b. No limite, quando t é muito grande, a
equacdo (21) indica que V" tenderd em direcdo aos
autovetores de A correspondente ao maior autovalor positivo.
Neste caso, a partir dos resultados advindos de Aiyer et alli
(1990) e Vidyasagar (1992), os pontos de equilibrio da rede
podem ser iterativamente computados visto que o estado da
rede partindo de uma posicdo inicial arbitraria sempre
convergira para um ponto de equilibrio estavel. Este ponto de
equilibrio é sempre limitado pela funcdo de ativacdo ‘rampa-
simétrica’ definida em (9).

Embora o processo de convergéncia em direcdo aos pontos de
equilibrio seja garantido, deve-se observar que isto ndo implica
na obtencdo de um ponto de minimo global em relacdo a
funcdo de energia E™(t) associada a rede de Hopfield
modificada. Entretanto, para todas as simulagBes realizadas
neste trabalho, a rede sempre converge para um ponto de
energia minima que corresponde a uma solugdo razoavel
(proxima da solugdo globalmente 6tima) do problema de
programacdo dindmica.

4  MAPEANDO PROBLEMAS DE
PROGRAMACAO DINAMICA ATRAVES
DA REDE DE HOPFIELD MODIFICADA

Nesta secdo, introduz-se inicialmente a notacdo empregada
para vetores e matrizes envolvidos com o mapeamento de
problemas de programacdo dindmica, e também define-se as
propriedades de produtos de Kronecker que serdo usadas. Em
seguida, utiliza-se esta notacdo na derivacdo das expressdes
para Tconf Tot iconf e iot

Notacéo e Definices

Considera-se que o vetor p O 0" representa uma solucéo de um
problema de programacdo dindmica com n estagios e m estados
em cada estagio. O valor p; fornece a posi¢do do estado ativo
no i-ésimo estagio. Assim, 0s elementos pertencentes a p
possuem valores inteiros definidos por:

p; O0{1,...m}, onde i O{l.n} (24)

Como uma ilustracdo, considera-se o problema de programacéo
dindmica com 5 estagios e 4 estados em cada estagio (n=5 e
m=4), cuja solucdo final é dada por: estado 3 no estagio 1,
estado 2 no estagio 2, estado 4 no estagio 3, estado 4 no estagio
4, e estado 1 no estagio 5. O vetor p representando esta solugdo
seria dado por:

p=[32441]

Consequentemente, o vetor p pode ser representado por um
vetor v, composto de uns e zeros, que representa a saida da
rede. Esta representacdo sera feita utilizando a notacdo por
produtos de Kronecker (Graham, 1981). Utilizando esta
notacdo, tem-se as seguintes definicoes:

& é uma matriz (6 O ann) definida por:

1,sei=]j

0,sei#] (25)

6ij:§

» (k) € um vetor coluna (8(k) O O") correspondente a k-ésima
coluna da matriz 8. Os elementos deste vetor s&o definidos por:

1, sei=k

6i(k):[]0,se ik

(26)

* v(p) é um vetor de dimensdo n.m representando a forma final
do vetor v, relacionado a saida da rede, e que corresponde a
solucdo do problema fornecido por p. O vetor v(p) é portanto
definido por:

Eﬁ(pl)g
v(p)= %“f’?’g (27)
(pn)E
* V/(p) é uma matriz de dimensdo nxm definida por:
B pﬁig
=(p2) O
V(p) =5 52 E (28)
%(pn)T g
onde [V(p)];j = [8(pi)]; -

« POQ denota o produto de Kronecker de duas matrizes. Se P é
uma matriz nxn e Q é uma matriz mxm, entdo (POQ) é uma
matriz (n.m)x(n.m) dada por:

MQ RN ... QO

0: : . 0
ﬁle PnZQ PanE

Para o exemplo ilustrativo descrito anteriormente, admitindo
que a solucdo final para um problema de programacdo
dinamica seja entdo dado porp=[3 2 4 4 1], os valores dos
elementos do vetor v(p), (k) e da matriz V(p) seriam dados
por:

(29)

v(p)=[0010 0100 0001 0001 1000]"
3p)"  B(p)" B(pa)"T B(p)T  8(ps)

00 1 00
o 1 0 od
V(D=0 0 0 17
M 0 0 1O
5 0 0 oF

« wlh denota o produto de Kronecker de dois vetores. Se v é
um vetor de n elementos e h € um vetor de m elementos, entao

(wIh) é um vetor de n.m elementos dado por:
w..hO
0
wOh= %’V?'hm
- 0
fvnhE
« vec(U) é uma funcdo que mapea uma matriz U de dimensédo

mxn em um vetor v de n.m-elementos. Esta fungdo é definida
por:

(30)

v =vec(U) = [Uy Usp..Um U1 UgpeUny Ugn Uy U]
(31)

As propriedades de produtos de Kronecker que serdo utilizadas
sdo (Graham, 1981):

(wOh)'(x0g) = W'x)(h'g) (32)
(POQ)(wWilh) = (PwCIQh) (33)
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(PTOQ") = (POQ)’ (34)
(POQ)(ECIF) = (PELIQF) (35)
vec(Q.V.P") = (POQ).vec(V) (36)

« 0" e O" sdo respectivamente um vetor de n elementos e uma
matriz de dimensdo nxn com valores unitarios, isto é:

Eg]]'l_ 1Dpara i, jO{1..n} (37)

« R" é uma matriz projecdo (isto é: R".R" = R") de dimenséo
nxn definida por:

R" = |”—%on (38)
onde 1" é a matriz identidade de ordem n.

A pos-multiplicacdo por R" transforma a soma dos elementos
de cada linha de uma matriz para zero, enquanto a pré-
multiplicacdo transforma a soma dos elementos de cada coluna
para zero.

Definindo as Equacdes de T e i

-conf

As equacdes de T e i sdo desenvolvidas com o objetivo de
forcar a validade das restrigdes estruturais. Para o problema de
programagdo dinamica, com n estagios e m estados, estas
restricbes implicam que um e apenas um estado em cada estagio
pode estar ativado. Assim, cada linha da matriz V(p), obtida
apo6s a convergéncia da rede, deve conter um Unico valor 1.
Matematicamente, define-se a matriz V(p) por:

V()] 0 {L.0}

S V(P =1 (39)

El

Neste caso, um subespaco-valido (V = TV + 1°M para o
problema de programacdo dindmica pode ser representado
inicialmente por:

conf _y;— 1 AN mT
| —V—ﬁo.o (40)

A equacdo (40) garante que a soma dos elementos de cada
linha da matriz V possui valor igual a 1. Portanto, a matriz
resultante da multiplicagdo de T por V em {V = T®"V +
1°"} deve possuir elementos iguais a zero a fim de garantir que
a soma dos elementos de cada linha de V seja igual a 1. Usando
as propriedades da matriz R definida em (38), tem-se:

V.R™=T"V (41)

I"V.R" = Ty (42)
Substituindo as equacgdes (40) e (42) na equacdo do subespaco-
valido (V=T"V + I°™) tem-se:

T

V=1"V.R" +% 0".o" (43)
Aplicando o operador vec(.) dado por (36) na equacdo (43),
obtem-se:

.
vec(V) = vec(I".V.R™ + %vec(o”.l.om )
vec(V) = (1" O R™).vec(V) +% ("0 o™) (44)

Consequentemente, substituindo vec(V) por v na equacao (44),
tem-se:
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v=(I"OR™.v+ %(o” do™) (45)

Comparando a equagdo (45) com a respectiva equacdo do
subespaco valido {v = T®v + i verifica-se (por
identidade) que os parametros T%" e i®" s&o dados por:

-conf

"= (1"OR") (46)
o= 1 o0 om) (47)
m

As equacdes (46) e (47) também satisfazem as propriedades do
subespaco-valido, isto & T e = eont g peont jeont —

Definindo as Equacdes de T e i

Para os problemas de programacdo dindmica, a fungdo de
energia E* da rede de Hopfield modificada é projetada para
encontrar um caminho minimo entre todos os caminhos
possiveis. Quando E® é minimizada, a solugdo Otima
corresponde a um estado de menor energia da rede. A fungéo
de energia E* é definida por:

f 1 n-Im m
ot _
E™ = Z[Z Z z yi (x+1) jVxiVex+1) j +
x=11=1 1:1 10. Termo
Z Z z d(x—l)] Xi* VXIV(X—].)]] + (48)
x=21=1 j=1 20.Termo
1 m n m
Z Z d fonte,xiVxi + Z Z dyi, destinoVxil
X=L1=1 "3 Termo . X1 40, Termo

Nesta equacdo, o primeiro termo define o peso (custo
métrico) da conexao ligando o i-ésimo neurdnio do estagio x
ao j-ésimo neuronio do estagio posterior (x+1). O segundo
termo define o peso da conexdo ligando o i-ésimo neurdnio do
estagio x ao j-ésimo neurdnio do estagio anterior (x-1). O
terceiro termo fornece o peso da conexao ligando o no fonte a
todos os outros nés do primeiro estagio, enquanto o quarto
termo fornece o peso da conexdo ligando o n6 destino a todos
0s outros nos do Ultimo estagio. Deve-se ressaltar que o
primeiro e segundo termo sdo responsaveis pelo encadeamento
entre todos os estagios do problema de programacao dinamica.
Portanto, a otimizacdo de E® corresponde a minimizar cada
termo dado por (48) em relagdo a v,;. Assim, derivando-se a
funcéo de energia E*, dada em (48), em relagéo a v,; (gradiente
de E%), tem-se:

_ 0™
aVXI [Z dXI J(x+D) j V(x+1)] +Z d(x—l)] Xi V(X—l)j]

x<n x>1 (49)

-d fonte,xi — dX|,dest|no

x=1 X=n

Para obter a matriz T* e o vetor i®, define-se a matriz Pyy;
como sendo a matriz cujos elementos correspondam ao custo
métrico de conexao ligando o i-ésimo neurdnio pertencente ao
estagio x ao j-ésimo neurdnio pertencente ao estagio y, ou seja:

i,j O{1.
[P]XI yj ~ =1 dX| yj ,Jy D{{lr?]}}: (50)

No problema de programacéo dindmica abordado neste artigo,
0 encadeamento entre todos os estagios € realizado através da

- . nn . x
definicdo de uma matriz Q O O *, cujos elementos sdo
especificados por:

[Qlyy = Opcrnyy + Sx-vyy (51)



Como ilustracdo, para um problema de programacdo dindmica
com 5 estagios (n = 5), a matriz Q seria dada por:

00
ot
O
S
10

0H

Entdo, a matriz T" e o vetor i® , pertencente ao termo de
energia E%, deduzidos a partir da equacdo (49), podem ser
representados em funcdo das matrizes definidas nas equacgdes
(50) e (51), ou seja:

o)

1
NPT, WAND=
cor or
or or o
P or oo

[T*T5a == [Play; - [Qly (52)
iOt = _[d fonte11 dfonte,lZ dfonte,lm 00..00
—_——
m m.(n-2) 53)
dnJ,destino dn2,destino---dnm,destino] (
m
onde: Tm "M g jorg g™
p=m.(x-1) +i
q=m.(y-1) +]
x, yO{1.n}
i, j O0{1l..m}

A Figura 3 ilustra a rede de Hopfield modificada utilizada para
resolver o problema de programacdo dindmica composta por n
estagios e m estados em cada estagio. A operacgdo desta rede é
dindmica, isto é, depois de aplicar um conjunto de novas
entradas, as saidas sdo calculadas e retroalimentadas com a
finalidade de modificar as entradas do instante anterior. Ap6s
este processo de convergéncia, um sinal (passo) de otimizacdo
é aplicado e todo o processo € repetido novamente até a
convergéncia total da rede.

Vi Vo V3 .. Vim

Bloco de

Otimizacéo
oo

iOt e
nm

Figura 3. A Rede de Hopfield Modificada Utilizada Para
Programacéao Dindmica

Como observado na Figura 3, o nimero de neurdnios utilizado
para cada problema de programacdo dindmica equivale ao
namero de estagios {n} multiplicado pelo nimero de estados
{m}. Para ilustrar o desempenho da rede neural proposta e
comparar 0s resultados com outras abordagens, alguns
exemplos de simulagdes sdo apresentados na proxima secao.

5 RESULTADOS DE SIMULACAO

Os exemplos a seguir ilustram a aplicacdo da rede neural
desenvolvida nas se¢des anteriores.

Exemplo 1

A Figura 4 mostra um problema simples a ser resolvido pela
rede de Hopfield modificada. Os valores dos pesos (custo de
conexao) estdo também indicados na Figura 4.

Esté_gio 1 Esté_gio 2 Estégio 3
i 6 3 i
1 1 1 5
10
7 3
2 6
12 4
2 2 > 2 | 4 st B

Figura 4. llustracdo do Problema (Exemplo 1).

conf

Para este exemplo, as matrizes T e T, e os vetores i” e i
pertencentes ao termos de energia E” e E®" séo dados pelas
seguintes expressoes:

M 06 7000
@022005
2 006 40
M 036000
M o3 400H
0o5 -05 0 0 0 0O
50.5 05 0 0 0 og
Tconf:DO 0 05-05 0 OI]
o0 0 -05 05 0 0
oo 0 0 0 05-050
Ho o0 o0 0-05 05§

i=flo 12 0 0 5 4

if =Jo5 05 05 05 05 05"

A rede de Hopfield modificada projetada para solucionar este
problema é mostrada na Figura 5. A partir desta figura,
observa-se que 0 nimero de neurdnios necessarios para a
resolucdo do problema é da ordem de seis. Como o ndmero de
estados por estagios é igual a dois, tem-se que a cada sequéncia
de dois neurdnios corresponde ao ndmero de estados de cada
um dos estagios. Assim, se apds a convergéncia da rede a saida
do neurénio v, for igual a 1, entdo isto significa que o primeiro
estado pertencente ao primeiro estagio estara ativado.

A solucdo 6tima deste problema é fornecida pelos estados
sombreados (Figura 4), isto €, estado 2 no estagio 1, estado 1
no estagio 2, e estado 2 no estagio 3. Em todas as simulaces, a
rede de Hopfield modificada convergiu para esta solugdo ap0s
trés iteracBes. Os wvetores p e v(p), e a matriz V(p)
representando a solucéo obtida (apds a convergéncia da rede)
sdo dadas por:

p=[212]
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vip)=[01 10 01]"

7
V(p)=120
9 1

Estagiol

Vi1 Vo V3 ** Vs

Figura 5. A Rede de Hopfield Modificada Utilizada no
Exemplo 1.

A minimizagdo do termo de energia E* garantiu que a solugéo
obtida representa o caminho minimo (E* = 21) entre todos 0s
caminhos possiveis.

Exemplo 2

Para assegurar que a rede proposta pode ser eficientemente
utilizada, alguns problemas de programacdo dindmica foram
simulados e comparados com os resultados obtidos pela rede
proposta em Chiu et alli (1991).

Tabela 1. Resultados de Simulacéo.

NL’Jm(_ero de | NUmero de DRHM DRC

Estagios (n) | Estados (m)
2 2 3.13 3.25
4 4 2.03 3.12
8 8 1.34 2.00
16 16 1.06 1.85
32 32 1.03 1.61
64 64 1.02 1.39
16 2 3.14 3.21
16 4 1.79 2.98
16 8 1.26 1.85
16 32 1.13 1.79
2 16 1.17 1.53
4 16 1.02 1.60
8 16 1.09 1.76

Para uma comparagdo mais sistematica, utiliza-se a mesma
metodologia de simulacdo usada em Chiu et alli (1991). Neste
exemplo, o nimero de estagios e 0 nimero de estados em cada
estagio foram incrementados passo a passo. Estes nimeros
foram obtidos a partir de valores pertencentes ao conjunto
inteiro definido por {2, 4, 8, 16, 32, 64}. Os pesos das
conexdes (dyy;) ligando os nés da rede foram aleatoriamente
selecionados a partir de um conjunto de ndmeros inteiros
definido por {1, 3, 5, 7, 9}.
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O objetivo foi entdo encontrar o menor caminho possivel que
se inicia no nd fonte, visita um e apenas um n6 em cada
estagio, e termina no no destino. A Tabela 1 mostra os
resultados das simulagdes. Para as instancias com n e m menor
que 32, cada exemplo foi simulado vinte vezes com condicdes
iniciais aleatorias. Outros casos foram simulados dez vezes.
Nesta tabela, as colunas D?"™ e D¢ fornecem respectivamente
os resultados do comprimento médio normalizado computados
pela rede de Hopfield modificada e pela rede proposta em Chiu
et alli (1991). O comprimento médio normalizado para cada
instancia da Tabela 1 é dado por:

Sc

D= ns.(n+1)

(54)
onde S, é a soma dos caminhos selecionados apds a
convergéncia da rede; ny € 0 nimero de simulacGes; e n é o
ndmero de estagios.

Comparando os valores da Tabela 1 verifica-se que a rede de
Hopfield modificada fornece melhores resultados, visto que as
solugdes obtidas (comprimento médio normalizado) sdo
menores em relacdo aquelas computadas pela rede proposta em
Chiu et alli (1991). Os fatores que podem influenciar no
desempenho desta Gltima rede sdo: i) termos de restricdo e o
termo de otimizacdo sdo tratados em um Unico estagio, ii)
interferéncia entre os termos de restricdo e de otimizacdo afeta
a precisdo dos pontos de equilibrio, e iii) o processo de
convergéncia da rede depende do ajuste correto das constantes
de ponderacdo associadas aos varios termos de energia que
compdem a rede.

25
o
EZO
1<)
8
2 15 -
o
e
.§107
I
0,

123456 7 8 91011121314151617181920
Amostra da Simulagdo

Figura 6. Grafico dos Valores Calculados Pela RHM (16
Estagios e 16 Estados).

A Figura 6 mostra os valores obtidos pela rede de Hopfield
modificada quando aplicada a um problema de programagéo
dindmica com 16 estagios (n=16) e 16 estados (m=16) em cada
estagio. Para esta instancia, a qual foram simuladas 20
situagBes distintas, a rede obteve 11 caminhos com
comprimento total de 17 unidades, 8 caminhos com
comprimento total de 19 unidades e 1 caminho com
comprimento total de 21 unidades, resultando assim, num
comprimento médio normalizado de 1.06 conforme
apresentado na Tabela 1.

A rede de Hopfield modificada apresentada trata os termos de
energia em diferentes estdgios. Os parametros T e
(pertencentes a E®™) foram desenvolvidos para forcar a
validade das restrigdes estruturais associadas com o problema
de programagéo dinamica, enquanto que os parametros T* e i



(pertencentes a E®) foram projetados para encontrar um
caminho minimo entre todos 0s caminhos possiveis. Assim, as
principais vantagens em se utilizar a rede de Hopfield
modificada para resolver problemas de programacdo dinamica
sdo: i) termos de restricbes ndo interferem no termo de
otimizacdo, visto que sdo tratados em estagios distintos, ii) um
Gnico termo de energia (E®™) agrupa todas as restricdes
impostas pelo problema, e iii) inexisténcia de de constantes de
ponderacdo para a sua inicializac&o.

Em todas as simulacBes, o vetor v de saida da rede foi
inicializado com valores aleatérios pequenos. Observa-se
também que o aumento do nimero de estados e estagios nao
degrada o desempenho da rede.

6 CONCLUSOES

Neste artigo, uma rede de Hopfield modificada foi
desenvolvida para resolver problemas de programacgéo
dindmica. Uma funcdo de energia E* foi projetada com o
objetivo de encontrar um caminho valido que tenha um
comprimento total minimo entre todos os caminhos possiveis.
Resultados de simulagdes demonstram que a rede proposta é
um método alternativo para resolver estes problemas
eficientemente.

Além de fornecer uma nova abordagem para resolver
problemas de programacdo dindmica, a rede desenvolvida
apresenta as seguintes caracteristicas: i-) um Gnico termo de
energia definido por E©" pode agrupar todas as restricdes
impostas pelo problema; ii-) os parametros internos T e i
pertencentes a E®" podem ser explicitamente obtidos pela
técnica de subespaco-valido de solugdes; iii-) a rede de
Hopfield proposta ndo requer a definicio de qualquer
parametro de ponderacdo para ser inicializada; iv-) termos de
otimizacdo e termos de restricdes envolvidos com o
mapeamento do problema sdo tratados em estagios distintos; e
v-) facilidade de implementacdo em hardware. Uma outra
caracteristica importante da abordagem proposta é que a partir
de uma mesma sistematica de mapeamento é possivel
implementar varias outras classes de problemas de otimizacao
(Silva, 1997). Entre os tipos de problemas que podem ser
resolvidos pela rede de Hopfield modificada destacam-se: i-)
problemas de otimizacéo linear; ii-) problemas de programacéo
ndo-linear; iii-) Problemas de otimizagdo combinatorial, tais
como o problema do caixeiro viajante (Travel Salesman
Problem) e o problema das N-Rainhas); e iv-) problemas de
identificacdo robusta (Silva et alli, 1997).

A principal desvantagem da rede de Hopfield modificada é a
caracteristica off-line de sua arquitetura. Trabalhos futuros
explorardo o uso da abordagem proposta na solucdo de
problemas de programacdo dindmica probabilistica e também
na resolucgdo de problemas de controle étimo.
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APENDICE

A rede proposta por Chiu et alli (1991), para resolver
problemas de programacdo dindmica, é também baseada num

modelo de rede recorrente. A funcdo de energia desta rede, a
ser minimizada, é dada por:

EW) = 3 Ey(1) + 2 Ex() + 51 + ,)

onde:

Ei(v) = Z Z Z CxiVxiCxjVxj + (Z Z CxiVxi ~ n)2

X 1 J#l X

Ex(M)=3 > D Ay poen) jCxiViCoorn) jVexn)j +
X 01 ]
+d(x1) j,xiCxiVxi C(x=1) jV(x—1)

Sy(v) = % z z Z (@ = Cyi)Vyi (L = Cyj)vyj +
X 1 J#
Z a- Cxi)in)2 +

Z z i (x+1) j[CxiVxi (€ = Coxat) NV (x1) j +
i

M 1

+ (1= Cyi)Vyi (L = Crxany jVx+p j1 +

+ dx-1) jxilCxiVxi (1 - Cxn)j)Vix-1)j +
+(1-Cyi Vi (1- Ciny jVix) ]

Sz(V) = a(z Z CyiVxi — n)(z Z (l_CXi)VXi)
+2S Y Y vl o 3y Y Y cqnd-cag

X 1 J# X T JA
+% 2 2 2 A, (x+1) jCOx#1) V) (L~ CxidVi +
i

X

+% z z z dx=1)j,xiCx-1) jV(x-1) j & ~ Cxi)Vxi
i

X

onde: v ¢ a saida da rede.
c é o estado corrente da rede.
n é o numero de neur6nios da rede.
a e b sdo pardmetros de ponderagéo.

A especificacdo adequada para as constantes de ponderagdes a
e b (relativos aos termos de restricdes) necessarias para a
convergéncia desta rede € uma das principais dificuldades em
utilizar esta abordagem. De acordo com as constantes
escolhidas, a interferéncia entre os termos de restricdes e o
termo de otimizacdo afeta 0 nimero de estados minimos da
rede, refletindo-se assim na solucdo obtida por esta rede. Outra
caracteristica fundamental desta rede, é que a mesma nao
utiliza a abordagem do subespago-valido para confinar as
restricfes estruturais.
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