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Resumo

O presente trabalho tem como objetivo utilizar a Geometria Fractal como motivadora
no ensino de areas e perimetros de figuras geométricas FEuclidianas. Além disso, com o
intuito de contribuir para um ensino mais prazeroso e dinamico da Matematica aliado
ao uso das tecnologias propoe-se, por meio do Software Geogebra a criacao de atividades
a serem desenvolvidas no contexto da sala de aula do Ensino Médio no desenvolvimento
de conceitos matematicos como Progressao Geométrica, Geometria, Trigonometria, Loga-
ritmo e nogoes de limites entre outros temas. Apresentam-se os fractais classicos : Tapete
de Cantor, Tapete de Sierpinski, ITha de Koch, Esponja de Menger, Fractal Hexagonal de
Diirer, Fractal Octagonal de Diirer e os fractais circulares: Fractal Circuntexto , Fractal
Tetracirculo, Fractal Antena Circular, Fractal Peneira de Apolonio e Fractal Flor da Vida.
Conclui-se que a Geometria Fractal possibilita ao aluno contemplar o belo e descobrir a
harmonia existente nestas figuras sem deixar de formalizar o seu conhecimento.

Palavras-chave: Fractais, Ensino Médio, Geogebra.



Abstract

The present work aims at using Fractal Geometry as a motivator in teaching areas
and perimeters of Euclidean geometric figures. In addition, in order to contribute to a
more pleasant and dynamic teaching of Mathematics combined with the use of techno-
logies, it is proposed, through the Software Geogebra, the creation of activities to be
developed in the context of the High School classroom in the development of mathema-
tical concepts such as Geometric Progression, Geometry, Trigonometry, Logarithm and
notions of limits, among other topics. The classic fractals are presented: Cantor’s Carpet,
Sierpinski’s Carpet, Koch Island, Menger’s Sponge, Diirer’s Hexagonal Fractal, Diirer’s
Octagonal Fractal and the circular fractals: Circumtext Fractal, Tetracircle Fractal, Cir-
cular Antenna Fractal, Sieve Fractal Fractal Apollonius and Fractal Flower of Life. It is
concluded that Fractal Geometry allows the students to contemplate the beauty and dis-
cover the harmony existing in these figures, without ceasing to formalize their knowledge.

Keywords: Fractal, High School, Geogebra.
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Introducao

Nao ha duvida de que a geometria euclidiana teve um grande impacto na histéria
cultural da humanidade. Nao apenas a matematica, mas a arte, a arquitetura e as ciéncias
naturais criaram suas estruturas a partir dos elementos da geometria euclidiana ou de suas
generalizacoes para geometrias projetivas e nao euclidianas. No entanto, por sua natureza,
a geometria euclidiana parece ser mais adequada para lidar com os aspectos “ordenados”
dos fené6menos ou como uma forma de descrever os produtos da civilizacao do que como
uma ferramenta para descrever as formas “cadticas” que ocorrem na natureza.

Em 1975, Benoit Mandelbrot descobriu novas estruturas geométricas adequadas para
descrever conjuntos irregulares de pontos, curvas e superficies do mundo natural. Ele usou
a palavra “fractais” para essas entidades e inventou uma nova ramificagdo da matematica
para lidar com elas, uma combinacao de geometria, probabilidade e estatistica

Os fractais estao relacionados as areas da fisica e da matematica chamadas Sistemas
Dinamicos e Teoria do Caos, pois suas equacoes sao utilizadas para descrever fendomenos
ordenados gerados aleatoriamente. Estes nao sao explicados pela geometria euclidiana
por possuirem dimensao fracionaria.

Segundo a BNCC (Base Nacional Comum Curricular), o assunto de fractais esta asso-
ciado a competéncia especifica de utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matema-
ticos para interpretar situacoes em diversos contextos, sejam atividades cotidianas, sejam
fatos das Ciéncias da Natureza e Humanas, das questoes socioecondmicas ou tecnologicas,
divulgados por diferentes meios, de modo a contribuir para uma formacao geral.

A matematica fractal estd na raiz do conhecimento universal e, ao aplicd-la, abri-
mos as portas da eficiéncia e da inovacado. A versatilidade apresentada pela referida
habilidade mostra afinidade com diversas areas do conhecimento, como Linguagens, Ci-
éncias Naturais e campos do saber, como Artes e Arquitetura. O uso tecnoldgico, como
o software Geogebra, na construgao de fractais para reproduzir iteragoes (repetigoes) de
padroes, leva o estudante a conceber um tipo de Geometria nao-euclidiana, que representa
mais fielmente as formas encontradas na Natureza. Além disso, podemos observar algu-
mas aplicagoes em tecnologias como antenas fractais, transistor fractal, imagem digital,
classificagdo de laminas histopatologicas, geracao de novas miisicas, mercado financeiro,
neurociéncia, geologia, entre outras.

O objetivo deste trabalho é apresentar aos alunos do Ensino Médio o conceito de
fractais. Os alunos aprenderao sobre processos iterativos, fun¢des exponenciais, limites,
escrever formulas gerais, criar e seguir algoritmos, como, também, calcular areas e pe-
rimetros de figuras cada vez mais complexas. Para tanto, essa dissertagdo sera dividida
nos seguintes capitulos: Conceitos Bdsicos que serao usados nos capitulos subsequentes,
Fractais Classicos, Fractais Circulares, além das atividades que envolvam fractais para o
Ensino de Matematica.
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1 Conceitos Basicos

Ao longo deste capitulo, introduziremos os conceitos matematicos que sao necessarios
a compreensao do tema ao estudo dos fractais utilizando o software Geogebra. Para este
capitulo foram utilizado os livros [4],[10],[12],]15].

1.0.1 Funcao Exponencial

Definigao 1.1. Dada uma funcao definida f : R — R? chama-se funcao exponencial
; f(xr) =a” , em que a € R, 0 < a # 1. O nimero a é chamado de base e o = seu
expoente. A fungao exponencial f(x) = a”, é uma funcao crescente se a > 1 e decrescente
se 0 <a<1.

A funcao exponencial é caracterizada como uma extensao do processo de potenciacao
para expoentes nao inteiros. Quando n € N ; n > 1, a poténcia a" indica a multiplicacao
da base a por ela mesma, tantas vezes quanto indicar o expoente n, isto €,

Desta forma, dado a,b € R* , m,n € Z, temos as seguintes propriedades :

1_ an—i—m — an . am

2. 4" = “
am
3 (an)m — anm
1
4. 7" = —.
a™

a\" a”
o (5) =
AN b\"
™ (3) —(>
8. a’=1

15



16 Conceitos Basicos

1.0.2 Logaritmos

Definicao 1.2. Sejam a,b € R*, com a < 0 # 1, o logaritmo de um nimero positivo
real b, na base a, é o expoente pelo qual a deve ser elevado para se chegar a um nimero
positivo real diferente de 1. Isto é, o logaritmo de b na base a é a solucao de x na equacao
a® =b.

log,b=1x < a” = 0. ,

Sendo log, b pronunciado como o “o logaritmo de b na base a”, onde a: base, b:
logaritmando e z: logaritmo. O logaritmo de base 10 é chamado logaritmo decimal, sua
representacao é dada da seguinte forma:

log,, b = logb.

Propriedades dos Logaritmos

Em qualquer base a, em que a,z,y € R%, a # 1, temos as seguintes propriedades :

O logaritmo do produto de dois fatores reais positivos € igual a soma dos logaritmos
dos fatores.
log, x -y = log, x + log, y.

O logaritmo do quociente de dois fatores reais positivos é igual a diferenca entre o
logaritmo do dividendo e o logaritmo do divisor.

log,, - log, x —log, .
Y

O logaritmo de uma poténcia de base real positiva e expoente real é igual ao produto
do expoente pelo logaritmo da base da poténcia.

log, y" = x - log, y.

A n -ésima raiz de um ntmero é o logaritmo do nimero dividido por n.

1

1
log, /x = log, x» = — - log, .
n

O logaritmo log, x pode ser calculado a partir dos logaritmos de x e de a, ambos com
uma base arbitraria k, utilizando a seguinte formula :
log,. «

log, © = .
log;. a
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1.0.3 Sequéncia Numérica

Uma sequéncia de ntimeros reais ¢ uma funcao real, cujo dominio é o conjunto dos
nimeros naturais. Isto é, uma sequéncia de nimeros reais (a,), ¢ uma funcao a : N — R.

Exemplos :
1 11 1

LY Sl
n/n 23 'n—1

2. 2n—4), =(-2,0,2,--- 2n—4,---).

Uma sequéncia pode ser definida como convergente ou divergente. Quando se afirma
que uma sequéncia é convergente, significa que ela possui um limite, ou seja, existe um
numero real L que, na medida em que o indice n cresce, os termos de x,, vao se tornando
mais proximos desse nimero real L. Quando nao ha limite finito, diz-se que a sequéncia
diverge.

Sequéncias monotonas
As sequéncias mondtonas sao todas as sequéncias crescentes, nao-decrescentes, decres-
centes e nao-crescentes:

(i) crescente:

A sequéncia é crescente quando x, < x,.1, ou seja,

T <Xy <3< <Tp<Tpyy <---Vn;

(ii) ndo-decrescente:

quando z, < z,41, Ou seja,

T <wy <3< < wy S <oV

(iii) decrescente:

quando x, > x,y1, OU seja,

X1 > Ty > Ty > Ty > Tpyy > -0 VN

(iv) nao-crescente:

quando x, > x,.1, ou seja,

X1 > Xg > L3> > Ty > Ty = -2V

Definigao 1.3. Dizemos que uma sequéncia (a, ) esté recursivamente definida quando sao
dados o seu primeiro termo a; e uma lei explicita que relaciona seu n -ésimo termo, n > 1,
com um ou mais termos anteriores, isto é, dada uma funcao a,, = f(ay,as,- -+ ,a,_1). Em
outras palavras, uma sequéncia recursivamente definida é aquela em que seu termo é dado
em funcdo de um ou mais termos anteriores a ele. Sequéncias definidas recursivamente
sdao, também, chamadas de sequéncias indutivas ou recorrentes.
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1.0.4 Progressoes

Progressoes sao sequéncias numéricas com determinada regra ou formulagao. Dentre
estas, existem as progressoes aritméticas, chamadas de P.A, e progressoes geométricas,

chamadas de P.G .

Em uma progressao aritmética P.A, cada termo ¢é igual & soma do termo anterior com
uma constante, denominada razao da P.A, denotada geralmente por r e o primeiro termo
ai.

A razao de uma progressao aritmética pode ser um niimero negativo, zero ou positivo,
assim:

(i) Se a razao é negativa, a progressao aritmética é dita decrescente;
(ii) Se a razao é zero, a progressao aritmética é dita constante;
(iii) Se a razao ¢ positiva, a progressao aritmética ¢ dita crescente.

Proposicao 1.1 Se (ay, as, -+ , a,) é uma progressao aritmética de razao r, entao para
todon € Zy, n > 1, 0n - ésimo termo, denotado por a, pode ser obtido pela formula:

an=a;+(n—1)-r (1.1)

Demonstragio. Pela definicao de progressao aritmética, o termo geral da progressao pode
ser demonstrado por inducao matematica.

Seja P(n)a equagao (1.1) em que é valida a partir do segundo termo pois, por definigao,
cada termo ¢ igual ao anterior mais uma constante fixa r .

as=a;+1-r

Assumindo como hipétese de inducao que a férmula é valida para n = k — 1, k > 1,
k € N*, P(k - 1) a proposigao, observa que:

a1 =a,+(k—2)-r.
Sendo assim, o k -ésimo termo da progressao ¢ dado por:

ag =ap_1+r= (a1 +(k—2)-7)+r
——

H.I
ak:al—i-[r—l—(k—Q)-T}

ar=a;+ (k—1) -7

Portanto, a férmula do termo geral de progressao aritmética é valida para todo n € N*,

an=a;+(n—1) O
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Proposicao 1.2 Seja (ay,as,--- ,a,) uma progressao aritmética de razao r, entao,
para todon € Z,, n > 1, a soma S,, dos n- primeiros termos de uma progressao aritmética
pode ser obtida, pela férmula :

n- (a1 + ay)
Sp=—"7-—7—.
2
Demonstragio. Considerando a progressao aritmética (aj,ag, - ,an_1,0,) , & soma S,

de todos os termos dessa progressao pode ser escrita como :
Sp=a1+a+ -+ ap_1+ay

Sn=ap+ ap_1+ -+ as+ ay.
Somando membro a membro, temos:

2S5, = (a1 +an) + (ag + ap_1) + -+ + (an_1 + a2) + (an + ay)

25, = (a1 + an) + (a2 + an_1) + -+ + (a2 + ap_1) + (a1 + an).

Todos os pares entre parénteses tém o mesmo valor por serem simétricos em relagdo
aos extremos da progressao aritmética;

(a4 an_1) = (a1 +7+a, — 1) = (a; + a,)

(a3 + an—2) = (a1 +2r + a, — 2r) = (a1 + a,)

e, assim por diante. Logo,

25, = (a; + ap) + (a1 + a,) + ... + (a1 + a,) + (a1 + ay,)

n

(a1 4+ ay) - n
—

25, = (a1 +a,) -n= S, = O

Uma progressao geométrica P.G é uma sequéncia numérica na qual cada termo, a
partir do segundo, ¢ igual ao produto do termo anterior por uma constante, a razao da

progressao geométrica é indicada geralmente por ¢, onde ¢ € R e o seu primeiro termo a;.
O termo geral de uma P.G dado por:

Dependendo da razao, a PG pode ser classificada no seguinte modo:

(i) Se g > 1 e a; > 0 entdo a progressao geométrica é crescente;

(ii) Se ¢ > 1 e a; < 0 entdo a progressao geométrica é decrescente;

)
)
(iii) Se 0 < ¢ <1 ea; >0 a progressdao geométrica é decrescente;
(iv) Se 0 < ¢ <1 ea; <0 a progressao geométrica é crescente;

)

(v) Se ¢ < 0, os termos oscilam entre valores negativos e positivos.
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Proposicao 1.3 A soma S,, de n termos de uma P.G ; S,, = a1 +as + - + +a, é dada
por:

ap - (" —1
S, = 1 (g )
(¢—1)
Demonstragio. Seja a P.G de n- termos ; (a1, az, -+ ,a,_1,0a,), a soma de n termos da
P.G, é dada da seguinte maneira:
Sp=a1+a-q+---4a-¢"" (1.2)

Multiplica-se a igualdade (1.2) pela razao ¢, tal que ¢ # 0,

n

¢ Sp=ar-qta-q¢+ - +arq"
Subtrai-se as duas igualdades, onde (¢ - S,, > S,), cancela-se os termos iguais :

q-Sp—Sp=a1-¢"—a

(=1 S=(¢"~-1) a. (1.3)

Dividem ambos os lados na igualdade (1.3) por (¢ — 1) # 0,

a1'(qn_1)'

(¢—1) -

Sp =

Nas aplicagoes de fractais, utilizaremos a razao ¢ onde ¢ # 1 e ¢ > 0. Observe
que, quando temos n — 0o, sendo o primeiro termo constante a;, os valores de a, e .5,
dependerao da razao ¢ em duas situacoes ¢ > 1e g < 1.

Quando ¢ > 1, temos :

nh—r>noo n = nh—I>noo ar- qn_l = nh—I>noo qn_l = oo
. . aj - (qn — 1) aq .
lim S, = lim = - lim (¢" —1) = 0.
Quando ¢ < 1, temos :
. s P T n—1 _
nl£>noo Un = nh—r>noo ar-q a1 nh—r>noo q 0.
“(¢"—1 -1
lim S, = lim W=D —

n—>00 n—>00 (q — ]_)

(¢—1) 1-¢q
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1.0.5 Limite de uma funcao

Definigao 1.4. Considere f uma fungdo e p um ponto do dominio ou extremidade de um
dos intervalos que compoem o dominio de f. Dizemos que f tem limite L, em p, se para
todo € > 0 dado, existir um § > 0 tal que, para todo z € Dy ,

O<l|zr—p|<d=|f(zx)—L|<e.
Tal nimero L que, quando existe é Unico, serd indicado por mlLH}p f(x). Sendo assim;

Ve > 0,30 > 0,Vz € Dy,
xllnpf(a:) =L&

O0<|z—p|<d=|f(x)—L|<e.

Proposicao 1.4 Sejam f, g fungdes e k£ uma constante, suponha que existam os
limites lim f(z) =L e lim g(x) = L, entdo :
T—p T—p

L lim [f(z) + g(2)] =L+ Ly = lim f(z)+ lim g(z).

2. lim k- f(x)=-L= k-xlinpf(x).

T—5p
3. lim,_, f(z)-g(z)=L-Ly = xllnpf(x) - lim g(x).

T—p
- flx) L
4. lim ———~ = —;L :
o5 g(x) Ly’ 170

Limites no Infinito

Definigao 1.5. Seja f uma funcdo e suponha-se que exista a tal que ]a,+oo[C Dy.
Definimos,

lim f(x)=L<&

T—>+00

Ve > 0,40 > 0,0 > a;
r>0=L—e< f(x)< L+e.

Definicao 1.6. Seja f uma fungao e suponha-se que exista a tal que | — 0o, a[C Dy.
Definimos,

lim f(zx)=L<&

Tr—r—00

Ve > 0,40 > 0, -0 < a;
r<—-0=>L—-e< f(x)<L+e.
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Proposicao 1.5 Sejam f, g fungoes e £ uma constante, suponha-se que existam os
limites lim f(z) =L e lim g(x) = Ly, entdo :
T—>00 Tr—>00

L zlgnoo[f(wH g(@)] = L+ Ly = lim_f(z) + lim_g(a).

) =
3. lim f(z)-g(z)=L- L.

r—>r00

flz) L
4 mh_I)Iloom oo

Definigao 1.7. Suponha-se que exista a tal que ]a, +00[C Dy. Definimos :

Ve > 0,30 > 0,0 > a;
e lim f(x)=4oc0
@00 x>90= f(x) >e.
. lim f(2) = Ve > 0,36 > 0,0 > a;
@——o0 r>0= f(x) < —e.

1.0.6 Sequéncia de Limite

Definigao 1.8. Consideremos uma sequéncia de termo geral a,, e seja a um ntmero real.
Definimos;

Ve > 0,dng € N;

n—+00 n>ng=>a—c<a,<a-+te.

e lim an—a(:){

e lim a,=
n—-+oo

Ve > 0,dng € N;
+00 <=
n>nyg= a, > €.

Ve > 0,dng € N;
n>ng= a, < —°¢.

n—--+oo

e lim an:—oo<:>{

Proposigao 1.6 : Suponha que a > 1 e 0 < b < 1, temos os seguintes resultados:

1. lim a* = 4+o00.

T—>—+00

2. lim " =0.
r—>—00

3. lim b" = +o0.
n—+00

Demonstragao. 1. Dado ¢ > 0, dng € N, tal que n > ng = a” > . Como a” é

crescente (a > 1), temos que : & > ng = a® > ¢. Logo, lim a” = +o0.
r—r+00

]
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Identidades Trigonométricas

Proposigdo 1.7 Em um tridngulo ABC qualquer, para lados opostos aos angulos
internos A, B, C', com medidas respectivamente a, b, ¢ valem as relacoes :

(i) a2=0>+c—2-b-c-cos A;
(i) ¥ =a?+c—2-a-c-cosB;

(iii) 2 =a®>+b*—2-a-b-cosC.

No estudo da trigonometria, as féormulas da soma de arcos e as féormulas do arco
duplo sao fundamentais para o calculo do seno, cosseno e tangente dos arcos e para a
simplificacdo de expressoes trigonométricas.

Proposicao 1.8 As fungbes trigonométricas béasicas sdo o seno e o cosseno de um
angulo, justamente porque se pode escrever qualquer outra fungao trigonométrica a partir
das fungoes seno e cosseno. Ha, também nesse mesmo contexto, as féormulas do arco
metade.

Sendo assim, as féormulas da metade do arco seno e cosseno estao definidas da seguinte

forma:
cen Q _ 4 1 —cost o cos Q _ 4 1—{—0030.
2 V 2 2 V 2

Em geometria, o Teorema do circulo de Descartes estabelece a relacao entre quatro
circulos tangentes entre si por meio de sua curvatura.

Teorema do Circulo de Descartes [14] Os raios ry,79,73,74 de quatro circulos
mutuamente tangentes satisfazem:

1 1 1 1 1 1 1 1\2
2. *2—1—*24-*2—1‘*2 :<+‘|—+>.
r ry T3 Ty r Te T3 Ty



2 Fractais Classicos

“A geometria fractal € a geometria das formas irregulares que encontramos na natureza...”

(Mandelbrot, 1982).

O matematico polonés Beinoit Mandelbrot propds, em 1975, o termo “fractal” para
identificar as classes de objetos rugosos, quebrados e aparentemente sem forma que reinam
absolutamente no mundo em que vivemos. O termo fractal tem sua origem na palavra
fractus do Latim, que significa “quebrado” .

A geometria fractal consiste em uma extensao da geometria Euclidiana tradicional,
nao a substituindo, mas trazendo a possibilidade de descrever com precisao objetos dire-
tamente relevantes para a compreensao do mundo real.

Fractais sao caracterizados por detalhes infinitos, autossimilaridade e dimenséao fractal.
Por autossimilaridade, ou autosemelhanca, significa que um objeto é composto de copias e
subcopias em varios niveis que se assemelham a estrutura do objeto todo. Outro fator ¢é a
complexidade infinita esta relacionada ao processo de construcao do fractal, em que cada
etapa de criacao segue um padrao, que pode ser compreendido como do processo anterior.
Isso significa que nunca conseguiremos representa-los completamente, pois a quantidade
de detalhes ¢ infinita.

Um bom exemplo de fractal, ou melhor, pseudo-fractal (possui repetigbes mas que
nao seja infinitamente) é nosso cérebro, entre outros exemplos. Independentemente de
qual pedaco ampliarmos ou reduzirmos, a imagem se repete, dada sua autossemelhanca.
Esta caracteristica é conhecida como autossimilaridade, e é uma propriedade intrinseca
aos fractais.

Apesar de ser comum encontrar na natureza, a propriedade nao é observada na maioria
dos objetos Euclidianos. Por exemplo, o arco do arco-iris de um circulo nao é sozinho um
circulo; um lado de um triangulo é uma reta, e nao um triangulo; um pedaco de melancia,
nao é um setor circular.

Ha& dois tipos principais de autossimilaridade:

o Autossimilaridade estrita: Quando o objeto é composto por copias aproximadas de
si mesmo um pedago, independentemente do tamanho, é similar ao outro.

o Autoafinidade: Quando o objeto é formado por cdpias menores, mas com uma
pequena variacao em relagao ao todo.

Alguns objetos matematicos, hoje denominados fractais, sdo construidos no final do
século XIX, esses objetos divergem da linha de pensamento da época sendo vistos como
“curvas monstruosas e patolégicas”. Nossos antepassados nao teriam deixado de dizer que
toda funcao continua tem uma derivada, ja que toda curva tem uma tangente e quando
imaginamos uma curva, nao podemos representa-la sem espessura. Da mesma forma,
quando representamos uma reta, vémo-la sob a forma de uma faixa retilinea dotada

24
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de certa largura. Além de curvas desprovidas de derivadas em todos os seus pontos,
outras questoes apresentavam dificuldade, no inicio do século XX, por nao permitirem
a abordagem por meio da Matematica classica, como o conceito de dimensao, a Curva
de Koch, o Tridngulo de Sierpinski, a Poeira de Cantor, a Curva de Peano, a Curva de
Hilbert, o Conjunto de Julia, entre outros. E, apesar de seus criadores Helge von Koch,
Waclaw Sierpinski, Georg Cantor, Giuseppe Peano, David Hilbert e Gaston Julia nao
terem desenvolvido uma nova geometria com base neles, estes foram fundamentais para
os estudos de Benoit Mandelbrot.

Ao divulgar sua teoria para um publico ndo especializado, Mandelbrot apresenta uma
série de objetos matematicos, focando uma das suas principais caracteristicas, sua dimen-
sdo fractal, que é uma medida do grau de irregularidade e de fragmentacio. E conveniente
dizer que, em curvas planas muito irregulares, a dimensao fractal se situa entre 1 e 2. Em
certas superficies muito enrugadas e cheias de pregas, a dimensao fractal esta entre 2 e
3. E enfim, definimos conjuntos de pontos sobre uma linha cuja dimensao fractal esté
entre 0 e 1. Logo, além da autossimilaridade, um fractal pode ser caracterizado por sua
Dimensao Fractal. A Dimensao Fractal é menor ou igual a dimensao topoldgica, ou seja,
menor ou igual a dimensao de objetos Euclidianos, como o ponto, a reta, o plano, ou o
espaco. Tecnicamente, um fractal é um objeto que apresenta invariancia na sua forma, a
medida em que a escala, sob a qual o mesmo é analisado, é alterada, mantendo-se a sua
estrutura idéntica a original. (Oliveira, 2014).

O conceito de dimensao fractal ajuda muito a entender melhor fractais em que se
diferencia a dimensao topoldgica e dimensao Euclidiana. Ao considerar uma reta, podemos
dividi-la em p partes iguais semelhantes ao segmento original, porém reduzidas a uma
razao r. O nimero n de segmentos de reta obtidos relaciona-se a razao de semelhanca r
da seguinte forma :

n=-.
r

Tomemos um quadrado, em seguida fagcamos a divisao de cada lado em p partes iguais.
Entao, obtemos p? quadrados semelhantes ao original. Assim temos n= p?.

Relacionando o ntimero de segmentos n e a razao de semelhanca r temos:

Analogamente, se tivermos um cubo e o dividirmos cada face em p partes iguais iremos
obter p? quadrados semelhantes ao original. Desse modo, temos que n = p?

Relacionando o niimero de segmentos n e a razao de semelhanga r, temos:

n=—.
3
Considerando que a dimensao espacial das figuras tradicionais é igual a dimensao
topolodgica, e que um segmento de reta tem dimensao 1; um quadrado dimensao 2; um
cubo dimensao 3; é possivel afirmar que:

1
n=—.
rD

onde D é dimensao espacial, n o niimero de réplicas da figura original, obtida através
da divisao em p partes iguais, e r a razao de semelhanca. Calculemos a dimensao D, apli-
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cando a fungao logaritmica (em uma base arbitraria) em ambos os membros da igualdade,
obteremos uma expressao para D.

logn = log:j.
logn = log1 - logrP.
logn =0- D -logr.
D -logr = - logn.

D logn

logr

O conceito definido de dimensao fractal se d& pelo fato de que os fractais aprensentam
autossimilaridade, assim, sua dimensao é determinada pela relagdo acima. A seguir,
calcularemos a dimensao fractal de alguns fractais classicos.
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2.1 Fractais Classicos

Nesta secao, serao apresentados os fractais classicos, obtidos geometricamente através
de processos iterativos e por remocao, tais como: Tapete de Cantor, Tapete de Sierpinski,
Ilha de Koch, Esponja de Menger.

2.1.1 Tapete de Cantor

Georg Ferdinand Ludwig Philip Cantor nasceu em 1845, na cidade de Sao Pe-
tersburgo, Riussia, onde dedicou a maior parte dos seus estudos a Teoria dos Conjuntos.
Cantor levou o estudo da matematica para campos inteiramente novos, como o dos nu-
meros transfinitos, e é considerado um dos maiores matematicos de seu tempo.

Cantor apresentou, em 1883, o conjunto que pode ser considerado como uma, das mais
antigas construcoes encontradas na Matematica, e que hoje leva o seu nome, “Conjunto
de Cantor”. A construcao numérica nos leva ao conjunto numérico de Cantor, visto como
um subconjunto fechado dos niimeros reais, o qual demonstrou nao ser um conjunto
enumeravel. Por outro lado, ¢ uma construgao geométrica do fractal Tapete de Cantor.

Tapete de Cantor é do tipo fractal por remocao, que consiste em criar um fractal por
meio da remocao de partes dele. Sua construgao é a partir de um quadrado. Iniciando-se
com uma regiao quadrada, dividi-se em 9 regides quadradas menores cujos lados medem
% do quadrado original, sendo retirados os quadrados pequenos que nao fazem parte dos
cantos. Seguindo o processo, cada quadrado novo é novamente transformado em nove
quadrados e, retirados os quadrados que nao fazem parte dos cantos, o processo continua
sucessivamente.

O Tapete de Cantor é o produto cartesiano de duas copias do Conjunto de Cantor.
Assim, a construgdo por remocao inicia-se com uma regiao quadrada Ay x Ag, em que

essa regiao é dividida em 9 regides quadradas menores, cujos os lados medem % do lado

de Ay x Ap. Retiram-se os quadrados que nao estdo nos cantos. Dessa forma, obtemos
A; x Aq que é a regido formada por quatro quadrados menores.

Figura 2.1: Figura inicial e primeiras duas iteragoes da construcao do Tapete de Cantor
I R
TN N
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Conjuntos | N°de Quadrados | Lados | Perfmetro | Area unitéria | Area total
A(]XAO 49 =1 l 4.1 l2 l2
[ 4 I2 4
A1XA1 41:4 — —.] _ <>l2
3 3 9 9
l 4\? I2 4\?
Ay x A £2=1 ° () y v () ye
2% 42 0 32 3 E 9
l 4\3 I2 4\3
Ay x A 48 = 64 ° () y v () ye
3 0 33 3 03 9
n 2 n
A, X A, 4n L <4> 1 L <4> 2
3n 3 gn 9

Tabela 2.1: As iteragdes no processo de construcao Fractal Tapete de Cantor

A cada etapa de construcao, o niimero de quadrados quadriplica, enquanto a medida de
cada lado reduz % ao lado da etapa anterior. Sendo assim, o nimero de quadrados gerados
no Tapete de Cantor trata-se de uma progressao geométrica de razao ¢ = 4 e primeiro
termo a; = 1. Da mesma forma, a medida dos lados é uma progressao geométrica de
razao q = %, e primeiro termo a; = 1.

Repetimos esse processo indefinidamente, até A, x A,, deixando apenas os cantos dos
quadrados do conjunto A,,_1 X A,,_; . O nimero de quadrados de A,, X A,, é o termo geral
da progressao geométrica, de modo que:

a, =1-4""1 = 4n-t

Assim, temos que
Agx Ag DA x A D...DA,_1 xXA,_1DA, XA,

O Tapete de Cantor ¢é a intersecao dos conjuntos A, x A,, onde n € N |

Ax A= (4, x A,.

neN
Proposicao 2.1.1.1. O perimetro do Tapete de Cantor é infinito.

Demonstragdo. No nivel n, cada produto cartesiano do conjunto de Cantor A,, x A,, possui
1 n

4™ quadrados gerados de medidas de lados (3) . Entao, o perimetro P, do Fractal Tapete

de Cantor é dado por:
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e () ()

Considerando n tendendo ao infinito, temos que:

P, = lim <4> -l
3

n——~oo

P =1 lim (4> ~ .

n—so00 \ 3

]

Em particular, apesar do perimetro do Fractal Tapete de Cantor crescer infinitamente,
a sua area total ¢ uma progressao geométrica de razao q = % < 1 e diminui tendendo a
zZero.

Proposicao 2.1.1.2. A area total do Fractal Tapete de Cantor é nula.

Demonstracdo. No nivel n, o conjunto A x A possui 4" quadrados gerados de drea unitéria
2

[
de o Entao, a area total do Tapete de Cantor A x A é dado por:

l2
A><A:4”-<>
9n
AxA:(ﬂ.ﬂ.
9

Considerando n tendendo ao infinito, temos que :

AxA:nm(ﬁ.F
n—so0 \ §

AXA:F-Mn<® =0.

n—-ao0

]

Calculemos sua dimensao topologica visto que, em cada nivel, dividimos o quadrado
original em quatro quadrados medindo, de lado, um terco de seu lado original. Portanto,

1
n = 4 partes, e seu fator de reducao r = 3 Aplicando na férmula de dimensao fractal,

temos que:
D - _logn
logr
log 4
p - _loed
log 3
D — log 4
log 3

D = 1,2618---
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2.1.2 Tapete de Sierpinski

Waclaw Sierpinski, matematico polonés nascido em Varsovia foi um dos mais influentes
na Polonia, com maior area de contribuicao da Mateméatica em Teoria dos Numeros e
Topologia. Em uma de suas pesquisas em Topologia descobriu a caracterizacao topologica
dos conjuntos dos nimeros reais um fractal que levou seu nome: Tridngulo de Sierpinski
e Tapete de Sierpinski.

O tapete de Sierpinski é considerado uma generalizacao do conjunto de Cantor para
duas dimensoes, como também é considerado base para Esponja de Menger para trés di-
mensoes. Além dessas descobertas a curva de Sierpinski é uma curva fechada, iniciada por
um quadrado, que preenche toda sua area quadrangular e tem como aplicagdo otimizacao
de rotas.

E um fractal de remocéo, em que partimos de um quadrado preenchido que é dividido
em 9 quadrados iguais e retiramos o quadrado do meio. Ficamos, portanto, com a figura
geradora. A 1° iteragdo é obtida através de uma aplicacao da figura geradora a cada um
dos quadrados preenchidos que a constituem. A figura final deste passo de construgao
é o elemento de construgao da figura seguinte (2° a iteragdao), por aplicagdo da figura
geradora. O processo iterativo consiste em aplicar a mesma regra a cada um dos quadrados
preenchidos que resultam da iterada anterior, em que esta ilustrado na figura 2.2. O
processo é repetido indefinidamente obtendo-se a figura limite a que chamamos de Tapete
de Sierpinski.

Figura 2.2: Figura inicial e primeiras trés iteragoes da construcao do Tapete de Sierpinski

Na etapa inicial Ay, temos o quadrado original, na etapa A; oito quadrados obtidos
pela remocao do quadrado central, na etapa As, sessenta e quatro quadrados. Assim, o
processo é feito até o a etapa A,, em que é obtido removendo o quadrado central dos
quadrados da etapa anterior A,,_;.
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Conjuntos | N°de Quadrados | Lados | Area unitdria | Area Total
Ag 1 [ 12 12
l 1\’ 8
A 8 - = —) -2
! 3 <3> (9)
l 1\’ 82
A 2 — _ () 12
2 ; 32 (9) 9
2 n
A, | i L <8> 2
3n 3n 9

Tabela 2.2: As iteragdes no processo de construcao do Fractal Tapete de Sierpinski
Proposigao 2.1.2.1. O Perimetro do Tapete de Sierpinski é infinito.
l
Demonstragdo. No nivel n, temos 8" quadrados gerados e de medida de lados 30 assim,

l
seu perimetro P, ¢ dado por: P, = 8" - <3n>

Em que tendendo ao infinito;

8\" 8\"
P, = lim () d=1-lim () - .
n—o0 \ 3 n—so00 \ 3
Analogamente, a drea total ¢ uma progressao geométrica, onde a razao ¢ = § < 1 e,
sendo assim, sua area A, tende a zero, conforme aumenta as iteracoes.

|00

Proposigao 2.1.2.2. A area total do Tapete de Sierpinski é nula.

2
Demonstragao. No nivel n, temos 8" quadrados e de area unitaria 3n> , assim, temos

l2
que A, é dado por : A, = 8" (9n>
Em que tendendo ao infinito;

A, = lim <8> =7 lim <8> =0.

n—oo \ 9 n—o0 \ 9

]

Calculemos sua dimensao, visto que o quadrado original é transformado em oito qua-

drados de lado, medindo um tergo do seu lado, devido a remoc¢ao do quadrado central.

1
Portanto, n = 8 e seu fator de reducao é r = —.

Aplicando a féormula de dimensao fractal, temos que:

D - _logn
log r
| 1
p — —88 188 o0

_log% - log 3
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2.1.3 Ilha de Koch

Niels Fabian Helge Von Koch, sueco nascido em Estolcomo, desenvolveu trabalhos
nas areas de Teoria dos Numeros e Equacoes Diferenciais. Foi criador do “mosntro”
matematico curva de Koch, considerado fractal pela fronteira, isto é, fractais gerados por
fungoes iteradas definidas por substituigoes de uma parte do seu gerador, aumentando
seu comprimemento ou area.

Figura 2.3: Figura inicial e primeiros quatro passos da construgao da curva de Koch

A curva de Koch como é conhecida, é uma curva continua, porém, sem nenhuma
tangente, em que por um segmento de reta, se divide em trés partes congruentes e, retira-
se o segmento central, que é substituido por outros dois segmentos de mesmo comprimento
inclinados formando um triangulo equilatero sem a sua base.

Analogamente, com a mesma construgao, podemos formar as ilhas de Koch. Inicia-se
com um poligono regular (no caso, um tridngulo equildtero) e, em cada lado, é realizado
o procedimento da curva de Koch, isto é, divide-se cada lado em trés partes congruentes
e, no ter¢co médio de cada um, constréi-se um triangulo equilatero apontando para fora,
em seguida, removemos as partes em comum ao novo triangulo e ao anterior. Seguimos
com O processo sucessivamente e iterativamente.

Na etapa Ag, temos um tridngulo equilatero de area Ay = @ e lado de medida [. Na
etapa Ap, temos doze segmentos medindo é de lado, sendo que cada triangulo formado
possui area equivalente a é do tridngulo anterior, na etapa As temos quarenta e oito
segmentos, medindo é cada lado.

Observe que a sequéncia de segmentos gerados trata-se de uma progressao geométrica
crescente, com razao ¢ = 4 > 1 e primeiro termo a; = 3, tal que, seu termo geral sera:

n—1
an, = ai - q

a, =3-4"1.

Da mesma forma, temos que a medida dos segmentos gerados é uma progressao geo-
métrica decrescente, com razao q = % < 1 e primeiro termo a; = 1.
Dessa forma, seu termo geral sera:
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Conjunto | N°de segmentos | Segmento | Perimetro Area total

Ao 3 [ 3l Ao
[ 4 I

A 4 ‘ (2 -40().A A

! ; 3 ; (3) ; g) ot
[ 4\? 1\?

As 3. 42 . 3~(3) y 3-41(9> Ay + Ay
[ AN™ I\N"

A, g i (2) 0|34 () A+ A,

’ 3n ’ (3) ) 9 0T Ant

Tabela 2.3: As iteragdes no processo de construcao Fractal ITha de Koch

Proposicao 2.1.3.1 O Perimetro da Ilha de Koch ¢ infinito.

Demonstragao. No nivel n, temos 3 - 4" segmentos gerados e, de medida de comprimento

[ .
—. Sendo assim, o perimetro é dado por:

3

Em que, tendendo ao infinito:

A" N
P. — lim 3-1(3) — 3.7 lim (3) ~ .

n——aoo

]

Enquanto isso, a area da Ilha de Koch sera uma P.G infinita convergente a partir da

segunda iteracao, com aumento de % em relacdo a area anterior. Assim temos uma soma
infinita convergente de P.G, onde sua razao sera ¢ = % < 1, e primeiro termo a; = %

9 3
©— = —ap.
5 570

a 3 _ o
3

—_
I
L
—_
|
O~

Proposigao 2.1.3.2 A area delimitada pela Ilha de Koch é finita.

Demonstragio. O célculo da area da Ilha de Koch serda adicionada a &area original do
triangulo equilatero, com um aumento de g - A, ou seja, 60% de area original
3 8 <12\/§> 8 (2-1%/5)

A, =Ag+Ag- 2 =Ay- 2
ot o g "5 4 5

>
O

Calculemos a dimensao topologica do fractal Ilha de Koch que dé origem a n = 4

novos segmentos a cada iteracao. Com fator de reducao r = é, a sua dimensao sera da

forma:

logn logd  log4

_1ogr N _1og% ~ log3

=1,2618- -
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2.1.4 Esponja de Menger

Karl Menger, nascido em 1902, Viena, matematico austriaco que teve varias contri-
buicdes nas dreas de Algebra e Geometria Hiperbélica. Em 1924, Menger apresentou sua
tese de doutorado na area de Topologia sobre dimensionalidade dos conjuntos de pontos,
que recebeu o nome de Esponja de Menger, um fractal construido a partir de um cubo,
constituindo-se como um exemplo classico de um fractal em trés dimensoes. Podemos
considera-lo uma extensao tridimensional do tapete de Sierpinski.

Figura 2.4: Figura inicial e primeiras trés iteragoes do Fractal Esponja de Menger

Trata-se de um fractal de remocao, a partir de um cubo. No caso em questdo, de
aresta medindo a, dividindo cada face do cubo em 9 quadrados de medida (%), de modo
que se transforme em 27 cubos menores. Em seguida, removemos o cubo do meio de cada
face e o cubo central, ou seja, removemos 7 cubos, deixando apenas 20 cubos. Assim, na
etapa Ag, temos um cubo de aresta medindo a. Na etapa A;, vinte cubos medindo (%) de
aresta. Na etapa As, em cada um dos 20 cubos, faremos 0 mesmo processo, removeremos

7 cubos obtendo 20? cubos de arestas medindo (g%)

O processo é feito até o conjunto A,,, que é obtido retirando-se o cubo central e o cubo
dos lados do cubo do conjunto A,,_;. Temos no conjunto A,,, a quantidade de 20™ cubos,
com cada aresta dos cubos resultantes medindo <3%), sendo a a medida da aresta do cubo
inicial.

Repetindo-se o processo, encontra-se pela relacao de inclusao;

A DA DA DA3D - DA,1DA,,

em que a intersecao dos conjuntos A,,, cujo limite dessa sequéncia sera o fractal Esponja
de Menger. A esponja de Menger é um bom exemplo para mostrar a autossimilaridade,
sendo que os volumes que permanecem ou que sao retirados serao sempre cubos.
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Conjuntos | Cubos | Arestas Faces Volume unitario | Volume

Ao 1 a F \%4 %4
a 1 1 20

A 2 Z ). F — ). N it
! ! (3) (9) (27) v v (27)
1\? 1\2 20\ 2

N ORI CIRERS )

? 9 9 27 2
a \" \" 20\"

A, 20" — ) . F —) . N i
0 (3”) (9) <27) v v (27)

Tabela 2.4: As itera¢oes no processo de construcao Fractal Esponja de Menger

Proposicao 2.1.4.1. A area total da Esponja de Menger ¢ infinita.

Demonstragao. Sendo o cubo composto por faces quadradas, retiramos um quadrado de

aresta § do cubo dividido, formando um buraco nas faces, isto ¢, 6 quadrados de face de

mesma area do quadrado retirado. Note, também que a area de cada face com o buraco

somada com a area de um dos quadrados de face obtido é a area da face do cubo, que foi

dividido. Portanto, na primeira iteracao, a area serd a area do cubo Ag adicionada com

6 - 3 a area de cada quadrado de face. Na segunda iteracao, a area sera a area obtida na

primeira, adicionada com 20-3-6 a area de cada quadrado de face desta iteragao e, assim,
sucessivamente.

Portanto, a area A, da Esponja de Menger na n-ésima iteragao, é dada por:
2
Ag = 6a Aleo—i—\fL‘ \?l-/

faces quadradosface

a 2
e :6 2 2 2
3> a” + 2a

B a\? 9 5 (20
cubos faces quadradosfaces
2 2
ot 2 Vgt saa () 4 a0t (2

cubos faces quadradosfaces

20
An:6a2+2a2+2a2-<9)+---+

20 n—1 [ee] 20 n—1
2a° - () =6a" +2a” ) () .
9 —=\9
Sendo assim, quando a area da Esponja de Menger tende ao infinito temos que:
] ) ) ) [e%¢) 20 n—1
A= lim A, = lim [6a°+ 2a Z() = 00.
n—»o0 n—»00 = 9

20
em que temos uma série geométrica de razao ¢ = 9 > 1, portanto ¢ uma série divergente.

O
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Proposicao 2.1.4.2. O volume da Esponja de Menger é nulo.

Demonstragio. Observemos que, a cada iteracao, em cada cubo dividido, obtemos 20
cubos de aresta § da aresta do cubo dividido. Além disso, pela construgao da esponja
de Menger, a cada iteracao, o volume da figura diminui, denotando por a o comprimento
da aresta do cubo inicial, Vi o volume do cubo inicial e V,, o volume obtido na n-ésima
iteragao, temos:

3
e (3) - (2)

3 2
ew (2) (2

a\?3 20\"
o=20me (5) = (5) o
" 3n 27
Logo, temos que a sequéncia dos volumes é uma progressao geométrica de termo inicial

Vo erazao q = o7 < 1, sendo uma sequéncia decrescente, o que ¢ esperado pela construcao:

V, = lim a3-<20> =0

n—aoQ ﬁ

2 n
V,=a®- lim (0> = 0.

O

Calculemos a dimensao topologica do fractal Esponja de Menger, em que temos que

o cubo original foi dividido em vinte partes e, com fator de reducao r = %:
D - _logn
logr
log 20
D = -~
D — log 20
log 3

D = 2,728
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2.1.5 Fractal Hexagonal de Diirer

Albrecht Diirer, nascido em 1471, em Noremberga, Alemanha, foi um matematico com
grande prestigio, um dos mais importantes pintores da sua época e um dos primeiros a
introduzir perspectiva nas suas pinturas. O nome do fractal deve-se ao estilo do matema-
tico, que construia poligonos congruentes ao longo dos vértices de um poligono inicial, de
modo que poligonos adjacentes tinham um vértice em comum. Neste trabalho, apresen-
taremos relagoes matematicas existentes no Fractal Hexagonal, figura de extrema beleza,
mas nao podemos deixar de citar os Fractais Pentagonal, Heptagonal e Octogonal.

Na construcao do Fractal Hexdgonal de Diirer, inicialmente, temos um hexagono re-
gular. Em um dos seus lados e em cada vértice desse hexagono, constréi-se um hexagono
regular menor, de forma que os vértices dos dois hexadgonos maior e menor coincidam. Re-
petimos o processo de construcao em cada lado, formando seis novos hexagonos regulares.
Entao, removemos a regiao poligonal (floco de neve de Koch), parte central do hexdgono,
assim temos o nivel 1 do fractal de Diirer.

Figura 2.5: Figura inicial e primeiras duas iteragoes do Fractal Hexagonal de Diirer

.:..Ewpa 0 Mdl— {&T;/z_»

Inicialmente, no nivel 0, temos um hexagono regular de medida de lado I. No nivel
1, construa um hexégono regular semelhante ao nivel anterior, em que a medida de cada
lado é [; = %0 Em seguida, remova os seis triangulos equilateros e a parte central, que
serd uma regiao poligona (floco da ilha de Koch).

No segundo nivel, cada novo hexdgono do primeiro nivel ir4 gerar novos outros seis
hexagonos menores em que a medida de cada lado é [, = %1 = %0. Repetiremos o processo
de construgao, como no nivel anterior.

Sendo assim, a medida dos lados reduzem em uma razao ¢ = % < 1 formando uma

progressao geométrica decrescente de primeiro termo a; = 1, e com termo geral dado por:

B nel 1n71_ ]_nfl
ap = a1 * ¢ =1- 3 =3 .

Analogamente, temos uma progressao geométrica decrescente na area dos hexagonos
regulares gerados em cada iteragao.

Podemos observar, detalhadamente o niimero de hexagonos gerados, o fator de redugao
na medida de cada lado, perimetro e area total na tabela a seguir:
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Nivel | Hexdgonos | Medida do lados | Perimetro Area Total
0 1 lo 6 - lo Ag
2
1 6 lﬂ 62 - lﬂ 62 . lﬂ . ﬁ
3 3 3 4
2
2 62 LO 62 - LO 63 . LO . ﬁ
32 32 32 4
p
n 6" LO 6ntl. LO S LO . @
3n 3n 3n 4

Tabela 2.5: As itera¢oes no processo de construcao Fractal Hexagono de Diirer

Proposigao 2.1.5.1 O Perimetro do Fractal Hexagonal de Diirer é infinito.

l
Demonstragdo. No nivel n, temos 6" hexagonos, de medida de lado (3?1>, assim:

l 6\"
Pn:6"-<3(;>:(3) o =2"lo.

Observe que o perimetro é uma progressao geométrica crescente, em que, tendendo ao
infinito, é dada por:

P,= lim 2".-lp=1[y- lim 2" = oo.
n—aoo n—aoo

Proposigao 2.1.5.2 A area do Fractal Hexagonal de Diirer é nula.

Demonstra¢io. No nivel n, temos 6™ hexagonos, isto é, 6"*! tridngulos equildteros

2 n
o ()} 000 ()
3" 4 4 32n

E, quando fazemos a area do Fractal Hexagonal de Diirer tender ao infinito, temos
que:

]2 n ]2 n
A, = lim 6-15v3 : <6> _ 0 zO\/ﬁ' lim <6> =0.
O
Calculemos a dimensao topoldgica do fractal hexagonal de Diirer, que é dada por um
fator de aumento 6 em cada nivel, e os seus lados, um fator de reducao em % Assim,
temos que:
D logn: log 6 _10g6:1’6309.“

logr _10g (%) ~ log3
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2.1.6 Fractal Octagonal de Diirer

Na construcao do Fractal Octagonal de Diirer, inicialmente, temos um octégono re-
gular. Em um dos lados do octégono inicial, devemos construir dois octogonos regulares
menores que tenham um lado em comum. De tal forma que um dos seus angulos coinci-
dam com o angulo do octégono regular inicial e tenham, dois a dois, um lado em comum.
Repetimos esse processo de construcao em cada lado, formando oito novos octégonos re-
gulares. Removemos o0s oito tridngulos intermediarios, e o hexadecagono estrelado central.
Obtemos, assim, o nivel 1 do fractal de Direr.

Figura 2.6: Figura inicial e primeiras trés iteragoes do Fractal Octagonal de Diirer

Nivel 0 Nivel 1 Nivel 2

Fonte: Autoria prépria. (Utilizando o Geogebra)

Observemos que a figura geradora do octéogono gera oito novos octégonos regulares,
com lados diminuidos em um fator de reducao r. Inicialmente, devemos calcular os angulos
internos do octégono. Sabemos que a soma dos angulos internos de um octégono é dada
por S; = 1080°. Entao, seus angulos internos valem a; = 135°.

Trace uma circunferéncia de raio qualquer circunscrita ao octéogono, seja O o centro
dessa circunferéncia. Em seguida, trace dois didmetros perpendiculares a circunferéncia,
formando uma cruz. Nas intersec¢oes dos didmetros com a circunferéncia marque os
pontos A, C', E e G. Faga uma cruz como a anterior, mas rotacionada em 45° em relagao
a anterior. Ou seja, as bissetrizes dos angulos AOC, COE, EOG, GOA. Esta nova cruz
intersectara a circunferéncia nos pontos B, D, F' e H. Una os pontos dois a dois, de tal
forma que tenhamos no nivel 0 o octégono regular ABCDEFG.

Figura 2.7: Octégono Circunscrito

Fonte: Autoria prépria. (Utilizando o Geogebra)
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Observemos que o raio da circunferéncia bissecta os angulos internos do octégono
regular. Considerando o tridangulo AOB, temos que OAB = OBA = % Entao, o angulo
AOB = 45°, pela soma dos angulos internos de um tridngulo.

Calculemos o lado Iy do octégono regular nivel 0, admitindo o tridngulo AOB de lados
R, R e ly. Sendo Iy o lado oposto ao angulo central 45°; pela lei dos cossenos, temos que :

l5=R*+R*—2-R-R-cos45°

13_2.32(1—\?)

2= R*2—V?2)
lo = R\2— V2.

No octégono do nivel 0, temos 8 tridngulos idénticos ao AOB, do qual sabemos seus
lados e angulos internos. Assim, sera [y a base desse tridngulo e h sua altura relativa do
lado AB no ponto H. No triangulo retangulo AOH, temos que a altura h = OH pode ser
calculada da seguinte forma :

R 1 1 OH
t A — = = =
cotg(AOH) = 3 161 ~ 1g(@57/2) ~ AH
_ _ b )
cotg(AOH) = /2 = h= 5 cotg(AOH).

o]

Substituindo o valor do angulo AOH = 5 temos que :

1+ cos 45°
b= lo cos(45°/2) o 2 lo | (1+cosd5°) - (1+ cos4b°)

2 sen(45°/2) 2 |1 — cos45° 2 J (1 — cos45°) - (1 + cos45°)
2

b lo J (1+ cos45°)? J (1+cos45°)* Iy (14 cos45°)

2 (1 — cos?45°) T2 (sen?45°) 2 sen4b°
l
h = 50 (1 +V2).

Assim, a area Ay do octégono regular nivel 0 serda dada por :

lo-h l
0 = —dy- 2 (14+V2) =212 (1+V2).

A0:8' 9

A quantidade de octégonos aumenta em um fator 8 a cada etapa de nivel, sendo
que cada octogono divide-se em 8 octégonos regulares. Calculemos a medida do lado
dos octogonos regulares no nivel 1, denotado por [y e, assim, a razao entre os lados do
octogono seu fator de reducao r.
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Observemos o triangulo B’C’A’ que esta entre dois a dois dos octégonos formados
no nivel 1. O tridangulo B’C"A’ possui dois angulos internos, suplementares ao angulo
interno do octégono de 135°. Sendo assim, dois dos seus angulos internos medem 45°, e o
terceiro angulo interno é reto. Dessa forma, observa-se que o triangulo B’C"A’ é isdsceles
e retangulo.

Figura 2.8: Triangulo Retangulo entre Octégono Nivel 1

Fonte: Autoria prépria. (Utilizando o Geogebra)

No tridngulo retangulo isosceles 'B C”A’; a medida do lado B’A’ serd chamada de = e
que corresponde a hipotenusa. A medida dos lados A’C’ e C’B’ chamaremos de [y, seus

catetos do octégono reduzido, por um fator de redugao r. Sendo [y o lado do octégono
inicial, temos:

=0+ =20
xr = \/5[1
[
l0:2ll+$:211+\/§l1 :l1(2+\/§) =1 = (2—|-0\/_2)
Dessa forma, seu fator de reducao sera dado por:
lo

" lo 2+V2)

A cada nivel, a quantidade de octogonos regulares aumentam em um fator 8 e o

tamanho dos seus lados reduzem em um fator ——— .

2+ V2)

Assim, a dimensao topoldgica do fractal octagonal de Diirer é dada por:

_10gn L log 8 B log 8
logr log 1 log(2 +V/2)

D=

=1,6934---

(2+V2)

Podemos reunir os dados calculados dos niveis 0, 1, 2 e 3 na tabela a seguir e conjec-
turar os dados ao nivel n.
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Nivel | Octégonos Lado Perimetro Area Total
0 1 lo 8-y Ag =212 (1++/2)
lo 821 [ lo r
1 8 Ay =8-2|——| (1+2
2+v2) | 2+V2) ' (2+V2) (1+v2)
lo 8% I [ lo r
2 82 Ay =822 | — | (142
2y | v | ervar) Y
lo 84 1, [ lo r
3 83 A;=8.2. | —2 | (142
2V | eV | ervar| 1TV
n | lO 8n+1 'lO A —8n.9. [ lO ]2(1+ﬂ)
2+v2)r | 2+Vv2r | " (2+v2)

Tabela 2.6: As iteragdes no processo de construcao Fractal Octégono de Diirer

Proposicao 2.1.6.1. A area do Fractal Octagonal de Diirer é nula.

Demonstragcdo. A soma das areas dos octégonos resulta em um valor desprezivel quando
estamos em niveis muito elevados na construcao do fractal.

_gg | b T _ 214D -8
R (rved G ey =

871

(6 +4v/2)"

=2(1+v2) 2.

s~ () < (@)

Portanto, quando n tende ao infinito, temos que:

A, =2(1+V2)-12-

4 n
A, = 1 A - =0.
=m0 <<3+2¢§>>

]

Proposigao 2.1.6.2. O perimetro do Fractal Octagonal de Diirer cresce infinitamente.

Demonstracao. Nesta demonstragao, vamos considerar n como sendo o nivel e [y o valor
inicial do lado do octdgono.

1. 8n+1 . l(]
m -——————7— -

g8 \" 8 \"
P,= lim 8- [y ——=| =8-1y- li _

P, =



3 Fractais Circulares

3.1 Fractais Circulares

Os estudos de fractais circulares apresentam uma grande beleza em suas figuras e,
por existirem intimeros fractais, ainda nao é muito abordado. Estes fractais sdo obtidos,
geralmente, por processos repetitivos que envolvam figuras circulares, incluindo tangéncias
de retas e de circunferéncias. Ao longo desse capitulo, foram utilizados as referéncias
1271, 81, 119

Existem intimeros fractais que utilizam circulos em sua construcao. Neste trabalho,
apresentaremos os fractais circuntexto, tetra circulo, antena circular, peneira de Apolénio
e fractal flor da vida.

3.1.1 Fractal Circuntexto

Este fractal baseia-se na construcao de uma circulo de raio 7 e na inscri¢ao de circunfe-
réncias tangentes entre si e internamente ao circulo. Na construcao do fractal circuntexto,
utilizaremos o software geogebra e os seguintes passos: tracar um circulo de medida de
raio qualquer r. No caso, adotamos r = 4. Divida o angulo central em trés angulos de
120°, marque os pontos na circunferéncia B’ B”, B”’ e una os pontos com o centro da
circunferéncia formando trés segmentos. Inscreva trés circulos tangentes internamente a
circunferéncia anterior e tangentes entre si.

Para a inscricao desses circulos, insira um triangulo equilatero ABC, em que cada um
dos seus vértices sera o centro de cada novo circulo inscrito. Encontremos uma relagao
para o calculo do raio dos circulos menores.

Figura 3.1: Primeiros Trés Pontos na Circunferéncia

R AP0 04N = e
Q — ~ Reta

~  f# =" Segmento
o)

— 2 Segmento com Comprimento Fixo
1) B” ,~ Semirreta

= 3 caminho Poligonal
O | 7= Vetor

= .

<2 Vetor a Partir de um Ponto

@ - SeEmenol®A)

-4
@ &= Smento(B\A)

— 4

& = Segmento(B",A)

Fonte: Autoria prépria. (Utilizando o Geogebra)

43
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Figura 3.2: Célculo do Raio s na Circunferéncia menor

Fonte: Autoria prépria. (Utilizando o Geogebra)

Seja r o raio do circulo maior, adotamos 7 = 4, m = OA e chamaremos de s o raio do
circulo menor. Assim, temos que:

S =1m - cosd.

O segmento m = OA ¢ bissetriz do dngulo § = 60° e tem por valor, m = r - s, em que
r é o raio do circulo maior. Assim,

s=(r—s)-cos30°=r-cos30° — s - cos 30°
s+ s-cos30° =r-cos30°

s+ (14 cos30°) =7 -cos30°

cos 30°

°T (14 cos 30°) 'T

5~ 0,4641 - r.

Figura 3.3: Etapas da Construgao do Circuntexto Nivel 1

NI N Y S PN RS
o B” = Girar(B",120°,A) =N
— (-5.92, 1.16)
o 7= Angulo(B", A, B")
- 120°
@ |- Sememo(B.A) E
4 Circulo: Centro & Raio
® - Segmento(B',A) ;’:541’4
-4
e " Segmento(B", A)

— 4
d: Circulo(B, 0.4641 - 4)
@

— (x4 5.92)2 + (y- 1.16)2 = 3.45

Fonte: Autoria prépria. (Utilizando o Geogebra)

Nos pontos da circunferéncia B’,B” e B”’, construa trés circulos de medida com centros
nos pontos e de medida de raio 0,4641 - . Assim, a interseccao dos segmentos de retas
OB’, OB” e OB”’ com as circunferéncias nos dara os centros das novas circunferéncias.

)
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Figura 3.4: Etapas da Construcao do Circuntexto Nivel 2

B> SO0 &N = e
@ i Circuo) 04641 :04641-4) =N
— (x+358) + (v- 026) = 074

51 Circulo(K, 0.4641 -0.4641 - 4)

— (x+ 187) + (y + 0.76) = 0.74

@ ‘icimpimaOn Y Circulo: Centro & Raio
— (x+0.37)* + (v - 0.08)* = 0.74

R0

2+ Circulo(Q, 0.4641 - 0.4641 - 4)
@ i Clreulo(Q.04641-04641-4) 0 45410 464174

— (x+ 0397 + (y + 1,642 = 0.74

ds : Circulo(M, 0.4641- 0.4641 - 4)

— (x+ 182 + (y-296) = 0.74 ~
® - Circulo(N, 0.4641 - 0.4641 - 4) L
— (x+031) + (y- 379) = 074

Fonte: Autoria prépria. (Utilizando o Geogebra)

Nos centros encontrados construa circulos de medida de raio 0,4641-0,4641-r, gerando
trés novas circunferéncias tangentes entre si e com a circunferéncia anterior. Repetindo o
processo iterativamente, temos o Fractal Circuntexto.

Figura 3.5: Etapas da Construgao do Circuntexto Nivel 3

® ¥

Ao PEO 4 N e 5

Fo: LITCUIO(W, U.4041 U404 - U.40RL ) _

= (x+12) + (y- 2087 =0.16
® * Circulo(BY,0.4641 - 0.4641 - 0.4641-4) *
— (x+ 1177 + (y- 381)* = 016

t;: Circulo(A1, 0.4641 - 0.4641 - 0.4641-4)  *

= (x-0.110 + (y - 3.04)* = 0.16 Circulo: Centro & Raio
@ i Cirulo(G.04641- 04641 0.4641-4) t -
— (x-0.08) + (y- 132 = 0.16 0do1"0404170 40414

ds: Circulo(G;, 0.4641 - 0.4641 -0.4641-4)
— (x-011)* + (y- 2817 = 0.16
@ o Ciruho(B04641. 0454104641, .4) K
— (x-013) + (y- 4537 = 0.16

6 ClrulalRY 0 AGAT 0 AGAT 0 AT AV

Fonte: Autoria propria. (Utilizando o Geogebra)

Figura 3.6: Fractal Circuntexto

RlA D> OO LN =
BRREY

pr: Ciréulo
@)

— (x-12)

q7: Cireulo
@)

— (x- 118

r7: Circulol
@)

— (x- 053

s; : Cirdulo
@)

— (x-1.23

t;: Circulol
@)

— (x- 121

+ | Entrao

Fonte: Autoria propria. (Utilizando o Geogebra)



46

Fractais Circulares

Nivel | Circulos Raio Comprimento Area Unitéria
0 1=3° r Co=2m-7 Ag=7m-1°
1 3! ry =0,4641 - r Cy=27-0,4641 - r A =7-(0,4641 - r)*
2 32 ry = (0,4641)% -r | Cy =27 -(0,4641)? -7 | Ay = 7 - (0,4641% - 1)?
3 3? r3 = (0,4641)% -7 | C3 =27 - (0,4641)% - r | A3 = 7 - (0,46413 - r)?
n 3" r, = (0,4641)" - r | C,, = 27 - (0,4641)" -7 | A, = 7 - (0,4641"™ - r)?

Tabela 3.1: As iteragdes no processo de construcao Fractal Circuntexto

Observe a andalise da construgao da Tabela (3.1), paralelamente com a construgao
geométrica do Fractal Circuntexto. Relacionamos a circunferéncia anterior com a nova
circunferéncia inserida.

Proposicao 3.1.1.1. O comprimento do Fractal Circuntexto ¢ infinito.

Demonstracao. No nivel n de iteracao temos que seu comprimentos é dado por:

Proposigao 3.1.1.2. A area do Fractal Circuntexto é nula.

C, = lim 27 - (0,4641)" -7
n—-aoo

Cn =2m-r lim (0,4641)" = oo.
n——ao0

Demonstragao. No nivel n de iteracao temos que seu comprimentos é dado por:

A, = lim 7 -(0,4641"r)
n—-—ao0

A, =m-7r* lim (0,4641)** = 0.

n——~oo
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3.1.2 Fractal Tetra Circulo

O Fractal Tetra Circulo baseia-se em um circulo de quatro pontos equidistantes que
divide-se em quatro arcos congruentes e que sao centros de novos circulos menores.

Construa um circulo de medida de raio qualquer com controle deslizante que sera
a medida do raio, adotamos r = 4. Marque um ponto qualquer e, sobre ele, trace duas
perpendiculares passando pelo centro do circulo. Os pontos interseccionados com o circulo
maior serao os novos centros dos novos circulos menores. Em cada um desses pontos,
tracemos circulos de raios de medida com a metade do circulo anterior.

Figura 3.7: Etapas da Construcao do Tetra Circulo Nivel 1

oA OO 4 NS Q
@ |Imersesiolcs) =N -

— F=(-1.39, 4.86) -
© - G- (145314 : F

o

o ¢ Cireulo(C, 7)

— (x+ L39) + (y- 4.86) = 4 .
o ° Circulo(B, 3) : o o o

— (x- 2587 + (y- 0.88) = 4
h: Circulo(E, )

— (x+ 5427+ (y- 0842 =4 °

o * Cireulo(6, 3)

Fonte: Autoria prépria. (Utilizando o Geogebra)

Observe que ha 4 novos circulos de medida de raio com a metade do raio do circulo
anterior. Repetiremos, em cada circulo menor, o processo de marcar um ponto e tragar
as retas perpendiculares em cada novo centro. Construiremos, entao, novos circulos de
medida de raio com a metade do raio anterior.

Figura 3.8: Etapas da Construcao do Tetra Circulo Nivel 2

RA SO0 4N

— (x+ 14302+ (y+ 1142 =1 Zp/

i a=4
o miCi(ud) : @ .
— (x- 0.55) 4 (y + 315 = 1 . @
e ® Circulo (&1 ;) :
= (x+345) + (y+ 3132 =1
e " Cireulo(L, ) : @ . ° @ ° @
— (x4 1452 4 (y + 5142 =1 @
e * Circulo(P. §) :

o it ireulo((Cs, 7)

— (x+54)7 4 (y + LI6P =1

©-®-d

Fonte: Autoria prépria. (Utilizando o Geogebra)

Repetiremos novamente o processo de construcao em cada um dos novos circulos ob-
tidos a etapa anterior, com medida de raio de metade do raio anterior.

Considerando-se as iteracoes de niveis 0, 1, 2, 3, o fractal correspondente a essa cons-
trucao de figura limite é o Fractal Tetra Circulo.
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Nivel | Circulos | Total de Circulos | Raio | Comprimento | Area Unitéria
0 1=4° 1 r Cy = 2mr Ay=m-7°
r r 7\ 2
1 4 — =921 | = A = _
. g | Gr=am (2) e (2)
r r 7\ 2
2 | 16 =42 21 r _ 9 .() A, — ()
6 4 CQ ™ 4 2 ™ 4
r r 7\ 2
4 =43 . =2 () A = ()
3 6 85 3 03 ™ 3 3 ™ 3
4 ' = (D) | A= ()

Tabela 3.2: As iteragdes no processo de construcao Fractal Tetracirculo

Figura 3.9: Fractal Tetra Circulo

KA AAN D OO] 4 )N][=] 4

N
O er: C \’rcu\o(Cg, %) " (L—()
— (x+ 2.45) + (y + 5.16)2 = 0.2 / &
O fr: Cl’rculo(DA. %) : . ( T N )
— (x+ 045 + (y + 5.13)2 = 0.2 LN D SN
—4 5—7 A
O g7 C\'rcu\c(Wz, %) : / \ / ! . \
— (x+ 344 + (v + 4132 =02 ( ) ® ( )
O h7 : Cireulo (Ml, %) : \\_// N—{) \v/
— (x+ 145 + (y + 6.14)2 = 0.2 y v X \
o) ky: Circu\a(Qz, %} : ( (— O )
— (x- 051P + (y + 4.15)2 = 0.2
X G = y 3 \ /

Fonte: Autoria prépria. (Utilizando o Geogebra)

Analisando os niveis de construc¢ao do Fractal Tetra Circulo, pela Tabela (3.2), pode-
mos obter uma generalizagdo aos itens das colunas. Observamos que o niimero de circulos
gerados em cada nivel nos fornece a sequéncia de ntimeros:

1,4,16,64,---

40 41 42 43 ...

Podemos concluir que a sequéncia de circulos gerados em cada nivel é uma progressao
geométrica de razao ¢ =4ea; = 1.
Assim, temos que o nimero gerado de circulos no nivel n dado por:

an=a;-¢" ' =1-4""1 =41 peN
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Analogamente, observamos na tabela que o niimero total de circulos gerados apds cada
iteragao é dado por :
49 =1

40 44t =5
49 + 41 4+ 42 =21
49 4+ 41 142+ 43 =85

044t 22444 =,

A quantidade total de circulos gerados que representa a soma dos circulos gerados no
nivel analisado com o nivel anterior, denominamos de t,,. Com a soma de n + 1, temos
uma progressao geométrica. Sendo assim temos :

; _a-(¢"—1)
. _1-(4”“—1)
" 4—1
4n+1_1
tn:T; n € N.

Nota-se que a soma total de circulos a cada nivel é crescente, conforme se aumenta o
numero de iteragoes:

4n+1 -1
t, = lim —— = oo.
n—»o0 3

Analisando na Tabela (3.2), o nimero de circulos e o comprimento de cada circulo em
cada nivel de iteracao, temos a seguinte relagao:

1-27r =2nr
r 2
4-27T<2>:47TT:27T’/’
r 3
16 - 27 1 = 8&nrr = 2°7r

64 - 27 (g) = 167r = 277,

Deste modo, denotamos por p, o comprimento de todos os circulos e, fazendo as
iteragoes sucessivamente, temos a relacao:
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.
= 4" o [ —
b 7r<2n)

r

o3
pn=(27)" - 2m o
()
p (5

22n+1
Pn =TT ( on >

__ on+l

P .

Proposicao 3.1.2.1. O comprimento do Fractal Tetra Circulo ¢ infinito.

Demonstragio. No nivel n, temos que, a cada iteragdo, o comprimento de todos os circulos
gerados aumentam infinitamente. Isto é,
2n+1 .

= lim
pn n——oo

r

DPn = 27rr-nh_r)n002 = 00.

Proposicao 3.1.2.2. A area do Fractal Tetra Circulo é nula.

Demonstragao. No nivel n de iteracao, a drea unitaria de cada circulo gerado, sendo que o
raio de cada circulo se reduz pela metade em relagao ao circulo anterior, temos de acordo
com a Tabela (3.2) que sua area ¢ dada por:

2
A,= lim m [T}

n—-~ao0

2
A, = lim m [T]

n—00 22n

2
A, = lim m lrl

n—00 (22)n

2
A, =T <T) - lim {1} =0.
2 n—so0 | 9N
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3.1.3 Fractal Antena Circular

H& muitas pesquisas na area de Fisica e Engenharia que sao baseadas na utilizacao de
antenas utilizando a geometria fractal em sua construgdo, que apresentam muitas vanta-
gens em relacao a antenas convencionais. Um dos aspectos importantes é a propriedade
de autossimilaridade da estrutura fractal, que sdo convertidos para o comportamento ele-
tromagnético, utilizado para projetar antenas fractais multibanda. A construgao dessas
antenas consiste de um processo de iteracao circular, o que possibilita um ganho direcional,
segundo as pesquisas na area.

Figura 3.10: Monopole Antena — Fractal da Categoria de Sierpisnki

Fonte: PIERS Proceedings.[23]

O Fractal Antena Circular é baseado em processos de remocao semelhante ao Tapete
de Sierpinski e ao Tapete de Cantor, presentes nesse trabalho, mas, agora, sendo circulos
e removendo-se os circulos da etapa anterior.

As etapas de construcao iniciam-se ao adotarmos um fator deslizante de medida de
raio r e tracarmos um circulo. Dividimos o circulo em 6 partes iguais. Para este processo,
marcamos um ponto qualquer no circulo e, a partir dele, inserimos 6 angulos iguais, de
medida 60°. Unimos cada um desses pontos ao centro dessa circunferéncia, inserindo
segmentos.

Figura 3.11: Etapas da Construc¢ao da Antena Fractal Nivel 0

B A0 ORN e
v = Angulo(B",A,B")
- &, Anguio

%, Angulo com Amplitude Fixa
C = Girar(B",60°, A) “ Ang 5

52 7 Distince, Comprmento ou Parimetro

o
@ ’- Angulo(B", A, C) " Area

e A nanacto

0.2 Lista

ar(C,60°,A)
, 5.36) a2l Relagdo
@ - Angulo(C, A, C') 5/ inspetor de Funcses
— 60

€ = Girar(C,60°,A)

— (666, 0.24)

Fonte: Autoria prépria. (Utilizando o Geogebra)

Os segmentos sao construidos a partir dos pontos marcados na circunferéncia da Figura
(3.10), dividimos os segmentos formados com o centro original em 3 partes iguais, a partir
do centro. No ponto % do segmento, constroi-se um novo circulo com medida de raio é do
anterior. Assim, teremos 6 novos circulos tangentes entre si e do circulo maior, conforme
a Figura (3.11). Da mesma forma, no centro do circulo maior, podemos construir um
circulo com raio de % do anterior, e este serd tangente aos 6 circulos construidos, gerando
7 circulos.

Repetiremos o processo de construgao nos 7 circulos construidos anteriormente. Divi-
dimos os circulos em 6 partes iguais, unimos cada um desses pontos ao centro e inserimos
segmentos. Nos segmentos construidos, nos novos pontos marcados na circunferéncia,
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Figura 3.12: Etapas da Construcao da Antena Fractal Nivel 1

ds Ciraulo(F, ) (®) Girculo dados Centro & Um de seus Pontos -
= G+ 2747 + /() Giele Conto & Rao i)
_ "%

a:Cirao(G,5) () Compasso " s
— (x- 1.26)* + (y - €) Circulo definido por Trés Pontos . .

i Circulo(H, ) (™ semicircuo Circulo: Centro & Raio

N A ~
2 Arco Cirular
-3yt d )

€ o Ciuncicuar | ™
& chu\n(\, 3)

£y setor Circular

(-
&) sotorGicunciculr

s Cireulo(J, £) . o
- (cr 258 4 (y- 3612 =4 "
i Q

o Cireulo(A, §)

— (x+0.66) + (y-0.1) = 4

Fonte: Autoria prépria. (Utilizando o Geogebra)

dividimos os segmentos formados com o centro do circulo anterior em 3 partes iguais e,
a partir do centro, no ponto %, constroi-se um novo circulo, com medida de raio % do
anterior, ou seja, com medida de % do raio do circulo original. Assim, teremos 6 novos
circulos tangentes em entre si e ao circulo anterior. Da mesma forma, o circulo central

serd tangente aos 6 circulos construidos.

Figura 3.13: Etapas da Construgdo da Antena Fractal Nivel 2

ks (mh( Ls) (9 Girculo dados Centro e Um de seus Pontos @
=6
— (x- 0.46) + (y- (® Circulo: Centro & Raio
+) Compasso

s Ciralo(Qf, ) = "

) circulo definido por Trés Pontos
— (x+0.58) + (y

(™ semicireuio Circulo: Centro & Raio

as : Circulo(Z, £
*5) ") Arco Circular

— (x+ LS4+ (y 9
¢ P+ 75 avco Gicuncireuter ’ i

. .
resCielo(C5) 2\ setorCrcutr =

= (x+354)* + (v & setor Circuncircular

s5: Circulo(C",r 7-9) : 8 ‘#ﬂ v'
— x4y +916x-73ly =7 . @"3 @’ﬁ ;

ts: Cirealo(C", £

Fonte: Autoria prépria. (Utilizando o Geogebra)

A partir da construgao do Fractal Antena Circular, vamos analisar o nimero de circulos
gerados, comprimentos, drea de cada circulo e pela Tabela (3.3) podemos obter uma
generalizagao aos itens das colunas.

Figura 3.14: Etapas da Construcao da Antena Fractal Nivel 3

R]ar A >0 &N = S

7

=
@ = Segmento(Cs
— 067 l

@ ™ = Segmento(Z.iLy)

N
— 067

® ns = Segmento(A: 1)
— 067

@ - Segmento(B:, i)
— 067

@ b= Sesmento(Ds i)
— 0.67

) is = Segmento(Ly, ;)
— 0.67

Fonte: Autoria prépria. (Utilizando o Geogebra)
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Nivel | Circulos | Total de Circulos | Raio | Comprimento Area Unitéria
0 1 1 T 2rr w2
r r 7\ 2
1 ~ o (= -
’ 8 3 " <3> " <3>
) r r r\2
3 r r 7\ 2
3 7 400 = | e (33) . (33)
p)
n ™ T, - 27 <T> T <T)
3n 3n 3n

Tabela 3.3: As iteragdes no processo de construgao Fractal Antena Circular

Nas iteragoes de niveis 0, 1, 2, 3, o fractal correspondente a essa construgao é o Fractal
Antena Circular.

Figura 3.15: Fractal Antena Circular

[ N o] am

-A//"r.‘/’@g-{ix—"%

E; = Ponto(ig) A

— (-1.3,-152) &

F, = (-1.07, 0.37)

o r

dy7: C\rculo(F7. E)

— (x+1.07) + (y- 0.37) = 0.05

G, = (-0.64, 0.36)

eyt Circula(G7, ,)L?)

— (x + 0.64)2 + (y - 0.36)* = 0.05

H, = (-1.32, -1.58)

e O e o o o ol

fi7: C(rculo(H;, 27;)

Fonte: Autoria prépria. (Utilizando o Geogebra)

Observamos que em cada nivel, o nimero de circulos gerados é uma progressao geo-
métrica de razao ¢ = 7 e a; = 1. Sendo assim:

a, = aj - qn—l —1- 7n—1 — 7n—1; n e N*.

Denotamos por 7', a soma de n+1 termos do nimero total de circulos gerados apods
cada iteracao. Observa-se que:

=1
+71 =38
70+ 7 4+ 7 =57
077+ 7 =400
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P+T + P+ TP+ T =T,
Assim, a soma total de circulos gerados, sendo n+1 termos de uma progressao geométrica,

é representada por:

7, =l =Y
qg—1
1(7n+1 _ 1)
T,=—r—"
7—1
7n+1 -1
T,=—.
6

Analisando na Tabela (3.3) o nimero de circulos e o comprimento de cada circulo em
cada nivel, temos a relagao:
1-27r =27r

T T
o (DY) = 14 (©
7 7T(?)) 7T(3)
() e ()
3. Y r
7 27r<33> 68671(27).

Deste modo, fazendo as itera¢oes sucessivamente, temos a relacao entre o nivel n e o
comprimento de todos os circulos gerados :

.
c.o =72 (L
7T(Bn)

7 n
—omr (L) .
Cn = 27 (3)

Proposigao 3.1.3.1. O comprimento do Fractal Antena Circular é infinito.

Demonstragcio. O comprimento de todos os circulos gerados no Fractal Antena Circular,
é dado por:

C, = lim 2nr- <7>
n—»o00 3

C, =27r - lim (;) = 00.

n—aoo
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Proposicao 3.1.3.2. A area do Fractal Antena Circular é nula.

Demonstracio. A area unitaria de todos os circulos gerados do Fractal Antena Circular

¢ dada por:
r 2
A, = lim m- ()
3n

n——aoo

1 n
A, = lim 7r?. ()
i r 3

n—-oo

1 n
A, =mr?. lim (> =0.

n—so0 \ 3

]

Dessa forma, temos que, a cada nivel, a quantidade de circulos aumentam em um
fator 7, e a medida dos seus raios reduzem em um fator 3 Assim, a dimensao fractal do

Fractal Antena Circular é dada por:

D - _logn
log r
1

p — _ls7
log 5

D - log 7
log 3

D = 1,7171---
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3.1.4 Fractal Peneira de Apolonio

A peneira apolinea, na geometria, é um fractal gerado por conjuntos de circulos mu-
tuamente tangentes densamente compactados em um circunscrito. O nome deve-se ao
geometra Apolonio de Perga, grande matematico grego que escreveu um tratado sobre
conicas, e é atribuida a ele a invengao sobre o relogio solar, além dos nomes elipse, hipér-
bole e parabola. Apolonio propos o seguinte problema: encontrar um circulo tangente a
trés outros circulos. Ele descobriu que existem dois circulos que nao se interceptam e sao
tangentes ao circulos originais, entao chamados de apolonicos.

A peneira de Apoldnio é construida usando-se um procedimento geométrico recursivo
que comega com trés circulos C7, Cy, (3, cada um dos quais é mutuamente tangente aos
outros dois. Na construgao geral, os trés circulos podem ter qualquer raio, podendo ter
seus trés pontos de tangéncia em qualquer caso. Existem dois outros circulos Cy e C5, que
tém a propriedade de serem tangentes aos trés circulos iniciais. Esses dois circulos sao
chamados de circulos de Apolonio. Se adicionarmos esses dois circulos aos trés iniciais, a
construcao geométrica agora tera cinco circulos: Cy, Cy, Cs3, Cy e Cs.

A construgao inicia-se por um circulo de medida de raio r qualquer, em seguida,
tracamos um novo circulo de medida de raio qualquer. No entanto, para a nossa finalidade,
o segundo circulo serd tracado de forma que o seu centro fique na metade do raio do
circulo maior. Facamos, agora, outro circulo, ao lado do primeiro circulo menor. Esse
novo circulo devera ser tangente tanto ao circulo maior, quanto ao circulo interno menor,
o que significa que os dois circulos internos deverao se tocar no centro do circulo maior,
ou seja, no ponto médio do seu didmetro .

Figura 3.16: Etapas da Construcao da Peneira de Apolonio Nivel 1

~ (554 575)

Fonte: Autoria prépria. (Utilizando o Geogebra)

Em geometria, o teorema do circulo de Descartes[14] estabelece a relagao entre quatro
circulos tangentes entre si por meio de sua curvatura. Agora que temos trés circulos na
circunferéncia de Apolonio, podemos utilizar o teorema para o raio do préximo circulo.

O teorema é mais facil de definir em termos da curvatura dos circulos. A curvatura
de um circulo é definida como k£ = j:% , onde r é o raio. Quanto maior o circulo, menor
sua curvatura e vice-versa. O sinal (+) na curvatura se aplica a um circulo tangente ao
exterior dos outros circulos. Uma curvatura negativa indica que os outros circulos sao
tangentes internamente ao circulo, ou seja, é um circulo que os contém.



Fractais Circulares 57

Se dois dos circulos geradores que compoem os trés iniciais tiverem o mesmo raio, e
o terceiro, dois tercos dos outros dois como seu raio, temos que, nesse caso, a peneira
possui duas linhas de simetria reflexiva, em que uma linha une os centros dos dois circulos
de raio igual; a outra é a linha que passa por suas duas tangéncias mutuas, uma linha
que também passa pelo centro do terceiro circulo. Sendo assim, esses dois eixos tém a
propriedade de serem perpendiculares entre si.

Denotamos as variaveis k; , ko , k3 que representam as curvaturas dos trés circulos
tangentes e ky, que representa a curvatura do circulo tangente aos outros trés. Portanto,
para chegar ao valor do raio do préximo circulo, vamos primeiro encontrar a curvatura
de cada um dos circulos tragados até agora, para, depois, encontrarmos a curvatura do
proximo circulo e, finalmente, converter esse valor no seu raio. A tentar encontrar o raio
do quarto circulo tangente aos outros trés circulos, a equagao é reescrita como:

k= ki + ko + ks £ 20/k1 ko + Ky ks + ko - K. (3.1)

Consideremos que o raio do circulo maior é igual a 1, como os outros circulos estao
dentro dele, iremos calcular a sua curvatura interna e, consequentemente, sabemos que o
valor da sua curvatura serd negativo, isto é, k = _71 = _Tl = —1. Assim, a curvatura do
circulo maior é igual a ky = —1.

O raio dos dois circulos internos menores é igual a metade do raio do circulo maior,
isto é, % Como esses circulos tocam um ao outro e ao circulo maior, iremos calcular a
curvatura externa. Portanto, o valor da curvatura sera positivo, e a curvatura dos dois
circulos menores ¢é igual a ko = kg = 2.

Observe que, na circunferéncia de Apolonio, todos os circulos devem ser tangentes
uns aos outros. Agora que temos trés circulos na circunferéncia de Apoloénio, podemos
utilizar o teorema de Descartes para determinar o raio do préximo circulo. Sendo o valor

das curvaturas dos circulos encontrados —1, 2, 2, substituindo na equacao, temos:

hzh+b+%i%ﬂyb+h%ﬁ%y%
ky=—-1424+2++V/-1-24+-1-2+2-2
k, = 3.

Figura 3.17: Etapas da Construgao da Peneira de Apolonio Nivel 2

o = Intersesiio(k,h,1)

— (-6.55.-1.75)

_ X H K
°® 3
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Fonte: Autoria prépria. (Utilizando o Geogebra)

A curvatura do quarto circulo é igual 3, assim, a medida do seu raio % Usando o
valor do raio determinado no passo anterior para tragarmos os préoximos dois circulos,
observa-se que, eles deverao ser tangentes ao circulo maior e aos dois circulos internos.
Para que esses dois novos circulos toquem todos os outros circulos, precisarao estar nos

espacos vazios que ficaram na parte superior e inferior do circulo maior.
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Para calcular o préximo circulo da sua circunferéncia de Apolonio, substitua os valores
das curvaturas dos trés circulos que o novo tangenciard no teorema de Descartes. A
proxima iteracao é dada pelas curvaturas dos circulos anteriores, os valores calculados
pela Equacao (3.1), sendo —1, 2, 3. Analogamente, substituindo na férmula de Descartes,
temos que:

k6:k1+/€2+k4i2\/k‘1'k2+k‘1'k’4+k‘2'k4
ke =—-14+2+3+2v/—-1-24+—-1-3+2-3
ke=4+2=ks=6 e ks=2.

Figura 3.18: Etapas da Construgao da Peneira de Apolonio Nivel 3
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Fonte: Autoria prépria. (Utilizando o Geogebra)

O novo circulo serd menor que os circulos que os tangenciam, apenas a curvatura tera
valor 6 e, portanto, o raio terda a de medida é . Tomemos um dos circulos apolénicos, por
exemplo C5 conforme a Figura (3.17). Sabemos que Cj5 é tangente a C e Cy e logo, este
trio tem dois circulos apolonicos. Sabemos que um deles é o circulo C3 , mas o outro é um
novo circulo, denotado por Cg. Agora, podemos construir um novo circulo C7 tomando o
trio C; , C3 e C5 e outro Cg tomando o trio Cy, Cy e C4. Deste modo, teremos trés novos
circulos totalizando nove circulos de Apolonio, em que, pela simetria, os quatro novos
circulos serao denotados por Cg, C7, Cy e Cy.

Nos proximos circulos da circunferéncia de Apoldnio, serao substituidos as curvaturas
—1, 3, 6, valores calculados na Equagao (3.1), aplicando-se a férmula de Descartes, temos:

k1o = k1 + ks + kg £ 2y/ky - ks + k1 - kg + ks - K
kio=-1+3+6+2/~1-3+ —1-6+3-6
k10:8:|:6:>/€10:2 e ]f10:14.

Da mesma forma, temos pela simetria os quatro novos circulos, totalizando treze
circulos e denotados por (g, C11, Cio e C13 de medida de raio 1—14.

Por serem fractais, as circunferéncias de Apolonio possuem complexidade infinita, isto
é, sao circulos cada vez menores, em que, nao importa o quao pequenos sejam, deverao
ser tangentes aos outros trés.
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Figura 3.19: Etapas da Construcao da Peneira de Apolonio Nivel 4
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Fonte: Autoria prépria. (Utilizando o Geogebra)

Analogamente, os proximos circulos da circunferéncia de Apolonio, em que substituindo-
se as curvaturas —1, 2, 18, valores calculados na Equagao (3.1) e aplicando-se a férmula
de Descartes, temos:

k27=k1+k‘2+k18i2\/k1'k2+k’1'k‘18+k2'k’18

kyy = —1+2+184+2y/-1-24—-1-1842-18
ko7 = 19 £ 8 = koy = 27.

Ao resolver o problema de Apolonio para encontrar a circunferéncia repetidamente ins-
crita, os intersticios entre as circunferéncias mutuamente tangentes podem ser preenchidos
tao finamente quanto desejado.

No limite ao infinito, faz com que esse conjunto de circunferéncias obtido seja chamado
Fractal Peneira de Apoldnio, em que existe uma dimensao topoldgica desconhecida, em-
bora seja assumida estar no intervalo: 1,300197 < D < 1,314534, em que alguns célculos
aproximam o valor de 1, 3.

Figura 3.20: Fractal Peneira de Apolénio
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Fonte: Autoria prépria. (Utilizando o Geogebra)
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3.1.5 Fractal Flor da Vida

“Olhar pela janela da Flor da Vida nos desafia a unificar nossa mente,
coragdo e espirito. Quando podemos realmente ver toda a vida tecida

tdo intimamente fortalecemos a compreensdo do divino em nossas vidas

e podemos transformar nosso mundo através da visio da unidade universal.”

Drunvalo Melchizedek

No presente trabalho abordaremos a transversalidade da flor da vida, embora que
nao seja um fractal, por apresentar determinados padroes, convencionou-se a chamar de
fractal. Ao longo desse capitulo, foram utilizados as referéncias [2] e [§].

A “flor da vida” é o nome dado a uma figura geométrica composta de varios circulos
sobrepostos e uniformemente espacados, dispostos de modo que formam um padrao de
uma flor. O centro de cada circulo é a circunferéncia de seis outros circulos em torno do
mesmo, figura essa que recebe o nome de “semente da vida”.

A Semente da Vida é formada por sete circulos organizados com simetria ao redor
de um circulo central, formando um padrao de circulos. Em seu processo iterativo de
formacao, cada circulo da semente da vida é atribuido a um dia da criacdo do mundo,
também conhecido como os 7 dias da Criacao. No segundo passo da iteragdo, ocorre a
criacao do simbolo da Vesica Piscis, na terceira iteracao a criacao do tripé da Vida.

Figura 3.21: A Semente da Vida
gsoed
@@ ® D

% '-’ S /A
o008 ®®

A Vesica Piscis também da origem a Flor da Vida, trata-se da geometria do espago em
si,responsavel pela autossimilaridade em todas as escalas e dimensoes, presente no DNA
e nas células de todos os seres. Ao completar os 7 circulos, a Semente da Vida é revelada,
a forma primordial da Criacdo. A expansao da Semente da Vida com a continuacao das
rotacoes ou circulos resulta na forma da Flor da Vida e, a partir dai, de todos os outros
padroes existentes.

Figura 3.22: O Padrao da Génese da Flor da Vida
i
2H(& (&R

Fonte: Autoria prépria. (Utilizando o Geogebra)
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A Vesica Piscis é uma forma geométrica resultante da intersecao de dois circulos de
mesma proporc¢ao, em que a borda de cada circulo passa pelo centro do outro. Sendo
assim, forma o primeiro passo na construcao de uma triangulo equilatero, o hexdgono e o
pentagono, além de embutir os projetos para todas as espirais que existem na natureza.

Para construirmos uma Vesica Piscis em um plano, consideremos um ponto A e um
circulo de raio R com centro neste ponto. Escolhendo um ponto B da circunferéncia deste
circulo, tracamos outro circulo de mesmo raio R. Com esta construgao, formando uma
regiao de sobreposicao dos dois circulos, denotada como a Vesica Piscis.

Proposicao 3.1.5.1. A area da Vesica Piscis construida a partir de dois circulos de

raio R é dada por :
(47r — 3\/3)

6

2

Figura 3.23: Area do Segmento Circular na Vesica Piscis

Fonte: Autoria prépria.(Utilizando o Geogebra)

Demonstragdo. Sejam os pontos A e B os centros dos circulos utilizados na construcao de
uma Vesica Piscis, e sejam C' e D os pontos de interse¢ao dos circulos, e raio dos circulos
de medida R, entdo os segmentos AC, AB, BC, AD e BD sao congruentes e assim, 0s
tridngulos ABC' e ABD sao equilateros, de medida de lado R, sendo os quatros segmentos
circulares congruentes, representado pelos segmentos AC, BC, AD, BD.

Seja o triangulo equilatero ABC de lado R e o segmento circular definido por BC
formam um setor circular ABC com angulo central A = 60°. No triangulo equilatero
ABC temos a sua area e a area do setor circular dadas por:

V3 T
Atri.equi = T : R2 Asetor = 8 : R2

Sendo assim, temos que a area do segmento circular definido por BC é a diferenca das

areas
Aseg.circ = (ﬂ— - \/§> . RQ.
6 4
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Somando as areas do dois tridngulos equilateros ABC e ABD e dos quatro segmentos
circulares, obtemos a area da Vesica Piscis, dada por:

_2\/§ 9 , (T V3
Aveszca—T'R +4R <6_4

(47 — 3V3)

2
Avesica - 6 .

Proposicao 3.1.5.2. O comprimento da Vesica Piscis Cyesicq € dado por:

4R

C’Uesica = 3

Demonstrag¢io. Analogamente, temos a construgao da Vesica como na Proposicao 3.1.5.1,

de circulos de raio R, formando dois arcos circulares CAD e CBD de mesmo comprimento
e angulo central 120°.

Figura 3.24: Comprimento da Vesica Piscis

D

Fonte: Autoria propria. (Utilizando o Geogebra)

O comprimento de uma circunferéncia de medida de raio R é dado por P = 27 R. O
perimetro de um arco circular formado por um angulo central de 120° é dado por:

2rR
Carco.cz’rc - T

Sendo assim, o comprimento da regiao limitada pela Vesica Piscis, Pyesica ¢ dado por:

4R

Cvesica = 3
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Flor da Vida

Uma das formas geométricas mais interessantes, mais antigas e que, atualmente, é
muito utilizada como transmissao de ensinamentos de certos movimentos espiritualistas é
a chamada Flor da Vida. Este é o nome moderno dado a uma figura geométrica composta
de dezenove circulos de igual raio, sobrepostos de maneira padronizada, e trinta e seis
arcos circulares, que formam um conjunto de forma hexagonal, circunscritos por uma
circunferéncia maior, formando uma estrutura semelhante a uma flor composta, em seu
nicleo, por seis pétalas simétricas.

Um dos maiores génios da humanidade, o renascentista italiano Leonardo da Vinci,
realizou estudos a respeito da Flor da Vida e de suas propriedades matematicas. Através
da Flor da Vida, Leonardo desenhou, de préprio punho, diversos de seus componentes
geométricos, como é o caso dos cinco sélidos platonicos e da Semente da Vida.

Acrescentando seis circulos a estrutura basica da Semente da Vida, temos a forma
mais elementar da Flor da Vida. Esta, por sua vez, pode ser convertida no Ovo da Vida,
um simbolo composto por sete circulos tomados do desenho da Flor. O formato do Ovo da
Vida é semelhante ao formato do embrido nas primeiras horas de sua criagao. Por sua vez,
o Ovo da Vida ¢ o fundamento para a formagao de diversas outras figuras geométricas. A
estrutura bidimensional de sobreposicao de sessenta e um circulos interseccionados da Flor
da Vida, que seria equivalente a quatro iteragoes ao redor do circulo central, é possivel
gerar as estruturas dos cincos Sélidos Platonicos, que juntos compdem a base geométrica
de todas as formas de elementos atomicos da Tabela Peridodica.

Figura 3.25: Os Sélidos Platonicos gerados na Flor da Vida

Figura 3.26: Etapas construgao Flor da Vida
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Fonte: Autoria prépria. (Utilizando o Geogebra)

A construcao da Flor da Vida é baseada em tracarmos um circulo de medida R de
raio qualquer, marquemos um ponto sobre a circunferéncia e, nele, tragcamos um novo
circulo, de mesma medida R de raio, que passe pelo centro do circulo anterior. A partir
das intersecgoes, marquemos os dois pontos que intersectam os dois circulos. Novamente,
em cada ponto, tracamos dois novos circulos de medida R de raio e que passem pelo centro
do circulo gerador. Repetindo o processo, temos os sete circulos que compoem a semente
da vida.
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Figura 3.27: Etapas construcao Flor da Vida

PR Sl s]PANEIES
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Fonte: Autoria prépria. (Utilizando o Geogebra)

Analogamente, fazendo as iteragOes sucessivamente, temos o entao chamado Fractal
Flor da Vida.

Figura 3.28: Fractal Flor da Vida
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Fonte: Autoria prépria.(Utilizando o Geogebra)

Retirando da estrutura da flor da vida somente uma circunferéncia central e outras
seis a sua volta, teremos uma forma geométrica semelhante a uma flor, inscrita na circun-
feréncia central. Nesta forma geométrica, as pétalas sao as regides mais escuras formadas
por seis arcos de circunferéncias congruentes.

Proposicao 3.1.5.3. Uma pétala na Flor da Vida tem sua area dada por:

Apétala = (27T - 3\/§> : %2
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Figura 3.29: Area das pétalas

Fonte: Autoria prépria. (Utilizando o Geogebra)

Demonstragao. Sejam os pontos B, C, D, E, F, G vértices do hexdgono inscrito em uma
circunferéncia de raio R, e o ponto A, centro desta circunferéncia, os segmentos AB, AC
e BC formam o tridngulo equildtero ABC de lado R. Os dois arcos circulares congruentes
delimitados pelo segmento secante AC' formam uma pétala. A drea de uma pétala é o
dobro da area de um segmento circular definido por um tridngulo equilatero, cujos lados
sdo iguais ao raio R, e possui um dos vértices no centro da circunferéncia.

Apétala = <7T - \/§> . 2R2

6 4

Apétala = (27T - 3\/§) . féz

Proposicao 3.1.5.4. Uma pétala na Flor da Vida tem comprimento dado por:

2R
Ppétala = T

Demonstracio. O comprimento de uma pétala é o dobro do comprimento de um arco
circular de raio R de angulo central medindo 60°, isto é,

2R
Ppétala - T
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Numeros Poligonais no Fractal Flor da Vida

Numeros figurados ou ntimeros poligonais sao nimeros que podem ser modelados por
meio de arranjos de pontos equidistantes, representando figuras geométricas regulares,
com certas configuragoes geométricas. Os percursores foram os pitagoricos, em meados
de 600 a.C, na Grécia, e tinham como marca a investigacao intensiva dos nimeros. Para
eles, eram considerados “os principios do mundo”, representando um elo de ligagao entre
a geometria e a aritmética.

Os numeros figurados podem ser classificados como ntimeros lineares, planos e solidos.
Os niimeros lineares sao os que se apresentam em uma s6 dimensao. Os niimeros planos sao
os que podem representar figuras geométricas em duas dimensoes: triangulos, quadrados,
pentagonos, hexagonos, etc. Os nimeros sélidos sdo os que podem representar figuras
geométricas em trés dimensoes.

Por convencao, o nimero 1 é o primeiro niimero poligonal, independente do niimero de
lados, sendo que, para aumentar um poligono, ao proximo tamanho é acrescentada uma
fileira de pontos a partir das extremidades de dois lados adjacentes e, entao, completar os
outros lados, de modo a manter a forma do mesmo poligono. Em especial, pela disposi¢ao
dos niimeros, estudaremos os nimeros triangulares e hexagonais na flor da vida.

Numeros Triangulares

Um ntmero triangular é um niimero natural que pode ser representado na forma de
um tridngulo equilatero. A sequéncia de ntimeros triangulares, comegando pelo 0-ésimo
termo até o 20-ésimo termo, é dada por:

1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, 36, 45, 55, 66, 78, 91, 105, 120, 136, 153, 171, 190, 210.

Os ntmeros triangulares podem ser obtidos por arranjos de pontos formando os lados
dos triangulos. Notavelmente, a série de nimeros triangulares é gerada pela Flor da Vida.

Figura 3.30: Numeros Triangulares no Fractal Flor da Vida

DRl PN E
V- I Y

b = Segmento(Cz, W;) §
— 8

N
AVAY.Y.\V/AVA
AVAY/N/A/N/AYA
Wmmmmﬂ
| '/AY/AY/A\VA\VA\V‘
NAYAAA
‘V‘V'

o D, = Intersegdo(d, k,2) :
— (-1.04, 0.6)

iy = Segmento(Ty,Vy) §
— 6

i = Segmento(Ny, W) £
— 8

Qi = Intersecdo(d,k, 1) :
o (215201

Fonte: Autoria prépria. (Utilizando o Geogebra)
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Proposicao 3.1.5.5. A soma de dois nimeros naturais consecutivos é um nimero
triangular.

Demonstracao. Em geral, o n-ésimo nimero triangular ¢ dado por:

1 n
Tn:1+2+3+4+---~|—(n—1)+n:n(n;):Zt. (3.2)
t=1
Para termos essa igualdadade valida, iremos demonstrar pelo principio de indugao
matematica. Seja P(n) a proposigao associada a Equagao (3.2), a base de indugao P(1)
é trivial, isto é,

2 2 2
Na hipétese de indugdo, suponhamos P(k) seja valida para um certon = k—1, k > 1,
k € N.
(k—1Dk =

Tk—1:1+2+"'+(/€—1)=T:Zt.

Devemos mostrar a validade P(k — 1) implica P(k),

De fato,
kE—1)k
Tk:1+2+"‘+(l€—1)+k:(2)+k
N—_——
H.I
K +k  k(k+1)
Tk: =
2 2
k-1 k

Tho=Tia+k=>Y t+k=>_t.
t=1 t=1
]

Os numeros triangulares possuem uma infinidade de relacées com os nimeros figura-
dos, como é o caso do matematico, ja citado no trabalho, Wactaw Franciszek Sierpinski,
que propoés a pergunta da existéncia de quatro nimeros triangulares em progressao ge-
ométrica. Apenas em 2007, a conjectura foi provada pelos matematicos Jin-Hui Fang e
Yong-Gao Chen.

O nimero triangular 7}, resolve o problema do aperto de mao, que pergunta o niimero
de apertos de mao em uma sala com n + 1 pessoas, sendo que cada pessoa cumprimenta
outra apenas uma vez.
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Numeros Hexagonais

O numero hexagonal ¢ um niimero poligonal, ou seja, natural que pode ser representado
na forma de um hexagono. A sequéncia de niimeros hexagonais, comegando pelo 0 -ésimo
termo até o 20 -ésimo termo é dada por:

1, 6, 15, 28, 45, 66, 91, 120, 153, 190, 231, 276, 325, 378, 435, 496, 561, 630, 703, 780.

Todos os niimeros hexagonais sao um nimero triangular, mas nem todo niimero tri-
angular ¢ um nimero hexagonal, apenas os niimeros triangulares de ordem impar como
é o caso do 1°, 3°, 5°, 7°. Ou seja, os nameros 1,6,15,28, entre outros, sao também
hexagonais.

Como acontece com os nimeros triangulares, a raiz nimerica em base 10 de um ntiimero
hexagonal s6 pode ser 1, 3, 6, ou 9, sendo raiz numérica a soma sucessiva dos algarismos,
até que reste apenas um algarismo, como por exemplo:

A raiz numérica do nimero hexagonal 15°, sendo ele o ntimero 435, é da seguinte
forma:

435 > 4+3+5=12—>1+2=23,
portanto 3 é a raiz numérica de 435.

Os nimeros hexagonais podem ser obtidos por arranjos de pontos, partindo-se de um
dos vértices. Os pontos sao alocados nos proprios vértices e distribuidos, formandos os

lados dos hexagonos. Notavelmente, a série de nimeros hexagonais é gerada pela Flor da
Vida.

Figura 3.31: Numeros Hexagonais no Fractal Flor da Vida
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Fonte: Autoria prépria. (Utilizando o Geogebra)
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Observamos a sequéncia de nimeros hexagonais da seguinte forma:
H(l)=1
H2)=H(1)+5=1+5=6
HB)=H(2)+9=1+549=15
H(4)=H@B3)+13=1+54+9+13 =28

H(n)=H(n—1)+ (4n — 3).
E, assim, a férmula iterativa dos nimeros hexagonais,
Hn)=14+54+9+13+17+---+ (4n —3).
Proposicao 3.1.5.6. Os nimeros hexagonais sao “quase triangularizaveis”, isto é,
H(n) =4T(n — 1) +n. (3.3)

Demonstragao. Para termos a igualdade vélida, iremos demonstrar pelo principio de in-
dugdo matemadtica. Seja P(n) a proposicao associada a Equagao (3.3), a base de indugao
P(1) é trivial. Tomemos os quatro tridngulos T'(n — 1) dados, na sua forma iterativa.

H1)=4T(1-1)+1=4T0)+1=1.
Na hipdtese de indugao, suponhamos P(k) seja valida para um certon =k, k > 1, k € N.

H(k) = 4T(k — 1) + k

H(k)=414+2+3+---+(k—-1)]+k

H(k):%(g_l)+k=2k2—k:k(2k—1).

Devemos demonstrar que, a validade de P(k) implica P(k + 1).
Adicionemos estas k - parcelas, uma a uma, os (k 4+ 1) elementos tem-se que:

H(k+1)=4T(k)+ (k+1)
HE+1)=41+2+---+k)+(k+1)

H.I

Ak + 1)k

H(k+1)= +(k+1)

H(k+1)=2k*+3k+1=(k+1)(2k +1).
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4.1 Atividades para o Ensino Médio

O objetivo desse capitulo é relacionar alguns contéudos envolvendo fractais, que podem
ser trabalhados em sala de aula, tanto no ensino fundamental, quanto no ensino médio, e
que pertencem aos PCN (Parametros Nacionais Curriculares) correspondentes a drea de
Ciéncias da Natureza, Matematica e suas Tecnologias.

O uso dos fractais traz consigo um atrativo diferenciado na area de Matemética, des-
perta a curiosidade e a criatividade dos alunos com os “monstros da geometria” por se
relacionar com a arte visual de sua beleza, de forma liudica, além de aplicagoes em softwa-
res, fazendo-os participarem das atividades e aprendizagem, a partir dos seus proprios
erros, caracteristica marcante no uso de recursos tecnologicos em sala de aula.

Os trés temas estruturantes em acordo com os PCN séo: Algebra: Numeros e Funcaes,
Geometria e Medidas e Analise de Dados. A partir desses trés temas, apresentaremos
algumas atividades para serem aplicadas em sala de aula. Fica a critério do professor se
essa atividade serd realizada antes, durante ou depois de apresentar os contéudos teédricos
relacionados ao tema que sera trabalhado.

As atividades propostas neste trabalho foram desenvolvidas com alunos do ensino
fundamental de colégios particulares, que estudam no sexto ano e terceiro ano do ensino
médio do Colégio Objetivo, localizado na cidade de Potirendaba - SP e sétimo ano, no
Colégio Criarte, localizado na cidade de Sao José do Rio Preto - SP.

4.1.1 Atividade Fractal Flor da Vida

Esta atividade consiste na construcao de Fractais Flor da Vida, formada por, no mi-
nimo, 7 circunferéncias sobrepostas com o mesmo diametro. Todos os circulos integrados
formam uma tnica circunferéncia simétrica e perfeita.

Objetivos:

Identificar e representar elementos geométricos harmonicos e simétricos, relembrar
alguns conceitos basicos geométricos como ponto, circunferéncia, circulo, raio, diametro,
interseccao de pontos, arco, angulos, plano, reta, perpendicular, paralela.

Duragao: Duas aulas (100 minutos).

Publico Alvo:

Alunos do Ensino Fundamental e Ensino Médio.
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Recursos Materiais:

Caneta, lapis, lapis de cor, borracha, régua, compasso e a folha sulfite.

Construcao:

Utilizando um compasso, desenhe uma circunferéncia de medida de raio qualquer em
uma folha de sulfite. Em seguida, marque um ponto qualquer na circunfenréncia e, com
a mesma abertura do compasso, ou seja, mesma medida de raio, desenhe a segunda
circunféncia, essa passando pelo centro da circunferéncia anterior.

Nos pontos de intersecgoes das duas circunferéncias, desenhe novamente duas novas
circunferéncias de medida de mesmo raio, como o da anterior, sendo, assim, formadas
quatro circunferéncias. Repetiremos o processo de construgao, formando uma rosiacea. A
partir da construcao de 6 circunferéncias, marcaremos os pontos de interseccao externos
no centro de cada nova circunferéncia, e repetiremos novamente o processo, gerando novas
circunferéncias.

Figura 4.1: Construcao Fractal Flor da Vida Turma 7°A

Fonte: Autoria alunos.

Figura 4.2: Construcao Fractal Flor da Vida Turma 7°A

Fonte: Autoria alunos.
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Figura 4.3: Construcao Fractal Flor da Vida Turma 7°A

Fonte: Autoria alunos.

Figura 4.4: Construcao Fractal Flor da Vida

Fonte: Autoria aluno.

4.1.2 Atividade Fractal Tetraedro

Esta atividade consiste na construcao de um Tetraedro Fractal. Um tetraedro é um
solido tridimensional, feito de quatro tridngulos. Cada aluno ira criar seu préprio tetraedro
fractal feito de palitos e mini-marshmallows.

Objetivos:

Analise e composicao das formas, de acordo com as propriedades de suas linhas e an-
gulos, padroes em aritmética, além de desenhar, construir e descrever figuras geométricas
e descrever as relacoes entre eles. Iteracao dos alunos com o trabalho em equipe, ao usar
o tetraedro individual de cada aluno para fazer um tetraedro maior.

Duragao: Duas aulas (100 minutos).
Piblico Alvo: Alunos do Ensino Fundamental II e Ensino Médio.

Recursos Materiais: Palitos de dente (500 para turmas de 16 a 20 alunos) e mini-
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marshmallows.

Construgao:

O bloco de construgao basico do tetraedro fractal é feito com quatro marshmallows
e seis palitos de dente. Para fazer um tetraedro de segunda ordem, em vez de construir
quatro dos blocos de construgao e junta-los, é mais facil para alunos para construir a base
de tridngulos, em seguida, estenda os trés tridngulos externos em tetraedros. Adicione
um unico bloco de construcao ao topo para completar seu tetraedro de segunda ordem.
Quando um grupo de alunos termina seus tetraedros, eles podem montar todos os quatro,
em uma cria¢gdo maior, contendo 16 dos blocos de constru¢ao. Os alunos podem fazer
isso organizando trés deles em uma base e adicionando o 1ltimo em cima, sendo uma
atividade de trabalho em equipe, pois cada um deve remover um marshmallow do canto
de seu tetraedro para uni-los cuidadosamente.

Figura 4.5: Construgao Tetraedro Fractal Turma 7°B

Fonte: Autoria alunos.

Figura 4.6: Construcao Tetraedro Fractal Turma 7°B
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4.1.3 Atividade Diagrama de Fatores

O Diagrama de Fatores consiste em uma representagdo geométrica de um nimero
natural n por uma reuniao de pontos, agrupados pela sua decomposicao em fatores primos,
sendo uma das mais recentes formas fractais criadas no século XXI.

Esses diagramas foram idealizados por Brent Yorgey onde na Figura 4.7, temos os dia-
gramas dos 49 primeiros niimeros naturais nao-nulos. Em geral, o diagrama nao apresenta
estrutura fractal, porém, quando n = 0%, com a € N e b primo, o diagrama de fatores
torna-se auto semelhante.

Figura 4.7: Diagrama de Fatoracao

Fonte: http://members.peak.org/~jeremy/factordiagrams/resources/
FactorizationDiagrams.png

Objetivos : Anélise e composi¢ao de formas geométricas através do conceito de fato-

racao, compreensao dos niimeros primos, conceitos basicos de potenciacao.
Duracao : Duas aulas (100 minnutos).
Publico Alvo: Alunos do Ensino Fundamental IT e Ensino Médio.

Recursos Materiais: Folha Sulfite, 1apis, lapis de cor, giz de cera.

Construcao:

Considere o nimero natural n, tal que, n = p; - pa-- - px, em que cada p; € um fator
) ) )
primo de n. Vamos admitir que na fatoracao, os fatores estejam em ordem crescente. Se
p1 = 2, coloque os pontos um acima de outro, ou um ao lado do outro, caso contrario :

e organize os p; pontos, como se fossem vértices de um poligono regular de p; lados.

e organize cada grupo de p; pontos da etapa anterior, na posicao de vértice de um
poligono regular de p, lados.


 http://members.peak.org/~jeremy/factordiagrams/resources/FactorizationDiagrams.png
 http://members.peak.org/~jeremy/factordiagrams/resources/FactorizationDiagrams.png
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e organize o grupo de p; - po pontos da etapa anterior, ao longo dos vértices de um
poligono ps lados. Repetiremos o processo k vezes até os py - ps - - - pr_1 pontos, ao
longo dos vértices do poligono de p; lados.

Cada aluno podera construir um diagrama de fatores. A ideia bésica é desenhar n
pontos, usando, de forma recursiva, com base na fatoracdo principal de n. Por exemplo,
se o namero for 6 = 2 - 3, entdo p; = 2 pontos. Organize um acima do outro, cada dupla
de p; = 2 pontos ao longo de py = 3 vértices de um triangulo.

A construcao do diagrama é feita com fatores em ordem crescente, no entanto, pela
comutatividade multiplicativa de N, a ordem dos fatores pode gerar outros diagramas.

Figura 4.8: Decomposicao em Fatores Primos Turma 7°A

Fonte: Autoria alunos.

Figura 4.9: Decomposicao em Fatores Primos Turma 7°A

Fonte: Autoria Alunos.

Figura 4.10: Decomposi¢do em Fatores Primos Turma 7°A

Fonte: Autoria Alunos.

Para determinarmos a quantidade de diagramas de um nimero n, temos que usar
os conceitos de andlise combinatéria e calcular o nimero de permutagoes dos fatores
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Figura 4.11: Decomposi¢do em Fatores Primos Turma 7°A

Fonte: Autoria Alunos.

de n, exercicio voltado ao ensino médio. Notamos que os niimeros que nao possuem

decomposi¢ao em fatores primos, ou seja, os nimeros primos, sdo de aspecto circulares.
Também no site desenvolvido por Stephen Von Worley, podemos visualizar uma sequén-

cia de diagramas de fatores, a partir do niimero 1, podendo avangar ou pausar a contagem

dos ntmeros.

Figura 4.12: Diagrama de Fatores
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4.1.4 Cartoes Fractais

Iniciaremos de forma simples, apresentando as instrugoes para a dobradura e seus
recortes. A atividade de construcao de cartoes fractais tridimensionais é uma forma
interessante de apresentar a geometria dos fractais para os estudantes de Ensino Médio,
pois, além das idéias de recursividade, iteracao, autossimilaridade e dimensao fracionaria.

Cartao Fractal Triangulo de Sierpinski
Objetivos:
O objetivo dessa atividade é ensinar a ideia intuitiva de fractais e abordar os topi-

cos como: seqiiéncias, progressoes aritméticas e geométricas, limite, areas de superficies,
volume do sélido gerado, além de iniciar a ideia de convergéncia e de infinito.

Duragao : Duas aulas (100 minutos) .
Ptblico Alvo: Alunos do Ensino Médio.

Recursos Materiais:

Folha de papel A4 color set, tesoura, régua, lapis e borracha.

Construcao:
Primeiramente, com uma folha de papel A4, meca o comprimento a e largura b.

e Dobre a folha ao meio e vinque a dobra. Sem abrir a folha de papel, encontre a
metade do lado horizontal § e, também, a metade do lado vertical da folha g.

e Desdobre e recorte sobre a linha de dobra obtida na horizontal, até o encontro da
dobra feita verticalmente. Dobre o novo retangulo de lados § e g para o interior.

» Repita o mesmo processo na parte de cima e de baixo do hexdgono restante, obtendo
os retangulos de lados % e

a

8

« Repita o processo quantas vezes for possivel, até obter o Cartao Fractal Tridangulo
de Sierpinski.

Figura 4.13: Etapas Cartao Fractal Tridangulo de Sierpinski

b ———al2—— —aa—

[ Etapa 2 Etapa 3

Etapa l

Fonte: Autoria Propria.
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Figura 4.14: Etapas Cartao Fractal Triangulo de Sierpinski

Fonte: Autoria Alunos.

Figura 4.15: Cartao Fractal Triangulo de Sierpinski

Fonte: Autoria Propria.

Na construcao do Cartao Fractal do Tridngulo de Sierpinski, quando realizamos a
primeira iteracao, o que se obtém sao retangulos, todos de medida de lados % e ¢, gerando
trés retangulos em uma face, assim sendo n = 3, isto é, o total de 3 figuras.

Foi retirado da folha inicial um retangulo de mesmas medidas g e %, tal que, para
obter a medida da folha da segunda iteracao, temos que reduzir a medida na metade da
anterior, onde o fator de reducao é r = %, portanto, temos que a dimensao topoldgica
sera:

D logn  log3  log3
logr log (%) log 2

=1,585---
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Observe que a dimensao do fractal é um valor entre 1 e 2 e que, apesar de realizarmos a
construcao a partir de uma figura plana, sabemos que na geometria euclidiana a dimensao
é 2. Recortamos o papel de tal forma que as dobras dessa figura plana foram retiradas
e, assim, ndo temos mais uma figura plana da geometria euclidiana, mas também nao a
reduzimos a uma linha.

Figura 4.16: Cartao Fractal Tridngulo Sierpinski

Fonte: Autoria Prépria.

Cartao Fractal Degraus Centrais

Duragao : Duas aulas (100 minutos) .
Piblico Alvo: Alunos do Ensino Médio.

Recursos Materiais:

Folha de papel A4 color set, tesoura, régua, lapis e borracha.

Construgao:
Primeiramente, com uma folha de papel A4, meca o comprimento 2b e largura a.

e Dobre a folha ao meio e vinque a dobra. Faca dois cortes nas metades das medidas
da folha dobrada.

e As linhas tracejadas indicam uma dobra, abra as dobras formando um paralelepi-
pedo, sendo essa a primeira iteragao.

« Faca dois novos cortes de comprimento igual a metade dos cortes anteriores. Faca
mais uma dobra na parte tracejada e deixe as dobras em alto relevo.

» Repita o processo quantas vezes for possivel, até obter o Cartdao Fractal Degraus
Centrais.
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Figura 4.17: Etapas Cartao Fractal Degraus Centrais

-

\'- b 777777 :J

: a ! T‘
2
1 Etapa 1l Etapa 2 Etapa 3 Etapa 4
a .

Fonte: Autoria Prépria.

Figura 4.18: Etapas Cartao Fractal Degraus Centrais

Etapa 5 Etapa 6 Etapa 7 Etapa 8 Etapa 9

Fonte: Autoria Prépria.

Figura 4.19: Cartao Fractal Degraus Centrais

Fonte: Autoria Alunos.

c.—



5 Conclusao

Na presente dissertagao, temos como objetivo principal de provocar nossos alunos
com algo desconhecido, “os monstros matematicos” mas, com a preocupagao de utilizar
conhecimentos matematicos acessiveis ao Ensino Fundamental e Médio. Outro objetivo
também foi o de fixar os conceitos de logaritmo, progressao aritmética e geométrica,
através de alguns fractais classicos e outros nao tao classicos, como os fractais circulares,
demonstrando a simplicidade na lei de formagcao, através dos algoritmos de construcao.

Para o desenvolvimento deste trabalho, utilizamos o software Geogebra, que permite
a juncao da Geometria, Algebra e Calculo. Nas propostas de atividades, em diversos
momentos, propusemos questionamentos sobre cada situacao. Sao questoes simples que
visam, por exemplo, determinar se seria possivel encontrar um padrao em uma dada
sequéncia e quais as conclusoes que os alunos poderiam estabelecer na exploragao desse
padrao.

A Geometria Fractal possibilita explorar aspectos de uma geometria nao euclidiana,
podendo, ser trabalhada em sala de aula como um modo de discutir a percepcao do espaco,
trazendo para o ambiente escolar informacoes e discussoes acerca de outras geometrias que
nao a de Euclides. Em um mundo repleto de formas geométricas nao perfeitas, superficies
irregulares, dificeis de representar e medir, a Geometria Fractal apresenta-se como um
meio de tratar aqueles fenomenos até agora considerados cadticos.

As atividades propostas relacionam conteudos distintos da Matematica. Utilizamos
tabelas para organizar informagoes, a partir da observacao e construcao dos fractais. A
tabela é uma ferramenta que possibilita relacionar elementos da Geometria ou da percep-
¢ao geométrica, com os nimeros, uma vez que, a partir da construcgao, é possivel organizar
as informacoes, refletir acerca do obtido, comprovar as hipéteses e generalizar a situacao.

Esperamos que, com este trabalho, tenhamos contribuido para o ensino da Matemé-
tica, mostrando que podemos incorporar novos recursos, em especial, os tecnoléogicos,
como auxiliares e, assim, dinamizar as atividades do cotidiano da sala de aula. Enfim,
espera-se que haja cada vez mais pesquisas e descobertas sobre novos recursos e aplicagoes
para utilizar em sala de aula nesse fascinante mundo da geometria fractal.
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