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CLARO, F. A. E. Gréficos de Controle de X para o monitoramento de processos
autocorrelacionados. 2008. 159 p. Tese (Doutorado em Engenharia Mecanica) —
Faculdade de Engenharia do Campus de Guaratingueta, Universidade Estadual

Paulista, Guaratingueta, 2008.

RESUMO

Os graficos de X sdo apresentados na literatura supondo quase sempre que as
observagdes da varidvel X sdo independentes. Na pratica, no entanto, estd se tornando
rotina descobrir que esta condi¢do ndo existe. A dependéncia entre observacdes gera

um aumento na freqiiéncia de alarmes falsos e diminui o poder do dispositivo

estatistico. Nesta tese estuda-se o grafico de X com amostragem dupla (AD) supondo
que as observagdes de X sdo descritas por modelos parcimoniosos da familia ARIMA
(Autoregressivo, Integrado e de Médias Moveis). As propriedades da carta foram
obtidas considerando o conceito de subgrupos racionais. Para comparar o desempenho

do grafico proposto com o desempenho dos esquemas concorrentes, isto €, o grafico de

X padrao, o grafico de X com amostra de tamanho variavel (ATV) e o esquema da
Média Movel Ponderada Exponencialmente (EWMA), foi necessario obter o niimero
meédio de amostras até o sinal (NMA) para todos eles. Os resultados obtidos mostram
que a autocorrelacdo dentro do subgrupo tem forte impacto sobre as propriedades dos
graficos. O grafico de controle com amostragem dupla ¢ geralmente mais eficiente do

que os esquemas concorrentes na detec¢do de desajustes na média do processo.

PALAVRAS-CHAVE: Autocorrelagdo; Amostragem Dupla; Carta de Controle;

Controle Estatistico do Processo; Numero Médio de Amostras até o Sinal.



CLARO, F. A. E. X Control Charts for the monitoring of autocorrelated
processes. 2008. 159 p. Thesis (Doctorate in Mechanical Engineering) - Faculdade de
Engenharia do Campus de Guaratinguetd, Universidade Estadual Paulista,

Guaratingueta, 2008.

ABSTRACT

The X charts are presented in the literature often assuming that the observations of the
X variable are independent. In practice, however, it is becoming a routine to find out
that such condition is unrealistic. The autocorrelation among the observations

increases the false alarm rate and reduces the power of the statistical device. In this

thesis, we study the Double Sampling X chart (DS) assuming that the observations of
X are described by parsimonious models of the ARIMA family (Autoregressive,
Integrated and Moving Average). The properties of the charts were obtained
considering the concept of rational subgroups. To compare the performance of the

proposed chart with the performance of the competitor schemes, that is, the standard

X chart, the Variable Sample Size X chart (VSS) and the Exponentially Weighted
Moving Average (EWMA) chart, it was necessary to obtain the average run length
(ARL) for all of them. The results show that the autocorrelation within the subgroup

has strong impact on the chart properties. The Double Sampling X chart is usually

more efficient than the competitor schemes in the detection of the process mean shifts.

KEY-WORDS: Autocorrelation; Double Sampling; Control Chart; Statistical

Process Control; Average Run Length.
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1 INTRODUCAO

1.1 CONSIDERACOES INICIAIS

O principio bésico de melhoria continua e produtividade nos processos, alavanca
do grande crescimento experimentado pela industria japonesa na década de 80,
despertou no mundo ocidental a necessidade de entender melhor a relagdo entre
qualidade e produtividade como mecanismo de redug¢do de custos e aumento de
competitividade.

Sabe-se atualmente que um dos pilares do sistema operacional das melhores
empresas € centrar esforcos em prevencdo de defeitos ao invés de detectar produtos
defeituosos. Utilizar um conjunto de técnicas estatisticas para identificar e aplicar
medidas de reducdo de variabilidade no processo ¢ a base fundamental ao esforco da
prevengao.

Denomina-se Controle Estatistico do Processo (CEP) a cole¢do de ferramentas
utilizadas com esta finalidade, dentre as quais se destacam os graficos de controle,
introduzidos pelo Dr. Walter Andrew Shewhart (SHEWHART, 1931). O Dr. Shewhart
advogava enfaticamente o conceito de prevencdo, porém, por ironia, seu trabalho
somente passou a receber a devida atengdo nos Estados Unidos a partir do avango da
industria japonesa. Os conceitos que ele desenvolveu sobre estas técnicas
relativamente simples para monitoramento de processos fundamentam a pesquisa
sobre o assunto e, até os dias de hoje, o grafico de médias amostrais ¢ certamente uma
das ferramentas de qualidade mais conhecidas e utilizadas.

O gréfico de controle de Shewhart ¢ um dispositivo estatistico aplicado aos dados
de um processo para determinar se a caracteristica de qualidade deslocou-se de seu
valor-alvo (MONTGOMERY, 2001). Esta forma de monitoramento ¢ muito utilizada
para distinguir causas comuns de causas especiais de variagdo (freqlientemente
responsaveis por desajustes na média do processo), identificar quando ocorreu a
mudanga no processo de modo a guiar a pesquisa na elimina¢do da causa-raiz e

finalmente melhorar o processo pela prevengdo de novas ocorréncias.
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1.2 PROBLEMA DA PESQUISA

A hipétese fundamental em Controle Estatistico do Processo (CEP) € que as
observacdes da variavel de interesse ajustem-se a uma distribui¢do normal e sejam
independentes e identicamente distribuidas (IID). Nos ultimos anos, entretanto, a
crescente automatiza¢do no segmento de manufatura revolucionou muitos processos,
acentuando coincidentemente a dependéncia em série entre observagoes.

A autocorrelagdo observada em processos industriais € tipicamente devida a
presenca de elementos inerciais que limitam a variabilidade entre observagdes
préximas na escala do tempo. Hoerl e Palm (1992) mencionam que todos os processos
sdo autocorrelacionados, e dependera apenas da freqiiéncia de amostragem para que
este comportamento fique evidente. Para elimina-la, eles sugerem que haja um espaco
de tempo suficientemente longo entre as observagdes da varidvel de interesse, o que
nem sempre ¢ razoavel e parece ndo levar a uma solucdo eficiente para o
monitoramento.

Uma vez constatada a dependéncia em série, ¢ de grande importancia distinguir
quais sdo os padrdes inerentes ao processo e quais sdo os atribuidos a causas especiais.
Se a autocorrelagdo ¢ sintoma de um problema, o dispositivo estatistico deve detectar
sua presenca; porém, se ela for intrinseca ao processo, um grafico que por esta razio
gere pontos fora de seus limites de controle ¢ de pouca utilidade (GILBERT; KIRBY;
HILD, 1997; CROWDER; HAWKINS; REYNOLDS JR.; YASHCHIN, 1997).

Quando a autocorrelacdo ndo ¢ levada em conta, os limites de controle do
dispositivo estatistico tornam-se muito “estreitos” e ele passa a gerar muitos alarmes
falsos, o que caracteriza um dos problemas da pesquisa.

A despeito deste fato, os usudrios de cartas de controle em muitas ocasides
falham em reconhecer a presen¢a de dados autocorrelacionados. Um primeiro exemplo
desta afirmativa € encontrado dentro do proprio estudo pioneiro do Dr. Shewhart que,
embora um grande estatistico, porém sem acesso a metodologia de séries temporais e
os recursos computacionais hoje disponiveis, parece ndo ter detectado a auséncia de
aleatoriedade nas observagdes que ele utilizou em um dos seus estudos sobre graficos

de controle. No Quadro A.1 estdo 204 medidas consecutivas de resisténcia elétrica de
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isolagdo, organizadas em 51 subgrupos (#=4), que utilizados na construg¢do de carta de
controle com limites de trés desvios-padrdo, apontaram 19,6% das médias na regido de
acdo. No Anexo A verifica-se que varios destes pontos estdo plotados na regido de
acdo do grafico pelo fato das observagdes serem autocorrelacionadas. Shewhart, no
entanto, atribuiu a causas especiais a ocorréncia de todos eles.

Nos ultimos anos, embora os graficos de controle tenham se desenvolvido e se
tornado uma das mais utilizadas técnicas de monitoramento de processos, sua
aplicacdo incorreta continua nao sendo exce¢do. Pesquisa conduzida por Alwan (1995)
com uma amostra de 235 aplicagdes, coletadas de fontes das quais se esperava
consideravel grau de sofisticagdo no dominio da técnica e uso desta ferramenta,
mostrou que em 86% dos casos havia algum tipo de violacdo das hipdteses
fundamentais para uso dos limites classicos, na maior parte das vezes, falha em
reconhecer a dependéncia em série no processo considerado, e conseqiientemente uso
de limites de controle inapropriados.

Um segundo problema da pesquisa ¢ a significativa redu¢do do poder do grafico,
advinda da dependéncia em série nos processos com autocorrelagdo positiva (caso da

grande maioria dos processos industriais).

1.3 TEMA DA PESQUISA

A busca por dispositivos estatisticos mais eficientes para monitoramento de
processos tem, nas ultimas duas décadas, fomentado pesquisas com cartas de controle
adaptativas. Graficos desta natureza sdo projetados de forma que ao menos um dos
seus parametros (intervalo de amostragem, tamanho da amostra e coeficiente de
abertura dos limites de controle) possa variar em tempo real com base nos valores
amostrais da estatistica de monitoramento e, por conta disto, se tornam muito mais
eficientes que os graficos tradicionais (TAGARAS, 1998).

O numero médio de amostras até¢ o sinal (NMA) ¢ a métrica comumente
empregada para medir a eficiéncia ou o desempenho das cartas de controle. Quando

ha uma mudanga no processo, ¢ desejavel que o NMA seja pequeno de sorte que a
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deteccdo seja rapida; por outro lado, quando o processo estd em controle, ¢ desejavel
que o NMA seja alto de modo a reduzir o nimero de alarmes falsos produzidos pela

carta (LU; REYNOLDS JR., 1999). Uma alternativa para melhorar a eficiéncia do

grafico de X consiste em adotar a amostragem dupla (AD). Se por um lado este
esquema leva a uma maior complexidade na administragdo das amostras, por outro, ele
faz com que o dispositivo estatistico sinalize mais rapido as perturbagdes no parametro
de centralidade da distribui¢do da caracteristica de qualidade X. O grafico de controle
com amostragem dupla para processos independentes foi proposto por Croasdale
(1974), reprojetado com algumas altera¢cdes por Daudin (1992) e recentemente
estendido para dados multivariados (HE; GRIGORYAN, 2005; COSTA; MACHADO,
2007, CHAMP; APARISI, 2008). Embora as propriedades deste grafico o tornem
muito competitivo no monitoramento de processos independentes, a literatura

consultada ndo faz mencdo a seu uso para processos com dependéncia em série. Com

base nestes fatos, a proposta desta tese ¢ projetar o grafico de X com amostragem
dupla para monitorar processos autocorrelacionados, obter suas propriedades e
compara-las com as de cartas concorrentes (as de médias amostrais, d¢ EWMA para

médias e de médias com amostras de tamanho variavel).

1.4 JUSTIFICATIVA E IMPORTANCIA DA PESQUISA

As observagdes das varidveis de monitoramento da grande maioria dos processos
industriais s@o autocorrelacionadas, justificando-se assim que todo e qualquer estudo
hoje existente sobre graficos de controle para processos independentes sejam

estendidos para dados autocorrelacionados.

1.5 OBIJETIVOS DA PESQUISA

O objetivo principal desta pesquisa € projetar o grafico de controle de X com
amostragem dupla para o monitoramento de processos autocorrelacionados cujas

observacdes se ajustem a modelos da familia ARIMA.
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Alguns objetivos mais especificos sdo:
v Projetar os graficos de médias amostrais, de EWMA para médias e de

médias com amostras de tamanho varidvel, para o monitoramento de processos

autocorrelacionados;

v Obter as propriedades dos graficos considerados;

v Mensurar o efeito da dependéncia em série no poder de detec¢dao dos
graficos;

v Comparar, em condi¢des de igualdade, o grafico de X com amostragem

dupla aos graficos concorrentes.

1.6 CONTRIBUICOES ORIGINAIS DA TESE

Esta tese apresenta como contribui¢des originais:

v Extensdo da metodologia hoje existente para o estudo das propriedades
dos graficos de controle de X com amostragem dupla, para englobar também o caso
em que as observagdes sdo autocorrelacionadas;

v Obtengdo das propriedades do grafico de EWMA para médias e do
grafico de X com amostras de tamanho varidvel em processos autocorrelacionados.

Em todos os casos, o desempenho dos graficos foi obtido analiticamente.

1.7 DELIMITACOES DA PESQUISA

No estudo dos dispositivos estatisticos tratados nesta tese consideram-se as
seguintes delimitagoes:

v A autocorrelagdo é inerente ao processo, ndo sendo possivel ou viavel
sua remoc¢ao.

v O modelo ¢ estaciondrio, de baixa ordem e com autocorrelacdo positiva.
Seus coeficientes sd@o conhecidos e acurados e os residuos se ajustam a uma

distribui¢do IID N (0, o).
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v A influéncia do erro de medigdo € desprezivel.

v As amostras sdo coletadas segundo os conceitos de subgrupos racionais,
portanto, com o processo em controle, ¢ razoavel supor que as observagdes dentro do
subgrupo sdo autocorrelacionadas e a dependéncia em série entre as amostras ¢
desprezivel (GILBERT; KIRBY; HILD, 1997).

v A causa especial altera somente a média da distribui¢do. Este desajuste é
do tipo “degrau” (“step mean shift’), com magnitude expressa em unidades do desvio-

padrao do modelo de séries temporais que representa o processo.

1.8 ORGANIZACAO DO TEXTO

Esta tese esta dividida em seis capitulos. Neste, apresentam-se as consideragdes
iniciais, o problema e o tema da pesquisa, sua justificativa e importancia, seus
objetivos, as contribui¢des originais, as delimitagdes e a maneira como o trabalho esta
organizado.

No Capitulo 2, sdo apresentadas as nogdes sobre séries temporais, com particular
énfase a modelos parcimoniosos da familia ARIMA, e andlise de intervengdo, uma
ferramenta para identificagio e modelamento de dados discrepantes. Estes
fundamentos sdo necessarios ao entendimento do modelo e dos dispositivos de
controle considerados.

No Capitulo 3, estdo os conceitos fundamentais sobre graficos de controle para
processos independentes (se¢do 3.1), a revisdo bibliografica sobre o monitoramento de
processos autocorrelacionados (se¢do 3.2) e o desenvolvimento matematico requerido
para estudo das propriedades dos graficos concorrentes e do grafico proposto (se¢do
3.3).

Os resultados obtidos sdo apresentados e discutidos no Capitulo 4.

No Capitulo 5, ¢ apresentado um exemplo de aplicagdo com uso da analise de
intervencdo e outro em que se compara o poder de detec¢do dos graficos de médias e
com amostragem dupla.

No Capitulo 6 estdo as conclusdes do estudo e sugestdes para futuras pesquisas.
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No Apéndice A sdo obtidas as variancias utilizadas na determina¢do dos limites
de controle para processos cujas observacgdes sao representadas pelos modelos MA(1),
ARMA(1,1), MA(2) e AR(2). O Apéndice B complementa o Capitulo 4 e contém as
tabelas com valores de limites de controle ¢ NMA para cada um dos modelos ¢
graficos considerados. O Apéndice C traz os codigos computacionais em FORTRAN
powerstation 4.0 que forneceram os NMAs do Apéndice B. No Anexo A estd o
tratamento estatistico conduzido sobre os valores de resisténcia elétrica de isolagao,

disponiveis em Shewhart (1931, p. 20).
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2 SERIES TEMPORAIS
2.1 CONCEITOS E FUNDAMENTOS

Uma série temporal ¢ qualquer conjunto de observacdes ordenadas no tempo
(MORETTIN; TOLOI, 2004). Exemplos de séries temporais sdo inesgotaveis ¢ podem
ser encontrados nos campos de economia e finangas, saide e ambiental, fisica,
demografia e controle de processos em engenharia. Uma série € continua quando as
observagdes sdo feitas ininterruptamente ao longo do tempo e € discreta quando as
observacdes sdo tomadas a intervalos equiespagados. A principal caracteristica na
analise de séries temporais ¢ o fato que observagdes sucessivas normalmente nao sao
independentes, o que torna a série estocastica, ou seja, valores futuros tém uma
distribui¢ao de probabilidade condicionada ao conhecimento de valores passados.

Uma série estocdstica, cuja seqiiéncia de variaveis aleatdrias € representada por

{Xl,Xz,...} pode ser, na maior parte das vezes, descrita por seus momentos de

primeira e segunda ordem, respectivamente, a média, dada por

M, :E(X t) para t=0,£1,+2,... e a fung¢do autocovaridncia, dada por
Ves=E [(X, — 1, N X, — 2, )} Como a fungdo autocovaridncia depende da unidade da

variavel aleatéria prefere-se muitas vezes, por propdsitos praticos, substitui-la pela

funcdo adimensional de autocorrelagdo, expressa por p; =7, / ,/ag( (7?( sendo
’ ’ t K
-1<p; ¢ <1

Nesta tese sdo consideradas apenas séries estaciondrias, nas quais as leis de
probabilidade que governam o fendmeno descrito ndo se alteram ao longo do tempo,
ou seja, a distribuicdo de X(#),X(),....,X(ty) é a mesma que a distribui¢do de
X(H_i)s X (B )y, X (ty_y ) quaisquer que sejam os pontos #,75,...,¢y € qualquer que
seja a defasagem de tempo (ou lag) k. Desta maneira, a notagdo anterior pode ser

simplificada para y; =y(X,,X,_x)) e pg=p(X;,X_p))e valem as seguintes

propriedades:
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Yo=0%: 7k =7k € el <70
Po=1  pr=pi e lp]<1
Quando se formam subgrupos tomados de processos com média constante, como
s30 0s processos estacionarios, a variancia da média dos subgrupos, conforme Cryer

(1986, p. 19), € expressa por:
n—1
G;J—Oﬁ (1—ijk @2.1)

Um tipo particular de processo estacionario é o chamado ruido branco (e,),
definido como uma seqiiéncia de varidveis aleatdrias, do qual muitos modelos uteis

podem ser construidos. Normalmente se assume: e, ~ IID N(O,o-e2 )

2.2 AFUNCAO AUTOCORRELACAO AMOSTRAL (FAC)

Basicamente, todos os processos de fabrica¢do sdo governados por elementos
inerciais, ¢ quando o intervalo entre amostras se torna pequeno em relagdo a estas
forgas, as observacdes do processo serdo correlacionadas ao longo do tempo. Esta ¢é
uma func¢do de extrema importdncia para examinar dependéncia entre dados.

Considere uma seqiiéncia de observagdes X, X,,..., X, . Um estimador natural da

fungdo autocorrelacdo p, € a fungdo autocorrelagdo amostral definida por:

N

3, X x, - X)
pr == parak =0,1,2,...,N (2.2)
(x,-Xx
t=1
onde:
J— 1 N
X = NZX, (2.3)

Segundo Schneider e Pruett (1994), o erro padrdo de p; ¢ aproximadamente

igual a 1/ JN, onde N é o numero total de dados empregados no calculo da
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autocorrelacdo. Box, Jenkins e Reinsel (1994) recomendam que a estimativa p; seja

obtida com N >50 e para k < N/4. De modo pratico admite-se que, se algum dos

coeficientes p; for maior do que o valor + 2/ n/N , a autocorrelagdo sera significativa

ao nivel aproximado de 95% de significancia.

Na imensa maioria dos processos de manufatura a autocorrelagdo € positiva, isto
¢, um valor abaixo da grande média no instante (z-1) tende a ser seguido também por
um valor abaixo no instante ¢, € vice-versa, o que acaba fazendo com que observagdes
ordenadas cronologicamente em um grafico de linhas apresentem certo padrdo
caracteristico em forma de “U” denominado stationary meandering (ALWAN, 2000,
p- 52). Nos processos com autocorrelagdo negativa observagdes consecutivas se
alternam acima e abaixo da média global, criando igualmente um padrdo tipico no

grafico, que revela a auséncia de aleatoriedade.
2.3 A FUNCAO AUTOCORRELACAO PARCIAL AMOSTRAL (FACP)

Esta funcdo ¢ utilizada na identificagdo de modelos estacionarios juntamente
com a fun¢do autocorrelacdo amostral. Ela define a correlagdo parcial entre X, e X i

apos remover o efeito das varidveis intervenientes X,_;, X, ..., X, € € usualmente
representada por @, , sendo que as autocorrelagdes parciais tedricas, conforme Cryer

(1986, p.109), podem ser calculadas por:

k-1
Pr =D et P
i=1
S = (2.4)
1- Z Pe1,;P;
i=1

com expressdo geral: i = P-1,; ~ Pk Pr-1,k—; para j=12,. k-1

Por defini¢do considera-se ¢;; = p; e aplicando (2.4), obtém-se, por exemplo:

s :,02—,012.
2 - pr )
P11 =1 — b
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bis = (P3 = #2192 = $20P1)
(1=$y101 - $2202)

Nestas equagdes, a estimativa do coeficiente de autocorrelagdo parcial ¢ obtida

substituindo p; por p; i=1,2,..
2.4 MODELOS DA FAMILIA ARIMA

A classificacdo denominada ARIMA foi proposta por Box e Jenkins em 1970 e
aplica-se a modelos estocasticos que descrevem um grande numero de processos
praticos (CASTILLO, 2002, p. 68). O acronimo resulta da jun¢do de autoregressivo
(AR), integrado (I) e média moével (MA, abreviatura de moving average), e
normalmente o modelo ¢ referenciado como ARIMA(p,d,q) onde “p” € a ordem do
componente autoregressivo, “d” é o grau de diferenciagdo necessario para tornar o
processo estacionario e “q” ¢ a ordem do componente de média movel. Se um dos
componentes ndo esta presente, seu termo e ordem sdo suprimidos do nome; por
exemplo, o modelo ARIMA(1,0,0) ¢ rotineiramente chamado por AR(1).

Nesta tese sdo consideradas as séries parcimoniosas (p,q < 2) e estacionérias
(d=0) que representam significativa parte dos processos nas areas de Engenharia
(BISGAARD; KUHLAHCI, 2007).

As observagdes de um modelo ARMA(p,q), segundo Castillo (2002, p. 85), sao
dadas por:

P q
X, =u+) h X, y+e - Opey  onde 1=1,2,3..,T (2.5
k=1 k=1

A partir desta expressdo € possivel representar os modelos adotados nesta tese,

como se detalha a seguir.
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2.4.1 O modelo autoregressivo AR(p)

Os modelos autoregressivos foram propostos por Yule (1927) apud Cryer (1986)

e sdo representados usando-se (2.5) com@, =0, V k. O valor X; ¢ uma combinagdo

linear dos “p” valores passados mais recentes, acrescidos da média (x) e do residuo ou

erro aleatdrio, e, ~ IID N(O,ae2 ), que incorpora o que € novo na série no tempo ¢ € nao
pode ser explicado pelos valores passados. Os valores de X, ;, X, ,,.. sdo
independentes de e,. O coeficiente autoregressivo da defasagem “k” ¢ representado
por ¢, . A forma deste modelo, no qual os valores do processo sdo regredidos sobre

eles mesmos, ¢ andloga a usada no modelo de regressdo linear (CASTILLO, 2002, p.
70).

O modelo autoregressivo de primeira ordem AR(1) ¢ freqlientemente adotado
para representar processos em manufatura onde s@o encontradas as aplica¢des de CEP.
As observagdes deste processo podem ser escritas utilizando-se (2.5) com

0, =0,V k e ¢ =0para k>1. Neste modelo sdo validas as seguintes

propriedades:

EX)=n=1 2.6)

2

2 O,
Yo=0x =— > 2.7)

1-¢

k2

O
e _f > (2.8)
o =X = g% para k=0,12.... 2.9)

70
O parametro do modelo ¢ ¢ (o subscrito é normalmente suprimido nos modelos
de primeira ordem) e £ ¢ uma constante denominada drifting parameter ou parametro
de derivagdao (CASTILLO, 2002, p. 78). Para que o processo seja estaciondrio a

condi¢do ¢ |¢|<1. Quando |¢[>1 o processo ¢ chamado “passeio aleatorio” ndo

estacionario. Neste caso, a média e a variancia ndo sdo constantes ao longo do tempo e
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ndo se observa a tendéncia que o processo retorne ao valor alvo sem que haja algum
tipo de interferéncia externa.
A equagdo definidora do modelo autoregressivo de segunda ordem, AR(2), ¢

obtida usando-se (2.5) com (&,9)#0 e ¢ =0 para k>2 em adicio a
6, =0, V k. A média do modelo ¢ dada por:

¢
=g -5

As demais propriedades deste modelo sdo derivadas das equagdes propostas por Yule-

E(X)=pu= (2.10)

Walker, isto é:

Yk = OVk-1 T Ak (2.11)
e
Pk = hpPxa+dpcn para k=12, (2.12)
quando =0 encontra-se:
2 1_¢2) O,
Yo =0y = (2.13)
(1+¢2 (1-¢,) —¢f
para k=1, py=1e p,=p
4
py = (2.14)
1-¢,
e para k=2:
1- ¢, )+ ¢
Dy = $(-4,)+ 4" (2.15)

1-¢,

Os pardmetros do modelo sdo ¢ e ¢, e as condi¢Oes de estacionariedade dadas por:

G+d<l, d-dh<1 e |ph|<l.

2.4.2 O modelo de médias moveis MA(Q)

O modelo de médias modveis ¢ expresso usando-se (2.5) e fazendo-se

o =0, V k. O coeficiente de médias mdveis da defasagem “k” ¢ representado por

6y - A terminologia “médias moveis” deriva do fato que X; ¢ obtido aplicando os pesos



35

1L,-6,-0,,...,—0

4 respectivamente ¢ entdo

as  variaveis €,,€,_1,€_ 3, €_g4
movendo os mesmos pesos uma unidade de tempo a frente e aplicando-os novamente a

€415€, €15 €_qy Para obter X,,. Slutsky (1927) e Wold (1938) apud Cryer
(1986) foram os precursores do modelo de médias mdveis. Este modelo ¢ adequado a

muitas areas, particularmente as de econometria (CHATFIELD, 2004). Processos de

médias moveis sdo sempre estacionarios para quaisquer valores de 6, .

Quando as observagdes de uma série temporal se ajustam ao modelo de médias
moéveis de primeira ordem MA(1) elas sdo representadas empregando-se (2.5) e

considerando-se 6, =0 para k >1 além de ¢, =0, V k. O modelo, cujo parametro ¢

0, ¢ caracterizado pelas seguintes propriedades:

E(X,)=u (2.16)
vo=0% =c2(1+6?) 2.17)
7 =-00 (2.18)

-0
Dy = (2.19)

: 1+ 62
Yk =P =0 para k>2 (2.20)

Neste modelo o maior valor que p, pode assumir ¢ 0,5 para € =—1 e o menor valor ¢

-0,5 para d=+1 (o valor da correlacdo para € negativo ¢ igual ao valor da correlacdo
para @ positivo, porém com sinal trocado).

A equagdo definidora do modelo de médias moveis de segunda ordem MA(2) ¢
obtida usando-se (2.5) com (6,,6,)#0, 6, =0 para k>2 alémde ¢ =0, V k. Os

pardmetros do modelo sdo 6 e 6,, a média é dada por (2.16) e as demais

propriedades sdo:

vo=0% =02 (1+02 +62) 2.21)
1 =(-6+606,)0; (2.22)
y2=-0, 0% (2.23)
_Z01006, 2.24)

| =
1+<912+¢922
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7k =Pk =0 para k=3 (2.25)
2.4.3 O modelo autoregressivo e de médias méveis de primeira ordem ARMA(1,1)

O modelo autoregressivo e de médias moveis de primeira ordem ¢ equivalente ao
modelo AR(1) com um erro aleatorio adicional (BOX; JENKINS; REINSEL, 1994) ¢
considerado apropriado em muitas aplicagdes para representar as observagdes do

processo. A equacdo do modelo ARMA(L,1) ¢ obtida de (2.5) com ¢ =6, =0

para k >1. Neste modelo, as esperancas do produto da varidvel de interesse e os

residuos sdo dadas por E(e,X,)=o07 e E(e,_l)(t):(¢—6?)0'e2 , 0s parametros sdo

¢ e 6@,amédia é dada pela expressdo (2.6) e as demais propriedades sao:

2
7/0=G)2( = 1-296+6 o2 parak =0 (2.26)

1-¢> ¢
Pr = (1—#)@—9) para k >1 (2.27)
1+ 67 -2¢60
Vi = (1-0p)¢-0) ?¢)(¢¢2_ 0) o2 parak>1 (2.28)

A condig¢do de estacionariedade neste caso é a mesma ja vista para o modelo AR(1).

2.5 CONSTRUCAO DO MODELO

Encontrar modelos apropriados para séries temporais ndo ¢ um trabalho trivial e
para fazé-lo segue-se normalmente um processo de multiplas etapas, que pode ser
repetido inimeras vezes, consistindo na identificacdo, ajuste e diagndstico do modelo.

Ao fazer a identificagdo do modelo tenta-se satisfazer o principio da parcimonia,
isto €, o modelo selecionado deve requerer o menor nimero possivel de parametros
que representem adequadamente os dados. O comportamento das funcdes

autocorrelagdo e autocorrelagdo parcial versus o lag k (apresentado em graficos
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chamados de correlogramas) tem importante papel na identificagio do modelo

conforme indicado no Quadro 2.1, adaptado de Morettin e Toloi (2004).

Quadro 2.1 — Identificagdo de modelos por meio de correlogramas

MODELO FAC FACP
AR(p) decai de acordo com exponenciais ¢, #0 para k <p e ¢, =0 para
e/ou sendides amortecidas, infinita > p: ou seja similar a FAC do
em extensao processo MA(q)
MA(q) apresenta um corte apos o lag ¢, similar a FAC do processo AR(p)
portanto a fung¢do ¢ finita
ARMA(p,q) decai de acordo com exponenciais comporta-se como a FACP de um

e/ou senodides amortecidas, infinita

processo MA puro

em extensao

Além do uso dos correlogramas da FAC e FACP, outros métodos, principalmente
aqueles baseados em uma fung¢do penalizadora, podem ser usados para identificagcdo do
modelo. Entre estes métodos encontram-se, por exemplo, o critério de informacgao de
Akaike e o critério do erro do preditor final (final predictor error), excluidos do
escopo desta tese, onde se abordam apenas modelos de baixa ordem, usualmente
identificados por analise grafica.

Algumas regras praticas podem ser uteis ao se identificar o modelo:

v' Evitar aumentar desnecessariamente a ordem dos pardmetros do modelo
(overfitting);

v" Quando isto ndo for possivel, ndo aumentar simultancamente a ordem dos
componentes MA e AR do modelo;

v" Desenvolver um modelo na dire¢do sugerida pela analise dos correlogramas das
observagdes ¢ também dos residuos.

Na etapa de ajuste do modelo procura-se pela melhor estimativa do valor do
pardmetro. Em geral, esta estimacdo € obtida por métodos iterativos usando-se com
freqiiéncia o método dos minimos quadrados ou variagdes deste, para maiores detalhes
veja Cryer (1986, p. 125-159). As estimativas das propriedades do modelo, isto &,

média, variancia, autocorrelagdo e autocovariancia sdo obtidas pela substituicdo dos
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pardmetros estimados nas formulas vistas na secdo 2.4. Ha& varios aplicativos
estatisticos que auxiliam na tarefa de estimagdo. Nesta tese fez-se uso do pacote
estatistico MINITAB® (2003) para as aplicagdes e exemplos apresentados.

Na etapa de diagndstico analisa-se a qualidade do modelo que foi especificado e
estimado, ou seja, quio bem ele se ajusta aos dados e se as hipdteses do modelamento
estdo satisfeitas (CHATFIELD, 2004). Na etapa prévia de estimag@o foram obtidos os
residuos do modelo, que em analogia com a andlise de regressdo, s3o expressos como
a diferenga entre os valores observados e previstos. Se o modelo foi apropriadamente
especificado e seus pardmetros bem estimados, os residuos encontrados serdo IID e se

ajustardo a uma distribui¢do N(0,0,), portanto, quando plotados seqiiencialmente
num grafico de linha espera-se que estejam dispersos ao redor de uma linha zero sem
apresentar quaisquer tendéncias. Além de ser importante observar a autocorrelacido
dos residuos em /ags individuais, ¢ util aplicar um teste estatistico que leve em
consideracdo sua magnitude como um grupo. Com esta finalidade e tendo como
origem o teste de Portmanteau, Ljung, Box e Pierce (1978) propuseram a seguinte
estatistica:

K A2
O(K)= NN +2)) Pk (2.29)

kle—k

Eles mostraram que se o modelo ARMA(p,q) estiver corretamente estimado,
entdo, para valores de N suficientemente grandes, Q tera uma distribuicdo de Qui-
quadrado com (K-p-gq) graus de liberdade (MORETTIN; TOLOI, 2004, p. 204), onde

K ¢ o ultimo /ag sobre o qual sera calculada a estatistica.
2.6 ANALISE DE INTERVENCAO

Seja uma determinada série estacionaria, representativa da varidvel de interesse

Y; de um processo, representada por um modelo autoregressivo e de médias moveis
(ARMA) dado por ¢(B)Y, =0(Be, onde ¢(B)=(1-¢B—$,B> —..—$,B°) ¢ um

polindmio autoregressivo de ordem p; 6(B)=(1-6,B-6,B>—..-6,B1) ¢é um
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polindmio de médias mdveis de ordem ¢; B € o operador retroativo ou de atraso e e; €
uma seqiiéncia de erros aleatérios IID com média zero e varidncia o?. Uma forma
alternativa de representar este modelo é:
v, =+ 28, (2.30)
$(B)
onde Yie f (t) representam respectivamente a série “contaminada” por valores atipicos

e as perturbacdes nela presentes, tais como dados discrepantes ou perturbacdes na

média do processo. A fungdo f (z) ¢ expressa por:

f()=ay %é’f”’) 231)

onde ¢ ,(d)=1 se =d e ¢ ,(d)ZO se t#d, w(B)ex(B)sdo polindmios de atraso que

[0
K

descrevem o efeito dindmico da perturbagdo em y; € @, representa o impacto inicial

da perturbagdo. Quando a razio % =1 a perturbag¢do é chamada aditiva (PA) e
K
afeta a série somente no tempo 7=d. Por outro lado, quando w(B):@
«(B) 4(B)

perturbacdo ¢ chamada de inovagdo (PI), afeta a série no tempo 7=d e a partir dai

diminui gradativamente de magnitude de acordo com a memoéria do modelo.

¢(B) y _ HB)D(B) .(a)

Aplicando-se (2.31) em (2.30) encontra-se: = oy +e, que é
P ( ) ( ) 0(B) ¢ 0(B)x(B) t o 7€ q

equivalente a uma equag¢do de regressdo linear dada por y, =w@yx, +e, onde

_IB), . _IBB)

e 6(B) "' "7 0(B)x(B) ¢\?). Desta forma, a grandeza @, pode ser estimada

N N N
usando-se cbo = Z ViXy thz com 0'6% = 0'62 / thz onde N representa 0 nimero
t=1 t=1 t=1

considerado de amostras na série. A razdo entre as grandezas dye o5 determina a

estatistica de intervengdo, A;, que permite estimar e distinguir o tipo de perturbagio
presente na série. Seja o polindmio 7(B)=1-mB — 7[232 —...=@(B)/6(B); segue-se

que 9(3)(1—72’13—72'232—...)=¢(B) e a partir desta igualdade obtém-se os
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coeficientes TT;. Por  exemplo, para um  processo  ARMA(1,1):
(1-¢B)= (1—93)(1—;:13 —7,B* —...)= 1—(m, +0)B—(zy — 0 )B* — (705 — 07, )B> — ...
e igualando-se os coeficientes de poténcias iguais em B encontram-se:
ny=1 m=¢-0, m=0m e 7=0r;,
As expressdes particularizadas para obtengdo dos valores, disponiveis em

Morettin e Toloi (2004), sdo:

perturbagdo aditiva:

N-d
€d — Zﬂjed+j
. =1
Wy =WOpy = ]\{—d (232)
75
j=0
2
o
O =Cps =7 (2.33)
2
2.7
j=0
Nod 2 12
CbPA Zﬂj
A= Apy = J;O (2.34)
e
perturbacdo de inovagao:
oy = C(A)PI =ey (235)
ol =0} =0 (2.36)
A= Apy = 2PL (2.37)
G@

Sob a hipdtese nula de auséncia de dados atipicos na série, a estatistica de
intervencdo ¢ distribuida assintoticamente como N(0,1) e esta hipotese € rejeitada

quando Ml-‘ excede um valor critico “C”, tipicamente pré-estabelecido a partir de um

valor de erro tipo I fixo. Quando o dado discrepante identificado for do tipo aditivo

deve-se substitui-lo por meio da seguinte expressao:

Y, =Y, —opylf (2.38)
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onde:
S
Se por outro lado a observagdo atipica for do tipo inovag¢do deve ser substituida de
acordo com:
7 =1, - 28 6,1 (239)
#(B)
onde:
0(B) 1-6B
4(B) 1-4B
e
B=_t-1
Y,

Na pratica, os parametros do modelo sdo desconhecidos, bem como o instante d
de ocorréncia de uma observagdo atipica. Nestas circunstancias, um método para
identificar dados discrepantes e ajustar um modelo apropriado (CHANG; TIAO;
CHEN, 1988) compreende as seguintes etapas:

(i)  Ajustar o modelo para a série original supondo que ndo existam observagdes
atipicas e calcular os residuos do modelo;

(ii)) Usando as expressdes (2.32) a (2.37), calcular os valores da estatistica de
intervencdo para dados atipicos do tipo inovacdo e aditivo. Comparar os valores
absolutos obtidos com o valor limite pré-estabelecido C e, se necessario, substituir as
observacdes discrepantes usando as expressdes (2.38) e (2.39), estimando a seguir a
nova variancia do residuo;

(iii) Com os residuos e a variancia obtidos na etapa (ii), recalcular as estatisticas de
intervencdo. Repetir a etapa (ii) até que todas as observagdes atipicas estejam
identificadas, mantendo, contudo, inalterada a estimativa inicial de 7(B) ;

(iv) Suponha que tenham sido identificadas preliminarmente g observagdes atipicas
nos instantes dy, d,...,d, Considerando conhecidos estes instantes de tempo, pode-se

simultaneamente estimar os pardmetros da série temporal, utilizando o modelo:
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g
i 0(B)
Y, =) ov;( BT+ 22 2.40
=2 BI e (2.40)
x . . 6(B) ~
com v;(B)=1 para observagdo atipica aditiva e v;(B) = m para observagao

atipica de inovag¢ao no instante d;,
(v) A partir deste novo modelo, faz-se uma nova estimativa da variancia do residuo e
repetem-se os passos de (ii) a (iv), até que todas as observagdes atipicas sejam

identificadas e seus impactos estimados simultaneamente, obtendo-se finalmente o

d(B)

g .
modelo ajustado dado por Y, :Zé)jv j(B)I,dJ +¢3(B) e, no qual as grandezas
j=1

0] i ¢?(B) e é(B) sdo estimadas na iteragdo final.

Atienza, Tang e Ang (1998) propuseram o uso da estatistica da andlise de
intervengdo para detectar dados discrepantes e desajustes da média no monitoramento
de processos autocorrelacionados. Os autores utilizaram o modelo AR(1) para
representar as observagdes do processo e mostraram que o método apresenta uma boa
eficiéncia quando a autocorrelacdo é fortemente positiva e no minimo 200 observagdes

sdo usadas para analise.
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3 GRAFICOS DE CONTROLE

3.1 CONCEITOS FUNDAMENTAIS - PROCESSOS INDEPENDENTES

3.1.1 Causas aleatorias e causas especiais de variacao

Uma das maneiras mais efetivas para melhorar a qualidade ¢ direcionar recursos
e esforcos no sentido de reduzir a variagdo. A variabilidade em um processo reflete as
diferencas existentes entre as unidades produzidas. Parte desta variabilidade € inerente
ao processo ¢ advem de pequenas perturbagdes ou causas aleatérias. Na maioria das
vezes, a presenca de causas aleatdrias ndo demanda qualquer reagdo e, quando o
processo apresenta apenas esta variabilidade natural, diz-se que ele estd em estado de
controle estatistico ou simplesmente sob controle. Processos sob controle tém
resultados previsiveis, dentro de limites estatisticos estabelecidos por meio de um
conjunto preliminar de dados. A este respeito, encontra-se em Shewhart (1931, p. 6) a
seguinte citagdo:

.. a phenomenon will be said to be controlled when, through the use of past
experience, we can predict, at least within limits, how the phenomenon may be
expected to vary in the future. Here it is understood that prediction within limits
means that we can state, at least approximately, the probability that the
observed phenomenon will fall within the given limits.

Entretanto, um processo pode sofrer perturbacdes maiores cujo efeito € alterar os
parametros da distribui¢do da varidvel aleatdria X, seja afastando sua média do valor-
alvo e/ou aumentando sua variabilidade. Esta perturbacdo ¢ gerada por uma causa
especial. As causas especiais de variagdo ndo sdo parte do processo € ocorrem
acidentalmente, porém quando atuam provocam forte impacto. Reconhecer e remover
causas especiais para melhorar o processo ¢ tipicamente uma fun¢do do operador que
deve estar instruido e capacitado a realizar tal tarefa. Muitas vezes, causas aleatdrias
(ou causas comuns) sdo erroneamente diagnosticadas e tratadas como especiais, o que
leva a varia¢des ainda maiores no processo. Esta pratica, chamada “fampering”, resulta

em frustragdo, desperdicio de tempo e dinheiro. A previsibilidade de um processo cuja
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variabilidade provém apenas de causas aleatorias ¢ a base dos graficos de controle, em
outras palavras, uma das finalidades principais da carta de controle ¢ distinguir causas

especiais de causas comuns de variagao.

3.1.2 Fases de implementacéo da carta de controle

A implementacdo de uma carta de controle € normalmente feita em duas etapas:

(1) Fase I (ou controle retrospectivo) - amostras em nimero suficiente sdo analisadas
quanto a presen¢a de causas especiais agindo sobre o processo e possivel correlagido
entre valores consecutivos da caracteristica de interesse. Se os dados sdo
independentes e o processo estd em controle, o conjunto de dados pode ser utilizado
para estabelecer os limites de controle;

(1)) Fase II (ou controle prospectivo) - os limites determinados na fase I sdo
projetados para comparag@o com os dados futuros de sorte a determinar se o processo
permanece ou nao sob controle (FALTIN; MASTRANGELO; RUNGER; RYAN,
1997).

3.1.3 Subgrupos racionais

Segundo Wheeler e Chambers (1992) a organiza¢do das observagdes em
subgrupos racionais € norteada por cinco principios:
(i) Nunca agrupar conscientemente observagdes originarias de diferentes fluxos do
processo, pois isto pode mascarar a presenca de causas especiais afetando o poder de
detecc¢do do gréfico;
(ii)) Minimizar a variagdo dentro de cada subgrupo para aumentar a sensibilidade da
carta de controle as varia¢des existentes entre os subgrupos, isto €, as observagdes que
irdo constituir a amostra devem ser coletadas no menor intervalo possivel de tempo

entre elas;
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(iii) Maximizar a oportunidade para variacdo entre os subgrupos, isto &, manter
intervalos longos entre as amostras para permitir que todos os fatores de variagdo
existentes no ambiente do processo encontrem oportunidade para se manifestar;

(iv) Sempre que possivel adotar subgrupos com tamanho de amostra maior que a
unidade. Ao tomar a média das observacdes, reduz-se o nivel de “ruido” o que torna
mais facil detectar diferencas entre subgrupos;

(v) Elaborar defini¢des operacionais para o procedimento de amostragem, e procurar

manté-las como parte da rotina de monitoramento.

3.1.4 O grafico de X para processos com observacdes independentes

O grafico de X para dados independentes ¢ usado para monitorar a estabilidade
da média do processo quando a caracteristica de qualidade de interesse ¢ uma grandeza
mensuravel representada pelo modelo de Shewhart dado por:

X,=u+e, para t=1,23,.. (3.1
O monitoramento ¢ realizado retirando-se amostras de tamanho » a cada

intervalo de tempo 4. Para cada amostra calcula-se a média Xe plota-se o valor
encontrado em um grafico que possui os limites de controle superior (LSC) e inferior
(LIC) posicionados a k desvios-padrdo da média, geralmente k=3. Se os pontos

marcados no grafico distribuem-se de modo aleatério ao redor da linha média (LM),

localizada na média de X, ndo ha necessidade de intervengdo. A linha média e os
limites de controle do grafico devem ser determinados quando o processo estd sob

controle, 1sto é:

LSC = py + ko, 3.2)
LM =y, (3.3)
LIC = p, — ko, 3.4
onde:
Hy = Mz = Uy 3.5)
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_%x _ %
S0 An

sdo respectivamente a média e o desvio-padrdo com o processo sob controle.

(3.6)

A abertura dos limites proposta por Shewhart, k=3, faz com que, enquanto o
processo estiver sob controle, raramente os pontos marcados caiam na regido de agdo
do gréfico (acima do LSC ou abaixo do LIC), minimizando a chance de intervengdes
equivocadas no processo. Um processo ajustado e sem influéncias de causas especiais

¢ exemplificado na Figura 3.1 (adaptada de MONTGOMERY, 2001, p. 134).

74.015 -

74.010 4
o A A A A
74.000 Y ¥

73.995

média

73.990 -

73985 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1

LSC LIC LM
‘ numero da amostra

Figura 3.1 — Gréfico de controle (processo estavel e ajustado)

Quando, contudo, um dos pontos cai na regido de agdo como aconteceu com o

15° valor de X, (veja Figura 3.2, adaptada de COSTA; EPPRECHT; CARPINETTI,
2005, p. 29), o processo provavelmente estd sob influéncia de alguma causa especial,
que deve ser investigada e corrigida.

O planejamento dos graficos de controle ¢ fun¢do de trés pardmetros: o tamanho
das amostras n, o intervalo de tempo entre amostras /# ¢ a abertura dos limites de
controle k. Nao existe uma razao imperativa para que os limites estejam posicionados a
trés desvios-padrdo da média. Esta abertura ¢ considerada uma varidvel de decisdo e
selecionada por meio de um projeto estatistico-econdmico. A escolha do plano de
amostragem e da abertura dos limites de controle é apoiada pelo conhecimento do
desempenho do grafico que consiste em quantificar a capacidade do esquema de

controle para detectar perturba¢des no processo.
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Figura 3.2 — Gréfico de controle (processo instavel)

A teoria descrita a seguir, para determinagdo do desempenho do grafico de

controle, esta disponivel em Costa, Epprecht e Carpinetti (2005).

O gréfico de X, quando em uso no monitoramento do processo, pode ser visto
como uma seqiiéncia de testes de hipdteses que se repetem a cada amostra. Nestes
testes, as hipoteses sdo sempre as mesmas, ou seja:

Ho: ¢ = p,, isto é, processo sob controle (ou livre de causas especiais);
Hy: u#y,, 1sto é, processo fora de controle (ou sobre a influéncia de causas
especiais).

A hipétese Hy é aceita como verdadeira quando o valor de X estiver dentro da

regido delimitada pelos limites de controle e é falsa quando X cair na regido de ago

do grafico. Se o processo estiver em controle, (x = 4,), o representa o risco de

considerar-se erroneamente o processo fora de controle, caracterizando-se um alarme
falso. O erro associado a este risco ¢ chamado de tipo I. Se o processo estiver fora de

controle, (4 # 4,), [ representa o risco de considerar-se erroneamente 0 processo sob

controle, ou o risco da nio-detecgdo, cujo erro associado ¢ denominado tipo II. As

probabilidades de alarme falso () e de ndo-detec¢do () sdo respectivamente
expressas por:

a=Pi{X >LSC. ou X <LIC, | u=p,] (3.7)

B=Pi|LIC. < X < LSC_ | p#p,) (3.8)
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e o poder do grafico de controle, (Pd), ¢ definido como a probabilidade de detecgao,
dado por:

Pd=1-p4 (3.9)

O alarme falso é um sinal erroneo que o processo se desajustou quando na

realidade ele estd em controle. A ocorréncia de um alarme falso € ilustrada na Figura

3.3 (encontrada em COSTA; EPPRECHT; CARPINETTI, 2005, p. 65).

’§~ N(py;0,) ~N(u,30,//n)

7 Alarme falso
LSC = py + ko, / \In

h=15min

LIC = u, — ko, / \n

1 1 | 1 1 1 |
15 30 45 60 75 90 105 Minutos

Figura 3.3 — Grafico de X - ocorréncia de um alarme falso

Para calcular o risco « € necessario conhecer a distribui¢do da variavel aleatdria
X . Na Figura 3.3, ainda que a varidvel X ndo seja normalmente distribuida, pode-se
admitir pelo Teorema Central do Limite, que a distribui¢cdo da varidvel X seja normal.

Pode-se definir uma nova varidvel Z, resultante da padronizagdo da varidvel X, por

meio da expressio:
Z=(X-u)o. (3.10)
Esta nova varidvel tem distribuicdo normal com média x, =0 e desvio-
padrioo, =1. Como os limites de controle sdo usualmente estabelecidos a

U, 30, / Jn, a probabilidade de um valor X fora da regido em controle ¢ obtida

pela equagdo (3.7), isto é, o = Pr[)_( > LSC, ]+ Pr[)_( <LIC; ], ou seja:

LSC. - LIC. -
a=Pr{Z>X—ﬂ°}rPr[Z<X—ﬂO} 3.11)

Oy O
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Quando o processo estd sob controle, o, =0, / Jn, portanto a expressdo (3.11) se
simplifica a:

a=Pi[|Z]>3] (3.12)

A probabilidade Pr[ ‘ 7 ‘ >z ] ¢ dada pela distribuicdo normal padrdo. O risco «

ndo ¢ afetado pelo tamanho da amostra, n. Ele depende apenas do coeficiente que
governa a abertura dos limites de controle, &, ou seja, afastando os limites de controle

em ko dalinha média, o risco « se generaliza para:

a(k)=PrHZ‘>k] (3.13)

Quando o processo esta sob influéncia de uma causa especial (hipotese Hy ¢
falsa) o sinal dado pelo grafico a esta condi¢do pode ndo ser imediato, especialmente
se o deslocamento da média for pequeno. Normalmente este deslocamento € expresso

em unidades do desvio-padrdo da varidvel X, assim o novo valor da média, 1, , ¢ dado
por u, = u, + oo, , portanto:

§=(u—u,)/o, (3.14)

A Figura 3.4, (retirada de COSTA; EPPRECHT; CARPINETTI, 2005, p. 70),

ilustra a inércia da resposta ao deslocamento da média, pois neste caso o sinal sé ¢

dado quando o quinto valor de X ¢ levado ao grafico.

X~ N(H§;6§) ~N(y, + 80,0, /*/H)

Alarme verdadeiro

N n=p, +30,

._J o0,

LSC = py + ko / n

IM=p,==

h =15 minutos

LIC = py — koo /In

1 1 | 1 1 | |
15 30 45 60 75 90 Minutos

Figura 3.4 — Grafico de X - ocorréncia de um alarme verdadeiro
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Neste exemplo, a hipdtese Hy € falsa, pois a média da variavel X foi deslocada

de u, para u,+oo,.
Para calcular o poder do grafico (Pd), utilizam-se as expressoes (3.8) e (3.9). A
probabilidade de um valor X estar acima do limite superior de controle ¢ dada por:

S Ho +k0}—(ﬂ0 +500) _

Ox

Pi[X > LSC)=Pr{z> 7,0 ]=Pr Z Ptz > k- 5]

E analogamente a probabilidade de um valor X estar abaixo do limite inferior de

controle, ¢ dada por:

Pr|X < LSC|=Pt[Z < Z;;c ] = Pr|Z < —k - 5/n]
Como Pr[Z>z]=Pr[Z<-z] segue-se que Pr[Z>LSC|=Pr[Z<-LSC]
resultando portanto:

Pd =Ptz <—k+ovn| + Prlz <—k—-oyn] (3.15)

Os valores das probabilidades Pr[ Z < z | sdo obtidos na tabela da distribui¢io normal
acumulada.
Seja S o nimero de amostras que antecedem um alarme (incluindo a amostra que
gera o alarme). Ele segue uma distribuicdo geométrica de parametro p dada por:
PefS =d]=p(l-pY ', d=123,. (3.16)
A média da distribui¢do geométrica € igual a 1/p.
Quando a hipotese H, for verdadeira,

LSC. — LIC. -
p=a= Pr{Z > X—'uo} + Pr{Z < X—'uo}, ¢ o numero médio de amostras até

O% Oy

um alarme falso ¢ igual a:
NMA= E( S| p=uy )=1/a (3.17)
Logo, com limites 3-sigma, é de se esperar em média um alarme falso a cada
0,0027"' = 370,4 pontos no grafico.
De modo analogo, quando a hipdtese Hy for falsa,
p:Pd:Pr[Z<—k+5\/ZJ + PrlZ <—k —5\5], e o nimero médio de amostras que

antecedem um alarme verdadeiro € igual a:
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NMA=E( S|z # py )=1/(Pd) (3.18)

Para exemplificar o célculo do Pd, considere-se novamente a Figura 3.4, onde
S$=5. Supondo-se £=3,00; 6=1,00 e n=4 e substituindo-se estes valores na expressao
(3.15) encontramos Pd=0,1587, logo sdo necessdrias em média 0,1587 ' =6,3

amostras de tamanho 4 para detectar um deslocamento de um desvio-padrdo na média.
Voltando a esta expressdo, nota-se que o poder de deteccdo cresce quando o tamanho
da amostra aumenta. Assim, o esforco maior em inspe¢do traz em retorno maior
rapidez na detec¢do (desde que os intervalos de amostragem sejam constantes) e

reducdo no eventual prejuizo advindo de operar o processo fora de controle.
3.2 REVISAO DA LITERATURA
3.2.1 Introducéo

Faltin, Mastrangelo, Runger ¢ Ryan (1997) classificaram em trés grupos as

principais estratégias de monitoramento de processos autocorrelacionados:

e  Alargar os limites de controle do grafico de modo que a regido delimitada por

eles possa conter o comportamento nao aleatorio peculiar da autocorrelagao.
e  Utilizar um dispositivo estatistico com propriedades independentes do modelo

autocorrelacionado (“model-free approach™).

e  Projetar o dispositivo estatistico a partir da identificag@o e ajuste do modelo de
séries temporais que representa as observagdes do processo (“model-based
approach”). E, recentemente, uma nova dire¢do de pesquisa comecou a ser explorada:

° Utilizar graficos adaptativos.

A literatura relevante sobre cada uma destas estratégias estd resumida nas segdes
3.2.2a3.2.5.
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3.2.2 Graficos com limites de controle alargados

Vasilopoulos e Stamboulis (1978) adequaram o grafico de )_(para uso no
monitoramento de processos AR(2) ou AR(1), em que a correlagdo esta presente
dentro do subgrupo mas as médias sdo independentes. Os autores apresentaram abacos
que permitem modificar os fatores tradicionais usados na determinag@o dos limites de
controle de modo a evitar a alta taxa de alarmes falsos.

Limites alargados foram também considerados por Cryer ¢ Ryan (1990) que
compararam as propriedades de S/c, e ﬁ/ d, como estimadores de variabilidade em

carta de valores individuais e concluiram que ambos sdo viesados para processos com
dependéncia em série. Entretanto, o estimador baseado no desvio-padrdo do processo
seria mais indicado que o baseado na amplitude modvel, pois seu viés tende a zero
quando » tende a infinito.

Curiosamente, na mesma época, Yang e Hancock (1990), em pesquisa

independente de Cryer e Ryan (1990), sugeriram um estimador analogo para o grafico

de X em processos com dependéncia em série. Neste caso, o desvio-padrao da média
. 2 12

seria expresso por Sy = Z(X i—X ) (k—1)| e os limites passariam a ser dados
i=1

por }i3SY / c, onde X ¢ amédia global, X é a média do i-ésimo subgrupo, k ¢ o

numero de subgrupos usado na estimagdo e c: ¢ o fator de corre¢do baseado no

numero de subgrupos k& e ndo mais no tamanho » do subgrupo, como tipicamente

utilizado na determinacdo dos limites de a¢do do grafico de X . Este fator é encontrado
em livros-texto (veja, por exemplo, COSTA; EPPRECHT; CARPINETTI, 2005, p.
38).

Padgett, Thombs e Padgett (1992) avaliaram o desempenho do grafico de
médias quando as observacdes se ajustam a um modelo AR(1). Os resultados obtidos
mostraram que a correlagdo, ainda que em niveis baixos, aumenta substancialmente o

namero de alarmes falsos.
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Maragah e Woodall (1992) investigaram o efeito da autocorrelagdo sobre o
grafico de X, com os limites de controle baseados em amplitudes moveis e assumindo
que as observagdes do processo pudessem ser representadas pelos modelos AR(1) e

MA(1). Eles mostraram que quando as observagdes sdo autocorrelacionadas, segue-se
que E (E/ dz): J1-p(o,) o que indica consideravel viés neste estimador. Em

particular, para autocorrelacdes positivas, o uso da amplitude movel subestima a
variabilidade do processo tornando pequena a abertura entre os limites, o que gera um
numero maior de alarmes falsos. Por outro lado, quando a caracteristica do processo
apresentar autocorrelacdo negativa, a abertura dos limites convencionais &
demasiadamente grande e o poder do grafico em sinalizar a causa especial ¢
prejudicado.

Gilbert, Kirby e Hild (1997) deduziram a expressdo que permite estimar a
autocorrelagdo dentro do subgrupo mesmo quando uma seqiiéncia consecutiva de
medicdes da varidvel de interesse ndo esteja disponivel. Embora isto possa ser util

numa analise preliminar dos dados de um processo, ndo oferece possibilidade de

identificagdo do modelo. No mesmo artigo, os autores apresentam constantes que sio

utilizadas para compensagdo dos limites de controle dos gréficos X&S para
processos AR(1), que levam a valores idénticos aos obtidos por Yang e Hancock
(1990).

Lu e Reynolds Jr. (1999a) investigaram o esquema de EWMA para
monitoramento da média de um processo positivamente autocorrelacionado cujas
observagdes se ajustam a um modelo AR(1) com erro aleatdrio adicional. Eles
compararam o uso das observagdes originais ao uso dos residuos do modelo como
estatistica de controle e investigaram o efeito da estimacdo dos coeficientes do modelo
sobre a eficiéncia do dispositivo. O grafico de X foi incluido nas comparagdes como
ponto de referéncia. Os autores mencionam que a constante 4 do grafico de EWMA
deve ser escolhida de modo a se obter desempenho razodvel em uma ampla gama de
desajustes da média. Os resultados mostram que quando o nivel de correlagdo do
processo nao ¢ alto, os graficos com observagdes e residuos tém eficiéncias
comparaveis; por outro lado quando a correlagdo ¢ forte nenhum deles consegue

detectar desajustes em tempo razoavel (ainda assim, o grafico com residuos ¢ mais
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rapido para desajustes de grande magnitude e o grafico com as observacdes originais
para desajustes menores). Os autores também concluiram que os graficos com
observagdes ou com residuos sdo muito sensiveis ao efeito de estimacdo de seus
parametros os quais recomendaram que sejam obtidos a partir de um numero
significativo de amostras.

Lu e Reynolds Jr. (2001) investigaram o grafico de CUSUM para
monitoramento da média das observacdes de um processo representado pelo modelo
AR(1) com erro aleatério adicional. Demonstraram que a taxa de alarmes falsos do
grafico de CUSUM depende do grau de autocorrelagdo e € necessario que os limites de
controle sejam apropriadamente compensados. Na pesquisa estudou-se também o uso
de residuos do modelo como estatistica de controle, constatando-se que neste caso o
desempenho do grafico é melhor quando a autocorrelagdo for alta e o interesse
concentrado na detec¢do de grandes desajustes. Os graficos de CUSUM foram
comparados aos de observagdes individuais ¢ de EWMA com as mesmas estatisticas
de controle. Para autocorrelagdes relativamente baixas, as cartas de CUSUM e de
EWMA foram muito melhores do que a de X para desajustes pequenos € moderados na
média, entretanto, para autocorrelagdes moderadas a diferenca entre os graficos
tornava-se insignificante. Concluiu-se que o poder dos graficos de CUSUM e de
EWMA ¢ similar, portanto, a escolha entre eles poderia se basear na facilidade de uso
e interpretagdo dos resultados. Quando a autocorrelagdo ¢ alta, pequenos desajustes na
média se confundem com o comportamento estocastico do modelo e dificultam a
deteccdo, entretanto, os autores recomendam que graficos d¢ EWMA e de CUSUM
ndo sejam otimizados para pequenos deslocamentos, pois isto penaliza severamente a
eficiéncia na faixa de maiores desajustes.

Alwan (2000) reporta que na presenga de autocorrelacdo positiva dentro dos
subgrupos, a carta de médias com limites de controle calculados assumindo a
independéncia das observagdes ira gerar mais alarmes falsos. Isto ocorre devido as
duas principais influéncias advindas da dependéncia em série: (i) a variagdo observada
dentro do subgrupo ¢ pequena em relacdo a variagdo de longo prazo no processo e (ii)
a variabilidade das médias dos subgrupos em relacdo a média do processo ¢ maior do

que seria observado se os dados fossem independentes. Em razdo destas
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circunstancias, a estimativa de variabilidade fica subestimada e a regido em controle
fica equivocadamente reduzida. Quando a autocorrelagdo entre subgrupos &
desprezivel, os limites devem ser ajustados por meio do desvio-padrdo apropriado
(introduzido nesta tese como a expressdo (2.1), p. 27) para levar em conta apenas a
autocorrelagdo dentro do subgrupo. O autor enfatiza que nestas circunstancias o
comportamento resultante do efeito da autocorrelagdo € caracterizado como uma causa
comum.

Sun e Xu (2004) estenderam a pesquisa de Gilbert, Kirby e Hild (1997) a

processos representados pelo modelo AR(1) com erro aleatorio adicional. Os autores

apresentaram fatores de ajuste para compensagdo dos limites de graficos X&Se
tabelas com os valores do NMA para diversos niveis de correlacao.

Bisgaard e Kulahci (2005) apresentaram um estudo de caso com controle de
temperatura de forno cerdmico. O responsavel pelo monitoramento do processo
utilizava o grafico de observagdes individuais que por serem autocorrelacionadas
geravam inumeros alarmes falsos provocando frustragdo e descrédito. Os autores
identificaram que medi¢des de temperatura a intervalos regulares de 60 minutos se
ajustavam a um processo AR(2). De modo claro e objetivo, mostram como a
identificacdo do modelo, a estimativa dos coeficientes e a constatagio de

estacionariedade podem ser obtidas com uso do software Minitab®. Para reduzir a

incidéncia de alarmes falsos, os limites sdo alargados para X +£35.0s autores
argumentam que isto reduz o poder do grafico, porém permite o uso da temperatura
como a estatistica de controle tornando a interpretacdo da carta mais simples ao
usuario. Finalmente os autores usam os residuos do modelo em um grafico de EWMA,

que indicam como o dispositivo apropriado ao monitoramento do processo.

3.2.3 Gréficos com propriedades independentes do modelo

(model-free approach)

Alwan e Radson (1992) mostraram que médias de amostras tomadas de um

processo AR(1) se ajustam a um processo ARMA(1,1) cujos coeficientes podem ser
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calculados a partir do valor do coeficiente da série original, do tamanho do subgrupo e
do intervalo entre eles. Neste processo ARMA(1,1) o coeficiente da média movel ¢é
muito menor do que o coeficiente autoregressivo, o que faz com que o processo na
pratica comporte-se como AR(1). Os coeficientes do modelo diminuem quando o
intervalo entre os subgrupos aumenta, entretanto o erro tipo I continua a ser afetado
pela correlagdo em série dentro do subgrupo. Os autores indicam recomendagdes de
espacamento entre subgrupos para que eles se tornem independentes, e neste caso

limites de controle podem ser calculados por +30- (usando-se a expressdo (2.1) para
calcular o). O autor argumenta que limites de controle fixos serdo inapropriados

quando ndo houver independéncia entre os subgrupos.

Runger e Willemain (1996) consideraram ambientes com grande
disponibilidade de dados provenientes do monitoramento da variavel de interesse em
processos autocorrelacionados e propuseram um dispositivo estatistico, que
denominaram batch-means charts ou grafico de médias aritméticas para lotes
(GMAL). Este método ndo requer o modelamento dos dados do processo. A

autocorrelagdo presente na série original € atenuada para p, <0,10 pela formagdo de

subgrupos consecutivos com tamanho muito maior do que o convencional e suas
médias aritméticas usadas como estatistica de controle. O tamanho do subgrupo ¢
dimensionado de acordo com o procedimento proposto por Fishman (1978), isto &,
com o processo isento de causas especiais, considera-se inicialmente #=1 e estima-se a
autocorrelagdo de /ag 1. Se a atenuag¢do da dependéncia em série for insuficiente,
repete-se o processo tantas vezes quanto necessario, dobrando-se o valor de » a cada

etapa, até que a autocorrelagdo entre as médias alcance o valor proposto (o, <0,10),

quando entdo se estabelece o nimero minimo de observagdes no subgrupo. Os autores
investigaram também a estratégia de amostragem na qual a dependéncia em série foi
mitigada pela formacdo de subgrupos menores espacados de w observagdes. Neste
caso, a abertura dos limites foi ajustada para o mesmo numero de alarmes falsos
considerado com o emprego de subgrupos consecutivos.

A estatistica de controle ¢ dada por:
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n

VV/ = n_IZX(l—l)(vv+n)+i’ /= 1,2,... (3 19)

i=1
onde W, ¢ a série derivada da série X; original. Utilizando-se o modelo AR(1) para
representar as observagdes do processo, as eficiéncias obtidas com as duas alternativas
de amostragem foram comparadas. Na Tabela 3.1 sdo apresentados alguns resultados

para determinadas combinag¢des de tamanho de subgrupo e espagamento.

Tabela 3.1 — Numero médio de observacdes até o sinal (NMO) para algumas
combinagdes w versus n; Grafico GMAL; NMO,=21112; modelo AR(1); o, =1 ¢

$=0,9
w n olo,
0,5 1,0 1,5 2,0 3,0 4,0
0 57 2831 423 130 73 57 57
10 22 4882 883 239 95 39 32
19 5 7034 1602 464 173 48 28

Os autores concluiram que dispositivos com valores grandes de » e pequenos de
w sdo mais eficientes para deslocamentos médios e pequenos da média, e
inversamente, com subgrupos menores ¢ espacados a detec¢do ¢ mais rapida para
deslocamentos grandes da média.

Zhang (1998) propds o grafico denominado EWMAST, aplicavel a processos
estacionarios em geral, que utiliza o valor do EWMA das observagdes originais como
a estatistica de controle. Neste dispositivo, os limites de controle sdo determinados
analiticamente levando em conta apenas a autocorrelagdo da série de valores (isto €, de
forma independente do modelo), estimada a partir de um conjunto histérico de no
minimo 100 observagdes com o processo sob controle. O autor comparou
desempenhos entre o esquema proposto e os graficos de residuos, de observacdes com
limites alargados e de EWMA com linha de centro mdével (MONTGOMERY;
MASTRANGELO, 1991) para processos representados por modelos AR(1), AR(2) e
ARMAC(1,1). Os resultados encontrados em todos os casos demonstraram que o
esquema proposto foi mais eficiente que os concorrentes no monitoramento de
processos com autocorrelacdo positiva e moderada e em particular na detec¢do de

desajustes de pequena e média magnitude na média.
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Zhang (2006) demonstra que quando dados consecutivos de medi¢do se ajustam
a um processo de médias moveis, pode-se derivar a partir deles uma série formada por
médias de subgrupos, organizados consecutiva ou espagadamente. A pesquisa indica
como obter combinacdes entre o tamanho do subgrupo € o numero de observacdes
entre eles, tal que as médias sejam independentes. Sabendo-se que a autocorrelagdo
reduz a eficiéncia de dispositivos estatisticos de monitoramento da média, transformar
a série original em dados ndo correlacionados contribui para melhorar a capacidade de

detec¢do de mudangas no processo.

3.2.4 Graéficos com propriedades dependentes do modelo

(model-based approach)

A publicacdo de Berthouex, Hunter e Pallesen (1978) é a primeira referéncia
encontrada sobre monitoramento de processos usando residuos de modelos da familia
ARIMA como estatistica de controle. Os autores abordam o processo de tratamento de
efluentes em duas fabricas e modelam o logaritmo neperiano da demanda bioquimica
de oxigénio.

Alwan e Roberts (1988) argumentam que a defini¢do original de Shewhart nao
requer independéncia de observagdes sucessivas do processo, somente demanda que se
possa prever como o processo ¢ esperado variar no futuro. Eles empregam a expressao
“em controle no amplo sentido da palavra” para caracterizar processos
autocorrelacionados cujo comportamento ¢ perfeitamente previsivel, embora a média
esteja sujeita a variagdes locais. Percebendo que processos autocorrelacionados sao de
natureza ndo-aleatéria, propuseram ajustar suas observagdes a um modelo da familia
ARIMA e monitorar os valores previstos e os residuos resultantes. Como estes
residuos apresentam as propriedades de independéncia e normalidade, eles sdo usados
em um grafico para observagdes individuais, com limites de controle calculados da
maneira convencional, no qual ¢ possivel detectar causas especiais. Os valores
previstos sdo plotados em um grafico que ndo utiliza limites de controle, apenas

informa a média local do processo e proporciona certo controle sobre tendéncias que
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possam estar sendo filtradas pelo monitoramento com os residuos.

Montgomery e Mastrangelo (1991) propuseram o uso do grafico de EWMA
como uma aproximacio aos modelos ARIMA para ajustar as observagdes do processo.
Este método de monitoramento, denominado EWMA com linha central mével, baseia-
se no fato que a média condicional de uma série temporal estaciondria estd
constantemente mudando e a seqiiéncia de valores de EWMA permite estimar estas
mudancas. As informag¢des sobre o estado de controle estatistico e a dindmica do
processo, representados respectivamente pelo EWMA e as observagdes originais, estdo
reunidas no mesmo grafico. Como o EWMA com A=1-0 ¢ a previsdo um-passo-a-
frente 6tima para o modelo IMA(1,1) h4 equivaléncia entre os dois modelos. Assim, o
EWMA pode ser usado como a linha central no grafico e comparado com limites

dindmicos posicionados a +Z ,0,,onde Z,, ¢ o ponto percentual a/2 superior na
distribui¢do normal ¢ o, € o desvio-padrdo do processo. Os autores mostram como se
determina o, e sugerem métodos para escolha da constante A que melhoram a

aproximagao entre o modelo real e o modelo IMA(1,1).

Tseng e Adams (1994) demonstraram que quando o EWMA ¢ usado como
ferramenta de previsdo alternativamente ao uso de modelos da familia ARIMA, os
residuos obtidos serdo independentes somente quando as observacdes do processo se
ajustarem ao modelo IMA(1,1). Os autores adotam como referéncia um modelo AR(1)
e, aplicando o EWMA para encontrar o valor previsto, usam os residuos obtidos em
graficos de X, EWMA e CUSUM. As propriedades destes graficos foram obtidas por
simulagdo. Os resultados de NMA,, obtidos sdo erraticos e substancialmente diferentes
do valor para o qual os limites haviam sido calibrados, especialmente nas cartas de
EWMA e CUSUM. Os autores creditaram este comportamento ao fato dos residuos
ndo apresentarem a caracteristica de independéncia.

Wardell, Moskowitz e Plante (1994) enfatizam que a estatistica de controle a ser
usada exerce influéncia no poder do grafico. Em um processo ajustado ao modelo

AR(1), no qual a causa especial desajusta a média x4, em 6 =0, no tempo =1, a

resposta dindmica esperada das observagdes originais para t > 1, admitindo-se que ndo

tenham ruido associado, serd expressa por u,+ o, entretanto a resposta dindmica
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esperada dos residuos do modelo, a uma perturbacdo de mesma magnitude na média,
sera:
+0 ara t=1
E(et ) _ Ho p
u, +5(1—¢) para t>1
analogamente, se 0 modelo for ARMA(1,1) entdo:

Hy+O parat=1

E(e,)= 1 ¢

,uo+§m parat>1

Ou seja, o residuo atinge seu valor maximo no instante em que a causa especial
se manifesta, e no instante seguinte ja se reduz de um fator (l — ¢) no modelo AR(1),
ou (1-¢)/(1-8) no modelo ARMA(1,1), do deslocamento inicial.  Esta
peculiaridade, chamada “forecast recovery”, origina o que Superville e Adams (1994)
chamaram de “window of opportunity”, ou seja, se o dispositivo de controle nio
detectar o desajuste logo apds a ocorréncia da causa especial, a probabilidade de
deteccdo com as proximas amostras ¢ consideravelmente reduzida, em especial se a
autocorrelagdo do processo for alta. Considerando um processo com ¢=0,679 e
o, =3154, os autores mostraram que o dispositivo estatistico que usa observagdes
originais como a variavel de controle tem maior eficiéncia do que o grafico construido

com os residuos do modelo, (veja Figura 3.5).

300 1 —e— residuos —O0— observagdes

200 ~

NMA

100 +

0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0
deslocamento da média

Figura 3.5 — NMAs com graficos de controle utilizando observagdes e residuos como
estatistica de controle, modelo AR(1), ¢=0,679
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Um segundo fator de influéncia no desempenho de dispositivos estatisticos
usados no monitoramento da média de processos com dependéncia em série ¢ o sinal
da autocorrelacdo. Nos processos negativamente autocorrelacionados em que os
residuos do modelo sdo a estatistica de controle, quando a média se desajusta, o valor
previsto se move em dire¢do oposta ao valor observado, aumentando sobremaneira a
diferenca entre eles e conseqiientemente a chance de detec¢do. Quando as observagdes
originais sdo a estatistica de controle, observa-se 0 mesmo comportamento, porém em
menor magnitude. Para ilustrar a diferenca, os autores compararam valores de NMA
com 0={0,5; 1,0; 1,5; 2,0 e 2,5} supondo graficos com residuos e observacdes
originais para modelos ARMA(1,1) com parametros ¢=0,475; 6=-0,450 e p,=0,689
e com parametros ¢=-0,475; 8=0,450 ¢ p,=-0,689, (veja Figura 3.6).

300 —m— residuos, p1=0,689
—e— oObservagoes, p1=0,689
225 1 —0— observagdes, p1= - 0,689
< —1— residuos, p1=-0,689
= 150 -
Z
75
0 1

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
deslocamento da média

Figura 3.6 — Compara¢do do NMA entre graficos usando-se residuos do modelo e
observacdes originais como estatistica de controle, modelo ARMA(1,1),
2, = {0,689;-0,689}

Runger, Willemain e Prabhu (1995) investigaram o uso do grafico de CUSUM
com residuos de um modelo AR(1) e obtiveram suas propriedades através de Cadeia
de Markov. Quando o processo é formado por observagdes independentes, como ¢ o
caso com os residuos, a estatistica usada no grafico de CUSUM (veja COSTA;

EPPRECHT; CARPINETTI, 2005) ¢ dada por: S =max {0;x, (i, +d. )+S’, } e
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S =max {0, (¢, —d )-x +S_, } naqual S = Zt:()_(,- —,uo), X, é a média da j-ésima
j=1

amostra, 4,é o valor alvo e d =3J/2. Entretanto, dado que o desajuste da média
desloca os residuos de S(1—¢) eles propuseram considerar d. = 5(1—¢)/2 e entdo

adotar um valor de k para obter a taxa de alarme falso desejada. Os valores
encontrados foram comparados aos obtidos por Wardell, Moskowitz e Plante (1994),
podendo-se concluir que com esta estratégia a eficiéncia do grafico é substancialmente
melhorada.

Runger ¢ Willemain (1995) propuseram o dispositivo chamado weighted means
chart, ou grafico das médias ponderadas (GMP), no qual observagdes originais da
série autocorrelacionada sdo multiplicadas por fatores de ponderagdo apropriados € o
produto usado para formar subgrupos consecutivos. Neste caso, a estatistica de

controle ¢ dada por:
W= mX i J=12 (3.20)
i=1

onde W € a j-ésima média ponderada formada pelos valores consecutivos X, ), ..

tomados na série original ¢ os fatores de ponderagdo, m; , originalmente apresentados
em Bischak, Kelton e Pollock (1993), devem somar a unidade para que W, seja uma

estimativa ndo-tendenciosa da média do processo. Para o modelo AR(1) eles sdo:

—¢
= 3.21
" 1) G2
1 - -
mi_(n—l) , i=2,..,n—-1 (3.22)
Mo (3.23)

" (n-1)1-9)

Considerando dados normais e n > 1, os ponderadores 6timos tornam independentes os
1
subgrupos, que possuem média E(W;)= u e variancia O'szj = [(1 - ¢)2 (n - I)T .

A eficiéncia do grafico foi avaliada usando-se o modelo AR(1) para representar as
observacdes do processo e assumindo-se a presenca da causa especial antes do inicio

do monitoramento, para evitar sua ocorréncia dentro do subgrupo (um dos propdsitos
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do subgrupo racional ¢ reduzir a probabilidade deste evento). Os resultados foram
comparados aos obtidos com o dispositivo GMAL (ja abordado na se¢do 3.2.3) ¢ com
o grafico de residuos. Os autores concluiram que a eficiéncia do dispositivo GMAL ¢
maior do que a do dispositivo GMP, pois o maior valor dos fatores de ponderagdo
usados com as observagdes dos extremos do subgrupo neste ultimo método aumenta a
variancia da série e reduz a sensibilidade do dispositivo estatistico. A eficiéncia do
grafico em que os residuos do modelo sdo usados como estatistica de controle €, em
geral, menor do que a obtida com os dispositivos GMAL ¢ GMP, especialmente para

0 < 2,0 e para processos fortemente correlacionados, (veja Tabela 3.2).

Tabela 3.2 — Numero médio de observagdes até o sinal (NMO) para os graficos
GMAL, GMP ¢ de residuos; modelo AR(1); NMO,=10000

¢ Método n d/o,
0 0,5 1,0 2,0 4,0
Residuos 1 10000 4360 1183 116
GMP 4 10000 2066 320 23
GMAL 4 10000 1279 149 11 4
0,25 GMP 23 10000 233 34 23 23
GMAL 23 10000 210 32 23 23
Residuos 1 10000 6521 2818 506 17
GMP 8 10000 2230 378 33
GMAL 8 10000 1607 225 20 8
0,50 GMP 43 10000 397 66 43 43
GMAL 43 10000 367 63 43 43
Residuos 1 10000 9801 9234 7279 1828
GMP 58 10000 6119 2548 548 96
GMAL 58 10000 5619 2133 423 81
0,90 GMP 472 10000 2547 823 476 472
GMAL 472 10000 2504 809 476 472

Segundo os autores, por se haver considerado a presenca da causa especial
antes do inicio do monitoramento, os valores mostrados na Tabela 3.2 devem ser

incrementados de #/2 para pequenos deslocamentos da média.
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Faltin, Mastrangelo, Runger e Ryan (1997) mencionam que ao considerar o
monitoramento da média de um processo autocorrelacionado ¢ necessario optar por
alguma estatistica, que representa a variavel de interesse, a ser registrada no grafico de
controle. Entre as varias possibilidades para tal fim, comumente esta escolha recai
sobre 0 uso das observagdes originais ou dos residuos apds ajuste de algum modelo. O
uso das observagdes originais como estatistica de controle torna mais evidente a
flutuag@o da média do processo, mas requer que os limites de controle sejam ajustados
para levar em conta a dependéncia em série. O monitoramento do processo por meio
dos residuos do modelo implica nos seguintes inconvenientes: (a) requer do usudrio
calculos intermediarios antes que o valor seja plotado na carta; (b) quando a
autocorrelagdo é positiva, ou quando os deslocamentos da média sdo pequenos, a
eficiéncia do dispositivo estatistico ¢ baixa; (c) a interpretacdo de cartas de residuos
pode ndo ser tdo simples para uma boa parte dos usudrios; (d) ajustar e manter um
modelo apropriado a cada varidvel pode ser extremamente trabalhoso.

English, Lee, Martin e Tilmon (2000) investigaram a efetividade dos graficos de
Médias e de EWMA no monitoramento de residuos. O modelo considerado neste
estudo foi o AR(2). Os autores partem do pressuposto que a causa especial pode alterar
os coeficientes do modelo, a média do processo ou ambos e uma parte significativa da
pesquisa foi apoiada em simulagdo. Assumindo que os coeficientes do modelo ao qual

se ajustam as observacdes quando o processo estd em controle sdo representados por
@ e ¢, e que quando o processo se desajusta os coeficientes se alteram para ¢ e ¢,,
os residuos (e) passariam a comportar-se como um modelo com coeficientes

¢1,g:¢1* -4 e ¢,, =@, —¢,, ou seja, deixam de ser independentes. Os resultados

obtidos confirmam a forte influéncia da correlagdo e do tamanho da amostra no poder
do grafico de médias e confirmam que baixos valores de A no grafico de EWMA
melhoram a eficiéncia da carta na deteccdo de perturbacdes de pequena magnitude.
West, Dellana e Jarrett (2002) apresentam um estudo de caso relacionado ao
monitoramento da demanda bioquimica de oxigénio, em um processo de tratamento de
efluentes descrito por um modelo de transferéncia apropriado. Utilizando-se das

fungdes autocorrelacdo e autocorrelacdo parcial, os autores identificaram que as
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observacdes da variavel se ajustavam a um modelo MA(1). Gragas a inclusdo do termo
de interven¢do no modelo, diversas observagdes discrepantes foram identificadas e
apropriadamente modeladas permitindo consideravel redugcdo no desvio-padrdo dos
residuos, utilizado no estabelecimento dos limites de controle.

Runger (2002) sintetizou orientagdes que direcionam a escolha do usuario ao tipo
mais adequado de graficos para monitoramento de processos autocorrelacionados em
modelos dinamicos. Utilizando uma analogia com um tanque de mistura no qual se
desenvolve um processo cujas variaveis principais sdo consideradas controlaveis (para
maiores detalhes veja CRYER; RYAN, 1990 ou MONTGOMERY, 2001), o autor
considera que as concentragdes de saida podem ser representadas por um EWMA ou,
alternativamente, por um modelo AR(1). Considerando que a variavel concentragdo da
mistura na entrada do tanque sofra, no tempo /=1, uma perturbacdo J que venha a se
somar ao ruido branco, a média do residuo do modelo que representa a concentra¢io

de saida passaria a ser expressa por £ (r, ) = 0 para t > 1, portanto, diferindo da hipdtese

formulada em Wardell, Moskowitz e Plante (1994). O autor enfatiza que na entrada de
um tanque de mistura freqiientemente convergem numerosos e diferentes fluxos cuja
medi¢do nem sempre ¢ factivel. O autor também menciona outros tipos de causas
especiais, as quais ele denomina “model-void”, que podem mudar o modelo existente
entre entrada e saida; por exemplo, um vazamento no tanque ou qualquer fator
operacional que leve a uma alteragdo na taxa de fluxo podem alterar a constante de
tempo do processo e resultar em um novo coeficiente do modelo o que tornaria os

residuos correlacionados.

3.2.5 Gréficos adaptativos

Reynolds Jr., Arnold e Baik (1996) compararam as propriedades dos graficos
com amostragem em intervalo variavel (AIV) e em intervalo fixo (AIF) quando as
observagdes do processo sdo representadas por um modelo AR(1) acrescido de um

erro aleatorio. Este modelo é expresso por X, =y, + &, para k=1,2,..., onde p, € a

média no tempo ¢, representada por um modelo AR(1) e ¢ ,¢,,...s80 varidveis
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aleatorias com distribuicdo N IID (0, o). Ele ¢ equivalente ao modelo ARMA(1,1)
desde que os coeficientes satisfacam a relacdo 0 < @ < ¢<1. A varidncia das
observagdes ¢ formada pelos componentes de longo prazo, devida a x4, , e de curto
prazo ou erro de medicdo, devida a & . As combinagdes de parametros do modelo

foram escolhidas para que as autocorrelagdes resultantes variassem de baixa a
moderadamente alta e processos independentes adotados como valor de referéncia para
as comparagdes de eficiéncia entre graficos e efeito da autocorrelagdo. O desempenho
dos graficos € comparado através do tempo médio até o sinal (TMS) e do ntimero
médio de amostras até¢ o sinal (NMA) para diferentes deslocamentos da média

expressos em O unidades do desvio-padrao do processo, sendo 0< 6 <5,0. Quando os

graficos com AIF e AIV sdo comparados em bases iguais, conclui-se que o efeito da
autocorrelagdo positiva ¢ aumentar o tempo necessario para detec¢do do sinal e,
embora o grafico com intervalo variavel seja mais eficiente que o grafico com
intervalo fixo de amostragem, a diferenga entre eles é pequena para processos
fortemente autocorrelacionados.

Zou, Wang e Tsung (2008) estenderam o trabalho de Reynolds Jr., Arnold e Baik
(1996) e estudaram as propriedades de dois graficos, um deles com amostragem em
intervalo varidvel em tempo predefinido (AIVPD) e o outro com amostras com
tamanho varidvel e amostragem em intervalo varidvel em tempo predefinido
(ATIVPD), para observacdes com o modelo AR(1) acrescido do erro aleatério e
correlagdes positivas. O esquema AIVPD, que ndo tém como inconveniente a
imprevisibilidade dos horarios de coleta de amostra, ¢ uma modificacdo do esquema
AIV e o esquema ATIVPD considera adicionalmente o caso em que a amostra ¢
constituida por mais de uma observagdo. O conceito em ambos os graficos ¢ o mesmo:
na carta AIVPD, o intervalo entre duas amostras ¢ longo enquanto ndo houver
indicagdo de mudangca no processo. Se isto ocorrer, o intervalo entre amostras ¢
diminuido a uma fracdo predefinida do intervalo original. Na carta ATIVPD quando a
amostra em andlise ndo sinalizar mudanga no processo (isto é, o valor encontrado
localizar-se na regido delimitada pelos limites de adverténcia), a proxima amostra ¢é

pequena (tamanho »;) e tomada em intervalo longo predefinido; caso contrério, a
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amostra seguinte ¢ grande (tamanho »;) e tomada em intervalo menor. Os resultados
obtidos indicaram que (i) a taxa de alarmes falsos € o tempo para detectar a causa
especial aumentam proporcionalmente com a correlagdo; (ii) graficos AIVPD e AIV
tém desempenho similar; (iii) o desempenho dos graficos melhora quando se aumenta
o nuamero de subintervalos entre duas amostras; (iv) quando a maior fracdo da

variancia das observagdes € a de curto prazo, isto €, a variancia devida a ¢, , o grafico

ATIVPD ¢ mais agil que os graficos AIVPD e AIV para detectar a causa especial; (v)
o desempenho melhora quando é possivel trabalhar com valores grandes de n,, desde
que a correlacdo no processo ndo seja muito pronunciada. O desempenho do grafico de
EWMA com A=0,2 foi comparado em bases iguais com os graficos AIVPD e
ATIVPD. O grafico de EWMA tem uma maior eficiéncia quando os desajustes da
média sdo pequenos ¢ o esquema AIVPD ¢é superior aos demais para maiores

desajustes.

3.2.6 Andlise critica da literatura

Os principais aspectos de cada estratégia, identificados a partir desta revisdo da
literatura, sdo:
a) O grafico padrio que utiliza as observagdes originais autocorrelacionadas para
formar subgrupos de tamanho convencional e considera limites com abertura ajustada
para levar em conta a autocorrelacdo € facil de usar, (pois é semelhante ao andlogo

empregado em processos independentes), entretanto sua eficiéncia € limitada.

b) Os esquemas de EWMA e CUSUM com limites compensados para levar em
conta a dependéncia em série e considerando observacdes individuais apresentam
desempenhos similares. Para desajustes pequenos ¢ moderados na média, ambos sdo
em geral mais eficientes do que o grafico de X , entretanto, quando otimizados para

esta condi¢do especifica, tém a eficiéncia penalizada na faixa de maiores desajustes.

c) A estratégia “model-free” ¢ subdividida em trés possibilidades:
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(c.1) formar subgrupos consecutivos de tamanho maior do que o convencional

para que as médias tornem-se aproximadamente independentes (p, <0,10). Esta

alternativa limita-se a ambientes com grande disponibilidade de dados, veja Runger e
Willemain (1996).

(c.2) formar subgrupos menores e espacados, anulando igualmente a
dependéncia em série. A eficiéncia neste caso ¢ menor do que a obtida quando a
amostragem compreende subgrupos grandes e consecutivos.

(c.3) empregar o grafico EWMAST (Zhang, 1998), no qual os limites sdo
baseados apenas na autocorrelagdo do processo. O desempenho deste dispositivo €
bastante competitivo quando a autocorrelacio ¢ de magnitude moderada e os

desajustes da média sdo pequenos.

d) A estratégia “model-based”’ ¢ subdividida em duas alternativas:
(d.1) fazer uso da propriedade de independéncia dos residuos do modelo e usa-
los em graficos com limites 3-sigmas. Como neste caso a probabilidade de detectar a
mudanca na média ¢ significativamente reduzida a partir do instante subseqiiente a
ocorréncia da perturbagdo no processo, esta alternativa resulta em baixo desempenho.
(d.2) usar fatores de ponderagdo apropriados para fazer com que as médias de
subgrupos consecutivos sejam independentes. O efeito indesejavel deste procedimento

¢ o aumento da variancia da série, que reduz a sensibilidade do dispositivo estatistico.

e) Poucos sdo os trabalhos com graficos adaptativos para processos
autocorrelacionados, destacando-se entre eles as publicacdes de Reynolds Jr., Arnold e
Baik (1996) abordando os graficos com amostragem em intervalo varidvel e, mais
recentemente, o artigo de Zou, Wang e Tsung (2008) apresentando pesquisa com o
grafico com amostragem em intervalo varidvel em tempo pré-definido e o grafico com
amostras com tamanho varidvel e amostragem em intervalo varidvel em tempo pré-
definido. Embora o desempenho dos graficos com parametros variaveis seja em geral
consideravelmente melhor do que o obtido com graficos ndo-adaptativos, o nimero de
aplicacdes na industria envolvendo graficos com amostragem em intervalos variaveis ¢
pequeno, provavelmente devido as complexidades com a amostragem. Um dos poucos

estudos disponiveis na literatura menciona a substituicdo do esquema de EWMA por
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uma combinacdo AIVPD-EWMA no monitoramento de um processo independente
com a principal finalidade de reduzir custos de inspe¢do, sem comprometer a

eficiéncia estatistica, veja Baxley Jr. (1995).

3.3 GRAFICOS DE CONTROLE PARA PROCESSOS
AUTOCORRELACIONADOS

3.3.1 Introducéo

Nas secdes seguintes deste capitulo sdo descritas as caracteristicas de projeto € o
método de obtencdo das propriedades do grafico padrdao de X, do grafico de
EWMA para médias, do grafico de X com amostras de tamanho variavel e do grafico

de X com amostragem dupla para o caso de dados autocorrelacionados. Dado o
conhecimento preliminar do limitado desempenho dos graficos que usam o residuo do
modelo como a estatistica de controle, em todos os casos as observagdes originais do

processo sdo usadas para formar as amostras. Um roteiro para implementacdo pratica

do grafico de X com amostragem dupla é sugerido ao final deste capitulo.

3.3.20 gréafico de X

Quando no monitoramento do processo sdo considerados os conceitos de
subgrupos racionais e as observagdes sdo autocorrelacionadas, a expressdo (3.6), usada
para determinacdo do desvio-padrdo amostral com dados independentes, ndo ¢ mais

aplicaivel e deve ser substituida pela equagdo (2.1), isto &,

255 .
Ov = \/70+Z(1—k] 7 . Lembrando que 7y =c% € 75 = pp7o. veja Chatfield
n n k=1 n
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(2004), esta expressdo pode ser reescrita como O

n—1 -2
¥ :[1+22(n—k)pk} :

=
A expressao (3.11) usada anteriormente para processos com dados

O+ O+

LSC~ — LIC —
independentes, isto ¢, a= Pr|:Z > X—/Io} +Pr{Z < X—ﬂo}, na qual
X X

LSC., LIC e Z sdo determinados respectivamente por (3.2), (3.4) e (3.10), €
igualmente valida para calculo da probabilidade de alarme falso. Substituindo LSC-

por u,+30. e LIC, por u,—30., chega-se a expressio (3.12), isto &,

v
a:PrHZ‘ >3 ], ou genericamente a expressio (3.13), isto &, a(k):PrHZ\ >k ],
concluindo-se que o risco « independe do tamanho de amostra e da autocorrelagdo,
em outras palavras, a abertura dos limites € corrigida exclusivamente pelo uso do
desvio-padrao apropriado.

Se por outro lado o processo estiver fora de controle, (,u # ,uo), o risco £ de
nao-deteccdo continua a ser expresso por (3.8), isto é,
= Pr[LIC} <X< LSC, \ JTENN ] e o poder do grafico, Pd, dado por (3.9), isto &,
Pd=1-p4. Em conseqiiéncia da autocorrelacdo, a expressdo (3.15), usada

anteriormente para dados independentes, é modificada pelo uso do desvio-padrdo do

modelo considerado e se transforma em:

Pd=Pr| Z<-k+o\n®]+ P Z<-k-o\n ¥ | (3.24)

Logo, conclui-se que o poder do grafico depende ndo s6 do tamanho da amostra,
do coeficiente de abertura dos limites e da magnitude da perturbacdo na média, mas
também da grandeza W, que incorpora o efeito da autocorrelacdo e ¢ funcdo da série

temporal representativa das observagdes do processo.
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3.3.3 0 grafico da média movel ponderada exponencialmente (EWMA)

A carta de controle da Média Mdvel Ponderada Exponencialmente (EWMA) foi
proposta por Roberts (1959) e ¢ indicada quando se deseja detectar pequenos
deslocamentos na média do processo. Embora o uso do grafico de EWMA seja mais
comum com observagdes individuais, ele pode também ser empregado para médias

usando-se os valores da estatistica Y, :
Y =AXi+(1-2)Y; (3.25)
e limites de controle dados por:
LC=py ko, (Lj (3.26)
2-4
onde: 0<A<1 e Yo =ug.-
Para pequenos valores de A, a constante de amortecimento, o grafico detecta

pequenos desajustes com maior rapidez, fazendo com que dados histéricos tenham

peso grande no calculo de Y, e, inversamente, valores altos de 4 fazem com que a
ultima observacdo tenha o maior peso no célculo de Y,. Diferentes estratégias de

monitoramento de processos autocorrelacionados considerando o esquema de EWMA
sdo encontradas na literatura (ZHANG, 1998; LU; REYNOLDS JR, 1999a; CLARO;
COSTA; MACHADO, 2007). As propriedades do grafico de EWMA para o modelo
considerado nesta tese foram obtidas por meio de Cadeias de Markov seguindo o
procedimento proposto por Saccuci e Lucas (1990).

A regido em controle no grafico ¢ dividida em [/=2m+1] subintervalos de largura
2A. O estado absorvente da cadeia ¢ alcancado sempre que a estatistica ¥; tiver seu
valor fora dos limites de controle. O j-ésimo estado transiente ¢ alcangcado sempre que
a estatistica Y; tiver seu valor no intervalo:

onde S (-m < j < m) representa o ponto médio do j-ésimo intervalo.

O numero médio de amostras até o sinal ¢ dado por:

NMA =pT(1-R)™1 (3.28)
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onde p € o vetor de probabilidades iniciais apds o processo ter alcangado o regime
estacionario (steady state probabilities), | ¢ a matriz identidade (t x t), 1 é um vetor

coluna (tx 1)deunse R éa submatriz de probabilidades de transi¢do, isto ¢:

P-m,—m P-m,—m+1 : : P-m,m

p—m+1,—m p—m+l,—m+l

pm—l,m—l Pm-1,m

pm,—m . . pm,m—l pm,m

onde:
pi =Pr {2 (S -A)-(1-2)s;] < Xi < 2 (s +A)-(-2)s; ]} (3.29)

O vetor de probabilidades iniciais p € obtido resolvendo o sistema p=P'p sujeito a

R (I-R)1
(5o

Saccucci e Lucas (1990) consideraram valores de ={51, 59, 67, 75, 83} no

1"p =1 (CINLAR,1975) onde:

programa computacional que fornece os NMAs do esquema EWMA. Eles
determinaram que 7=83 estados transientes sdo suficientes para alcangar a precisio
desejavel. Nesta tese, a regido de controle do grafico de EWMA foi dividida em 101
partes, resultando, portanto, em uma cadeia de Markov com 101 estados transientes.
Este numero de subdivisdes foi suficiente para alcancar a precisdo desejada e foi
necessario provavelmente pelo fato de, no calculo das probabilidades de transi¢@o,

haver um elemento novo, que ¢ a autocorrelagéo.

3.3.4 0 grafico de X com amostras de tamanho variavel (ATV)

As propriedades da carta de controle com amostras de tamanho varidvel (ATV)
foram obtidas por Costa (1994). Nesta tese estes estudos foram ampliados para
processos com dependéncia em série.

Quando o grafico com ATV estd em uso, amostras aleatorias sdo retiradas da

linha de produgdo a intervalos fixos de tempo. O processo comega em um estado de
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controle estatistico com média x = g, e desvio-padrdo o, e a um tempo aleatorio no
futuro, a média se desloca de 4, para p, +50 , onde 6 > 0. As médias amostrais sdo
anotadas na carta de controle com limites de adverténcia dados por y, + k05 e limites
de agdo expressos por 4, +kOy, onde 0 < k; < k, sendo O o desvio-padrdo das

médias amostrais (veja expressao 2.1). O tamanho da préxima amostra depende do que
é observado na amostra anterior. Se o valor de X cai na regifo central da carta, o
tamanho da préxima amostra, denominado #n;, deve ser pequeno. Alternativamente, se
o ponto X cai na regidio de adverténcia, o tamanho da amostra seguinte, denominado
n,, deve ser grande.

O grafico de controle com intervalo fixo de tempo entre amostragens tem
propriedades determinadas pelo numero de amostras N ¢ pelo nimero de observacdes
M tomadas no processo até que haja o sinal. Sejam os nimeros de amostras e

observacdes dados respectivamente por Ny e M, quando u = g, e por N; e M, quando

a média do processo desvia de seu valor-alvo. N, deve ser grande de modo que a taxa
de alarmes falsos seja pequena e N; deve ser pequeno de modo que a detec¢do da
causa especial seja rapida.

O nimero médio de amostras tomadas até o sinal ¢ o NMA. Independente do
tamanho da amostra:

E(N,)=1/¢ (3.30)
onde ¢=Pr [ Z|>k | Z~N (0,1)] ¢ a probabilidade de alarme falso e
Z= ()_(—,UO)/O'} .

Quando x = x4, o tamanho médio da amostra n ¢ dado por:

mpo1+1nPo2 (3.31)
l-g

n=

onde pg; = Pr|Z|< k| Z ~ N(0,1) | ¢ po, =Pr[ Ky < |Z]< k | Z~N(0,1) ]
Segue-se que:

E(M,)=n/q (3.32)
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As expressdes para E(N;) e E(M;) s3o obtidas usando cadeias de Markov,

encontrando-se:

1-py+p l-p,+p
E(N =p 2 12 }_‘_ 1—p)|: 11 21 :| (3.33)
( 1) 1|:(1_p11)(1_p22)_p12p21 ( 1 (1_p11)(1_p22)_p12p21

EMI =n, pl(l_p22)+(1_pl)p21:| 2{ p1p12+(1—p1)(1—p11)} 334
( ) n|:(1_p11)(1_p22)_p12p21 o (l_pll)(l_pZZ)_plzp21 ( )

pu=Pi| | < & | W~ N n )]

pi2=Pr[k1 < W<k \ W~ N(s ni,l)]

p=Pr|Z] < k | |2 < k ¢ Z~N(0,1)]

Quando o processo esta em controle, as equagdes (3.33) e (3.34) se reduzem
respectivamente as equagdes (3.30) e (3.32).

As propriedades da carta de controle de médias com amostras de tamanho
variavel consideradas neste estudo foram determinadas considerando a autocorrelagao

no célculo do desvio-padrao amostral.

3.3.50 gréafico de X com amostragem dupla (AD)

A primeira referéncia encontrada sobre o uso da amostragem dupla no
monitoramento de processos é a publicacdo de Croasdale (1974), na qual o autor
mostra que este procedimento ¢ consideravelmente melhor do que o proposto por Page
(1954) quando a eficiéncia do grafico ¢ medida pelo nimero médio de amostras até o
sinal. Este esquema de monitoramento voltou a ser considerado por Daudin (1992)
com as seguintes diferengas: (a) a tomada de decisdo sobre o estado do processo
passou a ser possivel no primeiro estagio de amostragem e (b) quando a amostragem

vai ao segundo estagio, os resultados obtidos na etapa anterior sdo considerados no
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computo da média amostral. Irianto e Shinozaki (1998) compararam os métodos
propostos por Croasdale (1974) e Daudin (1992) e ao invés de adotar o tamanho médio
de amostra minimo como critério de desempenho no projeto da carta, propuseram
maximizar o poder do grafico para obter melhor desempenho na deteccdo de pequenos
deslocamentos da média. Carot, Jabaloyes e Carot (2002) combinaram os esquemas de
amostragem dupla e intervalo varidvel de amostragem em um unico grafico para
monitoramento de processos independentes. Costa e Claro (2007) projetaram e
estudaram as propriedades da carta de controle de X com amostragem dupla para
monitoramento de um processo com observagdes representadas pelo modelo
ARMA(1,1).

O estudo nesta tese € uma extensdo do trabalho de Daudin (1992). Quando a
amostragem dupla estd em uso, retira-se da linha de produ¢do uma amostra mestra que
se divide em n=n;+n, unidades. Como estas unidades sdo coletadas praticamente de
forma simultinea e consecutiva, considera-se que pertengcam a uma mesma

distribui¢do de probabilidade. Os dois estdgios da amostragem dupla sdo:

Primeiro estdgio: tomar a amostra de tamanho »; e calcular a média X;.

Considere a média padronizada Z, = (?1 — )/ Oy, sendo X1~N (ﬂo:ail) onde g, e
Oy, sdo respectivamente a média do processo sob controle ¢ o desvio-padrdo amostral.
Neste estagio existem trés possibilidades:

V' Se|z]| <L, conclui-se que a média do processo esta em controle;

v Se ‘Zl‘ >L,sendoL > L, >0, conclui-se que a média do processo deslocou-se do
valor-alvo;

v SeL> \Zl\ >L,, a decisdo sobre o estado do processo é tomada no segundo
estagio.

Segundo estdgio: tomar a amostra de tamanho #, e calcular a média X». Seja

Z,= (I_/ — )/G§ onde Y = (n, X1 +n,X2)/(n, +n,) € O, sdo respectivamente a média

e o desvio-padrdo da amostra mestra. Neste estdgio existem somente duas
possibilidades:

v’ Se |Z,|<L,, conclui-se que a média do processo esta em controle;
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v Se ‘Zz\ > L, , conclui-se que a média do processo deslocou-se do valor-alvo.

A representacgdo grafica deste procedimento esta ilustrada na Figura 3.7.

} Processo ¢ julgado fora de controle

N,
L;

N
P .
 10eesso Procedimento
¢ julgado

0 N > sob- vai ao segundo
controle L.

estaglo
J

'Ll — }
-L —

Lz—

} Processo ¢ julgado fora de controle

Primeiro estagio

;

J

Processo € julgado fora de
controle

Processo
¢ julgado
sob-
controle

Processo ¢ julgado fora de
controle

Segundo estagio

Figura 3.7 — Representa¢a@o grafica da carta de controle com amostragem dupla

Antes de estudar as propriedades da carta de X com amostragem dupla torna-se

necessario derivar as variancias especificas do modelo considerado. Seja, por exemplo,

o modelo AR(1). Empregando-se sua equagdo definidora, e considerando-se #=0 e

0'62 =1, a expressdo das observacdes que compdem a amostra pode ser obtida por

substituicdo recursiva, ou seja:

t—1
-1 —(j+1
X, =¢' X1+Z¢t e )ej+1

J=1

(3.35)

No primeiro estagio da amostragem, a média ¢ dada por:

X S
IS I
}1 _ _i=l _ i=1

t=1

(3.36)

n

=X, parat=1

=e, paraf>1]

onde: a),{

n
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Dada a estrutura de correlagdo dentro do subgrupo, a média (X,) compreende
dois termos, X;, € X;,, que contém respectivamente a informacdo conhecida e

desconhecida apds a medi¢do da amostra de tamanho »;.

[Z% PR

)_(2 _ i=n+1 i=n+1 (3.37)
n,
sendo:
X, =Z¢"’wt =1+l (3.38)
t=1
e
=iy i=n +1,...... , N
X, =Y 970 ) (3:39)
‘ t=n+1 ! ZZ
=X, parat=1
onde: o,
=e, parat>1

As expressdes de x;, € X;, para os demais modelos considerados nesta tese

podem ser obtidas de forma analoga.

Quando a amostragem vai ao segundo estagio a média (Y ) é dada por:

v="x+ 2, (3.40)
n n
portanto:
n n n
DX 2 Xt X,
?_I’ll i=1 Ny | i=n+1 i=n, +1
n m n ny

DX+ DX, > X,
y = i=1 i=n, +1 +n_2 i=n; +1 (3.41)
n n ny

ou simplesmente:



Y=A+ n_z)—(z*
n
onde:
1<
A== B,
e
sendo:

sendo:

n
C;= Y t) 1230

i=n+j

A variancia de A ¢ expressa por:

N:
a§=—2 12+B§+...+Bf
n“\1-¢ !

—_—k
A variancia de X, ¢ dada por:

1
ol =— C12 +C22 +.4C?
X 2 5
2 ny
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(3.42)

(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)

A variancia de Y ¢ obtida pela equacdo (2.1) e a de X1 ¢é determinada pela

mesma expressdo, porém neste ultimo caso substituindo-se # por #;.

As expressdes das grandezas A e X, e suas respectivas variancias, para os

demais modelos estudados nesta tese sdo apresentadas no Apéndice A.

Para obtencdo das propriedades do grafico de controle com amostragem dupla,

sdo considerados os seguintes intervalos e unides de intervalos no primeiro estagio:

]1 = [/10 - LIG}, sHy + Llo-E ]
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I, :[( O—Lail;ﬂo—Lpgl) o (ﬂo+L16§1;ﬂ0+Lo-§1)]
1, =[(—°O; /’lo_Lo-il) Y ( 0+L‘7§15+OO)]

e o intervalo no segundo estagio € expresso por:

I, :[/uo —L,og; uy+ Loy ]

Conforme a Figura 3.7 a probabilidade de tomar a segunda amostra é:

PilX 1 e 1, |=0(L—5n W)-(L, —5n, W)+ DL —5n, W)-a(-L-5n W) (3.49)

onde @ ¢ a fungdo distribuicio normal padronizada e & = (x4, — x4, )/o, , introduzido na

expressao (3.14), expressa a magnitude do desajuste na média.

O tamanho médio da amostra ¢ dado por:
;1:111 +n2Pr[)_(1 e]z] (3.50)

A eficiéncia do grafico de controle com intervalo de tempo fixo entre
amostragens ¢ medida pelo NMA, que € o numero médio de amostras necessarias para
que o grafico sinalize que o processo esta fora de controle. O NMA € expresso por:

NMA =1/(1-P) (3.51)
onde P =P+P, e P;(i=1,2) é a probabilidade de decidir se o processo esta sob controle
no estagio i do procedimento de amostragem. As propriedades da carta de controle
com AD dependem dos parametros n;, n,, L, L; € L,. Em investigacdo preliminar,
percebeu-se que o desempenho do grafico é otimizado quando se empregam valores
grandes de L, isto é, quando o risco de alarme falso no primeiro estagio da amostragem
¢ praticamente zero. Daudin (1992) recomenda adotar L=4 ou L=5 (e seguindo sua

sugestdo estabeleceu-se L=5). Neste caso,

B =(n-n)n, (3.52)

P,=1- R —(I/NMA,) (3.53)
onde NMA, ¢ o nimero médio de amostras até o sinal quando o processo estd sob

controle (6 =0).
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O coeficiente L; é calculado considerando-se o processo isento de causas

especiais. Ele ¢ determinado pela relacao:

Pr[)_(z e]l]=Pr[—Lla§1 —-00y < X < Loy, —00y ]

que pode ser reescrita como:
Pl=Pr[—L1—5\/n_1‘P <Z <L1—5\/n_1‘P] (3.54)

Como P; ¢ uma func¢do crescente de L, € possivel encontrar seu valor de L, que
conduza a igualdade na expressdo (3.54) para qualquer valor de P, através de busca
direta.

O coeficiente L, é obtido considerando-se igualmente o processo sob controle e

satisfazendo a igualdade:

P, =Pr[(?e 14)m (Z 612)]

que pode ser reescrita como:

-L-5\m\¥ )
P, - o[ 2 Lo, ~d60, —z0, ol -L,o;-00,~z0, 1 eiéz s
n, o n, o NS

L-8mV¥

-sn¥ 1
N j {(DHHJ[LZGY -d0, —z0, ﬂ—q{[n][_LﬁY -d0y —z0, ﬂ} 1 o g (3.55)
n, o.. n, o N2
-5 n ¥ X, X,

Analogamente P, ¢ uma funcdo crescente de L,, logo ¢ possivel encontrar o valor

de L, que satisfaca a expressdo (3.55) para quaisquer valores dados de L; e de NMA,,

através de busca direta.
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Para a aplicacdo pratica do grafico com amostragem dupla no monitoramento de

um processo autocorrelacionado, sugere-se o seguinte procedimento:

1) Com o processo operando em regime normal, coletar observagdes da variavel de
interesse em um numero suficiente de itens (recomendam-se no minimo 150
observagdes) produzidos consecutivamente;

2)  Usar estes valores para testar as hipdteses de normalidade e dependéncia em
série;

3) Aplicar a metodologia de andlise de intervencdo para encontrar e substituir os
dados discrepantes eventualmente existentes;

4)  Com a série “descontaminada”, identificar e ajustar o modelo que representa as
observacoes;

5) Planejar o tamanho da amostra respeitando a dindmica do processo e a

capacidade de medicdo. Recomenda-se que a razdo n,/n, seja alta, pelos seguintes

motivos: (i) o tamanho médio da amostra ¢ reduzido sem que se aumente n;, (ii)
quando o processo estda em controle, ¢ maior a probabilidade de terminar o
procedimento no primeiro estagio e (iil) amostras maiores no segundo estagio
aumentam a eficiéncia do grafico;

6)  Utilizar o procedimento sugerido por Fishman (1978), para maiores detalhes veja
Runger e Willemain (1996), para determinar o intervalo minimo entre subgrupos que
anule a autocorrelagdo entre médias;

7) O coeficiente dos limites de acdo no primeiro estagio deve ser alto, sugere-se
L=5, para otimizar a eficiéncia do dispositivo estatistico;

8)  Considerando processos independentes, Daudin (1992) sugeriu o intervalo

1L3<L <18 para escolha do coeficiente dos limites de adverténcia no primeiro

estagio. Como este coeficiente ndo depende da autocorrelagdo do processo, a sugestio
¢ extensiva aos processos com dependéncia em série;

9) O coeficiente L, dos limites de a¢do no segundo estagio pode ser obtido por
busca direta;

10) Periodicamente, ou sempre que houver altera¢des significativas no processo,

verificar se o modelo existente continua valido.
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO
4.1 CONSIDERACOES PRELIMINARES

Os tamanhos de amostra selecionados para o estudo das propriedades dos

graficos de controle estdo na Tabela 4.1. O tamanho de amostra do subgrupo nas cartas
de médias e de EWMA coincide com o tamanho médio de amostra (Z) usado nos
graficos com amostras de tamanho varidavel e com amostragem dupla, sendo a escolha
justificada pelo uso pratico freqiiente de subgrupos de tamanho 3 a 5. Os tamanhos de
amostra no primeiro e segundo estagio foram escolhidos seguindo a orientacdo de

Daudin (1992) onde (ﬂ > 2}

n

Tabela 4.1 — Tamanhos de amostra selecionados

n n; ny razao I’lz/l’ll
4 4
1 8 8
3 12 12
4 2
2 8 4
12 6
8 8
1 12 12
4 16 16
8 4
2 12 6
16 8
12 12
1 16 16
5 20 20
12 6
2 16 8
20 10

Os coeficientes dos modelos, veja Tabela 4.2, foram escolhidos para obter

processos estacionarios e positivamente autocorrelacionados. Nos modelos AR(1),
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MA(1) e ARMA(L,1) eles foram selecionados para se ter p,em trés niveis

equidistantes. Também foram estudados os modelos AR(2) e MA(2), ambos com

mesma correlacdo de /ag 1 (respectivamente p, = 0,500 e p, =0,375), entretanto com

diferentes valores de p,.

Tabela 4.2 — Coeficientes selecionados

modelo coeficientes autocorrelacao
¢ Py P,
0,250 0,250 0,060
AR 1 9 9 9
M 0,500 0,500 0,250
0,750 0,750 0,562
0
-0,127 0,125
MA(1 ’ ’
M -0,268 0,250 0
-0,451 0,375
) 0
0,437 0,200 0,250 0,109
ARMA(1,1 ’ ’ ’ ’
(LD 0,612 0,150 0,500 0,306
0,794 0,100 0,750 0,595
¢ 9,
0,250 0,500 0,500 0,417
AR 2 s s s ’
@) 0,560 -0,120 0,500 0,160
Hl 62
-0,387 -0,900 0,375 0,459
MA 2 b b b b
@ -0,545 0,100 0,375 -0,076

4.2  RESULTADOS

No apéndice B, estio os NMAs para as diferentes combinag¢des “esquema de
monitoramento x modelo”. Os NMAs para o processo independente foram incluidos
em todas as tabelas, para salientar o efeito da autocorrelagdo positiva sobre o
desempenho dos graficos. Em todos os casos o valor de NMA,, foi fixado em 370,4 ¢ o
desajuste da média expresso pelo numero o de desvios-padrdo do processo,

0={0,25; 0,50, 0,75; 1,00; 1,25; 1,50; 1,75; 2,00}.
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4.3 DISCUSSAO

Nesta se¢do sdo discutidos os aspectos mais relevantes a cada um dos graficos
estudados, e a seguir faz-se uma comparagao entre todos eles. Como o modelo AR(1) ¢
freqiientemente encontrado na pratica, ele foi o escolhido para construir as figuras que
ilustram os resultados, os quais sdo conceitualmente aplicaveis a quaisquer dos

modelos autocorrelacionados estudados.

4.3.1 Gréaficode X

Os NMAs obtidos com o grafico de médias estdo na Tabela B.1. Um fator
comum a todos os graficos estudados ¢ o efeito negativo sobre o poder de detecgdo de
perturbacdes na média, decorrente da autocorrelagdo no processo. A opg¢do por
amostras maiores contribui para recuperar parcialmente a eficiéncia, entretanto esta
vantagem diminui quando a autocorrelagdo do processo aumenta, veja Figura 4.1, onde
se ilustra a melhora no desempenho do grafico quando a amostra aumenta de #»=3 para

n=5, em processos com diferentes niveis de autocorrelacio.

-a—¢=0,25 —o—¢=0,50 —-¢=0,75
50

< 40

=

Z

230 -

S

o 20 1

3

=

<

L 10

0
0,25 0,50 0,75 1,00 1,25 1,50 1,75 2,00

deslocamento da média

Figura 4.1 — Redug@o (%) do NMA do grafico de médias pelo aumento do tamanho de
amostra, de »=3 para n=5, em processo AR(1) a diferentes niveis de autocorrelacao
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Neste caso, a redugdo percentual do NMA foi calculada pela expressdo

K NMA, , — NMA, .

100 |, onde NMA,-; € o nimero médio de amostras até o sinal
NMA,_,

para amostras de tamanho 3 ¢ NMA,_s € o numero médio de amostras até o sinal para

amostras de tamanho 5.
4.3.2 Gréafico de EWMA

Os valores de NMA e os limites de controle do grafico de EWMA para
n={3, 4, 5} e /1:{0,25; 0,50; 0,75} estdo nas Tabelas B.2 a B.4. Embora o

grafico de EWMA seja freqlientemente usado com amostras individuais, os resultados
neste estudo mostram que amostras maiores melhoram sua eficiéncia, segundo um
comportamento similar ao encontrado para o grafico de médias.

Para se obter a maxima eficiéncia do grafico de EWMA ¢ necessario conhecer o
histérico de deslocamentos da média e o grau de autocorrelagdo do processo para
selecionar o valor A conveniente. As combinag¢des que otimizam o desempenho deste

dispositivo para um processo AR(1) sdo apresentadas na Tabela 4.3.

Tabela 4.3 — Valores 6timos para A no grafico de EWMA, processo AR(1), n=5

P deslocamento da média (o) p)
de até
0,25 1,00 0,25
0,25 1,25 1,50 0,50
1,50 2,00 0,75
0.50 0,25 1,25 0,25
1,50 2,00 0,50

0,75 0,25 2,00 0,25
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4.3.3 Grafico de X com amostras de tamanho variavel

Os NMAs obtidos para o grafico com amostras de tamanho variavel estdo nas

Tabelas B.5 a B.9. Na Tabela B.5 estdo também os valores dos coeficientes dos limites

de adverténcia ¢ Pr [}1 € k,kl\] que sdo igualmente aplicdveis a todos os modelos.

Quando o tamanho médio da amostra aumenta de n=3 para n=5, a melhora no
desempenho do grafico para deslocamentos da média até 1,0 o, € menor nos processos
com autocorrelacdo moderadamente alta. A partir dai, a redugdo do NMA, calculada

de modo analogo ao descrito para o grafico de X,é praticamente igual qualquer que

seja o nivel de dependéncia em série, veja Figura 4.2.

50
< - $=025 —0-4=050 —ag=075
= 40
Z
(=)
=30 -
=
g 207
=
E 10 1

0 T T T

0,25 0,50 0,75 1,00 1,25 1,50 1,75 2,00
deslocamento da média

Figura 4.2 — Reducgdo (%) do NMA do grafico com amostras de tamanho variavel pelo
aumento do tamanho médio da amostra, de n=3 para n= 5, com n;=2 e n,=12, em
processo AR(1) a diferentes niveis de autocorrelagdo

O efeito do aumento de n, sobre o desempenho do grafico diferencia-se em
fun¢do da autocorrelacdo dos dados: quando ela € baixa, o aumento da eficiéncia se
limita a deslocamentos da média de até 100y para processos moderadamente
autocorrelacionados a eficiéncia aumenta até desk’)camentos de 150, e, finalmente,
para processos com autocorrelagio moderadamente alta o desempenho melhora em
toda a faixa de deslocamentos da média considerada neste estudo. Para ilustrar este

padrdo, tomou-se como exemplo o caso em que n, aumenta de 8 para 16, fixando-se
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m=2 e n=4. A Figura 4.3 ilustra a variacdo percentual do NMA, expressa por

[NAM

n2=8 -

716 1100 ,onde NMA, =8 ¢ o nimero médio de amostras até o
NM4, ’

sinal para quando nm,=8 ¢ NMA, =16 ¢ o numero médio de amostras até o sinal

quando n,=16, para processos com diferentes niveis de autocorrelagao.

40 2-¢=025 —0-¢=050 —a—¢=075

variagdo (%) do NMA

0,50 0,75 1,00 1,25 1,50 1,75 2,00
deslocamento da média

Figura 4.3 — Variacdo (%) do NMA do grafico com amostras de tamanho variavel pelo

aumento do tamanho de amostra, de n,=8 para n,=16, com n,=2 e n=4 , €M Processo
AR(1) a diferentes niveis de autocorrelagdo

4.3.4 Gréfico de X com amostragem dupla

Os valores dos coeficientes L, e L, para os graficos com amostragem dupla estio
na Tabela B.10, os NMAs nas Tabelas B.11 a B.20 e os valores da Pr [f1 € ]2] nas
Tabelas B.21 a B.26. Como o grafico permite certa flexibilidade no projeto, ¢
interessante estabelecer valores de 7y, n, € n para melhorar seu desempenho.

O aumento do tamanho da amostra no primeiro estagio, de n,=1 para n;=2,
resulta em contribui¢do pouco significativa ao poder do grafico. Ao se aumentar o
tamanho médio da amostra, de n=3 para n=>5, em processos com autocorrelacido
moderadamente alta 0 NMA tem pequena reducdo para deslocamentos da média até
1,750 e se deteriora a partir deste valor. Para processos com autocorrelagdo baixa e

moderada obtém-se um melhor desempenho do grafico em toda a faixa de
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deslocamentos da média, veja Figura 4.4, na qual a redugdo percentual do NMA foi

calculada de modo anéalogo ao descrito para o grafico de X.

=2 ¢=025 —o0-¢=050 —e—¢=075

varia¢do (%) do NMA

0,25 0,50 0,75 1,00 1,25 1,50 1,75 2,00

deslocamento da média

Figura 4.4 — Redugdo (%) do NMA do grafico com amostragem dupla pelo aumento

do tamanho médio da amostra, de n =3 para n =15, com n=2 ¢ n,=12, em processo
AR(1) a diferentes niveis de autocorrelagdo

Amostras maiores no segundo estagio (7,) melhoram sensivelmente a eficiéncia
do gréfico para processos com autocorrelagdio moderadamente alta. Para processos
com dependéncia em série moderada, a eficiéncia aumenta para deslocamentos de até

1,750, na média. Para processos com autocorrelagdo baixa observa-se melhor

desempenho para deslocamentos de até 125cy, a partir do qual a melhora ¢
inexpressiva, ou mesmo ha deterioracdo, veja Figura 4.5, na qual a variacdo do NMA
foi calculada de modo andlogo ao apresentado para o grafico com amostras de
tamanho variavel.

No esquema com amostragem dupla, quando a média se afasta do valor-alvo o
tamanho médio das amostras aumenta. Quando »;=1, a grandeza ‘¥ usada para

incorporar o efeito da autocorrelagdo em oy ¢ igual a unidade e, neste caso, a
expressao (3.48) com a qual se determina a probabilidade de tomar a segunda amostra
ndo ¢ afetada pela dependéncia em série, veja Tabela B.21. Quando n =2, esta

probabilidade ¢ tanto menor quanto maior o nivel de autocorrelagdo do processo, veja

Figura 4.6.
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-¢=025 -0-¢=050 —4ag¢=0,75

(%) do NMA

variagdo

0,25 0,50 0,75 1,00 1,25 1,50 1,75 2,00

deslocamento da média

Figura 4.5 — Redugao (%) do NMA do grafico com amostragem dupla pelo aumento

do tamanho da amostra no segundo estagio, de n,=8 para n,=16, com n;=2 ¢ n=4, em
processo AR(1) a diferentes niveis de autocorrelagio

10 - . =025 =075

probabilidade
=
N

0,00 0,25 0,50 0,75 1,00 1,25 1,50 1,75 2,00
deslocamento da média

Figura 4.6 — Probabilidade da amostragem prosseguir ao segundo estagio, grafico com

amostragem dupla, processo AR(1), n,=2, n,=12, n=5s

O aumento do tamanho médio das amostras, quando o processo se desajusta,
leva a duas consideracdes: (i) o esforco de inspecdo cresce, porém o preco a se pagar
por isto é compensado pela deteccdo mais rapida da causa especial que empobrece a
qualidade dos itens produzidos; e (ii) quando o processo estd em controle, o custo de

monitoramento ¢ menor, pois em média se inspecionam menos itens.
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4.3.5 Comparacao entre todos os graficos

A comparagdo entre os esquemas estudados para um processo AR(1) com

amostras equivalentes (n=5 para os graficos de médias e de EWMA;
nm=2,ny,=16, e n=>5 para os graficos com amostras de tamanho varidvel e com

amostragem dupla) ¢ apresentada na Tabela 4.4, preparada a partir de dados
selecionados no Apéndice B. A difereng¢a percentual, DP (%), entre o NMA do
esquema concorrente (NMAconc) € 0 NMA do grafico com amostragem dupla
(NMA 4p) foi calculada pela expressdo: DP (%)z [(NMACONC -~ NMA ,p )/NMA AD]100.

O grafico de médias ¢ sempre o de menor eficiéncia entre todos os esquemas
comparados, justificando-se seu emprego apenas por sua inerente simplicidade. O
desempenho do grafico com amostras de tamanho varidvel é sempre inferior ao do
grafico com amostragem dupla. Em todos os niveis de autocorrelagdo, o grafico de
EWMA com A=0,25 tem melhor capacidade de detec¢do do que o grafico com
amostragem dupla para desajustes pequenos na média, entretanto a sua eficiéncia é
baixa para deslocamentos maiores. Em geral, o desempenho do grafico com
amostragem dupla ¢ maior do que o do grafico d¢ EWMA com A=0,50 e com

21=0,75.
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Tabela 4.4 — Comparacdo dos graficos com tamanhos de amostra equivalentes
(EWMA e Médias com n=5; ATV e AD com n =2, n, =16, e n=5)

5
¢ Gréfico 025 050 075 100 125 150 175 2,00
NMA
AD 778 150 49 25 17 14 12 10
Y 1730 53,7 193 82 42 25 17 13
ATV 14,6 227 58 30 23 19 17 16
A=025 484 119 58 38 29 24 20 18
EWMA 7050 840 187 72 40 27 21 17 15
025 A=075 1260 31,7 11,0 51 30 21 16 13
: DP (%)
5% 1224 258,0 2939 228,0 147,1 78,6 41,7 30,0
ATV 820 51,3 184 200 353 357 41,7 60,0
A=025 378 -20,7 184 520 70,6 714 66,7 80,0
EWMA  4=0,50 8,0 247 469 60,0 588 50,0 41,7 50,0
A=075 620 1113 1245 1040 765 500 333 30,0
NMA
AD 1186 28,1 92 41 23 17 14 12
Y 2127 812 329 150 7.7 44 28 20
ATV 1931 498 129 51 30 23 19 17
A=025 704 177 81 51 37 30 25 22
EWMA  4=050 1171 30,0 114 59 38 28 22 18
0,50 A=075 1651 504 187 86 48 31 23 18
DP (%)
Y 793 189,0 257,6 2659 2348 1588 100,0 66,7
ATV 62,8 772 402 244 304 353 357 417
A=025 40,6 -370 -120 244 60,9 765 78,6 833
EWMA  2=050 .13 68 239 439 652 647 57,1 500
A=075 392 794 1033 1098 1087 824 643 50,0
NMA
AD 1813 59,1 219 96 49 29 20 17
Y 2498 1159 534 264 141 82 51 34
ATV 2418 979 358 140 66 39 27 21
A=025 996 268 11,8 70 49 38 31 27
EWMA  2=050 2091 81,3 323 179 10,5 69 50 38
0,75 A=075 2055 76,7 314 149 82 51 35 26
DP (%)
¥ 37,8 96,1 1438 1750 1878 182,8 1550 100,0
ATV 334 657 63,5 458 347 345 350 235
A=025 451 -547 -461 -27,1 00 31,0 550 588
EWMA  2=050 153 37,6 475 865 1143 1379 1500 123,5
A=075 133 298 434 552 673 759 750 529
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5 EXEMPLOS DE APLICACAO

5.1 ANALISE DE INTERVENCAO

Neste exemplo de aplicacdo, realizado em Junho de 2007, o processo
considerado € a usinagem de uma carcaga da transmissdo fundida em liga de aluminio
e a variavel de interesse ¢ a altura fresada da face de assentamento do conjunto da

alavanca, veja representagdo esquematica na Figura 5.1.

face de
assentamento do
conjunto da alavanca

carcaca da transmissao

Figura 5.1 — Representag@o esquematica do conjunto da carcaca de transmissao
(fonte: Digest, 1976)

Os dados no caso foram obtidos de 150 pegas consecutivamente produzidas em
um centro de usinagem de uma industria da regido de Campinas-SP. As estatisticas
descritivas das observacdes e os limites de tolerdncia para a altura da face de

assentamento do conjunto da alavanca sao apresentados na Tabela 5.1 e na Figura 5.2.
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Tabela 5.1 — Estatistica descritiva das observacdes originais e limites superior e
inferior de tolerancia (LST e LIT) para a altura da face de assentamento

N X oy o 'arnplitude . limites tolerdncia
maximo  minimo LST LIT

150 165,020 0,146 0,021 165,346 164,469 165,350 164,650

165,5
LST=165,350
165,3 1
165,1
£ X =165,020
164,9
164,7
LIT=164.650
164,5

T T T T T T T
1 15 30 45 60 75 90 105 120 135 150
nimero da amostra

Figura 5.2 — Grafico seqiiencial das observagdes originais

A dimensao encontrada para as amostras 36 e 37 esta abaixo do limite inferior de
tolerancia em conseqiiéncia de posicionamento incorreto da pega no dispositivo de
fixag¢do para usinagem, deficiéncia que foi corrigida a partir da amostra numero 38.

A normalidade das observag¢des foi comprovada (valor p > 0,150) segundo o

método de Kolmogorov-Smirnov, veja Figura 5.3. As observagdes foram utilizadas no

grafico de X, com os limites de controle estabelecidos por [)_(i3<m/d2), onde

N
MR = ZMRZ- /(N—l), MR; = ‘Xl- —Xl-_l\ e d» ¢ uma constante usada para o calculo
i=2

dos limites de controle (para n=2, d,=1,128). Muitos valores foram encontrados na
regido de acdo (observagdes 8, 12, 14, 15, 26, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 43, 112, 148),

caracterizando-se como potenciais alarmes falsos, veja Figura 5.4.
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99,9

Mean 165,0
StDev 0,1464
99 N 150
KS 0,053
05 P-Value >0,150

90

80
704
60
501

%

20

0,1

T T T T T
164,50 164,75 165,00 165,25 165,50
mm

Figura 5.3 — Teste de normalidade das observacdes originais

165,45
165,20 LSC=165,251
X =165,020

E 164,95
LIC=164,788

164,70

164,45

T T T T T T T
1 15 30 45 60 75 90 105 120 135 150
nidmero da amostra

Figura 5.4 — Carta de controle de observacdes individuais com limites ndo ajustados a
correlagdo

Para testar a independéncia das observagdes, foram construidos os correlogramas
da FAC e da FACP, respectivamente Figuras 5.5 e 5.6. A andlise grafica da FAC
mostra valores significativos de correlacdo nos /ags 1 a 6 e decaimento exponencial

combinado com senoide amortecida. No correlograma da FACP encontra-se
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correlagdo significativa entre os /ags 1 e 3 e decaimento na forma de senoide

amortecida.

Autocorrelagéo

1,0
0,84
0,6
0,4

0,2

0,0

-0,29 ™\
~—

S
*

o o
© o
Il 1

'

I

o
1

10 15 20 25 30 35
Lag

Figura 5.5 — Funcgdo autocorrelacdo das observacdes originais

Autocorrelagdo Parcial

1,0
0,8
0,6
0,4
0,2+
0,0

-0,2
-0,4-
-0,6-
-0,8-
-1,0

10 15 20 25 30 35
Lag

Figura 5.6 — Fungdo autocorrelagdo parcial das observagdes originais
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Este padrao indica (com base nos conceitos vistos no Capitulo 2) que
preliminarmente ¢ possivel ajustar as observagdes a um modelo ARMA(1,1). As

Tabelas 5.2 e 5.3 apresentam os dados sumarizados deste ajuste.

Tabela 5.2 — Valor e significancia dos coeficientes do modelo

parametros estimativas valor t valor p
¢ 0,894 17,98 0,000
0 0,411 4,13 0,000

soma dos quadrados dos residuos=1,502

Tabela 5.3 - Teste da independéncia de residuos

estatistica qui-quadrado (Ljung-Box) modificada por Box-Pierce

Lag 12 24 36
Qui-quadrado 7,2 26,5 36,2
valor p 0,619 0,187 0,321

Os residuos do modelo se distribuem normalmente, veja Figura 5.7, indicando

que ele esta apropriado.

99,9
Mean 0,0001146

[ ] StDev 0,1004

99 ° N 150
° Ks 0,055

95 P-Value >0,150

%
g

-5 -04 -03 -02 -01 00 01 02 03 04
mm

Figura 5.7 - Teste de normalidade dos residuos do modelo das observagdes originais
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Como os residuos sdo independentes e normalmente distribuidos, pode-se leva-
los a um grafico de EWMA ou de X e observar o estado do processo. Nesta aplicacio
pratica optou-se pelo uso dos residuos para construir um grafico de observagdes

individuais, veja Figura 5.8.

0,51

1

n
0.37 LSC=0,301
0,1

E e, =0

0,1 '
-0,34 LIC=—0,301
_0’5_

T T T T T T T T
1 15 30 45 60 75 90 105 120 135 150
numero da observacéao

Figura 5.8 — Gréafico de controle de observacgdes individuais dos residuos do modelo
ajustado

A maior parte dos pontos além dos limites de controle, veja Figura 5.4, eram
efetivamente alarmes falsos, entretanto as observacdes 8 e 36 estdo na regido de agdo
da carta, sugerindo a presenca de causas especiais no processo enquanto as 150
observagdes estavam sendo coletadas.

A técnica de andlise de intervencdo, (veja Capitulo 2), foi empregada para
modelar dados discrepantes na amostra inicial de valores e os resultados sdo

apresentados na Tabela 5.4.

Tabela 5.4 — Observagdes originais discrepantes e valores ajustados

observacdo valor original tipo de discrepancia ® 4, valor ajustado
8 165,314 Inovagdo 0,383 3,815 164,987
36 164,469 Inovagdo -0,400 3,980 164,982

37 164,564 Inovagdo -0,374 3,874 164,953
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Substituindo-se os valores originais das observacdes 8, 36 e 37 pelos valores ajustados,

a variabilidade e os parametros do modelo se alteram, veja Tabela 5.5.

Tabela 5.5 — Alteragdes na variabilidade e pardmetros do modelo

residuos observacdes  parametros  autocorrelagdo
o, o) o, o, ¢ 0 P,
observacdes originais 0,100 0,010 0,146 0,021 0,894 0,411 0,703
apos modelagem 0,094 0,009 0,132 0,017 0,880 0,403 0,679

O gréfico de valores individuais dos residuos apds a modelagem dos dados esté

isento de observagdes discrepantes, veja Figura 5.9.

0,3

. T A l » A“ ‘ 2 | [P
: &_ s J“ "lm ir 1 | gH'l i Il

, !
p ¢

-0,1 J y

-0,3

T T T T T T T
1 15 30 45 60 75 90 105 120 135 150
numero da observacéao

LSC=0,283

LIC=-0,283

Figura 5.9 — Grafico de controle de valores individuais dos residuos do modelo apds

analise de intervengao (processo em controle)

Optando-se por um grafico com amostragem dupla com »n,=1, n,=4 ¢ n=3 para

monitoramento do processo, a influéncia da aplicacdo da técnica de andlise de

interven¢ao na determinagao dos limites ¢ mostrada na Tabela 5.6.
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Tabela 5.6 — Efeito da analise de intervengdo sobre os limites de controle

observagdes originais apo6s modelagem diferenca relativa

L, 0,674 0,674
°%, 0,147 0,135
Loy, 0,099 0,091 8,10%
L, 2,999 3,002
Oy 0,124 0,111
L. oy 0,372 0,333 10,50%

As diferengas nos limites, para este conjunto de dados em particular, s@o
razoaveis em razdo da magnitude e quantidade de dados discrepantes identificados. A
regido em controle apds modelagem tornou-se mais estreita, aumentando o poder de
deteccdo do dispositivo estatistico.

Para ilustrar o uso prospectivo da carta, foram simulados 356 valores, segundo a
equacgdo definidora do modelo e com os coeficientes e variancias estabelecidos apds
modelagem dos dados originais, usados para formar 15 subgrupos
(m =1 n,=4 n= 5) com intervalo de amostragem equivalente a 20 observagdes. O

grafico resultante ¢ apresentado na Figura 5.10. No primeiro estdgio sdo mostrados no

grafico apenas os limites de adverténcia com abertura )_(0 t Lo , identificados por
1

LIA (inferior) e LSA (superior); no segundo estagio os limites de controle abertos com

)_(0 t Lyoy estdo identificados por LIC (inferior) e LSC (superior). Os limites de

acdo do primeiro estagio, com fator de abertura L=5,00, ndo sdo mostrados no grafico.

Os valores de X1 = X estdo registrados no eixo vertical esquerdo do grafico e os

valores de Y no eixo vertical direito (os eixos tém escalas coincidentes). Nenhum

alarme falso foi observado nas condi¢des deste exemplo.
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165.400 X1 — LA —LSA —LIC —LSC = X, oY Y.
165.200 - /& /\ }K |
z 165.000 - / m \/./\/\ / \./._,_. i
164.800 - U/% \-/ V i
164.600 s e

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
nimero da amostra

Figura 5.10 — Grafico com amostragem dupla apos ajuste das observagdes pelo método
de analise de interven¢do (processo em controle)

5.2 COMPARANDO O DESEMPENHO DE CARTAS DE CONTROLE

O proposito neste exemplo é mostrar o efeito da autocorrelagdo sobre a
capacidade dos graficos de X ecom amostragem dupla em detectar deslocamentos na
média. Para esta finalidade, considerando-se um modelo AR(1) com ¢#=0)5 e

residuos dados por uma distribui¢do IID N(0,1), foram simuladas 435 observagdes de
um processo, das quais foram formados 25 subgrupos (»=3) com intervalo de
amostragem fixado em 15 observagdes, suficientemente grande para atenuar a zero o
efeito da autocorrelacdo entre eles. Assumindo inicialmente o processo em controle

com p, =0, as médias de cada subgrupo foram computadas e plotadas no grafico de
X com desvio padrdo do processo estimado por E/ d,, onde R é a amplitude média
de 25 amostras. Os limites de controle resultantes, LC=+1,387, foram determinados
por LC =X +(3R/dy/n) comR=1356, d, =193 (MONTGOMERY, 2001) e

ignorando a correlacdo em série, veja Figura 5.11. A presenca de pontos na regido de

acdo da carta (amostras 4, 16 e 25) indica que os limites estdo muito estreitos e ha alta

probabilidade de alarme falso. A seguir, com 0 mesmo conjunto de dados e com o,
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determinado por meio da expressdo (2.1), foram calculados novos limites de controle,
LC =130y =+2,708, que levam em conta a autocorrelacdo. Além disto, as ultimas 20
amostras foram simuladas novamente com g4 =o,; isto €, considerou-se a média

deslocada em um desvio-padrdo do processo. Neste caso, a carta de controle sinaliza

pela primeira vez na amostra 14 (Numero de amostras até o sinal=NA=9), ver Figura

5.12.
¢
1.0 1
0.5
0.5 1
-1.0 1
V N

'20 I I I I I I I I I I I I I

1 5 9 13 17 21 25
—— Xbarra —LC amostra

média
(e]
o
|

Figura 5.11 - Alarmes falsos na carta de X

4.0
3.0 1

A
207 \_./'/\/_/.A'\\
1.0
0.0
-1.0 A

-2.0 1
-3.0 \ — 1 — 1 1 \
1 5 9 13 17 21 25

média

—a— Xbarra —LC amostra

Figura 5.12 — Carta de X com limites de controle corrigidos
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Finalmente investigou-se a estratégia de monitoramento usando a carta com

amostragem dupla. Um tamanho de amostra de n,=1 e n,=4 foi adotado e estabelecido

n=3, de modo a se comparar o desempenho de ambas as cartas na mesma base. Com
coeficientes L,=0,6745 e L,=2,9779, os limites de adverténcia e de controle foram
posicionados respectivamente em 0,779 e +1,833, para o primeiro e segundo estagio
(identificados no grafico respectivamente por LSA e LIA e por LSC e LIC). Os
limites de acdo do primeiro estagio, com fator de abertura L=5,00, ndo sdo mostrados
no grafico. No eixo vertical esquerdo do gréafico, estdo registrados os valores de X e,
no eixo vertical direito, os valores de Y (os eixos tém escalas coincidentes). De
maneira similar a adotada na carta de médias, as ultimas vinte amostras foram
simuladas com 4 =10y . Para este conjunto de dados em particular, a carta agora
sinaliza a perturbacdo na amostra 9 (NA=4), ver Figura 5.13, substancialmente mais
rapido que na simulagdo anterior com a carta de médias (no grafico estdo registrados

apenas os valores obtidos até o sinal).

—UA —ISA —UC —ISC =X, OV

25X Y
o)

= I ’
A

E 05 / \\o /\ /./ L

-0.5 1 ~u / -

) ¢
-1.5 - (/ \/ 0 -
25
1 2 3 4 5 6 7 8 9
ninero das anostras

Figura 5.13 — Detecg¢do da perturbacdo com o grafico com amostragem dupla
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6 CONCLUSOES E SUGESTOES PARA FUTURAS PESQUISAS

6.1 CONCLUSOES

Como processos autocorrelacionados s@o freqiientemente encontrados nos
ambientes de manufatura é importante que possam ser monitorados por dispositivos

estatisticos confiaveis e eficientes.

Sabe-se que o grafico de X, por sua simplicidade, ¢ uma das mais populares
ferramentas da qualidade, entretanto, sua principal desvantagem ¢ a baixa eficiéncia
para sinalizar pequenos desajustes na média do processo, caracteristica esta ainda mais
marcante na presenca de autocorrelagao positiva.

Em busca de métodos de monitoramento mais eficientes, foi estudado o grafico
de X com amostragem dupla, admitindo-se que as observagdes se ajustassem a
diferentes modelos estacionarios e parcimoniosos da familia ARIMA. Os graficos de

médias, de EWMA e de X com amostras de tamanho varidvel foram selecionados
como esquemas concorrentes. Em todos os casos, os limites de controle foram
derivados analiticamente, levando-se em conta a autocorrelacdo, e calibrados para uma
mesma taxa de alarmes falsos. A redug¢do do poder do grafico, resultante da
dependéncia em série, foi quantificada em cada processo e para todos os diferentes
dispositivos de monitoramento considerados. Comparando-se, em condigdes de
igualdade, o desempenho do grafico de X com amostragem dupla ao desempenho dos
esquemas concorrentes, destacam-se as seguintes conclusdes:

e O gréfico de X com amostragem dupla ¢ sempre mais eficiente do que o grafico
padrdo de X edo que o grafico de X com amostras de tamanho variavel;

e O grifico de EWMA com A =0,25 é geralmente mais eficiente do que o grafico
de X com amostragem dupla no intervalo 0,25<§ <1,00 qualquer que seja o nivel de
autocorrelagdo do processo;

e O grafico de X com amostragem dupla é, em geral, mais eficiente do que o

grafico de EWMA com 4=0,50 ou 4=0,75.
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6.2 SUGESTOES PARA FUTURAS PESQUISAS

a) Estender o uso do grafico de controle com amostragem dupla a processos nao
estacionarios: Deming (1986) afirma que nenhum processo, exceto aqueles cujas
observacgdes sdo criadas artificialmente com o uso de niimeros aleatérios, é realmente
estaciondrio (‘“No process, except in artificial demonstrations by use of random
numbers, is steady and unwavering’’). Observagdes provenientes de determinados
processos de manufatura podem ser ajustadas ao modelo integrado de médias moéveis
de primeira ordem (BOX; PANIAGUA-QUINONES, 2007). A equacio do modelo ¢
dada por x,=x,,+e —0e , e, como a média das observagdes originais ndo ¢
constante ao longo do tempo, a variancia ¢ alta e a correlagdo ¢ fortemente positiva,
torna-se sobremaneira dificil o estabelecimento de um instrumento eficaz de controle
direto sobre as observagdes geradas. Considera-se a extensdo do grafico de controle
com amostragem dupla a processos com tendéncia uma interessante via de
prosseguimento a pesquisa iniciada com esta tese.

b) Estender o uso do grafico de controle com amostragem dupla a processos
autocorrelacionados cujo ruido branco seja exponencialmente distribuido: a
distribui¢do exponencial ¢ freqiientemente usada na area de confiabilidade para
modelar a por¢do plana da “curva da banheira”, quando as falhas sdo de natureza
aleatdria e ocorrem devido a efeitos ambientais, ndo se identificando um mecanismo
preponderante para a sua ocorréncia. Suponha, por exemplo, um processo de
produgdo de lampadas do qual em intervalos periédicos se coleta uma amostra em que
se testa o tempo de vida do produto, considerado a variavel de interesse. Neste caso €
de se esperar que os dados obtidos apresentem certo grau de correlagdo em série e o
uso de um grafico de controle com amostragem dupla projetado apropriadamente pode
contribuir no monitoramento deste processo.

c) Realizar o projeto econdmico para o grafico com amostragem dupla no
monitoramento de processos autocorrelacionados: no projeto economico da carta de
controle, sdo estudados analiticamente os valores o0timos de tamanho de amostra,
freqliéncia de amostragem e coeficientes dos limites de controle e busca-se encontrar a

relacdo entre estes parametros e fatores econOmicos, tais como os custos de
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amostragem e teste, custos para investigar € remover a causa especial quando ela atua
no processo e também o custo associado ao fornecimento de produto ndo conforme ao
cliente. Como parte do estudo, diversas hipdteses sdo formuladas, entre outras, o
modelo do processo, a natureza das transi¢des entre os estados em controle e fora de
controle, a distribui¢do que modela a ocorréncia da causa especial, se a causa especial
¢ Unica ou multipla, se a produ¢do ¢ ou ndo interrompida enquanto se investiga a
origem da causa especial, a necessidade de restrigdes tais que fatores econdmicos
otimos ndo sejam antagdnicos com as propriedades estatisticas desejaveis ao grafico
de controle, como por exemplo, as taxas de erro tipo I e tipo II. A pesquisa sobre
projeto econdmico de diversos tipos de graficos de controle para processos
independentes ¢ bastante extensa. Ha também outras iniciativas mais recentes voltadas
ao estudo econdmico de graficos de controle de médias usados em processos cujas
observagdes apresentam correlagdo cruzada (LIU; CHOU; CHEN, 2002), entretanto, o

estudo nesta area com processos autocorrelacionados que usam a média como

estatistica de controle é bastante restrito.
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APENDICE A: AS GRANDEZAS A E )_(Z E SUAS VARIANCIAS

Al. Processo MA(1)

por:

X, =e —0e_,

—%

Os termos A e X2 sdo expressos respectivamente por:

np—1

—0e,+(1-0)e, +(1-0)) e
x

X _ i=ny+1
) =

cujas variancias sao:
1
o7 =;[92 +(1=0F +(m —1)1-0)]
1
o2 = n_g[] +(n, = 1)1-6)]

A2. Processo ARMA(1,1)
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Neste caso, dada a equacdo definidora do modelo, as observacdes sdo dadas

(A1)

(A2)

(A3)

(A4)

(AS)

Neste caso, considerando-se a equacdo definidora do modelo e voltando-se a

usar substituicdes recursivas, as observacdes sdo expressas por:

para =1: X, =X
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para t >1:

X, = ¢HX1 _6€1¢t72 te +J(Z¢ti € } (A6)

i=3

onde: J=¢-6
de modo analogo aos modelos anteriores, segue-se que:

A%[[HZI@]XI—29¢1el+(1+2§)J¢/J1e,1 (A7)

|
=2 /=0

=0paran =1
onde: /
=lparan, =2
e
. 1 n—l1 ”"i’l)
‘&=—-@+a+§:§:M% (AS)
1, i=m+l 1=0

Usando a propriedade da variancia para dados independentes, segue-se que:

X2 n%

o2. =L IJ{HEEJWT (A9)

i=n+1 [=0
Na expressdo de A os termos X; e e, sdo correlacionadose ¢, ¢ ¢; ,(i >2), sdo

independentes. A partir deste ponto, para simplificar a notagdo, seja A expresso por:
A = l(b])(] _bzel + bgei)
n

onde:

(15)

i=1

n—2

by =Y 04

i=0

b3=l+iiJ¢'

i=2  [=0
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A esperanga entre X; € e, ¢ igual a o (Cryer, 1986, p. 71). A covariancia entre

duas varidveis correlacionadas é Cov(x,y)=E[(X - 1) (Y — 1y)]. Como as médias das
séries X| e e; sdo iguais a zero a covaridncia entre as variaveis transforma-se em
Cov(x,y)=E[(X, y)], logo a esperanca entre X; e e; € igual a covaridncia entre estas
duas varidveis.
As seguintes propriedades s3o validas para variaveis correlacionadas (Cryer,
1986, p. 24):
o (X -Y)=02(X)+02(Y)-2Cov(X,Y) (A10)

Cov(a+bX,c+dY)=bdCov(X,Y) (A1)

portanto:

1 (> 2 2
Gzz_z(bl O-)? +b2 0-82_2b1b20-3+b3 O-ez)
n

L 1B (1-2¢0+62)
2= +

n? 1-¢2

b’ —2bb, + b’ (A12)

A3. Processo MA(2)

Neste caso, as observagdes sdo descritas por:
X, =e, _91 €, _92 €, > (A13)

de modo analogo aos modelos anteriores, segue-se que:

|

—Oe,—(0,+6)e+(1-6 —ez)ze,.

A= (Al4)
n

n-2

e, +(1-6)e, +(1-6, —ez)ze,.

X, = i=n;+1 (AIS)
n,
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cujas variancias sdo respectivamente:

O'Z:}71—2[4922+(01+l92)2+n1(1—¢91—6’2)2] (A16)
i - 1+(1—01)2+(n2:2)(1—6’1 0, | Al
2 n2

A4. Processo AR(2)

A partir da equagdo definidora do modelo e por meio de substituicdes recursivas,

as observagdes que compdem a amostra sdo dadas por:

paraz=1: X =X
paraf=2 X2:¢1X1+¢2X0+62

-2
para 1> 3 X, = A, X, + oA, X, + ZA,.He,,,. e, (A18)

j=1
sendo:

‘42 ==¢%
A3 = ¢12 + ¢2

e genericamente, para i > 4 A=A ¢+ A4 ,9

de modo analogo aos modelos anteriores, segue-se que:

A=%H1+ZAJ-JX1 +[1+ZA,}¢2X0 J{an]nZMAj ]1@,} (A19)

=2 j=2

=0 para n, =1
sendo /
=1 paran, 22

€

n_ n—i+l
X:= i[l + ZZ A]}e, (A20)
n,

i=m+1 j=2

Usando a propriedade da variancia para dados independentes, segue-se que:

1 1y — i+l 2
o2 =—|1+| 1+ A (A21)
X> n22 J

i=1 =2
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Na expressao de A os termos X; e X, s@o correlacionados e e; € independente. A

partir deste ponto, para simplificar a notagdo, seja A expresso por:
1
A=—(bX, +b,X, +be,)
n

onde:

b, :(1+Zn:AJ)
j=2

b, =[l+"ZIA,}¢2

n (n—i+l)
D%

i=2 =2

e, de modo analogo ao apresentado para o modelo ARMA(1,1), tem-se:

o = nl—z(bfa)z( +b262 +2b,byo +b2)

(A22)
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APENDICE B

LIMITES E EFICIENCIA

DOS

GRAFICOS DE CONTROLE
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APENDICE C:
CODIGOS COMPUTACIONAIS EM FORTRAN SUPER STATION 4.0

C1. GRAFICO DE MEDIAS

USE MSIMSL
DOUBLE PRECISION ARL, PROB ,SHIFT ,K, SIGYBAR ,OUTPUT(9),DPS

DATA OUTPUT/0.0D0,0.25D0,0.50D0,0.75D0,1.0D0,1.25D0,1.5D0,
&1.75D0,2.0D0/

WRITE(*,1485)
1485 FORMAT ('DIGITE DPS e SIGYBAR ")

READ(*,*) DPS,SIGYBAR
K=3.0D0
PROB=DNORDF(K)-DNORDF(-K)
ARL= 1.0D0/(1.0-PROB )

WRITE(*,1455) ARL
1455 FORMAT (' ARL0='F14.7)

DO 444 TJK =1, 9
SHIFT=DPS*OUTPUT(IJK)
PROB=DNORDF(K-SHIFT/SIGYBAR)-DNORDF(-K-SHIFT/SIGYBAR)
ARL= 1.0D0/(1.0-PROB )

WRITE(*,1405) XARA(IJK), ARL
1405 FORMAT (' SHIFT=,F6.2' ARL='F5.1)

444 CONTINUE

END
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C2. GRAFICO DE CONTROLE EWMA

USE MSIMSL

PARAMETER (M=100)

DOUBLE PRECISION LSC, MEDIA, DESVIO, GRID, DPS, ARL,ARLO,
B(M,M), & PI(M), Y(M), INCREMENTO, LLLS,LJ,LK, RES1, RES3, BINV(M,M),
LSEND,

&LAMBDA, AF(8)

DATA AF/0.250D0,0.5D0,0.75D0,1.0D0,1.25D0,1.5D0,1.75D0,2.0D0/
LAMBDA=XXXD0

SIGYBAR=ZZZD0

DPS =YYYDO

ARL0=370.4D0

LSC=0.1D0

INCREMENTO=0.00495D0

WRITE(*,287)

287 FORMAT(  ARLo digite 1; ARL digite 2")
READ(*,*)IJK

I[F(JK.EQ.2) GOTO 1115

400 IF(ARL.LT.ARLO) THEN
LSC=LSC+INCREMENTO
ELSE
LSEND=LSC
LSC=LSC-INCREMENTO
INCREMENTO=INCREMENTO/2.0D0
IF(INCREMENTO.LT.0.0000001) THEN

LSC=LSEND

GOTO 500

ENDIF

LSC=LSC+INCREMENTO

ENDIF

DESVIO=1.0D0
MEDIA=0.0D0

GRID=(2.0*LSC)/(2.0D0*M)

C OBTEM MATRIZ B=I-R E O VETOR DE PROB. INICIAIS PI



DO 10 J=1,.M
DO 20 K=1,M

LJ= GRID+(J-1.0D0)*2.0D0*GRID -LSC
LK= GRID+(K-1.0D0)*2.0D0*GRID -LSC
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LS= ( (LK+GRID)-(1.0D0-LAMBDA)*LJ-LAMBDA*MEDIA)/LAMBDA*DESVIO
LI= ( (LK-GRID)-(1.0D0-LAMBDA)*LJ-LAMBDA*MEDIA)/LAMBDA*DESVIO

B(J,K)=0.0D0

RES1=DNORDF(LS/SIGYBAR)
RES3=DNORDF(LI/SIGYBAR)

B(J,K)= -(RES1-RES3)
IF(J.EQ.K) B(J,K)=B(J,K)+1.0D0

20 CONTINUE
10 CONTINUE

C  BINV=INVERSO (I-R)
CALL DLINRG(M,B,M,BINV,M)
DO 1117 I=1,M

PI(1)=0.0

1117  CONTINUE
PI(50)=1.0D0

CALL DMURRYV (M,M,BINV,M,M,P1,2,M,Y)
ARL=0.0D0

DO 30 I=1,M

ARL=ARL + Y(I)

30 CONTINUE

C  WRITE(*,106) LSC, ARL
106 FORMAT(5X,2F14.6)



150

GOTO 400
500 CONTINUE

WRITE(*,106) LSC, ARL
STOP

C  OUT OF CONTROL
C DETERMINACAO DOS PIs

1115 CONTINUE
WRITE( *,432)

432 FORMAT( DIGITELSC")
READ(*,*)LSC

WRITE(*,917)ARLO,LSC,LAMBDA
917 FORMAT(/, STEADY STATE FOR EWMA CORREL'/,ARLO="F6.1, '
LSC="F8.4 & LAMBDA="F5.2/)

MEDIA=0.0D0
DESVIO=1.0D0

GRID=(2.0*LSC)/(2.0D0*M)

DO 510 J=1,M
DO 520 K=1,M

LJ= GRID+(J-1.0D0)*2.0D0*GRID -LSC
LK= GRID+(K-1.0D0)*2.0D0*GRID -LSC
LS= ((LK+GRID)-(1.0D0-LAMBDA)*LJ-LAMBDA*MEDIA)/LAMBDA*DESVIO
LI= ((LK-GRID)-(1.0D0-LAMBDA)*LJ-LAMBDA*MEDIA)/LAMBDA*DESVIO

B(J,K)=0.0D0
RES1=DNORDF(LS/SIGYBAR)
RES3=DNORDF(LI/SIGYBAR)
B(J,K)= -(RES1-RES3)

C  WRITE(*,34) BUJ,K)

C 34 FORMAT(F14.7)

IF(J.EQ.K) B(J,K)=B(J,K)+1.0D0
520 CONTINUE

510 CONTINUE



DO 117 1=1,M
PI(1)=0.0

117  CONTINUE
PI(50)=1.0D0

CALL DLINRG(M,B,M,BINV M)
CALL DMURRYV (M,M,BINV,M,M,P1,2,M,Y)
ARL=0.0DO0

DO 340 I=1,M

ARL=ARL + Y(I)

340 CONTINUE
WRITE(*,1060) MEDIA, ARL
1060 FORMAT(2F12.2,F12.2)

DO 727 I=1.M
PI()=Y(I)/ARL

C  WRITE(*,35) PI(I)
C35 FORMAT(F14.7)
727  CONTINUE

C  OUT OF CONTROL
C  DETERMINACAO DOS ARL

DO 447 IJL=1,8
MEDIA=DPS*AF(IJL)

DO 810 J=1,M
DO 820 K=1,M

LJ= GRID+(J-1.0D0)*2.0D0*GRID -LSC
LK= GRID+(K-1.0D0)*2.0D0*GRID -LSC

LS=((LK+GRID)-(1.0D0-LAMBDA )*LJ-AMBDA*MEDIA)/LAMBDA*DESVIO
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LI= ((LK-GRID)-(1.0D0-LAMBDA)*LJ-LAMBDA*MEDIA)/LAMBDA*DESVIO

B(J,K)=0.0D0
RES1=DNORDF(LS/SIGYBAR)
RES3=DNORDF(LI/SIGYBAR)
B(J,K)= -(RES1-RES3)

IF(J.EQ.K) B(J,K)=B(J,K)+1.0D0
820 CONTINUE



810 CONTINUE

CALL DLINRG(M,B,M,BINV,M)

CALL DMURRYV (M,M,BINV,M,M,P1,2,M,Y)
ARL=0.0D0

DO 9930 I=1,M
ARL=ARL + Y(I)

9930 CONTINUE
WRITE(*,1060) AF(IJL), ARL

446 CONTINUE
447 CONTINUE

END
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C3. GRAFICO COM AMOSTRA DE TAMANHO VARIAVEL

USE MSIMSL
DOUBLE PRECISION ARL, PROB ,SHIFT ,K, P01 ,N1,N2,NBARRA, &
W,P1,P11,P12,P21,P22,SIGN1,SIGN2 ,
DATA 0.0D0,0.25D0,0.50D0,0.75D0,1.0D0,1.25D0,1.50D0,1.75D0,2.0D0/
K=3.0D0
N1=LLD0
N2=Z7D0
NBARRA=MMDO
SIGN1=NNDO
SIGN2= JJDO
DPS= KKDO
PROB=DNORDF(K)-DNORDF(-K)
P01=PROB*(N2- NBARRA)/(N2-N1)
P01=(1.0D0-P01)/2.0D0
W=-DNORIN(P01)
ARL= 1.0D0/(1.0-PROB )
P1= ( DNORDF(W)-DNORDF(-W))/(DNORDF(K)-DNORDF(-K))

WRITE(*,1455) ARL,W ,2*P01
1455 FORMAT (' ARLo=F14.7, ' W='F10.7," PN2="F10.7)
DO 444 TJK=1,9

SHIFT=DPS*XARA(IJK)

P11=DNORDF(W-SHIFT/SIGN1)-DNORDF(-W-SHIFT/SIGN1)
P21=DNORDF(W-SHIFT/SIGN2)-DNORDF(-W-SHIFT/SIGN2)
P12=DNORDF(K-SHIFT/SIGN1)-DNORDF(W-SHIFT/SIGN1) +
& DNORDF(-W-SHIFT/SIGN1)-DNORDF(-K-SHIFT/SIGN1)
P22=DNORDF(K-SHIFT/SIGN2)-DNORDF(W-SHIFT/SIGN2) +
& DNORDF(-W-SHIFT/SIGN2)-DNORDF(-K-SHIFT/SIGN2)

ARL=P1*( (1.0D0-P22+P12)/ ((1.0DO-P11)*(1.0D0-P22)-P12*P21)) -+
& (1.0D0-P1)*( (1.0D0-P11+P21)/ ((1.0D0-P11)*(1.0D0-P22)-P12*P21))

WRITE(*,1405) XARA(IJK), ARL
1405 FORMAT ('SHIFT=,F6.2, ARL=F5.1)
444 CONTINUE

END
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C4. GRAFICO COM AMOSTRAGEM DUPLA

(comentarios explicativos ao programa adicionados em letras minusculas)

USE MSIMSL

DOUBLE PRECISION N,NI,N2,L, L1,L.2, PROB ,SHIFT

DOUBLE PRECISION GRID ,ARL,ARLO,NBAR, A, B, F, ERRABS, ERREST,
ERRREL, SX1BAR, DPS,VALOR, RESULT, RES ,FC(9)

DATA FC/0.0D0,0.25D0,0.5D0,0.75D0,1.0D0,1.25D0,1.5D0,1.75D0,2.0D0/
REAL ARG

COMMON L1, L2, SHIFT, SXIBAR, N, N2

EXTERNALF, G, H

SHIFT=0.0DO0

NBAR=xxD0

N2=xxDO0 dados de entrada:
N1=xxDO0 (xx) sdo valores numéricos calculados em planilha auxiliar

SXIBAR=xxD0 NBAR=#, SXIBAR=05 ¢DPS=0,
DPS=xxD0
N=NI1+N2

(o valor abaixo ¢ dado de entrada e representa o nimero médio de amostras até o sinal
com o processo em controle)

ARL0=370.4D0

ARG=(NBAR-N1)/(2.0D0*N2)

L1=-1.0D0* ANORIN(ARG)
L=-ANORIN(0.0000001)
L=5.0D0

L2=1.0D0

GRID=0.5D0

PROB=DNORDF(L1)-DNORDF(-L1) expressao (3.48)

1000 CONTINUE
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A=-10.0D0
B=10.0D0

ERRABS =0.0
ERRREL = 0.00001
IRULE =2

MAXSUB=1000
CALL DQDAG (F, A, B, ERRABS, ERRREL, IRULE, RESULT, ERREST)

RES=RESULT
ARL= 1.0D0/(1.0-(PROB+RES) )

IF (ARL.LT.ARLO) THEN L2=L2+GRID
GOTO 100
ELSE
L2=L2-GRID
GRID=GRID/10.0D0

IF(GRID.LT.0.00001) GOTO 2000
L2=L2+GRID

GOTO 1000

ENDIF

2000 CONTINUE
L2=12+10.0D0*GRID
WRITE(*,100)L1,L,L2,ARL, 1.0D0-PROB
100 FORMAT('L1='F10.7,'L="F10.7,'L2=",F10.7,’ARL0o='F9.3", ‘PROB DE IR AO
SEGUNDO ESTAGIO'='F6.4")

3000 CONTINUE
DO 445 1=1,9

VALOR=FC(])
SHIFT= FC(I)*DPS

linha de comando abaixo representa a expressao (3.53)

PROB=DNORDF(L1-SHIFT/SX1BAR)-DNORDF(-L1-SHIFT/SX1BAR)

CALL DQDAG (F, A, B, ERRABS, ERRREL, IRULE, RESULT, ERREST)
RES=RESULT

WRITE(*,888)VALOR, 1.0D0/(1.0D0-(RES+PROB)), 1.0D0-PROB

888 FORMAT(' SHIFT=F42' NMA=F5.1,' P2S=F3.2)
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445 CONTINUE

READ(*,*)
END

DOUBLE PRECISION FUNCTION F (X)
USE MSIMSL

EXTERNAL FUNCTION DNORDF

DOUBLE PRECISION X,AUX1,AUX2,DELTA ,L1,L2,SHIFT,SDELT, SX1BAR,
XIBARRA,AUX3,AUX4 N,N2

INTRINSIC DEXP

COMMON L1, L2 ,SHIFT SXIBAR  N,N2
SDELT=xxD0 N
SYBAR=xxD0 dados de entrada: SDELT=05 , SYBAR=0y ¢ SX2BAREST=07;,

SX2BAREST=xxDO0

linhas de comando abaixo representam a expressdo (3.54)

DELTA= X*SDELT

AUX1=(N/N2)*(( L2*SYBAR-SHIFT-DELTA)/ SX2BAREST)
AUX2=(N/N2)*((-L2*SYBAR-SHIFT-DELTA)/ SX2BAREST)

F=(DNORDF(AUX1)-DNORDF(AUX2))*(1.0D0/DSQRT(6.283185307D0)
Y*DEXP(-0.5*X*X )

AUX3=-SX1BAR*LI1-SHIFT
AUX4=SX1BAR*LI1-SHIFT

XIBARRA=X*SX1BAR
[F ( XIBARRA . GT. AUX3.AND X1BARRA .LT. AUX4) F=0.0D0

RETURN
END




Anexo A - RESISTENCIA ELETRICA DE ISOLACAO
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Figura A.1 — Grafico de controle de médias (n=4)
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Figura A.2 — Fung@o autocorrelacdo da série “Resisténcia elétrica de isolacido”
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Figura A.3 — Funcdo autocorrelacdo parcial da série “Resisténcia elétrica de isolagdo”

Ajuste do modelo usando Minitab®

Estimativas dos Parametros

Tipo Coeficientes T P
ARI1 0,5525 9,39 0,000
Constante 2015,68 73,74 0,000

Media 4504,45

Numero de observagdes: 204

Graus de Liberdade 1202

Residuos:  Soma dos Quadrados = 30784041
Quadrado Médio = 152396

Estatistica Qui-quadrado modificada Box-Pierce (Ljung-Box)

Lag 12 24 36 48
Qui-quadrado 6,5 155 25,8 43,7
Valor-P 0,773 0,840 0,842 0,569
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Quadro A.1 — Banco de dados “Resisténcia elétrica de isolagdo”

Observagdes (Mohms) Observacdes (Mohms)
Amostras 1 2 3 4 Amostras 1 2 3 4
1 5045 4350 4350 3975 27 4855 4160 4325 4125
2 4290 4430 4485 4285 28 4100 4340 4575 3875
3 3980 3925 3645 3760 29 4050 4050 4685 4685
4 3300 3685 3463 5200 30 4430 4300 4690 4560
5 5100 4635 5100 5450 31 3075 2965 4080 4080
6 4635 4720 4810 4565 32 4425 4300 4430 4840
7 4410 4065 4565 5190 33 4840 4310 4185 4570
8 4725 4640 4640 4895 34 4700 4440 4850 4125
9 4790 4845 4700 4600 35 4450 4450 4850 4450
10 4110 4410 4180 4790 36 3635 3635 3635 3900
11 4790 4340 4895 5750 37 4340 4340 3665 3775
12 4740 5000 4895 4255 38 5000 4850 4775 4500
13 4170 3850 4445 4650 39 4770 4500 4770 5150
14 4170 4255 4170 4375 40 4850 4700 5000 5000
15 4175 4550 4450 2855 41 5000 4700 4500 4840
16 2920 4375 4375 4355 42 5075 5000 4770 4570
17 4090 5000 4335 5000 43 4925 4775 5075 4925
18 4640 4335 5000 @ 4615 44 5075 4925 5250 4915
19 4215 4275 4275 5000 45 5600 5075 4450 4215
20 4615 4735 4215 4700 46 4325 4665 4615 4615
21 4700 4700 4700 4095 47 4500 4765 4500 4500
22 4095 3940 3700 3650 48 4850 4930 4700 4890
23 4445 4000 4845 5000 49 4625 4425 4135 4190
24 4560 4700 4310 4310 50 4080 3690 5050 4625
25 5000 4575 4700 4430 51 5150 5250 5000 5000

26 4sso asso 4o aso |

Fonte: SHEWHART, 1931, pg. 20
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