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RESUMO

Neste trabalho é apresentada uma formulacdo do MEC (Método dos Elementos de
Contorno) considerando-se ndo-linearidade fisica para analisar microestruturas de
materiais heterogéneos no contexto da analise em multi-escala. A microestrutura,
também denominada como EVR (Elemento de Volume Representativo), € modelada
como uma chapa em sub-regifes onde vazios ou inclusées podem ser considerados
dentro da matriz, sendo diferentes propriedades elasticas e modelos constitutivos
definidos para cada sub-regido. A equacdao integral para o deslocamento é obtida a
partir do Teorema de Betti, onde para considerar o fendbmeno dissipativo, um campo
de esforcos iniciais € considerado. A equacéo algébrica da chapa € obtida apos a
discretizagdo do contorno externo e interface em elementos e do dominio das sub-
regides em células. Na analise multi-escala cada ponto da estrutura (macro-
continuo) é representado por um EVR, onde o comportamento do material ndo é
definido por um modelo constitutivo, mas através da solucdo do problema de
equilibrio do EVR quando sujeito a deformacédo referente ao ponto do macro-
continuo. O problema de equilibrio do EVR é definido em termos da flutuacdo dos
deslocamentos, sendo o mesmo satisfeito quando seu campo de forgas se encontra
em equilibrio. Apés a solucdo do EVR, os deslocamentos no contorno e as forcas
dissipativas sdo atualizados e as forcas de superficie sobre o contorno recalculadas
para se obter a tensdo homogeneizada. O custo computacional obtido com a
presente formulacdo é menor que aquele referente ao modelo desenvolvido pelo
Método dos Elementos Finitos, sendo a resposta homogeneizada do EVR
comparada ao modelo de elementos finitos a fim de validar a formulagdo
apresentada nesse trabalho.

Palavras-chave: Método dos elementos de contorno. Problema elastico
bidimensional. Placa em sub-regides. Técnicas de homogeneizacdo. Andlise em
multi-escala. EVR. Plasticidade.



ABSTRACT

A BEM formulation, considering dissipative phenomena, to analyze microstructures
of heterogeneous materials in the context of multi-scale analysis is presented. The
microstructure, also denoted as RVE (Representative Volume Element), is modelled
as a zoned plate where voids or inclusions can be considered inside a matrix, being
different elastic properties and constitutive models defined for each sub-region. The
integral representation for displacement is obtained from Betti’'s Theorem, where to
consider the dissipative phenomena, an initial forces field is considered. The plate
algebraic equation is obtained after discretizing the external boundary and interfaces
into elements and the sub-regions domain into cells. In the multi-scale analysis, each
macro-continuum point is represented by a RVE, being the material behaviour not
governed by a phenomenological constitutive model, but defined after the solution of
the RVE equilibrium problem due to the macro strain. The RVE equilibrium problem
is defined in terms of displacement fluctuations, being satisfied when the forces field
is in equilibrium. After the RVE solution, the boundary displacements and dissipative
forces are updated and the boundary tractions recalculated to obtain the
homogenized stress. The computational cost obtained with the proposed formulation
is smaller than the formulation developed by the Finite Element Method. Besides, the
homogenized response is compared to the finite element model to show its accuracy.

Keywords: Boundary elements. Stretching problem. Zoned plates, homogenization
techniques, multi-scale analysis, RVE, plasticity.
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1 INTRODUCAO

1.1 Tema e motivacao

A grande maioria dos problemas em engenharia ndo podem ser resolvidos por
métodos analiticos, pois apenas poucos casos simples possuem solucdo exata.
Assim, faz-se necessario obter solu¢Bes aproximadas de diversos problemas devido
a complexidade na geometria dos solidos, nos carregamentos, nas leis constitutivas
dos materiais e nas condicbes de contorno. Por isso, surgiram varios métodos
numeéricos com o objetivo de solucionar problemas na engenharia, dentre eles o
mais conhecido € o Método dos Elementos Finitos (MEF). Porém mais recentemente
surgiu o Método dos Elementos de Contorno (MEC), que também tem sido muito
utilizado na andlise de estruturas (Katsikadelis, 2002). Através desses métodos,
chega-se a solucdo dos problemas apdés a resolucdo de grandes sistemas de
equacdes que necessitavam de computador para automatizar os calculos.

De acordo com Cheng e Cheng (2005), a criacdo do termo ‘Método dos
Elementos de Contorno’ foi proposta por C. A. Brebbia, J. Dominguez, P. K.
Banerjee e R. Butterfield na Universidade de Southampton. O termo MEC foi
utilizado pela primeira vez em trés publicacGes destes autores em 1977; um artigo
por Brebbia e Dominguez (1977), um capitulo em livro por Bannerjee e Butterfield
(1977) e na tese de doutorado de Dominguez (1977). No ano seguinte foi publicado
o primeiro livro por Brebbia (1978) em que foi deduzida a formulacéo integral dos
problemas da elasticidade a partir da técnica dos residuos ponderados. Hoje o MEC
tem aplicagdo em diferentes campos, como: elasticidade, termodinamica, mecéanica
dos fluidos, acustica e eletrostatica.

No final da década de 70, trés pesquisadores brasileiros: Webe Jodo Mansur,
José Claudio de Faria Telles e Wilson Sergio Venturini desenvolveram suas teses de
doutorado na cidade de Southampton (Reino Unido), desenvolvendo modelos
numericos atraveés do Método dos Elementos de Contorno, sob orientacédo do Prof.
Brebbia. Esses professores tiveram uma grande contribuicAo na pesquisa e
divulgacdo do MEC no Brasil. Ao longo de sua carreira, Mansur orientou 50
dissertacbes de mestrado e 34 teses de doutorado na COPPE/UFRJ. Possui

producdo académica e cientifica de repercusséo internacional, e atualmente é
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membro do comité editorial da revista Engineering Analysis with Boundary Elements.
Também professor da COPPE/UFRJ, Telles atuou principalmente na area de
Mecéanica Computacional com contribui¢cdes e aplicagdes em varios temas, dentre os
quais: desenvolvimento e implementacdo do método dos elementos de contorno,
mecanica da fratura, analise de tensdes linear e néo linear, estatica e dinamica.
Também publicou trés livros voltados para o MEC, sendo o mais famoso Brebbia et
al. (1984), que foi traduzido para russo, chinés e japonés.

Na Escola de Engenharia de Sao Carlos, EESC-USP, o professor Wilson
Sérgio Venturini orientou diversos trabalhos voltados para o MEC, além de publicar
artigos e livros. Como exemplo de orientacbes, pode-se citar a dissertacdo de Gil
Rodriguez (1986) que trata sobre o emprego do Método dos Elementos de Contorno
em problemas elasticos bidimensionais, a tese de Paiva (1987) que propde uma
formulacdo do método dos elementos de contorno para flexdo de placas e suas
aplicacdes em engenharia de estruturas e Chueiri (1994) que teve como objetivo a
andlise elasto-plastica de placas. Fernandes (1998) desenvolveu uma formulacao
linear de placas através do MEC que foi estendida a andlise ndo-linear de placas de
concreto armado em seu mestrado, ja no doutorado Fernandes (2003) adaptou a
formulacédo linear do MEC, baseada nas hipéteses de Kirchhoff, para anélise nao-
linear de pavimentos de edificios e hoje continua sua pesquisa voltada para
desenvolvimento de formulacbes do MEC para modelagem multi-escala de
estruturas compostas por materiais heterogéneos.

Uma das vantagens que o MEC possui sobre os métodos de dominio, como o
MEF, é a necessidade de discretizar somente o contorno para a maioria dos
problemas. Uma desvantagem seria que a matriz final ndo é simétrica e é totalmente
cheia, portanto, as técnicas de banda utilizadas para a matriz de rigidez global da
estrutura do MEF, que é simétrica, ndo terdo utilidade no MEC. Por outro lado, em
muitos casos, com o MEC necessita-se uma malha bem menos refinada para
alcancar bons resultados quando comparado ao MEF, o que compensa o fato da
matriz do MEC néo ser simétrica. Para casos onde ocorre concentracao de tensdes
e quando o dominio em estudo tende ao infinito ou semi-infinito o MEC é mais
indicado (Brebbia; Dominguez, 1994).

Em geral, os materiais envolvidos nos projetos estruturais (a¢o, concreto e
madeira) sdo heterogéneos na microescala. Porém, em analises convencionais

7

considera-se que o0 material da macroescala é homogéneo, sendo seu
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comportamento regido por um modelo constitutivo fenomenologico. Na analise
multi-escala estudada nesse trabalho, por exemplo, a microestrutura do material é
modelada considerando-se as diferentes fases do mesmo, sendo a resposta
constitutiva do material dada pelos valores homogeneizados da tensdo e do tensor
constitutivo da microestrutura, denominada de EVR (Elemento de Volume
Representativo). Logo, na analise multi-escala tem-se uma melhor precisdo da
modelagem do comportamento desses materiais.

Devido a importancia de se determinar a resposta constitutiva ha macroescala
através das complexas interacdes que acontecem na microescala, varios modelos
matematicos multi-escala foram formulados com o objetivo de prever o

comportamento mecanico constitutivo dos materiais heterogéneos. Eles séo:

a) As abordagens baseadas em aproximacfes de campo meédio.
b) Os métodos de dimensionamento variacional.

c) Os métodos baseados no conceito do EVR.

Segundo Toro (2014), a primeira abordagem (a) adota como hipétese a
aproximacdo de micro-campos (tipicamente tensbées e deformacfes) de elementos
uniformes, constantes dentro de cada microconstituinte do material compdsito. Para
cada componente, o campo € aproximado pelo seu valor médio. Ja a segunda
abordagem (b) utiliza principios variacionais para determinar os limites superiores e
inferiores rigorosos nas propriedades elasticas coletivas do composto (a palavra
"coletivo” é usado no sentido de considerar a interacdo entre todos o0s
componentes). Atualmente muitas pesquisas estao voltadas para essa abordagem.
Finalmente, na ultima abordagem (c) a estratégia de homogeneizacdo usa um
elemento volumétrico (EVR) que tenta copiar a microestrutura do material. Este EVR
€ submetido a diferentes estados de excitagdo mecéanica e, com base em sua
resposta, é feita uma tentativa de construir uma descricdo do comportamento

tensdo-deformacéo na macro escala.

Em geral, os dois primeiros casos (i e ii) sdo restritos a andlise de
materiais heterogéneos que apresentam microestruturas de topologia
simples e/ou muito especificas. Esta é a razdo pela qual grande
namero de solu¢bes analiticas foram desenvolvidas. Embora o dltimo
tipo de aproximacéo (iii) seja usado para introduzir uma descricao
mais detalhada de microestruturas complexas e, portanto, sua
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aplicacdo na grande maioria dos casos € sujeita a solucbes
computacionais ou a processos de homogeneizacdo do tipo
computacional (TORO, 2014, p. 5).

Entre os métodos baseados no conceito de EVR tem-se trés grandes classes
de metodologia, que podem ser caracterizadas ao se considerar uma classificacédo
de acordo com o critério do grau de acoplamento envolvido entre escalas e a forma
como a informacéo é transferida da microescala (EVR) para a macro-escala. Nestes
meétodos o EVR é utilizado para modelar a microestrutura e a diferenca entre eles é
no tratamento dado a tranferéncia de informacéo entre as duas escalas, utilizando o

conceito da micro e macro escala. Eles sao:

a) Modelos hierarquicos
b) Modelos semiconcorrentes
c) Modelos concorrentes

A diferenca entre esses modelos é o tratamento dado para se fazer a
transferéncia de informacdes entre as escalas (macrocontinuo e a microestrutura do
material). Nos modelos hierarquicos, a resposta mecéanica do EVR é analizada
previamente a partir de um conjunto de parametros predeterminados (que
normalmente sdo os caminhos de deformacfes), a partir dos quais é obtida a
resposta homogeneizada do EVR, que normalmente € dada em termos de tensdes
homogeneizadas. Entdo com essa resposta mecénica do EVR se constréi uma base
de dados que pode ser utilizada de diversas formas, como por exemplo, para definir
um modelo constitutivo quasi-fenomenolégico para analise da macro-escala. Este
modelo é inadequado para modelar materiais com microestruturas altamente
complexas, mas devido a ser computacionalmente muito eficiente, ganhou
popularidade (Toro, 2014).

A formulagdo apresentada neste trabalho é do tipo semiconcorrente, onde
deve-se impor condigcbes de contorno que sao consistentes com as deformacdes
obtidas na macro escala, dessa maneira o EVR é utilizado para resolver
detalhadamente a micro escala, mediante alguma suposi¢do tipicamente
energeética, tal como o principio de Hill-Mandel, e a introducdo de restricbes
cinematicas, conseguindo com isso estabelecer uma transferéncia adequada de

informacé&o da micro para a macro escala (Toro, 2014).
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Nos modelos concorrentes o0 EVR esta contido na geometria do modelo
macroscopico, ou seja, ele ndo é definido e analisado de forma separada como
ocorre nos modelos semi-concorrentes. De acordo com Toro (2014), séao utilizadas
técnicas baseadas no multiplicadores de Lagrange, impondo a consisténcia
cinematica e o equilibrio da quantidade de movimento entre a macro e micro escala,
apos o EVR ser introduzido (ou absorvido) na geometria do modelo macroscépico.
Isto € feito de maneira idéntica as metodologias de decomposicdo de dominio. A
desvantagem desse meétodo € que o mesmo somente é computacionalmente viavel
guando a separacado entre as escalas nao € tdo grande, ou seja, quando o tamanho
do macro continuo ndo é muito diferente do tamanho do EVR.

No presente trabalho é apresentada uma formulacdo do MEC, considerando-se
nao linearidade fisica, para resolver o problema na microescala denominada EVR, a
qual representa a micro-estrutura do material. Como 0s materiais, mesmo 0s
metalicos, sdo heterogéneos na sua escala micro e granular, modelar em diferentes
escalas é muito importante para representar melhor o seu comportamento, porque
se consegue representar de forma mais precisa sua micro-estrutura.

Na analise em multi-escala, estudada nesse trabalho, necessita-se definir um
EVR para cada ponto da estrutura onde os calculos das tensdes e do tensor
constitutivo séo necessarios a fim de verificar o problema de equilibrio da estrutura,
definida como o macro-continuo. Nesse tipo de andlise, o comportamento do
material ndo é governado por um modelo constitutivo, mas definido pelos valores
homogeneizados das tensdes e do tensor constitutivo, que sdo obtidos apos a
solucdo do problema de equilibrio do EVR. Como o EVR representa a micro-
estrutura do material, assume-se que 0 mesmo pode ser composto de diferentes
fases (ou materiais) que possuem modulo de elasticidade e coeficiente de Poisson
caracteristicos, além de apresentar comportamento nao-linear distintos. Nesse tipo
de analise, adotando-se modelos constitutivos simples para as fases do EVR,
consegue-se modelar comportamentos complexos de materiais heterogéneos, que
para serem modelados numa analise nao-linear convencional, de forma mais
confiavel, seriam necessarios modelos constitutivos muito complexos. Na
modelagem proposta, além de discretizar o contorno e interfaces em elementos, é
necessaria a discretizagdo do dominio em células, devido ao surgimento de integrais
de dominio que envolvem deslocamentos e forcas normais iniciais, que Sao

incégnitas do problema. Nesse trabalho ndo seréo feitas analises multi-escala de
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estruturas, apenas diferentes EVRs sujeitos a uma deformacdo serdo analisados,
com o objetivo de obter seus valores homogeneizados das tensfes e do tensor
constitutivo, apds a solugédo do seu problema de equilibrio.

Na andlise em multi-escala, a deformacdo de um ponto no macro-continuo é
imposta ao EVR (micro-escala), sendo que no caso da formulacdo desenvolvida
nesse trabalho, essa deformacéo € imposta aos nés do contorno do EVR. Devido ao
fato do material ser heterogéneo, ou seja, constituido de diferentes fases e/ou
vazios, ird surgir um campo de flutuacdo dos deslocamentos no EVR, que surge
guando a deformacgéo microscoépica varia ao longo do EVR. Portanto, o problema de
equilibrio do EVR € solucionado quando se encontra o campo de flutuacdo dos
deslocamentos que satisfaz a equacédo de equilibrio do mesmo, que ocorre quando o
campo de forcas do EVR encontra-se em equilibrio. Observe que se o EVR fosse
homogéneo, ou seja, constituido por uma Unica fase, a flutuacédo dos deslocamentos
seria nula, entdo a tensdo homogeneizada na macro-escala seria igual aguela obtida
numa andlise ndo-linear fisica convencional (sem considerar a modelagem da micro-
escala ou EVR). E importante ressaltar que para a solugdo do problema de equilibrio
do EVR, € necessario impor condicdes de contorno em termos de flutuacdo dos
deslocamentos, gerando assim diferentes modelos multi-escala, que produzem

diferentes valores homogeneizados para as tensdes e o tensor constitutivo.

1.2 Reviséo Bibliografica

Os materiais, mesmo 0s metdalicos, apresentam micro-heterogeneidade. O
concreto, por exemplo, tem na sua microestrutura a matriz (agregado miado, cimento
e agua), agregado graudo e vazios. A matriz apresenta comportamento ndo-linear,
porém as inclusdes tém comportamento linear. Além disso, tem-se nao-linearidade
do material causada pela formacéo e crescimento de microfissuras (Nemat-Nasser e
Hori, 1993).

Para prever o comportamento macroscopico dos materiais heterogéneos,
véarias técnicas de homogeneizagdo sdo utilizadas. No contexto da multi-escala, a
resposta mecéanica da macroestrutura pode ser encontrada através da
homogeneizacdo de complexas interagbes micromecanicas que ocorrem nhas

pequenas escalas de comprimento (TORO et al, 2014). Uma técnica de
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homogeneizacdo computacional para analise nao-linear em multi-escala onde o
MEF foi utilizado para modelar a macro e microescala foi proposta por Kouznetsova
(2002) em sua tese de doutorado. Outros pesquisadores também utilizaram o MEF
para analise da multi-escala, entre os mais recentes pode-se destacar os trabalhos
de Peric et al. (2011) que discutiu uma estratégia computacional para
homogeneizacdo da microestrutura com comportamento nao-linear do material
submetido a pequenas deformacdes e resolveu o problema de equilibrio na
microescala e Toro et al. (2014) que apresentou uma implementacdo numérica
detalhada das duas escalas para analisar a ruptura de materiais heterogéneos.

No contexto da andlise nao-linear fisica de estruturas, varios trabalhos tém
considerado o MEC para tratar diferentes tipos de problemas, entre eles Fernandes
e De Souza Neto (2013) onde foi desenvolvido uma formulagéo n&o-linear do MEC
para andlise de placas (problemas bidimensional e de flexao), utilizando o operador
tangente consistente e obtendo convergéncia quadratica no processo iterativo de um
dado incremento de carga. As integrais de dominio necessarias para calcular os
termos plasticos foram executadas utilizando esquemas numéricos precisos,
baseado na integracdo de sub-elementos conforme Fernandes (1998). Em
Fernandes et al. (2015a; b) é tratado da analise em multi-escala de placas, sendo o
primeiro sobre o problema bidimensional e o segundo sobre o problema de flexao.
Nesses trabalhos, a formulacdo néo-linear apresentada em Fernandes e Souza Neto
(2013) é usada para modelar o macro-continuo, ja para resolver o problema de
equilibrio na microescala é utilizado o MEF de acordo com a teoria apresentada em
Peric¢ et al. (2011) e Souza Neto e Feij6éo (2006).

As propriedades fisicas e geométricas da microestrutura sdo identificadas pelo
EVR que é utilizado na maioria das técnicas de homogeneizacdo. A geometria do
EVR é baseada na morfologia da microestrutura do material a ser analisado. Como
ele é utilizado para obter a resposta no macro-continuo, a escolha adequada do
EVR determina em grande parte a precisdo da modelagem de um material
heterogéneo (KOUZNETSOVA, 2002). Uma teoria no contexto da multi-escala dos
sélidos baseada no conceito do EVR e contabilizando forcas de massa foi proposta
por Souza Neto et al. (2015), onde € mostrado que as flutuagbes das forcas de
massa sobre a média volumeétrica do EVR pode afetar o problema de equilibrio na
microescala e a tensdo constitutiva homogeneizada. Como em materiais

heterogéneos a microestrutura é aleatoria, a escolha de um “grande” EVR com
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enorme numero de inclusées consome muito tempo para a simulacdo de problemas
de valor de contorno macroscopicos, entdo Schréder et al. (2011) propés o Elemento
de Volume Representativo Estatisticamente Similar (EVRES) que tem menos
complexidade mas reflete os atributos morfolégicos essenciais da microescala.

O conceito de operador tangente consistente foi implementado por Simo e
Taylor (1985) para MEF e Bonnet e Mukherjee (1996) desenvolveu uma formulacéo
implicita para o MEC. Foi utilizado também por De Souza Neto e Feijoo (2006) em
seu trabalho sobre modelos constitutivos em multi-escala, onde é apresentada uma
formulacdo cineméatica completa dos solidos com base na média volumétrica das
tensdes e deformagbes sobre um EVR. Paulino e Liu (2001) fizeram uma
comparacao do MEC para elasto-plasticidade usando ambos, o operador tangente
consistente e o operador tangente continuo. Com relacdo ao comportamento
mecanico do material, o colapso mecanico em uma ampla variedade de materiais
ocorre devido ao crescimento de descontinuidades internas, denominadas fissuras.
Quando a regido do processo de fratura € suficientemente grande perante a fissura,
efeitos ndo lineares aparecem e ndao podem ser negligenciados. No trabalho de
Cordeiro e Leonel (2016) tem-se a modelagem da propagacdo de fissuras na
madeira utilizando o MEC e a técnica do operador tangente.

E interessante também citar Ohland (2017) que em seu trabalho de mestrado
utiliza o MEC para fazer analise elastica de microestruturas heterogéneas. Nesse
trabalho é desenvolvida e validada uma nova formulacdo do MEC proposta por
Fernandes, de acordo com o modelo da micro-escala através do MEF proposto em
Fernandes et al. (2015a,b), que foi desenvolvido no seu pés-doutorado com Eduardo
de Sousa Neto, em Swansea University.

No presente trabalho, apresenta-se uma extensdo da formulacdo do MEC
desenvolvida em Ohland (2017), a fim de se fazer analise de microestruturas de
materiais heterogéneos, considerando-se fendmenos dissipativos nas diferentes
fases do EVR.

1.3 Objetivos e Justificativa

O objetivo desse trabalho € fazer a analise de microestruturas de materiais

heterogéneos através do MEC considerando néo-linearidade fisica, a fim de validar



26

uma formulacdo do MEC, que foi desenvolvida e implementada pela Prof. Gabriela
Rezende Fernandes, no contexto da analise em multi-escala de estruturas. Nao
serdo feitas analises multi-escala de estruturas, apenas diferentes microestruturas
sujeitas a uma deformacao representativa serdo analisadas com o objetivo de obter
seus valores homogeneizados das tensbes e do tensor constitutivo. Assim, seréo
apresentados diferentes exemplos numéricos com diferentes condicbes de contorno
em termos de flutuagcdo dos deslocamentos no EVR, sendo o comportamento néo-
linear de um determinado material do EVR governado pelo modelo elasto-plastico de
von Mises. A fim de validar a formulacdo proposta do MEC, os valores
homogeneizados de tensédo e do tensor constitutivo sdo comparados com aqueles
obtidos através do MEF, de acordo com o modelo proposto em Fernandes et al.
(2015a,b).

Na modelagem em multi-escala de estruturas pretende-se representar de
forma mais confidvel o comportamento de materiais heterogéneos, adotando-se
modelos constitutivos simples para as fases do EVR. Numa analise ndo-linear
convencional, para melhor representar o comportamento de tais materiais, seria
necessario adotar modelos constitutivos complexos, com grande numero de
variaveis internas. Observe que nesse trabalho ndo serdo feitas analises multi-
escala de estruturas, apenas o comportamento mecanico da micro-estrutura do
material sera analisado. Porém, ap6s validada a formulacéo proposta, a mesma sera
utilizada em trabalhos futuros para se fazer a analise multi-escala de estruturas,

onde o MEC sera adotado para modelar as escalas macro e micro.

1.4 Contelido do trabalho

No capitulo 2 apresenta-se um resumo da teoria da elasticidade, demonstrando
equacdes basicas que regem o problema elastico bidimensional, além da equagéo
diferencial de equilibrio, a férmula de Cauchy e a equacao de Navier. Posteriormente
estuda-se o comportamento de materiais que podem apresentar deformacodes
plasticas, onde séo definidas as tensdes de tentativa, tensbes verdadeiras e tensdes

plasticas.
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No capitulo 3 sdo apresentados dois tipos de modelos elasto-plasticos para o
caso uniaxial (elasto-plastico perfeito e com encruamento isétropo) e o modelo de
von Mises, que sera aguele adotado nas analises planas desse trabalho.

No capitulo 4 € deduzida a equacédo integral do deslocamento para analise
nao-linear fisica da micro-estrutura, chamada de EVR e que é considerada como
uma chapa em sub-regibes. Posteriormente, € realizada a deducdo da equacao
integral da derivada dos deslocamentos e dos termos livres para pontos sobre o
contorno ou interface. S&o também demonstradas todas as equacdes necessérias
para resolver o problema da micro-estrutura através do MEC, considerando-se nao
linearidade fisica.

No capitulo 5 a equacao integral do deslocamento € transformada em equacéao
algébrica, ou seja, é escrita na forma matricial em funcdo dos valores nodais das
variaveis. Monta-se entdo o sistema de equac¢fes, onde séo escritas duas equacdes

de deslocamentos nas dire¢cdes xi1 e X2 (u, € u,) para 0s pontos internos, sobre as

interfaces e sobre o contorno. Os valores da macro-deformacéo sdo impostos como
condicdo de contorno no sistema de equacfes e com isso obtém-se as incognitas do
problema.

No capitulo 6 é desenvolvido o problema de equilibrio do EVR em termos de
flutuacéo dos deslocamentos, de acordo com a formulacéo proposta em Fernandes
et al. (2015a, b) e mostrando como 0 mesmo se relaciona com o macro-continuo.
Assim, trata-se da homogeneizacdo dos campos de tensdes e do tensor constitutivo
do EVR, além da solucdo do seu sistema de equacdes onde sao analisadas trés
condi¢cbes de contorno em termos de flutuagéo dos deslocamentos.

No capitulo 7 € demonstrado alguns exemplos numéricos para validar o modelo
proposto, onde os resultados encontrados das tensGes e do tensor constitutivo
homogeneizado sdo comparados com a formulacdo do EVR desenvolvida através
do MEF descrita em Fernandes et al. (2015a,b). Nos exemplos sdo adotados EVRs
com diferentes volumes de vazios ou inclusbes, sendo que em alguns deles sao
comparadas as respostas numéricas que se obtém considerando-se as diferentes

condi¢cbes de contorno em termos de flutuacéo dos deslocamentos.
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2 EQUACOES BASICAS

2.1 Introducéao

Para entender como a formulacédo do problema elastico é abordada via Método
dos Elementos de Contorno, algumas importantes relacées utilizadas na deducéo
das equacOes integrais, bem como na definicho do problema fundamental, s&o
apresentadas nesse capitulo. Mais detalhes em relacdo a Teoria da Elasticidade
podem ser encontrados em diversos trabalhos como: Timoshenko et al. (1951) e no
capitulo 5 de Brebbia et al. (1984) e na apostila de Introducdo ao Método dos
Elementos de Contorno, Fernandes (2005).

Inicialmente é apresentado um elemento cubico infinitesimal em que é feito o
equilibrio de forcas e momentos e, com isso, obtida a equacdo diferencial de
equilibrio que representa o problema elastico. Posteriormente, apresentam-se as
relacdes lineares entre as tensbes e as deformagbes, conhecidas como lei de
Hooke, considerando que o material € homogéneo e isétropo (Timoshenko et al.,
1951). Finalmente, s8o apresentadas equacdes necessarias para solucionar o
problema elastico bidimensional, como a formula de Cauchy e a equacao de Navier.
Foram definidos no capitulo 1.1 do anexo os casos de estado plano de tensao e
deformagéo, que podem ser considerados na formulagdo da micro-estrutura

apresentada nesse trabalho.

2.2 Teoria da elasticidade

2.2.1 Estado Tridimensional de Tensao

A Figura 1 exibe um elemento cubico infinitesimal, onde o mesmo é a

representacdo de um ponto p qualquer de um solido tridimensional elastico linear. O
mesmo esta sujeito a aces das forcas de massa b, b,, e b,, respectivamente nas
direcbes X,, X, e X,, atuando no centro de gravidade do elemento. As nove

componentes de tensdo constituem o estado triplo de tensdes, onde nas faces
opostas do elemento cubico, as tensdes tém sentidos opostos e mesmo valor

absoluto, de modo que o elemento fique em equilibrio.
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Figura 1 — Elemento cubico infinitesimal
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A tensdo o representa a tensdo na direcdo j da face cuja normal tem
direcéo i. Fazendo-se o equilibrio das forgas nas trés direcdes X,, X, e X, tem-se

a seguinte expressao na forma indicial:
Gji,j(p)_l_bi(p)zo 1,j=12,3 (2.1)

Desenvolvendo-se o equilibrio dos momentos em relacdo as trés direcdes, no
centro de gravidade do elemento € obtida a seguinte relagcdo expressa em notacao

indicial:
O =0 1,j]=123 (2.2)

Esta relacéo representa a condicdo de simetria do tensor das tensdes. Assim,
considerando a relacdo em (2.2), a equacao (2.1) pode também ser escrita da

seguinte maneira:

o;.;(P)+b(p)=0 2.3)

A expresséo representada pela equacgéo (2.3) € conhecida como a equacao
diferencial de equilibrio que representa o problema elastico.

O tensor das deformacdes infinitesimal de Cauchy é dado por:
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& :%(u” +uj'i) 1,]=12,3 (2.4)
Todas as relacbes apresentadas até agora sdo independentes das
propriedades dos materiais, e consequentemente, elas sdo validas para ambos, o
comportamento elastico e inelastico do material (Brebbia et al., 1984).
A lei de Hooke relaciona tensdo e deformacéo para um material is6tropo que
nao tenha variacdo de temperatura e tenha comportamento elastico, como indicado

abaixo:

2Gv

o, =2Gg;, + ——&,,0. (2.5)
2v

ij ij ij

onde 5“- € o delta de Kronecker e as seguintes constantes elasticas sao utilizadas:

Mddulo de elasticidade longitudinal ou médulo de Young: E; Coeficiente de Poisson:

E
v; Modulo de elasticidade transversal: G dado por C=—"——.
2(1-1— V)

Ou inversamente:

1 v .
&ij :% Ojj _mo-kké‘ij I, ,k=12,3 (2.6)

Derivando a equacgdo (2.5) em relacédo a ], e substituindo na equacao (2.3)

obtém-se a equacao diferencial do problema elastico, escrita em termos de

deslocamentos, que é conhecida como equacao de Navier:

U+ u..+—=0 (2.7)

1-2v " G
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As tensdes ou forgas de superficie p, que atuam em um ponto pertencente a

um plano inclinado de normal i sdo obtidas pela férmula de Cauchy, que é definida

pela seguinte expressao:

Pi =0y = oy, I,]=12,3 (2.8)

O estado plano de tensédo e deformacéo esta apresentado no capitulo 1.1 do

anexo.

2.3 Tensdes e deformacdes para analise ndo-linear fisica

Quando se trata de analise de estruturas ou de micro-estruturas considerando-
se nao-linearidade fisica do material, que € quando o carregamento gera tensdes
que ultrapassam o limite elastico do material, é preciso definir um modelo
constitutivo para representar o comportamento do material, que nesse trabalho sera
0 modelo de plasticidade de von Mises. Observe que nesse trabalho, ndo se faz
andlise de estruturas, mas da micro-estrutura de materiais heterogéneos. Nesse
caso, um modelo constitutivo deve ser adotado para as diferentes fases da micro-
estrutura (EVR), sendo o comportamento do material que compde a estrutura
(macro-continuo), ou seja, os valores das tensfes e do tensor constitutivo de um
ponto do macro-continuo, definido através da homogeneizacdo dos campos de
tensdo e do tensor constitutivo no EVR. Portanto, numa andlise multi-escala, o
comportamento do material ndo é definido através de um modelo constitutivo
fenomenolégico, mas através da homogeneizacdo dos campos de tensdo e do
tensor constitutivo no EVR. Porém, nesse item sera feito um estudo geral sobre
materiais que apresentam deformacgdes residuais, sendo as equacdes apresentadas
validas para uma andlise nao-linear fisica convencional ou para representar o
comportamento de uma determinada fase da micro-estrutura numa analise multi-
escala, sendo esse Ultimo caso aquele a ser tratado nesse trabalho.

De uma forma geral, na analise ndo-linear fisica, definido o modelo constitutivo,
para um dado valor de deformacgédo € obtida a tensdo e a relagdo constitutiva do

material. Assim, até o limite elastico do material, onde se aplica a lei de Hooke, so
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[

existe a deformacdo elastica ¢;, que € diretamente proporcional a tensao, e quando

€ removida a carga da estrutura, essa volta a sua forma original. Se a tensao

ultrapassar o limite elastico, a deformag¢do ndo se anula se a carga for retirada,

0

surgindo a deformagédo inelastica ¢;, que € a deformagdo residual que a estrutura

apresentara caso sua carga seja retirada. Portanto, a deformacédo total em uma
andlise ndo-linear fisica € dada pela soma da deformacédo eléstica-linear com a

deformacgéo residual, como mostra a equacgao (2.9). Observe que no caso de

comportamento elasto-plastico ei? € a deformacéo plastica.
0 - -
& = 55 +&; I,]=12 (2.9)

Considerando a lei de Hooke, demonstrada na equacao (2.9) pode-se encontrar as

tensdes elasticas (denominadas de tensdes de tentativa no processo incremental-

iterativo discutido mais adiante) O',tJ

as tensbes verdadeiras o, € as tensdes
Z 0
plasticas oy; .

As tensdes elasticas sdo calculadas considerando-se as deformacdes totais:

2Gv

O'itj = ZGSH +E€kk§ij (210)

As tensdes verdadeiras sdo obtidas apos a verificacdo do modelo constitutivo e
estdo relacionadas, pela lei de Hooke, com as deformacdes elasticas (ou sdo
relacionadas com as deformacbes totais através do tensor constitutivo elasto-

plastico):

o. =2G&8 +£2V£|fk

ij ij 1—2v ij (211)

Finalmente as tensdes plasticas estdo relacionadas, pela lei de Hooke, com as

deformacdes plasticas, ou seja:
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2Gv
O-i? = 2Ggi? + ‘9|Sk5ij (2.12)
Portanto, as tensdes elasticas podem ser escritas como:
t_ 0
0j; =0y T 0y (2.13)

Integrando essas tensdes ao longo da espessura de uma chapa, considerando o

caso de estado plano de tenséo, obtém-se os campos de forcas normais constantes
ao longo da espessura:

t 0
Nij = Nij + Nij (2.14)
Onde o esforco elastico Nitj em uma sub-regido ©_ € dado por:
t
N; (Q [Vs i€ T 1 v ) ] (2.15)
(1 Vs )
sendo que Es = Ests .
Logo, a equacéo (2.3) pode ser escrita como:
N; ;(p)+b(p)=0 (2.16)

sendo que b b. t,, onde b, séo as forcas de massa ou de corpo.
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3 MODELOS ELASTO-PLASTICOS

3.1 Introducéao

Seja uma estrutura a qual sdo aplicados incrementos gradativos de tensdes.
Inicialmente, a deformacéo inicial do elemento é completamente elastica e a forma
original do elemento é recuperada quando ha auséncia de carregamento. Quando as
solicitacfes a que o corpo esta sujeito excedem o limite elastico do material, surgem
deformacfes plasticas na estrutura que sao irreversiveis. Nesse caso, tem-se 0
comportamento elasto-plastico, caracterizado pelo aparecimento de deformacfes
plasticas na estrutura.

E importante dizer que nesse item sera feito um estudo geral sobre materiais
com comportamento elasto-plastico, sendo as equacfes apresentadas validas para
uma analise ndo-linear fisica convencional ou para representar o comportamento de
uma determinada fase da micro-estrutura numa analise multi-escala, sendo esse
ultimo caso aquele a ser tratado nesse trabalho.

Para modelar o comportamento elasto-plastico, devem-se ter relacGes
explicitas entre tensdo e deformacdo. Na fase elastica a relacdo é dada pela lei de
Hooke, e na fase plastica a relacdo deve ser definida segundo um modelo
constitutivo. E necesséaria também uma lei de evolugdo do tensor de deformacdes
plasticas, ou seja, um critério de escoamento (ou plastificacdo), que define o limite
do comportamento elastico sob qualquer combinacéo possivel de tensfes, ou seja
indica quando ocorrerd escoamento. No caso de modelos que considerem o
encruamento, é necessaria uma regra de endurecimento, que governa a variagao da
tensdo de escoamento, em funcéo das deformacdes plasticas (Fernandes, 1998).

Os critérios podem ser definidos conforme o material que esta sendo analisado.
Para materiais frageis, sdo indicados a Teoria de Rankine ou Teoria de Coulomb
guando o material possui resisténcia a tracdo igual a resisténcia a compressao, e
critério de Mohr-Coulomb que ndo possui a limitagdo anterior, ou seja, as duas
resisténcias podem ser diferentes. Para materiais dulcteis tem-se o critério de
Tresca, relacionado & méxima tensdo cisalhante e o critério de von Mises,

relacionado a maxima energia de distorgao.
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Para se realizar uma analise n&o linear fisica é necessario conhecer o modelo
constitutivo, que dado o valor da deformac&o, fornece a tensdo e a relacéo
constitutiva do material em estudo. Porém, para se obter a solu¢cdo numérica do
problema, a carga deve ser dividida em incrementos de carga, sendo a solucao
obtida para cada incremento de carga. Nesse caso, a deformacéo total é dada pela
deformac&o no incremento anterior mais o incremento de deformacéo relacionado
ao ultimo incremento de carga. Com isso, a deformacdo que ocorre em um sélido
com comportamento plastico é determinada pela histéria do carregamento. Logo, o
problema da plasticidade ¢é essencialmente de natureza incremental
(CHAKRABARTY, 2012).

3.2 Modelo elasto-plastico perfeito para o caso uniaxial

Neste modelo ndo ha o efeito de endurecimento (encruamento) que pode

ocorrer apos ser atingida a tensado de escoamento o, . Admite-se que deformagdes

plasticas ¢” ocorrem quando a tensdo alcanca o valor da tensdo de escoamento,
gue corresponde a maxima tensédo suportada pelo material. Assim, para valores de

tensdo menores que a tensdo de escoamento o<o,, as deformagdes sao

totalmente elasticas &¢°. Conforme a Figura 2 o material ndo suporta tensées

superiores a tensdo de escoamento, sendo o° a tensdo elastica, que corresponde a

tensdo que ocorreria em uma analise elastica linear.

Figura 2 - Comportamento elastoplastico perfeito
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Fonte: Fernandes (1998)
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Nesse modelo, ndo se admite tensGes maiores que o, OU seja, f(a)>0 (ver

equacao 3.1) e quando isso ocorre em um determinado ponto, deve-se fazer a
correcdo da tensao. Assim, o mesmo sofre descarregamento, pois ndo € capaz de
suportar o estado de tenséo a que esta submetido, havendo redistribuicdo de tensao
para os pontos vizinhos e evolucdo da deformacéo plastica no ponto considerado.
Se houver um novo carregamento, esse sera efetuado sobre a mesma reta do altimo
descarregamento.

No caso de comportamento elasto-plastico perfeito, o critério de plastificacao é

dado por:
f (O') = |0'| -0,<0 (3.1)

em que o € atensdo atuante a qual o ponto esta submetido.
Considerando-se a equacédo (2.09) e a Lei de Hooke, que define a relacdo

entre tensdo e deformacado no caso elastico-linear, tem-se:
O':Ege:E(e—gp) (3.2)

Derivando-se a equacéo (3.2) em relacdo ao tempo, obtém-se:
O':Ege:E[g—ng (3.3)

. p
onde g":% € a taxa de deformacdo plastica, sendo que as deformacbes

permanentes ocorrem apenas quando esta taxa é diferente de zero. A deformacéo
plastica acumulada num certo intervalo de tempo € dada pela integral da taxa neste
mesmo intervalo. O tempo, neste caso, representa a historia do carregamento, que
no problema real é sempre incremental, ja que as cargas sao aplicadas
progressivamente nas estruturas.

A equacéo (3.3) pode ser escrita também, de forma equivalente, em termos de

incrementos, obtendo-se:
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Ao =EAs® =E(As—Az") (3.4)

Definindo-se / como sendo o valor absoluto da velocidade de deformacéo

plastica &£ e considerando-se um comportamento simétrico em tracdo e

compressao, tem-se:

=1 se o>0 (3.5a)

eP=-21se o0<0 (3.5b)

Como n&o é admitido f (a) >0 e no caso onde tem-se um descarregamento

t+At

f (a)t+At <0, pode-se assumir que:

Al=0 se f(o),, <0 (3.6a)

AL20 se f(o), =0 (3.6b)

Dessa maneira obtém-se a condicdo de complementaridade (valida também
para comportamento elasto-plastico com encruamento e o critério de von Mises a

serem detalhados nos itens seguintes), isto é:
AL (c)=0 (3.7)

Na Figura 3 sao ilustrados os casos de evolugcdo ou ndo da deformacao

plastica. Considere o instante t, onde f (a)t =0. A partir dessa posicdo tem-se trés

provaveis situacgoes: f >0, f <0e f =0. A situacéo f >0 implica em f(cr)t+At >0,

o que é inadmissivel, ou seja, s6 é permitido f <0. A deformacéo plastica ndo evolui

(/.1:0) guando f <0, ou seja, tem-se um descarregamento (caminho 1). O mesmo
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ndo acontece quando f =0, onde é constatada a evolucdo da deformacéo plastica

250 (caminho 2).

Figura 3 - Modelo elastoplastico perfeito
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Fonte: Fernandes (1998)

onde: &° é atensdo de tentativa no instante t, o é a tensdo verdadeira no instante
te f(o),, € o valordo critério correspondente ao instante t+At .

Considere agora um certo instante {, onde f(O')t <0. Nesse cenario o ponto

pode ser carregado até o limite elastico, sem haver a evolucdo da deformacédo

plastica. Dessa maneira, no caso de o ponto ser submetido a uma tensao

exatamente igual ao limite elastico, ter-se-a f (0) =0 e A1=0.Ja se o ponto for

t+At
submetido a uma tensdo maior que seu limite elastico, ele sofrerd descarregamento
e evolucdo da deformacéo plastica. Logo no final da iteracdo ter-se-a f (a) =0 e

t+At

A1 >0.

Assim, pode-se dizer que:

ar=0se f(o), , <0 e Af <0 (caso de descarregamento) (3.8a)

ar>ose f(o)  =0e Af=0 (caso de carregamento) (3.8b)
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Portanto, observado as equacbes (3.8a) e (3.8b), tem-se a condicdo de
consisténcia (valida também para comportamento elasto-plastico com encruamento

e o critério de Von Mises a serem detalhados nos itens seguintes):

AJAF =0 (3.9)

3.3 Modelo elasto-plastico com encruamento isétropo para o caso uniaxial

Na regido plastica, isto €, quando o nivel de carregamento corresponde a um
valor para a tensdo superior a tensdo de escoamento, o incremento de deformacéo
plastica € acompanhado de um incremento da tensdo, e diz que houve um
encruamento do material (Jorge e Dinis, 2004). Nesse modelo, o limite elastico inicial
se expande, com a evolucdo da plastificacdo. No caso de encruamento isétropo, o
centro do intervalo permanece inalterado, mas os limites elasticos de tracdo e
compressdo se expandem simetricamente (ver figura 4), mantendo-se as
caracteristicas iniciais de isotropia do material. O modelo é indicado em situacdes de

carregamento crescentes, como € o caso apresentado nesse trabalho.

Figura 4 - Modelo elasto-plastico com encruamento linear
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Fonte: Fernandes (1998)
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Sera adotada a curva bilinear, isto €, apds o limite elastico, define-se apenas
um valor para o encruamento. Além disso, adota-se um comportamento simétrico em
tracdo e compressdo, como mostrado na Figura 4, que mostra um ciclo completo de
tensdo. Num caso mais geral, poderiam se definir diferentes valores para o
encruamento de acordo com o nivel de tensdo. Na Figura 4 o trecho 1 representa a
fase elastica; no trecho 2, o material foi submetido a uma tensdo de tracdo maior
que o limite elastico, ocorrendo encruamento e evolu¢do da deformacéo plastica ao
final do descarregamento. Na fase 3, apdés o descarregamento, o material €

carregado elasticamente, no sentido inverso, até o novo limite elastico de
compresséo —o," . Na fase 4, 0 mesmo é submetido a uma tens&o maior que —o,",

ocorrendo um novo encruamento e nova evolucdo da deformacéo plastica, que é
igual a anterior em valor absoluto, mas de sinal contrario. Assim, no final do ciclo,
tem-se uma deformacéo plastica acumulada igual a zero. O critério de plastificacéo,

nesse caso, € dado por:
f(a,a)=|c7|—(ay+Ka)£O (3.10)

onde K ¢é dado pela tangente a curva oxe”, e € denominado médulo plastico ou

parametro de endurecimento; e o € a variavel interna associada ao encruamento,

que é dada por a=¢&", ou seja, no caso da hipotese de encruamento por

deformacgéo a=A1.
Depois que o material sofre encruamento, a tensdao de escoamento no

incremento n é representada por:
o, = (0' + Ka) (3.11)
y y
Assim, o modelo elasto-plastico uniaxial com encruamento isotropo € dado por:

. Eé se i:O
o= (3.12)

E‘é se /.17&0
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Onde E' é o madulo elasto-plastico tangente dado por:

EK

Et:(E+K)

(3.13)

3.4 Modelo elasto-plastico com encruamento isétropo para o caso multiaxial

Nesse modelo, o critério de plastificacdo ou de escoamento, no caso

bidimensional ou tridimensional, é dado por:
f(6,p)=6-0,(p)<0 (3.14)

onde & é a tensdo efetiva, isto é, a tensdo equivalente a do estado uniaxial,
calculada a partir do critério adotado; O"y(p) € a nova tensdo de plastificacdo que,

apos o encruamento é dada por:

o,(p)=(o,~p) (3.15)

s

sendo o, a tensdo inicial de escoamento. A variavel p € relacionada ao

encruamento isétropo, dada por:

p=—K6‘_p (316)

onde £" é a deformacéo plastica efetiva, ou seja, a deformacéo plastica equivalente
ao estado uniaxial.

Escrevendo o tensor das deformagdes (equagao 2.11) em termos de taxas, tem-se:

gij =&;+&; (3.17)
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Na fase elastica a lei incremental é dada por:
Aoy =CyyAgy (3.18)

onde C,, € o tensor de constantes elasticas para materiais isétropos.

Na fase plastica, o caso multiaxial é associado ao caso uniaxial através da

tensdo e da deformacdao plastica efetivas. Assim, a lei incremental € dada por:
AG =KAg? (3.19)
A relacéo elasto-plastica entre tenséo e deformacéo é dada por:

Aoy =Cy, (Agy —As))=CihAs, (3.20)

U]

onde C* ¢ o tensor dos médulos elasto-plasticos tangentes.

No caso multiaxial, o critério de plastificacdo serd representado
geometricamente por uma superficie de plastificacdo, como definido no préximo item
para o Critério de Von Mises. Observe que essa superficie se expande com o
aumento da deformacédo plastica, pois ha um aumento do limite elastico devido ao
encruamento.

Como ja comentado, para resolver uma estrutura considerando-se nao-
linearidade fisica, deve-se dividir a carga total em incrementos de carga, sendo o
equilibrio da estrutura verificado para cada incremento n. Se algum ponto da
estrutura estiver plastificado, a equacao de equilibrio da estrutura ndo sera satisfeita,
necessitando-se entdo de um processo iterativo, onde a cada iteracdo i calcula-se

uma correcédo a ser dada no vetor das deformacées da estrutura O¢, ® e verifica-se

0 modelo constitutivo para todos os pontos da estrutura. O processo iterativo termina
guando se encontra o vetor de deformacgdes que satisfaz a equacao de equilibrio da
estrutura. Assim, cada nova iteracao representa uma nova estimativa do campo de

deformacéo, a fim de achar aquele que satisfaz a equacgéo de equilibrio da estrutura.

Portanto, a tensédo de tentativa G,f(i), para uma determinada iteracdo, deve ser
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determinada somando-se o incremento de tenséo elastica Aa:f(') a tensao verdadeira

do incremento anterior o', (que representa um estado de tensédo que satisfaz a
equacao de equilibrio da estrutura). Diferentemente da tensdo, a deformacéao total

") é uma variavel encontrada a partir de seu acumulo, ou seja, 0 seu valor sera o

n
valor da deformacéo na iteracdo anterior i—1 mais a corregdo de deformagéo dada
na iteracdo atual i. Assim, as deformacdes totais e as tensbes elasticas (ou de

tentativa) da iteracdo i em um determinado incremento n séo definidos como:

At = A 4 5 (3.21a)
V=g +Ael (3.21b)
as(i) =E (gr(]i) — 8np_1) =0, ,+ Aas(i) (3.21c)

Considerando-se as tensdes de tentativa, verifica-se o critério, devendo ser
satisfeita a condi¢cdo A4 f, =0. Pode-se ocorrer trés casos:

e Se f <0, tem-se descarregamento elastico e o ponto estd dentro da

superficie de plastificacdo tem-se que A1 =0 e portanto ax(i) = aﬁ(i) ;

e Se f=0e 1>0 (ou f >0 e A1>0) tem-se carregamento plastico (o ponto

cai fora da superficie de plastificacdo, quando se soma o incremento de
tensdo de tentativa & tensdo verdadeira do incremento anterior), com
evolucdo da deformacdo plastica e do encruamento. Portanto, deve-se

procurar um novo estado de tensdo tal que f =0. Calcula-se entdao AA
através da equagéo e o incremento de deformagéo plastica AgP, obtendo-se

os valores atualizados das deformagbes plasticas, das tensbes e das

deformac0es plasticas efetivas através das equacoes:

e’V =gP + A" (3.22a)

n
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o'l = E(gn —gnp(i)) (3.22b)

o' = o' +A aﬁ(i) _ Aan(i) (3.22¢)

e Se f=0e A=0 tem-se um carregamento neutro, que ocorre em materiais

perfeitamente plasticos, onde ndo ha evolucdo da deformacado plastica, ou

seja, tem-se f =0 ao final de dois incrementos consecutivos, sem ocorrer

encruamento no ultimo incremento considerado, ou seja, a superficie de

plastificagdo permanece inalterada e o ponto ‘anda’ sobre a mesma.

3.5 Modelo de von Mises

Nesta teoria, considera-se que 0 escoamento ocorre quando a energia
associada a mudanca de forma de um corpo sob carregamento multiaxial for igual a
energia de distorcdo em um corpo de prova de tracdo, para 0 qual o escoamento

ocorre na tensdo de escoamento uniaxial &,. Sera adotada para a tensdo de

escoamento uniaxial a notacao &, a fim de evitar confusao com a tensao normal na

direcéo y, o, .

A densidade de energia de distorcdo para um elemento sujeito a um estado

triaxial de tens@es pode ser escrita, em termos das tensdes principais, como:

[(0'1—62)2+(O'2—63)2+(61—O'3)2J (3.23)

A densidade de energia de distorcdo pode ser calculada em um ensaio de

tracdo uniaxial, anulando as tensdes principais o, =o, =0 € fazendo o, =0, , logo

tem-se:

_ 1+v 1+v
utra(;éo = (G—E)[zaij = ( 3E )O-j (324)
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Pelo enunciado do critério, tem-se que 0 escoamento ocorre quando a energia
de distorcdo para um carregamento geral (equacdo 3.23), iguala a energia de
distorcdo de um corpo de prova submetido a um ensaio uniaxial de tracdo (equacéo
3.24). Assim, o critério de falha da energia de distor¢do maxima pode ser enunciado,

segundo o sistema principal (1, 2, 3), em termos das trés tensdes principais como:

%[(01—0'2)2+(0'2—0'3)2+(0'1—0'3)2]=55 (3.25)

O critério também pode ser expresso em termos das tensées normais e das

tensdes cisalhantes, segundo o sistema cartesiano (X, y, z) da seguinte forma:

%[(GX -o, )2 +(o, -0, )2 +(o,—0,) + 6(0'fy +o5, +0p, )J =5, (3.26)

Considerando o estado plano de tensdes geral, ou seja, fazendo-se

o, =0, =0, =0, aequacado (3.26) fica da seguinte forma:

2 2 2 =2
o, —0,0,+0,+30,, =0, (3.27)

Em particular, no cisalhamento puro tem-se:c, =, =0 € o, = 5y/\/§. Na literatura

o, / J3=k é chamada tenséo cisalhante de escoamento correspondente ao critério

de escoamento de von Mises (Wierzbicki, 2013).

Para o caso do estado plano de tensdes, fazendo-se o,=0,=0,=0, =0,

para a equacao (3.25) ou (3.27), o critério de von Mises em termos das tensdes

principais fica reduzido a:

ol +0; —0,0, = 5'5 (3.28)
A representacao grafica da equacéao (3.28) € a elipse apresentada na Figura 5,
onde o hexagono representa o critério de Tresca, que ndo serd tratado nesse

trabalho.



Figura 5 - A elipse de von Mises

Fonte: Wierzbicki (2013)
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4 EQUACOES INTEGRAIS DA CHAPA DIVIDIDA EM SUB-REGIOES
CONSIDERANDO-SE NAO-LINEARIDADE FiSICA

4.1 Introducao

Para aplicar o Método dos Elementos de Contorno, inicialmente tem-se que
obter a equacao integral do deslocamento para um ponto interno. A partir dessa
equacao, podem-se obter as outras equacdes necessdrias a solucado do problema.
Nesse trabalho a micro-estrutura ou EVR é modelado por uma chapa dividida em
sub-regibes, sendo cada sub-regido a definicdo da matriz ou de uma incluséo,
podendo ainda conter vazios no interior da matriz. Na dedug&o da equagéo integral o
Teorema de Reciprocidade de Betti € utilizado, porém com uma abordagem
diferente. Nas equacdes integrais tém-se variaveis definidas ao longo do contorno,
interfaces entre sub-regibes e dominio, sendo, portanto necessario a discretizacao
do contorno e interfaces em elementos, assim como o dominio em células (ver
detalhes no capitulo 5). Assim, na montagem do sistema de equacdes, discutida no
capitulo 5, sdo escritas equacdes de deslocamentos em pontos do contorno e
interface. Portanto, a seguir serdo apresentados os termos livres para o contorno,

interface matriz-incluséo e interface matriz-vazio.

4.2 Equacgéo integral do deslocamento para um ponto interno

Na Figura 6 tem-se a representacdo da microestrutura de um material

heterogéneo em que o dominio Q da chapa é a soma do dominio da matriz ¢, com
o das inclusbes @, e Q,, totalizando trés sub-regibes no EVR, podendo as

constantes elasticas da matriz e das inclusées, ou seja, médulo de elasticidade E e
coeficiente de Poisson , serem diferentes. Note que a Figura 6 poderia também
representar o caso geral de uma chapa composta por diferentes materiais (como
considerado no trabalho de Fernandes e Neto (2015), fora do contexto da analise
multi-escala, porém esse caso nao sera considerado nesse trabalho. A equacao

relativa ao problema bidimensional é deduzida escrevendo-se a integral sobre todo o

dominio Q da chapa, em funcdo apenas da deformacdo fundamental 8:” da sub-
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regido onde estad o ponto de colocacdo (. Nesse caso, 0 teorema de Betti para o

problema bidimensional é dado por:

[eNjdQ = gNgdo i, j, k=12 (4.1)

Q Q

onde os termos com * se referem ao problema fundamental e onde k é a direcdo da

carga fundamental e Nitj € o esfor¢co normal de tentativa definido na equacgéo (2.15).

Figura 6 - Microestrutura heterogénea representada por uma chapa em sub-regides

| ST

"

T
—

Fonte: FERNANDES (2016)

Considerando o caso da Figura 6, onde se tém trés dominios de caracteristicas

diferentes, o primeiro termo da equacao (4.1) pode ser escrito da seguinte forma:

JeaNjdQ = [ e NjdO, + [ 6 NGQ, + [ 6 NjdQ, i, j k=12 (4.2)
Q

O Q, Q

onde a solugéo fundamental 8;” é funcdo do E da sub-regido onde esta o ponto de
colocacao.
Desenvolvendo-se a equacéo (4.1) apenas para uma sub-regido QS gualquer,

tem-se que:



49

jgk”N dQ, nglj ﬁ[ vsSie, +(1-vs ) & }dQS (4.3)
S

Qs Qs

- E ()
Multiplicando-se a equagéo (4.3) por > ———, 0 que nédo altera o
(l—v ) E v

valor da mesma, sendo que E e » sdo valores referentes a sub-regido onde esta o

ponto de colocacédo, obtém-se a seguinte expressao:

Es v E % .
IskuNtdQS :?573 I (1—v ){vgk,ﬁ & (V —ngijgkij}dﬂs (4.4)
Q S

Qs

sendoque Eg = =5 . (4.5)

Observando que: &, =&, € & =&;0; a equagdo (4.4) também pode ser

reescrita como:

Vv

E .
'fgk”N dQ = fé[gijm{vgklﬁ J{Vs —V+1—1jgkij}d§25 (4.6)

Qg

FI'III‘ mil

Considerando-se a lei de Hooke (equacéo 2.17), a expressao (4.6) pode ser
escrita como:

E s * = V *
j gkUN dQ, :?7 J. £;NdQg + E(—— ] J. &6, (4.7)

Q Qg Vs Qs

Observe que quando o ponto de colocagéo pertence a sub-regido {25 onde se

faz a integracdo, Es=E e Vy =V, logo a equacédo anterior vai representar o

Teorema de Betti escrito para o problema de chapa, sem estar dividida em sub-
regides, ou seja:
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_[ gI:ijNitdeS = J. gijNIjideS (4.8)

Qg Qs

Para um caso genérico em que se tenham N, sub-regibes a equacéo (4.7) se

torna:

. E N — .
[eaNjdQ, = Z 5 Vg [ &Ngdo +ZE( Vj [ &65d0 (4.9)

Q s E V Qg Qs

Aplicando a equacéo (2.14) na equacao (4.9) tem-se:

e, (N, +NE)ao, =3 E2 ) [Nz o |+

Q s E V|
Js, = 1% *
+2.Es (1_7Sj J &80 (4.10)
S=1

Qs

Agora, a equacdo (4.10) sera dividida em 3 termos onde serdo aplicadas

integragdes por partes a fim de chegar na expressdo do deslocamento u, para um

ponto do dominio da chapa, transformando as integrais de dominio em integrais com
incégnitas no contorno, interface e dominio. Observe que ndo sera aplicada
integracdo por partes na integral de dominio que envolve as for¢cas normais iniciais,
a qual sera resolvida numericamente através da discretizagdo do dominio em
células. A fim de facilitar a deducéo, serdo consideradas apenas duas sub-regides
(matriz com apenas uma incluséo), sendo que para o caso em que tenham mais
sub-regides o processo se torna analogo. A equacéao (4.10) sera dividida da seguinte

forma;

2 =(1 .
|1=ZE(—S— j J.gijgkideS (4.11)
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2 ) (4.12)
I, = _[ g:ij NideS (4.13)

A integracdo das equacbes (4.11), (4.12) e (4.13) é feita por partes em
relagdo a x;. A integracdo por partes € desenvolvida em cada sub-regido, onde a

eqguacao a seguir representa a integral l, ja integrada por partes:

I1=E1( vj j ugk”njdl“ El(l——jjugkujd£2+

i+,

+E2 (1——) I u. gkunde E2 (1-—} J‘ u. gklj JdQ (4.14)

1—‘21

Mas considerando  que: I dl, = I dTly, . u(T,)=u(Cy) e

I Iy

n;(I'y)=-n;(T,), aequagdo (4.14) fica da seguinte forma:

l, :E{l_ﬁﬁuig;dr—a[l—ﬁ)_[uigzij d+
v )i v s ,
— o, =
Ez\1-—% |-E;1-— dr-g,|1-22 Te)
T e -

Generalizando a equagdo (4.15) para N, sub-regides e N, inclusdes, tem-se

a seguinte equacao integral:

l, = E: (1—ﬁjf(ulg:l +u28:2)d1“+

|4 I,
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N — v )
_ Es(l——sj [ ugy A0 (4.16)

onde r, € o contorno externo de Q, e I',, e referente ao contorno da interface

relativo a sub-regiéo Q. .
Utilizando o mesmo raciocinio, mas agora para a integragdo da equacao (4.12)

chega-se a:

E Vl"l = | EV EV Ty

Seja agora apenas o seguinte termo de |,:

Es Vs
uN; dQ
Zl E Vé[ kij. j (4.18)

Utilizando a equacao (2.16), pode-se definir a seguinte relacdo de equilibrio
para o problema fundamental:

—b’ (4.19)

+b =0—> N,

klj j kij, j

Onde o termo bi* € substituido pela funcdo Delta de Dirac, ou seja:

bi* = (q p) ki » Sendo que essa fungao possui a seguinte propriedade:
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(4.20)

IECECL L i

‘0

sendo q o ponto de colocacdo, p 0 ponto campo e ¢(p) uma funcdo continua

qualquer.
Considerando-se as equacoes (4.19) e (4.20), conclui-se que a equagéao (4.18)
apenas sera diferente de zero quando o ponto de colocacdo ( pertencer & sub-

regido S onde se esta fazendo a integracdo. Portanto, a equacéo (4.18) resulta em:

L =1] u(p)[~6(a.p)d, Jd=-u,(q) [ 5(a.p)d=-4,(q) (421

Qs

Desenvolvendo finalmente o trabalho matematico da integracao por partes em

relagdo a x; da equacdo integral (4.13), tem-se que as forcas de superficie das

interfaces se cancelam, ja que para um mesmo ponto da interface, a forca referente
a matriz tem mesmo valor com sinal trocado da respectiva forca referente ao sub-

dominio da incluséo (para maiores detalhes ver Ohland (2017), chegando-se a:

1y = [ugNgn,d = [ugN; ;dQ 422)
r Q

Através da férmula de Cauchy, equacao (2.8), e também da equacgédo (2.16),

tem-se:

|, = J'u:i pidF—Ju;bidQ (4.23)
T Q

Nesse trabalho a chapa em sub-regides representa a microestrutura do
material, no contexto da analise multi-escala de estruturas, onde as condi¢des de
contorno impostas as equacOes algébricas sdo oriundas da macro-deformacéao,

gerando assim deslocamentos lineares em todo o contorno externo. Com isso, para
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esse caso particular a forga b sempre sera nula. Assim, substituindo-se as equagoes
(4.16), (4.17), (4.21) e (4.23) na equacéao (4.10) e considerando-se b nulo, obtém-se
a seguinte expressao para o deslocamento u, de um ponto interno, tendo em vista

um caso geral da chapa composta de N, sub-regides, onde se tem definido na

microestrutura N, inclusbes e N . Vvazios, sendo k,i, j=1,2:

u, (@)= [ (v (0.P) p,(P)+uy, (.P) p, (P))dr +

E X .
_f%j(ul(P) pkl(q’ P)+u2(P) Pk (q' P))dr+
- Eﬁj(ul(P) Pa(a,P)+u,(P) pkz(q,P))dl“lJ+
j=1 EV [y
inc E V. E * *
_1:1 EJ 71_?1% rJ;1<ul(P) pkl(q’ P)+UZ(P) Py (q’ P))dril+

Iy

B (15| [ (p)ei (0)d0 <3 [ 6 (0 PINE(R)ADAP) a2

Qs S=1 o

onde u, u,, p, € p, sdo os deslocamentos e forgas no plano da chapa, E e v séo
valores referentes a sub-regido onde esta o ponto de colocacéao, Ni? séo os esforgos

iniciais (ver item 2.3) e E é dado pela equacéo 4.5.

Notemos ainda que se na Figura 6 houvessem vazios no lugar das inclusoes,

0S contornos r21 e Fgl nao existiiam e haveria apenas um material que seria
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aguele da matriz, sendo a deducdo da equacéao integral analoga ao caso ja visto
onde se tem inclusdes.

Deve-se observar que para se obter a solu¢cdo do problema de equilibrio da
microestrutura, a ser discutido no capitulo 6, deve-se fazer um processo incremental,
onde a deformacéo total imposta ao EVR é dividida em incrementos de deformacéo,
sendo a solucdo do problema encontrada para cada incremento. Nesse caso, todas
as variaveis relacionadas ao problema real que aparecem na equacao (4.24) devem
ser substituidas por seus respectivos incrementos.

As expressdes fundamentais presentes na equacao 4.24 estdo apresentadas

no capitulo 1.2 do Anexo, apés as referéncias bibliograficas.

4.3 Equacao integral dos deslocamentos para pontos sobre o contorno ou

interface da microestrutura

Na modelagem numeérica feita através do MEC, problemas de singularidade

podem ocorrer, isto é, indeterminages do tipo In(r), 1/r e 1/r?, pois quando o
ponto de colocacdo J pertence ao elemento a ser integrado, o raio é nulo quando g

coincide com p, ou seja, tem-se: r(Q,P):O. Com isso, é necessario um processo

de calculo algébrico para tratar essa singularidade que ocorre nas expressfes
fundamentais, obtendo como resultado valores ou expressfes que sao denominados
termos livres. Além disso, deve-se lembrar que quando for integrar os elementos

sobre o contorno ou interface ao qual o ponto Q pertence, a integral é feita de forma

analitica devido a singularidade existente.

No EVR, tém-se elementos ao longo do contorno externo e nas interfaces
entre a matriz e inclusées, ou entre a matriz e vazios. Assim, na montagem do
sistema de equacdes adotam-se pontos de colocacdo sobre o contorno externo e
interfaces. Portanto, este topico ira tratar sobre os varios casos de termos livres que
necessitam ser calculados na microestrutura heterogénea. Nao sera mostrada a
deducéao de tais termos livres para todos 0s casos, apenas para 0 caso que 0 ponto
de colocacéo pertence a interface da matriz com uma inclusdo e coincide com um

canto. A dedugéo dos outros termos livres esta detalhada em Ohland (2017).
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De uma forma geral, a equacao integral do deslocamento para um ponto
sobre o contorno ou interface € dada por:

Cuth (Q)+Ci, (Q) = [ (ugy (Q.P) by (P) +uy, (Q.P) p, (P))dT +

I

_E{E,—[l_%}a( —%}}r{(ul(P)ggl(Q,P)+u2(P)g;Z(Q,P))dF11+
+2E( -%Lj 0 (p)ésy 5 (Qu)O +
[ (@ PN (Pe(p) w25

O vetor dos termos livres é dado por:

T
Ci ={Cu Cis) (4.26)

Deve-se observar que sdo obtidos dois valores de termos livres, Cc,, e C,, que
multiplicam, respectivamente, os deslocamentos nas diregées X, e X, que Sao

calculados quando se considera a carga unitaria aplicada na direcdo k.
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Para k =1,tem-se: {Cli }T = {Cn Clz} (4.27a)
{

Para k =2, tem-se: {Cgi }T = C21 sz} (4.27b)

Para demonstrar como € feita a deducdo dos termos livres, abaixo sera
calculado na situacdo do ponto de colocacdo Q estar sobre a interface matriz-
inclusdo e sendo coincidente com um canto. Com o objetivo de solucionar os
problemas de singularidade deve-se fazer com que o ponto Q se torne interno ao
dominio da inclusé@o, ndo se localizando mais sobre o contorno da interface e com
iIsso, pode-se escrever no ponto Q a equacao integral referente a um ponto interno.

O procedimento esta descrito a seguir (ver Fernandes, 2005) e ilustrado na Figura 7:

o Acrescenta-se um contorno circular Fg de raio 5 infinitesimal e centro em Q);

o Retira-se do contorno Fjl o trecho de contorno T (linha fina), que contém a
singularidade;

. Com o acréscimo do contorno F§ e a retirada do contorno I' obtém-se o novo
contorno: I'y; —T'+T';;

. Fazem-se entao os limites do raio f e do contorno tenderem a zero, a fim de

gue o ponto Q possa ser considerado sobre o contorno.

Da Figura 7, onde o contorno € circular, as seguintes relacdes podem ser

definidas:
r=¢ (4.283)
o r,n =1
o= ih (4.28b)
or
- = rli Si =0 4.2
s (4.28c)

dT.(P)=£d¢ (4.28d)



Figura 7 — Ponto de colocacéo na interface matriz-inclusdo (canto)

—

|
v,

Fonte: Elaborac&o do préprio autor

Dessa maneira, aplicando o procedimento acima na equagao (4.24), tem-se:

u (Q)= I(u;i (Q.P)p(

|-|-||||rr|II
< =

j (U (P)pa(Q,P) I +

E,- v, E
?_J___ I P ki P Fjl
=, T Hlmjl[ru()p(Q ))d ]
E;v; Eivll, .
‘{f%‘f%}[?ﬁ& (u (P) P (a1 F’))O'Fs}+

_j:{E,(l_%j_E( _% }[Irmrjr(Ui(P)g;(Q’P))drjl]+
_{Ej(l—%j—a( ‘%)}?ﬂﬂ (ui(P)g;(q,P))dF§]+

Ie
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+§Es( jnm [ (uPey, QP |+

S+Q

+lem j &4 (Q. P)N; (p)dQ(p) (4.29)

Q+Q;
onde o dominio ng € o dominio infinitesimal de contorno F§ , ver Figura 7.
As integrais da equagao (4.29) sobre o contorno da interface Fjl—l: séo

resolvidas analiticamente fazendo-se o limite de l_“—>0, resultando em seus valores
principais. Nesse caso as integrais apresentam singularidade do tipo 1/r e séo
interpretadas no sentido do valor principal de Cauchy, ou seja, ao se fazer a
integracdo analitica pode-se provar que os termos com valor infinito se cancelam,

com isso a integral resulta num valor finito. Logo as equacdes ficam:
lim | (u(P)pu(QP)Hr = [ (u,(P)py(Q,P)T (4.30)
r,-T Ty

lim | (u(P)e(Q P)JAT = [ (ui(P)as(Q P AT (a2)

l—‘jl_f Tll

Considerando a mudanca de coordenada dQ=rdrd¢d para as integrais

envolvendo dominio, e fazendo-se o limite de & tender a zero, como mostrado na

equacéao (4.32), conclui-se que:

lim [ 2, (Q.p)NJ (p)dQ(p)=0 (4.322)

o Qg

Deve-se observar que ndo havera problemas de singularidade na integral de
dominio envolvendo os deslocamentos, pois quando o ponto de colocacéo pertencer

a célula a ser integrada, tem-se que v=v, e, portanto, a integral ndo precisa ser

calculada.
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!CILTJJ U, (P)eg ;(Q,P)dQ, =0 (4.32b)
3

Na equacao (4.29) tém-se algumas integrais que envolvem o contorno

infinitesimal 1'.. S&o a partir destas integrais que os valores para os termos livres

sao obtidos. Portanto, tem-se as seguintes equacodes integrais

(4.33)

é

(4.34)

R

Na deducdo do termo livre sera adotado que o ponto Q esta sobre a interface
do dominio €,

(matriz) com o Q, (inclusdo), mas pertence a £2,, ou seja

E(Q) E,=E e v(Q) v, =v. Com isso, analisando as integrais sobre o contorno

infinitesimal Fg, equacodes (4.33) e (4.34), resultam em

Ul

{ —%%}nmj U, (P) py (Q, P))dr.
o[ B[ aryr

¢

(4.35)

(4.36)

Analisando agora a equacao (4.35) que possui a expressao fundamental da

forca de superficie. Fazendo-se a mudanca de coordenada indicada em (4.28d) e
utilizando-se como limite de integracdo 0<¢<27—-f, tem-se

U = ) B Iiszﬁ(u (P)pa(Q.P))<dy
n E y 250 ) ki

(4.37)
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Lembrando-se que £ é o angulo formado no canto (ver Figura 7). Observe que
para o caso particular do ponto de colocacdo Q nao coincidir com um canto tem-se
que B =7, logo o limite de integracdo seria 0<¢@ <7 . Portanto, para calcular os

termos livres quando o ponto de colocagédo Q pertence a interface matriz-inclusao e

nao é coincidente com um canto, basta mudar o limite de integracao.
A fim de resolver a integral (4.37) em termos de U,(Q), o valor u,(Q) sera
somado e subtraido no integrando, o que ndo altera o valor da integral. Além disso,

como tem-se continuidade da variavel U;, pode-se dizer que u,(P) no contorno I, e

igual ao valor de u;(Q), ja que o raio ¢ tende a zero. Portanto, o termo U;(P)-u;(Q)

se anula, restando apenas o deslocamento u, (Q) no integrando. Logo a equagéao

(4.37) resulta em:

El 1 2re/ *
ElVl - s *
= 1= = Qi j (ps(Q.P))&dg (4.38)

Fazendo-se um processo analogo para equacéo (4.36), a mesma resulta em:

14

— 2n-p
U, :{_Elﬁl_ﬁj}ui (Q)Iglgg J. (5; (Q,P))§d¢ (4.39)

A fim de determinar as expressbes fundamentais P, (Q,P) no contorno

circular, necessita-se do vetor normal ao contorno circular, que da Figura 7, é
definido como:

- - o
r:n:{sen(¢+ l)} (4.40)
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Considerando-se as expressdes fundamentais p;i (Q,P) dadas na equacéo

(4.38), e considerando-se (4.28a) e (4.28b), tem-se:

k=i=1-p,(Q, P):—m[(l—Zv')JrZsenz(¢+91)] (4.41a)

k=i=2—-p,(Q,P) =—m[(1— 2v')+2c08° (4+6,) ] (4.41b)
L \ _2cos(g+6;)sen(p+6) .

k=Li=2-p,(Q,P)= PREEY: =px(Q.P) (4.41c)

Fazendo o mesmo processo para a equacao (4.39), as expressoes

fundamentais & (Q,P)no contorno circular resultam em:

k=i=1-¢,(Q,P)= —m[(l—&/'ﬁ 2sen? (¢+491)(1—v')J (4.42a)

k=i=2-2,(Q, P):—m[(l—&/')+20032(¢+6’1)(1—v')] (4.42b)

k=Li=2-¢,(QP)=- 2COS(¢+891§§n(¢+91) =, (Q.P) (4.42¢)
T

onde v' é definido no item 2.2.3.
Para calcular os termos livres s&8o consideradas algumas relacfes
trigonométricas que estdo apresentadas no capitulo 1.4 do Anexo.
Substituindo-se (4.41a) em (4.38), ou seja, parak =1 ei =1, obtém-se:

) . ) Q ] 27-p , ,
!:l_rlgr;ui(P)pki (Q,P)dl“g:—ﬁ_‘)/')?m .([ [(1—2v)+23en (¢+¢91)]d¢ (4.43)

1-cos2u

Sejam u=¢+6, e sen’*(u)= , fazendo-se a integracéo em ¢, chega-se
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' . ___uw(Q) N 127 sen2u \|** ~
i'féi”i (P) P (QP)dr —_m{(l—&/ )4, +(u— > jgl }_

_ B, [cos20sen2f+sen26,(1-cos2/3)

ul(Q){gﬂ 1 ( ) J] (4.44)

De forma anéloga ao processo anterior, substituindo-se (4.41b) em (4.38), ou

1+cos2u
= , fazendo-se a

seja, para k = 2 e i = 2, sejam U=¢+06, e cos’(u)

integracdo em ¢, chega-se a:

im [ u,(P) p (Q,P)dr, = - —2(9)_ ){(1—21/')¢|§”ﬁ+(u+ 59”2“)

=0 r, 47[(1—1/' 2
_ B, [cos20sen2p +sen26, (1-cos2/3)
_UZ(Q)L” 1+[ ) H (4.45)

Finalmente, substituindo-se (4.41c) em (4.38), ou seja, parak =1 ei =2, sejam

U=2¢+26 e sen(2u)=2sen(u)cos(u), fazendo-se a integragéo em ¢, chega-se a:

20,+47-28

| ) ~ u,(Q) cos(u)
!{'ﬂgrgui(P)pki(Q’P)drf_ 47z'(l—V') 2 26,

:uz(Q)[— sen26,sen2 3 +cos 26, (1-cos Z,B)j (4.46)

8z(1-v')

O processo de calculo para k = 2 e i = 1 é o mesmo utilizado para

desenvolver a equagéo (4.46). Sendo assim, tem-se:

20,+47-2

- u (Q) cos(u)
4z(1-v') 2

im [ u,(P) b (Q.P)dr, =

e

26

sen2,sen2 3 +cos 26, (1—cos 23 )J (4.47)

:ul(Q)( 8 (1)
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Agora, sejam as integrais envolvendo as expressfes da deformacao

fundamental, &;(Q,P).

Parak=1ei=1, tem-se:

lim | u, (P)&, (Q.P)dr; ——%{(1 2v )¢|2”ﬁ+(1—v')(u_segzuj

T,

O +27-p }
&

4(Q) (4.48)

:—W{Q ') (2z-p)+

{senZﬂ 005 26, +sen26), (1-cos 2/3)}}

Parak =2 ei =2, chega-se a:

Ilmj P)eg(Q,P)dI, = Sﬂt%?/))e (1-2v )¢|2,, ﬁ+(1_v.)(u+sen2u)

__%Q o320 p)-(1-v)

8(1-1)G (4.49)

2

| sen23cos 26, +sen26, (1-cos Zﬁ)}}

Parak =1ei=2, obtém-se:

26, +47-28

| ) _ U,(Q) cos(u) _
PR e,

(4.50)

_U,(Q) sen2psen26, +cos 26, (1-cos2/)
872G 2

Finalmente, parak =2 ei =1, tem-se:

20,+47-28

iim [ u, (P&, (@, P)dr, ——11(Q) 0s(u)
£0 827G 2 |,
£ é
_u,(Q) [ sen2psen2d, +cos26,(1-cos2p3)
872G 2

(4.51)
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Considerando k = 1, substitui-se as equacoes (4.44), (4.46), (4.48) e (4.50)
em (4.29) obtendo os seguintes valores para os termos livres:

(B )2

27

%
N Ew, 1+E1(1—v')£1 vlj cos 26,sen2 3 +sen26, (1-cos23)
Ev 2G v

. (1_V ) ] (4.52a)
1 ElVl
Clz—lsﬂ_(lv,){ -—= J—l—

Ev
_ El_ (1_ "
167G

y )] [ —sen26,sen23+cos 26, (1-cos23) |

(4.52b)

Considerando k = 2, substitui-se as equacdes (4.45), (4.47), (4.49) e (4.51)
em (4.29) obtendo-se:

et B R

27

14
_ E_lVl 1 E: (1:1/') [1_ﬁj cos26;sen2 3 +sen26, (1-cos23)
Ev 2G v

87[(1_‘/,) J (4.53a)
1 ElVl
CZl_[87z(1—v'){l_ }_

Ev

__E ( A
167G

y j] [ -sen26,sen23+c0s 26, (1-cos23) |

(4.53D)
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Os calculos detalhados dos termos livres onde é considerado o ponto Q situado
na interface matriz-inclusdo e ndo é coincidente com um canto e o ponto Q na
interface matriz-vazio para ambos 0s casos (coincidente ou ndo com um canto),
estdo desenvolvidos na dissertacdo de Ohland (2017). Logo abaixo séo
apresentados os respectivos valores.

Se o ponto Q esta situado sobre a interface da matriz com uma incluséo e nao

€ coincidente com um canto, o vetor dos termos livres se torna:

1 . El v, [ 2—3v'
1 =1V El v, \( 2—3v'
c, V" =lo Z[1+=2 421k

Se o0 ponto Q esta situado sobre a interface da matriz com um vazio e nao é

coincidente com um canto, o vetor dos termos livres se torna:

1
(c,t' :{5 0} (4.55a)

1
{omy ={0 5} (4.55b)

Se o ponto Q esta situado sobre a interface da matriz com um vazio e €

coincidente com um canto, o vetor dos termos livres € dado por:

c _1 B [cos 26,5en2 3 +sen26, (cos 2 —1)

11 2 S (l—V ,) (4.56a)
c 1 B [cos 26,5en2 3 +sen26, (cos 25 -1)

22 2 87 (1—1/ .) (4.56b)
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cos 26,sen2 3 +¢0s 26, (1-cos23)

C,=Cy= 81 (1—1/ .) (4.56¢)

Se o0 ponto Q esta sobre o contorno externo e ndo é coincidente com um canto,
0os vetores dos termos livres para esse caso sao dados por (ver apostila de
Introducdo ao Método dos Elementos de Contorno de Fernandes, desenvolvida no
ano de 2005):

(c,t' :{5 0} (4.57a)
(c,) ={O %} (4.57b)

Observe que como no problema do EVR sdo prescritos deslocamentos em
todos os nés do contorno, todas as incégnitas no contorno externo sao relacionadas
as forcas de superficie, sendo essas dadas pela formula de Cauchy, equacéo (2.8).
Portanto, na andlise do EVR as forcas obtidas do contorno sédo reacdes ao campo
de deslocamento imposto como condicdo de contorno no EVR. Além disso, como o
vetor normal ao lado anterior ao canto é diferente da direcdo normal ao lado
posterior, para representar a descontinuidade que se tem nos valores das forcas
anteriores e posteriores aos cantos, sao adotados nds duplos em todos os cantos.
Assim, no presente trabalho ndo serd considerado o caso em que 0 ponto de
colocacao coincide com um canto no contorno externo da chapa. Observe que néo
h& necessidade de se adotar n6s duplos em cantos sobre a interface porque nas

interfaces tém-se apenas deslocamentos como incégnitas.

4.4 Equacdo integral da derivada dos deslocamentos u, para pontos do

dominio

7

A equacdo da derivada dos deslocamentos € necessaria para a solucdo do
problema, pois € a partir da mesma que se obtém a equacéo algébrica dos esforgos

de tentativa necesséria para solugdo do problema de equilibrio do EVR. Derivando-
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se a equacao (4.24) em relacdo a uma direcdo m qualquer se obtém a seguinte

expressdo, a partir da qual € obtido o valor da derivada do deslocamento u, em
relacdo a direcdo m no ponto q:

(a) :I(au;}(q,P) o, (P)+ iz (4:P)
om '

P) |
r, om pz( )) "
gﬁj(ul(P)—apkl(q’P)+u2(P)—apk2(q’P)]dF+

E Vi

om

— dQg +
S-1 14 om
Ns

+Z nglJ (q’P) Ni?(p)dQ(p)
S=1 Qg

(4.58)

As expressdes fundamentais presentes na equacao 4.58 estdo apresentadas
no capitulo 1.3 do Anexo, apés as referéncias bibliograficas.

Deve-se lembrar que ndo havera problemas de singularidade na integral de

dominio envolvendo os deslocamentos, jA que quando o ponto de colocacao

pertencer ao dominio de integracéo, tem-se V=V, o que anula a mesma. O mesmo
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nao acontece para a integral de dominio envolvendo os esforcos normais plasticos,

logo o capitulo 4.4.1 foi reservado para desenvolver esse calculo.

4.4.1 Integral de dominio envolvendo esfor¢os iniciais da equacao da derivada

dos deslocamentos

Seja a integral de dominio que envolve as forgas normais iniciais da equacéo

integral (4.58) da derivada dos deslocamentos, que sera designada de | :

| =——J(Nj(p)i (. p) BO(p) (4.59

m Q

onde a deformacéo fundamental & dada pela equacéo:

* 1

Eij =~

m[(l—&/')(r,j S+, ékj)—r,k 8, +2r, T, r,J (4.60)

Para que se possa obter a derivada da integral indicada em (4.59), deve-se
tratar a singularidade que ocorre quando o ponto de colocacao pertence ao dominio

a ser integrado. Como se pode observar na equacéo (4.60), a integral de dominio da
equacéao (4.59) apresenta singularidade do tipo (1/ r). Para tratar tal singularidade:
retira-se do dominio €2 um dominio circular Q. onde estd a singularidade, de
pequeno raio &€ e com origem no ponto ¢, obtendo-se o dominio Q2_, que é dado por:

Q, =Q-Q.. Portanto, a integral sobre o dominio n&o singular ¢, € dada por:

[ NS (P)ey (0, )R, = NS (P (A )= [ NJ (p)sy (a,p)dQ:  (4.61)

Assume-se que a funcéo Ni?(p) e suas primeiras e segunda derivadas sao

continuas na vizinhanga do ponto g. Assim, expandindo-se a mesma, em torno do

ponto g, através da série de Taylor, tem-se que:
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N2 (P)= N (0) %0 (P) %, (@) NG (@) (462)

onde X, (p)-x,(a)=rr,,.
Considerando-se a equacgédo (4.62), a integral sobre o dominio singular Q.

pode ser escrita como:

J Ni (e (o p)dQ (p) =N (a) [ &5 (a. p)d. (p)+
N (a) [ %0 ()= %0 (a) Jeiy (0 P) 2 (p) (4.63)
Substituindo-se em (4.63) as equacdes (4.60), (4.28a) e dQ=rdrd¢, com

& =0, conclui-se que a expresséao (4.63) tende a zero, podendo-se entdo despreza-

la. Portando, pode-se dizer que:

lim | Ny (peg (0, p)ng(p):jNi?(P)«f;j (0, p)dQ(p) (4.64)
Qe Q
Ou ainda:
.0 0 .
I = Ig'fgaT Ni (P)e; (. p)dQ, (p) (4.65)
m Qe

Aplicando-se na equacdo (4.65) a regra de Leibnitz para diferenciacdo de

integrais, a mesma resulta em:

o&,: .
| = [N (P)=(a. p)d(p)~Nj () [ &, (a P) 1. AT, (4.66)

Q m Te

onde &gin 2%2 f(0), (4.67)
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sendo f (6) =m{(1—2v')[5]m5ki + OB = 28T Vo =281 Ty |+
85 (204 Uiy =GO )+ 280y o 428, o 4285, 0 Xy =8, 1, 1 T, (4.68)

Seja 0 segundo termo da expressdo (4.66). Considerando-se as equacdes

(4.60) e (4.28a) e (4.28d), o mesmo pode ser escrito como:

U, :_Ni? (Q) J. gljij (CI, p)r’m dr, =

T'e

O NJ(@) o -
- 87[(1—V')G'([[(1 V') (1 S5+, 8y )1y 5y + 21, r,jr,k]r,md;ﬁ (4.69)

Considerando-se que r,>=c0s’¢, r,>=sen’¢ e I, I,,=COSPSeng .
Utilizando as relacdes trigonométricas apresentadas no capitulo 1.4 do Anexo e

fazendo-se a integracédo em relacéo a ¢, a equacao (4.69) se torna:
U,=—=——[(6-8v")N;,(q)—Np, (0) s | k,m=12 (4.70)

Logo, considerando-se a equacdo (4.66) e (4.70), a integral de dominio da

equacédo da derivada direcional de u, , pode ser escrita como:

1= NG9 (0.P)O0 s [ (B8 ING (@) N (@), ] @7

k,mi, j=12
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5 APLICACAO DO MEC AS EQUACOES INTEGRAIS

5.1 Introducéao

No contexto da analise em multi-escala, a solucdo da chapa é obtida impondo
a deformacéo constante que vem do macro-continuo em todos os nds do contorno
externo do EVR. Assim, as incognitas do problema sdo as forcas nodais no
contorno, os deslocamentos nos nés de interface e internos e os esfor¢cos plasticos
nos noés internos. Além disso, na microestrutura o campo de deslocamento é definido
como a soma de uma parcela linear (calculada a partir da deformacédo constante do
macro-continuo) mais uma parcela denominada flutuacéo de deslocamentos. Como
esta deformacdo do macro-continuo ndo € imposta aos nos internos e de interface
do EVR, inicialmente gera-se automaticamente um campo de flutuacdo dos
deslocamentos em seu interior, caso o EVR seja composto por mais de uma fase ou
tenha vazios no seu dominio. Porém, os valores finais das flutuacbes de
deslocamentos apenas serdo conhecidos apds a solu¢do do problema de equilibrio
do EVR. Observe que no MEF esta deformacdo do macro-continuo seria aplicada
em todos os nos do EVR como condicdo de contorno, ou seja, inicialmente a
flutuacédo dos deslocamentos seria nula em todos os nés do EVR. E interessante
notar que numa micro-estrutura heterogénea o campo de deformacdes nao é
constante, devido ao material ser composto por matriz, inclusdes e vazios. Portanto,
como no MEC a deformacdo constante € aplicada exclusivamente no contorno,
calculando os deslocamentos dos nés internos a partir dos valores desses no
contorno, tem-se uma estimativa inicial melhor com o MEC. E interessante observar
que se o EVR fosse homogéneo (constituido por uma unica fase), a deformacédo
obtida nos pontos internos seria constante e igual aquela imposta pelo macro-
continuo e, consequentemente, o campo de flutuagédo dos deslocamentos seria nulo,
obtendo-se valores homogeneizados de tensdo exatamente iguais aqueles
resultantes de uma analise ndo-linear convencional.
Em muitos problemas onde o MEC é aplicado, discretiza-se somente o
contorno do dominio estudado, porém no caso tratado nesse trabalho, € necessario
discretizar também as interfaces em elementos e o dominio em células ja que

incognitas do problema também sédo definidas nesses locais. Assim, aproximando as
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variaveis do problema por funcdes interpoladoras nos elementos e células,

transformam-se as equacdes integrais em equacdes algébricas.

5.2 Discretizagdo em elementos e células

5.2.1 Aproximacdao das variaveis nos elementos

As integrais sobre o contorno e interfaces sao calculadas de maneira
aproximada, através da discretizagdo do contorno em elementos (ver Figura 8, onde

o contorno foi discretizado em N, elementos e as interfaces em N, elementos).

A geometria do elemento pode ser aproximada por uma funcdo qualquer, sendo que
a quantidade e a forma destes elementos s&o escolhidas visando-se representar
adequadamente o contorno real estudado de maneira exata ou aproximada.

Como os elementos representados na Figura 8 tém dois nds, a aproximacao
adotada para as variaveis € linear. Note que nos cantos do contorno sdo definidos
nés duplos, devido a descontinuidade no valor da forca de superficie e na interface
ndo ha necessidade de se adotar nés duplos porque tém-se apenas deslocamentos

como incégnitas.

Figura 8 - Discretizagéo do contorno externo e da interface em elementos

® ( ]

Ne-1(C)

Ne(C)

. I
1
e ]
]
®

1(€) 2(¢) i(€)

Fonte: Elaboracédo do préprio autor.
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Na Figura 9 tem-se a representacdo de um elemento reto com apenas dois nés
para representar sua geometria. Na Figura 9 nol € o nd inicial, noF o néfinal, M é

0 ponto do meio do elemento, L, € o comprimento do elemento j, n € a direcao
normal ao contorno ;.
O contorno do elemento I'; e a coordenada homogénea & variam da

seguinte forma:

“1<é<1 (5.1)
L L
2 i 2 (52)

axa

X

dax)

Fonte: Fernandes (2005)

Como as integrais sdo resolvidas numericamente, quando o ponto de

colocacéo ndo pertence ao elemento, a variavel I' e as coordenadas cartesianas (
P P =
X, e X, ) de um ponto P qualquer do elemento, devem ser expressas em funcéo

de sua coordenada local homogénea ¢ . Logo, da Figura 9, é deduzido que:

[=¢— (5.3)
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X; = X" +&ax, (5.4)

X, = X" +&ax, (5.5)

P .
onde Xi € a coordenada na direcéo i do ponto P (com i=12)e XiM corresponde

a coordenada na direcéo i do ponto M (ponto médio do elemento) e ainda:

B (Xinol T xinoF)

XM — , (5.6)
B (XinoF . Xinol )

ax; = 5 (5.7)

Substituindo as equacdes (5.6) e (5.7) nas equacdes (5.4) ou (5.5), porém na

forma indicial, e isolando os termos X™ e X', sdo obtidas duas fungdes

interpoladoras lineares, representadas pelas seguintes expressoes:

4(P)=35(1-) 59
4, (P) :%(1%) (5.9)

onde ¢ é a coordenada local homogénea do ponto P. Assim, pode-se escrever as

equacdes (5.4) e (5.5) numa sé equacado matricial:

Xlnol

X{]_[4(P) 4(P) 0 0 ]x

x0T 0 ey (e xe G0
inoF/

Portanto, a integral ao longo do contorno ou interface é calculada de forma

aproximada, com a discretizacdo em um numero finito de elementos, sendo que
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para fazer a integracdo numérica, deve-se mudar de coordenadas cartesianas para

coordenadas homogéneas, ou seja, a funcao a ser integrada € dada por:

Ne Li/2 Ne 1
IF(F)dF:Z I ( ) Z?JIF (5.11)
r =L _Lj/2 j=1

A seguir serd mostrado como se faz a aproximagdo linear das variaveis. A
aproximagdo das variaveis no elemento é feita a fim de se expressar o valor da

variavel u ou p de um ponto P qualquer de um elemento j em funcdo dos seus

valores nodais e de funcées de interpolacgo. Com isso, U(P) e Q(P) s&o dados

por:
U (~P)=¢~T (P)L{j (5.12)
P(~P) =¢' (P)Pj (5.13)

{Uf} (5.14)
u; |,

H

P )|
pz (5.15)
1

{ P }Jy

N N . . L
onde U; e P; s&o os deslocamentos e as forgas de superficie do né N na diregéo

i do elemento j.
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5.2.2 Aproximacdao das variaveis nas células

Na equacdo (4.24) tém-se duas integrais de dominio para serem resolvidas,
uma envolvendo os deslocamentos e a outra envolvendo os esfor¢os iniciais ou
plasticos. Para resolvé-las, o dominio sera discretizado através de células
triangulares, onde a aproximacao linear sera adotada para os deslocamentos e 0s

esforgos iniciais sdo considerados constantes.
a) Integral de dominio envolvendo deslocamentos

Na equacao do deslocamento (4.24), deve-se resolver a seguinte integral de

dominio nas sub-regides:

Ns —
SZ_;ES -5 J. U ( p)gkij,j (q’ p)dQS (5.16)

VQs

Considere a célula representada na Figura 10, cujos nés NO;, NO; e NO; s&o

coincidentes com seus vértices e na qual esta representado o sistema de

coordenadas homogéneas.

Figura 10 - Célula triangular com sistema coordenadas homogéneas

XzI_’
X1

S1I=0

&
i (O: 1 70)

TP(er,er,e) &

¥ NOJ(1,0,0)
NO}(0,0,1) &0

Fonte: Fernandes (2005)

Os deslocamentos de um ponto P qualquer da célula séo obtidos, utilizando-se
fungdes interpoladoras, de maneira aproximada, a partir dos deslocamentos dos nos

da mesma, do seguinte modo:
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u =" (p)u (5.17)

(N)

onde ¥ é a funcéo interpoladora e U' ° o vetor dos deslocamentos nodais, dados

por:

u(N)Tz{u("l> ut? u(k3)}:{ulkl ustou®ou?ou® (5.18)

\PT{Q‘) 0 & 0 & 0} (5.19)

0 & 0 & 0 &

Na equacdo (5.18), as coordenadas homogéneas 9&; referentes a um P

qualquer da célula, sdo dadas por:

EP . 2AF b a1
& === 2A b* a|yX/ (5.20)
2A 3 3 3 .
§3p ZAb b a XZp
onde:

a“ =X, -X}) «=1,23j=2,3Lk=312 (5.21)
b* = X; - X, (5.22)
2A% = XJXS = X[ X (5.23)
A é a area da célula, que é dada por:
A=0,5(b'a’ -b’a’) (5.24)

A integracdo sobre cada célula pode ser feita através da formula de quadratura
de Gauss para dominios triangular, a partir das coordenadas homogéneas. Devido a

natureza das funcdes envolvidas, € necessario um grande numero de pontos de
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integracdo para se obter uma precisdo aceitavel. Em consequéncia da dificuldade
citada, adota-se um esquema semi-analitico de integracdo, utilizado por Telles e

Brebbia (1981) e Venturini (1982), no qual apresentam melhores resultados.
Um sistema de coordenadas cilindricas (r,0), centrado no ponto de

carregamento ¢, conforme a Figura 11, € adotado para poder calcular

analiticamente a integral sobre a coordenada r .

Figura 11 - Sistema de coordenadas cilindricas nas células triangulares

Fonte: Fernandes (2005).

As relagdes entre os sistemas de coordenadas cartesianas (le, sz) e polares

(r,@) do ponto p, considerando a origem do sistema em q, sdo dadas por:
Xi(p)=xi(OI)+ T, i=12 (5.25)

sendo I, =C0s6 e I,,=send

Portanto, para um n6 « da célula, tém-se:

S=Gi (5:20)
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~ . r . .
sendo & as coordenadas homogéneas relativas ao ponto q e &, relativas ao raio

r, ttm-se:
q _ 1 a ba q a q
Sa —ﬁ(Z'% +b* X/ +a Xz) (5.27)
& =%A(b“ cos 0 +a“send) (5.28)

A equacéo (5.26) na forma matricial € dada por:

EP . 2A b a'|[ 1 bt a' 050
EPl=—|2A2 b7 a? |IXS +L b2 a2

2Al 5 5 5 s| 2A| . 5 |lsend
& 2A; b a’ || X, b> a

(5.29)

Para fazer o célculo das integrais de dominio, discretiza-se o dominio da

microestrutura em N_, e aproxima-se os deslocamentos nas mesmas, através da

funcéo (5.12). Com isso, pode-se escrever a integral (5.16) da seguinte forma:

Ncel

J‘ui(p)sgij,j (9, p)dQg =D, I K*(a, )y (p)dQ, UE;) (5.30)

QS cel=1 chl

onde k™ (q, p)z{g;lj’j (A, P) &y, (0 p)}; ¥ é afungéo de interpolacdo linear dada
pela equacao (5.19).

Denomina-se de elfiel(CI) a integral sobre cada célula genérica €2, que
aparece na equacédo (5.30). Com isso, determinam-se seis coeficientes a partir de

cel

€. (Q) pois tém-se duas componentes de deslocamento (U, e u,) em cada n6 da

célula.
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Desse modo, considerando-se um coeficiente relativo a um ndé o e a

. ~ - ~ cel . .
componente de deslocamento na direcdo i, a equacdo de € (Q) possui a seguinte

forma:

e (a)= [ &1 (9, p) &0 (p)dQy ki j=12 a=123 (5.31)

Qg

Na equacdo (5.31) s&o substituidas a expressdo de &g (0, p), dada pela
equacdo (A.7) e a coordenada homogénea &, dada pela equacédo (5.26). As
expressbes de I',, e I,;, que aparecem na equacao de g;j'j(q, p), sao funcdes
apenas do angulo @, indicado na Figura 11.

Fazendo-se a transformacédo de coordenadas dQCEﬂ = rdrd@, chega-se a

seguinte integral:

cel(a v 1 q a
gl )(q):_—”(@k —2r, r,k)—{g A(b cos O +a“ sen@)}rdrd@ (5.32)

or

onde I',; s&o os co-senos diretores de I e O, é o delta de Kronecker.

Fazendo-se a integracdo em relacdo a I, obtém-se:

ecel(a) (q) I 2r,i r,k)[ln R‘ézotj +

0

47zGl v

R
+—(b“cos@+a’send) |d@O
A( ):| (5.33)

A integral (5.33) sera transformada em integral ao longo do contorno da célula
a fim de facilitar o calculo da integral e também o emprego da técnica de sub-
elementos, que aumenta a precisdo do resultado. A fim de se obter as relacbes para

a transformacédo da integral sobre o dominio em integral de contorno, considere a

Figura 12. Na Figura 12, p é um ponto qualquer do dominio Q,, P um ponto sobre
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o contorno I',, g o ponto de colocagéo, r a distancia entre p e q, e R a distancia

entre P e q.

Figura 12 - Integracao ao longo do contorno de um dominio qualquer

Q

Fonte: Fernandes (2005)

Dessa figura pode-se deduzir que:

dQ, =drdx=rdrd@ (5.34)

_dX cos(¢)dI, _lor
R R R on

do dr, (5.35)

Aplicando a transformacédo de coordenada desenvolvida na equacdo (5.35)

para a equacéao (5.33), tem-se:

@) (V=—— (5 —2r. 1, )[INRE +£° ]2 gr
ekl (q) 47TG(1—V)1‘[( ik r'l r’k)|:n §a+§a:|Ran (5.36)

onde f,f € dado pela expresséo (5.28), fazendo-se r=R.
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Calculando-se a integral ao longo do contorno em cada um dos trés lados da

célula, a integral sobre a célula fica:

cel

e (a)(q) 472-6 J -2, r,k)[m RE + 5 ]l or

dl;  (5.37)

Para se integrar numericamente a expressao (5.37) deve-se fazer a mudanca

de coordenadas cartesianas para coordenadas homogéneas 7, dada por dI' :%dn .

Assim, a integral € calculada numericamente através da férmula da quadratura de
Gauss, empregando-se a técnica de sub-elementos, que divide automaticamente o
elemento em sub-elementos, quando o ponto de colocacdo estd muito proximo do
elemento a ser integrado. Note que isso é feito porque quanto mais perto estiver o
ponto de colocacdo do elemento a ser integrado, maior sera a influéncia desse no
valor da variavel do ponto considerado.

Logo, a expressao (5.37) fica da seguinte forma:

Ay 1or
1k_v (S —2r;r, )['n R&S +§f]§%W.G (5.38)

7

onde N, € o numero de sub-elementos em que o elemento € dividido, N, € o
ndamero de pontos de Gauss, a,, € o comprimento do sub-elemento ks e W, é 0
fator de ponderacéo do ponto de Gauss IG.

As coordenadas adimensionais 5,3 e 55 da equacao (5.38) sao calculadas
através do seguinte procedimento: as coordenadas cartesianas do ponto p de
integracdo s&o obtidas a partir da coordenada adimensional 77, do ponto de Gauss
e das coordenadas cartesianas dos nés do sub-elemento. Assim sendo, a partir das
coordenadas cartesianas de p, séo calculadas as coordenadas adimensionais 52 e
fj , utilizando as equacdes (5.27) e (5.28).

No processo de discretizacdo da microestrutura, hd células que possuem um

de seus lados coincidentes ou com 0 contorno ou com uma interface. Assim, 0s nos
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que estdo presentes nesse lado da célula, possuem coeficientes oriundos da
integracdo das células e também da integracdo numérica sobre os elementos de
contorno ou interface. Estes coeficientes sdo somados aos respectivos nés que ja
foram definidos na discretizacdo em elementos da microestrutura. Nao havendo,
nesse caso, a necessidade do aumento de variaveis no problema. Portanto, quando

0 noO estiver sobre o contorno ou interface, somam-se diretamente nas colunas da

matriz H os coeficientes relativos a u, e u,, resultantes da integracéo das células.
Seja agora a equacao (4.58), que expressa a derivada do deslocamento u, .

ha uma equacao integral envolvendo o dominio, que € a seguinte:

Ns —
SZ;,ES [ _Vjsj I U ( p)gkij,jm (q’ p)dQS (5.39)

Qs

onde a expressao fundamental é dada em (A.13).
Fazendo-se analogamente 0 mesmo processo utilizado na equacéo (5.26), um
coeficiente relativo a um né6 o da célula é calculado numericamente a longo dos

trés lados da mesma da seguinte maneira:

3 Nsub Ng 1
ékfe'(a)(q)=z . P (GI’ (é}k_4r’i r’k)+r’1 m, +r, mij[‘éﬂ"’
_2%\/\/@ (5.40)

b) Relacédo entre deformacédo e deslocamentos na célula

Os deslocamentos tém variacdo linear nas células, mas as deformacgbes e
esforcos iniciais ou plasticos tém variacdo constante, dessa maneira, necessita
apenas de 1 no0 na célula, que é definido no seu centro. Aléem disso, o problema de
equilibrio do EVR, a ser descrito no proximo capitulo, é resolvido em termos de
deslocamentos e, portanto, a partir das corre¢cdes de deslocamentos devem-se
determinar as correcdes de deformacdes para que as tensdes sejam obtidas e a

equacdao de equilibrios do EVR verificada. Portanto, para definir a relacdo entre
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deformacfes e deslocamentos em um ponto p qualquer da célula, utliza-se a

equacao (2.4), chegando-se a:

o |y U,
- =L
axl {uz}p [ ]{uz}p (5.41)

9 0 U
0X, uy'
{8 } _ ﬂ i é:lp 0 §2p 0 ésp 0 u1k2
P cel ox, o |0 & 0 & 0 & U;Z (5.42)
0 2 o
i 0X, | u;3
Ou seja:
05" 0 95 0 0% 0 Uy’
ox, ox, X, uy’'
{g } _ 851[) aélp agzp aé:zp a§1p 8§3p ulkz :[B] {U}N
Pled | ox, ox  Ox, % Ox, 0x ||u? o (5.43)
p p AT
0 ai 0 % 0 ai 1kg
i OX, OX, OX, | U,

Considerando-se a equacao (5.20), a matriz [B] € dada por:
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(B0 b 0o oo
[B]Ce| zﬁ Q b1 a, bz a, bs (5.44)
0 a 0 a

o
QD
NS

c) Integral de dominio envolvendo esforgos iniciais

Agora sera analisada a integral de dominio que aparece na equacéo (4.24) do

deslocamento u,, envolvendo esforgos iniciais. As sub-regides sdo discretizadas

através de células triangulares, utilizando-se fun¢des interpoladoras constantes para
aproximar os esforcgos iniciais. Assim, considere a célula representada na Figura 10.
A diferenca para a outra integral de dominio é a aproximagdo que € constante na
célula, portanto necessita-se de apenas de 1 nd, que sera definido no seu centro.

Os esforcos de um ponto p qualquer da célula sdo dados por:

O(N)

2
o
—~~
o)
——
Il
<
_|
—
o)
N
2

(5.45)

)

. . o(N o
onde ¥ ¢é a funcéo interpoladora constante e N ( o vetor das forcas iniciais

nodais, dados por:

00

10 (5.46)
0 1

(N ) o

Discretizando-se o dominio em N, células, o mesmo é calculado, de forma

aproximada, através da seguinte expressao:
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Ncel

1= I k™ (g, p)dQ, (p) [N (5.48)

cel=1l| o

cel

sendo: k™ (0, P)=1{&0, (0, P) 2651,(9.P) & (a P)} onde k=12, Ny

sdo as forcas normais iniciais nodais da célula e a expresséo de 8:” € dada pela
equacao (4.60).

Em cada célula, calculam-se 6 coeficientes, pois para cada equacgdo de U,
k=12 tém-se 3 coeficientes. Faz-se a transformacdo da integral (5.48) sobre o

dominio Q. de uma determinada célula em integral ao longo do contorno da

mesma, logo o coeficiente relativo a componente N ) do n6 « ¢ dado por:

e[‘(‘:}el (q):_87ZG i{j fku } k,i, J :1,2 (549)

S‘l I's
onde fkij(9)=[(1—2v)(r,j5ki+r,i§) [y 5+ 20, Tl } (5.50)

Finalmente, considere a integral sobre o dominio das células da equacao (4.58)

da derivada do deslocamento u, . Apos a discretizacdo do dominio da EVR em

células, a mesma é dada por:

{ [ k" (a p)dch.(p)}Nfé.“) (5.51)

cel=1] el
sendo: k"*(q’ p):{g:llm (q’ p) 2&10m (q1 p) Exoam (q’ p)} k,m=12

e a expresséao fundamental e;ijm é dada pela equacao (4.67).

Em uma célula, calculam-se 12 coeficientes, pois sdo 3 coeficientes para cada

equacéo de u, . Procedendo-se de forma analoga, o coeficiente da equacgéo (5.51)

relativo a componente N ) do né «a, pertencente a uma célula qualquer, é dado

por:
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< |5 R on

@llﬁiejlm (q) = 87TG(]:-I-—V') i{j fkijm (_9) gdfs}

ki, jm=12 (5.52)

Sendo fy,(¢) dado pela equacéo (4.68).
5.3 Transformacéo das equacgdes integrais em equacdes algébricas

A equacao (4.24) do deslocamento u, de um ponto Q sobre o contorno ou uma

interface pode ser escrita, ainda sem introduzir nenhuma aproximacéo, da seguinte
maneira:

z(Q):f“}(Q’P)E’(P)dF—%% p; (Q.P)U (P)dr+

r, ~

~ ) > jg;(Q,P)q(P)dn

Iy

e By “ = 1%
-2 flfj p; (Q,P)U (P)dr,, —El(l——lj
E

?HE (1-%}-3 (1—%)}] & (Q.P)U (P)dr, +

Ty

s, = Ns
+ Es( ijjkZ(q,p)lg(p)dQS+ZIk"Z(q,p)l\[‘)(p)dQs (5.53)
S=1 SleS =

onde:

P.(Q.P)={Pu(QP) P(QP)

(5.54)
uj:(Q, P)

{ue (Q.P) U, (Q.P)}

(5.55)
8} (Q.P)= {5:1 (Q.P) Exz (Q P)}

(5.56)



Ki(a.p) =4 (aP) &z, (0.P)}

kj’l; (q’ p) :{g;ll(q’ p) 25;12 (Qa IO) 8;22 (q, p)}

NO(T)(p):{NO(P) N2(P) Ngép)}

12
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(5.57)

(5.58)

(5.59)

(5.60)

(5.61)

(5.62)

No capitulo 5.2 foi discutida a aproximacdo adotada para as variaveis nos

elementos e nas células. Assim, fazendo-se a discretizagdo do contorno e interfaces

em N, elementos e do dominio em N, células e substituindo-se as variaveis por

suas aproximacoes (equacdes 5.59 a 5.62), a equacao (5.53) fica da seguinte forma

aproximada:

Ne
Cually (Q) +Cyoly ( Z{ju; Q,P)¢ er]PJJr
/|

1= T

%— [I P(QP)¢" (P )df}uf‘a( _jzl

(Q,P)g’ drlj]Uj +

1 O

$fen Eal3](sm b

Sfef-2)4 —%J}i[; eﬁ@fﬂfd&}e +
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Ns Ncel
> 2| | k% (ap)y' (p)dQ, Nea (5.63)
S=lcel=l| =

cel

Definindo-se os seguintes vetores, de dimenséo (1x2Nnos), pois tém-se duas

variaveis em cada no, sendo N, 0 numero de n0s necessarios no elemento para a

aproximacao das variaveis, ou seja, nesse trabalho N . =2:

h ) : j (5.64)

i (5.65)
i ~

| ) | (5.66)

Ja para o0s vetores provenientes da integracdo nas células, tem-se

respectivamente, para aproximacao dos deslocamentos e esforcos normais iniciais
no dominio:

e (a)= | ki(a,p)y" (p)dQ,

- Q

(5.67)

cel

e"ﬁel (9)= j k" (g, p)dQ (5.68)
g -

cel

Logo, a equacao (5.63) fica:

Ciulh (Q)+C,,u, (Q ng

_1“

1V = V, |8
7 h'(Q) ~ —El( —ﬁj;h~kl{j+

rr|II| mi
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Nag E; v, & | Emv, Eiv, |
mzlEVHf(Q} T2 T, JZ:;,}(Q)NJ

S=1 V Jeelzt  ~ ~
Ng Ncel | 0
nce
+>. 2. e"% (a)Ng, (5.69)
S=lcel=1 -~ =

Os coeficientes dos vetores dados em (5.64), (5.65) e (5.66), sdo obtidos,

respectivamente, pelas seguintes expressoes:

Q)= [ pg(Q.P)g, (P)dr, (5.70)
HL\:(J (Q) nglj j (Q P)¢N( ) (5.71)
g (Q Iuk. Q,P)¢, (P)dT (5.72)

onde k é a direcdo da carga fundamental, i € a direcdo (da forca fundamental ou do
deslocamento fundamental) na qual se calcula o coeficiente e N € o nd local do

elemento j. J& o coeficiente relacionado as células é dado pelas equacdes (5.31) e

(5.49), logo a equacao 5.69 pode ser escrita da seguinte forma:

Ciulh (Q)+C,,u, (Q Zg”“’

||| mil

VthN“) J.—El( jZHE“) u
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Nyazios El V]_ N Ning Em Vv El v Ne )
_ — 1 h (J)(Q)u —m_ -1 hl\il(J) Q uiN‘ +
;Ev; mzzEVEV;k()(J)
N

= (. v\ x&ana)
zl{Em (1—7j— E: [1—;1j} 2 Nii (Q)Ui?j) +
m= j=1

Ns — Neel
+Z Es ( jz ece' cel
s=1

cel=1
Ns Ncel |
nuce
Z Z € kIJ cel) (5.73)
S=1 cel=1

Calculando-se os vetores {hj}(Q) (equacdo 5.64), {ﬁj}(Q) (equacgdo 5.65) e
{gj}(Q) (equacado 5.66) de todos os elementos, e ainda, os vetores referentes as

células do EVR, {e*'}(q) (equagdo 5.67) e {e"|(q) (equagdo 5.68) e agrupando-se

os coeficientes referentes a um mesmo valor nodal, escreve-se a equacao (5.73)
matricialmente:

E(a)U (5.74)

Observe gque 0s nés das células sobre o contorno ou interface coincidem com
agueles nés ja definidos para os elementos de contorno ou interface. Logo, para a

montagem da equacgdo algébrica final, sdo agrupados os coeficientes referentes a

um mesmo valor nodal. Além disso, os termos livres devem ser somados as

respectivas colunas do vetor H referentes ao ponto de colocagéo.
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H(Q)U =G(Q)P+E(q)N’ (5.75)

onde: U € o vetor dos valores nodais dos deslocamentos nos nos sobre o contorno,
internos e interfaces; P é o vetor dos valores nodais das forcas de superficie no

contorno externo e N° é o vetor das forgas iniciais.

5.4 Sistema de Equacdes Algébricas

As equacdes integrais (4.24) e (4.58) sédo transformadas em equacbes
algébricas através da discretizacdo do contorno em elementos e do dominio em
células, onde surgem pontos nodais. No contorno externo, os valores nodais s&o:

duas componentes de deslocamentos (u, € u,) e duas forcas de superficie (p, e p,

), das quais uma componente em cada direcdo deve ser dada como condi¢cdo de
contorno. Porém, no caso particular tratado nesse trabalho, os deslocamentos séo
impostos a todos os nds do contorno e, portanto, as forcas obtidas sdo reacfes a
esses deslocamentos impostos. No dominio os valores nodais séo: duas

componentes de deslocamentos (u, € u,) e trés componentes de forgas plasticas (
N , N e N2,). Nos elementos sobre o contorno e interfaces sera considerada a

aproximacao linear das variaveis e no dominio serdo adotadas células triangulares
com aproximacgéo linear para os deslocamentos e aproximagao constante para as
forcas normais. Para facilitar o célculo, a integral de dominio sera transformada em
integral ao longo do contorno da célula, que sdo calculadas numericamente pela
técnica de sub-elementos descrita em Fernandes (1998), aumentando com isso a
precisao do calculo.

Organizando as equag¢Oes na forma matricial, tem-se o seguinte sistema de

equacdes em termos dos valores de contorno, interfaces e dominio:

[H]cc [H]Ci [U]c [G]cc 0
L () O "L | P TN

(5.76)
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Na equacéo (5.76), o sub-indice C esta relacionado com o contorno externo,

enquanto o sub-indice i esta relacionado com valores da interface e dominio. Os

vetores {U}, {P} e {N°} s&o, respectivamente, os valores nodais dos

deslocamentos, forcas de superficie e esforgos plasticos. A matriz [H] representa

os valores da integracdo dos elementos do contorno e da interface bem como as

células definidas na matriz e nas inclusdes, sendo estes relacionados com os

deslocamentos. A matriz [G] ja representa os valores da integracdo dos elementos

do contorno, sendo estes relacionados com as forgas de superficie. A matriz [E]

representa os valores da integracdo das células definidas na matriz e nas inclusdes,
sendo estes relacionados com os esfor¢os plasticos.

Este trabalho estuda o comportamento de uma microestrutura heterogénea no
contexto da analise em multi-escala. Como ja foi descrito anteriormente, os valores
da macro-deformacéo sdo impostos no contorno externo da microestrutura, o que
implica em impor como condi¢ao de contorno em deslocamentos lineares. Impondo-
se as condicdes de contorno, ou seja, isolam-se todas as incégnitas no vetor do lado
esquerdo da equacao e sdo trocadas as respectivas colunas da matriz H e G. A

equacao (5.76) pode ser escrita da seguinte forma:

_[G]cc [H]Ci [P]c _ _[H]cc {U} +[E]{N°}

_[G]iC [H]ii [U ]i B _[H]ic (6.77)

O sistema formado pela equacao (5.77) pode ser reduzido par a seguinte

forma:

[A]{X}={B}+[E]{N°} (5.78)
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onde: [A] :{__[[2]] [[ﬂH (B} :{_—[[ﬂ]fj{“}c e {X} é o vetor das incégnitas

dado pelas forcas de superficie no contorno e dos deslocamentos nas interfaces e
P
nos internos: { X} ={{ }C};.

Isolando o vetor {X} a equac&o (5.78) fica:
(X} ={L}+[RI{N" (5.79)

onde: {L} =[] (B} [R]=[A] '[E].

Para resolver o problema de equilibrio do EVR a somatéria das forcas nodais
em todas as células deve ser nula, ou seja, as forcas no EVR devem estar em
equilibrio. As forcas sé@o obtidas a partir das tensfes ou for¢cas normais verdadeiras

{N}, que por sua vez dependem das forcas normais elasticas (de tentativa) {N°|

utilizadas para encontrar a resposta elastica linear. Estas sdo obtidas apds escrever
a equacao da derivada dos deslocamentos em todos 0s nés centrais das células e

aplicar a lei de Hooke, equacéo (2.15), obtendo-se:

GV R UR B ST RIS (R e

Apoés a aplicacédo das condi¢cdes de contorno no EVR, a equacéo (5.80) pode

ser escrita da seguinte forma:

R B LN S LIRS (UL B

Podendo também ser escrita a equagéo (5.81) da seguinte forma:
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(N = —[AT{X]} +{B} +[E{N°] (5.82)
Substituindo o vetor {X} da equacao (5.79) na equacéo anterior, tem-se:

{NE = (K} +[S]{N°} (5.83)

onde: {K}={B}-[A{L}; [S]=[E]-[AT[R].
Observe que antes de resolver o problema de equilibrio do EVR, definido no

proximo capitulo, o vetor das incognitas {AX} assim como o incremento de forgcas
elasticas {AKN} (necessario para resolver o procedimento iterativo no EVR), séo

calculados sem considerar os incrementos do campo de flutuacdo dos
deslocamentos, bem como do campo das forcas plasticas. Contudo, depois de
resolver o problema de equilibrio do EVR, os deslocamentos dos nés do contorno,
bem como as forcas plasticas nodais devem ser atualizados e os esforcos no
contorno recalculados a fim de calcular a tensdo homogeneizada.

Também é importante apontar que para calcular os vetores {AX} e {AK, |, as

-[H ]BB]

L AR e [

Entretanto, isso ndo aumentaria consideravelmente o esfor¢co computacional em

seguintes matrizes devem ser montadas: [A]; {

uma andlise de multi-escala, como todas essas matrizes devem ser montadas
apenas uma vez, ou seja, ha primeira iteracdo do primeiro incremento do problema

macro-continuo.
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6 O PROBLEMA DE EQUILIBRIO DO EVR E SUA RELACAO COM O MACRO-
CONTINUO

6.1 Introducéo

A mecanica do continuo trata de materiais idealizados que consistem de pontos
materiais e vizinhanca material. E estimado que as tensdes e deformacdes dentro de
uma vizinhanga infinitesimal de um ponto na macroescala, podem ser consideradas
essencialmente uniformes. Na microescala, no entanto, a vizinhanca material
infinitesimal, em geral, ndo € uniforme, consistindo de varios materiais com
propriedades e formas diferentes, isto €, a microestrutura dos materiais é complexa
(matriz, inclusdes, vazios, fissuras) e, em geral, em evolugdo. Consequentemente, o
campo de tensGes e deformacdes ndo sdo uniformes na microescala (NEMAT-
NASSER; HORI, 1993).

Com o objetivo de expressar as tensdes e deformagdes de um ponto do macro-
continuo em termos dos parametros que caracterizam a microestrutura, deve-se
fazer uma modelagem em multi-escala, onde a microestrutura sera representada por
EVRs. A transicdo da micro-escala para a macro-escala serd feita através de
principios de homogeneidade e conceito de média volumétrica. Nesse trabalho sera
feita a andlise de microestruturas de materiais heterogéneos através do MEC
considerando ndo-linearidade fisica, a fim de validar uma formulacdo para ser
utilizada posteriormente em uma modelagem em multi-escala, onde a formulacao a
ser utilizada para modelar o macro-continuo estd apresentada em Fernandes e
Souza Neto (2013).

Na modelagem em multi-escala os seguintes principios, que serdo discutidos
mais detalhadamente a seguir, devem ser observados:

1. A deformacdo num ponto qualquer do macro-continuo € dada pela média
volumétrica da deformacao na célula local microscopica de dominio (chamada
EVR). O mesmo se aplica a tenséo, ou seja: a tensdo num ponto qualquer do
macro-continuo é dada pela média volumétrica da tensao no EVR;

2. O equilibrio do EVR deve ser verificado;

3. O principio da Macro-Homogeneidade de Hill-Mandel deve ser verificado;
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4. O espaco do campo de flutuacbes dos deslocamentos, cinematicamente
admissivel do EVR deve ser um sub-espaco do espaco das flutuacbes de
deslocamento que sdo compativeis com a hipdteses da média volumétrica

das deformacdes (condicdo 1 acima).

6.2 Definicdo de EVR e seu Campo de deslocamentos

Para se fazer a modelagem em multi-escala deve-se definir no dominio do
macro-continuo pontos de interesse que sdo chamados de EVR (Elemento de
Volume Representativo), que representa a micro-estrutura, ao nivel dos graos, do
macro-continuo na vizinhanca infinitesimal do ponto (SOUZA NETO; FEIJOO, 2006).
Assim, assume-se que o EVR é composto de diferentes fases (ou materiais) que
possuem moédulo de elasticidade e coeficiente de Poisson caracteristicos, além de
apresentar comportamento ndo-linear distintos.

Seja 0 macro-continuo apresentado na Figura 13 de comprimento
caracteristico |, sendo x um ponto arbitrario do macro-continuo. A cada ponto x do
macro-continuo deve estar associado um EVR que representa a micro-estrutura do

material, que pode ser composto por inclusdes e vazios, sendo y um ponto arbitrario

do EVR.

Figura 13 - EVR relacionado ao ponto do macro-continuo

— -
macro-continuo
(macro-escala) elemento

| de volume representativo
| (micro-escala)

Fonte: Fernandes (2012)
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Com essa definicdo, tem-se que a deformacéo no ponto x € dada pela média

volumétrica da deformacéo no EVR, ou seja:
1
g(x):v— I e, (y)dv 6.1)
HQ,

De forma analoga, tem-se que a tensdo de um ponto x do macro-continuo €

dada por:
()= [ o, (y)dv 62
Vv, o, # '

Onde todos os valores com indice x se referem ao EVR, ou seja: v, € o volume, Q,
o seu dominio, o, atensdo, ¢, a deformagdo e 6Q2, o contorno.

Tem-se entdo nas equacoes (6.1) e (6.2) a homogeneizagdo, que € 0 processo

de transformar uma quantidade microscopica em uma quantidade macroscoépica.
Portanto o(X) e &¢(x) s8o respectivamente, a tensdo macroscopica ou

homogeneizada e a deformacdo macroscépica ou homogeneizada. Ja o campo de
deslocamentos no EVR é decomposto em duas parcelas:

u,(y)=u(y)+0,(y) (6.3)

onde uZ(y) representa o campo dos deslocamentos obtido a partir da imposi¢ao da
macro deformagéo &(x) ao contorno do EVR. Observe que para os nos do contorno
o deslocamento u;(y) varia linearmente, ou seja, u;(y)=u,(y)=&(x)y, onde y

representa as coordenadas de um ponto arbitrario do EVR.

Alem disso, na equacdo (6.3) U, € a flutuagdo dos deslocamentos necessaria

para satisfazer a equacdo de equilibrio do EVR. No modelo proposto, inicialmente
um campo dos deslocamentos lineares € imposto ao contorno do EVR, que gera
automaticamente um campo de flutuagcdo dos deslocamentos no dominio do EVR,

se a microestrutura for heterogénea.
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E importante notar que na formulacdo do EVR desenvolvida em De Souza Neto

e Feij6éo (2006) e Fernandes et al. (2015a; b) pelo MEF, o campo de deslocamento
linear u;(y) € imposto a todos os nos do EVR, o que leva inicialmente a um campo

de flutuacdo dos deslocamentos nulo no EVR como a deformacdo imposta &(x) €

constante, ou seja, para todos os nés do EVR tem-se u’ (y)=u, (y). Como discutido

acima, na formulacdo apresentada neste trabalho a macro deformagédo &(x) é
imposta somente aos nos do contorno, sendo os deslocamentos nos nos internos
calculados a partir da equacao (5.79), considerando essa condicdo de contorno.
Como esses deslocamentos nos nos internos séo calculados levando em conta os
diferentes materiais (ou fases) da microestrutura, inicialmente ja existe um campo de
flutuacdo dos deslocamentos nos nos internos, sendo que o campo de flutuacéo de
deslocamento final s6 é encontrado apds resolver o problema de equilibrio do RVE.

6.3 Equacao de Equilibrio do EVR

O Principio de Hill-Mandel deve ser obedecido para que haja equivaléncia
energética entre as escalas micro e macro. Assim, a partir dessa condi¢ao, chega-se
a equacao de equilibrio do EVR, que define que o somatorio das tensdes ou das
forcas nodais em todas as células deve ser nulo. Portanto, o campo de tensfes ou
forcas no EVR séo apenas reacfes devido a deformag¢do macro imposta ao mesmo,

sendo a equacéao de equilibrio dada por:

Re =2 {Fj=0 (6.4)

Estas forcas sé@o obtidas a partir das tensdes ou forgcas normais verdadeiras
{N}, as quais devem satisfazer o modelo constitutivo adotado. O vetor {N} tem

dimensédo 3xNcel visto que € constante ao longo da célula e possui 3 componentes (

N,, N, € N,,) que sdo definidos no centro da célula. Reescrevendo a equacéo

anterior em termos de for¢cas normais tem-se:
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P
Q
B

R- = > [B] {N}, A =0 (6.5)

F
Il
i

onde [B]k € a matriz que relaciona deformacdo e deslocamento na célula, A € a

area da célula; e Ncel, o nimero de células do EVR. Esta equacdo para um

incremento n de carga pode ser escrita como:
R =2 [B] (IN}, . +[cr ] {as, )} A =0 (66)

Considerando-se que na célula as deformac6es podem ser obtidas a partir dos

deslocamentos nodais utiizando-se a relagdo {As,}=[B]{au,} e que

{Ag,} ={Ae}+{AZ} tem-se que:

{Ag,} ={As}+[B]{Ad} (6.7)

Logo a equacéao (6.6) pode ser reescrita como:

z

cel

R =3 [B]L N}, +[B].[C7 ], ({ac), +[B]{au},), A =0 ©68)

=

M

1

onde |C#®|=t|c*®| ¢ o tensor constitutivo relacionando forgas normais e
deformacgBes na célula e, obtido a partir do modelo constitutivo adotado para
governar o material na célula; [ C*® | é o tensor constitutivo.

Observe que para a condigcdo do estado plano de deformacdes tem-se que
substituir as forcas de membrana pelas tensées, bem como, o tensor [C,ej’(e)] pelo
tensor [ C* |, nas equagdes 6.5 e 6.8.

Por fim, para encontrar o vetor de deformacdo em todos os nds de célula,
primeiro deve-se calcular {AK} definido na equagdo (5.83), devido aos

deslocamentos com variagdo linear no contorno impostos pela deformagao

constante do macro-continuo nos nds do contorno. Entdo, utilizando-se a equacao
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(2.6, inversa da lei de Hooke) reduzida para o estado plano, obtém-se {Ag}. A

deformacéo {Ag} imposta pelo macro-continuo € constante apenas para 0s pontos

do contorno, diferente da formulagdo em MEF onde ela é constante em todos os nés
do EVR. Portanto, no caso de modelar o EVR com o MEC, a deformacgéo imposta
pelo macro-continuo gera automaticamente um campo de flutuagdes no interior do
EVR. Na equacéo (6.8), as flutuacdes dos deslocamentos nos nés do EVR séo as
incégnitas do problema. Assim, a solucao do problema de equilibrio do EVR consiste

em encontrar o incremento de flutuacées {Al]} gue anula a equacao (6.8).
Quando o EVR é uniforme, todos 0s pontos possuem as mesmas propriedades
elasticas e, portanto, a deformacéo {Ag} imposta pelo macro-continuo gera um

campo de deformagBes constante no EVR. Neste caso, o equilibrio € obtido quando

se tem {AU} nulo mesmo que haja plastificagdo em algum né. Logo ndo é
necessario resolver o processo iterativo, ja que a equacdo de equilibrio (6.8) é
satisfeita para{AG} =0, e nesse caso, tem-se que a resposta do problema é idéntica

a uma analise ndo-linear convencional.

6.4 Matriz tangente consistente

Com a linearizacdo da equacdo de residuos (6.8) através do Método de
Newton-Raphson € obtida a matriz tangente do problema de equilibrio do EVR.

Verificando que para uma determinada iteracdo i a corre¢cdo no estado de flutuacéo

dos deslocamentos {5Al]}in € calculada com base na seguinte equacao:
' =0 (6.9)
Isolando {sAd)' , tem-se:

{ona}, =[K™] YR (6.10)

n



103

o O{R ) _ . . .
onde [KTCJ :—i—F;”_l € denominada de matriz tangente consistente e relaciona
0{Al

n

a correcao no estado de flutuacdo dos deslocamentos {5Au}in com os residuos da

iteragdo anterior {R.} "

Derivando a equagdo (6.8) em relagdo ao incremento de flutuagédo dos

deslocamentos, chega-se a expressao da matriz tangente:

k] =387 [cr ] [e], A

k=1 k

(6.11)

Para uma célula qualquer k da chapa, a matriz [C,ﬂp]k € dada por:

- (i-1) 2 5(g) g
[co]” = Ny [ (G)“ildxszt[cep] ' (6.12)
k(n) 8A(8)n o GA(E) k(n)

n

i-1
onde [Cﬁf]k(n) € a matriz tangente que relaciona a tensao real com o incremento de

deformacéo e é obtida a partir do modelo constitutivo adotado.

Se os residuos, equacdo (6.8), ndo forem nulos, devem-se calcular as
corregcdes de flutuacbes dos deslocamentos a serem aplicados no EVR, obtendo
novos campos de deslocamentos, de deformacdes e de tensdes (apds verificacao
do modelo constitutivo). Entdo, checa-se novamente a equacéo de equilibrio do EVR
(equacédo 6.8). Esse processo de correcdo continua até que os residuos de esforcos
em todos os pontos do EVR se anulem, de acordo com a tolerancia adotada para
convergéncia do processo iterativo. Assim, chega-se a solucao ndo-linear através de
um procedimento incremental-iterativo, no qual a deformacdo imposta ao EVR é
subdividida em incrementos de deformacao. As correcdes que devem ser dadas aos
estados de flutuacdes dos deslocamentos em uma determinada iteracdo, sao
obtidas através do operador tangente consistente que é atualizado a cada iteracao,

e do residuo de esforgos do EVR, equacéao (6.8).
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6.5 Condi¢cdes de contorno em termos flutuacdo dos deslocamentos

A fim de resolver a equacdo de equilibrio (6.8), condicbes de contorno em
termos de flutuagdo dos deslocamentos devem ser impostas ao EVR. De acordo
com essas condicbes de contorno, alguns valores nodais de flutuacbes sao
prescritos ou podem ser escritos em funcdo dos valores nodais de outros nés.
Assim, a correcdo no estado de flutuacdo dos deslocamentos do EVR é calculada a
partir do sistema de equacgdes definido em (6.9), que pode ser reduzido de acordo
com as condi¢cdes de contorno a serem aplicadas ao EVR. Para mais detalhes ver
Fernandes et al. (2015a; b).

Serao consideradas as seguintes condi¢cdes de contorno no EVR:

I. Deslocamentos lineares no contorno do EVR;
II.  Flutua¢cBes dos deslocamentos periédicos sobre o contorno;

lll.  Forcas de superficie uniformes sobre o contorno.

Note que cada condi¢do de contorno define um modelo multi-escala diferente,
ja que reproduz uma diferente estimativa de resposta constitutiva macroscopica. De
acordo com cada condicdo de contorno em flutuacéo, pode-se reduzir o sistema de

equacodes (6.9), podendo-se escrevé-lo da seguinte forma:

(Re)-[K™] " {ana)! =0 (6.13)

n n

6.5.1 Deslocamentos Lineares no Contorno do EVR

Nesse caso, € adotado que as flutuagbes dos deslocamentos U, se anulam no

contorno I', do EVR, portanto, o campo de deslocamento microscopico ao longo do

contorno 1", do EVR pode ser dado por:

u,(y)=e(x)y (6.14)
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ou seja, ao longo de Fﬂ o0 deslocamento varia linearmente com o vetor de

coordenadas y.

Nesse modelo, as flutuagbes sao nulas no contorno, portanto, deve-se calcular
as flutuagbes no dominio do EVR. Portanto, para uma iteracdo k, a equagéo (6.13)
sera decomposta em parcelas, onde o sub-indice i é relativo aos nés internos e C

aos nos do contorno:

k-1 _ _
Re(c) 3 Kee Ko - o k -0 (6.15)
R K. K ou.
F(i) iC il iJu

Considerando-se que oU. =0 e que F. s&do apenas forcas reativas ao campo

de deslocamentos imposto, as flutuacBes nos pontos internos séo dadas por:
" ~1(k-1 k-1
(o0} =[K] " {Re | (6.16)
sendo {RF(i)} o vetor residuo das forgas nos nos internos.

6.5.2 Flutuacdes de Deslocamentos Periddicos sobre o Contorno

Esse modelo é adequado para descrever o comportamento de materiais que
possuem microestrutura periédica, mas pode-se demonstrar que quando se
considera uma discretizacdo fina, qualquer material pode ser modelado por essa
condicdo de contorno. Considere a Figura 14, onde sédo representados um EVR

retangular e outro hexagonal.
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Figura 14 - Definicdo de EVRs para meios periodicos: célula retangular e hexagonal
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Fonte: Fernandes (2012)

Observe que nos EVRs definidos na Figura 14, cada lado I'; corresponde a
um lado igual e oposto I';. Desse modo tem-se n’ e n. como dire¢des normais aos
contornos 'l e T, respectivamente. Portanto, para cada ponto Y~ pertencente ao

contorno I’/ , existe um ponto correspondente Y do contorno T .
Nessa condi¢cdo de contorno, adota-se que as flutuacdes para o par de ponto

y" e Yy séo iguais. Sendo assim:
a, (y*) =4, (y’) v par de pontos {y*,y }el, (6.17)

Para satisfazer o Principio de Hill-Mandel, a forca de superficie t° deve ser anti-

periodicaem I’ :

t* (y+) =-t° (y*) v par de pontos {y*,y }el, (6.18)

Para uma iteracdo k, a equacéo (6.13) sera decomposta em parcelas devido
as caracteristicas periddicas desta condicdo de contorno. O sub-indice i € relativo

aos nos internos; p e m se referem aos pares de pontos y* e y- definidos no

contorno (sem coincidir com canto). Tem-se entao:
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k-1

R k-1 ~ vk

F(p) Kpp Kpm Kpl 5up

Re  —| Kp Kom Ky | 460, =0 (6.19)
RF(l) ip Klm Kii 5U| u

Onde R, ), Ry, € Ry sdo as forgas nos pontos p, m e i.

Ao analisar a equacédo (6.19), pode-se observar que ndo sdo prescritas
flutuagbes nulas nos cantos. Por isso, na equacao anterior, ndo sdo definidos termos

relativos aos cantos. Além disso, tem-se que o0, =d0,. Portanto a equacao (6.19)

se torna:
k-1 k-1 Nk
RF(p) pp pm pi oa,
RF(m) - Kmp Kim  Kii 5l]p =0 (6.20)
RF(|) Kip im il 5U| u

Desenvolve-se trabalhos algébricos na equacéo (6.20) e essa pode ser escrita

da seguinte forma:

k-1 k-1 n YK
{RF(D)+RF(m)} _{Kpp+Kpm+Kmp+Kmm Kpi+Kmi:| {&JP} -0 (6.21)
u

Ki, + Kis K. i

ou seja, as incognitas do problema séo as flutuagdes nos pontos p do contorno e

nos internos.

6.5.3 Forcas de Superficie Uniformes sobre o Contorno

Nesse modelo a for¢ca de superficie € uniforme ao longo do contorno do EVR.
Além disso, para satisfazer o principio da macro-homogeneidade de Hill-Mandel,

devem-se ter forcas de volume b nulas no dominio Q, do EVR. Dessa maneira sera
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visto posteriormente que a tensdo homogeneizada também é dada pela equacéo
(6.29).

Serd decomposta novamente a equacao (6.13) em parcelas, a fim de resolver o
problema de equilibrio. Designando o sub-indice i aos nds internos, f aos nos livres

e d aos nos dependentes. Tem-se:

R k-1 - Kk

F(f) Ke Ky Ky ou;
RF(d) - Ky Ky Ky ol =0 (6.22)
R Ki Ko K o4

onde R (), Ry e Ry, s@o as forgas nos pontos f, d e i.

Considerando-se que o0s nos livres se relacionam com os nés dependentes

pela matriz R, a equacéo anterior pode possuir a seguinte forma:

k-1

R k-1 - K

F(f) Ke Ko Ky ou;
RF(d) K Ko Ky Rolu, » =0 (6.23)
R Ki Ka K oa

A equagdo (6.23) pode ser escrita em funcdo apenas das flutuagbes dos

pontos f e i, do seguinte modo:

F+R'F, )" [K,+KR+R' K R K,+R'K, | (50,]"
- =0 (6.24)
7

F K, +KyR K, 54,

ou seja, as incognitas do problema séo as flutuagdes nos nos livres e internos.

6.6 Tensdo homogeneizada

A partir da definicdo dada na equacéo (6.2), tem-se que a tenséo O'(X,t) de um

ponto x do macro-continuo € a homogeneizacdo do campo de tensdes
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microscoépicas o, =0, (y,t) gue agem no EVR associado a esse ponto x. Admitindo

que o EVR tem partes sélidas e vazios (Q# =Q +Qi), a equacao (6.2) resulta em:

a(x)zviJ‘a#(y)dV:ViJ-o-ﬂ(y)dV+ViJ.o-#(y)dV (6.25)

S
HQ HQy

Na definicdo da equacéo (6.25) o EVR é considerado como um meio continuo
e, portanto, o conceito de tensdo permanece valido na escala microscopica. Assim,
o EVR deve ser suficientemente grande para que a representacao dele como meio
continuo faca sentido.

A fim de escrever a tensdo homogeneizada em termos de forcas de superficie

e de volume do EVR, considere a equagao:

[S(Wv) dv = [ sn®@vdA- [ divs ®vdV (6.26)
oQ Q

Q

Adotando na equagdo (6.25): S=o,; v=y; Q=Q,; I =Vy; Q =Q uQ’ E

u?

aplicando a equacéo (6.26), chega-se a:

o(x)V, = I o, ,N® ydA— I divo, ® ydV + .f |o.n|® ydAa- _f divo, ® ydv (6.27)
oY, oQy,

s OS5
oy, oy,

S&o consideradas as seguintes relacdes a fim de se obter a expressao final da

tensdo homogeneizada:

dive, (y,t)=b(y,t) Vv yeQ} (6.28a)
dive, (y,t)=b(y,t) V yeQ] (6.28b)
o, (yt)n=t'(y,t) V yeQ, (6.28c)

lo.(y.)n|=0 v yeq] (6.28d)
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Assumindo-se que as forcas de volume que agem no vazio sdo nulas e
estabelecendo o Principio de macro-homogeneidade de Hill-Mandel (De Souza Neto

e Feijoo, 2006), obtém-se:

|

o(x)=

<

[ t(y)®, yda (6.29)
aQ/‘

u

A , ~ 1 .
onde é utilizada a seguinte expressao u®sv:§(u ®v+v®u), no calculo das

integrais, valida para quaisquer vetores u € v.

Discretizando o contorno do EVR em elementos pode-se calcular a equacao

(6.29) de forma aproximada, sendo t° as forcas de superficie dos nés sobre o

contorno e y o vetor das coordenadas x, e x, do ponto y do EVR. Logo o tensor da

tensdo homogeneizada é dado pela seguinte equacao:

G(X)zz—(_+5T) (6.30)

EDRUARIN (6.31)

Na equacdo (6.31) as forcas F, sdo calculadas a partir das forcas nodais do
contorno P, obtidas pela Equacéo (5.78), onde vetor dos deslocamentos nodais do
contorno {UC} € aquele obtido apos a solucdo do problema de equilibrio do EVR, ou
seja, {U,}={U}+{U.}, em que {U'} é o campo de deslocamento com variag&o

linear calculado a partir da deformacéo constante - imposta pelo macro-continuo. As

forcas P. sdo dadas por unidade de comprimento, logo para se obterem as forcas

F. deve-se multiplicar P. pelo comprimento de influéncia do respectivo né. Além
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disso, observe que na equacéo (5.78) P. tem uma parcela referente ao campo de

esforcos inelasticos N°, obtido ap6s o equilibrio no EVR ter sido alcancado.

6.7 Tensor elasto-plastico homogeneizado

A tensdo homogeneizada relativa ao macro-continuo em um incremento n €

dada por:

oo
=0, +—"1Ag (6.32)

O
n+1l n
o€

n+1

Onde a equacao representada abaixo € o operador tangente constitutivo

homogeneizado.

_ %% _co (6.33)

n+l T P — “n+l
gn+1

D

Numa analise com ndo-linearidade fisica, a tensdo microscopica o, :o-#(y,t)

em um ponto y qualquer do EVR é relacionada com a histéria da deformacéo
microscopica ¢, =¢,(Y,t) por meio de uma funcéo constitutiva f,(z,(y.t)) que

envolve variaveis internas de acordo com o modelo constitutivo adotado. Logo a

tensdo microscopica pode ser escrita como:
o, (y.t)=1f,(£,(y.1)) (6.34)

Do campo de deslocamentos e de flutuacdes dos deslocamentos tem-se que:

g, (y.t)=e(xt)+&,(y.t) (6.35)
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onde &,(y,t) é o deslocamento microscopico, &(x,t) é a deformac&o imposta pelo

macro-continuo e Ey(y,t):VSl]u € o campo de flutuacdes, que varia de forma
genérica em Y.
Logo, considerando-se as equacbes (6.2), (6.34), e (6.35), a tensao

homogeneizada no incremento n+1 é€:
_1 dv =21t VRN vea \ 6.36
Oha = V_ _[ G,u(m—l) - V_ J- y (g,u(n+l))d - V_ j y (8n+1 + uy(n+1))d ( . )
HQ, uQ,
Portanto, o operador tangente homogeneizado pode ser escrito como:

1 ~

\78 j fy (8n+1 + Buu(nﬂ) )dV

D, =Cf =2 - (6.37)
n+1 n+1 agn+l agn+1 .

Desenvolvendo a equacgao anterior para um caso geral, (De Souza Neto e

Feij6o, 2006) tem-se:

0 0 0 0
(X)= O-(X)n+1 :\/i O-,U(y)n+1 dv :\/i J‘ O-# (y)n+1 8# (y)n+l dV —

™ a(c"(x)n+1 H Qﬂs a(c"(X)n+1 H Qﬂs agﬂ (y)n+l 8S(X)n+l
1 ¢ 0o, (), G(g(x)ml-;-vsu,,(nﬂ)) Y 1 J- oo, (y) o (X) s do,(y) v, iV
V/l Q#s 68# (y)m—l 63(X)n+1 H st é,gﬂ (y) ﬁg(x) 58/4 (y) 0’)8(X) nal
N0
— 2 er ave— [cr S gy (6.38)
V/t Q#S H Qg é,g(x)ml

podendo-se apresentar o operador tangente da seguinte forma:

Cep1 _ CepgTaylor) +C~epl (639)

onde:
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e 1 1 T
Cn[-)c-l:V_[GR][KR] [GR] (6.40)

Sendo que as matrizes [KR] e [GR] dependem do modelo de condicédo de contorno
adotado. A matriz [KR] € uma matriz reduzida obtida a partir da matriz K definida

em (6.10) e [G,] é uma matriz reduzida obtida a partir da matriz [G] total, calculada

da seguinte maneira:
Ne
[G]=2[c? ] [BLV. (6.41)
e=1

Sendo [B]e a matriz que relaciona deslocamento com deformacéo no elemento.
Agora para calcular o C**") é considerado o modelo de Taylor, onde tem-se
campo de flutua¢des nulo no EVR, portanto: VSUU(M) =0, e a equacdo (6.37) fica da

seguinte forma:

a o Ncel _
Cep(Taylor) _ 1 J' AV = 1 I C® dVv = ZLCE" (6.42)
n+l vV de V 4(n+1) : u(n+1)
uQ, 7 uQ, i=1 VTotal

Onde C™{™") representa a média volumétrica do tensor constitutivo incremental.

6.8 Algoritmo

Neste item serd descrito o algoritmo desenvolvido pela professora Gabriela
Rezende Fernandes, na Universidade Federal de Goias — Regional de Catalédo, para
resolver o problema de equilibrio do EVR e calcular a tenséo e o tensor elasto-
plastico homogeneizados.

Para um incremento n, o algoritmo para obter a tensao e o tensor constitutivo
homogeneizado de uma microestrutura heterogénea, considerando fenémenos

dissipativos, é:
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e)
f)

9)
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Sao escritas duas equacdes algébricas no plano de deslocamentos para cada
no do EVR, para obter o Sistema de equacdes definido na equacéo (5.76);
A macro deformacdo - é imposta ao contorno do EVR e o incremento de

deslocamento com variagdo linear para os nés y do contorno externo sao

computados: {AU;}n =[A8]n{;(l} ;
2)y

O vetor {AU,;} é imposto ao EVR como condi¢cdo de contorno, obtendo as

AP°
incognitas elasticas {AL}z{AUB} definidas na equac&o (5.78);

n

Trés equacdes algébricas das forcas normais de tentativa sdo escritas no
ponto central de cada célula, obtendo {A }n definida na equacédo (5.83).
Entdo, a partir da lei de Hooke (equacéo 2.17), o incremento de deformacao

pode ser calculado para cada célula: {Ac, ” =[C, J"{AK}, ;

Para verificar a (equagédo 6.5) o seguinte processo iterativo (i >0) deve ser

considerado para cada célula:

i
n

O incremento de tensdes ¢ calculado pela lei de Hooke: (Ao, | =[ClAs, |

A tensdo elastica de tentativa € computada: {af, }'n = {aﬂ }n_l + {Aafl }'n ;

O modelo constitutivo & verificado, obtendo: [C®], {o,f e

{Aaﬂ}in - {Gﬂ}in B {o-:“}n—l ;

As forcas de membrana sdo computadas: {N }in:t{aﬂ}in e a equacao de

equilibrio (6.5) € checada, apés a obtencdo dessas forcas para todas as
células. Se a (equacéao 6.5) é satisfeita para i =0 (caso de um EVR uniforme)
ou para i=>1, seguir para o item 6; se ela ndo for satisfeita, 0 seguinte

procedimento deve ser considerado para i =i+1:
A matriz [K]in’l (equacgédo 6.11) é atualizada;
A correcao das flutuacdes dos deslocamentos {55 }'n € obtida (equacéo 6.13);

O vetor da flutuagéo dos deslocamentos é atualizado: {U}'n = {U}in_l +{&I}'n
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Os incrementos de flutuacdo dos deslocamentos séo atualizados:

g}, =), - @),

O incremento de deformacdo € atualizado para cada célula:
i 0 ~ i .

e, ={ae, P + Bl AT | ;

Retornar ao passo a)

A tensdo homogeneizada - é computada, seguindo o procedimento:

O incremento de deslocamento nodal final ao longo do contorno externo é
obtido: {AU, |, = {AUL | +{AT, | ;
O incremento das forcas de superficie ao longo do contorno {ALB }n (definido

na equacao 5.79) é atualizado considerando {AUB}n ;

Calcular o incremento de forgas normais pléasticas: {AN p}n = [CN]{Ag# }n —{AN},

Os incrementos das forcas ao longo do contorno s&o atualizados:
AR} ={AL, ) +[RIANP ;

As forcas finais séo: {P,} ={P,} , +{AP:} ;

Multiplicando {p,} pelo comprimento de influéncia do elemento, o tensor das
tensdes homogeneizado pode ser calculado pela (equacéao 6.30)

O tensor constitutivo homogeneizado C® (equacéo 6.39) é obtido.
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7 EXEMPLOS NUMERICOS

7.1 Introducéao

A fim de mostrar que a formulacdo acima descrita representa de forma
adequada o fenbmeno dissipativo em microestruturas apresentando plasticidade,
serdo apresentados exemplos que tem como objetivo calcular os valores
homogeneizados das tensdes e do tensor constitutivo. Nao serédo realizadas
analises em multi-escala de uma estrutura, apenas diferentes microestruturas que
representam um material heterogéneo idealizado serdo analisadas. Os valores
homogeneizados encontrados sao comparados com aqueles obtidos através da
formulagéo feita pelo MEF por Fernandes et al. (2015a; b) a fim de validar a
formulacdo aqui desenvolvida com o MEC. Note que no trabalho de Fernandes et al.
(2015a; b) séao utilizados elementos finitos triangulares, com aproximacao linear para
os deslocamentos, para discretizar o dominio do EVR. Assim, na comparacao dos
resultados adotam-se sempre a mesma malha para os dois modelos, j& que no
modelo proposto o dominio é discretizado por células triangulares, ou seja, as
células tém o mesmo formato que os elementos finitos.

E importante ressaltar, que na analise em multi-escala, a resposta constitutiva
do ponto do macro-continuo ndo é definida por um modelo constitutivo
fenomenoldgico, mas pela resposta homogeneizada do EVR que representa o ponto
em guestdo, quando o EVR é sujeito a deformacdo do ponto do macro-continuo.
Como nesse trabalho, ndo serédo feitas analises em multi-escala, o EVR sera sujeito
a uma deformacao representativa, que sera imposta ao mesmo em incrementos de
deformacédo, a fim de simular o processo incremental-iterativo do macro-continuo.
Porém na analise em multi-escala, a deformacdo do macro-continuo (referente a
uma iteracdo qualquer de um incremento de carga do macro-continuo) é imposta ao
EVR de uma so vez.

Em todas as simulacdes foi considerado o estado plano de tensdes em um
regime de pequenas deformagbes. Os EVRs possuem geometria quadrada, com

dimensbGes LxL e a espessura de 0,1L, apesar de que o tamanho do EVR nao

influencia nos resultados numéricos. Diferentes volumes de inclusfes ou vazios sao

analisados, a fim de mostrar como a resposta homogeneizada do EVR muda quando
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inclusGes ou vazios sédo considerados dentro da matriz. Além disso, para cada EVR
quatro discretizacdes diferentes sdo consideradas, a fim de mostrar a convergéncia
dos resultados com o refinamento da malha.

Em quase todos os exemplos, o vetor de tensdo homogeneizada é calculado
adotando-se condicdo de contorno de flutuacdes de deslocamento periddicas.
Apenas para 0 EVR com cinco vazios sera analisado o seu comportamento para as
diferentes condi¢Ges de contorno, com o intuito de observar como elas influenciam
nos valores homogeneizados das tensdes e do tensor constitutivo. Para checar a
convergéncia do processo iterativo do EVR foi adotada um fator de tolerancia de
10°.

Na maioria dos exemplos foi adotado o modelo elastoplastico de von Mises
com encruamento linear para representar o comportamento da matriz, e a inclusdo
com comportamento elastico. Com excec¢do de um exemplo onde a inclusdo também
tem encruamento linear e de outro exemplo onde foi adotado o modelo elasto-

plastico perfeito para a matriz.

7.2 EVRs com diferentes volumes de inclusao

Nesse item serd estudado como a resposta homogeneizada do EVR muda, de
acordo com o volume (Vi) de inclusdes elasticas inserido na matriz. Em trés EVRs
(Vi= 10%, Vi = 30% e Vi = 37%), a incluséo elastica sera adotada no centro, mas no
quarto EVR, com Vi = 37%, o volume de inclusbes sera distribuido em 5 inclusbes
dispostas de forma aleatoria. Para facilitar a visualizacdo, as propriedades adotadas
para a matriz e inclusées de todos os EVRs estdo apresentadas no Quadro 1, onde
o valor do mdédulo de encruamento K para a matriz € dado pela seguinte relacao

K =0,032xE (sendo E é o médulo de Young da matriz). Ja o vetor das deformacées
impostas ao EVR (em 25 incrementos), como condic¢éo inicial de contorno, em todos

os EVRs, é dado por: {¢}={¢& ¢, &,}={-0,0015 0,0048 O0}.
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Quadro 1 - Dados dos exemplos numeéricos

Condicao de contorno FIut_lJ,agoes
periddicas
Moédulo de Young da matriz 70 GPa
Coeficiente de_Poisson da 03
matriz '

Elastoplastico de
von Mises com
encruamento linear

Modelo Constitutivo Adotado
para a matriz

Tensao de escoamento da

_ 243 MPa
matriz
Modulo de enC(uamento da 2.24 GPa
matriz
Modulo de Yqung da inclusao 200 GPa
elastica
Coeficiente de poisson da 02
inclusdo ’

Fonte: Elaboracao do préprio autor.

Na Figura 15 estdo representados os EVRs com volume de inclusdo Vi = 10%
e Vi = 30%, onde para cada EVR, 4 discretizacdes sédo consideradas, sendo as
malhas (a) a (d) referentes ao EVR com Vi = 10% e as malhas (e) a (h) referentes ao
EVR com Vi = 30%. A malha (a) possui 220 células e 131 nds (40 elementos de
contorno e 12 de interface); a malha (b) possui 604 células e 335 nés (64 elementos
de contorno e 20 de interface); a malha (c) possui 892 células e 487 nds (80
elementos de contorno e 24 de interface) e a malha (d) possui 1224 células e 659
nés (92 elementos de contorno e 28 de interface). Considerando agora Vi = 30%, a
malha (e) possui 204 células e 123 nos (40 elementos de contorno e 20 de
interface); a malha (f) possui 566 células e 316 nds (64 elementos de contorno e 32
de interface); a malha (g) possui 886 células e 484 nés (80 elementos de contorno e
40 de interface); a malha (h) possui 1094 células e 594 nds (92 elementos de

contorno e 44 de interface).
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Figura 15 — Discretizacdes dos EVRs com volume de incluséo Vi = 10% ou Vi = 30%

Fonte: Elaboracado do préprio autor.

(h)

Na Figura 16 e 17 tém-se a curva tensdao homogeneizada x deformacgéo para

os EVRs com Vi = 10% e 30%, respectivamente. Pode-se observar que as curvas

tensdo x deformacdo estdo sobrepostas, indicando que todas as 4 discretizacdes

tém resultados muito proximos. Outro fator a ser notado € que quando se aumenta o

volume de incluséo de Vi = 10% para Vi = 30%, aumenta a resisténcia a deformacéo

do EVR, o que leva a um maior valor para a tensdo homogeneizada.

Figura 16 - Convergéncia dos resultados através do MEC (Vi = 10%)

—e—EVR (a) ——EVR (b) —=—EVR (c)

300
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a .
= 200 o
> 150 "
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=

Tensao

Fonte: Elaboracéo do proprio autor.
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Figura 17 - Convergéncia dos resultados através do MEC (Vi = 30%)

EVR (e) EVR (f) EVR (g) EVR (h)

0 1 2 3 4 5
Deformacgéao Y (x10-3)

Fonte: Elaboracéo do proprio autor.

Nesses exemplos os resultados obtidos pelo MEF foram muito similares ao
MEC, como se pode notar na Tabela 1, onde estdo apresentados os valores finais
das tensdes homogeneizadas em y, referente a deformacao aplicada de 0,0048 em
y. Todos os valores referentes ao EVR com Vi = 10% entdo do lado esquerdo e do
lado direito tém-se os valores do EVR com Vi = 30%. A partir dos resultados
apresentados, percebe-se que a diferenga entre os dois métodos € muito pequena.
E importante notar que como o volume de inclusdo foi aumentado, os valores das
tensdes do lado direito (Vi = 30%) sdo maiores que o0s apresentados no lado
esquerdo (Vi = 10%).

Tabela 1 - Tensdes homogeneizadas para Vi = 10% e Vi = 30%

Discretizagdo MEC MEF Discretizagdo MEC MEF
EVR EVR

(Células) (Células)

Vi =10% (MPa) (MPa) Vi = 30% (MPa) (MPa)
220 256,26 256,29 204 269,23 269,29
604 255,94 256,04 566 268,42 268,54
892 255,80 255,85 886 268,31 268,35

1224 255,77 255,79 1094 268,25 268,26

Fonte: Elaboracéo do proprio autor.
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Agora sera analisado o exemplo com volume de inclusdo Vi = 37%, mas em
distribuicdes diferentes, com a finalidade de entender como a distribuicdo das
inclus@es influencia no comportamento do EVR.

Na Figura 18 as malhas (a) a (d) s&o referentes ao EVR com inclusé&o central,
ja nas malhas (e) a (h) tem-se o caso de 5 inclusdes em posi¢cfes aleatdrias. Para o
EVR com inclusdo central, tem-se os seguintes dados: a malha (a) possui 236
células e 139 nds (40 elementos de contorno e 24 de interface); a malha (b) possui
576 células e 321 noés (64 elementos de contorno e 36 de interface); a malha (c)
possui 874 células e 478 nds (80 elementos de contorno e 44 de interface); a malha
(d) possui 1084 células e 589 nds (92 elementos de contorno e 48 de interface).

Analogamente, para o EVR com 5 inclus6es em posicfes aleatérias, tem-se: a
malha (e) possui 204 células e 123 nos (40 elementos de contorno e 48 de
interface); a malha (f) possui 488 células e 277 nés (64 elementos de contorno e 72
de interface); a malha (g) possui 880 células e 481 ndés (80 elementos de contorno e
96 de interface); a malha (h) possui 1222 células e 658 nds (92 elementos de

contorno e 116 de interface).

Figura 18 — Discretiza¢des para os EVRs com volume de incluséo Vi = 37%,

considerando uma inclusao central ou 5 inclusdes aleatérias

Fonte: Elaboracao do préprio autor.

Nas Figuras 19 e 20 tem-se a curva tensdo homogeneizada x deformacéao,

respectivamente, para o caso com inclusdo central e para o caso das 5 inclusdes.
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Fazendo uma comparacédo entre a Figura 19 e a Figura 20 percebe-se que no caso
da inclusdo central teve uma coincidéncia entre as curvas. No caso das 5 inclusées,

os resultados também foram muito préximos, apesar de apresentarem uma pequena
variacao.

Figura 19 - Convergéncia dos resultados através do MEC (Vi = 37%)

—e—EVR (a) EVR (b) EVR (c) EVR (d)

300 -
250 —_ga-aaarif
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Deformacao Y (x103)

Tensao Y (MPa)

Fonte: Elaboracéo do proprio autor.

Figura 20 — Convergéncia dos resultados através do MEC (5 inclusdes Vi = 37%)

—e—EVR (e) EVR (f) EVR (g) EVR (h)

300
A_-A_A_“—"—"_A—A_‘

< 250 e
o
= 200

0 1 2 3 4 5
Deformacgéao Y (x103)

Fonte: Elaboracao do préprio autor.

Com o objetivo de observar melhor a convergéncia do MEC e comparar seus
resultados com o MEF, foi criada a Tabela 2, onde estdo os valores das tensbes
homogeneizadas finais para cada malha. Observe na tabela relativa a incluséo
central, que na discretizagdo do EVR em 874 células, o resultado da tenséo

coincidiu entre os dois métodos. Note também a proximidade dos valores entre o
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EVR com discretizacdo mais pobre para o mais discretizado. J4 para o EVR com 5
inclusbes obteve-se uma diferenca maior, tanto para o MEC como para o MEF,
sendo a percentagem entre a malha (e) e (h) de 1,91% para o MEC, e entre a malha
(e) e (h) de 2,04% para o MEF. Note que os resultados encontrados com o MEC
foram proximos do MEF, principalmente quando a malha é mais discretizada. Outro
dado a ser observado € que as tensbes homogeneizadas ndo mudam muito em
funcéo do tipo de distribuicdo das inclusdes. A diferenca entre a tenséo final entre a
malha (d) e a malha (h) € de 1,10% e 1,08%, para o MEC e MEF, respectivamente.

Tabela 2 - Valor da tensdo homogeneizada para o0 EVR com Vi=37%, considerando

inclusdo central ou 5 inclusdes aleatdrias

Discretizacdo MEC MEF Discretizacdo MEC MEF
EVR EVR
(Células) (Células)
Inclusdo central (MPa) (MPa)l  sinclusées (MPa) (MPa)
236 274,37 274,48 204 276,09 276,49
576 274,01 274,02 488 272,75 273,10
874 273,94 273,92 880 271,26 271,39
1084 273,89 273,89 1222 270,91 270,96

Fonte: Elaboracao do préprio autor.

Para representar graficamente a diferenca entre as tensées homogeneizadas
em funcdo do volume da incluséo e comparar os resultados entre o MEC e MEF, foi
criada a Figura 21. Nessa figura estdo os valores das tensbes homogeneizadas para
0os EVRs mais discretizados de cada caso. Tem-se o EVR (d) com Vi = 10% e EVR
(h) com Vi = 30%, ambos da Figura 15; e também o EVR (d) com Vi = 37% (central)
e EVR (h) com 5 inclusbes totalizando Vi = 37% (5 37%), ambos da Figura 18.
Observe a sobreposicédo das curvas MEC e MEF, representando a similaridade dos
resultados, e que a tensdao homogeneizada aumenta conforme o crescimento do

volume de incluséao.



124

Figura 21 - Tensdo homogeneizada para os EVRs mais discretizados
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Fonte: Elaboracao do préprio autor.

Para finalizar as compara¢cGes da convergéncia, estdo apresentados na Tabela
3 os valores finais do tensor constitutivo homogeneizado para o MEC e MEF. Esses
dados sao referentes ao EVR mais discretizado (1222 células) com 5 inclusoes,
totalizando 37% de volume de inclusdo. Analisando os resultados, percebe-se a

proximidade entre os dois métodos no valor do tensor constitutivo.

Tabela 3 - Tensor constitutivo homogeneizado para o EVR mais discretizado (5

inclusdes — 37%)

Flutuacbes periddicas (MEC) Flutuacbes periddicas (MEF)
Tensor constitutivo (GPa) Tensor constitutivo (GPa)
88,932 33,820 -0,4803 89,153 33,828 -0,4817
33,820 19,554 0,0968 33,828 19,426 0,1269
10,4803 0,0968 31,422 | -0,4817 0,1269 31,560

Fonte: Elaboracao do préprio autor.
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Por fim, comparou-se o tempo de processamento entre o0 MEC e MEF para a

malha (g), obtendo t,,.. /t,,, =0,55, onde t,.. € definido como o tempo necessario

para resolver o processo iterativo do EVR pela modelagem proposta e t, .. é o

tempo para resolver este processo pelo modelo de elementos finitos.

7.3 EVRs com diferentes volumes de vazios

Nesse item foi considerado um conjunto de RVEsS com um vazio ou varios
vazios definidos dentro da matriz para modelar o comportamento de materiais
porosos. Nos exemplos sera estudado como o volume de vazios (Vv) influencia no
comportamento do EVR. O processo é analogo aos exemplos com inclusdo. Tem-se
4 tipos de EVR: 10% de vazios, 30% de vazios, 37% de vazios (vazio central) e 5
vazios dispostos em posicbes aleatdrias, somando Vv = 37%. No Quadro 2 estédo
todos os dados utilizados nesse item. Os dados aplicados nesse exemplo sdo os
mesmos do Exemplo 7.1, a diferenca € a auséncia das inclusbes, como mostra o
Quadro 2. Lembrando que o vetor das deformacdes impostas aos EVRs, como
condicao inicial de contorno, é dado por:

{e}={e & &,}={-0,0015 0,0048 0,0006}.

Quadro 2 — Dados para os EVRs com vazios

Dimensdes do EVR LxLx0,1L
Condicao de contorno FIutHagoes
periodicas
Fator de tolerancia 106
Numero de incrementos 25
Médulo de Young da matriz 70 GPa
Coeficiente de_poisson da 0.2
matriz ’
Elastoplastico de
Modelo Adotado para a Matriz Von Mises com
encruamento linear
Tensao de escpamento da 243 MPa
matriz
Modulo de encr_uamento da 224 GPa
matriz

Fonte: Elaboracao do préprio autor.
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Primeiramente sédo analisados os EVRs com Vv = 10% e Vv = 30%. Na Figura
22 sdo apresentados esses EVRs, discretizados de 4 formas diferentes, sendo as
malhas (a) a (d) referentes ao EVR com Vv = 10%, que tem os seguintes dados de
discretizagdo: a malha (a) possui 196 células e 124 nos (40 elementos de contorno e
12 de interface); a malha (b) possui 540 células e 312 nés (64 elementos de
contorno e 20 de interface); a malha (c) possui 808 células e 456 nés (80 elementos
de contorno e 24 de interface) e a malha (d) possui 1098 células e 609 nos (92
elementos de contorno e 28 de interface).

As malhas (e) a (h) séo referentes ao EVR com Vv = 30%, onde: a malha (e)
possui 140 células e 100 nos (40 elementos de contorno e 20 de interface); a malha
(f) possui 384 células e 240 nos (64 elementos de contorno e 32 de interface); a
malha (g) possui 616 células e 368 nds (80 elementos de contorno e 40 de interface)
e a malha (h) possui 776 células e 456 nés (92 elementos de contorno e 44 de

interface).

Figura 22 - EVRs com volume de vazios Vv = 10% ou Vv = 30%

(e) | M)

Fonte: Elaboracéo do proprio autor.

Nas Figuras 23 e 24 estdo apresentadas as curvas tensdo homogeneizada x
deformacgéo para os EVRs com 10% e 30% de volume de vazios, respectivamente.

E importante notar o quanto a tensdo Y diminuiu ao se comparar a Figura 23 com a
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Figura 16. Isso foi devido a substituicdo de uma inclusdo elastica por um vazio,
diminuindo a rigidez do EVR. Ainda comparando as Figuras 16 e 23, pode-se
reparar o salto de tensé&o que acontece entre os EVRs (a) e (b). No caso de incluséo
o EVR (a) tem resultados préximos dos EVRs (b), (c) e (d). Ja no caso de vazios, a
discretizacdo mais pobre (EVR (a)) tem resultados de tensdo homogeneizada um
pouco diferente das outras discretizacfes. Porém, os resultados dos EVRs (b), (c) e
(d), sdo muito proximos, mostrando a convergéncia dos resultados. E importante
notar que o EVR (d) alcanca uma tensdo limite um pouco antes de toda a
deformacéo ser aplicada. Comparando as Figuras 23 e 24 é nitida a diferenca entre
as tensdes homogeneizadas, devido ao aumento do volume de vazio, diminuindo a
rigidez do EVR.

Figura 23 — Convergéncia dos resultados através do MEC (Vv = 10%)
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Fonte: Elaboracéo do proprio autor.
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Figura 24 - Convergéncia dos resultados através do MEC (Vv = 30%)
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Fonte: Elaboracéo do proprio autor.

Para apresentar as tensdes homogeneizadas do EVRs com Vv = 10% e Vv =
30%, foi criada a Tabela 4, onde se tem os valores das tensées homogeneizadas
para as 4 discretizacdes. Como néo foi possivel obter a tensdo homogeneizada final
para os EVRs (b) e (d), os valores de tensdo homogeneizada apresentados na
Tabela 5 sdo os resultados referentes a deformacéao de 0,00422.

No lado direito da Tabela 4, estdo os valores das tensées homogeneizadas
finais referentes aos EVR com Vv = 30%. A partir desses dados pode-se verificar a
convergéncia do método, que ndo é tao rapida, sendo apenas os valores referidos
as duas malhas mais discretizadas bastante semelhantes. Contudo, os valores

encontrados para a modelagem pelo MEC se comparam muito bem com a
modelagem do MEF.



129

Tabela 4 - Tensdes homogeneizadas para os EVRs com Vv = 10% e Vv = 30%

Discretizagdao MEC MEF Discretizagdao MEC MEF
EVR EVR

(Células) (Células)
w=10% (MPa) (MPa) W =30% (MPa) (MPa)
196 175,05 173,11 140 112,50 110,21
540 170,80 170,11 384 109,55 108,85
808 169,67 169,55 616 108,66 108,30
1098 169,29 169,28 776 108,41 108,18

Fonte: Elaboracéo do proprio autor.

Considere agora os EVRs apresentados na Figura 25. Com o objetivo de
observar como a distribuicdo de vazios influencia no comportamento do EVR, foi
adotado um EVR com vazio central (Vv = 37%) e outro com 5 vazios distribuidos de
forma aleatoria e um volume total de vazios de 37%.

As malhas (a) a (d) sao referentes ao EVR com vazio central, sendo que: a
malha (a) possui 152 células e 108 nos (40 elementos de contorno e 24 de
interface); a malha (b) possui 356 células e 228 nés (64 elementos de contorno e 36
de interface); a malha (c) possui 556 células e 340 nos (80 elementos de contorno e
44 de interface) e a malha (d) possui 690 células e 415 nés (92 elementos de
contorno e 48 de interface).

As malhas (e) a (h) sao referentes ao EVR com 5 vazios distribuidos de forma
aleatéria, onde os dados de cada malha sdo: a malha (e) possui 134 células e 107
nés (40 elementos de contorno e 48 de interface); a malha (f) possui 308 células e
218 nés (64 elementos de contorno e 72 de interface); a malha (g) possui 546
células e 357 ndés (80 elementos de contorno e 96 de interface) e a malha (h) possui

746 células e 473 nés (92 elementos de contorno e 116 de interface).
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Figura 25 - Discretizacfes para os EVRs com volume de vazios Vv = 37%,

considerando um vazio central ou 5 vazios aleatérios

@ e
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Fonte: Elaboracao do préprio autor.

Os graficos que representam o comportamento mecanico do EVR com vazio
central e o0 EVR com 5 vazios estdo apresentados nas Figuras 26 e 27,
respectivamente. Comparando-se o0s resultados aqueles referentes aos EVRs
representados na Figura 22 observa-se que pelo aumento do volume de vazios o
EVR fica menos rigido e com isso as tensdes homogeneizadas sdo menores. Com o
vazio centrado, apenas a malha (a) apresenta resultados um pouco diferentes da
malha mais refinada (d) (ver figura 26). Analisando o EVR com 5 vazios (Figura 27),
percebe-se que a malha (e) menos refinada apresenta resultados ruins e a malha (f)
ainda apresenta diferencas significativas com relacdo a malha mais refinada, porém

as duas malhas mais refinadas apresentam valores muito préximos.
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Figura 26 - Convergéncia dos resultados através do MEC (Vv = 37%)
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Fonte: Elaboracao do préprio autor.

Figura 27 - Convergéncia dos resultados através do MEC (5 vazios Vv = 37%)
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Fonte: Elaboracéo do proprio autor.

Na Tabela 5 estdo valores das tensbes homogeneizadas para cada malha
apresentada na Figura 25, considerando a modelagem em MEC e MEF. Observe
uma diferenca grande entre tensGes da malha com 134 células para a malha de 308
células (5 vazios), mostrando que uma malha pobre n&o gera resultados satisfatorios
em um EVR com vazios distribuidos. Os valores gerados pela modelagem do MEC
sdo préoximos do MEF, mas isso se torna mais evidente com o aumento da
discretizagdo. J4, ao se comparar os dados da Tabela 2 com a Tabela 5, perceba

como a tensdo homogeneizada diminuiu devido a substituicdo da incluséo por vazio.
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Tabela 5 - Valor da tensdo homogeneizada para os EVRs com Vv=37%

Discretizagdao MEC MEF Discretizagdao MEC MEF
EVR EVR

(Células) (Células)

Vazio central (MPa) (MPa) 5 vazios (MPa) (MPa)
152 92,24 90,93 134 103,33 93,43
356 90,36 89,87 308 89,81 85,86
556 89,49 89,42 546 85,69 83,70
690 89,54 89,31 746 84,03 82,51

Fonte: Elaboracéo do proprio autor.

Na Figura 28 sédo apresentadas as tensdes obtidas na direcdo Y, para a malha
mais discretizada dos 4 EVRs com volume de vazios. Tem-se o EVR (d) com Vv =
10% e EVR (h) com Vv = 30%, ambos da Figura 22; e também o EVR (d) com Vv =
37% (central) e EVR (h) com 5 vazios totalizando Vv = 37% (5 37%), ambos da
Figura 25. Observe que as tensdes homogeneizadas mudam muito em funcédo do
volume de vazios adotado e, comparando a disposicdo do volume de vazios a
mudanca também é grande. O aumento de volume de vazios de Vv = 10% para Vv =
30% diminui a tensdo em Y na ordem de 37%. Ja, a divisdo do Vv = 37% em 5
vazios com a totalidade de volume de 37%, diminui a tensdo em Y em 6,15% no
MEC e 7,61% no MEF; estes sdo valores modestos quando se fez a mesma
comparagdo no caso das inclusbes. E importante notar na figura (28) a Otima

concordancia que se tem nos resultados do MEC e MEF.
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Figura 28 - Tensdo homogeneizada para os EVRs mais discretizados
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Fonte: Elaboracao do préprio autor.

Na tabela 6 tem-se o valor do tensor constitutivo homogeneizado para a
modelagem no MEC e MEF. A condi¢do de contorno imposta ao EVR é em termos
de flutuacdo dos deslocamentos. Devido ao fato de ser considerado um fenémeno
dissipativo no EVR, como plasticidade, os tensores constitutivos nas células obtidos
com o MEC e o MEF sao semelhantes, mas ndo exatamente iguais. I1sso se deve ao
fato de que as correcdes de flutuacdes que séo calculadas no processo iterativo com
o MEC e o MEF ndo sédo exatamente iguais, 0 que geram correcdes de incrementos
de deformacgdes um pouco diferentes e, consequentemente, chegam-se a tensores
constitutivos nas células também um pouco diferentes. Ja, quando é considerado o
comportamento elastico dos materiais do EVR, o0s tensores constitutivos s&o
idénticos para o MEC e MEF.

Com relacao ao tempo de processamento, foi feita a mesma comparagao entre
MEC e MEF. Dessa vez foi analisada a malha (g) da Figura 25. A relacdo de tempo

necessaria para resolver o processo iterativo do EVR entre os dois métodos foi
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tuec /twer =0,46. Ou seja, o MEC tem um custo computacional menor que o MEF

quando a comparacdao é feita entre EVRs com vazios ou inclusdes.

Tabela 6 - Tensor constitutivo homogeneizado para o EVR mais discretizado (5

vazios — 37%)

Flutuacéo periédicas (MEC) Flutuacdes periddicas (MEF)
Tensor constitutivo (GPa) Tensor constitutivo (GPa)
22,256 2,8743 -0,8230]  [22191 29705 -0,9432]
2,8743 4,6020 -1,0333 2,9705 4,5874 -1,0136
.0,8230 -1,0333 4,4922 |  [-0,9432 -10136 4,5293

Fonte: Elaboracao do préprio autor.

7.4 Diferentes comportamentos do EVR com 5 inclusdes

Nesse item, considerando o EVR com 5 inclusdes, diferentes modelos
constitutivos serdo adotados para a matriz e as inclusdes, a fim de verificar como
isso influencia na resposta constitutiva homogeneizada do EVR. Para cada caso,
sera analisada a convergéncia dos resultados através do MEC da malha menos
discretizada (e) até a malha mais discretizada (h) da Figura 18. Primeiramente foi
adotado o modelo elasto-plastico perfeito para a matriz, mas a inclusdo permanece
com comportamento elastico-linear. O vetor das deformacfes impostas ao EVR,
como condicao inicial de contorno, é dado por:

{e}={e, & &,}={-0,0015 0,0048 O}. Abaixo estd 0 Quadro 3 que apresenta

os principais dados do EVR.
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Quadro 3 — EVR com 5 inclusGes e matriz no regime elasto-plastico perfeito

Condicao de contorno FIut_lJ,agoes
periddicas
Moédulo de Young da matriz 70 GPa
Coeficiente de poisson da 03
matriz '
Modelo Adotado para a Matriz Elasto-pla_snco de
perfeito
Tenséao de escoamento da 243 MPa
matriz
Moédulo de Yqung da inclusao 200 GPa
elastica
Coeficiente de poisson da 0.2
incluséo '

Fonte: Elaboracéo do proprio autor.

A curva tensdo homogeneizada x deformagdo em Y para as 4 malhas, esta na
Figura 29. Perceba que a malha menos refinada (e) jA apresenta resultados
préximos a malha mais refinada, sendo os resultados das malhas (f), (g) e (h) muito
proximos, mostrando a convergéncia, ou seja, a diferenca de tensGes € muito
pequena com o aumento da discretizacao.

Figura 29 - Matriz elasto-plastica perfeita e incluséo elastica

EVR (e) EVR (f) EVR (g) EVR (h)
300

0 1 2 3 4 5
Deformacao Y (x10?)

Fonte: Elaboracéo do proprio autor.

Nesse exemplo o equilibrio do EVR foi alcangado para todos os incrementos de
deformagéo, mas o0 mesmo n&do ocorreu quando a modelagem foi feita pelo MEF,

que convergiu até a deformagdo em y de 0,00442. Para comparar o resultado
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encontrado com os dois métodos foi criada a Tabela 7, onde tem-se a tensdo em y
do 22° incremento, referente a deformacédo de 0,00442. Note a semelhanca dos
resultados entre o MEC e MEF, desde a discretizacdo mais pobre até a malha mais

discretizada.

Tabela 7 - Valor da tensdo homogeneizada para os EVRs com Vi = 37%

Discretizagao MEC MEF
EVR
(Células)

5 inclusdes (MPa) (MPa)
204 263,68 263,52
488 258,40 258,26
880 255,81 255,62
1222 255,18 255,13

Fonte: Elaboracéo do proprio autor.

No segundo exemplo o comportamento do EVR com 5 inclusdes é governado
pelo modelo elasto-plastico de von Mises com encruamento linear, adotado para a
matriz e inclusdo. Os dados desse exemplo estdo apresentados no Quadro 4. Afim

de verificar a convergéncia dos resultados foi criada a Figura 30.
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Quadro 4 — Matriz e inclusdo com encruamento linear

Condicao de contorno FIut_lJ,agoes
periddicas
Moédulo de Young da matriz 70 GPa
Coeficiente de poisson da 03
matriz '
Elasto-plastico de
Modelo Adotado para a Matriz von Mises com
encruamento linear
Tensao de escpamento da 243 MPa
matriz
Modulo de enC(uamento da 2.24 GPa
matriz
Médulo de Young da inclusao 200 GPa
Coeficiente de poisson da 0.2
inclusao '
Modelo Adotado para a Elasto-plastlco de
) N von Mises com
inclusao -
encruamento linear
Tensao d_e escczamento da 350 MPa
inclusao
Moédulo de_: encryamento da 6.4 GPa
inclusao

Fonte: Elaboracao do préprio autor.

Figura 30 - Matriz e inclusdo com encruamento

EVR (e) EVR (f) EVR (g) EVR (h)
300
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0 1 2 3 4 5
Deformacao Y (x10)

Fonte: Elaboracéo do proprio autor.

Para comparar os dados da modelagem feita pelo MEC com o MEF, foi criada
a Tabela 8. Como néao foi possivel obter as tensbes homogeneizadas finais com o

MEF os dados da tabela séo referentes ao 20° incremento, referente a deformagéo
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de 0,00384. Contudo, o resultado entre os dois métodos foi préximo, independente

da discretizacéao.

Tabela 8 — Tens6es homogeneizadas para matriz e inclusdo com encruamento

linear
Discretizagao MEC MEF
EVR

(Células)

5 inclusbes (MPa) (MPa)
204 266,06 265,94
488 262,93 263,36
880 261,45 261,76
1222 261,09 261,24

Fonte: Elaboracéo do proprio autor.

A Figura 31 tem as curvas tensdo x deformag&o da malha mais discretizadas
do EVR com 5 inclusbes. Essas curvas séo as apresentadas nas Figuras 20, 29 e 30
e para comparar os resultados foram adicionadas as curvas obtidas pela modelagem
no MEF. Para facilitar o entendimento, os EVRs ficaram com a seguinte
nomenclatura e definicdo: no EVR (1) foi adotado o modelo elastoplastico de von
Mises com encruamento linear para representar o comportamento da matriz, e a
inclusdo com comportamento elastico (Figura 20); no EVR (2) tem-se adotado o
modelo elasto-plastico perfeito para a matriz, mas a inclusdo permanece com
comportamento elastico-linear (Figura 29); finalmente, no EVR (3) a matriz e
inclusdo sdo governadas pelo modelo elasto-plastico de von Mises com
encruamento linear (Figura 30).

Atraves dessa figura ficou nitida a diferenca de tensfes quando se adota o
comportamento elasto-plastico perfeito para a matriz e também a proximidade dos

valores entre 0 EVR com inclusédo elastica e o EVR com encruamento linear.
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Figura 31 — Tensdes homogeneizadas para os EVRs mais discretizados
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Fonte: Elaboracéo do proprio autor.

Um ponto a ser observado é gque nos exemplos com inclusédo a diferenca entre
a malha menos refinada para a malha mais refinada € menor do que em exemplos
com vazios.

7.5 Diferente comportamento do EVR com 5 vazios

Fazendo-se uma analise do EVR com 5 vazios, (ver malhas (e) até (h) da
Figura 25), considere agora o modelo elasto-plastico perfeito adotado para a matriz.
Analogamente ao exemplo 7.4, 0 que se espera é que o valor das tensdes caia
devido a menor rigidez da matriz. Para visualizar melhor os dados do exemplo, foi
criado o Quadro 6. O vetor das deformacdes impostas ao EVR € mesmo que foi

adotado para verificar a convergéncia dos EVRs com diferentes volumes de vazios:

{e)={s & &,)={-0,0015 0,0048 0,0006}.



Quadro 5 - EVR com 5 vazios e matriz no regime elasto-plastico perfeito

matriz

Condicao de contorno FIut_lJ,agoes
periddicas
Moédulo de Young da matriz 70 GPa
Coeficiente de poisson da 0.2

Modelo Adotado para a Matriz

Elasto-plastico

perfeito
Tensao de escoamento da 243 MPa
matriz
Médulo de enC(uamento da 2.24 GPa
matriz

Fonte: Elaboracéo do proprio autor.
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Na Figura 32 esta a curva tenséo x deformacéo para as 4 malhas diferentes da

Figura 25. Como ja foi observado nos exemplos com vazios, a malha menos

discretizada tem valores divergentes das demais. Note que para as malhas (g) e (h)

ndo foi possivel obter todos os pontos e que as curvas estdo praticamente

horizontais, significando que o limite de tensao foi alcancado.

Para comparar o resultado das tensées homogeneizadas entre o MEC e MEF

foi criada a Tabela 9. Analisando-se as tensfes obtidas pelo MEC na malha (g),

perceba que a tensao final esta no 20° incremento, referente a deformacdo de

0,00384. O mesmo nao ocorreu para o MEF, onde a tensao final obtida est4 no 16°

incremento, referente a deformacédo de 0,00307. Em razao disso, a Tabela 9 esta

com todas as tens6es em funcdo da deformacédo de 0,00307, afim de comparar 0s

resultados entre os dois métodos.



141

Figura 32 — EVR com 5 vazios e matriz elasto-plastica perfeita
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Fonte: Elaboracao do préprio autor.

Tabela 9 - TensGes homogeneizadas para matriz elasto-plastica perfeita

Discretizacao MEC MEF
EVR
(Células)

5 inclusdes (MPa) (MPa)
134 88,44 84,98
308 78,49 77,02
546 74,55 73,38
746 73,20 72,66

Fonte: Elaboracéo do proprio autor.

Na Figura 33 estdo as curvas tensdo x deformacdo para o caso em que a
matriz € governada pela modelo Elastoplastico de Von Mises com encruamento
linear (EVR 4), e também para o caso do modelo elasto-plastico perfeito (EVR 5).
Esses resultados sao referentes a malha mais discretizada da Figura 27 e 32, com o
acréscimo dos resultados obtidos na modelagem MEF. A partir do gréfico foi
possivel perceber a diferenca entre as tensfes entre o EVR (4) e EVR (5), que em
consequéncia da rigidez menor do EVR (5), observada quando o estado de
plastificagcdo € mais intenso, resultou em uma resisténcia menor do mesmo, ou seja,

apresentou tensodes finais abaixo do EVR (4).
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Figura 33 - TensGes homogeneizadas para os EVRs mais discretizados

EVR (4) MEC ——EVR (4) MEF
EVR (5) MEC —+—EVR (5) MEF
100

80
60
40
20

Tensao Y (MPa)

0 1 2 3 4 5
Deformacédo Y (x10-3)

Fonte: Elaboracéo do proprio autor.

7.6 Comportamento do EVR de acordo com as Condi¢cbes de Contorno em
Termos de Flutuagéo dos Deslocamentos

Nesse item foi analisado como as diferentes condicbes de contorno (ver
capitulo 6.5) influenciam no comportamento do EVR com 5 inclusdes, onde é
adotado o modelo elasto-plastico perfeito para a matriz, mas a inclusdo tem o
comportamento elastico-linear. As propriedades dos materiais desse EVR ja estao
apresentadas no Quadro 3, com a diferenca que as condicbes de contorno em
termos das flutuagbes dos deslocamentos vao variar entre: deslocamentos lineares
no contorno do EVR, flutuacdes de deslocamentos periddicos sobre o contorno e
forcas de superficie uniformes sobre o contorno. O grafico com as curvas tensao X
deformacédo esta apresentado na Figura 34. Todas as curvas tensao x deformacao
sao referentes a malha (h) mais discretizada da Figura 18. Nesse caso foi
adicionado distorcdo no vetor das deformacdes impostas ao EVR, logo, o vetor ficou

dessa maneira: {¢}={g &, ¢,}={-0,0015 0,0048 0,0006}.

Observe a Figura 34 e perceba que existe uma pequena diferenca entre as
tensdes homogeneizadas para cada condicdo de contorno, sendo em sentido
crescente de resisténcia: forcas uniformes, flutuacbes periddicas e deslocamento

linear.
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Figura 34 — Condicdes de contorno para EVR com 5 inclusdes
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Fonte: Elaboracéo do proprio autor.

A partir da Figura 34 foi possivel perceber que todas as curvas tém o 13° ponto
em comum (incremento de deformacédo), referente a deformacéo de 0,00288. Dessa
forma foi criada a Tabela 10, onde estdo os valores das tensfes homogeneizadas
para todas as condicbes de contorno, tanto para o MEC e MEF. Além disso foi
criada também a Tabela 11, em que esta apresentada os valores finais para cada
condicao de contorno e entre parénteses estd o valor da Ultima deformacgédo onde
ocorreu 0 equilibrio do EVR. Os valores das tensGes para essa deformacao estdo
muito proximos, ndo sendo assim possivel observar a diferenca de comportamento

entre as condi¢des de contorno.

Tabela 10 — Tensdes homogeneizada para a deformacéo de 0,00288

Deslocamento Linear Flutuagcdes Periodicas Forcas Uniformes
Modelo Tensdo Tensdo homogeneizada Tensdo
homogeneizada (MPa) homogeneizada
(MPa) (MPa)
MEC 240,44 239,39 239,52
MEF 240,77 239,78 239,72

Fonte: Elaboracao do préprio autor.
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Tabela 11 — Tensées homogeneizadas finais com o valor da respectiva deformacao

Deslocamento Linear Flutuacdes Periddicas Forcas Uniformes
Modelo  Tens&o constitutiva Tensao constitutiva Tenséo constitutiva
(MPa) (MPa) (MPa)
MEC 259,02 (0,00480) 252,53 (0,00403) 239,52 (0,00288)
MEF 253,95 (0,00365) 253,40 (0,00422) 239,72 (0,00288)

Fonte: Elaboracéo do proprio autor.

Na tabela 12 encontra-se os tensores constitutivos obtidos através do MEC,

relacionados com as tensfes homogeneizadas da Tabela 10.

Tabela 12 — Tensor homogeneizado para a deformacéo de 0,00288

o Deslocamento Linear Flutuac®es Periddicas Forcas Uniformes
% Tensor homogeneizado Tensor homogeneizado  Tensor homogeneizado
= (GPa) (GPa) (GPa)

100,83 32,303 10,1035 99,318 33,5585 -0,0025| |94,532 40,157 10,4716
8 32,303 42,301 -2,9089 33585 40,543 -2,8085| |40,157 33,813 -3,9532

= |0,1035 -2,9089 35,049 -0,0025 -2,8085 34,599 0,4716 -3,9532 34,073

Fonte: Elaboracao do préprio autor.

O dltimo exemplo analisa como as diferentes condicbes de contorno
influenciam no comportamento do EVR com 5 vazios (Figura 25). As propriedades
fisicas dos materiais estdo no Quadro 6. Analogamente ao exemplo anterior de 5

inclusdes, neste exemplo serd utilizada a malha (h) mais refinada e o vetor das
deformagdes impostas ao EVR é: {¢}={¢, ¢, &,}={-0,0015 0,0048 0,0006}.

Na Figura 35 estdo os resultados obtidos para o MEC e MEF em todas as
condicbes de contorno. A partir das curvas, percebe-se que quando se muda a
condicao de contorno, para o EVR com 5 vazios, a diferenca € bem maior do que a
mudanca no EVR com 5 inclusbes. Ficou mais nitido nesse exemplo como a
condicao de contorno aplicada no EVR influéncia nos resultados. Perceba também
que a modelagem do EVR pelo MEC obteve mais pontos na curva tensao x
deformacdo do que o MEF, ou seja, o MEC conseguiu erros menores que a
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tolerancia e com isso resolveu o problema do equilibrio do EVR em mais

incrementos de deformacao.

Figura 35 - Condig¢des de contorno para EVR com 5 vazios

—e—Deslocamento linear MEC Deslocamento linear MEF
Flutuacg6es periodicas MEC Flutuagdes periodicas MEF
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Fonte: Elaboracéo do proprio autor.

Pode-se observar que em todos os outros exemplos, a comparacdo entre 0s
resultados do MEC e MEF foram muito boas, apenas nesse exemplo, que 0s
resultados do MEF apresentam menores valores para a tensdo homogeneizada
final. No entanto, até esse valor final, os valores do MEF e MEC sao praticamente
idénticos. Isso pode ser devido ao fato de que o elemento finito utilizado é o
triangular, onde os deslocamentos séo aproximados de forma linear e, portanto, as
deformagbes sao constantes. Acredita-se que essa aproximacdo pobre para
esforcos néo permite que o célculo avance mais, como ocorre com o MEC.

Foram criadas tabelas analogas ao exemplo anterior. Na Tabela 13 estdo o0s
resultados obtidos na modelagem do MEC e MEF para as condi¢cdes de contorno,
todos referentes a deformacdo de 0,00288. Na Tabela 14 estdo as tensdes
homogeneizadas finais e a deformacdo correspondente estda entre parénteses.
Finalmente, na Tabela 15 estd o tensor constitutivo homogeneizado para a

modelagem no MEC em todas as condi¢des de contorno.
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Tabela 13 - Tensdes homogeneizada para a deformacéo de 0,00288

Deslocamento Linear Flutuacdes Periddicas Forcas Uniformes
Modelo Tensao Tens&o homogeneizada Tensao
homogeneizada (MPa) homogeneizada
(MPa) (MPa)
MEC 79,45 71,57 52,53
MEF 79,34 71,24 52,36

Fonte: Elaboracéo do proprio autor.

Tabela 14 - TensBes homogeneizadas finais com o valor da respectiva deformacéo

Deslocamento Linear Flutuacbes Periddicas Forcas Uniformes
Modelo  Tens3o constitutiva Tensao constitutiva Tensao constitutiva
(MPa) (MPa) (MPa)
MEC 91,07 (0,00403) 75,49 (0,00365) 55,23 (0,00326)
MEF 82,56 (0,00307) 73,76 (0,00346) 52,36 (0,00288)

Fonte: Elaboracao do préprio autor.

Tabela 15 - Tensor homogeneizado para a deformacéo de 0,00288

o Deslocamento Linear Flutuac®es Periddicas Forcas Uniformes
§ Tensor homogeneizado  Tensor homogeneizado  Tensor homogeneizado
= (GPa) (GPa) (GPa)

28,861 15,0561 0,3280 28,036 4,8134 -0,2706 21,410 18,9207 -0,0322
8 50561 21,496 0,5643 48134 12,110 -1,0954 8,9207 10,452 10,0318

= |0,3280 0,5643 8,8189 -0,2706 -1,0954 5,6105 -0,0322 0,0318 14,3571

Fonte: Elaboracéo do proprio autor.



147

8 CONCLUSAO

Uma formulacdo do MEC para analisar microestruturas heterogéneas,
considerando fendmenos dissipativos, € apresentada no contexto da analise em
multi-escala. Nesse tipo de analise o comportamento do material ndo € governado
por um modelo constitutivo, mas definido pela resposta homogeneizada do EVR
(Elemento de Volume Representativo) que representa a microestrutura do material.

Nesse trabalho, ndo foi realizada uma anélise em multi-escala da estrutura,
somente foi considerada a analise no nivel da microestrutura do material. O EVR, é
modelado como uma chapa em sub-regifes, onde vazios e inclusées podem ser
definidos na matriz, isto é, as sub-regibes podem ter diferentes modulos de
elasticidade e coeficiente de Poisson e um campo inicial de for¢as é considerado na
formulacédo para levar em conta o fendmeno dissipativo. Para resolver o problema, o
contorno externo e interface foram discretizados em elementos e o dominio das sub-
regibes em células onde funcdes lineares foram adotadas para aproximar 0s
deslocamentos enquanto para as for¢cas normais iniciais foi assumida constante
sobre a célula.

Na analise em multi-escala as condicbes de contorno sdo sempre dadas por
deslocamentos lineares computados a partir da macro deformacéo, isto é, os
esforcos no contorno sdo reagdes devido aos deslocamentos impostos. Além disso,
para garantir a consisténcia energética entre a macroescala e microescala, usa-se o
Principio de Macro-Homogeneidade de Hill-Mandel, a partir do qual a equacédo de
equilibrio do EVR ¢é obtida. Portanto, o campo de deslocamento final no EVR é
obtido somente apds resolver o problema do equilibrio no EVR em termos das
flutuacbes dos deslocamentos, de acordo com o modelo de multi-escala proposto
em Souza Neto e Feijoo (2006).

Para resolver o problema de equilibrio no EVR, condi¢cbes de contorno
adicionais em termos das flutuacdes dos deslocamentos devem ser impostas ao
EVR, sendo consideradas nesse trabalho trés condigcbes de contorno diferentes,
levando a trés modelos de multi-escala distintos. Entdo, adotando técnicas de
homogeneizagdo, os valores homogeneizados para tensdao e tensor constitutivo
podem ser calculados, ap0s a convergéncia do processo iterativo do EVR ser

alcancada.
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Nos exemplos numéricos, diferentes EVRs sujeitos a deformacfes
representativas foram analisados, onde a desempenho da formulacdo proposta foi
confirmado comparando a tensédo e tensor constitutivo homogeneizado com a
formulagdo desenvolvida em De Souza Neto e Feijoo (2006) e Fernandes et al.
(2015a, b), pelo Método dos Elementos Finitos (MEF). Em um trabalho futuro,
acoplando-se essa formulagdo a um modelo do MEC para analise do macro-
continuo, a analise em multi-escala de estruturas composta por materiais
heterogéneos pode ser realizada usando somente o Método dos Elementos de
Contorno. Como a analise em multi-escala é muito cara computacionalmente, &
muito importante investigar diferentes formulacdes, a fim de obter um modelo
numérico menos caro computacionalmente, mas ainda preciso.

Nos exemplos numéricos, com relacdo a influéncia do volume de inclusbes e
vazios no comportamento do EVR, percebe-se que a diferenca de tensdes
homogeneizadas é mais significativa quando se aumenta o volume de vazios, ou
seja, os vazios influenciam mais na rigidez do EVR do que as inclusées. Como
esperado, o aumento do volume de inclusdo leva a um aumento da rigidez e da
resisténcia do EVR, enquanto que o aumento do volume de vazios o torna menos
rigido e resistente. Também foi observado que a disposicao das inclusdes de forma
aleatéria ndo altera significativamente os resultados quando comparado a uma Unica
inclusdo centrada. Porém, quando a mesma analise é feita com vazios distribuidos
aleatoriamente, foi notado que uma malha pouco refinada ndo produz resultados
satisfatorios e que a disposicdo aleatéria do volume de vazios diminui
consideravelmente a rigidez do EVR. Outro ponto importante que influenciou nos
resultados foi adotar o comportamento elasto-plastico perfeito para a matriz, que,
como esperando, diminuiu o valor das tensbes homogeneizadas. Finalmente, foi
observado que a escolha das condi¢cdes de contorno aplicadas na microescala é
decisiva nos resultados em uma analise em multi-escala. Como esperado, um
comportamento mais rigido e resistente é obtido quando se adota deslocamentos
lineares no contorno do EVR e chega-se a respostas mais flexiveis e menos
resistentes quando se considera forgas uniformes no contorno do EVR.

O custo computacional da modelagem proposta foi comparado ao modelo de
elementos finitos desenvolvido em Fernandes et al. (2015a, b), para evidenciar uma
vantagem importante do modelo de elementos de contorno. Foi observado que o

tempo de processamento para resolver o processo iterativo do EVR pelo MEC foi
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menor do que o MEF. Isto € muito importante, porque quando € realizada uma
analise em multi-escala varios EVRs devem ser resolvidos para cada iteracdo do
problema do macro-continuo.

Portanto, de maneira geral, pode-se concluir que a formulacao desenvolvida foi
capaz de simular o comportamento de microestruturas heterogéneas considerando-
se nao-linearidade fisica, com resultados préximos ao MEF, um método ja

consolidado, o que nos permite validar a formulagéo proposta.
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ANEXO A — EQUACOES BASICAS E EXPRESSOES FUNDAMENTAIS

FERNANDES, G. R. Introducdo ao método dos elementos de contorno —
MEC. lIha Solteira, 2005.

Al Estado plano de tenséo e deformacao

A.1.1 Estado plano de tenséo

Como a micro-estrutura ou EVR é modelado através de uma analise plana, as
equacgdes sao particularizadas para os estados planos de tenséo e deformacao.
As tensdes podem ser obtidas pela equacéo (2.5), mas substituindo-se o - por

v':v/(1+v), sendo assim o valor de G permanece inalterado. Portanto, a equacao

(2.5) pode ser escrita da seguinte forma para estado plano de tensao:
E
Oy = 2 [ngké}j +(1_V)5ij :I (A.1)
(1-v*)

Al.2 - Estado plano de deformacéo

Para o estado plano de deformacdo, as equacbes (2.4), (2.5) e (2.7) séo

vélidas apenas mudando a variagdo dos indices i, j, k dela3 parala?2. A

equacdao (2.5) pode ser escrita na seguinte forma matricial:

O-ll 1—V v O (911

o :(l+v)|(51—2v) v 1l-v 0 &y (A.2)
o 0 0 (I-2v)||&y
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A2 Expressdes fundamentais para equacao integral do deslocamento para um

ponto interno

As expressoOes fundamentais contidas na equacao (4.24) séo descritas por:

: 1 , .
uki_m[—@—w)ln S+t ik=12
: 1 , ar
Py —_m{[(l_zv )5|k +2r, 1, on +
—(1-2v")[nr, -n.r,. ]} k=12

. 1 or
__ -2 Ls r.
i 872'(1—V')Gr|:( V)[én k'+r'nkj+

or :
—r, N +2r,, r,i%} k=12
£ =— 1 [(1—2v')(r,.5.+r,.5.)+
“ 8z(1-v')Gr e
—Fy Oy + 20, 1Ty k.1, =12

£ V' [
9 4z (1-v")Gr?

é‘ik_zr’i r’k] k,i,j:1,2

14

onde G=Gt e v'= F , pois se trata do estado plano de tenséo.
14

(A.3)

(A.4)

(A.5)

(A.6)

(A7)

Na deducdo das expressdes fundamentais sdo consideradas as seguintes

relacdes:
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r =4 (p)-%(0)] ~[%(p)-% ()] ;
or

5kjnj:nk;
5klr’I:r’k;
or,, 1
Skt S I
By (p)rL 0T

A3 Expressdes fundamentais para equacdo integral da derivada dos
deslocamentos para pontos do dominio

No processo de derivacdo da equacéo (4.24), novas expressdes fundamentais
sao obtidas. As equacdes descritas a seguir sdo utilizadas para a deducédo dessas
novas expressoes:

or,, or,, 1
—_ ——={s —r,r,\m
om(q)  ox, (P) Ay =rurjm,

e Hh
om(q)\ on rl? on)

Portanto, as expressdes fundamentais contidas na equacédo (4.25) sao

descritas da seguinte forma, onde k.1, J =12
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Py = 1 > ﬂ —2(1—21/')ﬂ5ik+8r,i r,kﬂ+
om  4z(1-v')r* (on om om
+2r, . m, +2r, mk]+(1—2v')[—2nkr,i §—r+2nir,k aa_r+
m m
+njmj5ik—nimk+nkmi]+2r,i I, njmj} (A.8)
ou,, 1 or or
i _ 3-4dv')—4, —mr, —-mr, +2r,.r, —
om 872G (1_V-)r [( v )8m ki k k k 8m} (A.9)
08 _ ! — (1—2v')(5kinjmj +n.m —2nkr,iﬂ—25kiﬂﬂ)+
om 8z(1-v')Gr om om on
or or or or
+2r,. | n.—+r, mn. |-nm +2—(r,,m +r, m )+8r, r, ——
k( |8m i j j) ik an( ik k |) k |am an} (A.lO)
\ 1 ,
Eyiil 816 (1—v')r2 {(1_2‘/ )[5jI5k| +5i|5kj _25k.r,1 ry _25kjr7| rn}'

~ ' 4 . ~
onde G=Gt e v'= F , pois se trata do estado plano de tenséo.
14

Observe gue ndo havera problemas de singularidade na integral de dominio
envolvendo os deslocamentos, pois quando o ponto de colocacao pertencer a célula

a ser integrada, tem-se que v =v, e, portanto, a integral ndo precisa ser calculada.

Logo, pode-se dizer que:

* 8g*i. )
P J U; ( p)gkij,j (CL p)dQS = J. U ( p)ﬁ(q’ p)dQS (A.12)
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Assim, derivando-se a expressao fundamental contida na equacéo (3.54), tem-

se:

ag:ij,j _ v |: or

- om

om 27z(l—v')('_5r3 (G4 —4r, r’k)+ Foi My + 1oy mi} (A.13)

A4 Relacbes trigonométricas

Para a deducao dos termos livres foram utilizadas as seguintes relagbes

trigonométricas:
cos(&—y) = cos y cos &+ senysend (A.14a)
sen(6—y)=—cos@seny +sendcos y (A.14b)
cos(@+y)=cos@cosy —sendseny (A.14c)
sen(@+y ) =cos@seny +sengcos y (A.14d)
1+cos26
cos’ 6 = — (A.14e)
1—-cos 26
sen’ = ———— (A.14f)
2
sen26 = 2send cos (A.149)
cos 20 =1-2sen’d (A.14h)
cos(6)=cos(-0) (A.14i)

sen(60) =—sen(—0) (A.14))



