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Resumo

Utilizamos as abordagens de potencial e massa efetiva e a de espaco de fase quan-
tico para caracterizar propriedades da molécula magnética de Fe8. Na abordagem
de potencial e massa efetiva obtemos a altura da barreira do estado fundamental,
o hiato de energia devido ao tunelamento, a medida da temperatura de crossover,
o campo magnético de pareamento de niveis e o de saturagao. Na descricao de
espaco de fase quantico, estudamos qualitativamente as correlacoes entre o par de
variaveis envolvidas através das funcoes de Wigner e Husimi, calculamos o hiato de
energia associado ao tunelamento e fornecemos uma medida via funcional de entro-
pia para a correlacao entre as varidveis momento angular e angulo e sua respectiva

intepretacao.

Palavras Chaves:

Areas do conhecimento: Fisica quantica; fisica atomica e molecular; mecanica quan-

tica no espaco de fase discreto; funcao potencial e massa efetiva.

il



Abstract

We have used an angle-based description and the quantum discrete phase space
formalism to characterize Fe8 cluster properties. Through the angle-based approach
we have calculated the the ground state barrier height, the energy splitting of the two
lowest levels, the crossover temperature, the matching and the saturation magnetic
field intensities. With the quantum phase space approach we also have used the
energy splitting in order to study the spin tunneling of the lowest energy levels, a
qualitative and a quantitative way to show the correlations between the angle and

angular momentum variables via the Wigner and Husimi functions.
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Capitulo 1

Introducao

Nas ultimas décadas o tunelamento quantico em sistemas de spins vem atraindo
grande interesse [1]-[32]. Este fenomeno fisico, que estd associado em grande parte
dos casos ao tunelamento de um grau de liberdade coletivo relacionado a direcao do
momento angular de um sistema, pode ser interpretado como a passagem da funcao
de onda daquele sistema através de uma barreira que separa dois minimos de uma
funcao potencial — associada a orientagao espacial do sistema em estudo. Os valores
dos niimeros quanticos associados as varidveis de interesse destes sistemas nos cha-
mam a atengao porque eles estao em um dominio que possibilita estudar/esclarecer
conceitos fundamentais na fronteira entre a fisica quantica e a classica [29]-[32], o
que os torna objeto de grande interesse. Além do interesse relacionado aos concei-
tos fundamentais da fisica quéntica, o estudo da dinamica de magnetizacao desses
objetos pode sugerir também novas aplicagoes de interesse tecnologico [33, 34, 35].

Inicialmente, o tunelamento de spins foi tratado teoricamente através de diversas
abordagens como, por exemplo, o uso de uma adaptagao do método WKB para
observar o fenomeno de tunelamento no limite semiclassico considerando grandes
valores para o momento angular [1, 2|; através do uso de integrais de Feynman
usando uma representacdo de estados coerentes de su(2) [3] ou o formalismo de
integrais de Feynman no espago de fase [4, 5|; utilizando estados coerentes de su(2)
de forma a estabelecer uma correspondéncia entre o espectro de energia obtido a
partir da diagonalizagao da hamiltoniana do sistema de spins com os niveis de energia
de uma particula movendo-se em um potencial efetivo [6]; e ainda através de uma

proposta que estuda o hiato de energia de dubletos de niveis de energia associados



a fungoes de onda que sao construidas a partir de expressoes similares a equagoes
diferenciais obtidas a partir de relagoes de recorréncia associadas aos elementos de
matriz da hamiltoniana de partida [7, 8|. Contudo, possiveis ampliagoes/aplicagoes
dos conceitos envolvidos nas abordagens propostas [1]-[6] esbarravam na dificuldade
de testar aquelas teorias em um sistema, fisico realistico devido a auséncia destes.

Nos anos mais recentes, a quimica molecular produziu um grande impacto no
campo do magnetismo devido a possibilidade de producao de novos aglomerados ma-
gnéticos que sao tteis tanto para testar ideias e fundamentos, como o tunelamento
de spin, quanto para propiciar novas solu¢oes de interesse tecnologico [33, 34, 35|.
Do ponto de vista experimental, dentre as diversas vantagens dessas novas moléculas
magnéticas destaca-se o fato de elas serem produzidas sempre com a mesma estru-
tura cristalina, forma, tamanho e orientacdo. E isto que permite aos experimentais
estabelecer medidas muito precisas de parametros fundamentais que caracterizam
esses aglomerados como o spin da molécula, sua anisotropia magnética e as intera-
¢oes intra e inter-aglomerados, ao contrario do que acontece, por exemplo, com as
particulas ferromagnéticas nas quais nao ha um controle significativo em sua produ-
¢ao, o que dificulta o estudo de suas propriedades estruturais. Consequentemente,
essas moléculas sao objeto de grande interesse sob varios pontos de vista, como o0s
previamente mencionados.

A primeira dessas novas moléculas magnéticas produzida, que possuia um com-
portamento semelhante ao das nanoparticulas magnéticas, o acetado de manganés
Mn12-Ac |9], figura 1.1, foi objeto de uma série de trabalhos|10, 13, 21, 22, 23, 34| re-
lativos ao estudo do processo de tunelamento de spin a temperaturas suficientemente
baixas [10], sendo que tais temperaturas sao necessarias para que as contribuigoes
quanticas sejam significativas quando comparadas com as de origem térmica. Desta
forma, vérias propriedades desta molécula foram determinadas e sua descricao quan-
tica pode ser elaborada.

Devido a sua grande anisotropia magnética uniaxial a primeira proposta de uma

hamiltoniana fenomenolégica capaz de descrevé-la foi
H=-DJ?

onde % = —0,7 Kelvin (K) é a anisotropia magnética e kg é a constante de Boltz-
mann. Contudo, a hamiltoniana, nesta primeira aproxima¢ao, nao possui termos

responsaveis por transicoes entre os niveis de energia. Logo, esta hamiltoniana nao



Figura 1.1: Estrutura do acetado de manganés. Os simbolos maiores sdo os ions de

manganés e os demais sao acetatos ligantes e oxigénios [10].

é suficiente para estudar o processo de tunelamento de spin se considerarmos que
as contribuicoes relevantes devem ter origem quantica. Entretanto, mesmo nesta
situagao, efeitos térmicos sempre podem ser considerados e o tunelamento de spin
pode ser estudado. Neste sentido, abordagens teoricas foram desenvolvidas para
tratar o processo de tunelamento de spin quando os efeitos térmicos sao dominantes
[11, 12].

A simetria tetragonal do acetado de manganés permite apenas uma pequena
anisotropia transversa de quarta ordem (ou maior) e assim pode-se reescrever sua

hamiltoniana fenomenologica [13] como

H=-DJ+BJ+C I+,



sendo 2 = —0,56 K, £ = 1,1 x 107 K e £ = 43 x 107° K. Mesmo assim, o
pequeno valor do coeficiente que representa a anisotropia transversa, C, existente
na hamiltoniana fenomenoléogica, nao ¢ capaz de produzir significativamente uma
mudanca de estado por tunelamento [14].

A molécula magnética de Fe8, figura 1.2, sintetizada primeiramente em 1984

por Wieghardt et al [15], por sua vez permitiu a ampliacio do estudo experimental

Figura 1.2: Estrutura da molécula de Fe8. As setas representam a composi¢ao dos spins.
[16]

da contribuicao de origem puramente quantica do processo de tunelamento de spin
[16]-]27]. A molécula de Fe8, assim como o Mn12Ac, possui momento angular J =
10A e por possuir uma anisotropia magnética biaxial é descrita pela hamiltoniana
fenomenologica

H=DJ+E(J:-J2),



com % =—0,270 K e % = 0,046 K [17] sendo as medidas das anisotropias para-
lela e transversa respectivamente. Alguns experimentos posteriores a esta proposta
sugerem a inclusao de um termo adicional na hamiltoniana fenomenologica para
representar pequenas contribuigoes de quarta ordem para a anisotropia [18]. Os
efeitos quanticos associados ao processo de tunelamento de spin sao melhor obser-
vados nesta molécula porque o termo que representa a anisotropia transversa na
hamiltoniana tem uma contribuicao significativa. Ainda, medidas experimentais re-
velam que a molécula de Fe8 tem uma barreira em torno de 22 K, e no que tange
o processo de tunelamento de spin, os efeitos de origem quéntica sao dominantes
sobre os de origem térmica quando a molécula é resfriada a temperaturas abaixo
de 0,35 K (temperatura de crossover) |17, 19]. Outra observacao experimental im-
portante é registrada quando um campo magnético de intensidades miltiplas de
AH) ~ 0,22 T ¢ aplicado na direcao paralela ao eixo de anisotropia da molécula
produzindo a formagdo de pares de niveis (em lados opostos de uma barreira de
potencial) [17, 19, 20].

Com base nos dados apresentados, escolhemos a molécula de Fe8 como o can-
didato a ser estudado através de nossas abordagens, pois é nela que foi verificada
experimentalmente a existéncia do tunelamento de spin e consequentemente a im-
portancia de contribuicoes quanticas relacionadas a este processo. Para desenvolvi-
mento de nossos calculos em ambas abordagens vamos estudar a molécula de Fe§
no regime de temperatura que admita que as mudancas de estado apenas ocorram

através do fendmeno de tunelamento.

No capitulo 2 apresentamos a abordagem de potencial e massa efetiva pela qual
obtemos uma hamiltoniana efetiva com a qual podemos fazer uma andlise dos niveis
de energia e obter de forma consistente alguns parametros que sao caracteristicos
da molécula de Fe8, como a altura da barreira, o hiato de energia associado ao tu-
nelamento de spin, o campo de pareamento de niveis e a temperatura de crossover.
Enfatizamos que uma vantagem desta abordagem ¢ possibilitar uma anélise quali-
tativa do sistema fisico através de uma funcgao potencial e uma massa efetiva. Outra
vantagem do uso de um potencial efetivo é a possibilidade de reduzir o sistema de
spins ao estudo de uma ’particula’ movendo-se em um potencial unidimensional,
dependente apenas da variavel angular polar, o que permite o uso de métodos ade-

quados bem conhecidos da mecanica quantica para estudar o espectro de energia do



sistema. Com o objetivo de estudar o tunelamento de spin, van Hemmen e Siito [1] e
Ulianov e Zaslavskii [6] também apresentam em seus respectivos formalismos um po-
tencial efetivo. Contudo, os valores obtidos por van Hemmen e Siito para o hiato de
energia dos dubletos mais baixos sao pouco precisos, além de considerarem o limite
de J — oo desde o inicio. Ulianov e Zaslavskii, por sua vez, exibem uma proposta
elegante para o cédlculo do tunelamento de spins, porém o método apresenta boa
precisao somente para o dubleto do estado fundamental tornando-se praticamente
invalido para o célculo do tunelamento dos estados mais excitados. Enz e Schilling
|4] abordam o problema através do método de integragdo funcional envolvendo o
operador fase que, sem considerarem a fase de Solari-Kochetov [36, 37|, estimam
resultados pouco precisos para o tunelamento de spin. O diferencial em nossa pro-
posta é que nela podemos estimar com boa precisao o hiato de energia associado ao
tunelamento de spin para todos os estados de energia, com ou sem a presenca de um
campo magnético externo paralelo ao eixo de anisotropia da molécula. Em nossa
proposta de tratamento, enfatizamos que a massa efetiva que obtivemos carrega
algumas informagoes associadas as caracteristicas da molécula pois dela também
extraimos o campo de pareamento de niveis. Uma massa efetiva também foi obtida
por van Hemmen e Siito, porém nao h& uma analise das implicacoes fisicas extraidas
de sua expressao, como a realizada nesta tese.

No terceiro capitulo apresentamos uma proposta de tratamento da molécula de
Fe8 num espacgo de fase quantico discreto que permite descrever o fenémeno de tu-
nelamento de spin através de uma dinamica num espaco de fase quantico discreto
envolvendo fungoes de Wigner e/ou distribui¢oes de Husimi associadas ao operador
densidade — no nossa caso para dois casos particulares. Com o uso destas func¢oes
construidas no espaco de fase ¢ possivel visualizarmos qualitativamente as correla-
¢oes entre o par de variaveis momento angular e angulo; também podemos extrair
informacgoes quantitativas da fungao de Wigner ou da Husimi como, por exemplo,
calcular uma funcao de correlacao temporal que permite obter o hiato de energia
de qualquer dubleto de niveis, calcular as distribuicoes marginais de angulo e de
momento angular. Ainda, usamos e interpretamos uma medida de correlacio entre
as variaveis de momento angular e de angulo através de um funcional de entropia.

Essa descricao comparada as propostas de van Hemmen e Siito, Ulianov e Zas-
lavskii, Enz e Schilling, Garg e a nossa — de potencial e massa efetiva — tem a

caracteristica marcante de permitir estudar as propriedades fisicas de sistemas de



spins, como o estudado aqui, associadas ao par de varidveis complementares, mo-
mento angular e angulo, ao invés de apenas uma delas. Outra caracteristica dessa
abordagem é que ela nao apresenta aproximacoes em seu desenvolvimento tedrico.
Ademais, foi estudada recentemente a viabilidade de explorar, com a descricao de
espaco de fase quantico, dreas como a de informagao quéantica [52], teleporte quén-
tico [53, 54, 55, 56, 57|, tomografica quantica [53, 58, 59| e computagido quantica
[60], o0 que revela que esta descri¢cao pode cobrir diversas areas da fisica que vém re-
centemente despertando grande interesse dos fisicos. Em seguida, o ultimo capitulo

é destinado as conclusoes.



Capitulo 2

A descricao da molécula magnética
Fe8 via formalismo de potencial e

massa efetiva

Uma descricao teorica alternativa — para alguns sistemas de spins — as abordagens
encontradas na literatura [1]-[8] que considera em boa medida efeitos inerentemente
quanticos, pode ser realizada através do formalismo potencial e massa efetiva [28].
Tal abordagem consiste em tratar graus de liberdade coletivos de alguns sistemas de
spins através de uma funcao potencial associada a uma variavel angular, bem como
de uma fungao de inércia (massa) efetiva — também dependente da variavel angular.

Como uma das virtudes deste formalismo é permitir descrever alguns sistemas de
spins, como a molécula de Fe8, através de uma funcao potencial e uma massa efetiva,
podemos, como conseqiiéncia da posse destas funcoes, utilizd-las para calcular um

possivel tunelamento de spins, caso o sistema de interesse manifeste esse fendémeno.

2.1 Formalismo

A abordagem de potencial e massa efetiva que usaremos tem como ponto de partida
o formalismo que trata de fenomenos coletivos de muitos corpos conhecido como
Método de Coordenadas Geradoras (MCG) [40]. O MCG ¢é um método variacional,
desenvolvido inicialmente em fisica nuclear, que permite descrever o grau de liber-

dade coletivo que se quer estudar com a vantagem de considerar outras contribui¢oes



de natureza quantica além daquelas devidas somente a célculos semiclassicos. O grau
de liberdade que vamos estudar na molécula de Fe8 serd a orientagao do momento
magnético. Entao, aliado ao MCG, para o estudo desta mudanca de orientacao es-
pacial do momento magnético no Fe8, podemos utilizar os estados coerentes de su(2)
[3] — que apesar de ndo ortogonais, sdo supercompletos — que sdo uma ferramenta
matemaética que representa muito bem esse grau de liberdade que podem, por sua

vez, ser escritos em termos dos estados de base do momento angular |7, m) [43],

i NS
: —j 27 \? jim
i) = (B S () i),

m=—j

onde z é uma variavel complexa dada aqui por

(3)e
z=tan (=) e .
2

Os angulos « e £ estao associados, respectivamente, as orientacoes polar e azimutal
na representacao espacial de coordenadas esféricas.

O valor esperado da energia obtido a partir de um hamiltoniano que descreve
uma grande familila de sistemas de spins, como o que serd abordado nesta tese, pode

ser obtido com o uso do estado coerente acima
(d,0,€|AT. + BIZ + C(J5 +32)| j, o, ) = H(j, ,€). (2.1)

A partir da expressao obtida em (2.1) podemos encontrar um caminho de extremo,
que é uma linha de minimo, ao longo do qual o momento magnético pode mudar a
sua orientacao. Entao, a partir da expressao obtida acima obtemos, depois de um
calculo direto mas tedioso, o valor { = 7 quando C' > 0 (ou { = 0 quando C' < 0),
para a variavel angular azimutal que satisfaz tal condicao de extremo e que define

assim um plano no qual a expressao

71'
H (g.0.5)
]a2

representa um caminho minimo de energia, como func¢ao do angulo polar (), que o
momento magnético percorre. Com o objetivo de incorporar mais efeitos quanticos —
provenientes de contribuicoes nao-locais — associados ao nosso grau de liberdade de

interesse, vamos considerar também elementos de matriz nao-diagonais da variavel



angular o no plano de minimo, ou seja, com § = 7 fixo, originando assim o nticleo

de energia abaixo

(.o, 5[H]j.0.3) = Haa). (22)

Ainda, seguindo os procedimentos tipicos do MCG, além do niicleo de energia acima,

precisamos calcular o nicleo de superposicao, que no presente caso é dado por

o
<j, O/,g 7 a,g> = cos¥ <a 5 a > (2.3)

E a partir destas duas tltimas expressoes que o0 MCG é desenvolvido. Agora, para

eliminar eventuais inconsisténcias cinematicas inerentes ao MCGQG, pode-se utilizar
uma nova representacao [38] — ortogonal e discreta — para descrever o sistema fisico.
No presente caso, essa representacao é obtida por meio de uma transformada de

Fourier que diagonaliza o nicleo de superposi¢ao, expressao (2.3),

/ G, ol @) up(e)da! = Ayug(a),

o0

onde

27N

A = NN N RNE — k)

e up(a) = e sdo, respectivamente, os autovalores e os auto-estados do nticleo de
superposicdo e —j < k < j. Estes auto-estados ui(a) compdem a base ortonorma-
lizada no espago de dimensao N = 275 + 1. Nesta base ortonormalizada projeta-se a
superficie de energia, expressao (2.2), obtendo-se assim um novo nucleo de energia

na variavel discreta de momento angular k

i ’ ’ H(Oé Oé/)
k k 5 o’ +a) (K kJ) — (Oc —a)(k'+k) ) dad /‘ 924
/7r / 27T\/ )\k)\k’ aada ( )

Como a utilizagao da variavel angular na descri¢ao via potencial e massa efetiva
€ mais conveniente e natural no presente contexto, em lugar do momento angular
realiza-se mais uma dupla transformada de Fourier finita [28] na expressao (2.4),

cujo hamiltoniano resultante é expresso entao em funcao das variaveis angulares

1 :
H(m,m') = o Z "0 H (k, k' )e ™ Om' (2.5)

10



2mm
N-1

com —j < m < j. Vale ressaltar que é a partir da expressao (2.5) que extraimos

onde a variavel angular discreta desta transformada é representada por 6, =

o potencial e a massa efetiva. Outra observagao importante é que ao tomarmos
o procedimento acima descrito para tratar graus de liberdade coletivos de alguns
sistemas de spins, a variavel angular discreta surge naturalmente, ou seja, da variavel
angular continua original utilizam-se apenas (2j + 1) valores, igualmente espagados

no intervalo [—m, 7], para descrever a variavel angular.

Agora, a partir de uma analogia com a expressao que identifica um potencial e
uma massa efetiva no tratamento de Weyl-Wigner [61] das varidveis continuas (z, p)
¢ que vamos obter uma expressao da qual podemos extrair o potencial e a massa
efetiva em funcao do angulo discreto. Primeiramente, partindo da transformada de
Weyl-Wigner vamos estabelecer a série dos momentos da superficie de energia para
o caso do continuo. Para tal, consideremos a transformada de Weyl-Wigner para
um hamiltoniano escrito as custas da soma e diferenca das variaveis de coordenada

rzedx

. /

/ . . L. . .
onde X = ¥ Asgsim, expandindo em série a exponencial dentro da integral na
2 b

variavel de momento, p,

pode-se identificar os coeficientes da expansao com sendo os n-ésimos momentos da

superficie de energia
Py (X) = / H(X,5— o) o (o — 'yd(z — o), (2.6)
n!

na qual somente os valores pares de n contribuirao, pois, admitindo-se que nessa
série seja possivel n assumir valores impares, haveria uma quebra de simetria de re-
versao temporal. Nessa expansao, o momento de ordem zero é identificado com uma

funcao potencial, pois depende somente da varidvel X, enquanto que do momento de

11



ordem dois obtemos uma massa efetiva, pois a expressao é identificada como sendo

o coeficiente de p?.

Entao, vamos usar esse procedimento envolvendo momentos da superficie de

energia obtida em (2.5) para extrair um potencial e uma massa efetiva associados

m+m/
2

e usando uma analogia com base na expressao (2.6), obtida para o par (x,p) no

com a hamiltoniana geral presente ali. Assim, tomando u = m —m' e § =

continuo, podemos escrever a expressao para os momentos. Partindo da expressao
(2.5), identificamos uma fun¢ao potencial, V(#), com o momento de ordem zero em
funcao da variavel angulo 6 e com o momento de segunda ordem uma massa efetiva,
M(6), também descrita em fungao do angulo 6.

Para o caso de variaveis de angulo e momento angular, devemos destacar que um
ponto importante no calculo dos momentos é o uso de uma funcao trigonométrica
na variavel u, que estd associada ao momento angular, na nova expressao corres-
pondente a (2.6), ao invés da propria variavel u. Carruthers e Martin Nieto, entre
outros, discutem a dificuldade em se obter uma relacao de comutacao para o par
momento angular e angulo e propdem uma relacao de comutacdo entre o momento
angular e uma fungao trigonométrica dependente do angulo [68]. Nesta perspectiva,

a expressao dos momentos, para o nosso caso, ¢ dada por

M, (0) = H(0,u)sin" ulu, n=0,24.. (2.7)

A justificativa da existéncia da fungao trigonométrica seno na expressao (2.7) tem
como base aquela proposta de Carruthers e Nieto porque precisamos da funcao seno
pois é ela que garante que quando v = 0 a inércia se anula; ademais, é a funcao seno
que estd associada & derivada segunda no discreto. Admitimos adicionalmente que
uma expansao em série considerada até a segunda ordem é suficiente para descrever
com boa aproximacao alguns sistemas fisicos de interesse, pois foi verificado no
modelo de Lipkin que contribuigoes superiores aos termos de segunda ordem da
série nao sao significativas para sistemas com j > 5 [30].

Como j& mencionado, a validade da descricao envolvendo a presente abordagem
de potencial e massa efetiva foi primeiramente testada no modelo de Lipkin |28, 30],
assim como em um sistema realistico que é o acetado de manganés, Mn12ac [30], e
serd aqui utilizada para descrever o cluster magnético de Fe8 que sera discutido em

detalhes na préxima secao.
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2.2 A molécula de Fe8

Vamos agora usar esta abordagem de potencial e massa efetiva desenvolvida para
o trato de alguns sistemas de spins e vamos nos concentrar num sistema fisico par-
ticular, o qual também tem sua estrutura fenomenologica descrita em funcao dos
operadores de momento angular os quais satisfazem as relagoes de comutacao cos-

tumeiras (daqui por diante consideramos i = 1)
0.0 =21, [J.J0]==+l..

A molécula de Fe8 é constituida de um arranjo complexo de 4tomos que apresenta um
spin resultante que a caracteriza como uma molécula magnética tendo sido estudada
amplamente sob o ponto de vista experimental sendo que as propriedades relevantes

medidas desta molécula sao, a saber:

e a molécula de Fe8 possui o momento angular total 7 = 10A [13];

e A medida da altura da barreira da molécula — energia necesséria para desligar

o estado de energia mais baixo — esta em torno de 22 Kelvin (K) [17];

e resfriando a molécula abaixo de 0,35 K os efeitos quanticos sao dominantes,
no que tange o processo de orientacao do momento magnético da molécula.
A temperatura abaixo da qual os efeitos quanticos dominam em relacao aos

efeitos de origem térmica é conhecida como temperatura de crossover [19];

e a0 introduzirmos um campo externo paralelo ao eixo de anisotropia (ou seja,
a dire¢ao natural na qual o momento magnético da molécula aponta) da molé-
cula com uma intensidade proxima de 0,22 Tesla (T) [20] (ou ainda multiplos
deste valor), este provoca uma alteragdo na curva de histerese, o que sugere o

chamado tunelamento ressonante de niveis de energia [20].

Inicialmente introduzimos o hamiltoniano proposto para descrever o cluster de

Fe8 [13]-[20] que ¢ escrito em termos dos operadores de momento angular
H- prP+L @ p 2
- Tt E ( + + —) ) ( 8)

onde os dois coeficientes D/kp = 0,275 K e E/kp = 0,046 K sao valores experi-
mentais muito bem estabelecidos que refletem a estrutura da molécula [17] e kg é a

constante de Boltzmann.
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Se aplicarmos um campo externo paralelo ao eixo z na molécula de Fe8 torna-se

necessario introduzir um termo adicional ao hamiltoniano expresso em (2.8), ou seja,
H = gupHJ. — D32+ 2 (32 1 7
= gupH)J, — Z+§(++ 2, (2.9)

onde g (que adotamos sendo igual a 2, como sugerido na literatura) e pp sdo as
constantes que representam respectivamente o fator giromagnético e o magneton de
Bohr, e o termo H| representa um campo externo aplicado na diregao paralela ao
eixo de anisotropia da molécula, que, por convencao, toma-se como sendo o eixo
z, também conhecido como eixo-facil. Vale observar que até o presente ainda nao
conseguimos uma forma de representar, através desta abordagem de potencial e
massa efetiva, o efeito de um campo externo aplicado na direcao perpendicular ao
eixo de anisotropia, isto é, com a nossa descricao ainda nao é possivel representar os
campos externos nas dire¢oes do eixo y (conhecido como eixo-médio) e x (eixo-dificil)

nos mesmos moldes que fazemos com campos aplicados na direcao z.

Vamos considerar inicialmente os valores da energia obtidos via diagonalizacao
numérica da hamiltoniana (2.9), diagonalizagao esta obtida com o uso da base dos
estados de momento angular [j, m); aqueles valores serdo tomados como referéncia
para futuras comparacgoes com os resultados provenientes da abordagem de potencial
e massa efetiva.

Em seguida estao apresentados todos os autovalores de energia para duas situa-
coes particulares da molécula de Fe8. Na primeira coluna sao mostrados os valores
da energia para a molécula sem campo externo, enquanto que no segundo caso a
molécula é submetida a um campo de pequena intensidade (comparada com a do
campo de saturagao) tal que, através do efeito de deslocamento dos niveis de energia,
produz um novo pareamento de niveis.

Doravante chamaremos estes autovalores obtidos no processo de diagonalizagao
simplesmente de valores de referéncia.

Agora, para obtermos a hamiltoniana na abordagem de potencial e massa efetiva
partimos da expressao (2.9) para a hamiltoniana e podemos identificar, seguindo o

procedimento geral [28] exibido na se¢ao anterior, com o momento de ordem zero
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Niveis de energia (K)

Niveis de energia (K)

para H =0T para H) =0,2018175 T

&y = —27.5409003650948 | & = —30.2500003178208
& = —27.5409003644113 | & = —24.8320577047952
Ey = —22.3992568484684 | £ = —24.8320571015891
E3 = —22.3992567186413 | &3 = —19.9674522890849
&y = —17.8133457291950 | & = —19.9674517510497
Es = —17.8133355431300 | & = —15.6616796822235
&6 = —13.7909507294060 | & = —15.6616792102249
Er = —13.7905258203292 | & = —11.9254181517466
Es = —10.3522722955409 | £ = —11.9254177475648
&y = —10.3422365529589 | &y = —8.78337224704443

E1p = —7.58620658054426

E1p = —8.78337191539837

&1 = —7.45815450860192

&1 = —6.31402483390884

&2 = —5.70302509553161

E12 = —6.31402459702770

E13 = —4.98680541513058 | &3 = —4.49906002490092
E1q4 = —4.31838994699576 | £14 = —4.49905991633195
E15 = —2.55803738310720 | &5 = —2.43554382406972
E16 = —2.45157660317503 | £16 = —2.43554380438044
E17 = 0.189804105414401 | &7 = 0.248772103241392

&g = 0.183277875630790

E1s = 0.248772102025784

E19 = 3.36097443067966

E19 = 3.41983545693380

Eyp = 3.36112008853735

Exp = 3.41983545696095

Tabela 2.1: Autovalores de energia para a molécula de Fe8 em duas situagoes. Na primeira
coluna estao os vinte e um autovalores para a situacao quando nao ha campo externo
aplicado a molecula. J4 a segunda coluna mostra os autovalores para um campo externo

aplicado na molécula com intensidade de 0,2018175 T.

(detalhes do calculo no apéndice A)



onde Au = %’T, a fungdo potencial no caso mais geral

V) = —(D—E)j(j+1)cos’d
—V/Jj(J+1)gupHjcos0 — Ej(j + 1) (2.10)

e, com o momento de ordem dois,

_ . N—-1
ufﬂ’—N

M(0) = Z H(0,u) sin® uAu,

u=—mi=1

a fungao inércia efetiva (que é o inverso da massa efetiva) também no caso mais

geral

H
—70)=——=2(D—-F C0829+MCOSQ+4E. 2.11
)= 57 =20~ ) j 2.11)

Uma observacao importante proveniente do fato de considerarmos os elementos nao-
diagonais no nicleo de energia calculado no inicio deste capitulo é que, além de
contribuirem para a funcao potencial, sao esses elementos de matriz que sao res-
ponsaveis pela inércia obtida para o sistema fisico abordado.

Assim, o operador hamiltoniano que descreve o cluster de Fe8 nesta abordagem

é escrito como

e a resolugao da equacao de Schrodinger correspondente,

por meio de uma anélise de Fourier, com a expressao do hamiltoniano dado acima,
nos conduz aos autovalores de energia & que podem ser comparados com os valores
de referéncia.

Comparando a energia do estado fundamental da molécula sem campo externo
obtido através da expressao (2.12), & = —27,6447 K, verificamos que ele apresenta
um desvio proximo de 0,4% em relacdo ao estado fundamental proveniente do cal-
culo de referéncia &,.f = —27,5409 K. Com respeito ao espacamento de energia do
dubleto de niveis mais baixo, o erro percentual ¢ um pouco maior, ou seja, 0 €rro no

primeiro estado excitado é maior que no estado fundamental, porém ainda bastante
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& (K) para H =0 (T)
& = —27,64468791
Ey = —27,64468770
&3 = —22,48130667
&y = —22,48130284
Es = —17,87289394
E¢ = —17,87284973

Tabela 2.2: Seis autovalores de energia obtidos numericamente pela expressao (2.12).

aceitavel, pois além de termos realizado um procedimento numérico para o calculo
dos autovalores de energia, o hamiltoniano obtido através da abordagem de potencial
e massa efetiva também possul aproximacoes. Assim, os desvios de 31%, 8% e 5%
obtidos respectivamente para os desdobramentos de energia do primeiro, segundo e
terceiro dubletos de niveis entre o célculo de referéncia e o obtido numericamente
via equagao (2.12) sdo considerados dentro do aceitavel.

Um procedimento que poderiamos continuar seguindo seria obter os autovalores
via calculo numérico da equacao (2.12) em diferentes situagoes, mas, ao invés de
somente realizarmos calculos numéricos e montar tabelas apenas para compara-
los com os valores de referéncia, vamos, com a ajuda de gréaficos e das expressoes
analiticas do potencial e da massa efetiva, buscar expressoes tanto para o calculo
dos niveis de energia quanto de seus desdobramentos e obter os valores associados

as propriedades caracteristicas da molécula de Fe8.

2.2.1 Analise da molécula de Fe8: o potencial e a massa efe-
tiva na auséncia de campo externo

Na auséncia de um campo externo, H) = 0 T, a funcao potencial e a massa efetiva

sao dadas, respectivamente, por

V(9) = —(D—E)j(j+1)cos” ¢ — Ej(j +1) (2.13)
1
2(D — E)cos? ¢ +4E°

Estudando a fungao potencial pela analise de suas derivadas no intervalo [0, 27},
arcsin0 nmw

dV(0)
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encontramos como extremos os pontos § =0, 0 =, 0§ = 7/2 e 0 = 31/2. Através

da derivada segunda,

2V(0)
62

=2(D—E)j(j+1)cos26,

. . o~ . . . 2
estabelecemos que os pontos que satisfazem a condicao de maximo, ou seja d d‘;ge) < 0,

%>0,55092069:7ﬂ

Ainda, as fun¢oes potencial e massa efetiva, que descrevem a molécula de Fe8, nos

sao 0 = 7m/2 e 0 = 37/2 e os pontos de minimos,

permitem a utilizagao do recurso visual, ou seja, podemos representar cada uma das

expressoes acima graficamente.  Observe-se que tanto a fungao potencial quanto

-1 0 1 2 3 4
# [rad]

Figura 2.1: Fungao potencial que representa a molécula de Fe8 quando nao ha campo
magnético externo aplicado. Como podemos observar, esta é uma funcao periddica que
possui uma simetria com relagdo a um eixo passando pelo ponto § = 7/2 que & um ponto

de méaximo da funcdo no intervalo [—m/2, 37 /2]

a massa efetiva apresentam dois pocos simétricos localizados em § = 0 e § = 7
separados por uma barreira cujo ponto de maximo estd localizado em 6 = 7/2
quando nenhum campo magnético externo é aplicado. Uma representacao grafica,
como a apresentada, nos serve de auxilio para uma melhor compreensao no estudo
da orientacao do momento magnético da molécula de Fe8. Este recurso grafico
juntamente com os valores obtidos reforcam a facilidade de visualizacao que vem da
abordagem de potencial e massa efetiva no tratamento de sistemas de spins como o
Fe8.
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-1 0 1 2 3 4
# [rad]

Figura 2.2: Massa efetiva da molécula de Fe8 quando ndo h& campo magnético externo
aplicado. Constatamos que ela também é uma fungdo periddica e possui simetria com
relacdo ao eixo que passa por § = 7/2. Uma observagao importante nesta figura é que a

massa é limitada para qualquer valor do angulo 6.

A partir da funcdo potencial podemos calcular o valor de méaximo da barreira
localizada entre os pogos, isto é, no ponto 0 = /2,

% (g) — _Ej(j+1) = —5,06 K.

Numa primeira abordagem direta podemos calcular a diferenca deste valor com
aquele do estado fundamental, & = —27,6447 K (encontrado da solu¢ao da equacao
(2.12)), e encontramos o valor hy, = 22, 5847 K para a altura da barreira. Este valor é
muito proximo da altura da barreira obtida experimentalmente [13], 22,2 K, diferindo

em apenas 1, 7%.

Agora numa outra abordagem, vamos realizar os célculos para a energia do
estado fundamental de uma maneira analitica, embora aproximada. Neste sentido,
consideremos o valor da energia no fundo de um dos pocos da funcao potencial, por

exemplo em 6 = 0,
Emin = V(0 =0) = —Dj(j +1) = —30,25 K. (2.15)

Observando a figura 2.1 vamos supor que uma funcao harmonica seja uma boa

aproximacao, para cada poco da funcao potencial, para descrever os estados mais
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profundos. Assim, a energia do estado fundamental & do espectro de energia da
molécula de Fe8, na aproximacao harmonica, é obtida a partir da energia &,,;, do

fundo do poco e do termo quantico da aproximacao harmonica, w (n + %), ou seja,

w
50 ~ gmzn + =
2
Vamos identificar o produto da massa pela freqiiéncia ao quadrado com a derivada
segunda da funcao potencial, ambas calculadas no angulo 6 = 0, pois consideramos
que a massa muda pouco num pequeno intervalo no entorno de 6§ = 0 (ver figura

2.2), ou seja,

s dV(0)
M(O)w = 402 |9:0
= ﬁ =2(D - E)j(j+1),

obtendo desta forma a expressao para a freqiiéncia

w=2y/(D? — E2)j(j +1). (2.16)

Portanto, neste caso a energia do estado fundamental pode ser dada, através dessa

aproximacao harmonica, por uma expressao analitica

o~ —Dj(j+1)++/(D?— E2)j(j + 1) =~ —27,41K.

Se compararmos este valor com o céalculo de referéncia para o estado fundamental
veremos que o erro ¢ muito pequeno, da ordem de 0,5%. Logo, a aproximacao
harmonica para os niveis mais baixos em energia ¢ bastante simples e ttil.

Agora, lembrando que a altura da barreira de potencial é dada por h® = —Ej(j+
1)=&y, e utilizando o valor obtido analiticamente, através da aproximacao harmonica

para o estado fundamental, temos que

he=—Ej(j+1)+Dj(j +1) — /(D2 — E?)j(j + 1) ~ 22,35K

o qual, de novo, comparado com a altura da barreira medida experimentalmente
exibe um desvio em torno de 0, 7%. Assim, os valores obtidos de expressoes analiticas
para o estado fundamental e a altura da barreira a partir da aproximacao harmonica

possuem um desvio menor, quando comparados com os valores de referéncia, do
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que os valores obtidos pelo calculo numérico através da resolucao da equacao de
Schrodinger. Este desvio maior obtido pela resolucao da equacao de Schrédinger é

devido ao processo de diagonalizacao numérica empregado.

Ainda baseados no esquema apresentado vamos calcular agora o desdobramento
de alguns dubletos de energia da molécula, pois é sabido que o tunelamento quantico
produz em dois niveis de energia, classicamente degenerados, um hiato entre esses
niveis, o chamado desdobramento de niveis de energia [42]. Portanto, vamos estudar
o tunelamento de spins na molécula de Fe8 através do calculo do desdobramento de
niveis de energia.

Observando a forma simétrica da funcao potencial, podemos, entao, utilizar a
aproximac¢ao WKB [43]| para o estudo do desdobramento do primeiro, segundo e
terceiro dubletos de niveis de energia, ou seja, os pares de niveis mais distantes
do topo da barreira, pois ¢ onde o uso da aproximacao WKB ¢ mais adequado.
Sabemos que a expressao do desdobramento de niveis em um potencial de poco

duplo simétrico ¢ dada por [42]

A€ =% exp {— / " M) 5]d9} , (2.17)

m 97‘01

onde w é a freqiiéncia calculada no fundo do poco da funcao potencial como ja visto
anteriormente, £ é o valor da energia (£ < 0) do estado estudado e 6, e 0,2 sdo os

pontos de retorno classicos

) = arccos | £4/— 4 — £
e (D-B)ji+1) D-E)

Um ponto importante a ser destacado aqui é que para sermos coerentes com o uso

da expressao WKB deveriamos calcular a integral com a massa efetiva. Entre-
tanto, comparamos os valores numéricos obtidos da expressao WKB, que carrega
a expressao da massa dependente da variavel angular, com o valor obtido para a
expressao WKB com uma massa constante, M,, obtida através de uma integracao

numérica na regiao entre os pontos de retorno classicos na regiao da barreira,

(97“02 - ercl

M, = : (2.18)
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e verificamos que podemos fazer uso da nossa proposta com a massa constante,
pois a diferenga entre os valores numéricos obtidos para a expressao (2.17) nao é
acentuada.

Embora tenhamos utilizado essa prescricao para o célculo da massa efetiva na
integral WKB, poderiamos - com a finalidade de comparacgao - utilizar outras pro-
postas como, por exemplo, a de uma média aritmética das massas nos pontos de
maximo e minimo ou a proposta de massa calculada em um ponto especifico.

Ao admitirmos tal conjectura para a massa efetiva, M(#), podemos prosseguir
com o célculo usando a aproximacdo WKB, equacdo (2.17), com o objetivo de obter
expressoes analiticas (e a facilidade de interpretagao dos resultados dai advindos).
Veremos que o uso de uma massa efetiva calculada numericamente nao nos impede
de obter resultados em bom acordo com os valores de referéncia. Com tal suposicao
da massa efetiva constante resta-nos calcular apenas a integral na expressao da

aproximacao WKB para o desdobramento de niveis em pocos duplos simétricos

9r02

I = 2M, VV(0) =€ df

rcl

9rc2

= 2M, V—(D—E)j(j+1)cos20 — Ej(j +1)—E df

9TC1

9rc2
= \/ZMbab/ vV 1 —p?cos?6 db,

ercl

com

(D - B)j(j+1)

a=—[Ej(j+1)+&] e p’=

Apos esta manipulagdo algébrica, e como p? > 1 e £ < 0, a resolucio da integral

nos da as fungoes elipticas de primeira e segunda espécies [47]

p*—

1 1
I = /2Mya, { F {arcsin(p cosf), —}

D

f=arccos (% )

1
— pFE |arcsin(pcos®), —
p |: (p ) p:| } )9:arccos (—%)

2 1 1
— 2V/2M,a {—p F(i-) tpE
P 2'p

(53]

Portanto, encontramos analiticamente uma expressao para a aproximacao WKB.

Contudo, podemos ir um pouco mais adiante identificando cada uma das funcoes

22



elipticas acima com a sua expansdo em série de poténcias [47]

"(33) - Bl )

k=1

EG%) N g{l‘i {—(2]{2’“_/@!1)”]2[p%(zk—lﬂ1}

k=1

para, entao, finalmente reescrevermos a expressao - como uma série truncada - para

o desdobramento de niveis de energia da aproximacao WKB

AE ~ %exp{—g\/l/\/lbab (%+8_]193+64ip5>} (2.19)
Considerando a expressao até a quinta ordem em p, obtemos o valor de AE =
1,95 x 107 K para o primeiro dubleto de niveis, que estd proximo do valor de
referéncia, A€,y = 6,8 x 107'% K. Se compararmos os valores de referéncia com os
valores obtidos na aproximacao WKB para outros dois pares que ainda estao bem
abaixo da barreira de potencial, o segundo e o terceiro pares de niveis, obtemos
desvios de 24% e 3% respectivamente, o que nos mostra que mesmo a aproximagcao
WKB tomada daquela forma pode ser usada para obter boas estimativas nestas
circunstancias. O resultado da integral obtido considerando as expansoes em séries
das funcoes elipticas até ordens mais altas ¢ AE = 8,56 x 10719 K para o primeiro
dubleto de energia, o que mostra que o resultado final é bastante sensivel ao niimero
de termos considerados na expansao em série.

Embora a aproximacao WKB seja boa para tratar niveis de energia como os
abordados anteriormente, ela tem suas limitacoes. Para niveis de energia localizados
proximos ou na altura da barreira de potencial ela falha. Assim, torna-se necessario
buscar uma abordagem alternativa para tratar o tunelamento nesses niveis. Como
veremos, uma boa abordagem para calcular o tunelamento de niveis que se localizam
no topo da barreira é usar a expressao do fator de penetrabilidade proposta por
Kemble |44], Hill-Wheeler [45] e Miller-Good [46], a qual chamaremos de expressao
KHW /MG. Esta expressao do fator de penetrabilidade proposta para descrever o

hiato de niveis no topo da barreira é escrita como

P(E) = !

T [E0E -] o
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onde w; representa a freqiiéncia calculada através de uma aproximacao harmonica
no ponto de maximo da barreira, § = 7/2. Observe-se que quando o nivel de
energia £ coincidir com a energia do topo da barreira, V(7/2), temos que o fator
de penetrabilidade P(&) vale 0,5. Se utilizarmos a aproximagao WKB convencional
obtemos P(£) = 1, o que evidentemente nos mostra que esta aproximagio nao é
adequada para descrever os niveis no entorno do topo da barreira de potencial.

Como mencionado no paragrafo anterior, a freqiiéncia w; sera calculada da mesma
maneira que calculamos a freqiiéncia w, porém agora a aproximacgao harmonica sera
feita no entorno do topo da barreira de potencial, localizado em 6 = 7/2,

7r d*V()
M ()t = | "G oo

2
w; o

= —=|-2(D—F +1
1E | ( )7 (J i

dando a expressao

wi =24/2E(D — E)j(j +1).

Entao, para obtermos uma estimativa do desdobramento de um possivel dubleto

degenerado localizado sobre o topo da barreira, que vale V(7 /2) = —5,06 K, utiliza-
mos a aproximagao com o fator de penetrabilidade KHW /MG (e o pré-fator mantido
inalterado)
1
AE = 2

;1 + exp [i—f (V(5)— E)}

L,V (D* = B?)j(i + 1) {1 ¢ e

—r(Bj(j+1) - &) }
V2E(D — E)j(j +1)

Com esta aproximacao, se considerdssemos que existe um dubleto degenerado loca-

™

lizado aproximadamente em & = —5, 34 K (gerado pela média dos niveis &5 e &3 da
primeira coluna da tabela 2.1), calculamos o valor do desdobramento A€ =~ 0,65 K,
enquanto que a diferenca dos niveis de energia no topo da barreira obtida através dos
valores de referéncia para aqueles niveis da A&,.; ~ 0,72 K, ou seja, a aproximagao
KHW /MG apresenta um desvio de aproximadamente 9,7%, o que nos indica que
tal proposta para o calculo de niveis no topo da barreira é boa, principalmente se

considerarmos que o pré-fator foi mantido fixo, com o valor da freqiiéncia calculado
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no fundo do pocgo. Contudo, se utilizarmos esta proposta para niveis um pouco mais
abaixo do topo da barreira, e ainda distantes do fundo do poco, tal aproximacao
produz um resultado que apresenta um grande desvio quando comparado com valor

obtido através do calculo de referéncia.

Dessa forma, buscamos uma terceira proposta para tratar esses niveis interme-
diérios, isto é, que nao estao muito proximos do fundo do pog¢o nem no topo da
barreira de potencial. Neste caso, consideremos uma expansao da func¢ao potencial

até a segunda ordem no entorno do ponto de maximo da barreira, § = /2,
. T2 .
Vol = 7/2) % ~(D = B)j(i+1) (0= 3) = Ei(i + 1),

e utilizemos, como uma aproximacao grosseira, o valor obtido para a massa efetiva
no ponto de maximo M(7/2) = (4E)~! e 0o mesmo pré-fator, tal que a expressao

para o desdobramento de niveis é dada por

Vp(m/2) =€

w
AE, ~ —ex
PP T g ER,

I

onde a diferenca entre os pontos de maximo e minimo da fun¢do potencial, h, =
V,(1/2) —V,(0), é a altura total da barreira obtida a partir da fungiao de potencial.

Como feito anteriormente, consideramos um dubleto degenerado (gerado pela
média entre os niveis £1g e £ da primeira coluna da tabela 2.1) com energia £ =
—7,5 K; nesse caso o desdobramento de niveis ¢ AE, ~ 0,14 K enquanto que o valor
de referéncia ¢ AE,.; ~ 0,13 K, ou seja, o desvio apresentado é de aproximadamente
7,7%, que é uma valor que caracteriza esta aproximacao como uma proposta util
para o céalculo de desdobramentos dos niveis de energia intermediarios.

Como vimos, para calcular o desdobramento de niveis, com a molécula de Fe8
sem interacao com campos magnéticos externos, podemos utilizar uma das trés
abordagens apresentadas. A escolha de uma delas é determinada de acordo com
a localizacao, na funcao potencial, do nivel de energia da molécula que se deseja
observar. Vimos que todas as propostas apresentam desvios razoaveis para o desdo-
bramento de niveis, no entorno de 10% quando as comparamos com desdobramentos
encontrados com os valores de referéncia. Assim, podemos afirmar que os calculos
do desdobramento dos niveis de energia aqui obtidos indicam a existéncia do tune-

lamento de spins na molécula de FeS8.
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Além de obter uma indicacao da ocorréncia do tunelamento de spins através
do célculo do desdobramento de niveis, podemos calcular também a temperatura de
crossover fazendo a identificacao entre o fator exponencial da lei de ativagao térmica

[19]

ap
— kT
T = TpE"B~

onde a; é a altura da barreira e T é a temperatura, com o fator exponencial da
expressao (2.19). Assim, temos que a temperatura de crossover, associada com o

estado fundamental, é obtida através da expressao (até termos de quinta ordem em

p)
2 [((D=E)j(+1) R
T. = 7T\/ TR 1+ 5 Tt ) (2.21)

Se considerarmos a massa M,, expressao (2.18), encontramos o valor T, = 1,09 K.

Consirerando o hiato de energia do estado fundamental medido experimentalmente,
A“PE ~ 107% K, o valor da altura da barreira experimental hy? = 22,2 K e a
freqiiéncia do topo da barreira w;, podemos estabelecer a mesma identificacao entre
os fatores exponenciais e, dessa forma, encontrarmos o valor T, ~ 1,207 K, o que nos
revela um desvio em torno de 9,7%. Vale lembrar que, comparando os resultados
encontrados com o valor medido, 7. = 0,35 K, temos que ele é, aproximadamente,
trés vezes maior.

Se assumirmos outras propostas para calcular o valor da massa como, por exem-
plo, a massa calculada no ponto de maximo 6 = 7/2 ou a massa no ponto de minimo
0 = 0, encontramos, respectivamente, T, = 0,84 K e T, = 1,56 K. Estes dois tltimos
resultados nos mostram o intervalo de valores que a temperatura de crossover pode

assumir, dado o hamiltoniano (2.8) e usando a presente abordagem.

2.2.2 Estudo da molécula de Fe8: potencial e massa efetiva

com campo magnético paralelo ao eixo z

Nesta secao vamos analisar as propriedades da molécula de Fe8 quando submetida a
uma interagao com um campo magnético externo na direcao paralela ao eixo z, isto é,

o eixo de anisotropia da molécula. Assim, é importante recuperarmos as expressoes
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da massa efetiva e do potencial que compdem a hamiltoniana que descreve o caso

em questao

1

M(0) = 2.92
2(D—E)COSQ¢9+W%.H”COSG+4E (2:22)
V@) = —(D—E)j(j+1)cos’d
—V/ (G +1)gupH|cos® — Ej(j+1). (2.23)

Nosso primeiro objetivo consiste em apontar a mudanga que o campo magnético
externo orientado na direcao paralela ao eixo z provoca nos niveis de energia. Para
verificarmos este efeito vamos inicialmente considerar o célculo dos valores do po-

tencial nos pontos de extremo de cada um dos pocos da fun¢ao potencial

V() = —Dj(j+1)—+i(j+gusH
V(r) = —=Dj(j+1)+Vj(i+gupH.

Observe-se que a diferenca entre esses valores

V(r) = V(0) = 2g9upH|\/j(j + 1),

é diferente de zero quando aplicamos o campo externo na molécula, ou seja, o campo
externo induz um deslocamento nos niveis de energia localizados em cada poco do
potencial, o qual aumenta em funcao da intensidade do campo aplicado.

Vimos acima que o campo magnético externo provoca uma mudancga nos niveis
de energia e podemos ver também que, além daquela mudanca, alguns pontos de
extremo que eram encontrados na auséncia de campo externo tornam-se maéveis em
funcao da intensidade do campo aplicado até um determinado momento em que eles
mudam seu carater. Para analisar com mais detalhes tais mudancas, vamos calcular

os extremos da funcao potencial com o campo magnético externo

M:() = sinf=0=0=0, £+«
de
ou
—gppH)
= 6 = arccos ,
<2<D—E>\/j(j+1>>

Pelas equagoes acima, dois extremos nao se modificam com relacao a situagao sem

campo que sao aqueles localizados em 6 = 0 e § = m. Os extremos em 6§ = 7/2 e
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0 = 37 /2 sao os pontos de extremos que se movem — como fun¢do da intensidade
do campo magnético aplicado — na direcao do extremo localizado em 6 = 7 até
colapsarem neste ponto extremo que se transforma de ponto de minimo em ponto
de maximo.

Com o auxilio do grafico da fungdo potencial podemos constatar, observando a
figura 2.3, que, na medida em que o campo magnético varia, um poco vai ficando
mais raso que o outro e os extremos 6 = 7/2 e § = 3w/2 vao se movendo na dire¢ao
do ponto § = 7 se o campo for aplicado no sentido positivo do eixo z (no sentido
contrario do eixo z, o poco que fica mais raso ¢ o do extremo em 6 = 0 e o que

afunda ¢ o do extremo em 6 = 7).

@ (k)

_5 0
-10 -10
& 15 <20
=20 =
== =~
=25 =
_35 -50
-1 0 1 2 3 4 -1 0 1 2 3 4
8 [rad] @ [rad]
(c) (d)
0 20 /_\
-10 0
e -20 S
& —30 g _
S _40 5 =40
—60 —-80
4 0 1 2 3 4 -1 0 1 2 3 4
¢ [rad]  [rad]

Figura 2.3: Fungao potencial da molécula de Fe8 com campo magnético externo aplicado.
As figuras (a), (b), (c) e (d) mostram a transformacao da funcdo potencial, inicialmente
com dois minimos, se tornando uma funcdo com um unico ponto de minimo & medida
que o campo magnético varia. A Figura (a) representa a molécula de Fe8 com um campo
magnético de 0,4 T; na figura (b) o campo é de 1,6 T; na figura (c) o campo é de 2,4 T
e na figura (d) foi aplicado um campo de 4,4 T na molécula. Uma observac¢ao importante
é que o campo de 4,4 T é o campo de saturacao, ou seja, é o campo para o qual todos os
niveis de energia que estavam no pogo mais raso (no caso em § = 7) foram deslocados para
o unico po¢o da fungao potencial (em 6 = 0), o que significa que a direcao de orientagao
do momento magnético da molécula fica no entorno da dire¢ao que o campo magnético

externo foi aplicado.
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Dessa forma, como dissemos anteriormente que o campo externo provoca um
deslocamento nos niveis de energia, havera valores para o campo em que os niveis
de energia do po¢o mais raso formarao pares com niveis mais excitados do poco que
afunda, fato este que podemos verificar através da representacao grafica da figura

2.4 onde consideramos apenas os dois niveis mais baixos de cada poco.

(@) (b)

-5 -5
-10 -10
o s w15
£-20 20
> -
-25 -25 \/
_30 -30
-1 0 1 2 3 4 -1 0 1 2 3 4
0 [rad] é [rad]

Figura 2.4: A figura acima mostra o primeiro pareamento do nivel de energia mais baixo
do poc¢o em 6 = 7 com o primeiro estado excitado do pogo em # = 0. Na figura (a) o campo
magnético aplicado tem metade da intensidade necesséaria para aquele primeiro pareamento
de niveis. Observamos na figura apenas o comportamento dos dois niveis de energia mais
baixos de cada pogo da fun¢do potencial. Na figura (b) vemos que ao aplicarmos o campo
magnético (H | =0, 2018175) que provoca aquele primeiro pareamento de niveis, o estado
fundamental do pogo em 6 = 0 fica sem nenhum correspondente no pogo em 6 = m,
enquanto ocorre a identificacdo em energia entre o primeiro estado excitado do poco em

# = 0 com o estado fundamental em 6 = 7.

Com o objetivo de encontrar o valor do campo externo que produz o pareamento
de niveis exibido pela figura 2.4 vamos continuar com o mesmo espirito da sessao
anterior, embora isto nao seja essencial, que é buscar expressoes analiticas, mesmo
que aproximadas. Neste sentido, vamos constatar a utilidade da aproximacao har-
monica para a obtencao da propriedade de pareamento de niveis. Assim, vamos,
primeiramente, calcular o valor da energia do estado fundamental do poco em 6§ = 0
considerando agora que existe um campo externo aplicado na molécula. Lembrando
que

w
0=0 _ c0=0
50 ~ gmzn + 57

onde w ¢ a freqiiéncia associada ao fundo do po¢o e levando em conta agora o termo
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do campo externo na massa efetiva e no potencial, temos

1 d?V
w(H”) = \/WO)W‘QO

(a+ BHy)(y + 6Hy),

onde a = 2(D + E), 8 = gupj~', v = 2(D - E)jG+1) ed = +/ji+1)gus.
Entao, & medida que o campo externo varia, o estado fundamental, na aproximagao

harmoénica, é expresso por

£00 = _Dj(j+ 1) — oy + YO ﬁHg)w oM, (2.24)

Utilizando quatro valores para o campo paralelo, encontramos os seguintes valores

para o estado fundamental em ¢ =0

Hy (T) | &7° (K) | &7 (K) | desvio
0 —27,4064 | —27,5409 | 0,5%
0,05 | —28,0822 | —28,2182 | 0,5%
0,10 | —28,7581 | —28,8954 | 0,5%
0,20 | —30,1098 | —30,2500 | 0,5%

Tabela 2.3: Valores do estado fundamental de energia, considerando a variagdo do campo
magnético em miultiplos de 0,05 T até 0,2 T, calculados através da aproximacao harménica
e para os valores de referéncia para o mesmo estado de energia. Na ultima coluna foi

calculado o desvio relativo entre os valores obtidos.

Observando os valores de energia obtidos pela aproximacao e comparando com
os de referéncia, eles nos sugerem fortemente que a aproximacgao harmonica para o
potencial ainda é valida para campos fracos. Ademais, o estado fundamental de ener-
gia, tanto da aproximacao quanto do valor de referéncia, varia proporcionalmente a
intensidade do campo magnético pois o desvio permanece quase constante. Assim,
podemos considerar que esses dados indicam que para pequenos valores do campo
magnético externo o nivel de energia do estado mais baixo modifica-se linearmente
com a variacao do campo magnético externo. Verificando que essa linearidade ocorre
no estado fundamental e no primeiro estado excitado de energia podemos concluir

que a separacao em energia deste dubleto de niveis também tera uma dependéncia
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linear com o campo magnético externo. Dessa forma, vamos agora mostrar que tal
afirmacao ¢é valida para os niveis de energia, e conseqiientemente para o desdobra-
mento dos niveis de energia. Para isto consideremos inicialmente apenas o termo da

raiz quadrada da energia do estado fundamental em 6 = 0, expressao (2.24),

R = \/(CY —|-5H||)(’7+ 5H||)

= \/04_7\/14_@]—_]”_'_56

—H2.

Pela anéalise dos termos

By + ad
ay

~(,48893 T~!

)
ELNN 0,05852 T,
ary
podemos desprezar, quando H é pequeno (H < 1T), o termo quadratico do campo

paralelo e assim obtemos a expressao

By + ad
= ./ 1+—H
R CW\/ + oy I
)

2ary

Q

a qual, substituindo na expressao para o nivel de energia do estado fundamental, d&

Ja )
ggampofmco _ —Dj(] + 1) + Y s 5’7 + H”. (2‘25)
2 4, /ary
De maneira semelhante, podemos calcular o valor da energia do estado fundamental

em 6 = 7 e, desta forma, obter a separacao em energia desses niveis com dependéncia

linear em H I

Agcampofraca — ggampofraco . gcampofraco
=2 (5 = M) Hy. (2.26)
Vo

Continuando com a aproximacao harmdénica, vamos encontrar uma expressao
analitica que revele o valor do campo que provoca o pareamento do estado funda-

mental do poco em € = 7 com o primeiro estado excitado do poco em 0 = 0. Assim,
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vamos adotar o mesmo procedimento que usamos no célculo do estado fundamental

em ¢ = 0 para o estado fundamental em 6 = 7

O=m W

g@:w — 5 - it
0 min + 2

V/(a—BH))(y — 0H))
: ,

= —Dj(j+ 1) + 5H|| +
e para o primeiro estado excitado do poco em 6 =0

& = go=0 4 3

= —DjG+1)—0H + Svlat 5}2)(7+ o)

Para encontrar o campo de pareamento devemos impor

0=0 __ cO=m
& =&

= 20H| = via _M@(V—W) _ 3\/(a+6fg)(’y+5HH)'

Considerando a aproximacao para campos fracos, podemos desprezar os termos de

segunda ordem no campo H| e assim encontramos uma expressao analitica para o

campo de pareamento
1
H” - .
26V ad — (ad + 37)

Esta expressao nos leva ao valor de H)| ~ 0,2239 T para o campo magnético externo,

(2.27)

enquanto que o valor que resulta na coincidéncia dos niveis de energia de referéncia
é Hﬁ" ~ 0,20182, o que representa um desvio de cerca de 11%. O valor experimental
reportado do campo magnético que produz o ajuste dos niveis é Hﬁxp ~ 0,22 T
[21] e quando o comparamos com o valor obtido através dessa aproximacao verifica-
mos que nossa aproximacao tem uma acuracidade boa, apresentando um desvio de
apenas 2% do valor experimental, embora este bom acordo seja meramente casual.
A proposta utilizada também é muito util aqui visto que consideramos uma ex-
pressao aproximada desde o inicio para encontrar os niveis de energia e, em seguida,

realizamos outra aproximagao para o calculo do campo magnético externo.

Através do grafico da figura 2.5, podemos verificar que a massa efetiva tem sua

curva muito parecida com a da funcao potencial. Quando nao h& campo externo, os
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pontos de minimo, assim como os pontos de maximo, coincidem com os pontos de
minimo e maximo da funcao potencial. Também observamos através daquele grafico
que a massa efetiva nao impede qualquer um dos niveis de energia de tunelar, pois
caso tal fato ocorresse terfamos a curva da massa efetiva tendendo ao infinito em
alguns pontos de extremo. Ja na presenga de um campo externo aplicado a molécula
a massa efetiva comeca a crescer proporcionalmente ao aumento da intensidade deste
campo e deslocar seus pocos, inicialmente da mesma maneira que ocorre na funcao

potencial, como podemos constatar através da figura 2.5.

(@ (b)

6 8
5 7
—4 —6
N )
=3 =y
Sy )
= = 2
1 1
-1 0 1 2 3 4 -1 0 1 2 3 4
0 [rad] @ [rad]

Figura 2.5: As figuras mostram o comportamento da massa efetiva com a aplicagdo de um
campo externo. Na figura (a) observamos que a aplicacdo de um campo com intensidade
Hy = 0,22 T provoca um leve deslocamento de um dos pogos da mesma forma que na
fungdo potencial. Na figura (b) a molécula é submetida a um campo maior (H) = 2,2 T)

e observamos que o deslocamento dos pocos acentua-se na fungao massa efetiva.

Essa observagao nos permite dizer que o tunelamento de niveis de energia as-
sociado & orientacao do momento angular da molécula pode ocorrer em qualquer
regido do intervalo [—m /2,37 /2].

Além desta observacao, deve-se notar que a massa efetiva também carrega in-
formacao do campo limite do pareamento de niveis que ocorre na molécula de Fe8,
como podemos verificar pela divergéncia em alguns pontos da figura 2.6.

Portanto, encontramos também uma estimativa para este campo limite através
de uma anélise do inverso da expressio que representa a massa efetiva (em outras
palavras, analisaremos a inércia), equagao (2.22).

Sabendo que, no sistema de spins com 7 = 10, temos 2j+1 = 21 estados possiveis,
temos que o nivel no estado fundamental do poco de potencial que vai ficando mais

raso pode fazer 20 pareamentos. Apo6s o tultimo pareamento ocorre uma saturacao
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Figura 2.6: Massa efetiva para H) = 4.32 T; campo magnético que esta proximo do campo
de saturacao. Ao contréario do que ocorre com a funcao potencial, a massa efetiva apresenta
valores que tendem ao infinito. Essa interpretacao também é compativel com a proposta
que considera a orientagdo do momento magnético apontando no entorno na direcao do
campo magnético externo, pois, pela figura acima, a massa ser muito grande significa ser
necessaria muita energia para tirar a direcao de orientagdo do momento magnético da

direcao do campo externo

do campo magnético, o qual chamaremos de campo limite de saturacao H ‘l‘s. Para
encontrar tal campo, procuramos os valores que anulam a funcao inércia, ou seja,

provocam divergéncias na massa efetiva
2(D — E) cos® 6 + g'u—_BHH cosf + 4E = 0.
J

Considerando cosf como varidvel, podemos obter suas raizes através da seguinte

expressao

_onsty \/(M)2 — 32E(D — E)
J J

A(D— E)

cosf = (2.28)

Sabemos que para existirem raizes reais na expressao (2.28) o discriminante da
equacao de segundo grau deve satisfazer a condi¢ao de ser positivo ou igual a zero.

Assim, calculamos o valor que anula aquele discriminante, ou seja,

\/(W%,H“)Q _32E(D - E) =0,
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obtemos o campo magnético limite — intensidade do campo magnético paralelo ao
eixo-facil que separa dois regimes na molécula: intensidades do campo magnético
abaixo do valor do campo limite, no qual pode ocorrer pareamentos de niveis de
energia, e intensidades do campo magnético acima do valor do campo limite, no
qual nao ha mais pareamento de niveis na molécula — isolando H| na expressao do

discriminante
ls 4] /
guB

Como podemos ter 27 = 20 pareamentos, dividimos a expressao obtida para o campo
limite por 27 e assim encontramos através da expressao acima o valor do campo cujos

miultiplos dao pareamentos

H=-L= =" \/2E(D-E)~0,216T,
2j  gps

que também estd em bom acordo com o dado experimental, com o valor obtido do

calculo de referéncia e também com o valor obtido pelo estudo do potencial.
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Capitulo 3

A descricao da molécula magnética
de Fe8 via formalismo de espaco de

fase quantico

Um espaco de fase quantico finito e discreto pode ser estabelecido a partir de uma
base de operadores proposta por Schwinger construida em um espaco de estados de
dimensao finita. Utilizando transformagoes do tipo Weyl-Wigner [61] podemos estu-
dar algumas propriedades quanticas de sistemas fisicos através da anélise das func¢oes
de Wigner ou Husimi construidas neste espago de fase discreto [38, 48, 49]. Devido a
propriedades do espaco de estados que adotamos, estas fungoes sao descritas por um
par de variaveis discretas complementares, que sao associadas a um tnico grau de
liberdade. O conjunto finito de valores originados pelo par de varidveis constitui a
rede que representa o espaco de fase quantico finito e discreto. Neste capitulo, vamos
mostrar que este formalismo permite descrever algumas caracteristicas de moléculas
magnéticas, como, por exemplo, o tunelamento de spin, em particular na molécula
de Fe8. Veremos que esta abordagem permite considerarmos a aplicagao de campos
magnéticos externos, tanto na direcao paralela quanto na direcao transversa ao eixo

de anisotropia da molécula de Fe8.
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3.1 Formalismo

Espagos de fase quanticos para varidveis continuas [61] sdo ferramentas bem explo-
radas para o estudo de aspectos quanticos como a descricao de estados nao-classicos
e de valores esperados de alguns sistemas fisicos. Nesta se¢do vamos apresentar as
principais propriedades de um espaco de fase quantico estendido para sua versao que
descreve um sistema fisico, como a orientacao do momento magnético da molécula
de Fe8 apresentada no capitulo anterior, descrito por um espaco de estados de di-
mensao finita [38, 39]. Neste sentido, vamos inicialmente apresentar o procedimento
adotado revisando as principais propriedades da construcao deste espaco de fase de
dimensao finita .

Consideremos, entao, que para uma descricao completa do sistema fisico ca-
racterizado por um espaco de estados de dimensao N seja necessario um conjunto
completo de N? operadores associados a tal sistema. Para construir aquele conjunto
de operadores que seja uma base no espaco dos operadores correspondente podemos
adotar o formalismo proposto por Schwinger [62].

Com esta perspectiva, consideremos que um operador unitario V atua ciclica-

mente num conjunto ortonormal e finito de N vetores, {|u)}, como
Viug) = |ug-1), k=1,...,N, (3.1)
e que, por sua vez, satisfaz a equacao de autovalores
Viv) = vulu), (3.2)

onde v; = exp (2m’%) sdo as l-ésimas raizes da unidade e |v;) sdo seus autovetores.
Schwinger mostrou também que existe um outro operador unitério U que atua

ciclicamente nos auto-estados do operador V, ou seja,
Ulvu) =|v1), (=1,..,N. (3.3)
Similarmente ao operador V, o operador U satisfaz a seguinte equacao de autovalores
U |tg) = ug | ), (3.4)

na qual up = exp (2772%) sao as k-ésimas raizes da unidade e o conjunto de auto-
estados {|ux)} coincide com a base de estados {|uy)} que o operador V desloca

ciclicamente.
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Através destes resultados, podemos verificar a relagao de Fourier entre os dois

conjuntos de auto-estados

kl

(uy, | v) = N2 exp <2m—) . (3.5)
N

Dessa forma, com o uso das propriedades acima, pode-se construir o conjunto dos N2

operadores, necessarios a abordagem de espaco de fase discreto, através do produto

dos operadores unitarios V e U, isto é,

S (k,l) = I{j%ﬂ exp <z7r%> , k,1=0,...,N—1. (3.6)
Este conjunto de operadores constitui a base S (k, ), associada ao sistema fisico com
espaco de estados de dimensao N e é conhecida como base simetrizada de Schwinger
[64].

Usando uma extensao do procedimento de transformacao de Weyl-Wigner, ou
seja, similar ao do continuo [61], podemos representar qualquer operador, que atua
em um espaco de dimensao finita, como uma fungao de duas variaveis inteiras [38, 39|
de um espaco de dimensao N? que chamaremos de espaco de fase discreto e finito.
Com esta transformada de Weyl-Wigner discreta, a ser apresentada a seguir, pode-
mos estudar as caracteristicas do sistema fisico de interesse através do conjunto das
funcoes de duas varidveis associadas a observéveis fisicos, as quais sao obtidas pelo
processo de mapeamento dos operadores correspondentes. Dessa forma, a trans-
formada de Weyl-Wigner discreta de um operador O que o leva na correspondente
funcao que o representa no espaco de fase discreto é obtida pela operacao do traco
entre o operador de interesse e uma base do espaco de fase finito e discreto 38, 39|,
ou seja,

O (m,n) = Tr [T<S>T(m,n)o , (3.7)

onde

L
. . 271 S(S) (k l)
T (m,m) = 37 elimothin)=main] D) (3.8)
kl=—¢ N

¢ a base de operadores modulo N s-parametrizada com ¢ = (N — 1)/2 que usaremos
daqui por diante. Esta base, T®) (m,n), ¢ uma extensio da base de operadores

S(k,1), onde a fase ¢ (k,l; N) é a funcao que preserva a invariancia mod(N) no
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espaco de fase discreto [64], e é definida através de uma transformada de Fourier
discreta da base de operadores s-parametrizada que é originada a partir da base de

operadores simetrizada proposta por Schwinger, expressao (3.6) [51, 53],
S© (k1) = [K (k,D)]*S (k,1), (3.9)

onde K (k,l) é uma funcdo expressa em termos de produtos das fung¢des theta de

Jacobi
K(k,l) = {2[95(0]ia)V5(0]4ia)
+ 04(0ia)d5(0]4ia)]} {ﬁg(ﬂak]ia)ﬁg(ﬂalﬁa)
+  O(maklia)dy(mallia)e™
+  Oy(maklia)Vs(rallia)e™
+ 194(7rak|ia)194(7ml|ia)e[m(k+l+N)]}, (3.10)

onde a = (2N)~". O parametro s que aparece na expressao (3.10) esta limitado ao in-
tervalo |s| < 1 e para os valores 0, —1 ou 1 obtemos o mapeamento, respectivamente,
das fungoes discretas de Wigner, Husimi ou Glauber-Sudarshan, se considerarmos o
operador densidade, ou seja, O = p.

Consideremos agora o caso particular em que obtemos a funcao de Wigner dis-
creta para o operador densidade, ou seja, assumimos na base invariante s-parametri-
zada o valor s = 0. Assim, podemos listar algumas propriedades tteis desta base
particular, T (m,n),

a) Tr[TO (m,n)] =1,
b) Tr [T© (m,n) TO (r,5)] = Nomrons,

exp [% (bc—ad)]

¢) Tr [T (m,n) T (u,0) TO (r,5)] = 3,4 00 — 5

exp { % [a(u—m)+b(v—n)+c(u—7)+d(v—s)}elFrebetV]

onde a fase ® (a, b, ¢,d; N) é a fungio que extrai o mod(N) quando temos um produto
de dois operadores. Podemos utilizar a propriedade (¢) para realizar o mapeamento

do comutador de dois operadores O; e Oy, ou seja,

([01,0)) (w,v) = 20 > Y T(m,nrsabcduuv;N)

m,n,r,s a,b,c,d
K
X sin |— (bc —ad)|
N
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onde
O1 (m,n)Os (1, s)

r'(m,n,r s a,bc,duv;N)= N

exp {%@ (a,b,c,d, N)] X

exp{%[a(u—m)+b(v—n)—l—c(u—r)—l—d(v—s)]}

e O1 (m,n) e Oy (1, s) sdo, respectivamente, as transformadas de Weyl-Wigner dis-
cretas dos operadores O e Os.

Agora, podemos descrever a evolucao temporal de um sistema, fisico pela equacao
de von Neumann-Liouville do operador densidade p quando o hamiltoniano nao
depende explicitamente do tempo (com h = 1 daqui por diante),

P = [H, p] .
Considerando a equacao de von Neumann-Liouville e com o auxilio da expressao
mapeada encontrada para o comutador de dois operadores, obtemos a equagao no

espaco de fase quantico discreto, que é dada por

z% (u,v;t) T;EC u,v, 1, 8) W (1, s5t), (3.11)
onde
¢
L(u,v,r,8) = 2i Z %

m,n,a,b,c,d=—/
: be — d:| [in®(a,b,c,d;N)]
sm[N(c ad)

o e{%[a(u—m)+b(U—”)+C(U_T)+d(v_S)]} (312)

X

¢ identificada como a expressdo mapeada do liouvilliano do sistema, h(m,n) é a
transformada de Weyl-Wigner discreta do hamiltoniano do sistema fisico de inte-
resse, que consideraremos como sendo independente do tempo e a fase ®(a, b, ¢, d; N)
preserva a invariancia mod(N). Considerando o caso em que s = 0, ou seja, 0 ma-
peado do operador densidade é a funcao de Wigner discreta, W (u,v;t), e que po-
demos expressar a equacao do operador densidade em forma de uma expansao em

p(t) = plto) —i(t —to) [H,p(lo)]

i?% [, [H, p (t)]] — ..., (3.13)
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podemos, analogamente, expressar a equacgao que governa a dinamica do sistema

fisico no espago de fase discreto em série

¢
W (u,v;t) = Z W (r, s;to) {51[0{?5%}

r,s=—/

(1) (t —to)’
2!

¢
X Z L(u,v,x,y)ﬁ(x,y,r,s)+...}, (3.14)

.Z’,y:—f

+ (=) (t—to) L(u,v,7,8) +

onde W (u,v;t) é a solugdo para qualquer instante de tempo ¢ da equagio de von
Neumann-Liouville para a funcao de Wigner. Podemos observar que o termo entre
as chaves da expressao (3.14) é o propagador temporal que leva a fun¢ao de Wigner
inicial, ou seja, dada em t = 0, na funcao de Wigner dada em um instante ¢ qualquer.
Convém notar também que a expressao (3.14) é composta de somas, em todo o
espaco, de produtos matriciais das funcoes liouvillianas. Dessa forma, sob o ponto de
vista numeérico, para efetuarmos a propagacao temporal do sistema fisico é necessario
calcularmos as matrizes liouvillianas e termos a funcao de Wigner no tempo inicial,
isto é, em t = 0.

No que se refere a funcao mapeada do operador densidade, se considerarmos o pa-
rametro s = —1 na expressao (3.9) obtemos a funcdo de Husimi discreta. Podemos,
alternativamente, partindo diretamente da funcao de Wigner discreta, W (u, v;t),
estabelecer a correspondente fun¢ao de Husimi discreta [53] através do mapeamento

¢
H (m,n) = Z E(m —m,n —n)W((m',n),

m/ n'=—/{

onde E (m' —m,n’ —n) é a fun¢do que realiza essa transformagao e é dada por
E(m'—m,n —n)="Tr [T(O) (m,n) TEY (m/, n')] .

Um ponto operacionalmente importante a ser ressaltado é que ao realizarmos a evolu-
cao temporal do estado de um sistema fisico utilizando a funcao de Wigner discreta,
também obtemos, por meio da transformacao mencionada, a funcao de Husimi.
Como a fungao de Husimi é uma distribui¢ao de probabilidade legitima, espera-se
que, sob o ponto de vista operacional e grafico, ela apresente o comportamento do
sistema fisico com maior clareza, a menos que possiveis oscilacdes observadas na

funcao de Wigner representem aspectos cinematicos essenciais.
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3.2 A molécula de Fe8

Neste capitulo, vamos reconsiderar todas as propriedades da molécula de Fe8 apre-
sentadas no capitulo anterior e também o hamiltoniano fenomenolégico 14 apresen-
tado. Adicionalmente, faz-se necesséario introduzir o termo que descreve a aplicagao
de um campo magnético transverso (perpendicular ao eixo-facil da molécula) inde-
pendente do campo magnético na direcao paralela, que faz um angulo a com relagao

a0 eixo x, no hamiltoniano da expressao (2.9), o que resulta na seguinte expressao

E
H = —DJZ+§(J?~_+J2_) +g,uBHHJZ
+ gupcosaH, (J, +J_ )+ gupsinaH, (J, —J_). (3.15)

Agora, para usarmos o formalismo de espaco de fase quantico discreto proposto
para descrevermos a molécula de Fe8, a partir da expressao (3.15), é necessério
estabelecer uma conexao entre a abordagem de espaco de fase quantico discreto e
a descricao matematica que representa a molécula de Fe8, ou seja, o ponto chave
para descrevermos a molécula de Fe8 no formalismo proposto ¢ a identificacao dos

espacos de estados envolvidos. No nosso caso consideraremos, por exemplo,
ug) = |4, k) (3.16)

com os autovalores seguindo a prescri¢ao proposta por Schwinger [62]

U |u) = exp (27m'%) ), (3.17)

com U sendo o operador unitario mencionado na segdo anterior e |uy) seus auto-

estados. Ademais, temos as propriedades costumeiras, a saber,
J.15.k) = klj. k),

P k) = (G +1)4.k),
Jilik) = VUFRGEE+D] k1),

onde —10 < k£ < 10 ja que 7 = 10 para o FeS8.
Portanto, a partir da identificacao acima, temos que o espaco de estados do
operador unitario U possui dimensao 21. Pela propriedade de complementariedade

entre os conjuntos de operadores adotados na construcao do espaco de fase finito
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e discreto, a base |u;), a do operador complementar V, também é um espago de
estados de dimensao 21, ou seja, —10 < [ < 10. Além da ortonormalidade desses
estados temos, também, que eles sao completos, ou seja, os dois conjuntos de estados
constituem bases.

A escolha feita por nds na expressao (3.17) significa que a base |uy) esté associada
ao momento angular. Como podemos obter a base de estados |v;) através de uma
transformada de Fourier discreta, expressao (3.5), sobre a base |ux), temos que a
interpretacdo fisica associada a base complementar |v;) é a orientacdo do angulo
polar da direcao do spin da molécula de FeS.

Com o contetido cinematico bésico apresentado para a descricao molécula de Fe8,
podemos seguir com o formalismo proposto neste capitulo para descrever o compor-
tamento quantico da orientacao polar do spin da molécula calculando a expressao
mapeada no espaco de fase quantico discreto do operador hamiltoniano da molécula

de Fe8 (detalhes no apéndice B), expressao (3.15), que é dada por

4
h(m,n) = guHym — Dm*+ EQ (m,n) cos %

10 5 (m-t-}) ]

2
o2 T

k,r=—10

X guH A/ (j—k)(j+k+1)(cosa +sina)
10 e%[r(m—k—&-%)—n]

o2 T

k,r=—10
X guH A/ (j+Ek)(j—k+1)(cosa —sina), (3.18)

onde

Q(m,n)=+/(+m)(j—m+1)(j—m)(+m+1).

Seguindo com o procedimento de transformadas de Weyl-Wigner discretas, ob-
temos ap6s um calculo extenso, porém direto, a funcao liouvilliana que descreve a

dindmica do grau de liberdade de interesse da molécula de Fe8 (detalhes do calculo
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no apéndice), que é dada pela expressao

L(u,v,r8) = % ([—(gubH”m — Dm?)sin (%ad)

m,a,c,d

X 67,71'<II'(a,0,c,d;N)

+  guyH A/ (j +m) (j—m+1)51n[N(c—ad)]

%(a+2v) A o(r—a) in®(a,1,c,d;N)

X e en €

% == —7.71' (a+2’v) 25w C(T—a)eiﬂ'(b(av_Lc’d;N)

+ Q(’I’;L,n) {Sil’l [%(20_ ad)i|€ Nv€z7r<1>(a20dN)

_  sin |:N(20+ (ld)] —amiy 17r<I’(a QCdN)}]

o o la(u—m)te(u—r)td(v— s)]) . (3.19)

Particularmente, tendo obtido a funcao de Wigner discreta — associada ao ope-
rador densidade — podemos calcular a evolucao temporal do estado dado em ¢t = 0
através da expressao (3.14). A escolha inicial da fungao de Wigner, em ¢ = 0, pode
ser feita de acordo com nossos propositos, ou seja, podemos escolher aquela que
apresenta algum aspecto relevante caracteristico do grau de liberdade por nos estu-
dado. Como um primeiro teste do nosso cenario, vamos adotar a fungao de Wigner
associada a um estado puro, dado por

p =) {¥l,

com [¢) expressa em termos da base de estados do operador U, expressao (3.17), e
que também pode ser expressa pelos auto-estados do operador momento angular J?
e J, devido ao vinculo adotado em (3.16), isto ¢é,

vy =Y Clj0)

I=-10

Para este caso, a funcao de Wigner no espaco de fase discreto pode ser escrita como
[63]

10

W (m,n) = % Z exp {% (mr + ns)] g(r,s), (3.20)

r,s=—10

44



onde
R i s
g(r,s) = i Z CrClissy €XP [_W <k + 5)}
k=—10

e o indice {k+ s} esta associado & soma restrita ao intervalo finito, em outras
palavras, kpax + 1 = kpin. Como podemos observar, uma vantagem de utilizar a
funcao de Wigner desta forma é que podemos construi-la no espaco de fase discreto,
expressao (3.20), diretamente através dos coeficientes Cj, que sdo provenientes da
diagonalizagao do hamiltoniano na base de estados do momento angular {|j, k)}.
Essa escolha se deve & sua simplicidade. Construgoes mais elaboradas também
podem ser consideradas, podendo mesmo envolver estados mistos para a construcao

do operador densidade.

3.2.1 O estado de angulo localizado

Como um primeiro exemplo de aplicacao e ilustracao de uma situacao fisica da
molécula de Fe8 na descricao do espaco de fase discreto, vamos adotar, em ¢ = 0,
valores particulares para os angulos 6 e o que representam uma determinada dire¢ao
do momento magnético e do campo transverso, respectivamente. Consideremos,
também, os valores H) = 0,01 T e H, = 2,0 T representando, respectivamente, as
intensidades do campo magnético externo nas direcoes paralela e transversa, sendo o
campo transverso, H | , orientado a um angulo de o = 7/4 com relagao ao eixo z. O
valor do angulo polar, 8, em ¢t = 0 é escolhido como sendo 8 = 0. O angulo polar sera

representado no espaco de fase discreto pelo indice n que identifica valores especificos

T

10
—nm <0, <me—10 <n < 10. Sabendo todos os dados para este caso particular,

do angulo polar 6 no intervalo —7m < 6 < 7 através da expressao 0, = --n, com
necessarios a descricao da molécula de Fe8, podemos realizar a evolucao temporal
da funcao de Wigner e representa-la graficamente.

Embora a funcao de Wigner discreta nao nos permita observar claramente o
comportamento da direcao do angulo polar ao longo da evolucao, podemos fazer uso
das distribui¢coes marginais, as distribuicoes de momento angular e a distribuicao
do angulo polar, para observar com maior clareza o contetdo fisico que a funcao de
Wigner discreta carrega. Através da funcao de Wigner discreta, podemos obter as

distribuicoes marginais em qualquer instante do tempo realizando a operacao traco
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Figura 3.1: Evolugao temporal da fungdo de Wigner discreta calculada com passo no
tempo de At = 0,05 x 2r K~!. Os campos magnéticos externos valem H; =0,01Te
H, =2,0 T fazendo um angulo de o = /4 com o eixo z. Os indices m e n correspondem,
respectivamente, as variaveis discretas de momento angular e dngulo deslocadas 11 uni-
dades de seus intervalos originais. A figura (a) corresponde & fungdo de Wigner em ¢ = 0.
As figuras (b), (), (d), (e) e (f) representam fun¢des de Wigner para 7 = 0,35 x 27 K1,
0,7x2r K lel,1x2r K™ 1,5x2r K~!e1,9x 21 K~! respectivamente. Vale observar
que as linhas servirdao somente para guiar nossos olhos tanto nesta quanto nas préximas

figuras.
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na variavel complementar a que queremos observar, ou seja,
J(m;t) =Y W (m,n;t) (3.21)
n
¢ a distribuicao marginal de momento angular, enquanto que

O (n;t) = Z W (m,n;t) (3.22)

¢ a distribuicao marginal do angulo polar.

A partir da expressao (3.22) podemos observar — através da distribui¢ao marginal
angular — a evolucao temporal do angulo polar inicialmente em n = 0.

Como podemos observar, a distribui¢ao de probabilidade do angulo polar em
t = 0, localizada em n = 0, move-se inicialmente para a direita distribuindo a pro-
babilidade dominantemente no intervalo positivo do angulo. A medida em que o
tempo passa, a probabilidade é espalhada sobre todo o intervalo angular (—m, ),
eem 7 = 1,2 20 K™! um leve pico de contribuicio em torno do angulo inicial é
recuperado. A dispersao desta distribuicao de probabilidade nos indica que existe
uma correlacao entre angulo e momento angular. Podemos reforcar esse argumento
observando que a figura que descreve a evolucao temporal da distribuicao marginal
em momento angular mostra, inicialmente, uma distribuicao igualmente espalhada
sobre todo o intervalo, que é obtida através da transformada de Fourier da fungao
delta que representa a localizagdo da dire¢ao do momento magnético (o que mos-
tra a compatibilidade com a varidavel complementar angulo, que inicialmente esta

localizada na origem).
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Figura 3.2: Distribuigdo marginal do angulo polar nas mesmas condi¢des iniciais que a

funcao de Wigner discreta.

Agora, a partir da funcao de Wigner discreta podemos obter a fungao de Husimi

discreta para o estado de angulo localizado em n = 0, e para os mesmos valores do

tempo obtemos a figura 3.4.

Apesar de toda informacao fisica associada ao estado da molécula estar contida

na funcao de Wigner discreta, em geral ela nao exibe com clareza esse conteiido

fisico; porém a funcao de Husimi discreta mostra o comportamento mais atenuado

da evolucao do estado que a funcao de Wigner, em outras palavras, a funcao de

Husimi permite uma visualizacao mais clara da evolucao do estado no espaco de

fase discreto.
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Figura 3.3: Distribui¢do marginal do momento angular nas mesmas condigoes iniciais que

a funcao de Wigner discreta.

Neste caso particular podemos observar, através da funcao de Husimi discreta,
que, ap6s um tempo transiente, o pico da distribuigao passa recorrentemente pelas
mesmas regioes do setor do espaco de fase § = [0, w|. Esse comportamento ”quasi-
periddico” e a dispersao no espaco de fase deve-se ao campo magnético transverso
aplicado no plano xy e as correlagoes quanticas entre as varidveis de angulo e mo-

mento angular.
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Figura 3.4: Evolucao temporal da fun¢ao de Husimi discreta com as mesmas condicoes

iniciais utilizadas na funcao de Wigner discreta.

No intuito de buscarmos, ainda, exibir com clareza o comportamento da evolucao
temporal do estado do sistema e mostrar como o par angulo e momento angular estao
envolvidos no processo de evolugao, nés exibimos as curvas de niveis da funcao de

Husimi evoluida temporalmente, figura 3.5.
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Figura 3.5: Evolucao temporal das curvas de niveis da fungao de Husimi discreta com as
mesmas condicoes iniciais.
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Primeiramente, vemos que o pico em angulo que estd inicialmente igualmente
distribuido sobre todas as componentes da regiao de momento angular espalha-
se sobre toda a regidao de angulo. Apo6s um determinado tempo, um pico maior
concentra-se no entorno de uma regiao angular e comeca a percorrer uma mesma

regiao da componente de momento angular do espaco de fase.

3.2.2 A combinacao simétrica

Vamos estudar agora a combinagao simétrica de um dubleto de niveis de energia,

ou seja,
1 L S
[07) = 75 2 (Gili + i)
k

onde os indices i e 7 determinam quais sao os auto-estados de energia da molécula de
Fe8 que sao usados para formar a combinacao proposta. Vamos considerar para os
nossos estudos o dubleto de energia mais baixo, isto é, o dubleto de energia formado
pelo estado fundamental e pelo vizinho, o primeiro estado excitado. Tal escolha deve-
se ao fato de que este dubleto da molécula de Fe8 é um bom candidato a constituir o
dubleto associado ao tunelamento de spin. Ademais, sabemos que o hiato de energia
do dubleto aumenta de acordo com a intensidade de um campo externo aplicado
paralelamente ao eixo-facil. Em particular, este estudo tem grande interesse quando
aplicamos este campo magnético em miultiplos de 0,22 T, pois podemos observar o
fenémeno de pareamento de niveis [32], como discutido anteriormente.

A partir dos estados que formam o dubleto de interesse podemos obter a funcao
de Wigner discreta por meio da expressao (3.20) e propagé-la no tempo usando a
série obtida em (3.14). Na figura a seguir, consideramos campos paralelo e transverso
de intensidades Hj = 0,11 T e H; = 0 T, respectivamente, aplicados a molecula
induzindo um alargamento do hiato de energia. Para esta configuragao obtemos,
pela diagonalizacdo do hamiltoniano, os valores de referéncia Fy = —29,01745 K
e By = —26,06441 K para os estados fundamental e excitado, respectivamente.
Assim, o desdobramento de energia entre esses niveis ¢ AE,.; = 2,95304 K.

Podemos observar na figura (3.6), principalmente na regido central de momento
angular do espaco de fase, um comportamento denteado da fungao de Wigner. Esse
comportamento deve-se aos efeitos de paridade associados a varidvel de momento

angular. O ponto mais importante a se observar é que para t ~ 2,15 x 2r K™*
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Figura 3.6: Evolucao temporal da funcdo de Wigner discreta gerada pela combinagio
simétrica do dubleto de energia mais baixo. O passo no tempo é de At = 0,05 x 2r K=1, e
as intensidades dos campos magnéticos externos sao H = 0,11 T e H; = 0,0 T. Os indices
m e n também representam aqui as varidveis discretas de momento angular e de angulo
respectivamente. A figura (a) corresponde a funcao de Wigner em ¢ = 0. As figuras (b),
(c), (d). (e) e (f) representam a funcio de Wigner em t = 0,35 x 2r K1, 0,75 x 27 K1,
1,15 x 2r K™%, 1,55 x 20 K1 e 2,15 x 2 K~! respectivamente.

a configuracao inicial da funcao de Wigner, isto é, aquela em ¢ = 0, é recuperada.

Essa periodicidade da funcao de Wigner com o tempo indica que existe uma oscilacao
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coerente que esta associada ao tunelamento quantico do momento magnético.

Se, ao invés da fungao de Wigner, nés usarmos a familia das distribuigoes de
Husimi correspondentes, veremos que o comportamento denteado desaparece. Ade-
mais, o carater oscilatorio na variavel angular também ocorre e o mais importante é
que o alisamento que transforma a fungao de Wigner na distribuicao de Husimi nao

altera a periodicidade da oscilagao.

5 "-‘»'.-@'/

Figura 3.7: Evolugao temporal da distribui¢ao de Husimi discreta sob as mesmas condigoes

da funcao de Wigner.
Podemos obter da figura (3.6), ainda, informagao adicional sobre o tunelamento
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do momento magnético através da distribui¢do marginal em angulo, expressao (3.22)

que é exibida na figura (3.8).
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Figura 3.8: Distribui¢ao marginal da varidvel angulo da combinagao simétrica do dubleto
de energia mais baixo nas mesmas condi¢oes que a funcao de Wigner e Husimi anteriores

foram calculadas.

Essa periodicidade obtida pela oscilacao da combinacao simétrica pode ser obtida

também através da funcao de correlacao temporal, que é definida como

Py (t) = ZW’ (m,n; 0) WY (m,n;t).

m,n

Um célculo realizado para o dubleto de energia mais baixo na mesma configuracao,
isto ¢, H = 0,11 T e H, = 0,0 T é exibido na figura (3.9). Novamente, podemos
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Figura 3.9: Fungdo de correlagao temporal calculada com passo temporal At =
0,05 x 2 K.

obter o mesmo periodo para a oscilacdo da varidvel angular: ¢ ~ 2,15 x 27 K™'.
Um resultado interessante que vamos utilizar agora é aquele relacionado com a
expressao que estabelece um vinculo entre o periodo de oscilacao e a separacao de

niveis de energia de uma hamiltoniana, no nosso caso

27

AE (H)) = @)

(3.23)
onde AE (H”) ¢ o valor do desdobramento de niveis dependente do campo magné-
tico externo paralelo ao eixo-facil. Para o nosso presente estudo, vamos considerar
apenas pequenas intensidades, comparadas com a intensidade do campo de satura-
¢ao, do campo magnético para observar os efeitos no tunelamento de spin. Entao,
considerando a mesma configuracao que produziu o periodo t &~ 2,15 x 2 K™, ob-
temos, através da expressao (3.23), o valor AE = 2,92241 K para o desdobramento
do primeiro dubleto enquanto que o valor de referéncia obtido para o mesmo dubleto
é AE,.; =2,95304 K, o que nos mostra um desvio de 1, 04%.

Para esclarecer que esse periodo de oscilagao esté ligado ao tunelamento de spin
do momento magnético da molécula de Fe8, vamos recordar a abordagem de poten-
cial e massa efetiva apresentada no capitulo anterior. No intuito de complementar
a discussdo atual, vamos exibir a func¢do potencial na figura (3.10) com as mesmas
condigoes das func¢oes de Wigner e Husimi, ou seja, Hj = 0,11 Te H; = 0,0 T. Se
observarmos os picos das funges de onda que geram a distribuicao de Wigner (ou

Husimi), associada & combinagao simétrica em t = 0, vemos que eles estao no en-
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Figura 3.10: Fungdo potencial da molécula de Fe8 obtida pela abordagem de potencial e
massa efetiva com Hy =0,11T e H; =0,0T.

torno dos pontos de minimo da funcao potencial, isto é, em § = 0 e § = 7. Assim, a
medida em que o tempo passa, a fun¢ao de Wigner (ou Husimi) desloca-se e penetra
em regioes angulares que nao sao classicamente acessiveis, como a barreira central
do potencial, indicando assim que o tunelamento de spin esta ocorrendo e que o
hiato de energia - que ¢ resultante do tunelamento - é caracterizado pelo periodo de

oscilacao verificado.

3.2.3 Funcionais de entropia

A funcao de Husimi tem um papel fundamental no que tange as propostas que
permeiam a area de informacao quantica [58]. Como contém toda a informacao do
sistema fisico e possui a propriedade de ser uma distribuicao genuina, a funcao de
Husimi é uma ferramenta usada para se extrair a informagao quantica associada ao
estado quantico do sistema fisico que ela representa. Dentre propostas de medidas
de informagdo quéantica estao os funcionais de entropia [65, 66]. Uma expressao
que apresenta uma proposta nestes moldes é a do funcional de entropia, similar a
entropia de Wehrl [31], dada por

S(H) = —%T’f’ [H log [H]] .

Esta expressao permite-nos, adicionalmente, estabelecer uma leitura do comporta-

mento do estado quantico & medida que ele evolui. Assim, considerando a expressao

o7



de Husimi para o nosso caso particular, podemos reescrever a expressao da entropia
como
¢
S(H;T) = 1 Z H (m,n;7)log (H (m,n;7)), (3.24)
N mn=—(
onde ¢ = 10, permitindo que m e n percorram todo o espaco de fase da distribuicao
de Husimi.

Uma vez escolhido o estado quantico que representa o sistema fisico e analisadas
as caracteristicas deste estado e de sua funcao densidade, que aqui deve ser ne-
cessariamente representada pela distribuicao de Husimi no espacgo de fase discreto,
podemos obter uma interpretacao fisica da expressao proposta para o funcional de
entropia nas situagoes do mesmo tipo que as discutidas aqui. Nesse contexto, a
distribuicao de Husimi de interesse aqui esta associada a um estado quantico puro.
Assim, queremos obter a informacdo da evolucdo temporal de um estado quéntico
particular através do célculo do funcional de entropia a cada instante do tempo e
reconhecer os indicadores do tunelamento de spin através do funcional de entropia.

Vamos considerar para este estudo os estados quanticos que produzem a combi-
nacao simétrica do dubleto de energia mais baixo, ou seja, a combinacao do estado
fundamental e do primeiro estado excitado, da molécula de Fe8, que é submetida a
um campo magnético na direcao paralela ao eixo-facil Hy = 0,11 T e H; = 0 T;
em outras palavras, o mesmo caso estudado na secao anterior. Observando a se¢ao
anterior, vemos que o periodo de oscilagao do estado do sistema esta associado ao
desdobramento de energia e este desdobramento esta em bom acordo com aquele cal-
culado a partir dos respectivos niveis obtidos pelo espectro de energia de referéncia.
Entao, realizando o célculo do funcional de entropia obtemos a figura (3.11).

De acordo com a figura (3.11) vemos que a entropia analoga a de Wehrl revela o
comportamento da funcao de Husimi no espaco de fase, isto é, através do funcional
de entropia podemos apontar quao espalhada (ou concentrada) esta a distribuicao
de Husimi no espaco de fase discreto. Com o auxilio das figuras da distribuicao
de Husimi, no espaco de fase discreto, da figura da fungao potencial e da figura da
entropia nas mesmas configuragoes, constatamos que quando a funcao de Husimi
estd em torno de n = 0 ou n = m, isto é, a funcao de onda estd maximalmente
concentrada no poc¢o de potencial com minimo em 6 = 0 ou § = m, a entropia é
minima e quando a distribuicio de Husimi est4 em torno de n = T ou n = °

2 2
no espaco de fase a entropia apresenta valores maximos. Contudo, esta expressao
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Figura 3.11: Evolugao temporal do funcional de entropia da combinagdo simétrica dos

estados de energia mais baixos.

definida para medir a correlacao dos estados nao distingue as regioes do espaco de
fase no qual a distribuicao de Husimi se concentra. Dessa forma, a leitura através
do funcional de entropia tem que considerar o periodo de oscilacdo que um estado
inicial leva para retornar na mesma regiao de partida do espago, em outras palavras,
temos que considerar o tempo gasto para um estado inicialmente concentrado em
uma determinada regiao do espaco de fase retornar na mesma regiao com a mesma
configuragao de partida.

Pela figura (3.11), no caso particular da combinagao simétrica do dubleto de ener-
gia mais baixa, temos que duas oscilagoes completas estao associadas ao periodo que
representa o mesmo estado inicial voltando ao ponto de partida. Ainda, conside-
rando o periodo obtido pelo funcional de entropia, t ~ 2,15 x 27 K™, o desvio
do desdobramento de niveis, calculado a partir da equagao (3.23) com relagdo ao
desdobramento de referéncia é de apenas 1,95%. Entdo, é possivel, também, inferir
o desdobramento de niveis, associado ao tunelamento do momento magnético, utili-
zando a expressao (3.24) que mede o grau de correlagao dos estados componentes de
uma combinagao simétrica (anti-simétrica) a medida que o tempo evolui. Pudemos
ver, entao, que a medida do desdobramento de niveis também pode ser obtida a
partir de oscilacoes coerentes do funcional de entropia.

Outra expressao muito utilizada para medir a correlacao de estados é o funcional
de correlagao mutua [31, 65, 67|, que é dado por

I(H;t) == S(T;t)+S(0;t) — S(H;t) >0, (3.25)

99



onde S(H;t) corresponde ao funcional de entropia calculado sobre todo o espago de
fase, expressao (3.24), S(J;t) e S(©;t) representam as entropias marginais que sao
provenientes das distribui¢coes marginais J(m;t) e ©(n;t) respectivamente. Usando
esta outra proposta para medir as correlagoes de estados na combinacao simétrica
obtém-se exatamente o mesmo comportamento oscilatério que o exibido pela figura
(3.11). Isto significa que o funcional de correla¢gdo mutua também é uma boa pro-
posta para a medida da correlagao entre os estados e que sua oscilagao no tempo
também estd relacionada com o desdobramento de niveis associado ao tunelamento

do momento magnético da molécula de Fe8.
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Capitulo 4
Conclusao

No segundo capitulo desta tese apresentamos uma abordagem que visa encontrar
uma funcao potencial e uma massa efetiva a partir de um hamiltoniano coletivo
fenomenolégico para descrever um grau de liberdade de alguns sistemas fisicos ca-
racterizados por um spin de carater dominantemente coletivo. Usamos como ponto
de partida, nesta nossa abordagem, o hamiltoniano fenomenologico da molécula de
Fe8, que é construido a partir de parametros relacionados com medidas experimen-
tais bem estabelecidas de propriedades daquela molécula. Pelo fato de extrairmos
com o uso deste método uma funcao potencial e uma massa efetiva, ¢ possivel che-
gar a uma compreensao qualitativa natural do fenémeno estudado, o tunelamento
de spin, a partir de métodos usuais de mecanica quantica. Entao, a partir de valores
de propriedades obtidas através de analises da funcao potencial efetivo com aqueles
métodos usuais de mecanica quantica é que calculamos, dentre outras propriedades
caracteristicas da molécula de Fe8, o hiato de energia associado ao tunelamento de
spin.

Com o intuito de estudarmos somente os efeitos quanticos admitimos que a mo-
lécula de Fe8 esteja a uma temperatura abaixo da temperatura de crossover. Dessa
forma, realizando uma anélise da funcao potencial e da massa efetiva pudemos calcu-
lar o valor do espectro de energia da molécula de Fe8 sem campo magnético externo,
resolvendo numericamente a equagao de Schrodinger considerando a hamiltoniana
efetiva composta pelo potencial e a massa efetiva encontrados. Comparamos entao
o valor obtido para o estado fundamental com esta proposta com aquele obtido pelo

calculo de referéncia e o resultado apresentou um ligeiro desvio. Porém, quando
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calculamos o hiato de energia do dubleto de niveis mais baixo a diferenca foi maior
quando comparado com o valor de referéncia; esse erro provém essencialmente dos
procedimentos numéricos envolvidos na resolucao da equacao de Schrodinger corres-
pondente. Ao invés de pararmos neste ponto, seguimos com uma analise qualitativa
das funcoes potencial e massa efetiva baseada em conceitos usuais de fisica quantica
para obter mais propriedades do sistema de spins estudado e justificar de forma mais
consistente que aqueles hiatos de energia obtidos numericamente estao associados a
um tunelamento de spin.

Seguimos para uma analise mais detalhada do potencial efetivo obtendo pro-
priedades como a localizacao dos minimos dos pocos, da localizagao do méaximo da
barreira interna e de seu respectivo valor da energia. Consequentemente, pudemos
obter de duas maneiras distintas o valor da altura da barreira de potencial para o
estado fundamental. Na primeira forma utilizamos o valor da energia no topo da
barreira interna da fungdo potencial donde calculamos a diferenca deste resultado
para o valor do estado fundamental obtido via diagonalizacdo da hamiltoniana efe-
tiva. Noutra maneira, utilizamos uma aproximac¢ao harmonica calculada nos pontos
de minimo do potencial para encontrar o valor do nivel de energia do estado fun-
damental e calcular a diferenca do resultado assim obtido para o valor de maximo
da barreira da funcao potencial. Os dois resultados encontrados estao proximos e
em bom acordo com o valor obtido experimentalmente. Este primeiro bom acordo
na altura de barreira nos mostra que nossa abordagem, dando origem a uma ha-
miltoniana efetiva, embora aproximada até o momento de segunda ordem, preserva
o contetdo fisico da hamiltoniana fenomenologica de partida de forma satisfatoria.
Assim, considerando as propriedades estudadas e de posse do espectro de energia
pudemos seguir adiante e calcular o hiato de energia de niveis, abaixo do topo da
barreira interna, associado ao tunelamento de spin.

Utilizando entao aproximacoes harmonicas e ferramentas, como a aproximacao
WKB, como usualmente empregadas em potenciais com caracteristicas semelhantes
ao obtido aqui — potencial simétrico com duplo minimo — encontramos valores muito
proximos daqueles obtidos pelas medidas experimentais para o hiato de energia dos
dubletos de niveis de energia mais baixa, enquanto que para os niveis de energia
localizados mais proximos do topo da barreira da funcao potencial utilizamos a
aproximacao de Kemble-Hill-Wheeler/Miller-Good. Cada uma das aproximagoes

apresentadas, usada em suas devidas regides de validade/dominio, permite-nos cal-

62



cular o hiato de energia devido ao tunelamento de spin em qualquer dubleto de
niveis abaixo da barreira interna da fun¢ao potencial. O detalhe interessante é que
o calculo para o hiato de energia mais baixa da molécula de Fe8, sem campo ma-
gnético externo, é obtido analiticamente tendo como solucao as funcoes elipticas de
primeira e segunda espécie. O cdlculo tedrico que prevé o hiato de energia devido ao
tunelamento concorda com o resultado de referéncia; isto d4 embasamento para a
interpetacao da ocorréncia de tunelamento de spin, pois se nao houvesse aquele tu-
nelamento, nao haveria um hiato de energia entre os niveis que constituem o dubleto,
isto é, eles seriam degenerados.

Usando o valor obtido para o hiato de energia associado ao tunelamento de spin
da molécula de Fe8, pudemos, a partir de uma simples identificacao entre os argu-
mentos das exponenciais da lei de ativacao térmica e do fator de penetrabilidade da
barreira de potencial da aproximacao WKB, estimar o valor da temperatura abaixo
da qual os efeitos quanticos sao predominantes sobre os efeitos térmicos para o du-
bleto de niveis de energia mais baixa, isto é, obtivemos um valor para a temperatura
de crossover. Considerando os valores do hiato de energia do estado fundamental
e da altura da barreira medidos experimentalmente pudemos calcular a tempera-
tura de crossover para o estado fundamental e, comparando com o resultado obtido
através de nossa abordagem, novamente verificamos um bom acordo. Contudo, o
valor da temperatura encontrado é cerca de trés vezes maior que o valor da tem-
peratura medido experimentalmente. A justificativa para essa discrepancia entre os
valores pode ter dois caminhos: o primeiro nos diz que esta diferenca deve-se ao
fato de utilizarmos uma identificacao pouco sofisticada para tratar tais sistemas; a
outra sugere-nos que esta diferenca justifica-se devido a distribuicao de ocupagao
dos niveis de energia como funcao da temperatura.

Em seguida, analisamos a molécula de Fe8 com a aplicacao de quatro intensi-
dades distintas de um campo paralelo ao eixo-facil. Pudemos entao visualizar como
o potencial efetivo associado & molécula de Fe8 tem sua simetria quebrada pela
aplicacao deste campo magnético externo aplicado na direcao do eixo-facil. Esta as-
simetria pode entao ser interpretada como o aprofundamento do minimo de um dos
pocos da funcao potencial enquanto no outro pogo o ponto de minimo vai ficando
mais raso passando por um ponto de inflexdo e tornando-se um ponto de maximo,
como ja tinha sido proposto anteriormente [20]|. Fisicamente esta assimetria reflete

a tendéncia da molécula se alinhar na direcao do campo magnético na medida que
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sua intensidade cresce. Nesta perspectiva, obtivemos outra propriedade desta mo-
lécula que foi o valor do campo de saturagao, ou seja, o valor do campo no qual a
funcao potencial apresenta apenas um minimo contendo todos os niveis de energia
do sistema.

Outra propriedade analisada que esté associada ao campo magnético externo é a
intensidade (ou miltiplos dela) que provoca pareamento de niveis. Esta propriedade
também foi calculada de duas formas distintas. A primeira forma extrai o valor do
campo considerando uma aproximacao harmonica nos dois pontos de minimo da
funcao potencial, contendo na expressao o termo que representa o campo magnético
externo aplicado, usada para calcular o dubleto de energia mais baixa, enquanto
que na segunda forma encontramos o valor da intensidade do campo de pareamento
analisando a ocorréncia de infinitos na expressao da massa efetiva. Em ambas obti-
vemos valores em bom acordo com a intensidade obtida experimentalmente. Desta
forma, também obtivemos a informacao adicional do campo magnético de saturacao
da molécula, ou seja, a intensidade do campo magnético externo que é necessaria
para orientar o spin da molécula de Fe8.

A abordagem aqui apresentada ficou limitada a descrever apenas a molécula de
Fe8 com a aplicacao de um campo externo na direcao paralela ao seu eixo de aniso-
tropia. Mesmo assim, pudemos obter valores de diversas quantidades associadas a
propriedades conhecidas da molécula de Fe8 e ir mais além encontrando mais pro-
priedades como, o valor do campo de saturacao, o que mostra que a abordagem
proposta pode ser utilizada para tratar sistemas de spins semelhantes ao tratado

nesta tese.

No terceiro capitulo apresentamos a abordagem de espaco de fase quantico dis-
creto. Da mesma forma que fizemos no segundo capitulo, buscamos usar através
desta abordagem os principios costumeiros de mecanica quantica com o objetivo de
estudar de modo qualitativo e quantitativo as propriedades associadas ao par de
variaveis complementares que descrevem o grau de liberdade de nosso interesse, isto
é, o tunelamento de spin que ocorre na molécula de FeS.

Uma caracteristica desta formulacao é que ela é geral, isto é, ela nao se restringe a
situagoes particulares da aplicacao de campos magnéticos externos tanto na direcao
paralela quanto na direcao transversa ao eixo de anisotropia.

Para utilizar a abordagem de espago de fase, é necessério uma hamiltoniana que

64



descreva o sistema fisico que se quer estudar, um liouvilliano associado & dinamica
e um operador densidade, como condicao inicial, que represente uma situagao fisica
do sistema. Com estes constituintes representados pelos suas respectivas funcoes
mapeadas no espaco de fase discreto, pudemos prosseguir com o estudo da molé-
cula de Fe8. Dessa forma, através de funcoes de Wigner ou distribuicoes de Husimi
evoluidas no tempo a partir da equacao dinamica de von Neumann-Liouville pude-
mos estudar dois casos particulares de estados: um estado de angulo localizado e
um estado formado pela combinacao simétrica do dubleto de niveis de energia mais
baixo. O estado de angulo foi inicialmente construido considerando que o spin da
molécula esteja orientado na dire¢ao # = 0 (origem do angulo polar) e, apesar de ser
um estado hipotético, serviu-nos para extrair informacoes sobre a atuacao de um
campo magnético tranverso aplicado a molécula de Fe8 em casos particulares como
este: sob determinadas condicoes, isto é, direcao do angulo de aplicacao e intensi-
dade do campo magnético, ele tem a propriedade de controlar a regiao de angulo
e de momento angular no espaco de fase na qual o estado de energia transita. No
segundo caso estudado, um estado inicial formado por uma combinacao simétrica
dos niveis mais baixo de energia, pudemos obter o hiato de energia do dubleto de
niveis formado pela combinacao simétrica como verificagao de consisténcia da abor-
dagem. O hiato de energia, caracterizado qualitativamente pela reocorréncia do pico
da funcao de Wigner na mesma regiao do espago de fase que o pico da distribuicao
estava no tempo inicial, é obtido em duas etapas: na primeira calculamos o periodo
de oscilacao da combinagao simétrica através da funcao de correlagao temporal, que
calcula o trago do produto das funcoes de Wigner sobre todos os pontos pertencentes
ao espaco de fase discreto. Em seguida, para encontrar tal hiato de energia utiliza-
mos, na aproximacao de um sistema de dois niveis, o valor obtido para o periodo de
oscilacao.

Obtivemos também as distribui¢coes marginais para as varidaveis de momento
angular e angulo. Tais distribuicdes possibilitam verificar o carater complementar
destas variaveis - associado & natureza quantica delas que revela uma propriedade
semelhante ao principio de incerteza entre as variaveis coordenada e momento.

Utilizamos adicionalmente ao estudo qualitativo das correlacoes entre momento
angular e angulo pela visualizacdo da fungdo de Wigner (ou distribuicdo de Hu-
simi) uma maneira de medir quantitativamente as correlagoes entre essas variaveis

complementares no espaco de fase discreto: um funcional de entropia. A partir da
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construcao do estado gerado pela combinagao simétrica do dubleto de energia mais
baixa pudemos calcular através da funcao de Husimi, em cada instante da evolugao
temporal, um valor para o funcional de entropia e, dessa forma, com o auxilio do
grafico da funcao de Husimi no espaco de fase, obtivemos sua interpretagao, que

mede as correlagoes entre o par de varidveis de momento angular e de angulo.

Os valores obtidos para todas as propriedades da molécula de Fe8 aqui encon-
tradas comprovam uma acuracidade de ambas abordagens no estudo de sistemas
de spins semelhante ao abordado nesta tese. Enquanto a primeira apresenta uma
funcao potencial associada ao grau de liberdade da orientacao do spin da molécula
e revela propriedades a partir de métodos simples e usuais de mecanica quantica,
a segunda descreve o sistema estudado a partir de uma dinamica temporal num
espaco de fase quantico discreto exibindo a correlacao do par de varidveis associadas
ao grau de liberdade de interesse. Portanto, as propriedades peculiares obtidas de
cada uma das abordagens apresentadas nesta tese nos levam a afirmar que o uso
paralelo de ambas para o estudo de alguns sistemas de spins ¢ muito enriquecedor e

elucidativo e que uma proposta complementa a outra.
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Apéndice A

Procedimento para calcular a funcao

potencial e a massa efetiva

Iniciamos o calculo do potencial e da massa efetiva a partir da obtencao do valor
esperado do hamiltoniano geral proposto em (2.1), H(j, a, ). Assim, é necessario o
uso das relagoes abaixo [69]

<]7Z|J§ |J7Z> = (Z*az*_.])Q <j72|.]7 Z> (A2)
(4,21 33 15,2) = 0%, (4,214, 2). (A.3)

Agora, podemos calcular cada termo integrante do hamiltoniano (2.1):

(J,0, AT ), o, §)

R o

ltles (Y]

(7, Ziiﬂ;!ﬁg & _ %(ng — ) sin? ae2e, (A7)

onde a tiltima expressao é calculada usando a relacio J_ = (J, ). Logo, a expressao

do valor esperado do hamiltoniano é dada por
1
H(j,a,§) = —Ajcosa+ Bj {j - (j - 5) sin? oz] + C5(25 — 1) sin? a cos 2¢.
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Agora nessa expressao buscamos a linha de minimo que o momento magnético per-

corre no angulo azimutal &

%—Z[ = —4C(25% — j)sin*asincos € =0
= sin{ =0 ou cos{ =0

= £=0,+7 ou 52:&%.

Através da derivada segunda com relacao a £ encontramos que os extremos que
sao linhas de minimo sao { = £7. Dessa forma, podemos agora recalcular o valor

esperado do hamiltoniano através da linha de minimo

s 1
H(j,, 5) = —Ajcosa+ Bj [j - (j — 5) sin? a} — Cj(2j —1)sin® .
Considerando § = 7 encontramos os mesmos termos apresentados anteriormente -

fora da diagonal,

o ’
<J}Ct/,ng j,a,g> = —Ajcos¥! (a2a> cos (oz;—a) (A.8)
o 5|32 E> = B i () g (2 — 1) cos 2 (A2

x co§2 (O‘/ ; O‘)} (A.9)

C ol -
j,a,g> = 7](2j— 1) cos™ <a 5 a)

X {cos—2 (O‘, > O‘) + sin? (O‘/;O‘) - 1] . (A10)

Assim, obtemos o niucleo de energia do MCG, a saber,
<j, o, g)H‘j,Oz, g> = —Ajcos¥! (O/ 2_ Oé) cos (O/ ;_ Oé)
+ % cos™ (O/ 2_ a) [1 +(2j — 1) cos™? (O/ 2_ a) cos® (O/ ; a)}
+ %(23' — 1) cos™ (O/ 2_ a> [cos2 (O/ 2_ a) + sin? (O/ ;_ a) — 1]

e o nicleo de superposicao

I_
(10 G ) oot (5).
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Observe-se que este tltimo resultado s6 depende de estarmos usando os estados
coerentes de su(2).
/+O(

Fazendo a mudanca de variaveis p = 5% e § = o/ — a projetamos o nicleo de

energia

H(p,0) = —Ajcos¥! (g) cos ()
n % cos (g) [1 + (25 — 1) cos 2 (g) cos” (90)}
+ %(27’ — 1) cos™ (g) {cos_2 (g) +sin? (¢) — 1}

através de uma representacao completa e ortogonal construida a partir da diagona-

lizacao do nucleo de superposicao através da transformada de Fourier [47]

i (0 . . ,
/ cos? (5) e*ay = 2/ cos™ (0) e***dp

27T (2 + 2)
2%9(2j + 1D (H72) T (252)
27 (25)!

TG+ R)IG— k) (A1)

que sao os autovalores apresentados no segundo capitulo, necessarios para a equagao

vl

(2.4). Entao podemos calcular termo a termo as contribuigdes da projecio daquela

superficie de energia no espago dos momentos

e Primeiro termo do nticleo de energia H(yp,0)

—Aj/ 2! cog? ! (g) d&/ cos (p) e ¥ dyp

. 27(25 + 1)! ] ™
j22j+1 (j+HTl)|(J_H-Tl)| r,1 r,—1

e Segundo termo do nicleo de energia H(y,0)

Bi (™ . e T
7‘7 ¢3! cos? (5) d@/ ey

Bj ] 2m(25)! [;]
= =2 2
2 (1 )G Dl
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e Terceiro termo do nucleo de energia H(ip,0)

Bj T ,
%(23’—1)/ 2! cos¥ 2( )d@/ cos? () e dyp

Bj . 27(25 — 2)! 2T [ N] (N] (V]
= ——=(27—1 - — <(5 +650, 4+ 26 )
> (2 )223_2(j+ +1)! (]—-—1) 4\ n ez o

e Quarto termo do niicleo de energia H (i, 0)

4 ) ) 0 4 )
Cj(2j — 1)/ 2! cos? 2 (5) dé’/ e "dy

o 2m(2j — 2)! "
= Cj(27—1)— 216

e Quinto termo do nucleo de energia H(p, 6)

—C’j(2j—1)/ =2l cos? ( )d@/ sin? (p) e " dyp
<5W + 4l

e 27 (2 2
= _C](2j - 1) W()jzj — _)'Zﬂ r{\iQ - 255\6])

e Sexto termo do niicleo de energia H(yp,0)

—Cj(Qj—l)/ ¢3! cos? (0) d@/ e " dyp

_ o 2m(2j)! [N]
= —Cj(25 — 1)22j G006 = %)!QW(SW.

2% (j +

Vale observar nas expressoes que

s

]. s
~ e R0 — gl (A.12)

r=—m

é a funcao delta de Kronecker modulo N.
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Assim, considerando k+ k" =1 e k— k' = r , o hamiltoniano, expressao (2.4), no

espaco de estados de momento angular ¢ dado por

. A
H(l,r) = Q1) _2(j+l+ )'(] l+1) (5[N] 5%\1}1)
5 )!
+ =2 ol + 2¢ oty

20+ —3)!

b (0,

AG+E+D@G-4=1)1"
Cj(2j —1) IN] | <IN] [N] Cj2j—1)  n

. . 57‘ +5'r— _26r - . . 57‘ )
GG P ) T GG

QU%T%=¢<¢+l;f>(j—l;T)<ﬁ+l;iy(j—lgT).

Em seguida, usamos a expressao (2.5) para transformar o nacleo de energia escrito

Q+i+nw'—g—mlm
o) 4+ 6, + 261

onde

nas variaveis discretas momento angular para variaveis angulares discretas, que pode

ser escrito como

A . -1 By .
H(u,v) = —%COSUZe’%” ;—l—é + =7 Ze’%“
] 2

—3)

E)‘i_z zu

+ 3
ji—1i (9 cost\/(j+§+1)(j—%+1)

b Oy —j(2j - 1)
™4 jHg+1 4 (1+35) (-3
5., .

- g](2j—1)}~

Por fim, usando o procedimento semelhante a transformada de Weyl-Wigner no

continuo, escrevemos a expressao para o momento de ordem zero,

My = —(B—0C)j(j+1)cos’v —+/j(j+1)Acosv — Cj(j+ 1),
que identificamos com a funcao potencial na variavel associada ao angulo polar.
O momento de ordem dois

A
My, = —2(B—C)cos’v— —cosv —4C,
J

é identificado com a funcao inércia efetiva.

71



Apéndice B

O hamiltoniano e o liouvilliano

mapeados no espaco de fase discreto

Para encontrar a expressao do hamiltoniano no espaco de fase discreto, vamos consi-

derar a expressao geral
H=AJ,+ B +CJ; £J.)+ DJ% +J%). (B.1)

Lembrando que para calcular tal expressao é necessario o uso das relagoes (conside-
rando i = 1)

J.|j,m) =m|j,m)
I j,m) =4+ 1)[4,m)
Joljom)=+(GFm)GEm+1)[j,m=E1)

e do vinculo entre os espacos

Agora, podemos calcular a transformada de Weyl-Wigner discreta de cada operador

que compoe o hamiltoniano geral através da operacao traco
Te [T (m, n)H] = 37 ] TO' (m, n)H )

onde

J —STT—T ) A
T(O)T(m,n): Z VU 6—T”rse—i7r¢(r,s;N)e%(mr-&-ns)



Vamos encontrar a fungao no espaco de fase discreto calculando a transformada de

cada termo do operador hamiltoniano:

e Expressao para o termo AJ,

Tr [T(O) (m,n)AJ ]
j

T

_ Z e - TS0~ imd(r,s; N)6 (mr+ns)A< ’ VU J,

»

, N
k,r,s=—j
] 727”7’]{)
_ Z 671”5 —zw¢(rsN)e2“ mr+ns)Ak <uk|ukz+s>
kyrs=—j
j 727”
_ Z e 1‘}” TS —imd(r,s; N)e mr—i—ns)Ak, 5 ]\g
N ;
k,r,s=—j
J e%’{,’r(m—k)
- Z 'Ak N
kor=—j
J
= > Aké,
f—
= Am
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e Expressio para o termo BJ?

[ (m,n)BJ?
AVautd Uinid
_ Z zm;ﬁ(rs N) (mr+ns)B<uk‘ ¥ Jz uk>
] 727rirk
_ Z ) (mr+ns Bk‘26 N <Uk|uk+s>
k. —
67]2\;”'1%
_ Z —z”rs —ZW¢(TSN) %(mr—l—ns Bk,2 5([)]’\[8]
k,r,s=—j
A 2mip(m,
= Z:BHGN(k)
kor=—j
: (V]
—
= Bm*.
e Expressao para o termo CJ
(m,n CJ+]
2mi v=u—"
_ 'LTr(;S(rsN) 2 (mr+ns)0<uk‘ ¥ J+‘Uk>

k,r

7171'

rs —17r¢(rsN) 2’”(mr—&-ns)

e
>
>

k,r
7271'1 (k+1)
x OV =k +k- 1)T (Ur|ugssi1)
J
= Z 6_]\1,”7‘8 —i7r¢(r,s;N) 2mi T (mrns)
k,r,s=—j
—]2\]7\'1'
. . € N
x OV —k)G+k=1) 5,
j o 2W1T(m k‘)
= 3 OV RG k- e R

k,T:_j
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e Expressao para o termo C'J_ é analoga ao termo anterior. Assim,

Tr [T(O)T (m, n)CJ,}

J 2mi e%r(m_k)
= > CVFRG— k- R e
kaor=—j
e Expressdo para o termo D(J3 + J?)
t
Tr [T(O) (m,n)D(J2% + JQ_)]
J T T—
—iT . . % V S-[J- r
= enN 7”5(3_”"‘5(”’5’]\])627(”“““"5)D<uk‘—N (J2+J2) Uk>
k,r,s=—j
i | L
_ eTrsefzw¢(r,s;N)€T(mr+ns)
k,r,s=—j
—27'ri7, k
x D [%(j —kG+E+D0 k=10 +k+ z)ﬁam
N —2,8

. . . . ex r(k=2)
+ VGERG =R+ D0 k=D~ k+2) 0

= 2D cos (%n) VGi-m+1)(G+m)([§—m)(j+m+1).

Considerando todos os operadores acima, obtidos pela tranformada de Weyl-
Wigner discreta, obtemos a expressao (3.18) para o hamiltoniano da molécula de
Fe8 no espaco de fase discreto.

Utilizando ainda as expressoes mapeadas dos operadores, vamos calcular a ex-
pressao do liouvilliano que governa a evolucao temporal. Utilizando a expressao

(3.12), calculamos em seguida a contribui¢ao de cada termo do liouvilliano.

I6)



e Contribuicao do termo AJ,
2i Z _Am sin [W (be — ad)} gimelabediN)
N

% 2T”[a(u m)+b(v—n)+c(u—r)+d(v—s)]

A
= 2 Z Tﬂ;sin[N(bc—ad)} ing(abe,d;N)

m,a,b,c,d

27”[a(u m)+bv+c(u—r)+d(v— s)]é‘

X

5> Amsin[ (ad) | emotedcd)
m,a,c,d N? N

% 27”[(1(u m)+c(u—r)+d(v—s)]

e Contribuigiao do termo BJ?

B 2
21 Z ]\ZL sin[N(bc—ad)] in(a,bc,d;N)

m,n,a,b,c,d

20 g (y—m)+b(v—n)+c(u—r)+d(v—s)]

X eN
Bm? | ,
=2 Yy TW; gin [% (be — ad)} oimd(abedN)
m,a,b,c,d
X e%[a(u*m)+bv+c(ufr)+d(v—s)]5[N}
- —9 Z N3 <in [ (ad)] ind(a,0,¢,d;N)
m,a,c,d
X @%[a(u_m)""c(U—T)-‘rd(v—s)]
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e Contribuicao do termo CJ

Z 06217\;271(771 k) (7"+2n)\/<j — k?)(j +k+ 1)

21 i

m,n,a,b,c,d,r.k

% €in |:£ (bC . (ld):| ing(a, bch)6 ¢ a(u—m)+b(v—n)+c(u—r)+d(v—s)]

Nr(mk) W’I‘ i — k) (5 k 1
S Ce e %gy )(j +k+1)

m,a,b,c,d,r.k

% €in |:£ (bC . Cld):| ing(a, bch)e ¢ a(u—m)+bv+c(u—r)+d(v—s 5[1\7]

Cenrim=—h)e- —K)(G+k+1
—% Y e %gj ) +E+1)

m,a,c,d,r.k

% €in |:_1 (c+ad)] ing(a,— 1CdN)€ ¢ [a(u—m)—v4c(u—r)+d(v—s)]

a,c,d,r.k

% €in |:_1 (C-'-&d)] ing(a,— 1CdN)€ ¢ [au—v+c(u—r)+d(v— s)}5[N]

Ce 802 /(G —k)(j+k+1)
—27 Z N2

c,d,r.k

X sin[ (C~|—rd)] im¢(r,—LedsN) o 5 [r(u—k)+c(u—r)+d(v—s)]

e A contribui¢ao do termo CJ_ é anédloga ao termo anterior. Assim,

3 CeNrim=—ReF 2 /(1) — k+ 1)

21 NZ

m,n,a,b,c,d,r.k

% sin [ (bC . ad)} imep( abch) 2mi 2 [a(u—m)+b(v—n)+c(u—r)+d(v—s)]

, Ce®2) /(G+E)(j — k + 1)
-y E;

c,d,r.k

X sin |:1 (C . Td):| eiW(zb(r,l,c,d;N) 20 [ (y— k) +c(u—r)+d(v—s)]
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e Contribui¢do do termo D(J2 + J2)

0 Z 2D cos (£n) \/(j—m+1jv)(j+m)(j—m)(j+m+l)

m,n,a,b,c,d

% sin [ (bC i ad)] imd abch) [a(u m)+b(v—n)+c(u—r)+d(v—s)]

- 2D¢(j—m+1)(j+Nw;>(j—m)(y‘+m+1) (6030 + %)

m,a,b,c,d

% sin [ (bC . ad)] T abch) [a(u m)+b(v—n)+c(u—r)+d(v—s)]

% 3 2D\/(j —m+1)(j +Nw;>(j —m)(j+m+1)

m,a,c,d

« {sm [ (20 . ad)] irg(a,2,c,d; N) [a(u m)+2v+c(u—r)+d(v—s)]

. : 2 d ] ing(a, 2,ch) [a(u m)— 2v+c(u—7')+d(fu—s)]}
sin [ N (2¢ + ad)

Desta forma, podemos escrever a expressao do liouvilliano na forma apresen-
tada na funcao (3.19).
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