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Resumo

Apresentamos nesta tese uma atualizagao dos problemas das divergencias ultravio-
letas e infravermelhas das corregoes radiativas da eletrodinamica quéantica. Com esse
proposito, introduzimos uma adaptacao geométrica no propagador covariante do foton
para tornar finitas as flutuagoes quanticas de um loop. Utiliza-se, desta forma, a intro-
ducgao de um termo com derivada de alta ordem na Lagrangiana do modelo de Maxwell-
Lorentz para a obtencao desse propagador. Nesse contexto, a eletrodinamica quantica
generalizada amplia o espaco de interagoes dos férmions e fétons com a inclusao de um
novo parametro fisico mp, responsavel por aumentar a escala de energia natural no es-
pago dos momentos para m? < p* < m%. Motivado por propriedades de estabilidade
e unitariedade, a eletrodinamica quantica generalizada fornece uma extensao natural e
auto consistente da eletrodinamica quantica. Conforme apontado pelo Teorema de Haag,
a descricao da interacdo manifesta problemas para os fundamentos da teoria quéantica
de campos mesmo que suas predigoes teodricas estejam de acordo com os experimentos.
Com o propésito de manter uma definicao correta dos objetos quanticos, lidamos com
um modelo perturbativo quantico seguindo a descrigao de Heisenberg. As principais con-
sequéncias dessa estratégia construtiva é o estabelecimento de uma representagao vélida
em todo o espaco de Hilbert para os estados limites assintéticos de entrada e saida e,
também, a transformacao unitaria entre a representacao de operadores livres e intera-
gentes no espago de Fock. Em seguida, calculamos explicitamente todas as correcoes
radiativas a um loop em (3 + 1) dimensoes. Além disso, comentamos seus resultados
principais como o momento magnético anémalo e o valor limite inferior ao parametro
de Podolsky. Posteriormente, obtemos as corregoes radiativas em (2 + 1) dimensoes.
Provamos que a teoria nao apresenta efeito de momento magnético anémalo e sofre da
singularidade na camada de massa. Finalmente, calculamos as correcoes radiativas para
a eletrodindmica quantica em (2 4 1) dimensoes.

Palavras Chave: Teoria Quantica de Campos - Descricao de Heisenberg - Corregoes
Radiativas - Teorias de ordem superior

Areas do conhecimento: Teoria Quéantica de Campos
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Abstract

In this thesis we present an update on the problems of ultraviolet and infrared di-
vergences of quantum electrodynamics the radiative corrections. For this purpose, we
introduce a geometric adaptation to the covariant propagator of the photon to become
the quantum fluctuations of a loop finite. In this way, the introduction of high-order
derivative term in the Maxwell-Lorentz Lagrangian model is used to obtain this propa-
gator. In this context, generalized quantum electrodynamics expands the fermions and
photons space of interactions by including a new physical parameter mp, responsible
for increasing the natural energy scale in momentum space m? < p? < m%. Motivated
by stability and unitarity properties, generalized quantum electrodynamics provides a
natural and self-consistent extension of quantum electrodynamics . As pointed out by
Haag’s theorem, the interaction picture poses problems for the quantum field theory
foundations even if this theoretical predictions are in agreement with the experiments.
To maintain a correct definition of quantum objects, we follow the Heisenberg picture as
a quantum perturbative model . In this constructive strategy, the main consequences are
the ingoing and outgoing asymptotic limit states valid in all Hilbert space. In addition,
the unitary transformation between the representation of free and interacting operators
in Fock space. We therefore explicitly compute all radiative corrections to one-loop in
(3+ 1) dimensions. Furthermore, we comment the main results such as the anomalous
magnetic moment and the lower limit value for the Podolsky parameter. Subsequently,
we obtain the radiative corrections in (2 4 1) dimensions. We prove this theory presents
no anomalous magnetic moment effect and suffers from the singularity in the mass-shell.
Finally, we evaluate the radiative corrections for quantum electrodynamics in (2 + 1)
dimensions.

Keywords: Quantum Field Theory - Heisenberg Picture -
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Capitulo 1

Introducao

A Mecénica Quantica (M(@Q) ¢ um modelo teérico bem-sucedido que descreve os
estados microscopicos da matéria em uma determinada faixa de energia em que os efeitos
relativisticos nao sao relevantes, ou seja, em que a energia cinética da particula ¢ muito
menor que a sua massa. A primeira estrutura matemaética a descrever a dindmica dos
estados quanticos foi um modelo desenvolvido de forma independente por Schréodinger
e Heisenberg. Ambos conseguiram explicar muito bem os processos de espalhamento,
niveis de energia no d4tomo de hidrogénio, transicao de fase, e outros experimentos em
que a mecanica classica ndo era suficiente [Sakurai and Napolitano| [2017].

Por meio do advento dos trabalhos de Einstein em 1905, dois novos requisitos passa-
ram a ser utilizados na averiguacao da auto consisténcia de uma teoria fisica. Primeiro,
as medidas fisicas devem se comunicar através de transformacoes lineares de Lorentz.
Segundo, a velocidade da luz no vacuo ¢ uma constante universal Weinberg et al.| [1995].
Através destas afirmagoes e olhando o trabalho de Schrodinger com um pouco mais de
cuidado, existe uma assimetria nas coordenadas do espaco e do tempo. Em outras pa-
lavras, uma relagao univoca entre a evolucao temporal e a translagao do espaco na M)
estd ausente, pois o tempo funciona como um parametro externo na equagao de Schro-
dinger. Uma vez que o argumento da covariancia de Lorentz é fundamental para uma
teoria que almeja descrever um dominio maior dos resultados fisicos, o modelo matemé-
tico e fisico de Schrédinger nao constitui uma base solida e coerente com a relatividade
especial. Esse problema ¢ facilmente detectado na sua equacao de onda em que as deri-
vadas da coordenada espacial e da coordenada temporal nao possuem a mesma ordem.
Logo, inviabiliza a criacao de uma fun¢ao de onda covariante no espago de Minkowski
Sakurai and Napolitano [2017]. Portanto, uma "nova” M@ deve surgir para “corrigir”’ o
problema.

E necessério destacar que nao é aconselhavel fazer uma alusdao da veracidade, pro-
priamente dita, da M@ pela Equacao de Schrondiger. Ela nao esta equivocada e, nao
obstante, conseguiu fazer boas previsoes em varios experimentos nao relativistico. Pro-
curamos enfatizar, somente, a importancia de levar em conta a escala de energia na
aplicabilidade das teorias fisicas e as novas diretrizes nas transformacoes cinematicas no
espago-tempo De Toledo Pizal [2003].

Com o intuito de resolver esse problema, duas equagoes invariantes de Lorentz foram
criadas. Elas conseguiram descrever as funcoes de onda para um estado relativistico
do férmion (Equagdio de Dirac) e do boson (Equagdo de Klein-Gordon). E necessério a
criagao de um modelo matematico que opere com muitas particulas, desde que a relati-
vidade permite a criagao de particulas. Por certo, tal teoria modificaria os postulados
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da M@Q. A Teoria Quantica de Campo (T'QC') surgiu da elaboragao de varios autores
para preencher essa e outras lacunas faltantes no entendimento fisico no qual as teorias
anteriores nao possuiam um aparato interpretativo adequado.

1.1 Uma Teoria Quantica de Campo

Antes de enunciar os mais diversos postulados da T'QC', é importante ressaltar a con-
tribuicao do ponto de vista fisico da M (). Se pretendermos tratar situacoes fisicas em
que o numero de particulas é indeterminado, uma nova modificacao devera ser introdu-
zida, primeiramente, no programa de quantizacao. Na sequéncia, os trabalhos de Dirac,
Jordan e Fock, novos ingredientes foram inseridos com o propésito de estabelecer uma
estrutura formal e lidar com o contexto nao-trivial de um sistema com muitas particulas.
Existem duas maneiras equivalentes de quantizar uma teoria de campo. A primeira é
a quantizacao canodnica que sera abordada aqui e a segunda é conhecida com Feynman
path integral. Faremos um breve resumo da primeira demaneira simplificada.

A "segunda'"quantizagao é uma linguagem eficiente e pratica de descrever um sistema
quantico com um numero variavel de particulas. Um passo fundamental foi a criacao de
um objeto matemético (operador) que, grosso modo, possibilitasse calcular as transigoes
quanticas na teoria de espalhamento. Para isso, os antigos campos classicos foram levados
ao patamar de operadores quanticos que atuam no espacgo de Fock. Outro ponto a ser
lembrado é que o estado fisico de um sistema é descrito por um vetor complexo no espago
de Hilbert H. Logo, se temos um sistema com n particulas em que a funcao de onda,
descrita por um conjunto de fungoes quadrado integravel, é construida com n variaveis
(x1,...,2,). O seu produto interno é dado pela férmula

(U, D) :/dx”\lf(xl,...,mn)CID(xl,...,:cn) (1.1)

Uma vez que temos um sistema contendo um nimero indefinido de particulas, o espago
de Hilbert é, agora, transformado no espaco de Fock e a sua defini¢ao se d& por

em que n é o nimero de particulas no espago de Hilbert. O espaco de Fock nada mais
é que a soma direta e infinita de todos os espacos de Hilbert #, juntamente com o
correspondente & auséncia de particulas Hy. Um estado qualquer de F é dado por uma
combinagao linear de infinitos estados quanticos

Contudo, os estados fisicos s6 sao descritos apds uma simetrizacao e antisimetrizacao
do espaco de Fock

FE =0 HE (1.4)

Em que H;! = S H,, é formado pelo operador simetrizado

1
SHw, = . > Un(@ats - Tn) (1.5)

em que 7 é a permutagao. O operador H, = S, H,, é formado pelo operador antisime-
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ST, nlz D)™ (2p1, ., Tm) (1.6)

em que (—1)™ = 1 se a permutagao for par e (—1)™ = —1 se a permutagao for impar. O

produto interno é agora escrito igual &

(U, D) /dx U (2, .oy @) Py, .oy ) (1.7)

Mesmo que as bases da segunda quantizagao sejam necessarias para estabelecer um
formalismo coerente, precisamos caracterizar um outro elemento importante na descri¢ao
da interacao dos operadores.

Nesse sentido, conceberemos a matriz de espalhamento com o propésito de analisar
os processos fisicos na escala atdmica. Esse objeto matematico, chamado de matriz-S, é
unitario, covariancia relativistica e causal. O seu desenvolvimento recebeu a contribuigao
de varios pesquisadores como Feynman, Tomonaga, Schwinger e Dyson El, e sua formula
matematica é

(n—1)

S=1+ f:( / dz’ / / T g H0 (g e () (1.8)

Se quisermos estudar a estrutura interna, transi¢oes de estado, e desintegracao de parti-
culas, precisaremos encontrar cada elemento desta matriz. Contudo, é importante tomar
uma precaucao, pois os operadores H™) nao comutam em tempos diferentes. Frente a
essa afirmacao, é imprescindivel a aplicacao de um teorema que ordene temporalmente
os produtos dentro dos elementos de matriz. Assim, usaremos o Teorema de Wick, ver
Apéndice [A]

Um dos aspectos mais fundamentais da natureza é exibir as suas leis por meio da
associagao entre simetria e conservagao de corrente. Antes de qualquer comparac¢ao com
os experimentos, a investigacao de novos modelos é facilitada se supormos que as sime-
trias estejam codificadas na Lagrangiana. Sabemos pela literatura que a eletrodinamica
quantica (QED,) possui simetria abelina e de Lorentz. Essa teoria é a mais bem tes-
tada teoria de campo ja existente. Suas contribui¢des trouxeram um enorme progresso
na compreensao da interacao da radiacao com a matéria. Mesmo nao sendo o cerne da
tese abordar os assuntos da QED,, sugerimos as seguintes referéncias Weinberg et al.
[1995], [Kallén et al.| [1972], Dyson [1951b|. Durante o desenvolvimento da QE Dy, o apa-
recimento das expressoes divergentes criaram um problema na sua consisténcia. Isso foi
suficiente para produzir previsoes tebrica nao claras sob os experimentos. Nesse sentido,
a QFE D, foi somente estabelecida quando os procedimentos de renormalizacao permiti-
ram uma interpretacgao satisfatoria das quantidades infinitas. A descri(;éo de teorias de
altas derivadas (equagoes diferenciais de terceira ordem ou mais) nao é muito comum na
fisica e na maioria das vezes sofre das patologias de Ostrogradski. Frequentemente, os
termos de altas derivadas sao usados meramente como uma correcao perturbativa, mas
esse pensamento nao condiz com a realidade das teorias de altas derivadas. Finalmente,
chegamos ao objeto central do estudo desta tese, o eletromagnetismo desenvolvido por
Podolsky ou mais conhecido como Generalized Quantum Electrodynamics (GQEDy).

!'Uma referéncia histérica encontra-se no primeiro artigo |[Dyson| [1949].



Primeiramente, a teoria tem por objetivo principal nao s6 sanar as divergéncias de ori-
gem classica e quantica, mas também, se propor a ser uma extensao do Eletromagnetismo
de Maxwell. Essa caracteristica tornou a teoria de Podolsky naturalmente renormaliza-
vel, ou seja, sem a necessidade de nenhuma técnica de regularizacao. A Lagrangiana de
Podolsky consegue abarcar um conjunto maior de fenémenos fisicos devido ao fato de
incorporar um termo de primeira derivada em relagao ao campo eletromagnético F*.
Assim, colocamos uma questao em pauta: A GQFED, seria a unica descri¢cao da in-
teragao da radiagcao-matéria para teorias de derivadas de seqgunda ordem ¢ Em uma
resposta direta, a GQFE Dy, a menos de um termo de superfice, é a tnica configuracao
de teoria de gauge de segunda ordem que atende os pré-requisitos de linearidade e de
invariancia de Lorentz e de Gauge |Cuzinatto et al.| [2007]. Portanto, as simetrias da
QED, sao também preservadas na GQED,, a fim de que, por exemplo, a conservacao
de carga seja garantida. E conveniente pensar que Podolsky nio pertence ao grupo de
teorias efetivas de campo, pois a sua unitariedade esta assegurada através dos conceitos
de Lagrangiana "anchor"dado pela Ref. |Kaparulin et al. [2014a]. O conhecimento destas
afirmagoes assegura mais ainda o carater promissor da GQFE D, como uma substituicao
segura e direta da QF Dy.

Por meio de um projeto, seria impossivel responder todas as perguntas que a teoria
de Podolsky abre, entao, somente seus principais atributos serao abordadas de maneira
a nao fugir muito da linha desta tese. Outros trabalhos serao enunciados a medida que
forem necessarios e assim permitirao ao leitor uma melhor compreensao do tema.

Uma pergunta natural quando se estuda qualquer teoria fisica é se o seu ferramental
mateméatico permite uma ponte entre os seus ingredientes e as suas medidas experimen-
tais. Como é de conhecimento, a mecéanica quantica possui um nimero finito de graus
de liberdade e as descrigoes fisicas de Schrodinger, Heisenberg e Interacao sao equiva-
lentes entre si. Em outras palavras, existe uma representacao unitaria e equivalente das
relacoes canoénicas de comutagao de cada representacao. Nessa prerrogativa, é possi-
vel estabelecer um mapa unitério e inversivel U entre o conjunto de operadores {O%}
no espaco de Hilbert H; para outros operadores {O%} no espago de Hilbert H,. Logo,
O, =UOU € {Oi}. A equivaléncia untaria é importante para que o valor esperado
do observéavel seja o mesmo em todas as representacoes. No entanto, esta conexao um-
a-um nao é mais valida quando o namero de graus de liberdade é infinito. Largamente
conhecida na literatura, a descricao de interacao é a base para os calculos dos processos
de espalhamento. Esse modelo matematico, mostra uma excelente conciliacao entre as
predicgoes teoricas dos experimentos realizéveis fisicamente e os resultados experimentais
das se¢oes de choque. O Teorema de Haag provou uma inconsisténcia matematica na
descricao de Interagao em que nao podemos assumir a unitariedade na equivaléncia en-
tre a descricao de Heisenberg e Interagao. Portanto, nao é garantido mais assumir uma
igualdade entre o valor esperado dos seus observaveis |Wightman and Schweber| [1955a].
Além disso, a descrigao de interacao nao constitui uma ferramenta adequada para ana-
lisar uma interacao nao-trivial, pois os operadores livres sao ortogonais aos interagentes
Haag [1955]. Embora o Teorema de Haag avalie que a descrigao de interacao so é valida
para operadores livres, isso nao invalida a existéncia de outras formulacoes que contor-
nem essa inconsisténcia matemaética. Seguindo essa afirmacao, a descricao de Heisenberg
é promissora neste sentido e ira ser utilizada daqui para frente.

Esta tese tem o carater construtivo e seguira a descricao de Heisenberg como alicerce
tedrico fundamental no calculo e interpretagao fisica das propriedades quanticas. Neste
sentido, implementaremos a eletrodinamica quantica generalizada GQE D para os mais
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diversos processos em (3 + 1) e (2+ 1) dimensoes.

No capitulo [2, investigaremos as principais caracteristicas da Lagrangiana de Po-
dolsky na sua perspectiva classica e quantica. Faremos uma breve revisao de como esta
teoria de alta ordem influencia no comportamento da interacao entre fétons e férmions.
Este capitulo nao sera feito para ser uma descricao detalhada da teoria de Podolsky, mas
apenas a possibilidade de inserir ao leitor como essa teoria altera a interpretacao fisica
do eletromagnetismo. Além disso, analisaremos como o novo conjunto de solugoes da
teoria de Podolsky altera a convergéncia de problemas classicos do Eletromagnetismo.
A peca principal é que a funcao de Green, objeto matematico utilizado no célculo das
interacoes, ganha um termo proporcional a um exponencial. Este capitulo é largamente
baseado nas escrituras originais de Podolsky em [Podolsky [1942], Podolsky and Kikuchi
[1944].

O capitulo [3] é dedicado a introduzir, conceitualmente, os principais métodos pertur-
bativos a la Kéllén sem apelar a um formalismo matematico mais rigido. Os resultados
deste capitulo nao sao novos, mas criam uma aproximacao do leitor com as dificuldades
bésicas de definir os objetos quanticos da T'QC. Os operadores assintéticos, o vacuo
interagente, as relacoes canonicas de comutagao, a divisao da Hamiltoniana em livre e
interagente e o vacuo do estado de Fock sao alguns dos temas a serem abordados neste
capitulo. Enfatizaremos os principais resultados do método perturbativo na descri¢ao
de Heisenberg, além das principais dificuldades fisicas que a descri¢ao de interacao apre-
senta.

Nos seguintes capitulos, investigaremos os principais resultados da aplicacao da teoria
de Podolsky na descrigao de Heisenberg. Os capitulos anteriores servem como base teo-
rica para o estudo das principais correcoes radiativas. Assim, calcularemos a polarizagao
do vacuo, correcao do vértice e a auto-energia do elétron e, finalmente, destacaremos a
atuacao do parametro de Podolsky na convergéncia natural das flutuagoes quanticas. Os
resultados serao apresentados separadamente nos quais salientaremos os motivos para a
convergéncia ultravioleta acontecer sem o auxilio de métodos de regularizacao. A des-
cricao de Heisenberg permite a possibilidade de definir os objetos quanticos em que os
fundamentos matematicos sejam respeitados. No capitulo 4 sera dirigido aos efeitos em
(3 + 1) dimensoes, largamente conhecidos na literatura. No capitulo 5 abordaremos os
efeitos em (2 + 1) dimensdes em que a redugao espacial na dimensao permite que novos
fenomenos fisicos.

O objetivo do capitulo [6] é discutir a QE D3 na descrigao de Heisenberg. O resultado
apresentado neste capitulo concerne a uma comparagao com os trabalhos ja publicados na
descrigao de interacao e na teoria causal de Epstein-Glaser. No capitulo[7], concluiremos
com um breve resumo das principais idéias apresentadas nesta tese e com uma perspectiva
para futuros trabalhos.

Varios apéndices contam nesta tese. Revisamos o Teorema de Wick no apéndice [A]
o Teorema Green-Kubo no apéndice [Bf e a algebra das matrizes de Dirac em (3 + 1) e
(2 + 1) dimensoes no apéndice . Um céalculo mais detalhado da componente escalar,
vetorial e tensorial da corre¢ao do vértice em (3+1) e (2+1) dimensoes sdo apresentadas
nos apéndices [D] [E] e [F] respectivamente.



Capitulo 2

Fundamentacao da Eletrodinamica
(Quantica) Generalizada—GQFE D

A teoria eletromagnética de Maxwell constituida pelas quatro equacoes tensoriais
mais a forca de Lorentz ¢ um modelo bastante coerente tanto do ponto de vista teorico
quanto experimental. Ela é capaz de descrever corretamente o campo eletromagnético
e a sua interacdo com a matéria (férmions) nos mais diversos meios. O triunfo do
eletromagnetismo acontece devido a a dedugao de novos efeitos fisicos em conjunto com
uma larga corroboragao nos experimentos. Apesar do grande sucesso, o eletromagnetismo
ainda se restringia ao mundo classico e a sua influéncia na dindmica microscopica ainda
estava por ser descoberta. Durante esse periodo, novas observagoes viriam a transformar
a convencional interpretagao do mundo fisico.

O experimento da catastrofe ultravioleta é uma das primeiras evidéncias que suscita
a mudanca de paradigmas do mundo convencional e deterministico da fisica cléssica.
Esse efeito conduz a uma regiao do espectro de energia em que os conceitos de dualidade
particula-onda e a discretizacdo da energia em "pacotes” (fétons) sao requisitos necessario
na compreensao de uma nova teoria do mundo microscopico. Em 1901, apés Planck
publicar seu trabalho sobre a radiagdo do corpo negro, a mecénica ondulatoria (como
era chamado a M() teve os seus primeiros esbocos nesse novo cenario fisico.

Uma possivel pergunta se origina nessa conjuntura: Como seria o eletromagnetismo
aplicado ao mundo qudntico e relativistico ? Por meio deste questionamento, uma quan-
tizacdo do eletromagnetismo de Maxwell nasceu e o antigo campo classico A,(z) foi
quantizado em um conjunto infinito de osciladores harmonicos quanticos. A eletrodiné-
mica quantica, QED (Quantum Electrodynamics), recebeu suas maiores contribui¢oes
vindas de Paul Dirac, Wolfgang Pauli, Eugene Wigner, Pascual Jordan e Werner Hei-
senberg. A soma de todas essas contribui¢oes possibilitou a permanéncia da QED no
modelo padrao.

Conhecer um pouco a QF D4 nos permitira introduzir melhor a GQFED,. Iniciamos
pela Lagrangiana para o campo eletromagnético livre, escrita como

1 1
4 28
em que o tensor eletromagnético ¢ F),, = 0,4, — aVAﬂ e satisfaz a identidade de Bianchi

O F Y 4 0, F" + 0,F** = 0. De maneira a evitar uma resposta no qual diferentes
configuragoes do campo conduzem a um mesmo observavel, introduzimos a condig¢ao de

L=—-F"F, — —(9,A")? (2.1)

ITomaremos as constantes naturais como ¢ = i = 1.
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calibre. O tltimo termo da equacdo acima corresponde a essa condicdo de calibre. E
facil perceber que a Lagrangiana acima é linear (principio da superposi¢ao), invariante
de calibre (simetria interna) U(1) e de Lorentz (simetria externa) Quiggl [2013].

Apesar do grande éxito da QQFE Dy, algumas incompatibilidades entre o seu valor
tedrico e experimental sugerem uma extensao da mesma. Em nivel classico, temos o
célculo da energia na carga pontual do elétron que é o problema conhecido como 4/3 do
eletromagnetismo, além disso, a divergéncia classica da energia estatica de uma carga
pontual. Em nivel quantico, encontramos o momento magnético do muon |Abi| [2021] e
o estado fundamental 15 do atomo do hidrogénio Weitz et al.| [1995]. As discrepancias
citadas sao oportunidades de buscar uma nova fisica, se acreditarmos que a QED, é
imprecisa na realizacao de tal tarefa. Como nenhuma teoria consegue encobrir todo o
espectro de energia, ¢ comum existir essas discrepancias citadas em relacao a alguns
experimentos fisicos. Desse modo, nasce um novo ensejo para estudar ainda mais a
estrutura interna da interacao férmion-féton. Existem algumas possivéis modifica¢ées no
Modelo Padrao como a SUSY [Kowalska et al. [2015], Compostos de Higgs STEFANIAK
et al.[[2014], e a Teoria Efetiva de Campo Boos||2020].

E bem conhecido que adicionar na teoria original as correcoes de altas ordens na
derivada é um processo para construir uma teoria mais fundamental Reyes [2009]. Nos
altimos anos, os modelos da Teoria Efetiva de Campo fizeram progresso em muitos
contextos fisicos, uma vez que podem incorporar diferentes escalas de energia. Além
de serem fortemente recomendados para desenhar novas perspectivas sobre os aspectos
subjacentes da fisica. E instrutivo observar que as teorias de altas e de baixas derivadas
tém naturezas distintas. Em outras palavras, o dominio da solucao de teorias de altas
ordens (mais precisa) é maior que teorias de baixa ordem (menos precisa).

Devemos enfatizar que teorias de altas ordens na derivada apresentam pelo menos
uma instabilidade linear Becker et al| [2017]. Este comportamento que impede uma
quantizagao canodnica é responsavel por modos de energias negativa e instabilidades no
vacuo. Logo, o leitor atento se preocuparia em perguntar qual o procedimento sensato
a se exigir para evitar essas inconsisténcias. Até agora, muito progresso foi feito para
esclarecer qual é o sentido da nogao de positividade da energia canéonica de Noether para
a determinacao da estabilidade. No entanto, essa explicacao deixa de lado vérias teorias
de altas ordens, pois o Teorema de Noether é uma condicao suficiente, mas nao necesséria
para detectar a instabilidade fisica. Para resolver esse problema, Kaparulin et al. sugere
uma alternativa para ampliar o conceito de estabilidade no qual a Lagrangiana ancora
associa uma integral de movimento limitada inferiormente com a invariancia temporal
Kaparulin et al.| [2014b).

Neste capitulo, apresentaremos os principais fundamentos da teoria de Podolsky com
o intuito de situar o leitor nos aspectos formais da versao ampliada e nao equivalente do
eletromagnetismo de Maxwell. Na sec¢do [2.] sera abordada a Lagrangiana de Podolsky
no caso livre. A segdo [2.2] embora pareca diferente do proposito desse capitulo é de
relevancia pedagogica. Por tltimo, na se¢ao estudaremos a interacao da Lagrangiana
de Pododlsy com o setor fermionico.



2.1 Teoria de Podolsky

Uma principal observagao a respeito do termo cinético do campo de gauge é a
sua derivada de primeira ordem em A,. E importante lembrar que nenhum principio
fundamental justifica a restri¢ao na inclusao de termos de altas ordens nas derivadas
de gauge. Seguindo esta afirmacao, Podolsky inicia um novo tratamento mediante uma
teoria estendida que satisfaca as mesmas simetrias da anterior Bufalo et al|[2014]. O
estudo desta nova teoria se justifica, entre outros motivos, pelos seus resultados obtidos.

A generalizagdo da Eletrodinamica de Maxwell, conhecida pela sigla GQFED, (Ge-
neralized Quantum Electrodynamics) em quatro dimensdes, ¢ a tnica extensao possivel
da QFE D, que ¢ linear, invariante de Lorentz e de Gauge |Cuzinatto et al. [2011]. Inicial-
mente, abordaremos os trabalhos de Podolsky e seus alunos com o propésito de esclarecer
os importantes fundamentos da teoria. Caso se queira uma visao mais completa e deta-
lhada, aconselha-se os escritos originais. |Podolsky [1942], [Podolsky and Kikuchi [1944],
Podolsky and Schwed| [1948].

Podolsky e Schwed reformularam as equagoes de Maxwell ao incluir uma derivada de
gauge de segunda ordem. A extensao dada, a priori, inseria a Lagrangiana de Podolsky
num patamar de teoria efetiva de campo

L= L(Aq, OAq, D0A,) (2.2)

Em geral, esse método é explorado em Teoria Efetiva que pode ser resumida por uma
expansao de poténcia n na Lagrangiana

L =L, + L+ L2+... (2.3)

em que L, é a Lagrangian sem termos de derivadas, £' é a Lagrangiana com termos
de primeira ordem e £? é a Lagrangiana com termos de derivadas de segunda ordem.
Podemos escrever a expansao acima de uma forma compacta como

Cin
£ - ‘Co + ZAT?—4O]’”’ (24>

em que C; é um coeficiente de Wilson, £, ¢ um modelo renormalizével e conhecido e A
uma nova escala fisica. O £, e O, ,, sao termos compostos dos campos locais do modelo
padrao que satisfazem as simetrias do modelo padrao. A Lagrangiana de Podolsky é
escrita como

]‘ v 1 Q
L= F"E, +M8“Fu58aﬁ’ P (2.5)
Lo

O parametro mp = A tem por finalidade de manter a dimensao da Lagrangiana correta
na equagao de Podolsky com a . Seu valor deve ser obtido pelo confronto com os experi-
mentos, ou seja, nao é determinado pelos fundamentos proprios da teoria. A Lagrangiana
continua invariante de Lorentz sobre as transformacoes lineares Fj, = AzAfFaﬁ, sendo
A% pertencente ao grupo orthochronous de Lorentz SO(1,3)* Weinberg et al| [1995]. E
facil reescrever a lagrangiana de Podolsky em termos dos campos vetoriais através da
decomposicao do tensor eletromagnético F% = E' e B* = %eiijjk



1 10F
= (E?*+ H? -E)? B—--7)? 2.
r 2( + >+2m%{(v P+ (Vx B- ) (2.6)
Ma;rwell PO(;(;Sk‘y

em que os campo vetorias F e B sao o elétrico e magnético, respectivamente. Através
do principio variacional de Hamilton na Lagrangiana

5S = / SL(An, 0Aa, 00A,)d s (2.7)
Q

e a A, é a coordenada generalizada no espaco de configuracao. Os campos A, sao de-
finidos no volume €2 do espaco de Minkowski e anulam-se pelas condi¢oes de contorno
6Aalon = 0. Nao levamos em conta a variagao do volume d*z, pois a Lagrangiana ¢é
explicitamente independendente das coordenadas generalizadas. Primeiramente, come-
caremos com a equacao de Euler-Lagrange estendida

oL oL oL

J—— —_— 2.
dAs 873(37/16) * 858”6(858,,/45) 0 (28)
O célculo direto da eq. (2.5 conduz a
Q 1 [e7ea [e3
On F*P — —m%(maaF — 0,050, F°") = 0 (2.9)

E facil ver que 05,050, F*% = 0, pois F* ¢ um tensor antissimétrico. Portanto, a equagao
de movimento no espaco de configuracao é

(1- %)aaFaﬁ =0 (2.10)
mp

em que O = 0“0,. Antes de discutir os detalhes das equagoes de movimento, devemos
prestar atencao que as teorias de gauge devem ter uma restricao para evitar excitacoes
dos modos nao fisicos no espago de Hilbert. O procedimento padrao em QFD,, ampla-
mente explorado na literatura padrao, corresponde ao gauge de Lorenz Q[A] = 0,4"
Podolsky [1942], Podolsky and Kikuchi [1944], Podolsky and Schwed| [1948|. Embora essa
condi¢ao pareca uma opc¢ao adequada, pois é linear em A" e invariante de Lorentz, as
transformacoes de calibre da dindmica longitudinal nao sao eliminadas . Em outras
palavras, os componentes longitudinais permanecem na dindmica devido ao novo grau
de liberdade na Lagrangiana . Uma outra escolha seria uma nova transformacao
de calibre chamada condigao generalizada de Lorentz Qg[A] = (1 — m%g)@NA“, proposta

por (Galvao and Pimentel Escobar| [1988]. Contudo, um argumento simples refuta essa
proposta. Se inserirmos {2g[A] na Lagrangiana , a ordem de derivada da Lagrangi-
ana de Podolsky nao sera respeitada. Logo, podemos dizer que a condi¢ao generalizada
de Lorentz fornece uma corre¢ao adequada e produzira fantasmas nas fungoes de Green.
Para contornar este problema, precisamos deformar as condigoes generalizadas do calibre
para Qp[A] = (, /1 — %)GHA“ Lammerzahl| [1993], conhecida como non-mizing gauge

e respeitar a poténcia correta do campo de calibre em nivel da equacao de movimento.
Inserindo o non-mizing gauge na lagrangiana (2.5)), temos

1 1 1 0
L=—-F"F, OME, 30, F° — —(1 — —)(9,A")? — j*A 2.11
17 Fo g O Fus0u? = 5= )0 = 3", (2.11)



A equagao de movimento é agora

(1— %)DAH@) —0 (2.12)

As novas equacoes de Podolsky dos campos vetoriais eletromagnéticos na auséncia de
matéria sao

(2.13)

| V-B=0

As equagdes acima se reduzem as equagoes de Maxwell quando o limite mp — oo € levado
em conta. As duas tltimas equagoes nao sofrem modificagoes e por isso a identidade de
Bianchi é preservada na teoria de Podolsky

87Fag + (‘LFM + 85F7a =0 (214)

Uma conclusao realizada por Podolsky por meio da eq. foi a de estabelecer uma
solucao composta por duas particulas. Uma nao massiva, féton convencional da QED, e
outra massiva. Seguindo essa linha de pensamento e o principio da superposigao linear,
o campo vetorial pode ser decomposto pela soma de dois campos com caracteristicas
distintas

AM(I.) = Al](/[amwell (ZE) + Al;?odolsky (ZE) (215)

H 4 P Al 7 2 .
em Al ,en(®) € chamado campo ordindrio enquanto A%, (%) € 0 campo extraordi-
nério. E facil notar a dinamica obedecida para cada um dos campos de calibre

( (1 - %)Allgodolsky(x) - 07

%AM(ZE) - A!]L?odolsky(x)
(2.16)
(1 - m%P)AM<I) = Al]t/[aazwell(x)

\ DAK/[aa:well(x) =0

Essa interpretagao nao esta errada em nivel de teoria de gauge livre, no entanto, parti-
culas livres tem secao de choque nulo. Logo, um significado dinamico é necessario para
interpretar adequadamente a teoria de Podolsky [Podolsky| [1942].

Fungoes de Green

Um passo importante no estabelecimento das flutuagoes quanticas na teoria de Po-
dolsky sera o calculo das fungoes de Green. O significado fisico desses objetos mate-
maticos na representacao de Heisenberg Seli% exposto no capitulo juntamente com a



construcao covariante dos campos interagentes. Primeiramente, comecaremos pela intro-
dugdo de uma corrente de matéria j* na lagrangiana (2.5)) acoplada minimamente com
o campo de gaugeEl

v 1 wg 1 O .
F"™FE,, + MaﬂFwa&F p_ 2—5(1 — m—%)(au,am2 — j*A, (2.17)

o objetivo aqui é reescrever A, = G,,7”. A dinamica da Lagrangiana acima ¢ dada por

1

L’:4

O O
(1= —)0uF™ + (1= ——)0,0° A% = 7 (218)

P § mp
Uma transformada de Fourier para o espago dos momentos é

(1+ﬁ)(—“5 o) — 214 2 )| Aa = 57 2.19
o) (P9 + p*p”) é(ﬂLWﬁD)(zﬂyo) o= (2.19)

Assim, chegamos a uma expressao j¢ = g*’j,

e k- D Lo - g (2:20
—p g1+ =)+ (10— l—i-—po‘p]GZ:g” 2.20
mp 3 mp
em que procuramos uma solu¢ao que inverta a nossa matriz sob a forma G* = yg* +
Bpap”/p?*. A equagao (2.20)) representa a soma da parte transversal e longitudinal. A
matriz inversa da fungao de Green é
a _ pop* a
a9 T £ !

= + (2.21)
2T 5 Rt P

em que cada escolha de & conduz a um gauge diferente. Escolheremos o Feynman-t’
Hooft gauge £ = 1. Como pode ser visto claramente apés uma substituicao direta

Qo
G (p?) = 29—272 = ¢"*G(p”) (2.22)
p*(1+ =)
A funcgao de Green fornece diferentes informagoes dos estados excitados no Espago de
Hilbert em que os poélos representam a energia desse estado. Separando o propagador de
Podolsky em duas contribuigoes, a forma final sera

1 1 1
Gp)=—— = 2.23
onde G(p?) representa a fungao de Green. Aplicando o operador da Eq. (2.12)) no espago
de configuracao na a solugao geral acima, é facil notar que

(1+ m%)m / dpe™ G(p?) = —5(x — y) (2.24)

2Usaremos explicitamente o gauge ¢ por motivos de generalizacio.
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A seguir, identificaremos, agora, outras funcoes de correlacoes que serao tteis ao longo
da tese. A funcdo de Green retardada G®(z) = —O(z,)G(z) e a avancada G4(x) =
O(—z,)G(x) sdo

Gr(z) = ! /d‘lpeim (P}% - 73;2 +in(6(p?) — d(p* + a_z))e(p)), (2.25a)

(2m)* pP?+a-
Galo) = g [ e (P = Pty — in(00%) 307 4 a7 )e) ) (2250

em que P é o valor principal, e definimos a fungao sinal €(p) e a fungao heaviside O(x,)
como

Po 1+ €(p)
e(p) =7, Op) = : 2.26
( ) |P0| ( ) 2 ( )
Realizando a transformada de Fourier de Au(x) dada por
d’p - A ; ; _ .,
Aule) = / (2m)3 2 {6’*@ Jalp)e™ + a”(p)e™) + mu(p)alp)e™ + m(p)a” (p)e_“ﬂ}'
7 =1
(2.27)

Temos dois espectros de energia com dominios disjuntos. As suas relagoes de dispersao
sdo p? + p2 = m3 e p = ip,. As relagoes de comutagiao nio nulas para os operadores de
criacio a(p) e destruigio a*(p) sdo [a*(p), @ (p)] = 0,03 = [@(p), @ (p)]. As polari-
zagOes Nao massivas e massivas sao e, (p) e 1,(p), respectivamente, com e** (p)el’)/ (p) = M
e n*(p)n,(p) = —1. Serd ttil estudar os comutadores a tempos arbitrérios. Tomamos
agora essa expressao de Fourier para derivar as relagoes invariantes de calibre 4 tempos
iguais

[Au(z), Ap(@)] e, = —16,0,0(x — X7) (2.28)

0A,(z) 0A,(z")

A Al/ ! To=x! — 9 To=1 — 229
(A0, A0 oo, = (Fo 2, 0, (229)

Se calcularmos a tempos arbitrarios, recuperamos a covariancia de Lorentz
(A, (z), A (2)] = —i0,,G(z' — x) (2.30)

Essa relacao covariante relativistica é claramente evidente na equagao acima. A fungao

Gz —x)é

G —x) =

(2_7:)3 / d* ket (5(p2) —8(p* + m?a)) €(p) (2.31)

um propagador de uma fungao nao homogénea. Além disso, estamos interessados na
relacao de anticomutagao que fornece um ¢g—number

(01 {Au(2), Ay (2')}0) = =6,, GV (2" — 2) (2.32)

A fungdo G (2’ — 2) tem propriedades bem diferentes da funcao G(2' — x). A primeira
nao desaparece em x, = 0 no cone de luz, enquanto a ultima é fisica e prescreve a soma

da funcao de Green retardada e avangada. 12



GO(z) = / e (5(7) — (7 + m) (2.33)

1
(27)?
2.2 Campo Fermidnico

O tema apresentado nessa secao ¢ discutido intensamente em diversos livros, portanto,
trataremos de maneira breve a quantizacao canoénica dos operadores fermionicos. A
equacao de Dirac livre para o campo fermionico na auséncia de potenciais externos é

(Y0 + m)Y(z) =0 (2.34)

A resolugao dessa equagao no espago dos momentos apresenta duas solugoes de natureza
distintas: energia positiva e negativa. Além disso, é importante notar que essa equa-
¢ao se propoe a resolver o problema de apenas uma tnica particula. As solugoes sao
uma onda plana definida no espago de Hilbert como 1,(z) = u,(p)e!P Po%) em que
o indice spinorial, a, indica que o campo férmionico é um vetor do espaco espinorial.
Primeiramente, expandimos 1,(z) linearmente por operadores de criagao e destruicao
acompanhados das suas respectivas fungoes de campos espinoriais.

2

wle) = [ (Qifi,/z(Za%p)uz(p)e-m+;b*r<p>vz<p>em). (2:35)

r=1

O seu conjugado ¢ dado por ¥(z) = *(x)y*

0o = [ b OIRULEEDY FE e ). (20

A anticomutagao entre os operadores a tempos iguais conduz a

(o) o)) = [ a5t > ({ (0), 0" (@)} ()1 (p)e e

(27T)3 r=1

+{¥(a), b’“*(p)}@;(p)v;(p)ei”eiqy)

N / o _—1(i7p+ — m)pae® Y 4 (iyp” — m)y )
(27 \2E “ “9F

(2.37)

em que p- = (—iFE,p) e p© = (iE,p). Utilizamos as seguintes identidades espinoriais

2: Wl = —==(i7pT — m)p, € 2: VUl = s=(iyp~ — M)y, € as relacoes de antico-
r=1 “a™b oF r=1 "a"b 2F

mutagao a tempos iguais dadas por
{a™(p), a"(A) }zo=s;, = OrarOpq (2.38)
{a"(p), a"(a) }zo=a;, = {a"(P), a" () }zo=a;, = 0 (2.39)

Encontramos

{tha(), ¥p(2"), } = —iSpa (2" — 2) (2.40)
13



Assim, a anticomutacao em tempos diferentes leva a uma fungao de Green
I ﬁ S 4/,2 2\ _ip(z—a')
Spa(2' —x) = —i (2703(27]) m)pa€(p)0~(p* + m?)e (2.41)

As fungoes de Gren retardada Sp(r) = —O(z,)S(x) e avancada S“4(z) = O(—x,)S(x)
sao definidas no cone de luz superior (x, > 0 ) e inferior (x, < 0), respectivamente

! 1 i(rx—z' . 1 .
Stz —a') = o) /d4p€ =P (ipy — m) P ™ ime(p)dt(p* +m?)]  (2.42)
A / 1 4, i(z—x")p(,; 1 . 40,2 2
S x—1') = @i d*pe (ipy — m)[Pm —ime(p)o*(p° +m?)|  (2.43)

Em seguida, calcularemos o valor esperado no vacuo da comutacao dos operadores a
tempos diferentes. O calculo é realizado de forma anéaloga ao da Eq. (2.37)). Desse modo

O o a10) = [ @ (Sle o).l pn)ere =+

3
(27)3 \ =
2

Z[b(q)’ b*(p)|va (p)ub(p)eipxe—iqw’)

r=1

d3p _1 —+ ; ! 1 . /
— — [ —(3 _ ip(z—a') AT ip(x—a’)
/ 27)? <2po (iyp™ — m)pae + (i7p™ — M)pa 2.

d'p 4,2 2\ ip(z—a')
= | @y (iyp — m)pad” (p” + m)e

(2.44)
Finalmente, encontramos

1
(2m)3
A funcdo S () nao desaparece nas distancias do tipo espago, ou seja, a pertubagao se
propaga com valores maiores do que a velocidade da luz. Isso, a prior:, levaria a uma
contradigao dos postulados da teoria da relatividade especial, contudo, o operador 1,(x)
nao ¢ utilizado na propagacao de sinais entre dois observadores dentro do cone de luz,
mas sim no que chamamos de bilinear Weinberg et al.| [1995].

Em virtude do Teorema de Noether, a conservacao de carga esté associada a uma
simetria global continua U(1) através da lei de transformacao ¢/(z) = e€“*)(x), em que
a é o acoplamento de calibre. Com o resultado da lei de transformacgao da simetria,
temos que a densidade da corrente classica é j*(z) = e(z)y")(z) e sua conexdo em
nivel do operador é construida pela forma

Sia (@ = a) =

/d4peip($_x/)(i7p — m)pad (p* + m?) (2.45)

j(2) = S19(@), 3 @) (2.46)

F_J facil observar que podemos restabelecer a corrente para a forma normal j#(z) = ie :
(x)y"h(x) : pelo Teorema de Wick, ver Apéndice e, assim, o valor esperado da
corrente do vacuo desaparece 14



(0]5*(x)[0) =0, (2.47)

Desse modo, a simetrizagao produz uma redefinicao do operador garantido que o valor
esperado no vacuo desapareca. Até agora, revisamos o material béasico da teoria livre de
férmions e bésons. Na préxima se¢ao, investigaremos um esquema de perturbacao para
analisar a correcao quantica de um sistema interagente na descricao de Heisenberg.

2.3 Lagrangiana interagente

Nas secoes anteriores, analisamos o que constitui o problema no caso livre. Em
outras palavras, o sistema quantico é descrito linearmente pela dinamica proveniente da
Hamiltoniana sem a interacao nao linear com outros operadores. A Lagrangiana geral
correspondente a soma das partes cinéticas do operador de Dirac, do campo de gauge e
do acoplamento minimo

£:£A+£w+£1 (2.48)
em que
La=—Ypwp, 4 0 Fop + ~(1 + ), A" (2.49)
A= 7y uv 2 up B Ty m3,’ :
= 210,00+ m)p(@)] — 7[00 + m)(x), v(x)] (250)
L1 = S AH(), () 2:51)

Ao aplicar o principio de Hamilton, chegamos as equacoes diferenciais de movimento

(11— )04 = = Z(e). 7 () (25%)
(70 + m)(x) = ieyA(z)y(x) (2.52Db)

A extensao da quantizagao canoénica do sistema interagente se torna uma tarefa impor-
tante do ponto de vista teédrica. A segunda quantizacao candnica nos fornece toda a base
na descricao da algebra dos operadores a partir das relacoes de comutacao a tempos
iguais

[Au(x), Ay (2)]ay=ay, = | 0z, o Jeo=ay, = 0 (2.53a)
P Ay = =007 — ) (2.53b)
(@), 0@ ooy = {0(2), 5@ }eyay, = 0 (2.53¢)
{0(2), V() oy, = 720" (= T (2.53d)
A@) sy, = A (o, = 0 (2.5%)
A (@), D@y = (224D 5] =0 (2.531)

ox,
15



Nosso aparato interpretativo deve estendido para incorporar um maior niimero de ingre-
dientes que forneca a relacao entre a estrutura formal da teoria quantica com as possiveis
predigoes tedricas. Apenas em tempos iguais, os comutadores da teoria interagente for-
necem um c-number como resposta, ou seja, os comutadores (2.53€) e (2.53a))

Uma outra preocupagao viria com o antigo método de resolver problemas na Mecanica
Quantica em que os autovalores de um sistema sao encontrados pela diagonalizacao
da Hamiltoniana a partir de uma base apropriada. Contudo, nao é garantido que os
resultados sejam covariantes ou mesmo que teremos uma Hamiltoniana diagonal no caso
interagente. Lembramos que a auséncia de diagonalizagao pode conduzir & resultados
nao covariantes em algum estagio, assim, possiveis infinitos na teoria dependeriam do
referencial do observador.

Neste momento, podemos resolver as equagoes diferenciais dinamicas ([2.52al) e (2.52b))
por métodos elementares

b(z) = $O(z) / Sn(z — o' Yiey Ay (') de’ (2.54)

A, (x) = ALO)(x) + /GR(x — a'Yie[ ('), v, (2] d* e’ (2.55)

em que 1 (2) e ALO) (x) sao operadores Hermitianos no espago de Hilbert, definidos numa
hiper-superficie do tipo espago, que diagonaliza a Hamiltoniana livre. Uma maneira mais
adequada de escrever as equagoes das integrais e é incorporar a aproximacao
adiabatica por meio do parametro «

Y(x,a) =9 (z) —ie / Sr(x — x’)e’o‘”;"y”A,,(x', a)(x’, o)d*a’ (2.56)

A (r,0) = AO(2) — e / Grle — 2)e T [B(a!, ), b !, )] d*a’ (2.57)

em que « é o termo adiabético inversamente proporcional ao tempo. Os operadores
AELO) (z) e ¥ () independem de a. Definidas as condigdes iniciais 2, — —oo antes da
interagao ser ligada de forma adiabatica, os possiveis infinitos serao unicamente definidos
por meio de uma formulagao covariante e diagonal das equacgoes acima. Antes de extender
teoricamente a analise, é necesséario que esses dois limites existam

77/)(:)3) = il_% ¢($7 a)v

Ay (@) = lim A, (w,a) (2.58)

Fisicamente, o comportamento adiabatico esta relacionado com a taxa de interagao en-
tre as particulas. O operador evolui de forma suave e continua, satisfazendo assim as
equacoes de movimento. O limite existe para desenvolver a estrutura causal e restaurar
os objetos covariantes fisicos que podem diagonalizar o hamiltoniano completo.

Comentarios gerais

Neste capitulo foi demonstrado uma nova extensao do eletromagnetismo em que
o termo de segunda ordem na derivada dei gauge ¢ acrescido a Lagrangiana |[Podolsky



[1942|. A primeira vista, a invaridncia de calibre somente ¢ preservada apenas para um
boson vetorial nao massivo, o que com essa anélise ingénua, levariamos a concluir que
o boson massivo de Podolsky Ap,q(x) quebraria a simetria de calibre em analogia com
o modelo de Proca, ja que a simetria abelina continua preservada. A primeira vista,
a linearidade na equagao de movimento de Podolsky, somente no caso livre, possibilita
separar o propagador geral como uma soma da contribuicao de uma particula massiva e
nao massiva . No entanto, essa interpretacao nao corresponde ao caso interagente.
A GQFED é uma forma promissora de resolver e entender o comportamento do sistema
materia-radiagao.
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Capitulo 3

Descricao de Heisenberg

Muitos métodos na T'QC' sao propostos para resolver um variado ntimero de proble-
mas que vao desde a divergéncia em regioes de alta-energia, calculo das amplitudes da
secao de choque até as corregoes nos niveis de energia do atomo de Hidrogénio. Dentre
as inimeras ferramentas, podemos dividi-las em dois grupos disjuntos: métodos per-
turbativos e nao-perturbativos. Esses métodos, largamente usados na T'QC', permitem
estudar os problemas fisicos quando a solucao analitica é inexistente. Embora a solugao
exata seja algo notorio na descricao de sistemas quanticos, ela se torna uma excecao a
regra quando se percebe o nimero de situagoes fisicas que nao chegam a esse tipo de
resultado.

Antes de iniciarmos qualquer tratamento quéntico, devemos tomar cuidado com o
programa de quantizacao usado. A descricao de Heisenberg, usada pela primeira vez por
Kallén Kallén et al. [1972] para avaliar as flutuagoes quanticas, ¢ valida em todo o espago
de Hilbert e permite descrever corretamente os objetos quanticos fundamentais. A prin-
cipio, nossa abordagem sera bem diferente da convencional e aplicaremos a estrutura da
descricao de Heisenberg sem uma definicao axiomatica. Faremos uma rapida introdugao
dos principais pontos da teoria perturbativa a la Kéallén com o propoésito de esclarecer
os assuntos abordados nos proximos capitulos.

O formalismo perturbativo padrao da T'QC' teve grande sucesso na obtencao de previ-
soes fisicas através dos experimentos de secao de choque. De acordo com a interpretacao
fisica convencional, a descri¢ao da Interagao ¢ a base na exploracao dos fenémenos quén-
ticos nao triviais. No entanto, as dividas em torno dos seus fundamentos quanticos
mostraram varias complicagoes nessa descricao. Em esséncia, a descricao da Interacao
assume uma representagao de Fock nos tempos assintoticos, governada pela hamiltoni-
ana livre Hy. Entretanto, a hamiltoniana interagente H;,; nao pode aniquilar o vacuo
da teoria livre em que os fendmenos elementares ocorrem como a polarizagao do vacuo.
Em outras palavras, nao h& um estado fisico na descri¢ao da Interacao que se relaciona
por meio de uma transformagao unitaria ao espago de Fock, sendo assim, um cuidado
maior deve-se ter, a fim de usar uma teoria consistente com os fundamentos fisicos.

Este capitulo esta organizado da seguinte forma. Na segao , um tanto técnica,
abordaremos o método perturbativo sob a descricao de Heisenberg. Discutiremos mais
descobertas sobre essa descricao quando construirmos a matriz—S na se¢ao (3.2]). Final-
mente, na se¢ao (|3.2) mais detalhes estao presentes sobre as dificuldades que a descrigao
da Interagao acarreta nos fundamentos tedricos da T'QC.
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3.1 Teoria de Perturbacao a la Kallén

Nesta se¢ao, introduziremos o método de perturbagao 7a 14" Kéllén com a finalidade
de investigar as corregoes radiativas da GQ E D, na descrigao de Heisenberg. A principal
diferenga em relagao aos métodos largamente conhecidos na literatura esta na relevancia
do uso das equacgoes diferenciais de movimento ao invés da expansao exponencial da
Hamiltoniana de interacao. Embora os dois procedimentos parecam similares do ponto
de vista operacional, ja que a Hamiltoniana e as equagoes de movimento se comunicam,
eles sao distintos do ponto de vista conceitual da TQC. Explicaremos mais esse detalhe
na segao ((3.2).

Nao é sempre possivel encontrar um resultado analitico para um sistema interagente
qualquer e nessas situacoes o método perturbativo se apresenta como uma ferramenta
util e eficaz. No entanto, algumas precaucoes ao utilizar a expansao de algum objeto
de natureza matemaética no estudo perturbativo. Entre elas temos que o resultado en-
contrado nao pode diferir muito da solu¢ao conhecida ou livre, além de um paramtero
pequeno o suficiente, a tal ponto que o termo posterior seja menor que seu predecessor.
As medidas experimentais dadas pela estrutura fina % = ﬁ < 1, (3 + 1 dimensoes)
mostram que o acomplamento de gauge é pequeno o suficiente. Assim, propomos um

cenério para as expansoes em série dos operadores

U(x) = O (@) + eV (z) + PP () + ... (3.1a)
P(x) = pO(x) + eV (z) + 2P (2) + ... (3.1b)
A, (z) = Al(to)(:v) + eAl(})(a:) + eQAl(f) () + ... (3.1c)

Substituindo essas expansoes (3.1a)), (3.1b)) e (3.1c) na eq. (2.52b)), temos

(v0 +m) <w(0) () + e (x) + 2P (2) + ) = yH {(ALO)(x) +eAlN(2)
(3.2)

+ AP (z) + )} <¢(0>(x) + e (z) + 2P (2) + )

O préximo passo seré respeitar a ordem da constante de acoplamento ao igualar os
diferentes termos da equacao acima. Comecaremos pela equacao de ordem e’

(70 + m)p O (z) =0 (3.3)

A equagao de primeira ordem e é

(Y0 + m)p™ = in” AP ()9 () (3.4)
Ao resolver essa equagao pelo mesmo procedimento usado na eq. (2.54)), temos

YO(@) = —i / SH(x — o)y A (2w (') d'’ (3:5)

A equacao de segunda ordem e? é

(10 + m)p® = iy (Aff” (@) (@) + AD () <a:>) (3.6)
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Resolvemos tal operacao gracas aos mesmos métodos matematicos elementares utilizados
na eq. (3.5). O operador de segunda ordem do férmion é

/d4//d4 ”SRl’—iL‘ ,yu{wo // Mwo // }GRiL‘—iL’)

(3.7)

=5 [ @ [ @ Sute — a7 Snle - 0 ) 1AL (@), A8 )
Uma simples aplicacdo do método recurssivo conduz a uma férmula geral do operador
fermionico

w00 () = = [ dySaa )y zxmm Y@} (38)

a simetrizacao acontece devido a propriedade de comuta(;ao a tempos iguais dos opera-
dores|Kallén et al.|[1972]. Embora a simetrizacdo seja dispensavel, serd conveniente para
os futuros resultados. Substituindo as expansées dos operadores (3.1a)), (3.1b)) e (3.1c)
na eq. (2.52b)), temos

(1-— %)D <AL0) () + eAV (z) + AP (2) + ) = _%e [(1;(0) () + ep™ (z)+

@ () + ) Y (¢<0) () + e () + 2P (2) + )}

Reagruparemos essa equacao respeitando a ordem do acoplamento do auge. Primeiro,
renuremos os termos de ordem e’

O
(1-—)0A] O — (3.10)
P

Apos isso, a equacao de primeira ordem e é

R ERNYC) WL e IR S () NN E)
(1= o)A = =5 (169,601 + [59,) (3.11)

Ao resolver essa equagao pelo mesmo procedimento usado na eq. (2.55)), encontramos a
perturbacgao de primeira ordem do campo de gauge

AP (@) =5 [ @'t~ )50 2,00 ') 3.12)

A equacao de segunda ordem e? é
(1= o)A = = (0,60 + G000+ [00.0]) 1)

m%oH 2

O termo de ordem €2 é

A0 / i’ / d'a" Gl — x)([w (@), wSale! =2y )] (3.14)

[ <>%&wﬂ—x>mw“<>0A9u%.
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A relacao recursiva geral do operador campo de gauge é

. n
1

At (@) = 5 / d'a' G — ') Y [P (@ )y, o™ (). (3.15)

m=0

No caso do operador conjugado da matéria 1)(z) segue o mesmo raciocinio da eq. (3.2)).
A equacao de ordem ¢° &

P O(y0 +m)(x) =0 (3.16)

A equagao de primeira ordem e é

P (40 +m) = iy” AD ()9 (z) (3.17)
O termo de ordem e
YW (z) = —i/d4a:'w(0) (x')'y“ALO) (2)Sa(x — x), (3.18)

A equacdo de segunda ordem e? é

(va+www@>=iv(A90ww“%x»+A8%wwm%w> (3.19)

O termo de ordem e? é

30w = 1 [ d [ @ {7060 @50 @) bl — )G’ - o)

1 _
_ 5 / d4x’ / d4x”¢(0)(:c”)fy”SA(x” o x’)’y”SA(x’ _ x){Az(/O) (QZ/), A/(LO) (:L’”)},
(3.20)
O caso geral se escreve

M“WﬂZ‘%/ffEHWW@%4TWWHW&@“w) (3.21)

As formulas gerais (3.8), (3.15) e (3.21) possibilitam escrever um operador de ordem n

em funcao dos operadores livres que diagonalizam a Hamiltoniana livre. As condigoes de
validade (convergéncia) desse tratamento nao estdo bem postas por uma base matemé-
tica solida e a sua utilizacao se da pelos resultados alcancados. Vamos considerar uma
expansao perturbativa do observavel fisico j*(z).

@4 (3.22)

In = jl(LO) + ejl(tl) + 62ju
E facil calcular jﬁ")(:v) por uma substitui¢do direta das relagdes recursivas (3.8)), (3.15) e
(3.21]). A principio, o processo perturbativo de expansao do operador corrente pode ser
levado até altas ordens. Apresentaremos os termos correspondentes com a comparacao

da ordem dos operadores. Assim, a corrente de ordem zero e é

19 = o), 3ol (3.23)

A corrente de ordem e? é 91



;52

- %@1 () o @) + - [Wol), 3 ()] (3.24)

Substituindo (3.5)) e (3.18) em j,gl), é facil verificar que

i) = 5 [0 (B0 uSale = a1 6] + 9 S’ - o).
(3.25)
@] AV (@),
A corrente de ordem e? é
W= %}4#5($)77u¢m(x)]+—%%{¢h(x),vu¢u(x)]+—%§{d@(m),vu¢@(xﬂ (3.26)

Substituindo as eqgs. (3.5)), (3.7)), (3.18)) e (3.20)), encontramos

i (@) =
1 4, 1 4 // . 0) (.1 v, (0) /. P
S/dx/dx 2) (e — )30 @), O, O NGl — o)
— 1 [ [ E O @) Snle )y Sala’ = 0O @ HAD ), AY )
—5 [ @ [ @O AD @S - 2)uSale — ")y AD @O ")
wg [t [ @ (B0, O] O @ Sala  2), 300 (@)’ ~ o)
=5 [ [ @ B0 Sae - )y Sala’ - ), @ HAD (), AD )
(3.27)

Convém notar que as fungdes singulares Ga(z' — ) e Sa(z’ — z) ndo codificam uma
particula backward no tempo. Elas sao a consequéncia da ordem inversa do argumento
x —2’. Ao contrario dos outros tratamentos da dinamica de sistemas quanticos, Kéllén
expande perturbativamente os operadores (¢(z), ¥ (z), A,(z)). Como pode ser notado, o
operador interagente possui uma maior configuragao eletrénica que no caso livre, ou seja,
um maior nimero de processos fisicos é envolvido nos elementos de matriz . Assim,
o valor esperado no vacuo seré obtido por meio da insercao de estados nao degenerados
de uma base completa e ortonormal Y, [dz|Z)(Z| = 1. O primeiro exemplo de tal
processo € a forma da eq.

(O {w (), [$(2"), 1 (2")]} la) = D_{OI{w" " (2")|2)(Z], [$(="), 1 (2")]} la)

Z

(3.28)

Se fizermos ¥ (2') — A, ¥(z") — B e %9 (2") — C, e utilizarmos a igualdade
{A,[B,C]} = —{[B, 4], C}, juntamente com a equacao

(gl ("), v (@)]lg) = Ol = SW(a' —a") (3.29)



encontramos o resultado

(OH{e ), [P(a"), 1O (@)} a) = —25 (2" — 2) (0" (2)]g) (3.30)

Pela questao tratada aqui, podemos inferir as configuragoes totais dos elementos de
matriz acima juntamente com o principio de exclusao de Pauli. O ultimo termo da eq.

ED e

(O[O (@ {AL (), AD) (")} a) = (0l (2")|Z)(ZI{AL) ('), AD) (")} a)

= (0w (")) {al{ A ("), AT) («")}a) (331)
= (0] (a")]q) (O AL («"), AL (2")}]0)

Esse resultado é alcancado de forma simples ao analizar a quantidade total de operadores
no elemento de matriz. Um rapido calculo mostra que

(O™ (@"){AR) (), AQ(2")}a) = 81,0, DD (@’ — ) (0] (2)]g) (3.32)

O caculo dessas corregoes leva a resultados razoaveis e o seu desenvolvimento a altas
ordens ¢ direto ao considerar apenas as bases tedricas da quantizacao canoénica.

3.2 Matriz-S

O objetivo desta secao é descrever a matriz—S, responsavel pela estrutura de proces-
sos fisicos na descri¢ao de Heisenberg, a fim de contornar as inconsisténcias ja apontadas
pelo Teorema de Haag Haag| [1955]. Uma das abordagens no estudo da matriz-S é atra-
vés de uma estrutura perturbativa, ou seja, expressando essa matriz como uma expansao
em torno de um acoplamento pequeno.

Vale ressaltar que a idéia por tras da descrigao de interacao é a separaracao do Hamil-
toniano total em uma parte livre e interagente. Por outro lado, a descrigao de Heisenberg
admite um processo analogo no qual podemos construir os operadores (¢, 4,,) por uma
superposicao homogénea e nao homogénea da solugao da equacao de movimento. Na des-
cricao de Heisenberg, a matriz-S conecta os estados assintoticos antes do espalhamento
(¢, A,)(t = —o0) e depois do espalhamento (¢, A,)(t = +00), por meio da seguinte eq.
(6, A)(+00) = S(t, A,)(~o).

Seguimos a metodologia de Kallén Kallén et al.|[1972] para lancar alguma luz sobre
as corregoes radiativas da GQED,. Assim, concentraremos nossa atencao em escrever
os termos perturbativos da matriz-S na GQFED,, que possui uma extensao direta &
QFED,. A demonstragao pretendida nessa secao é fornecer uma base tedrica sem uma
prova matematica rigorosa. Antes de qualquer progresso, devemos reforcar o conceito
de limite adiabatico no processo de espalhamento. Em primeiro lugar, a interacao deve
sempre ser ativada adiabaticamente no tempo inicial (z, — —o0) e desligada no tempo
final (x, — +00). Esse aparato auxiliar, codificado pelo parametro «, é requerido tanto
do ponto de vista matematico quanto fisico. Primeiro, a matriz-S é um funcional e
segundo os operadores livres sao os objetos que constroem tanto a interacao dos vértices
quanto o estado assintotico. A partir dos métodos sistematicos usados nas se¢ao anterior,
escreveremos o conjunto de solugoes para afgequagées de movimento ([2.52a)) e (2.52b)).




wle) =0 a) ~ e [ ESnlo — A ()0l
(o) = A @) + 5 [ a0t — ) D) pi(e')

devido & solucao nao homogénea conter as funcoes retardadas, os operadores livres
(A© ©®) no limite 2, — —o00 sdo os incoming operator (A (™) Naturalmente,
podemos considerar também as funcao singulares avancadas na solugao das equagoes
diferenciais ([2.52a)) e (2.52b))

(3.33)

wmsz%m—w/d%sax—w%A%wwf>

5 (3.34)
A, (x) = Al(f“t) (x) + = 5 /d?’x’GA(x — 22", yub(a))]

onde (Affm), (@) sdo definidos no limite z, — 4o para os operadores livres (AELO),

() e freqiientemente chamados de outgoing operators. Fisicamente, eles correspondem
ao valor final de (A, 1) quando desligamos adiabaticamente a interacao. Em outras
palavras, a interacao desaparece no limite x, — 400 e, portanto, o operador é governado
pelas equagoes do operador livre. Além disso, também é essencial que os ingoing e
outgoing operadores obedegam a mesma relagao de comutacao dos operadores livres

{0 (@), " (@)} = —iSp(a’ —2),
(A5 (), AV(2)] = —i6,,G(x' — x), (3.35)

(A (x), v ()] =0,

{06 (2), G (@)} = —iS(a’ —a),
(A (z), AL ()] = —id,, G(z' — ), (3.36)

(A (@), v (a")] = 0.

A justificativa dessas regras de comutacao diz respeito ao fato dos operadores livres,
mgoing e outgoing compartilharem as mesmas equagoes diferenciais de movimento. Esse
cenario ilustra que os operadores livres convergem para os operadores ingoing e outgoing
em (z, — —o0) e (x, — +00), respectivamente, [Dyson| [1949]. Para ser mais preciso,
Haag exigia que essa transformagao fosse uma convergéncia forte

im (@) — 6 @) = 0,

lim ||A,(2) — A" (2)]] = 0,

To—>—00

(3.37)

O limite existe para criar a estrutura causal e restaurar os objetos covariantes que po-
dem diagonalizar a Hamiltoniano total Bogolubov et al. [1975]. Precisamos dessas re-
lagoes nas eqs. (3.37) por uma perspectiva matematica e fisica. Em primeiro lugar,
assumimos uma interagao ligada (z, — —o0) e desligada (z, — +00) adiabaticamente
no tempo. Esse limite adiabético, portanto, reconhece a geragao de estados assintoti-
cos como um resultado de operadors livres. Assim, chegamos, sem dificuldade, a uma
conclusao 1mportante Uma transformagao canénica deve conectar os operadores assin-
toticos (AL, ) e (AL yeut)) uma vez que ambos estabelecem a mesma relacio

de comutagao canonica. Logo, 04



¢(OUt)($> _ S—l 1/}(171)(1,) S
A () = S7F AU (2) S

o

(3.38)
o operador S deve ser unitario, pois relaciona dois conjuntos de operadores ortogonais

SS* =SS =1 (3.39)

Os operadores de ingoing e outgoing residem nos ingoing H;, e outgoing H..; espagos
de Hilbert, respectivamente. Com argumentos desenvolvidos até o momento, podemos
construir um mapa unitario S : H;, — Hout tal que, de forma analoga a , o}
Hamiltoniano em z, — 400 pode ser decomposto em fun¢ao do Hamiltoniano em z, —
—00

H(O) (¢(out),A(0ut)) _ S_IH(O)(Tﬁ(ln),AE}n))S, (340)

I

A equagao acima estabelece uma relagao isomorfica devido & representagao unitaria das
relagoes canonicas de comutagao por meio da egs. (3.35)) e (3.36]) [Bogolubov et al. [1975E|.
Ao introduzir o conjunto de vetores proprios |n) de H© (™), AU™)Y | obtemos

HOA™ ) n) = Euln),

3.41
H(O)(A(O“t), ¢(OUt))S_1|7’L> _ EnS_1|n>, ( )

onde |n) e S7Yn) sdo os autoestados iniciais (z, — —o0) e finais (z, — +00), respec-
tivamente. Com |n) = |ny)|n,) caracterizado como um produto tensorial no qual |n,)
(ntimero de férmions) é o autovetor de H© (1)) e |n;) (ntimero de fotons) é o autovetor
de H (0)(14,20)). Nesse momento, estabelecemos uma formulagao geral como um primeiro
passo na dire¢ao de uma matriz—S perturbativa. Ao substituir as eqs. por ,

temos

) (z) = SEVYO (2)8 = O (2) — ie/d3x/5(x — ')y, A" (2")y ()

) (3.42)
/ &' G — 2 ) [(2'), yb ().

1€

AL () = SEVAO ()5 = A/(f) (x) + 5

p p

L. ~ 0 . . L . . .
Na pratica, adotamos a notagao (AEL),L/J(O)) sem perda de significado fisico ao ingoing
operadores. Reescrevemos as equacoes acima para ter uma visao sistematica da matriz-S

S, $O) = —g / B2 S(x — 2 Yien Ay (o V(). -
) 3.43

e . -

5. A0) = =5 [ P/Dlx )5 [0 (o)

Devemos sublinhar que a ligacao entre a descricao de Heisenberg e da Interacao tem
apenas a mesma forma matematica de uma expansao perturbativa, mas os conceitos
fisicos subjacentes transformam essa estrutura numa abordagem diferente da matriz de
espalhamento Dyson| [1951b|. As consequéncias dedutivas do Teorema de Haag mostram
inconsisténcias na caracterizacao perturbativa da expansao da matriz-S. Uma delas é

L Assumimos a completude assintética, freqiientemente escrita por Hin = Ho = Hout, €m que nao ha
estado ligado nas regioes assintoticas.

25



que nao podemos escrever H e H, no mesmo espaco de Hilbert, pois elas agem em
espacos ortogonais na descricao da Interagao, assim, a transformacao unitaria global da
eq. nao é mais aplicada.

A matriz-S na descricao de Heisenberg é apropriada para realizar o processo de
espalhamento e nao apresenta inconsisténcias fisicas. Usando o acoplamento de gauge e
pela mesma razao dada nas expansoes em a , a expansao do operador S em
séries de poténcia é

S=1 + eSW 4 &25@ 4 . (3.44)

Substituindo (3.44) em (3.43)), a aproximacao da primeira ordem é

S0, 6@ = =5 [ ES(e = Yier AP@OW),  (3450)
(S, AP@)) = -8 [ @a'D(e — ) g O@) 0@ (@45b)

Apos algumas manipulacdes algébricas, o termo S é

G —ie/dSLE : gZ;(O)(x)’y“?ﬂ(O)(ZB) : A;(?) () + s, (3.46)

onde s é um termo reminiscente da eq. . Uma consequéncia da unitariedade
da matriz-S é a relacao S = —5*_ que reflete s como um ntimero imaginario puro.
Para simplificar, consideramos s igual a zero. Também podemos multiplicar a eq.
por € com § € R o que influencia apenas as flutuacdes no vicuo sem alterar o
processo de espalhamento. A seguir, iremos nos concentrar no termo perturbativo de
segunda ordem S e para tal tarefa utilizaremos os procedimentos anteriores

S(:_/fwﬂﬂw%>”w<>¢@wwwww»
x T(AQ(2)AD (2"))

v2

(3.47)

Apesar das consideracoes acima parecerem complicadas, a obtencao do termo S
direto. Apo6s um longo calculo, podemos estabelecer a representacao perturbativa geral
da matriz-S como

S = ]1+Z /d3 / /d3 WT(H (2 ... Hy(z™)) (3.48)

onde T" denota o ordenamento temporal |Weinberg et al.|[1995]. Usamos uma simplifica-
¢ao na notacao da Hamiltoniana interagente H;(x') = H;(A,(2'), ¥ (z’)), que em nosso
caso ¢ Hy(z") =: O (2")y#p @ (2') : A,(z"). Devemos enfatizar que a descrigao de Hei-
senberg e da Interagao posssuem apenas a mesma forma matematica de uma expansao
perturbativa, contudo, os seus conceitos fisicos subjacentes envolvidos tornam essas duas
estruturas completamente diferentes.

Comentarios adicionais

Embora a matematica por tras do método de Kéllén seja bem conhecida, a ideia

original é restaurar a aplicabilidade dos esquemas de regularizacao para um sistema
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de interacao nao-trivial. Ao olharmos com atencao, a descricao da Interacao contorna
os pressupostos do Teorema de Haag. Se lembrarmos bem, o esquema de regularizagao
cutoff quebra a Invariancia de Poincaré, e o finite volume lattice restaura os graus finitos
de liberdade. Essas técnicas demonstram o sucesso da descricao da Interacao quando
comparamos as observagoes com as previsoes teoricas. Além disso, a propriedade ingénua
da descricao da Interacao na qual podemos dividir o Hamiltoniano total, H por H;,; e
H,, evita uma representacao de Fock do vacuo interagente de H;,;. Com isso em mente,
podemos afirma que a descri¢ao de Heisenberg garante um vacuo que seja invariante sob
as transformagoes do grupo Euclidiano, uma vez que os operadores assintoticos e livres
possuem a mesma relagoes candnicas de comutacao [Yang and Feldman| [1950].

A descricao de Heisenberg e da Interacao sao estruturas equivalentes na M@ nao
relativistica (graus finitos de liberdade) em contraste com a TQC (graus infinitos da
liberdade). Em outras palavras, ha uma transformagao unitaria entre ambas as relagoes
canodnicas de comutacao e, portanto, seus observaveis admitem o mesmo valor esperado
no vacuo. Apesar do excelente sucesso empirico, a descricao da Interacao nao possui
uma representagao unitaria nas relagoes canonicas de comutacao em tempos diferentes
Streater and Wightman/[2000]. Essa afirmagao fisica garante uma nao-representacao de
Fock para os seus operadores de interagao. Além disso, essas particularidades nao sao
apenas sutilieza matemaéticas, mas sim influenciam na coeréncia fisica dos modelos da
TQC.

Exploraremos a descricao de Heisenberg na interpretagao das corregoes radiativas
de um loop. Essa descricao nao ¢ apenas uma simples alternativa matematica para
contornar a descricao da Interacao, mas sim um aparato consistente na definicao dos
objetos quanticos. A principal caracteristica da descrigao de Heisenberg é ter operadores
definidos dentro de todo o espago de Hilbert, equivaléncia unitaria da representagao Fock
e um mapa linear entre os espacos assintoticos e livres.
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Capitulo 4

Correcoes Radiativas GQE D,

O objetivo deste capitulo ¢é tratar os fendmenos radiativos com base nos conceitos
e ferramentais tedricos dos capitulos [2] e [} Primeiramente, antes de efetuarmos os
calculos necessarios, sugerimos uma reorganizacao dos termos da corrente da equagao
(3.27), pois assim, evidenciaremos os estados intermédiarios decorrentes da correcao
radiativa. J&, a interpretacao fisica sera evidenciada de forma mais clara a posteriori. Os
estados de transi¢ao possiveis por jl(f) (x) sao facilmete visualizados através da composicao
de operadores livres. Dentre as vérias configuragoes fisicamente permitidas, devemos
destacar os elementos de matrizes que fornecem as flutuagoes quanticas em um loop.

SlliP @) =5 [ [ a5 @),y Snle ) 3 - O ) +
Z‘56/d4x//d4x//<q|[775(0)(1,//) Z(x// . ZE/)SA(Z‘/ . x),%tﬁ(o)(x)ﬂq’) +

e d4x'/d4x"(q|[@/}(0) (@), T’ — 2,2 — ") @")]|¢) +

2
% / '’ / d*z" 11, (z — o) GR (2’ — ") (][0 ("), 7O (z")]|¢).
(4.1)

QL
B
H\

e*(005,” (2)lg, ') = d'a" (g (2),7,Sr(x —2') Y (' — "W O @")ld) +

d'a" (q|[ O (@") Y (2" = a')Sa(a’ = x), 7,0 (@)]ld) +

2,
~
&\

d'a"{q|[¢"* (2), D(e’ — 2,2 — 2" (2")]lg') +

SH
=
%g\

d'z" Wy (x — ") G (2’ — ") (ql[ ("), 7¢O ("] ¢,
(4.2)

SIS CTE e

\\?\
ol
—— — —
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4.1 Polarizacao do vacuo II,

Nesta secao investigamos os efeitos das teorias de derivadas de altas ordem para
compreender os aspectos qualitativos e quantitativos da polarizacao do vacuo. Poste-
riormente, discutiremos a implicacao fisica da renormalizacao da carga e a influéncia
do comprimento de Podolsky na polarizacao do vacuo. Esse fendmeno ja era conhecido
desde a mecanica quantica nao relativistica através das primeiras medicoes do Lamb
shift. No entanto, nao existia ainda na época uma base solida para suportar um estudo
mais aprofundado desse efeito. Com o desenvolvimento da T'QC' e do grupo de renorma-
lizagdo, a descricao da auto-energia do elétron foi totalmente esclarecida. Logo abaixo,
estudaremos o seu efeito na descricao de Heisenberg.

Primeiramente, um campo externo fraco e nao-quantizado A¢*(z) é produzido no sis-
tema. Antes de continuarmos, algumas observacoes devem ser feitas sobre o significado
fisico de Afjﬂt(x). Primeiro, o campo externo ¢ independnte da configuracao eletrodina-
mica do sistema. Segundo, nao se pode escreve-lo como uma superposigao de operadores
de criagao e aniquilacao. Finalmente, nao se pode gera-lo pela dinamica da densidade de
particulas do sistema. Uma maneira simples de inserir o campo externo é por meio do
termo j* A" na Lagrangiana. As equagoes de movimento (2.52a)) e (2.52b]) sdo reescritas
como

(1 - @?3)BA = S [3(2), 7 ()
(30 + m)(r) = ier(A(2) + Acan() 1) (2)

O operador identidade 1 é adicionado por motivos de consisténcia fisica e matematica.
No célculo da polarizacao ¢é a corrente que deve ser analisada cuidadosamente. Seguindo

a eq. (3.22), temos

(4.3)

(@) = 5[0 (@), "0 (@)
_ 62—2/d4y[1/_}(0) (Q;)7 f)//‘SR(LC — y),-yl/w(()) (y)] (AE}O)(ZA + Ale/xt(y» (4 4)
N 62_2 / YO " Saly — )", 0O @) (AD () + A ) +
+ e2j@n 4
O valor esperado do vacuo é
(017" ()10) = S|’ (2), 7" ()] |0)
-5 / (0[50 (), 1Salz — )7 ¥ )]0) (AD () + AT () ~
-3 / YOl ()1 Saly — )7, O @)]]0) (AD(y) + A () ) +
€2(0]5"0) +

(4.5)

O valor esperado do vacuo dessa corrente nao é nula devido, unicamente, ao campo

Azzt(x). O nosso interesse reside, agora, n2aS contribuigdes da eq. (3.24) em que existe



apenas um momento interno de integracao (1-loop). Um calculo mais explicito através
das propriedades dos tracgos espinoriais[l revela que o segundo termo da equagao acima é

O[O (2), v*Sr(z — y)v* O (y)]|0) =
O (@) s ST (@ = )V s0a WD () = (V0 ST (@ = Y) Ve as W2 ()00 (2))[0)

= Tr[y"Sg(z — y)y'sW(y — o))
(4.6)
e, ao realizar o mesmo para o terceiro termo da eq. (4.5)

O[O (y)v"Saly — z)y*, O (2)]|0) =

O[OV S52* (¥ — )V 0V () — (WD ()P (1)1, 0y ST (Y — )V )] 0)
=Tr[y"SW(z — )y Saly — z)].
(4.7)
obtemos
2
" (z —y) = —% TrSr(z — y)v"SW(y — 2)v*] + Triy*SW(z — y)v"Saly — w)]] -
(4.8)

Lembrando que o efeito a ser tratado aqui corresponde & uma aproximacao linear dada
pela agao de uma fonte externa (sinal de entrada) que produz uma corrente induzida (si-
nal de saida). Seguindo o mesmo raciocinio do Teorema da resposta linear, ver Apéndice
, o tensor de polarizagao do vacuo, II*(x — y) é representado mateméaticamente abaixo

(017" (2)]0) = / DY (z — ) A (y), (4.9)

em que (0]j#(z)|0) expressa a interacao do féton com as particulas e antiparticulas
criadas no vacuo pela presenga de AS™(r). Em outras palavras, (0]j*(z)|0) expressa
a transformada de Fourier da corrente induzida do termo II* A%t A equagao acima nos
revela que a observavel II*” flutua na presenca de um campo externo e essa flutuacao
devera ser entendida por um processo de dissipagao ou absorcao.

O tensor II" (x —y) € escrito como um tensor de segunda ordem em (34 1) dimensoes
que obedece as mesmas simetrias de (0|j#]0). No espago de Fourier, II*”(p) pode ser
decomposta por uma estrutura tensorial irredutivel em subgrupos do grupo de Lorentz
SO™(3,1), cujo valor esperado da corrente se da pela convolugao de TI* (x —y) e A% (y).
O efeito de polarizacao pode ser estudado por meio de uma decomposicao das variaveis
em componentes longitudinais e transversais. A polarizacao longitudinal e escalar nao sao
excitacoes fisica em torno de um vacuo no espaco de Hilbert, mas somente responsaveis
pela redefinicao do campo A, (z). Os graus de liberdade transversais atuam nos estados
fisicos do sistema na qual trataremos com maiores detalhes ao longo do capitulo. Vemos
que a forma mais geral do tensor de polarizacao é

Ver apéndice (C). 20



1" (p) = B(p)p"p” + 6" H(p), (4.10)

e que pelo Teorema de Noether, a simetria abeliana U(1) gera a conservagao da corrente
que no espago de Fourier toma a forma de p*II,,,(p) = 0. Vemos claramente que B(p) =
—H(p). Assim, o tensor pode ser escrito convenientemente igual &

L (p) = B(p)(0upy — *01) (4.11)
Faremos a transformada de Fourier da eq. (4.8) com o auxilio de

1 —ip(xz—2a’
(2ﬂ)4/d4pe " )Hul/(m (4.12)

Por meio das equagoes (2.42)), (2.43)) e (2.45)), a polarizagao (4.8) resulta em

,,(z—2") =

1 / 1" ’ 1 . / . "
I, (p) = W/d“p d'p 6*(p —p' +p )Tr[y(ivp — m)y, (iyp — m)]x
(54(29/ + mz)(Pm —ime(p )0'(p* +m?))+ (4.13)

5+ m?)(P 2+mmwwwmm)

p?¥ +m

ao mutiplicar ambos os lados por ip,,

2

i (p) = 15— / d'p'd'p" ' (p—p' +p") (TT[(W" —m)(inp' +m)(ip’ —m)v)
1 1 I 1
r[(ivp” —m)(iyp +m)(ivp m)%]) (6 (' +m )[PPQ,, e

. 7 7" ” 1 . " 7"

ime(p )6*(p* + mZ)} + 8 p +m?) [PP—Q, e ime(p )0 (p* + m2)}
" 1 . ’ ’

+0'p +m?) [Pp—Q, s i) (p +m2>D

2

€ " " / " /
= m d4p/d4p 54(]) _p/ +p ){py(pQ// o m2> _py(pz . m2)}><
1 ” // ”
{54(p/+m2>[7’p—2~ o e )0’ +m2)] + 04 (p" +m?)x

P im0 )|}
(4.14)

Pa . 2 . . . "o "
O proximo passo sera calcular a corrente observada. As integrais do tipo [ dp p,d(p* —
m?) sao iguais a zero se v = 0 ou v = i. Portanto, a integral acima desaparece e o

Teorema de Noether ¢ garantido. Retornando ao caculo de 11" (p), o trago da eq. (4.11)
conduz a
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1 d4 / " " . . ”
B(p) = —3—p2ﬂw(p) /487 3,2 d'p §*(p —p' +p ) Trly(ivp — m)yu(ivp —m)]
1

Nl 2 4" 2
—ime(p )0 (p" + m*)) + 0% (p +m)(73m

x 304" +m)(P———
{00 P
i)' + )
(4.15)
Dando sequéncia, calcularemos o valor imaginario de B(p) que, fisicamente, corresponde
a emissao de particulas e assim reflete a parte dissipativa ou absortiva da polarizacao do
Vvacuo.

ImB(p) = — 6 / d*p'[p' (p — p) + 2m2)04(p + m2)o* ((p — p')? + m?) x

[e(p') +elp—p)]

(4.16)

Pelas proprledades da matriz gamma de Dirac no apéndice |C l temos T'r[y,(ivp" —
m)y, (ivp” —m)] = 8Tr[p' (p' — p) + 2m?]. Entdo,

ImB(p)
B 1 dp '

- 127rp /\/72+m2{
92 2

+64(p* = 2pP + 2po /P + m?)[~1 + o /—p2—|—m }
[P0 + /P + m?|

)+ 2m?10 ((p — p')? + m?)[e(p’) + e(p — 1))

2
2pp +2po /p72+m2)[1+ Po vp2+m
~ VP’ +m2|

(4.17)
A integral desaparece se p?> < —4m?. Essa relacao diz respeito ao nivel de energia em que
os efeitos da criacao de particulas se manifestam, uma vez que 4m? é a energia limiar de
criagao de um par (elétron-positron) Kallén et al. [1972]. devido & invariancia de Lorentz
ser preservada nas etapas realizadas até agora, o calculo da integral acima é mais facil se
adotarmos o referencial de repouso p = 0. Veremos que a integral acima assumi a forma

ImB(p) = 3—7T(1 + p_§> ; \/ﬁ54(2|m|v$2 + m? — p2)e(po)

o2 2m2>/vpﬁ—m2 r2dx 54(37—\/W)) (4.18)

2_ 2
e? 2m? /Vpo m x2dx

— 1+
37T( P2 " Jo VaZz+m?2  4y/p2/4—m?

2 2 2 2/4 — 2\2 1
_ 2y 2 W) ol
3T Do p3/2 4y/p2/4 —m? = 2

Apo6s um boost p? — —p?, o resultado geral ¢

ImB(p gf (4.19)



em que

2 2 2 4 2
(1= 1+ L (—p? — 4m) (4.20)

(0)
o (p*) = 1972 2 2

A parte real da func¢ao B(p) se obtém a partir da transformagao de Hilbert da eq. (4.19))

+o0 HO 2
§R p;po 7)/ v p v )dSU
o] (x = po)

_ +o0o HO<— ) )
_P/W (8+p2)d

Usamos z% — p2 = s + p*. A parte imaginaria e real se relacionam pois B(p) é analitica
Kallén et al| [1972]. Até agora, nao tratamos do comportamento da corrente, e man-
tivemos os nossos esforgos, apenas, no célculo da fungdo B(p). Daremos uma pausa e
abordaremos os aspectos fisicos principais do operador corrente correspondente ao obser-
vavel (0|j,(2)|0). Primeiro, pelo uso das eqs. (4.9) e (4.11]), o valor esperado da corrente
induzida assume a forma

(4.21)

(01 (2)]0) = / 0 pd'a’ 7@ B(p) DA (o) — 9,6” A ()] -
4.29
_ /d4 d4xl€zp(a: :E)B( )[ (eact)( )]

E importante notar que o resultado observado experimentalmente equivale & soma de
duas correntes fisicas: externa e induzida

)+ O @) = oy [ dipd' 1= BE)al)e? ) (423)

O termo 1 — B(p), caso seja uma constante, atribuird ao fenémeno de polarizacao do
vacuo um rescalonamento da carga elétrica. No entanto, ao observar as deducoes até
o presente momento, B(p) depende da escala de energia. Entdo, ndo podemos supor
que B(p) seja uma constante, mas mesmo assim, isso significa que 1 — B(p) seria um
rescalonamento dependente do momento. Uma maneira de poder atribuir significado
fisico a corrente, sem violar os principios gerais da T'QC', seria ampliar seu aparato
interpretativo.

E imediato verificar que a renormalizacio da carga elétrica, ou mais apropriadamente,
uma subtragao do nosso resultado por algum valor conhecido resolveria essa dificuldade.
Nao obstante, essa medida seria especificar o valor de B(p) a um determinado nivel de
energia conhecido. Seguindo esse raciocinio, a medi¢ao da corrente no nivel infravermelho
em que a variagdo do momento ocorre de forma lenta (p ~ 0) é um valor conhecido na
literatura, ja que estamos tratando do regime classico de interagao entre duas correntes
estacionarias. Uma vez delimitado esse valor, a corrente observada é definida como

. 1 . ip(z—z’
jgbservada = W /d4pd4.7)/[1 - B(p> + B(O>]jgxt(‘r/>€ o ) (424>
em que
B(p) — B(0) = II°(p?) — I1°(0) + imell’(p?) (4.25)
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A parte imaginaria é finita, mas a parte real padece de divergéncia do tipo logaritimica
B(p), pois o célculo da polarizagao realizou-se na soma de infinitos estados intermédia-
rios. A subtragado realizada B(p) — B(0) torna a polariza¢ao convergente

70, 2 70/ — +OO*0_ 1 _L 0= —p? e 0 (—s) s
0% ~100) = [ M) (g — e = = [ S as (420)

E importante notar que a integral acima é convergente. Uma, substituicdo de Euler leva
a equagao acima a

o) - 0 = - [ ARt D gy

por métodos elementares de calculo de integragao conduzem, a seguinte solugao
Caso tenhamos 1 —|— > 0, o logaritimo natural devera ser trocado pela funcao arco

2 . s .
tangente. Para valores pequenos de | 25|, a solucdo analitica exata pode ser aproximada

para

2 2
[(p?) — °(0) = =25

m? 6072

Esse valor corresponde ao mesmo dos outros métodos de regularizacao encontrados na

descricao de Interacao. Logo, a descricao de Heisenberg e Interagao conduzem ao mesmo

resultado em primeira ordem. No entanto, essa afirmacao nao é mais assegurada para o

caso de mais altas ordens e em uma anélise nao-perturbativa.

(4.28)

4.2 Vértice I',,

A teoria de Podolsky fornecera um conjunto a mais de graus de liberdade no espago
de parametro de fase que possibilitard introduzir um regulador natural para o féton.
Esta secao é a sequéncia natural da anterior e trata da correcao no operador corrente na
eq. . A fungdo Gamma I'), (2’ — 2,2 — 2”) é um "c—number"no espago de Hilbert
e sua forma é dada abaixo

2
L2 —z,x—2") = —%’YATT[S(I) (2 — 2)y,S™(x — 2" )DE(2" — ')+

Sa(@’ = )7 SD (@ — ") DB — ') + 3’ — )y, Sle — )GV (@ — 2')]7
(4.29)
A estrutura de causalidade esta codificada nas fungoes retardadas e avangadas. O pro-
Ximo passo serd investigar esse vetor por meio de uma transformada de Fourier

r ( d4 /d41'// iq(z—x') 7, (x—x")l—\u(x/ — T — $1/) (430)

Se substituirmos as egs. , -, (2.42)), (2.43) e (2.45)), a representagdo no espago
do momento do vetor acima é
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Fu(q’ q/)
—62 d4l'l 4 4 14 o - " A ’
- Wd 2" dpd ke~ 1@ —2) pmid (@ w )(7 (iyp — m)y,(iyp — m)yax

1 1 .
E - Pm + Z7T<(54(]€2)—
1

k% —m&

1 /
{54<p2 + m2) [Pm + 171'(54(]) 2 + m2>:| |:7)

+im (04 (k?) — 6*(k* — m%))

/ 1
5 (k?* — m%))e(k)} + 64 (p? +m?) {Pﬁ -P
1 . 1
)] [Py = 80 el + 5400 5102 — i [Pt
. ’ / 1 . ip(a'—z) ik(z—z" ) ik(z —z
T )| | P = im0t ()] e e ek
(4.31)

Aplicando as deltas de Dirac d*(p — g + k) e 0*(p' + k — ¢’) originadas da exponencial e
rearranjando os termos restantes, obtemos

N —€ d*k 64 (k?) — 0 (k* +m2)
) =5 [ s (P o

(B + m?)m R0 S
a0+ N+ 7 Tk m IR + )

P

kaimg)““q' — k) 4 m?)54 (g — K+ m?) L~ elg — Ryl — Rleld — @)+
- 1 4 / 2 2 401.2 401.2 2 / /
7Pyt (6 = R )6 = 882 + )1 = )k = ()~
- 1 4 / 2 2 401.2 401.2 2
P (@ = R ) () = SR+ m)[L = elg = Welg — Rle(o)

+ (04 (k) — 01 (K +mp))o* (¢ — k)* +m*)) (¢ — k)* + m?))[e(k)e(q — k)

+4ma¢—m+«@—@d¢—mommm@—kwwmhawmuw»—mWA

(4.32)
Uma maniera mais facil de reescreveremos a funcao I',, (¢, ¢') € por meio da divisao entre
as componentes reais e imaginarias

Tu(a.d) =TP(q,q) + ie(d — )T P(q. ). (4.33)

A parte real é

Mg, q)
_fi/ &k{ O Ok Amy) L mp (g — k) m?)
2 ) o[ lg—k2+m2)][(¢ — k2 +md)] " [g— k)2 +m?)] k2 + m2]
m3 §*((q — k)* +m?)
(g — k)2 + m2)] k2] [k + m?

+P

7|70 = k) = m)in(g = k) = m,
(4.34)

e a parte imaginaria é
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M0.q) = [ 5= k24w~ 2+ )(P% p L )

k2 + mg
x [1—e(q = k)elqg — k)] v (iv(q — k) — m)y,.(iv(d — k) — m)ya.

(4.35)

O setor fermionico da integral acima pode ser escrito extensivamente como

(iv(qg — k) = m)vi(y(q" — k) — m)ya =9y - @iy - ¢ — iy - qyum — myiy - ¢ (

4.36
iy - ki -k — iy - gy -k =iy - kay - g 4 iy kym o myay - k4 m?y, )

A manipulagao das matrizes gamma serd importante na distingao dos processos fisicos
decodificados na eq. (4.33). Nesta operac¢ao, as matrizes seram simplificadas com o
auxilio do apéndice Cada componente acima foi analisada separadamente

o iqYivg = (ivg+m)yu(ivg +m) —my,(ivg +m) — (iyg+m)ym—+mPy, ~ m?y,
o —iy-quiy -k =—(m+iv- @)y - k+mydy -k~ myiy -k

o NiY-qYiY gV = =20y ¢ iy q = +2¢"y ¢ +27-q¢"™ = 2(¢ - )" = idq iy ¢ +
m)—i2(iy-g+m)q" —2(¢ - @)y + 2imgt + 2img™ ~ +2im(g" +¢*) — 27, (Q*+3m?)

o M2y, = 4dm?y,

Antes de aplicarmos os resultados obtidos acima, é necessario pontuar que a integral na
eq. (4.35)) ¢ decomposta em trés diferentes tipos: tensorial, vetorial e escalar. A integral
tensorial é

P/d4 — k)2 +m*)5* (¢ — k)2 +m*) L —eld —k)e(g — k)] =

4m ) m 43 / v @
@i @—é’{{(H o ()

4m?  m? Q2 L 4m? 4m? m
14— P MoV 4 ghg + W_) (1 _P)}
( % QZ)(Q g ) e (1 (437)
B Q2+4m2
l”(l " ) 22\ @ m?
x (1= )@ +a"q" = g™ =2 1+ =

(1+ %) @ Q
x (¢"q" +q"q" + — Q2 ") — (1+ Lw)m—%} }

em que (Q = ¢’ — ¢q é a transferéncia de momento. A integral é a vetorial

P/d4 £ 6 ((q— k) +m?)6* (¢ — k)* + m*)[1 —e(q' — k)e(q — k)] =

TO(—Q° —24m )mP In Q2 —|—24m2 (" + ¢™).
Qx(1+ 1322 Q¥ mp
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A integral escalar é

P / e I (g = 0t = el — Bela = )] = .
% 1f§i;){ln(1-c”u—!m)-m(l-%)} |

O problema da divergéncia infravermelha aparecerd sempre que lidar-mos com fotons
virtuais. Neste caso, adicionaremos uma massa ficticia u que altera a relagao de dispersao
para k? — k? + p2. Devemos escrever a equacao de acordo com os dois processos
fisicos envolvidos

F/(f)@’q/) — 7,1 (Q%) + Z'(q;L—mthQP(Q%, (4.40)

O significado das integrais (4.37)), (4.38]) e (4.39), estao codificados nos termos acima. O
(@) ¢

3+ 4
2 2 2 _ Q2+4 3 2 [ Q2:|
: { (H gg>ln(ﬂ —((Q2+47:z?)) §)+ o

[1 N 4m? mp} I (1 % +4m2> }@(—QQ — 4m?)

QZ QQ m%

e o segundo termo do lado direito da eq. (4.40]) é

e (my (m* O(—Q% — 4m?) Q? + 4m?
(@) = - (Qz)(@) W)S/? " <1_ m} ) (4.42)

(HW

Deveremos relacionar a equagao (4.34) com a equagao ([4.40)).

-(q + q/)u

P (.q) =% Fip(Q%) + it Fap(QP). (4.43)

Devido a analiticidade, causalidade e invariancia translacional, os vetores F,(}) e F,(f)
podem ser conectados pelas relagoes de Kramers-Kronig |Weinberg et al.| [1995|

o2 - SFi(_5>
F(Q7) —/O d G102y (4.44)

em que i = {1,2}.
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4.3 Auto-Energia do Elétron >

Nas duas secOes anteriores, as correcoes radiativas do propagador do foton e do
vértice foram evidenciadas e corrigidas de maneira satisfatoria até a ordem de 1-loop. O
estudo dos efeitos perturbativos da GQFE D, somente ficara completo quando a correcao
radiativa do propagador do elétron for levado em consideracao. Esse efeito corresponde a
autointeragao da particula com seu proprio campo eletromagnético, sendo assim, teremos
a emissao e a absorcao de um foéton gerado pelo elétron.

O resultado esperado nesta secao serd a correcao da massa do elétron e nao uma
renormalizacao da carga elétrica como na secao . E importante ressaltar que ao
contrario da auto-energia do foéton, a auto-energia do elétron é dependente da escolha
de calibre. Continuaremos usando a descri¢cao de Heisenberg na evolugao dinamica do
nosso sistema quantico. Comegaremos com o operador linear

Z(x —a') = % /d4$’7)‘ [SW(z — ") GA(x' — z) + ST (x — ") G (2 — "))y (2)

(4.45)
em que 9 (z’) ¢ sinal de entrada. Utilizando as fungdes singulares das egs. (5.6b)), (5.7),
(2.42)) e (2.45)), obtemos

d4p . ’ 1 1
a2 — 47.(: i i(p—k)(z—z") 40 2 2 IR » N
g (x — ) / (27r)7d k(iyp —m)gae {(5 (p°+m )(Pk2 PkQ —

00 0 ) ) + (P

irelp)at + )
(64 (k) — 01 (K* + mﬁ))}
(4.46)
o operador Y (x — ') ¢ linear e analitico. Os estados off-shell serdo representados pelas
variaveis k e p. Utilizando a transformada inversa de Fourier

> (g) = / d'q e 1N (2 — o), (4.47)

N la)= - / %d‘w(q —p+ k) ivp — m)m {54<p2 ) (P

ﬁ — ime(k)(6*(K*) — 6 (K* +m2)) + (8*(K*) — 6* (k> + m2))x  (4.48)
(’Pm + i7T€(p)54(p2 + m2))}

Faremos uso da parte imaginaria da equagao acima. Essa abordagem nao traz nenhum
perda de significado fisico, pois podemos construir via transformacao de Hilbert a parte
real de > (z — 2’). A componente imaginaria é dividida em

Im) () =) () + (ivg+m) Y () (4.49)
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E facil notar que na equacéo acima, o traco da soma espinorial garante o isolamento do
termo » ,(q). Logo, Tr[v,Im > (q)] = 4ig, ZQ(Q)El

2

. —€ .
4iq,, Z(q) = T6.3 /d4pd4k54(q —p+ E)Tr[ya (iyp — m)ya)6* (97 + m?) x
2

(0°(K?) — 0% (k* + mp))[e(k) — €(p)] (4.50)

=22 /dk(q + k)6*((q + k)* +m*)6* (F)[e(k) — e(q + k)]

mutiplicando ambos os lados por —ig, /4 e eliminando a variavél de integragao p, temos

2
>0 = T / d*R(q” + ak)o* (@ +m + 2qk + K2) (5 (k) = 6* (K + m})) x
2

[e(k) — e(q+ )]

Cada delta de Dirac traz dois comportamentos diferentes. No caso do “féton nao-
massivo”, k% = 0, temos kg = —¢*/2 — m?/2 e no caso do "f6ton massivo”, k* + m?% = 0,
temos kq = —¢*/2 — (m* — m%)/2. Devido a covariancia de Lorentz, optaremos por um
referencial em repouso q = 0 para trabalhar a integral acima. Nao é dificil ver que a
integral se torna

(4.51)

2

0= ()0~ ) [ e e 200

k2 QO_k m2_m2
¥ g BT (1)

2/, /K + m2) g0 — K| q
Qo + /K 4 m3

X (54(—q3+m2—m%—ZqO\/k2—|—m12,)(1— - )
|QO+ k +m12)|

Qo — k2 + m?;
FO g b it 2[4 (1 )}
|QO - k2 + m127|
(4.52)
Através dos calculos elementares e das propiedades da distribui¢ao de Dirac no apéndice
[C} obtemos

2 2 2

S = (G {0 [ (et ) - - L

) /¢—m kdk (54(1{_ \/(qz - —mp, _mg)e(q))}

24, 24,

(4.53)

2Ver apéndice (C.I)) para mais detalhes.
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Algumas observagoes devem ser feitas acerca do limite de integracao da funcao » ,(q).
Uma consequéncia natural da teoria de Podolsky concerne ao surgimento do parametro
mp. Resolvendo a integral da equagao (4.53|) por meio de técnicas ja usadas na segao
anterior, obtemos

1672 2 °

e? m?. q2 —m? 2 2 miz, 1 g3 —m?* —mp 2 _ 2
{(1—?)( 2 )0(q, —m”) — ( —q—)—\/( ) (4.54)

<O = (m + me)) |

escrevendo nosso resultado em um referencial geral por meio da transformagao —q> — ¢,
obtemos

1672 q>

¢ { [1 - (m—2)2} O(—¢* —m?) — (1 - M)\/(1 - m2__q;n%>2 - 4m§ (4.55)
x O(—¢? — (m+ mp)2)}

O detalhe na obtencao de ), (¢) se da por meio da soma nos indices espinoriais da eq.
(4.49). Logo, Tr[Im > (q)] = 4> ,(¢) + m> ,(¢)). Um céalculo mais direto mostra que

4) (a) +m Y (9)

= _ZfQ /d4k64((q + k) +m?) (04 (k?) — 6*(k* + m2))[e(k) — e(k + q)]
=l [ (st o) - | Vi Kk

dm 0 2,/k2+m]23

(264<—qz T m® — i — 2lq /i +m;>)e<q>}

_ me? qﬁ —m? 2 (me2) m% 2 4m§

= e(q) z O(q; —m*) — g (\/( - —_qz) - _qz)E(Q)@(qo — (m+mp))
me? m? 9 2 m? —mp., _ amy

:Ee(q){(l—l—?)@(—q —m)_\/(l_ — ) _q2><

O~ (m+ mp)*)
(4.56)
substituindo o resultado da eq. (4.55]), obtemos
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2 m2

Y (@) = {(1 + 23+ 2)0(—¢ —m?) — \/ (1- mQ_‘ql”P)? -t

1672 q q
2 2

m°—m
X (3 + q—zp) @(—q2 — (m + mp)2)}
As outras componente da eq. (4.61]) sdo fornecidas pela seguinte transformagao de Hilbert

o [ (=)
—77/0 ds s (4.58)

em que i = {1,2}. Levando em conta os resultados ja obtidos na eq. (4.55)), a componente
real da funcdo imaginaria Y ,(¢*) é

22((]2) —Pp oo ZQ(_S) ds

0 s+ ¢*
2 (m+mp)® g 2
=15 {P/ Sl - (- / [[1—(%2]
167 m2 s+ q? (mtmp)? S+ q> S
m2 . m2 m2 — 4m2
- o - ”
2 ﬁln(mQ—l—qQ) —ﬁ—ln(m2—|—q2)+ dmmp (m + mp)? 2mmp
1672 m2 ¢ ¢ (m—mp)2 m2+mj

M

N \/q2 + (m —mp)? (q2 — (m? — m%)) dmmp 1 P+ (mtmp)?
(

@+ (m+ mp)? q? m —mp)? @+ (m—mp)?
¢>+(m+mp)?

(4.59)
e a componente real de Y (¢?) é

Zl(q2) — P oo Zl(_j)ds

0 s+q

2 (m+mp)? 2 2 2
e L )0 e e )
167 m2 s s (m4mp)? S T4 s
(1" —\/(1—m2_m?3)2—4m?’ m_mp
5 s s

2 2

me? [ m? m? m? m dmmp
=——— 4+ —= |In(————= — — 3l 2 X
167T2{q2( +q2>n(m2+q2)+q2 nm’ 4 q7) + q*

(m+mp)?.,  4dmmp ¢+ (m —mp)? (3q2—|—m2 —m%) 4mmp
7 ¢+ (m +mp)? > (m — mp)?

(4.60)
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Reorganizando os célculos feitos na integral (4.45)), podemos reescrever o operador igual

S @)=Y (@) +ine(a) () + (g +m)[Y (@) +imel) D] (4.61)

1 2

Utilizando os resultados individuais encontrados nas eqs. (4.55)), (4.57)), (4.59) e (4.60).
Podemos escrever a forma completa do operador linear como

> (9)
2 2 4m? 4 2 4 2 92
_ @ [[mt (At N (1 £ gtmme (mme ' 2mme
1672 | | ¢2 q> q* m? q? m—mp m? 4+ m3,
g mp |t (mtmp)? (1

G q> @+ (m —mp)? ! 14 Jetm—mp)
a*+( )?

m2 m2_m2
X <3+?)@(—q2 —m2) - <3+TP>

' me? m2 mA 2
x O(—q¢* — (m—l—mp)Q)}}—l—(wq—km)mﬁ{{— — ——In (1+%>—
m2

q q
Jmme (m +mp 21n 2mmp \ - —m3 @+ (m+mp)?
@ \m—mp m? 4+ m% q> @+ (m —mp)?
e 2’
X In < i) )] + ime(q) {(1 - (m—2) >@(—q2 —m?)—
1+ M q
+(m+mp)?

(=) () Bt}
(4.62)

Apos esse longo trajeto, o proximo passo sera a investigacao da auto-energia do elétron.
Seguindo o modelo perturbativo da eq. (3.1a]), os efeitos quanticos surgem de forma
natural pela expansao do elemento de matriz (0|¢(x)|q)

(O (2)g) = (01 (2)lg) + (0] (2)]g) + (0[P (2)[q) + ... (4.63)
Aplicando as eqgs. e , obtemos

<wmmw:mWWmm+/#%%@—mm@Awm+u. (4.64)

E facil notar que (0[y(Y|q) = 0. Aplicando o operador (y0 + m) em ambos os lados
da expansao acima. O primeiro termo do lado direito da eq. (4.64]) ¢ nulo. O segundo
termo do lado direito é

0+ m) 0@l = [ Sute—a)Y, ()00 +m OO @l (465)
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Poderiamos suspeitar que esse termo desaparececia devido & aplicagao do operador no
elemento (0|1 (z)|q). Contudo, o papel desempenhado dessa integral ¢ off-shell e isso
nos capacita a realizar uma simples integracao parcial. Averiguaremos essa operagao
com mais cuidado a seguir

[t (50 m ) (ate = )3 -y 01O

— / d*a’

= # (Sale — )3 (-2 01 )

(00 + m)Safa = )] 3, (01 )

/

§4(z—1')
—+o00 _

=3 )0 (2)]g)

(4.66)
Caso o experimento seja feito com atencao, o termo de borda seré zero e nao influenciara
no resultado final. obtemos,

(Y9 + m) {01y (x)lg) = — /d4w’<0| Y (=0, a)lg) (4.67)

em que o parametro « simboliza a hipotese adiabatica sendo levada em conta no calculo
da corregao. Calcularemos o termo do lado direito da equagao acima

2 x
[0 - Ol = G [ diaet NS - )6 )

— Wz —a)Gp(a’ — @) (01w (2)lq)
(4.68)

Fazendo uma andlise de Fourier com as eqs. (2.31)), (5.7, (2.45) e (2.41), o resultado

sera

[ @20 Y (e - ) a)l)

d*pd*ks*(q — p + k)v (iyp — m)yain {54(192 +m?)e(k) (54(k2) — &k + m?g))

—

2
- ) (810 08?3 )31+ )

_ G / d4x’d4pe (zo+zl,) zp(a: x)ImF( )<O|w(0)($)’q>

d4 d4 ! (zotzl)+ip(z—2') l:z(p Z’Yp+m Z :| ’Lq;z/
1 2
(4.69)
O fator e*®ot#) provéem da contribuicdo da equacio diferencial em = e do operador
S (z — 2, a). Por meio da relacio de dispersdao p?> = —m? on-shell, temos
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[ 013 @ - o)l
= z/ (2d471§3 /:o d*y! e @t o) Fip(a—a’) [Z(—mz) + (ivyp + m) ;(—mQ)} e(p)u(q)e’™

1
(4.70)
Realizando a integragao na variavel x da eq. (4.69)), obtemos

[0 - e alo)
e(a+2(po (Io

_ —” /W / dpe™e(p)6*(p — DI _(a® — p2) + (inepyt

a +i(po — qo) 1
inaps+m) Y _(a” = p3)ulg)

2

+o0 d
. 2ametigr Po e(p) 2 2 :
= 1€ — aQ —p,) + (%P —’Vpo—i-m q _po
/- g 12 ) + (e = ) 3
(4.71)

No tdltimo passo, fizemos pys = ip,. Por questoes de praticidade, resolveremos as integrais
acima em duas partes. A primeira nao possuira a variavel p, na integracao

/_mdpoL).Z(qQ—pi):/omds 275 . (4.72)

- Do — Qo — T s+q®— (g + i)

em que i = {1,2}. E importante notar que redefinimos p? = a + q2. A tltima parte da

eq. (4.71)) conduz a

/+Oodp Lp).Z(qQ—pb:(qﬁm)/Omds 2ol7s) S (4.73)

o Po— o i a+q* = (g + ia)

Reunindo as eqs. (4.72)) e , a amplitude da eq. (4.71]) assume a forma

/d4 01> (@ - o/, )0, a)g)
_emo/o 8+q2—diqo+ia)2[z_ —zcmz }OW ol

O termo ) ,(—s) sera descartado ao tomar o limite adiabatico o — 0, verificamos entao
que

(4.74)

/ 2203 (@ — 2O @) g) = 3 (=m) 01 () q) (4.75)

1

substituindo o resultado acima na eq. (4.67]), obtemos
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(10 +m) (0]2]q)
== {Zl<—m2> +ime(q) > (—m?) + (ivg +m) (Z2<_m2> +ie(g) Z(_m2>)] <

([ (2)]q)
) i (4.76)
Os termos >_,, >, € Y, anulam-se quando estabelecemos ¢* = —m

(v +m){0l¢la) = = (=m*){0[¢"* (2)lq) (4.77)

A igualdade entre essa equacao e a nos fornece a validade da aplicacao da hipotese
adiabética. E importante destacar que a descricdo de Heisenberg faz uso da equacao de
movimento para descrever as flutuacoes quanticas. Seguindo essa ideia, a equagao acima
pode ser reescrita com a forma da equacao de Dirac

(78+m+z 2))(0[w|q) = 0 (4.78)

Algumas observacoes importantes devem ser feitas. Primeiro, m nao representa a ver-
dadeira massa fisica do experimento. Em outras palavras, é comum se referir a m como
um parametro ficticio sujeito & soma de corregoes quanticas. A equacao acima trata de
maneira pratica a transferéncia do polo da bare mass a massa observada. Mesmo assim,
essa correcao finita nao corresponde & verdadeira massa, pois ordens mais altas de cor-

recao podem ser inclusas. O proximo passo é entender melhor o dominio de validade da
eq. (4.78)

(70 + Mot ) (0 () a) = 0, (4.79)

em que a massa experimental m,,. corresponde a verdadeira massa medida.

O @)la) = 25010 (x)]g), (4.80)
A estrutura matematica formal para esse estudo serd por meio da subtragao de (4.68))

por (4.75). Entao, temos

[ 4401w = ) = Y () 01 )l =
2a$o/ds{zl(—s)(a_m2>2iqoa—CY —_ — i 222(_5) — <0|¢(0)|q>

a+q?®— (g, +ia) a+q?®— (g, + i)
(4.81)

O fator e%®> esta presente ja que a carga depende da posicao, e por esse mesmo motivo, a
energia nao é mais conservada nesse sistema quantico. No entanto, o processo dissipativo
nao causa nenhuma perda da coeréncia quantica do sistema e o tinico efeito da dissipacao
serd a possivel emissao de soft fétons que nao podem ser "reabsorvidos” pelo elétron.

Substituindo a eq. (4.81)) na eq. (4.64)), obtemos
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4

0 1 d
(0(x)|g) = (O] ()lg) + 2/ (27)3 _
/0 ds {ZJ—S) (a — m2)22qoa — 3 T na 221<_S> )’ ua)e

a+q?— (g, +ia) a+q%— (g, +ia)
(4.82)

—d' /e (p? + mP)e(p) (ivp — m)e* o x

A integracao das variaveis p e ' sao

d4x'e”’$ @ )6%(p? + m?)e(p) (iyp — m)e 20z gz’

/ /:c d3 /esz e(2a o) (54( 5 2) 54( n 5 2))
= x Do = vP"—m7) =0 \Po pT—m
(2m)3 J_o 2[po| 2a +i(po — q0)
(inp —m)e'™ e~ PT
_ Lren | Ly L )| e
= 20.° [2a (ivg —m) o — i) (i7kQy — a0 — m) | €

(4.83)
Substituindo na eq. (4.82)), obtemos

(el = 10V )la) + 15 o lirg = m) + (i = 10 — 0]
[ Qaatia) S (=) () o
/0 )t @~ (@t @D Mt = (gt Y @)
(4.84)
No limite adiabatico o — 0
z)|q) = O (2)]q) — 11 —m o s 21 (=5)
Qo)) = O @) [5g —m) [ as| 2 -

o S(s) o
N W} (01 (2)g)

Lembrando que para valores pequenos de «, as relacoes on-shell continuam validas g% —

q2 = —m? e a equagao passa a ser

_ _12' —m e s Zl(_5> Ya 22( s)
Ol = [1= St - m) [ ast 22 - 2 2 Co i)

(-3 [T (B - B oo

Em comparagdo com a eq. (4.80)), a corre¢ao quantica decodificada em Z, 2 ¢ dada por

Z50 %<Z2(—m2) + 2m21(—m2)), (4.87)

em que (Zy — 1) = 0 é o contra-termo, e obtemos
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o«
 4qh3

(2 (VD)

b2 —2b — /(1 — 4b) 1—/(1—4b)

(1 —2b— 3% — 6b%)
X

02
(1 — 4b)

{2b+3b2 +50% + (1 — b —3b*)Inb +
(4.88)

; 2 2 . .
em que a constante da estrutura fina é a = - e b = —7:’32 . Adicionaremos dm em ambos
P

os lados na equagao de Dirac ([2.34))

(70 + m + dm)(z) = ieyA(x)(z) + dmy(x) (4.89)

Para efeito de esclarecimento, o termo dm possue duas interpretagoes fisicas diferentes.
E claro que correcoes radiativas sao interpretadas na parte ndo homogénea da equacio
diferencial, equanto o lado esquerdo concebe a real dindmica do sistema quantico. E
intuitivo, também, esperar que dm dependa da carga. Portanto, em virtude do que foi
apresentado, dm é tanto responsavel pela dindmica do sistema ao modificar a relagao de
dispersao quanto a massa de energia. Claramente, dm — 0 quando e — 0, e de fato, a
carga representa a forca de acoplamento entre os campos

sm="3" (~m?) (4.90)

E importante observar que o termo esté aproximado na primeira poténcia
Adicao das correcoes radiativas

O ultimo passo é combinar todas as correcoes radiativas calculadas neste capitulo.
Reescreveremos as eqgs. (4.1) e (4.2) em termos dos fénomenos radiativos apresentados
nas secoes anteriores. Os dois primeiros termos sao

5 / " / d'a" (gl [0 (@), 7 Srle = ') (2" = ") O @")lg) +
3 / T / d'a (gl (") Y (2" = a)Sala’ = 2), 7,0 (@)]|4)

podem ser escrito através de algumas manipulagoes algébricas ja elaboradas desde a eq.

(4.81]) até a eq. . Desse modo, temos

(4.91)

= (0)

- %(Zz pom?) - 2my P<—m2>> 5 <<Q'W°)<w>,w<x'>|q'> T (qlld (),

(4.92)
w<°><as>nq'>)

O resultado final é

@i® @) = ~{ali" @)la) (Z%(—mﬁ +omy P<—m2>) (4.93)



Daremos um passo adiante e reescreveremos o terceiro termo das egs. (4.1)) e ao
levar em conta os resultados ja encontrados previamente. Seguindo os principais passos

na Secao (4.2)), temos

5 [ @ [ @B, D~ = 2O ) (1.94)
introduzindo a transformada de Fourier (5.73)), obtemos

ie [ d*a’ e, _

5 (27T)8d4xud4qd4q/6zq(x a:)ezq (z—x )(CJI[@D(O)(x'),Fu(q,q')w(o)(x”)]|q’>

e [ A% b g einla—) gia ) ia(@) i @) (g [50) (3 N (21!
3 | et dad'd e g [P (), (e Y0 (i)

(4.95)
o vetor de trés pontos pode ser reescrito sob a forma da eq. (4.33)). De fato,

d4$, io(z—2") id (o—a" 1e — .
/ (27T>8d4x”d4qd4q'€ q( )pid'( )5<QH¢(O)(:U'), <F£Ll)(Q2) + ZWE(Q)FS)(Q%)

x 0 (2")]lg')

consideramos explicitamente as eqs. (4.40) e , assim, temos

(4.96)

d4l’/ i AN 7 /6.6 — _ )
= / (27T)8d4x//d4qd4qlezq(x—m ) pid' (z—2 )§<q’[¢(0) (x/)’ Y <F1P(Q2) 4 ZE(Q)?TFl (Q2)

(qu + q,,)

+1 o

(Fop(Q?) + ie(@)ngp@?))W (@)

4./ .
:/(C;ﬂ-x)gd4x//d4qd4q/eiq(r—x’)6iq’(x—;r:”){(F_vlp(@2>+i€<Q>7TF1(Q2))§<q’[w(0)($/)’

(9. +q,) - . .
X O a') — I (B (@2) + ie( @ Fap (@) allF O ), 60 (@)l
(4.97)
Lembrando da igualdade dada pelo produto normal
PO (") = O (") (")« +(0[* ()9 (2")]0) (4.98)
podemos rearranjar o comutador do ultimo termo da eq. (4.97) sob a forma de
SO (") = O (") (@) = 2: 9O (2" ) O (") : (4.99)
substituindo a eq. (4.99) na eq. (4.97)), temos
_ d'a’ 4,01 94 34 1 iq(x—z') Jig' (z—z'") n 2 : 2 E 7.(0) (.
— —(27r)Sd 2"d*qd*q'e e (F1p(Q7) +ie(Q)mF1p(Q7)) 5 (q|[v*™ (x"),

(qu + QL)

X b O] lg) -

(Furl @) +ielQ@Far @)l 50 1)}
(4.100)
A transformada de Fourier do operador spi&orial



(q)e'™ (4.101)

1;(0)(1’/) = / (;lﬂq)4 )

conduz a reformulacao da eq. (4.100)) igual a

/(;17?) d'qe W{(F1P(Q2) +iG(Q)WFlp(QQ))%e<Q|W(O)(Q),%@Z’(O)(q,)“q/)
(4.102)

) 1 @2) i@ @l B W) 1 )
Realizando a transformada de Fourier, temos que
[ @) + QP @) Sl 0) 70O~ L ()
(4.103)

i QU Fap(Q) ] : 9 ()00 () : ‘q'>}

O resultado final é

(qu + q,,)

(a7 @)) = (ali” (2)1a)(Fip(Q*) + Fap(Q%) = = —

(4.104)
Finalmente, trataremos do tltimo termo das eqs. . ), responsavel pela polariza-
¢ao na corrrecao radiativa. Diferentemente do estudo usual feito na secao (4.1f), através
de uma corrente externa e cléssica, a corre¢ao se dara por uma corrente quéntica. Na
pratica, o termo envolve a convolugao do tensor espinorial com a corrente da interacao
do vértice

o [ ddte T (e — 2)G (! — 2" a9 (@), 76O )l (4.105)
O 1ltimo termo é o operador corrente. Embora nao tenha o mesmo significado fisico da
secao (4.1)), continua com a mesma formula¢ao matematica.

e d4p d4k . o 1 1
d4 /d4 " ik(z' —x )H , - 5 2
2 Z (27T)4 (277')46 2 (p) PPQ Pp . mP + Zﬂ-G(p)< (p )

—a<p2—m%>>}el =g 5O @), 10O ()] )

(4.106)

Fazendo uso das deltas de Dirac, conseguimos simplicar essa formmula sob a forma de

L im0

d 7
/ p d4 " zp(a: T )B( )(pupz/ . 5/ujp2){7)_ _ 'P
( —mp (4.107)

2m)4
57 —mp>>}<q\y “(a)q)

Alguns termos serao nulos devido as seguintes identidades p*§4(p?) e p* j,(?’ (") =2 jﬁ’) (") =

Oy

0. Desse modo 49

(Fop(Q*) + Fap(Q%)){q| : 9

0.



-/ éﬁd“x”efp@(B(m — B(0))3u{ali” («")|q) (4.108)

Lembrando do desenvolvimento matemaético e da perspectiva argumentativa da eq. (4.25)),
inserimos um fator B(0) correspondente a renormalizagao da carga do elétron que cons-
titui um procedimento usual quando se calcula a polarizacao do vacuo. Assim, temos

(a2 @)ld) = {ali” (@)ld) [ - TO(Q) + T(0) — imel1(Q)] (4.109)
Somando as contribuigoes dos resultados (4.93)), (4.104) e (4.109)), a eq. (4.1 se torna

(aliP (@)la') = (alsy” (I)Iq’>{ — Q%) + 11(0) — ie(Q)IQ*) = Y

2P(_m2)_

e

23, () + (@) +ie(@)Fun( Q)
x (q| : ()0 O(2) : )

@+ ), {szm L ie(Q) Fap(Q)

2m

(4.110)
Ja esperavamos uma contribuicao proporcional a j;(LO) () e a outra cujo comportamento
serd analisado na proxima secao.

4.4 Momento magnético do elétron

A QED, se firmou como um modelo tedrico em TQC quando Schwinger célculou
o desvio do momento magnético do elétron na teoria de Dirac [Schwinger| [1962]. A
previsao tedrica desse comportamento fisico trouxe um respaldo maior a QFED,4. Nos
altimos anos, a investigacao experimental mostra que o valor mais preciso do momento
magnético anémalo é a.,, = 1,15965218073 x 1073 £+ 2,8 x 10~ [Nakamura et al.[2010].
O ultimo termo da eq. fornecera uma interpretacao direta e adequada para o
momento magnético do elétron. Primeiro, deduziremos a identidade de Gordon

u(q)vuu(q)

m m m _ m _
= RU(Q)%U(QI) + RU(Q)%U(CI,) + EU(Q)%U(QI) + RU(Q)%U(QI)

Zﬂ’(q> v v v v —Z'L_L(Q) v v
=1 [q VoY + YVl — @V +4q w%} u(q’) + | LW YVl

+ '}/u’)/uq/y - 7V7uq/yj| u(q/)

N ifoL) [Q”[%, Yl + W (d” + qmﬂ o _ﬂQ) { ~ el
(¢ + q’”)} u(q)

_ 2'37(73) [ —(q" - q”)%[%, Yl + (¢ + Q'“)} u(q)

= Z;gg) { — Q"0 + (qu + qi)} u(d)

(4.111)



em que 0, = (%7, — %) e vO0(2) = U(Q)T;qz Substituindo a expressao acima na eq.

(4.110)), temos

(g + ulal s O @) ) = i @) — 5@l O @t @) 1d)
(4.112)

De acordo com o céalculo anterior, o elétron obtém uma mudanga no momento magnético
dada por

(&

(al : 0 ()0, () : o) [F2p<@2> T z'e(@)FQp(@?)} . (4.113)

O préximo passo é tomar Q% — 0

2m

gl 0O (@), () |q>[ L+ Fl0) ] (4114)

em que o fator de forma Fyp(0) é uma quantidade convergente, cuja a expressao €
fornecida abaixo

2 2 g\ 1N (1 - —(4m22_a))
_ e < mp\ [(m mp da
FQP(O) = H /4:m2 <7) (7) ( o 3/2 ; (4115)
1)

Usando a substituicao de Euler descrita nas identidades abaixo

Am?\  (1+&6\° @ (1-¢? da [(1-¢
(-5)-(20) = (e e

A integral (4.115)) fica

= 46_;/010[5((1 —£>§(1 +£)2) . (1 _b(H—f)?) :
((1 —1£2>2 o —152>2) . (1 - Zf) )

N

%Kf(é—wﬁj&g—lw—t)) - (£(§—1+6jt;(§—1+6—t))}
= (2ﬂ)362{(—b2+2b+(2b— 1)Inb) — (%) (m (%>+

ln( 2 —1++/1—4b ))}

—2b+1++1—4b
(4.117)

2 ~ o~
em que b = . Interpretarmos essa solugao como o erro na medigao do momento
P

magnético anémalo, e assim, estabelecemos a restricao no parametro de Podolsky mp >
3,7595 x 10'° ¢V Bufalo et al.[2012]. Ainda existem duvidas na literatura acerca da
possibilidade de medir mp, ja que o seu valor corresponderia a mesma ordem de grandeza
do erro dos experimentos |Cuzinatto et al|[2011].
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Capitulo 5

Correcoes Radiativas GQ)E Dy

O objetivo deste capitulo é abordar o tratamento das corregoes radiativas da GQFE Ds,
eletrodindmica quantica generalizada em (2 + 1) dimensoes, na descrigao de Heisenberg.
Antes de abordarmos esse problema principal, é importante lembrar que a formulacao
padrao da QQE D3 ja traz consigo caracteristicas que tornam a sua investigacao valida
tanto do ponto de vista tedrico quanto experimental e que serao melhor compreendidos
no proximo capitulo.

A teoria eletrodinamica em trés dimensoes é super-renormalizavel, ou seja, corres-
ponde a apenas um ntumero finito de contra-termos. Em outras palavras, diferentemente
das teorias renormalizaveis, a ordem da divergéncia nao se mantém constante quando
aumentamos a ordem da correcao radiativa do fenémeno fisico. Assim, somente um nu-
mero finito de termos da matrix-S é nao-analitico. Embora esse comportamento pareca
promissor no estudo da QQF D3, o procedimento matemético de renormalizagao continua
sendo essencial para lidar com as divergéncias ultravioletas. A GQED, assim como a
QFE D, possuem particularidades fisicas associadas com as simetrias, ou seja, o compor-
tamento do féton e do férmion sao estritamente ligado a dimensionalidade do sistema. O
nosso ponto de partida sera incluir um termo de derivada de alta ordem nas equacoes pa-
droes da Q FE D3, e tal procedimento leva essa teoria ao posto da GQED3. A lagrangiana
da GQEDs se escreve

1

4e 2m%,

Mesmo que o acomplamento do férmion-féton seja invariante no quadro de Podolsky,
algumas de suas sutiliezas estao relacionadas & dimensionalidade do sistema. Antes de
passar a uma descricao mais completa da GQFE D3, o estudo dimensional mostra que a
constante elétrica pode ser redefinida como €? = ¢?/E, em que E ¢é alguma escala de
energia. Nesse sentido, uma investigacao dimensional mostra que os fétons sao livres e
fortemente acoplados no regime ultravioleta e infravermelho, respectivamente, |de Gracial
et al [2019]. Como foi abordado nos capitulos anteriores, a GQFE D, é unitaria e nao
pertence ao dominio de uma teoria efetiva de campo. Isso nos garante um bom motivo
para investigar o seu comportamento nas mais diversas aplicacoes e desenvolver uma
base operacional solida a sua aplicacao.

O capitulo esta organizado da seguinte forma. Na segao [5.1] procederemos com o
calculo da polarizacao do vacuo. Na secao e 5.3, mostraremos como as corregoes de
auto-energia do vértice e elétron exibem um loop finito, respectivamente. Finalmente,
apresentaremos nossas discussoes nos comentarios finais.
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Operador corrente

Utilizando o mesmo procedimento perturbativo do capitulo anterior, comecaremos
analisando a corrente de matéria j,. Se fizermos uma expansao em torno de um acopla-
mento de gauge (e) suficientemente pequeno, teremos a seguinte relagao

Jule) = §0() + ejid (@) + 50 (@) + .. (5.2)

Antes de prosseguirmos com as corregoes radiativas a la Kéllén e por motivos pedagogi-
cos, deduziremos o operador corrente derivado na segao até a segunda ordem. No
caso de trés dimensoes, o resultado é praticamente igual a , a menos de uma dimen-
sao espacial no integrando. Nao obstante, por uma substituicao direta dos operadores
de gauge e espinoriais na equacao (|3.22f). Temos

( ) —

0| =
|

dg:ltl/d3£l?// w(O) VMSR(x - )%W ( ) [1/;(0) ($//)’7u¢(0) (33”)]}]GR(£E/ _ ZB”)

1 [ @ [ PO @) a1y Sala’ — a0 HAD (@), AY )

— 5 [ E [ ELEOE" A @IS~ ) Snle — "y AD (O )
1 [ [ IO, O] O 1) O @IGHE )
=5 [ [ @O Sae - )y Sala - ), @ HAD (), AD )
(5.3)

~ . . . . ~ . (2
Os elementos nao nulos de matriz do vicuo de mais baixa ordem sao definidos por g,S ).

Entre eles, encontramos os estados com dois pares de (elétron-poésitron) e nenhum féton,
um par de (elétron-positron) e dois fétons e um par de (elétron-positron) e nenhum féton.
Faremos o uso apenas das transicoes em que nao sao possiveis resolver pela conservagao
da energia e momento das particulas on-shell. Seguindo essa linha de raciocinio, somente
o elemento de matriz com um par de (elétron-positron) e nenhum féton possui essa
propriedade.

Antes de realizarmos mais calculos, faremos uma reorganizac¢ao no operador corrente
de segunda ordem e apontaremos os termos fisicos a serem discutidos nos elementos de

matriz (g|j*(2)|¢') e (07"(z)]q, ¢)-

(i) = / i / P2l (2), % Snlz — ) (@' — 2O (]lg') +
B / i / ([0 (@) Y (0" = a)Sa(a’ — @), 3O (@)l +
2/d3x’/d3 "B O @), Tl — 2, — &)@ @]l +

2 / T / d*a" Wy (2 — 2 )GT (2" — ") (gl ("), "9 (x”)]lq’(i; ,
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d’a" (g0 (") Y (2" —a')Sale’ — ), 3V @))ld) +

QL
o
H\

\?\
4
—— —

d’a"{q|[0" (2), Ty(a’ — 2,2 — 2"} (2")]lg') +
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(5.5)
Prestando atencao em cada componente, podemos perceber que os dois primeiros termos
corrigem o propagador do férmion, o terceiro envolve a corre¢cao do vértice e o tltimo é a
polarizacao do vacuo. Neste capitulo, as fungoes singulares abaixo serao imprescindiveis
na resolucao das flutuagoes quanticas.

Gr(z) = (271)3 / czﬁ‘pem(7>]%—73102+ : +m(53(p2)—53(p2+m§3))e(p)), (5.60)
1 3, ,iPT l_ 1 _27_(_32_32m2€

Galo) = gy [ e (P = Py = 7(8G7) = 00 + b )els) ) i)

V(@) = s [ 6 87 i) 5.7
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5.1 Polarizagao do Vacuo II,

Comegamos no contexto de um tratamento perturbativo que emerge ao se considerar
um campo externo fraco e nao quantizado interagindo dinamicamente com um campo
fermionico. A polarizagdo do vacuo é um fenémeno radiativo e abordaremos esse tipo
de situacao com o propédsito de elucidar o comportamento fisico do ponto de vista da
GQFEDs;. Primeiramente, consideraremo um efeito linear dado por

OU@I0) = [ Py (@~ )47 (0) (53)

em que o tensor de polarizacao I (xz — y) caracteriza a resposta linear do vacuo. Para
maiores detalhes sobre o efeito de resposta linear ver no apéndice . A equacao acima
exprime uma corrente induzida (0]j#(x)|0) por um campo externo fraco A (x). Le-
vando em conta a simetria abeliana U(1), valida na presenca de um campo externo e de
correcoes radiativas, a conservagao da carga surge naturalmente pelo teorema de Noether

9,(015*()[0) = 0 (5.9)

e realizando uma transformada de Fourier em trés dimensoes da equagao acima e com a
o auxilio de

1 ik(x—x'
I, (v —2') = Ok / BPke* =1, (K2, (5.10)
obtemos
kML, (k%) = 0. (5.11)

Temos um tensor covariante de segunda ordem que pode ser representado de forma
irredutivel por objetos covariantes como k*, g"” e e**“. Nesse sentido, a estrutura mais
geral do tensor de polarizagao pode ser escrita

I, (k%) = g" H(k*) + K"k G(E?) 4 ime" k1P (k?) (5.12)
A invariancia de gauge (5.11)) fornece

k'L, (K*) = 0 = k" H(k*) + K*k"G(K*) + 0 (5.13)
Entao G(k*)k* = —H(k?*). Depois de encontrar essa relagio, a polarizagao do tensor ¢
reescrita
2\1.2 | v "kY : a11(2) (1.2
I, = —-G(k*)k*|g" — 12 + 1M€o kT (k7) (5.14)

E notoério verificar que o tensor possui duas estruturas distintas e complementares. A
primeira do lado esquerdo da equagao é simétrica, enquanto que a tltima, anti-simétrica,
¢ proveniente da élgebra das matrizes gamma em (2 + 1) dimensoes (Ver apéndice |C]).
No entanto, o mesmo efeito néo se percebe em (34 1) dimensdes em que o possivel termo
k®kP€,ap seria nulo. Reescrevemos o tensor de polarizagao como

kH kY

e WD (k?) + ime kI (k) (5.15)

I (k%) = (9" —

em que definimos
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Y (k?) = —k2G(k?) (5.16)

Efeuando a contragao de (5.15)) com o termo g", obtemos a contribui¢ao simétrica

g 11" (k) = T (k) = —2k*G(K?)
) 1 (5.17)
G(k*) = — 55 1(k)

sendo I (k?) = g" 11, (k?), e agora com €**, a contribui¢ao antisimétrica do tensor é

el 1" (k) = i€ ,,5e" P KPmIT® (k)
(2) /7.2 i ka phva 2 (5.18)
MO (12) = — 2 e, (12)
Recapitulando, enunciamos o modelo fisico de resposta linear do nosso sistema na eq.
(5.8) em que uma corrente induzida ¢é originada através da aplicacgdo de um campo
externo classico. Podemos concluir que a defini¢ao da eq. é independente da teoria
fermionica em questao, pois surge de uma aproximacao em primeira ordem da interacao
do vacuo com um campo nao quantizado e segue uma decomposi¢ao do subgrupo Lorentz
em subespacos disjuntos: simétrico e antissimétrico. Em seguida, realizaremos uma
construcao do tensor de polarizacao com base nas equacoes diferenciais acopladas na
descricao de Heisenberg, lembrando que a literatura mostra um resultado similar feito
na descrigao de Interagao e de Heisenberg para a Q) E D3, em Boldo et al.[[2002] e Pimentel
et al.[[1994] , respectivamente.
Primeiramente, inserimos um campo externo real Azzt(x“) no sistema por meio do
acoplamento j“Afft e as novas equacoes da dindmica do operador sao
e

(1 - *D)0A" (z) = — 2 [3(2), 7" ¥(x)

(70 + m)(x) = iey(A(x) + Aewi () (2)

O ponto de partida é dado pela anélise do Kéllén em |Kéllén et al.| [1972]. Para imple-
mentarmos a descricao de Heisenberg, expandimos os operadores de campo de gauge e
de férmions baseado nas equagoes e sob a mesma prerrogativa da constante
de acomplamento (e) ser pequena. E por sua vez, por meio da , podemos exprimir
o operador corrente como

(5.19)

e

) %2/ *y(OI[0 (@), 7Skl — )y (|0} (AP () + A (y))

< / PyOIIFO ()7 Saly — ), 0O (@))0) (AP () + A (1)) +
e*(0["|0) +

(]

(5.20)
sendo <OHEO($)7“, ¥°(x)]]0) = 0, conseguimos escrever até a primeira ordem

" (z — y) = Tr[Sr(z — y)v' SV (y — 2)v"] + Triy* SV (z — y)y"Saly — z)].  (5.21)
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Realizando uma transformada de Fourier inversa no tensor acima e das fungoes de cor-
relacdo Sk, S4 e S, O tensor se reduz a

(k) = g5z | [ Amndpad* (k= a4 )T, ), (a4 ) I 11

1

~ 2(2n)2 /d3p<(m2 — (D" = K)) G + 20 (0 — KY) + 20 — k)Y

— 2ime" ™ py + 2ime™ P (p — k) g + 29’“’m2) [T+ + 117

(5.22)
sendo a defini¢ao de IT™ e ITI™ igual a

1 )
1= ) [P g — im0+ )
2

1 (5.23)
"= 6°(m® +p3) {sz—% — ime(p1)d*(m? +P§)}

Nas proximas segoes analisaremos a parte simétrica e antisimétrica do tensor acima.

Termo antisimétrico

A parte antisimétrica do tensor é a contribuicao referente a geracao de massa da auto-
energia do foton. Ao substituir o resultado do tensor (5.22)) em (|5.18)), introduziremos
uma estrutura tensorial complexa com contribuigao tanto na parte real quanto na parte
imaginaria. Lembrando que €#"%g,, = 0.

i ka Cpva v v v v
R = _2mﬁ2(gw)z /dgp [(mz + (07 = K)) g + 29" (p" = K)+
2(p" — EM)p¥ + 2ime o k7 + 2g’“’m21 [T+ + 117 (5.24)
1
=— d*p[It + 11~
e J A 1T

Separando a parte real e a parte imaginaria

M@ (k%) = RO (k?) +iSTP (£2) (5.25)

e substituindo as expressoes em ([5.23)), temos

22y L 3 0% (m* + p*) o (m* + (p — k)?)
R (k%) = 2n)? /d p{Pm2 B +P R } (5.26)
QM) =~ [t 420 + = k) |et) —lp-0)] 521

Componente Real. O procedimento analitico descrito abaixo serd utilizado para
resolver a parte real do tensor (5.206| 57



53 1 4
(CL) / dwldwg |w1 | ezwlaJrzwgb
w1

b 4mi
(5.28)
63([)) _ L /dwldw2ﬂeiw1a+iw2b
a 4ri |ws|

fazendo uma mudanga nas varidveis de integragdo w; = wa e wy = w(l — «) com o
Jacobiano |w|. Temos, dwidws = |w|dwda. Essa modificagao na soma das eqs. ([5.28)
corresponde a

R e e L

4y

A integral sobre a varidvel « é reescrita como

/dae(a)+/dae(1—a}:/Oooda—/:da+/;da—/looda:2/01da (5.30)

Entao

3 3
P{(S l()a/) + o (b)} _ %/wdwdaeiw(a““l_a)b) (531)
a ™

Se fizermos a = (m? + p?) e b= (m? + (p — k)?), encontramos

R (k2) = (—1)2 /d3 {P 0 (m(p+Pk) +P5 (mmﬂgipp; k)?)

! / / wdw/ doe@(@(m?+p?)+(1—a)(m?+(p—k)?))
27T 27m

Rearranjando os termos dentro da exponencial e fazendo uma simples substituicao de
p — p+ (1 — a)k com o proposito de tirar o termo misto pk, temos

(5.32)

5]?1_[(2)(1{;2 / / da/ wdwe (= p?—(1—a)?k? —2pk(1—a)+m2+(1—a)k?+2pk(1—a))
2mi 27T)
/ /da/ wdwe™ ™77
27m 27T)

(5.33)
em que M? = m? — k*a(1 — «). Usando esse resultado e pela ajuda das seguintes
identidades

1 _ (_Z')(H—)\) / d.CEJT)\ iz (A+ie)
A+ie)ltr D14+ A

! U
_ d ix(A—ie)
(A—io) ™~ T(1+ ) /0 o

Seguiremos realizando, primeiramente, a operacao na parte temporal do momentum p

na eq. (5.33). Sendo a funcao gamma F(1)5§ 1eI(1/2) = /7. A integral (5.33)) &



R \/7_1'71' 1 2
2 uuM
RIIZ) (k%) 27T / da/ 2w1/2 BV - .)
+°° 1 1 . e
87r2 da / vr e M (5.35)

2w1/2 1/2( i)

/ 1
= da
167 Sy (m?— ol —a)k?) /2
Componente imaginaria o ponto importante a ser observado da eq. (5.27)) é que o
termo provera a "geracao dindmica de massa". Calcularemos a integral de forma direta

1 o o ko
QM) =~ [ s+ )50+ (p— ) (L2 - L) g

Lembrando que o integrando nao depende dos adngulos azimutal e polar. A integracao
no anguo sélido d4 um fator 27. Aplicando a identidade de Dirac 63(m? + p*) em dp,, a
integral se reduz a

S

(k%) = —-/pm’[&fm—k%zk\/um? 2kp — p?)

/ 2+m2
( + 0% (m® — k — 2k,\/p? + m? + 2kp — p*)x (5.37)
lv/P?+m? — )
(T
VP2 +m?+k,|

Pela invariancia de Poincaré p>+m? = 0, escolhemos um determinado referencial no qual
o sistema encontra-se em repouso k = 0, ji que estamos trabalhando como um tensor
de Lorentz covariante de uma particula massiva.

S

/ 2_|_m2
/ ——dp|*(k? — 2ko\/p? + m2) (1+ )
124/ 2+m2] [ lv/P?+m? —
VP2 +m?+k,
+ 83 (k2 + 2k /P2 + m? (—1+ )}
( ) lvV/P?+m?+k,|
(5.38)

A integral desaparece se —k? < 4m?. Esta inequacao diz respeito ao nivel de energia em
que os efeitos da teoria quantica de campos se manifestam no sistema, uma vez que 4m?
¢ a energia limiar na criacdo de uma particula e antiparticula Kéllén et al. [1972]. Com
a ajuda das identidades de Dirac e, prestando aten¢ao ao sinal dado por €(p, — k,)
e €(p, + ko), a integral é reescrita igual a

IT1@

2 7_1 p 1 3 . 2 m2 £33
(k) = 2/\zm|dpyzm;{(5 (o = 2vp2 4 mf) = k)¢
3(ky — 2¢/P? + m?) + 53(/%)> - (53(k:0 —2/p2 + m?) — 6%(k,)
+ 0% (ko — 2/ + m2) + 53(1%)”

- (5.39)



Um calculo direto e chegamos ao resultado

(53(/%/2 — /P2 +m?) + 83 (k,/2 + m)

1 pdp
TP (k?) = ——/ { ]e k
W)= | o PN (k)
(5.40)
e por meio de
1
)= gt~ o) (5.41)
fazendo pdp = % em (5.40)) e substituindo p? — a, obtemos
ST (k%) = L / _da [53(—1:3 J4+a+ mQ)] A (5.42)
16 J Va+ m?
Sendo A definido como
2 1/2 4 . 2 1/2 _ .
gz MmOk (mta) ” =k (5.43)

"l k] mt @) R
O calculo da integral (5.40)) é efetuado diretamente pela agao da delta de Dirac

) bdp (63(1::0/2 — P2+ m?) +83(ko/2 + /P? + m2>e(k:)
_1/ \/p2+m2{ 124/ p? + m?| >1
_ _1/ pdp  &(p — k3 /4 —m?)
8 vpr+m?  |/EZ/A—m?
__1o(k]/2=m)
8 V2
(5.44)

Assim, é importante notar que o setor fisico para energias menores que a produgao de
dois pares desaparece. Entao

ST =

2 (0) =0 (5.45)
O resultado acima é vélido para qualquer referencial devido a covariancia do tensor de

polarizacao. Através da averiguacio das equagoes ([5.35) e (5.45) em £ = 0. Obtemos

1
n®(0) = ——. 5.46
(0) 4mm ( )
O wvalor finito encontrado no termo imaginario do tensor da eq. (5.25) nao precisa de

nenhum tipo de regularizacao para lidar no regime infravermelho.

Termo Simétrico

O proximo passo sera calcular a parte simétrica e verificar o seu comportamento fisico
na polarizagio do vacuo. De modo direto, ao aplicar a métrica g, na eq. (5.22)f

LA contracdo da métrica com o traco das matrizga de Dirac se da pelas igualdades no apéndice (C.2)).



= g Tr[y"(p+ m)y” (p +m)]
= G (2papﬁtr[g““g”ﬁ — g goP 4 gt g’ + m%r[*y“*y”]) (5.47)
=6m* — 2p1 - p2

E convemente salientar que 9y = 3. Assim, segue imediatamente que o tensor contraido

da eq. resulta

1
m? + p3

h(k) = 4(2m)2 /d3p1d3p253(k’ —p1+p2) (6m2 —2p 'p2) {53(m2 +p)(P

i)+ ) + 5 4 ) (P—s s+ ime(py)5 (m? +p%>>}

m2 +p1
1

_ @ /d3p1 (Gm2 —2p1 - (p1 — k’)) {53(m2 +p$)(Pm2 +(p1— k)2

ime(py — k)0 (m? + (p1 — k)?)) 4+ 6*(m* — (p1 — k:)Q)(sz :—p%—'—

ire(py)5 (m? +p%>>}.

(5.48)
Componente Imaginaria: Primeiro, usaremos como ajuda a identidade dada na
eq. (5.17)) e calcularemos a parte imaginaria por motivos de praticidade

S1102) = 1o [t (60 = 2 (= 1)) {52007+ ) el — 1)
P + (91 = ) + 5 + (1~ ) (relp)o*m + 33 |

1é e (6m ~ 2 k)) {53(m2 +p3)03(m? + (pr — k)?)}
x (e(p1) — e(pr — k)

_ 1 P 2 30,2 2 3 5
_E/\/ﬁdp((im _22?1'(2?1—/6)){5 (m® — k2 = 2kon/P? + m>+
2 2_k
2kp—p2)(1_ \/m o )+53(m2—k‘3+2k0\/1:m+2kp—p2)
/D2 + m? — k|
LRtk )}
Tk
(5.49)

Através das deltas de Dirac, é possivel extrair as relagoes entre os momentos externos e
internos: p? + m? =0 e (k — p1)?> + m? = 0. E aconselhavel escolher um referencial em
repouso (k = 0). A integral acima fica
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1 pdp \/ 2 m? -
(1)77.2y 2 2 3(1.2 2 2
(k)lG/ p2—|—m2<4m + k7)) {(5 (ki — 2ko/P? + m?) moRre i )
VP2 +m?+k
+ O3 (k2 + 2o/ P2 + m2) (—1 + Y2 . }
( X \\/p2+m2+ko|)

mais algumas manipulagoes algébricas e a solugao no referencial geral é

(5.50)

SUY (k) =

(4m? +l~c2 / {153( \/k3/4—m2)+53(P+\/k3/4—m2)}
\/72 e ENGIETE
1 9 9
32(4m —k )—m@( — 4m*=)
(5.51)

Componente Real: Agora, falta apenas a componente real da parte simétrica do
tensor da eq. (.22). Com o propoésito de nao ser redundante, utilizaremos o mesmo
método aplicado na componente real da parte antisimétrica na eq. (5.26). Assim, temos
que

RITW (k) =

1 s 0% (m? — p?)
120 /d p(6m* — 2py(p1 — k:)){P

m? — (p1 — k)?
3 (12 2 (5.52)
+P§ (m* — (p1 — k) )}

m? — p?
e o resultado final é

1 3 2 1 > ! iw(m24p?—a(l—o)k?

1 ' 3 2
[ _ _ o iw(m2+p?)
k24(2n 2/ da/d p(6m 2(p+ (1 — a)k)(p — ak)) 27”/ da/ wdwe

1 m2
3 _ N2 m2+p%)
TOE / da/d (6m* — 2p* + 2a(1 — a)k )2m/ wdwe™
(5.53)

Os termos lineares em p se anulam por simetria e o que resta é apenas as poténcias pares

:@/old@<$T—Zﬁ<—a>kl’§f3z—2'/ 2(2n / i | 5 e

3 [ k>t ol —a)
=— [ d — )2 4 / d
61 [, dam — ol =)k + 7o Y2 —a(l — a)k2)1?

3 1 k2 [t a(l —a)
—— | da(m®—a(l — )k} —/d
647 Jo a(m” = ol — a7 + 167 J, a(m2 — ol — a)k?)1/?

(5.54)

No limite infravermelho (k — 0), apos alguns calculos elementares

“N& =0 (5.55)



O Tensor de Polarizacao total é, das equagoes (5.35)), (5.44)), (5.51)) e (5.54)), igual a

I (k2) = { g™ — Rk k_z /1 do a(l — o) _ie? (k* —4m?) O(k,)
k2 167 J,  (m?—a(l —a)k?)/? 3272k k2

1 [t 1
O(—k% — 4m? me’ k., ——/d
X O(A" —dm ”{“”6 }( iy e el —aR)n

_ QL) o2 m)
82 V—k2

A solucgao final é

1 (4m 1 4m?
By (1.2Y 2 pv v i
T (k2) {k g — k'k }@(ko)(%{—kQ +_\/ﬁ(1+_/<;2 )
1 2_4 2 _ 2_4 2
——ieQ(k m) Ok m) + < ime" Yk,
4mm 32m2k2 v/ —k2

E
LY\ 1 (/2 m)
82 N

N
1+ V4am?2
(5.57)

O resultado apresentado acima corrobora o carater topoldgico da massa do féton. O
limite infravermelho é insensivel a derivadas de altas ordens e nao sofre modificacoes
pela teoria de Podolsky. Dentre as respostas basicas, encontramos no ambito da pro-
posta trabalhada nesse capitulo, que diferentes teorias microscépicas fornecem o mesmo
comportamento emergente (macroscopico), independente das interagdes subjacentes dos
graus de liberdade microscopicos, ou seja, o principio da universalidade (largamente
aplicado em teorias de campo efetiva).

Com o propdsito de manter a covariancia de Lorentz, a Lagrangiana de particulas e de
interagao sao inalteradas pela GQFE Ds. De forma pragmatica, o mecanismo responsével
pela "geragao dinamica” da massa do féton depende do acoplamento minimo. Se a teoria
de Podolsky tivesse uma diferente interagao entre o fé6ton e o férmion, a massa gerada
de forma dinamica seria diferente.
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5.2 Veértice I',,

Daremos sequéncia a investigacao de outros processos radiativos que compoem a
estrutura basica dos fénomenos da GQED3. A fungao do vértice, ou conhecida como
funcao de trés pontos, é responsavel pela correcao da interacao de uma corrente com
um foéton. Nesta secao, novos cenarios serao abordados a luz das diretrizes oriundas da
reducao da dimensao espacial

2
L (2 —z,x—2") = —%WATT[S(I)(x' — 2)7,Sr(z — ") GE (2" — 2') +

Sa(z' — 2)7,8V(z — 2")GR(2" — &) + Sa(z' — 2)v,Sr(x — "GN (" — ).
(5.58)

essa distribui¢do, invariante sob translagdo, foi, primeiramente, obtida em (3 + 1) di-
mensoes por |Schwinger| [1962]. No entanto, essa simetria translacional nao pode ser
bem definida na descricao de Interacao. Examinaremos tal afirmagao de forma bem
mais clara. A descri¢ao da Interacdo assume que o vacuo da teoria interagente [€)) é
proporcional ao vacuo da teoria livre |0) a menos de um fator de fase. Além disso, é
possivel dividir o Hamiltoniano total em H = H, + H;,;. Para simplificar, consideramos
o operador U e o vacuo como um operador unitario do grupo euclidiano e o tinico estado
invariante de Poincaré, respectivamente, Bogolubov et al.| [1975]. O problema pode ser
entendido pelo seguinte: |2) deve coincidir com o estado fundamental de Fock |0), inva-
riante sob transformagao euclidiana. Logo, a descri¢ao de Interagao afirma U|Q2) = |Q2)
e, assim, impossibilita um sistema nao trivial de interacao Weinberg et al. [1995], ou
seja, a separagao dos Hamiltonianos H, e H;,; nao admite uma representacao de Fock
na descricao do operador de interacao.

A descrigao de Heisenberg apresenta um modelo baseado na superposicao de solucoes
homogéneas e nao homogéneas (2.52a)) e (2.52b]), atuando no mesmo espago de Hilbert.
Para obter mais informacoes de I'*, apresentamos uma transformacao de Fourier.

I.(q,q) = /d3x’d3x”eiq(“/””)eiq/(x””") L, (z" —x,z—2"). (5.59)

Utilizando as fungoes singulares da igualdade (5.6bf), (5.6al), (5.7), (2.44) e no

espago do momento, temos

Lule,q) =
S P2 = 50+ m) B B+ md)m,
2(2m)? /d k( [(q =) +m?)|l(¢ = k)?+m?)]  [(q = k) +m?)][R?][F> + m]]
0 ((g — k)* +m?))mp ; 1 1 3((d) — 12 4+ m2
- (¢ — k)2 + m2)][R2][k2 + m2)] T (Pk2 sz +mg>5 ((¢" = k)" +m7))x
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1 X
(¢ — k)* +m?)
3 / 2 2 3/1.2 2 / / . 1
(¢ = k)? +m®)(6° (k) — 8 (K* +m ))[1—e(k)6(k—q)]6(q>—mP(q_k)2+m2)
x 0°((q" = k) + m?) (0 (K*) — 0°(k* + my))[1 — e(q — k)e(q — k)]e(q) + 7 (0° (k%) —
5 (K +m2)5 (¢ = k) +m?)5*((q = k) +m?))e(k)elq — k) + e(k)e(d — k)+

(g — K)e(d — k)])wwq k) — )iy (d — K) — m)y

8*((q = k)> +m*)[1 — e(q — k)e(q' — k)]e(d — q) + inP

(5.60)
Nosso objetivo é analisar os estados intermediarios da correcao radiativa do operador
corrente em que o foton cumpre o papel principal. E interessante reescrever o vetor igual
a

Tu(a.d) =TP(q,q) + ie(d — )T P(q.q). (5.61)

Verifica-se que T'® ¢ a interacdo entre férmion e anti-férmion no vértice, através de
um foéton intermediario. Podemos simplificar essa integracao acima ao lembrar que os
férmions sao on—shellﬂ. Assim, a integral acima permanece, apenas, com os termos
proporcionais ao deslocamento do momento na radiagao do vértice. Por uma questao de
clareza, as informagoes fisicas desses termos serao explicitas nos comentarios finais. A
primeira integral é

Ir'Vq,q) =

_ 2 3(1.2 3(1.2 2 3 I 2 2
Se dgk[P 53 (k?) — 03 (k* + m3) P mp 6°((q' — k)? +m?)
7T

(g — k2 +m)((¢ —k)2+m2) " ((qg— k)2 +m2)k2(k2 +m3) (5.62)
?)

(¢ Tipk;f (j(Lqﬂ;)k;;(kQ + PJ VA(W@ — k) —m)yu(iy(q" — k) —m),

+P

e a segunda

—e? 1 1
I'?(q,q) = é /d?’k 8 ((q — k)? +m*)8*((¢' — k)* +m?) Pﬁ - Pm X
[1—e(q — k)e(q — k)] (iv(g — k) = m)y.(i7(q" — k) — m)».

(5.63)
Em contraste com qualquer esquema de regularizagao sofisticado da QFE D3, o procedi-
mento de subtracao da GQ E D3 mantém a invariancia de calibre e regula naturalmente
a divergéncia ultravioleta. Consideramos mais conveniente resolver a eq. sepa-
radamente. Por motivos de praticidade, calcularemos a componente escalar, vetorial e

tensorial no apéndice (]E[) e , respectivamente. A integral tensorial é

2E facil verificar que no referencial § = 0, as quantidades 6°(k?)d°((¢k)? + m?) ndo podem ser
determinadas simultaneamente.
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P / dh Do k2 w0~ 12 4+ 21— el — Ryela — k)] =

k2 k2 + )
Q2 /! Q2 / / Q2
\/—_622 Q2 Q(2 + 462&22) ) { [(q‘uqu + QHQV - 79uu) - (quy + QHQV + 7guy) +
( )gw} \/ Q>+ 4m;;(r1m?az g + [(ql,,q’y + quay — %ZQW) - (quq’mt
mp +my + 5

)

(5.64)
com (Q = ¢ — q. A integral vetorial é

P @i )6 ((q = k) +m?)8((d — K)? +m)L — eld — K)elg — )] =

mO(CQs) mp ( Q2 ) (¢ +q),

@@ ) b b1+ R
(5.65)

Antes de resolver a integral escalar, devemos regular a divergéncia infravermelha inse-
rindo uma massa ficticia de fétons (u) para evitar o problema infravermelho na regiao
proxima a k=0

P | G Z’“ i - )63<<q R+ m?)5((g — R )L~ eld — R)elg — b)) =

TO(Q, 1 1
] - |
@ Vi EQA )b Q21+ )
(5.66)
Os resultados obtidos em (5.64)), (5.65)) e (5.66) em conjunto com a algebra de Dirac da

integral ([5.63)) permitem escrever a eq. (5.63)) como a componente imaginaria dos fatores
de forma Fip e Fyp

I'?(q,q) = 7 Fip(Q%) + Z% Far(@7), (5.67)

em que a parametrizacao sugere significados fisicos distintos

i) = - LO@QNE ot 1
ENE N N Ry R I e
@(_Q2 - 4m2)7 ( )
5.68

A contribuigao da integral tensorial (5.64) desaparece devido a élgebra spinorial

6 O(Q,) m m2 O(—Q — 2>.
”_QQQ Jmb () (1) (569)

Fop(Q?) =




Infelizmente, os resultados obtidos até agora de Ff?), ainda, nao permitem concluir se o
modelo é ausente de momento magnético anémalo. Inferimos, imediatamente, que nao
é necessério resolver a eq. explicitamente. Alternativamente, essa resolucao pode
ser tratada em uma forma mais conveniente, sem perder informacoes sobre as correcoes
radiativas. Pela discussao usada na eq. , podemos expressar F,(}) sob a forma de

p&l)(q’q/) =7, F1p(Q%) + z% Fop(Q?). (5.70)

Devido as propriedades de analiticidade, realizamos as relagoes de Kramers-Kronig entre

(5.67) e (5.70) Weinberg et al.| [1995],

= oo [ Fip(=s) oo = [ gs 2r(=3)
Flp(Q ) —/0 dS<S+Q2), FQP(Q ) —/0 d (8—|—Q2)' (571)

Os fatores de forma sao

—02 —Q?
_ 9 362 1- % L— 4m24+m?, 8m2 —Q2
Fip(Q?) = In v T Y (O e i

47'['\/ —Q2 1 + —Q? 1 —+

4m?

n 8m? —()?
Q? + 4m? + m?% V 4m2 |’

(5.72)

1-, /52
ln ( 4m2+m%3 )

— 11—/

Fop(Q?) = &) [ mE { : ity + L
37\ QL@ +4m?) /@ +am? +mZ  (3Q% — 4m? + mi)m},
*ds 1
am2 /5 (s —4m?) |
(5.73)

em que essa integral mostra uma forte divergéncia infravermelha. A particularidade
dimensional em (2 4 1) introduz apenas corregoes cineméticas no setor férmionico. A
correcao de vértice apenas remodela o propagador de férmions por uma constante mul-
tiplicativa

X

Fip(0) = ——> <1+ dm” ) (5.74)

4mm 4m? +m?
Recuperamos as corregoes de QQE D3 observadas em Epstein-Glaser L. Tomazelli| [1996|
ao tomar o limite mp — o0o. Essa proposi¢ao funciona porque o spin planar tem carac-
terfsticas cinematicas na ordem e? ao invés de dinamicas [Alexandre et al. [2005]. Logo,
observamos uma manifestacao clara em que a GQED3s — QFE D3 . Por outro lado,
essa operacao difere significativamente se aplicarmos esse limite a ((5.73)).

67



5.3 Auto energia do elétron >

Antes de enunciarmos os detalhes fisicos da auto energia do elétron na descri¢ao
de Heisenberg, estudaremos o espectro de um operador linear >, uma funcao singular
retardada na qual sua analiticidade implica em uma relagao univoca entre a parte real
e a parte imaginaria. A obtencao do espectro de um operador linear é algo bastante
complicado e a sua resolugao tem que ser tomada caso a caso. Através da eq. , a
fungao ) tem a forma

—e2

> (w—a)=— / ' [SW(x — ) Dp(' — ) + SP (2 — 2')GP (2 — )]y (')
(5.75)
Com o auxilio das egs. (5.6D)), (5.7), (2.43) e (2.45)), a funcdo > (x — 2’) é reescrita como

2
—€ 3 1 3 (i ip(z—a') §3(, 2 o 1 3 l_
- dx”y,\{(%ry/dp(wp m)e (p +m)<27T)3 d’k PkQ
) ik(z —= d3p . in(o—a
B2 +m2 ime(k)(6° (k%) — 0°(k* + m;?:ﬁ} S / (2m)3 (ivp — m)e=*)
p
X P+ ime(p)F (5 + ) / &k e =0 (§3(k2) — (K + m2)) |4
(p? +m?) (27)2 »

(5.76)
E conveniente estudar as funcoes singulares no espaco do momento. Pela transformada
de Fourier abaixo

Z(x —1) = / (;;353 et(@=2") Z(q) (5.77)

podemos estudar a estrutura da integral (5.76]) mais facilmente e obtemos

e? 3,0 137,13, i(z—a' 1
_ / i(z—2z")(q+k—p) . . Al £37,,2 2
> (9)= 2(2m) /d v d kd’pe T (ipy — m)y [5 (p* +m )[P_(W)

—ime(k) (83 (K?) — 83 (k2 + mg))] +(83(k?) — P (k2 + m3))

1

/{:2—|—m§

X [Pm + ime(p)83(p? + mZ)H

(5.78)
~ s [ (it + 1) = ) [5G+ 07240 [P
- j oz TR~ 20+ mf,))] (k) — (K2 + m2))x
+ [P+ 12+ )l )|

Por motivos de funcionalidade, faremos o %Sé) da parte imaginaria da integral acima



(0 = 5o [ @0l B) - s (o Km0 - 202+ m)

x (e(qg + k) — e(k))
(5.79)
Antes de prosseguirmos com os célculos, é importante notar que esta funcao imaginaria
pode ser decomposta em dois termos

1 3(0) = e(o)| 267 + (i +m) ()| (5.50)

1 2

Um célculo rapido nos mostra que se mutiplicarmos a identidade acima por 7, ¢ facil

verificar que Try,Im > (¢)] = e(Q)Tr[iv"v*qa Y_»(¢*)] = €(q)2ig" > ,(¢*). Somente o
termo Y_,(¢?) sobrevive a esse tragd’| e a correspondente expressao ¢
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2igye(a) () = g5 [ PR by lita-+ 078 (a-+ 17 + ) 00

— 0*(k* +mip))[e(k) — e(q + k)]

(5.81)

se mutiplicarmos em ambos os lados por —ig, /2, encontramos

2
(a)g’ Y (¢°) = 8—:; / I’k(q” + kq)8* (¢ + 2gk + k* + m®)(6°(k?) — 6°(k* + m})) x
2
[e(k) — e(q + k)]

(5.82)
devido a covariancia de Lorentz, apoiaremos nosso resultado no referencial em repouso
q = 0. Assim, teremos dois valores na integral acima correspondente & atuacao de
cada delta de Dirac. E faci verificar que ¢® + 2¢k + k%> + m? = 0, assim 6°(k?) fornece
—q2+m? = 2q,k, e 6*(k*+m%) implica em 2¢,k, = —q? +m?* —m%. Portanto, a equagao
acima fica

2 lq + K|

e(q) ;(rf) = _1—22 /dk{ (1 + ?—;) (53(—(13 — 2gok +m?)[1 — g, + k)]+

|QO - k‘ qg

_ 2 2
5 (=2 + 2qk + m2)[—1 — (% k)]) ok (1+ o mP)x
|\ /K? — m3| (5.83)

3 2 2 2 2 QO+\/k2+m%
6°(—q; — 2qo\/ K — m% +mp +m?)[1 — |+

|90 + 1/ K* — m3|

3Para maiores detalhes, ver o Apéndice (C]).
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_ 2_ 2

(=2 + 2000/ — m + 2 + m2)[—1 — — Ve e
9o T 240 mp 4+ mp +m”)| )
|40 — /K —m3|

62 {( mQ) /qo < 1 q2 _ m2 m2 _ m2

— 1+ dk §3(k — Lo eq)—<1+—P)x (5.84)
3 2) ) Mg kT Ty, W z

/\/q2+m% dk

_ [63<—q§ - m? = m — 2l \/IR? = mzﬂ (a)
) 2/ — m2)|

O préximo passo é eliminar a dependéncia em k pela delta de Dirac. A parte imaginaria
de €(¢q) > ,(¢*) em um referencial qualquer ndo ¢ divergente e a correspondénica com o
termo real sera vista através das transformacoes de Hilbert.

2 e 1 m? 2 2 m? —mp 2 2
) = g (15 Jotet omty— (1 P et m i)}
(5.85)
A primeira vista, a constante de acoplamento mp introduz naturalmente mais um par-
metro fundamental na GQFE D3 em que, até entao, s6 a massa e a carga do férmion
eram esperadas. Agora, o proximo passo serd obter €(¢q) Y_,(¢?) e o seu calculo seguira o
mesmo raciocinio do Y_,(¢*). Nesse caso, tomaremos o trago da eq.

3¢(q) [Z(«f) rm Z(f)] = Trlim Y ()

[e(k) — e(q+ k)]

—me [ [ dk k
- m{/ _(53(m2—q§—2qoko)(1— o) 8t = g2+ 20,k

4 2 0o + k|
—k kdk
(~1- 2 >> _/L(‘sg(mQ—m%—qg—2qo\/k2+m?o)(1—
|QO_k| | k2+m%|
Go + 1/ K* + m? Go — 1/ K2 + m?
) — g2+ 20 ) (-1 - Y )
|90 + 1/ K* + m3] g0 — /K> +m3|

_ me” ()/dk 5 B [y [ ¢ (BT TEY
~ 8jgo 24, g 24,

-2 o =)~ 0= — (m+ ')}

(5.86)
Com a ajuda do resultado (5.85)), o valor de €(q) >_,(¢?) é
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Z_meze O(go) —? —m2) — O(—a? — (4 mn)?
) 36°) = "fela) T2 O )~ 0~ (m )}
e O(qo) m? 2 2 m? —mp 2 2
—et0) G ] (1= T~ )~ (1= P Yo — -+ )’
(5.87)
De tal forma que o valor de >, (¢?) é escrito
oy _ me? 1 m? 2 2 m?® —mp 2 2
32 = "o s (14 e ) - 1+ TR )
(5.88)

A componente imaginaria das fungoes singulares ) 5, e >, correspondem ao conjunto de
particulas criadas pela interagao. A transformacao de Hilbert de >, e >, se da pela
formula

Zi@) _p [ sl (5.89)

0 s+q¢*’

em que ¢ = {1,2}. Calculando os termos separadamente, encontramos

> (@)

+oo \MO0)
=P =2 . (Zs)ds
0 s+q
e? T ds 1 m? +oo ds 1 m? —m?
= “oHr | L. _—a+-p L L
167 (Q){ /mg s—l—q2\/§( * 8) /(m+mp)2s+q2\/§( * s )}
e? mmp 1 m? mp m? 1
= —0(q + l—-—)lh—— B
87 (q){(m—i—mp)q2 1/_q2( q2) 2m+mp  ¢* (m+mp)

(5.90)
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-0 +o0 §(0) —3
Zl(q2> _ Zl ( )dS

0 s+ ¢
_ome* [T1 ds 3 m2) /+oo 1 ds 3 mz—m?g>
C 167 S, 55+ @2 s (mtmp)2 V55 + ¢ s
2 .2 1-— _—‘122 2 1— /=2
:K3+—m 2mP)1n( (+P)>—(3+%>1n<—m2)
q 14/ —2 q 14 /=2
(m4+mp)?
_[4mp
—

(5.91)
A fungao > (q) total é

D (@)= (@) +ine(a) Y (¢*) + (g +m)[Y_ (¢°) +ime(a) Y (¢°)]

—_q2 2

Z me? m? — m% 1 - \/ (m-i-?(?]’LP)Q m? 1—/ %
(Q):&r —q?{K?)Jr 7 )hl( = )_<3+q2)ln( —q2>
L\ Gty L+

_ 4mﬂ + m(q)@(go) [<3+ TZ_;)@(_QQ —m) - <3+ M)

—q? e
. 2 2 1 — _—(122
x O(—¢* — (m + mp)Z)} } + 62—(;7(] + m2) { {(1 _mzme Qmp) In ( fmt 2P) )
— q =9
™ q 1+ tmp)?

(5.92)
A auto-interagao do elétron com seu campo eletromagnético desempenha um papel essen-
cial no calculo dos sistemas quanticos emergentes. Diferentemente do caso da polarizagao
em que um campo nao quantizado esta acoplado a matéria, a auto-interagao do propa-
gador do elétron ¢ um pouco mais sutil. O procedimento repetido aqui serd o mesmo
da secao , no entanto, algumas passagens serao suprimidas para que a apresentacao
nao seja demasiadamente longa e possamos, assim, focar nas questoes fisicas pertinentes
a GQFEDs.
Um modo simples de resolver esse problema dindmico consiste em expandir o elemento
(0|Y(z)|q) ndo degenerado até a primeira ordem

(Ole(2)|g) = (0w (2)lg) +/d3x’/d3x”SR(x—w’)<0|2(fv’—x”)w‘o)(x”ﬂ@ o

(5.93)
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em que o operador Y (2’ — 2”) descreve as flutuagdes quanticas. Porém, é conveni-

ente analisar esse operador de uma maneira ligeiramente diferente ao assumir um limite
adiabéatico fraco dado pelo parametro «

/ffMEJx—%aW@@%MQZ
) d? ¢ 3,0 a(zotal)+ip(z—a’ 2 ; 2 iqz!
Z/kwgﬁ/ 3B ! e (@) Fin( >dm{§:@)+4mp+nwg;@)}w®e :

—00 1

(5.94)

~ ’ . . ., . L.
em que a funcao e®@+%) suaviza a integral e reproduz a hipotese adiabatica. Resolvendo
a integral acima em x, temos

[0S = ot O i) =
. +00 (a+i(po—qo))To z
— s [ ) [ oo 9l )

—00 o+ Z(po - QO) —00 1

+ (ikpr + ivapa +m) > (7" — pl)lu(g)

. dOG . 1qx
-wé°/—JLﬂijh(¥—ﬁ%HmM—%m+m§ q—%] q)e"”.
1 2

a+i(po — o
(5.95)
Uma transformagao adequada das variaveis q* + s = p? fornece
[ #2013 @ - o' ) )
(5.96)

Tomar o limite adiabatico & — 0 conduz & eliminagao do termo ) ,(—a), além de levar
a equagao acima do estado interagente para o estado assintotico

[ 013w = )0 @)a) = 3 ()0l o)) (.97

em que « nos permite distinguir qual regiao do processo radiativo é levada em consi-
deracao. A exigéncia de tal transicao fornece um operador auto-adjunto bem definido
no espago de Fock, compativel com uma representacao unitaria do grupo Poincaré [[1
et al. [1975]. Esse mecanismo dindmico contribui com a coeréncia interna da T'QC' ao
modificar a Hamiltoniano do estado interagente H (¢, A,) para a Hamiltoniana do estado
assintotico H (1", Af]”) ﬁ Entender esse ponto é essencial para lidar com a correcao do
propagador do elétron e com as sutiliezas que a descricao de Heisenberg propoe.
O proéximo passo € analisar ao multiplicar (70 +m) em ambos os lados

4A partir de H,, podemos formar o Hamiltoniano de entrada e de saida por meio da operacdo
T, — +00 e r, — —00, respectivamente. Eles satisfazem as mesmas relagoes de comutagao e equagoes
diferenciais de movimento [Yang and Feldman |195Q§
i



(70 + m) (Ol()|q) = / P01 S (@ — #')(a")g) (5.98)

Apos obter o estado assintotico, impomos a relacao de dispersao ¢ = —m? on-shell

(30 + m)Olvla) = ~ | 32, () + imela) S + {ing + ) (32, (-

1

+ielg) Z(—m%)] OO (2)]g) (5.99)

_ [Zi(m?)] (0] (x)]g)-

A concordancia total deste resultado com a eq. ([5.97)) nos leva a concluir que o limite adi-
abéatico existe e seu resultado é compativel com os fundamentos da T'QC. E aconselhavel
reescrever uma equacao equivalente a da equacao de Dirac "livre” na ordem e?

a+m+z N{O0Y(x)|g) = 0, (5.100)

em que m e 21(—m2) sao quantidades infinitas. Na descricao de Heisenberg, os parame-
tros necessarios para a renormalizacao pertencem a equagao do movimento de um tinico
elétron. Torna-se claro pela eq. m ) que devemos interpretar a funcao da autoener-
gia E (—m?) igual & massa observada menos a bare mass. Esta operagao, chamada de
esquema on-shell de renormalizacao, permite reescrever a eq. na forma

(7 0 + Mipote) (010 () |g) = 0, (5.101)

em que ¥ é um operador renormalizado finito e Mypolo € 0 pOlo finito ou massa observada.
Em seguida, escrevemos essa equacao diferencial de movimento em funcao de quantidades
ﬁnitasﬂ O método utilizado na se¢ao sera reproduzido igualmente aqui, no entanto,
omitiremos as passagens nao relevantes na GQED3;. De fato, as novas ideias serao
implementadas & medida que forem necessarias a interpretacao dos resultados. Um
modo simples de resolver esse problema é estabelecer uma proporcionalidade entre (1/1(”

e )
([ (2)lg) = Z5 (0] (x)]g), (5.102)

em que Z, é uma constante finita. A corregao radiativa é obtida se fizermos a seguinte
subtracao

(012(z, a)lg) — 3" (=m?) (00 (x)]g) =

o [ g [20(8)  Qiga—a®)  (i7a0) 3o(=) o, (5.103)
/d [(5 —m2)(s+ @2 — (g +ix)?) s+ ¢ — (g + ia)? (09 (2)lg)-

202,

em que e garante a interagao adiabatica ja que 21 — 0see — 0. Agora, substituimos
a expressao acima na eq. ((5.93)

Esse tratamento produz a mesma fungio de Green renormalizada (v - 8 + mpoe)Sr(x) = —83(x)
que exibe um propagador com poélo p = imy, € resiiguo —1.



T

a3 - / o
<0’¢(T) (m)‘q) — {1 + 3 # dsx/ezp(x—x )53(192 + m2)6(p)(i”y p— m Qaa:o / ds
o) 0

[ et <moz>z2<s>)H<OWE

x)|q)-
5.104)

)
(s —=m?) (s +q%— (g +1)?) s+ q— (g, +i)?

A integracao da componente espinorial acima é

d3 / zp(x x’ 63(])2 + m2)6(p)(27p _ m) 20@06 qz’

ei(ZO‘ QD) 1
= dp?(2m)26% (7 — p)e™® , ((53 Do — /D> +m?
ey / = D i — @) 2l )

P+ T m2>) (ivp —m) (5.105)

: iqE ¢/Paae)ro 1 3 3 :
=1 [ dpse : 8°(po — qo) — 6°(po + qo) | (iyp — m)

2 + Z(po - QO) 2|po|

(it e
— (1 , —m)le

fi T N
e[ (ing — m) -

2q,

Inserindo o resultado (5.105)) na equagao ([5.93)) e mais algumas manipulagoes algébricas
em conjunto com o limite o — 0, temos

0@l = {1 3a = m) [ as| Z2 - 2 2 ooy

2 a 2q, a — m?

{1 [Tas 200w DS T o,

(5.106)
Finalmente, obtemos a constante finita
- 3N Z (a°)
/2 _ 2
Zy P =1-3 {ZQ(q Mgz —mz + 2m—=122 ) %_mj, (5.107)

em que definimos o contra-termo (Z, — 1) = §, na ordem €2

2 2 Am2 \/ — 4
5y = — 2 (5= ™2V 1 (14 /) £3 tim - mP
Smm m2 m3 q2—>—m2 1+ /

(5.108)
Mesmo se a funcao for bem comportada nas regioes ultravioletas, o propagador do fér-
mion desenvolve a singularidade no polo p = imyu, (mass-shell), e, assim, ndo garante
a expansao de Taylor em . Perto da massa do poélo, a estrutura de singularidade
se comporta como uma divergéncia logaritmica no propagador do pélo. Embora seja
bastante intuitivo, a divergéncia infravermelha desaparece se somarmos todas as contri-
buigoes na quenched rainbow approzimation |Bashir and Rayal [2005], mas a singularidade
mass-shell continua |Das and Frenkel [2013]7.5




Retornando a eq. (2.52bf) e adicionando dm em ambos os lados, consideramos o efeito
de renormalizagao em massa na descricao de Heisenberg

(v- 0+ m+om)p(z) =iey" A, (z)Y(z) + §*mp(x), (5.109)

em que interpretamos o termo dm(x) igual a radiagao da massa devido a eq. .
Ao primeiro momento, adicionar dm em ambos os lados pode parecer completamente
redundante, contudo, esse termo desempenha um papel fisico diferente a depender de
qual lado estamos lidando. O lado esquerdo é independente do processo adiabéatico,
enquanto o direito mostra 6*m — 0 para e — 0. Usando a eq. , o contra-termo é
igual a

om = Zl(—mQ). (5.110)

Adicao das corregoes radiativas

Nesta secao, resumiremos todos os resultados encontrados até o momento. As equa-
¢oes iniciais que levaram a nossa investigacdo foram dadas pelas eqs. (p.4) e (5.5).
Levando em conta o primeiro termo

/d3 ”/d3xSR r—a q|Z ' —a 2")|q). (5.111)

Através da transformacao de Fourier na fungdo Sg(x — 2’), encontramos

d3 "
[ [ | e [ @86 )i = m) Yo = )00
(5.112)
em que os estados (q| e |¢’) foram omitidos por questao de praticidade. O célculo desse

termo ja foi realizado na segao anterior desde a eq. (5.93) até a eq. (5.107)) o que resulta
em

- %(2 )+ sz > ([0 (@), 7,0 (2)]d) (5.113)

o segundo termo das egs. (5.4]) e (5.5, ou seja, a parte conjugada da eq. (5.111)) é

[ & [ Eaip0a) Y - )56 - 2 O@ll) (611

ao realizar o mesmo procedimento da eq. (5.111]), chegamos ao resultado

N %(Z )+ sz ) (@l (@), 70 (@)]d) (5.115)

Somando as eqgs. (5.113)) e (5.115]), obtemos
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_ —% (22(—m2) + 2m21(—m2)) 3 <<QH (@), O @)lg')+
(), O e >1|q'>) (5.116)
- (O @) (Z;—m?) " 2m2'1<—m2>)

A seguir, reescreveremos o terceiro termo da eq. (6.4)) ao levar em conta os resultados
encontrados previamente, porém a interpretagao fisica sera evidenciada de forma mais
clara na conclusao.

=2 [ 5O ), Tl = 2w = O i) (5.117)

Ao conduzir o vetor I', para o espago do momento por meio de uma transformada de
Fourier (6.§), encontramos

3
= 5/ (Cé ) B //d3qd3 ! pta(z— 33)eiq/(z—x//)<q|[775(0)(:[,/)7Fﬂ(q)q/)w(O)(x//>]|q/> (5.118)
™

Lembrando das observagoes feitas sob a estrutura da funcao de vértice, ao substituir a

eq. (5.61)), temos

-/ é:;)/ P g 1 O, (F,SW@% +z‘7re<@>Ff)<Q2>)

x O (a")]lq)
(5.119)
substituindo as fungoes Ff}) e FE?) encontrados nas egs. ((5.67)) e (5.70f), obtemos

3./
B / (C;W) P dPgd’q 1= gl (@=a" <(J‘W(O)($1)7’Y# (Flp(Qz) +ie(Q)mF1p(Q%)

b o (g 4 (Fap(Q7) + z’e(@)mp@?)) w0 )l

d3 / a . ~
:/(271-) A3 //d3qd3q/€zq(w a') iq (z—a’ ){(Flp(QQ)+ie(Q)ﬁFlp(QQ))%(q|[¢(0)(x’),%x

e(q. +q,)

SO - I (Fan( Q) + e Q@D @), O )

(5.120)
rearranjaremos o ultimo termo da equacao acima ao realizar uma operagao basica cha-
mada de produto normal definida abaixo para os dois férmions

PO (") = O (") (")« +(0[* (") (2")]0)
YOO () = O (") (') : +0[p* («") " (2) 0)

Desse modo, a comutagao entre eles é

(5.121)

7



[ (@), O (a")] = O (") (") = O (") (@) = 2: PO (@)D (") (5.122)

Devemos levar em conta que o outro possivel termo da equacao acima seria ,
um c—number mutiplicado por um operador unitario. No entanto, é importante frisar
que estamos calculando o valor esperado por dois estados ortogonais |q) e |¢'). Logo,
(q|S(z" — 2")|¢") = 0. Prosseguindo com os célculos

3 !
— [ G Paden w>ew’<x—x”>{<ﬁlp<@2>+ze<c2>7rF1p<Q2>> (a9 (&), 7

(2m)°
(qu + qL)

VO - LI Fupl Q) i@ (@)l O )}

(5.123)
Usamos também a transformada e a transformada inversa de Fourier do campo fermiénico

W) = [0 $0w) = [ 2

substituindo a eq. ((5.124]) na eq. (5.123]), encontramos

)(q)e™ (5.124)

- / (ir) d’q'e” lqw{(ﬂP(QQ)+iG(Q)WF1p(Q2))%e(q][z/;(o)(q)’»yﬂw(o)(q/)]’q/)

TG (@) 4 i@ R (@)l B0 (@) "~">}

2m
(5.125)
Realizando a transformada de Fourier, encontramos
_ )z 2\ | - 2 ~(0) (0) n @t a), - 2
= (F1p(Q7) + ie(Q)mF1p(Q )) " (gl [0 (@), v (@)ld') = =5, —=(F2r(Q°)
el QU Far @)l ) 0 1)}
(5.126)

O resultado final é

= (ali” (@)1d ) (Frp(Q) + Fip(Q7))

2 (5.127)
- W@” 2p(Q%) + Fap(Q){g] - 0O (2)0O(2) « |¢)

Finalmente, trataremos o tltimo termo das eqs. (5.4) e (5.5)), responsavel pela polariza-
¢ao na corrrecao radiativa

5 [ [ @t - )6 - @O O (5.28)

Utilizando a transformada de Fourier,
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I, (z—a') = @y (2= )T, (p) (5.129)
T — (27r)3€ D .

substituindo na eq. ([5.128)), temos

a d% i 1 1
/ds ’/d3 " p pik(r' —x )Hw(p){P_—P——Hw(és( %)

2m)3 p? p*+m3
P m%»e(p)}eip(”%q\ 5O "), 46O )l

ie 3.0 *p ip(z—x"") 1 1 302 37,2 2
= — — 11 I b — _
2 d’x (271')36 MV(p) Ppg Pp +m + Z7T€< )(5 (p ) 0 (p + mP))

< {q| [ (z"), v (2")]|q")
(5.130)

em que o tensor de polarizacao pode ser escrito por meio de objetos ortogonais e cova-
riantes de Lorentz II,,,(p) = M (p) (pupy — 6,0p?) + imetp 114 (p)

d3p 1 1
= d%”—e’p(x @ (H(l)(p)(p Py — 0,up°) + ime“”apaH(Q)(p)) {73— —P———7
/ (2m)3 ! g P PP+ mi
+ime(p) (8°(p*) — °(p* +mp)) p{al [0 ("), 7" O (@")]|d)
d3p < 1 1
= | Bz ——P@= (T (p)(p.p, — 6, p?) + imep 1P (p)> {77— — P
" = 5P
im0 07) - 557+ md) Hal O )
(5.131)

Devido as identidades p?§(p?) = 0 e p le0) (") = % jfLO) (") = 0 alguns termos da relagao
acima sao nulos. Desse modo

_ 3,01 dgp ip(x—z'") (0 (1]
=— [ dx ) IL(p) 6, (ali™" (2")|q)
(5.132)

-/ d(% =) (TT(p) — T1(0))d (0l ("))

Utilizamos o valor p para o momento por conveniéncia, contudo a polarizagao na corregao
radiativa da corrente esta relacionada ao momento transferido das particulas ¢ —q¢ = Q.
Como a variavel () é associada a esse comportamento fisico, faremos a substituicao

p— Q.

3, dp ip(z—a” (0) (N
- [ g e (G - GO i@y 61

O fator G(0) corresponde a renormalizagdo da carga do elétron, procedimento ususal
quando se calcula a polarizacao do vacuo. Além disso, essa operacao de mutiplicacao,
equivalente a de subtragao, é feita independente de existir ou nao uma corrente externa
nao quantizada.

= (ali” (@)l¢) [ - TO@QY5+ TO(0) — imel 1™ (Q?)] (5.134)



Somando as equagoes ((5.116)), (5.127)) e (5.133)), encontramos

(aliP(2)ld) = (gl (@ )W){ Q) +I1(0) — ie(QI(Q?) —2m) _ (=m*)—

S BQ) + QR@)| - gl )| B@) + QR
(g : O (@) () : ')

Combinando todos os resultados calculados até agora, temos

(0) ) 2 1—4/7% 2 2
A1) (V) o ) ome

4m?
. —Q? .
1 —Q2 (A 1 - 4m?2 1 1
2 um?)| - B | Z 2 1 4Am? _
0(Q? +n)| - 5o/ 72 4W[n(1+ ) 4 Q@O + )] + -
4m?
—_0)2 2 1— _—qj 2 2
¢ P F +3 lim In =)+ Amp ] _ ¢
4m m? 2m +mp 2——m? 14 /=2 m? 4 |V 4m
_ )= —Q?
8m? m2, (1 T (1— Wﬂ ,
X +hn| ——= | —In| —F—=— || +1(Q)O(Q,
(Q2 +4m?) (Q2 + 4m? + m3) 1+ 4m;+in% 1+ 47322 )
1
x O(—Q* — 4m?) [ - = ](Q2+8m }
\/u +u2Q2(1+4m \/mp—l—mPQ2 —1—46’2”2
_ =2
In (I_Vmwp ) —
st d)ufm? [ m} 1 B S A
om 37\ Q2 | (Q? + 4m2) \/Q2+4m2+m§3 (3Q% — 4m2 — m2%)m%
ORI LI AL mt |
e V5 (s =) | TG Q) g Qi1+ 22
x {al 0 (@) () : ).
(5.136)

Mostramos claramente que F5p(0) desaparece mesmo se aumentarmos o espaco de pa-
rametro com a constante de Podolsky. Uma observagao ttil na estrutura da teoria de
altas derivadas como a GQ E D3 é o aumento do regime da natureza cinemética do féton.
Além disso, nao observamos mudang¢a no momento magnético do elétron, ou seja, a sua
dindmica spinorial na ordem e? é nula.

Esperamos que o comportamento em teorias de alta ordem nao influencie na funcao da
correlagao em distancia infravermelhas. Embora possamos avaliar todas as ordens de j( ")
sem nos preocuparmos com as divergéncias ultravioletas, a regiao do infravermelho e a
singularidade da massa exigem vérias peculiaridades que influenciam a série da matriz—S
e o espago de Fock Boldo et al.[[2002], Pimentel and Tomazelli|[1994], Boldo et al.|[1997Db],
e elas estao além do escopo desta tese. 20



Comentarios finais

Introduzimos o assunto da GQ E D3 do ponto de vista das derivadas de alta ordem.
Discutimos, também, a escolha de um gauge apropriado para eliminar os graus de li-
berdade desnecesséarios. A teoria eletrodinamica deste capitulo apresenta uma solu-
¢ao mais fundamental que a QQFE D3, pois explora um espectro da energia nos limites
m? < p> < m%. Seguindo essa ideia, calculamos as flutuagoes quanticas: a fungao
de vértice I'* e a auto energia do elétron > . Esses calculos mostraram a auséncia de
divergéncias ultravioletas ao subtrair duas soluc¢oes ortogonais em que o parametro de
Podolsky emerge como um regulador natural . Apo6s eliminarmos, primeiramente,
a barreira de divergéncia ultravioleta, a remocao da divergéncia infravermelha continua
um problema em aberto. Nosso célculo, também, exibiu uma singularidade do tipo
mass-shell em um loop nos férmions em dimensao (2 + 1), invalidando assim a expansao
de Taylor .

Uma vez que a descricao da Interacao fornece uma interpretagao inconsistente na
fisica quantica. A nossa anélise teorica na descrigao de Heisenberg mostra como evitar
essas concepcoes, mal definidas na TQC. A principal caracteristica da descricao de
Heisenberg é definir os operadores em todo o espaco de Hilbert para assim, explorar
as corregoes radiativas em um loop. Esta descricao nao é apenas para contornar os
problemas j& apontados pelo Teorema de Haag, mas sim um aparato coerente na definicao
dos objetos quanticos.

Uma pergunta a ser feita, apos todos os resultados desse capitulo, seria a respeito do
termo anti-simétrico de Chern-Simons C'S. Embora ele seja adicionado explicitamente
na Lagrangiana no modelo de Maxwell-Chern-Simons (MC'S), o termo C'S nao possui
nenhuma justificagao fisica para tal procedimento. Tentamos, neste capitulo, argumen-
tar que essa origem fundamental surge do termo anti-simétrico na eq. que gera
dinamicamente uma massa fisica para o féton. Em outras palavras, o termo C'S é uma
manifestacao fisica de polarizacao do vacuo na ordem de um loop. Tal processo ja esta
confirmado com o método perturbativo em, Pimentel et al. [1994] e ndo perturbativo
em, de Gracia et al|[2019], ambos na descrigao de Heisenberg. Outro argumento que
sustenta nossa afirmacao é que o espago de Hilbert da GQ E D3 ¢é equivalente ao da M C'S
para os estados assintotico do propagador do foton de Gracia et al. [2019).

A correcao radiativa no tratamento do spin bidimensional possuem apenas comporta-
mento cinematico |Alexandre et al. [2005] na ordem ¢? , enquanto uma investigacao
detalhada do termo j,(fl) geraria um comportamento dinamico. Em outras palavras, essa
contribuigdo geraria um termo antissimétrica ( P—odd) em I'* = 4* + ie"?,q, o qual
induziria um momento magnético. Executando um correto tratamento na polarizacao
do vacuo, podemos substituir, grosso modo, o propagador virtual do foton 1/k? ,
pelo massivo 1/(k* + 11(0)) de (5.57)). Esta contribuicao afetaria a dinAmica de anyons
como argumentado em |[Alexandre et al.| [2005].
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Capitulo 6

Correcoes Radiativas (JE D4y

Uma linguagem matemaética adequada na descricao do comportamento da natureza é
um ponto fundamental antes de superar o nosso desconhecimento sobre os seus processos
fisicos. Entre essas linguagens, a teoria de campos é o método mais importante na ob-
tengao de informacgoes do mundo fisico. Essa descrigao pragrimatica, que determinam a
dinamica do sistema fisico a ser estudado, encontra o seu respaldo no conjunto de equa-
¢oes integro-diferenciais acopladas. Contudo, a solucao dessas equagoes é um problema
que atrai a atencao de varios métodos matematicos, pois é quase impossiveis encontrar a
solucao exata ou a mesma ¢ disponivel apenas em poucas ocasioes. Para investigar uma
ampla gama de problemas fisicos, sugerimos uma abordagem perturbativa como chave
adequada na produgao de previsoes.

A eletrodinamica quantica (QED,) é, entre outras teorias de campo, a mais bem-
sucedida e melhor testada na descrigao da interacao férmion-foton. Essa teoria mostra
diferentes comportamentos em baixas dimensoes do espago-tempo. Neste capitulo, abor-
daremos a eletrodinamica quantica em (2 + 1) dimensos Q E'D3. Por outro lado, além do
ponto de vista estritamente teodrico, a QQ F D3 traz interessantes aplicagoes experimentais,
pois na perspectiva da matéria condensada é uma ferramenta tedrica para a explicacao
do efeito Hall quéantico Jackiw| |1984], supercondutividade em alta temperatura Her-
but| [2002], sistema quanticos de spin na temperatura finita Zohar et al,|[2013]. Além
de encontrarmos suporte no confinamento da cromodinamica quantica (QCD,) em alta
temperatura Pisarski [1984].

Para evitar os problemas ja demonstrados pelo Teorema de Haag, construimos uma
quantizagao covariante na descricao de Heisenberg em que a existéncia de um espago
de Fock para um sistema interagente é garantido. Em particular, exploramos o forma-
lismo perturbativo na avaliacao das correcoes radiativas até a ordem de um loop. Nesse
sentido, um aparato interpretativo serda ampliado de modo a elucidar o comportamento
relativistico quantico na descricao de Heisenberg.

Diferentemente do capitulo anterior em que a teoria de Podolsky é sugerida para lidar
com as singularidades, nosso objetivo é discutir as divergéncias encontradas na QQFEDs.
Uma vez que a QF D3 é uma teoria super-renormalizdvel, h4 um nimero limitado de
amplitudes divergentes. Finalmente, provaremos a auséncia de momento magnético ano-
malo e as singularidades na camada de massa. O capitulo esta organizado da seguinte
forma: Nas secoes e [6.2, delineamos a corre¢ao da funcdo de vértice e da auto-
energia do elétron, respectivamente. A polarizacao tanto na QQFE D3 quanto na GQFE Ds
é a mesma, por isso nao serd abordada nesse capitulo. No final do capitulo, incluimos a
problematizacao do momento magnético anéomalo da QQE D3 e concluimos com algumas
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perspectivas os futuros projetos. Antes disso, é conveniente introduzir o segmento ma-
temaético e fisico do operador corrente de segunda ordem para a QFE D3. A sua derivagao
explicita segue a rigor os mesmos procedimentos utilizados nas equacoes e .
Contudo, omitiremos os passos dessas etapas e colocaremos apenas os resultados finais
com o propoésito de nao deixar a tese redundante.

Operador corrente

As regras de sele¢ao no estudo do operador corrente sao os mesmos na GQFEDs3 e
GQED,. Comegaremos com a expansao do famigerado j#(z) obtido na eq. (3.22)

julz) = §0x) + eiV(x) + 2P (x) +.... (6.1)

O mesmo célculo realizado nos dois capitulos anteriores conduz ao operador de mais
baixa ordem, diferente de zero

iD=
é / &y / &2 (), 7,5k (z = )1 {0 (), WO (2), 7O ()D (y — 2)
_ ﬁ / dy / 27 (), 1Sk = 9) 1, Sr(y — 23t ()HAD (1), AD (2)}
_ i / d*y / A2 [0 (y)y" Saly — ), uSr(z — 2)7" 200 (2){AD (y), AD (2)}
+ g / d*y / &z[{[0(2), 7" v ()] 0O ()} Saly — 2), 7,0 (@)1 Dy — 2)
_ ;1 / d*y / 2P0 (2)772 (2 — y)y" Saly — ), 70O () {AD (), AL ()}

(6.2)
O proximo passo seré aplicar as regras do Teorema de Wick Weinberg et al. [1995]. Essa
decomposi¢ao pode ser executada sem qualquer dificuldade a fim de alcancar os efeitos
radiativos desejados. Apds um longo célculo, obtemos

SOy =5 [ d [ a0 ) el - ) Y O ) +
3 / T / 2" ([P0 (") Y (2" = @) Sala’ — ), 3O (@)]la') +

2 / d/ 2" (g|[PO (@), T, (@ — 2,z — 2O (@")]|g') +

%e & / d*z" Ty (z — 2') G (2" — ") (| [P0 ("), v (@")]Id),
(6.3)
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e

ali®"q) = 5 / B / &2 (q|[ (@), 7Sr(z — 2') Y (2" — ") (a")]lg) +
5 [ [ @ aliO @) Y - )8 - 00 @)l +
%e/d%’/d%”(ql[zﬁ(o)(x’)fu(x' —z,a — a0 ")) +
5 / i / @2 1L, (x — ') DR(a’ — ") {g| [0 (a"), 7O (=")]|'),

(6.4)
onde |q) e |¢') sdo os estados assintoticos dos elétrons. Os elementos de matriz sdo as
transicoes quanticas de primeira ordem dadas pelos elementos (0[7®*|q, ¢') e (q|j®*|¢').
Antes de iniciarmos com a computacgao das flutuagoes quanticas, sera importante definir
alguns objetos matematicos fundamentais nos futuros calculos desse capitulo. Se reali-
zarmos 0 mesmo procedimento na se¢ao (?7) sem o termo de Podolsky, as fungoes de
Green retardadas e avancadas correspoderao

Dgr(x) = (271r)3 /d3peim (P}% + iﬁe(p)5(p2)>, (6.5a)
el K G G- ) (6.5b)

e a funcao originada de é
D) = o [ dperss?) (6.6

Nas proximas segoes abordaremos a corre¢ao do vértice (I'*) e da auto-energia do
elétron (D) utilizando as fungdes singulares acima.
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6.1 Vértice ',

Voltamos a nossa atengdo para a investigagdo do terceiro termo da eq. (6.4)), que
corresponde as fungoes de trés pontos, definida como

2
FM(IL’/ —T,r — (1;”) = —%’Y)\TT[S(D(.%’ _ $)’YMSR((E _ [BH)DR(.%” . $/)

+ 54" — 2)7, 80 (@ — 2")DR(a" — a') + 5o — 2}y S (x — 2")Dp (" — )],
(6.7)
onde 2" e 2’ representam a coordenada no espaco de representacao da ingoing e outgoing
elétron, respectivamente. O proximo passo seré executar a transformada de Fourier do
vetor acima

I.(q,q)= /d3 Py et Z)e_iq/(x_m//)Fu(x’ —z,x —a"). (6.8)

Utilizando as fungoes singulares da igualdade das eqs. (6.5al) e em conjunto com
as egs. (2.42)), (2-43) e (2.45) no espago do momento aplicadas em (6.8), leva-nos a

d3z , o
__// d3 ”dgpd?’ke ig(a’—z) ,—iq' (z—2' )7A<27p_m)7y(27p —m)fy)\x

{53(p +m >[PW + im0 (p? +m?)e(p )} {sz + im6° (k?)e (k;)} + 83 (p% +m?)

1

P2+ m2+

1
3/7.2 3,9 2 3/7.2
{PkQ +im0° (k*)e(k )} [Pp2~|—m2 —imd*(p° +m )e(p)} +6°(k ){P
’ ’ 1 . , . ", " ’
7:7['53(]? 2 + m2)€(p ):| |:7)p2 — . Z-ﬂ_(s?)(p? + m2)e(p)} }ezp(z —x)ezk(x—x )ezk(x —z )
(6.9)
Subistituindo as exponenciais pelas deltas de Dirac 6*(p —q + k) e 8*(p' + k — ¢') e
rearranjando os termos, encontramos

I'(q,q') =
% (;ZW) @'y Ak (p = g + k)8 (0 + k= ') (iyp — m)y (1w’ = m)ms
X{ 53(k2) 53(p’2+m2)) . 53((p2+m2))

(@2 G2+ m?)] TR R+ )]k

+ 83 (p* + m?) {73132”53(29 +m?)e(k) + P 1 2 51m0° (k*)e Uf)} (6.10)

+ 83 (p% +m?) {73 ind (k*)e(k) — Piiﬁég(pQ + m2)e(p)1

p2 + m?2 k2
/ .
- 53<k’) |:Pp2 Tm 27?53(]) +m ) (p ) + Pmlﬂ53<p2 + m2)e(p)}

LB +m) (R + m? )( (» )eé/;) +e(p)e(p) +e(l<:)6(p'))”




Desse modo, temos

Tu(q.q)

=1 [y 0 (k?) (¢ = k)> +m?))

2 (2m)? /d k([(q — k)2 4+ m?)][(¢' — k)? +m?)] " [(q — k)* 4+ m?)][k?]
)

53<<q_k)2+m) 3 2 4 m2) s — k)2 +m?))x
[(q/_k>2+m2)][k‘]+mpk25 (¢ = B2 +m2)5((q — B)? +m2))

/ / . 1 3 / 2 2\$3/1.2
[1—e(qg—Fk)e(q" — k)]e(d' —q) + mrP(q myRw. m2)5 ((¢" = k) +m=)8° (k) x (6.11)
1 = elh)ell = o (o) —imP () )80

[1— (g — k)e(g — k)]e(q) + 7°0*(k*)6°((¢' — k)* +m?)8°((q — k)* +m?)x
[e(k)e(q — k) +e(k)e(qd — k) +e(q — k)e(q' — /f)])w[(iv(q — k) —m)]y.x
(iv(q — k) —m)y

E natural esperar que muitos dos termos acima desaparecerao devido ao fato do férmion
obedecer a relacao on-shell ¢*> = ¢’> = —m?. O resultado obtido apds um longo caclulo é
uma fungéo com a forma I',(q,¢') = FS)(q, q)+ie(qd — q)Ff)(q, ¢'). O primeiro termo é

(1) __“ | P 53 (k?) 5((q — k)? +m2)
e /d { ((g = k)*+m?)((¢' — k)* +m?) 7le2(((1’ — k)2 + m2)
(¢ — k)*+m?) ‘ o .
+ P k2((q — k)2 +m?) ]’YA(Z”Y(C] — k) — m)’y#(zfy(q — k) —m)y?, -

E importante notar que a parte real F&l)(q, q') representa os propagadores, ou seja, o loop
(férmio-foton-antiférmion). Embora fornega indicagoes qualitativas bastante interessan-
tes, a analise de F,(}) (q,q') seré postergada. A parte imaginaria F,(f)(q, q') significa todos
os estados quanticos acessiveis e nao degenerados do féton. A questao da convergéncia
serd deixada para a conclusao do capitulo.

F(Q) = —— /d3k: 53 ((q 21 mAHe3((d — k) +mAP— L 1 —e(qd —k)e(q — k)]

L2
X 1 (iv(q — k) = m)yu(i(q' — k) —m)y™.

(6.13)
E claramente adequado comecar o nosso estudo pelas informacoes do espectro de poténcia
contido em FLQ). Resolveremos primeiro o produto das matrizes de Dira para em seguida
verificarmos o surgimento de trés integrais diferentes: tensor, vetor e escalar. A principio,
esse processo é diferente do calculado na se¢ao , pois a algebra de Dirac tem forte
influéncia no comportamento radiativo do sitema eletrodinaAmico em (2 + 1) dimensoes.

A integral tensorial é

Ver detalhe em Apéndice (C.2)).
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P [ KRS (a0 4 m?)5(a B+ L~ g k)~ elg )] =

0?2 _ 2 2 2 (614)
@E%Q) o Q@Q m ){(Q’“q +¢"q" — % 9" = (¢"q" + ¢"¢" + = © ’”)}
A vetorial é
73/ dg—kk B (g =Kk +mA)3 (¢ —k)?+m?)[1 —e(d —k)e(q — k)] =
W@ Qo) ( Q2 ) (q/,u +q#) (615)

—Q? Q*(1+ )

Embora na corregao do vértice nao exista divergéncia ultravioleta, a integral escalar
revela uma divergéncia infravermelha no propagadr do fé6ton. Um requisito necessario,
mas nao suficiente no tratamento da integral escalar é a subistituicao analitica de um
foton nao massivo por um massivo. Logo, ao adicionarmos uma massa ficticia (u) ou ¢’
Hooft mass ao foéton para evitar as divergéncias infravermelhas, a invariancia de calibre
¢ quebrada Boldo et al|[2002], Scharf et al. [1994]. Portanto, a solugao da integral é
dependente de gauge no limite inferior da integragao

7’/ kadikﬂz 5((q = k)? +m?)5*((q' = k) +m)[1 = e(q = k)elg — k)] =
0(Q,)  7O(-Q — 4m?) (6.16)

V& W Q1+ )

Se desconsiderassemos a massa pu = 0 a integral seria divergeria no limite infravermelho.

A equagao ((6.13]) pode ser escrita como

IP(q,q) = wF(Q%) + z(q;r—Q)“F Q). (6.17)

essa integral reproduz duas contribuicoes fisicamente diferentes cujas interpretagoes cor-
respondem as mesmas dadas pelas eqs. (5.68) e (5.69). Os fatores de forma imaginario
sao

2 0(Q,) (@7 +2m)0(—Q — 4m?)
A \/—Q2 \/,u4 N u2Q2(1 N 462&22) ) (618&)
3e? ©(Q,) m® @(—Q2 4m?)

A integral tensorial (6.14])) desaparece por causa da algebra spinorial. Infelizmente, os re-

F(Q%) =

F(Q%) =

sultados obtidos até agora em FNZ , ainda, nao permitiram concluir se a (QF D3 é ausente

ou nao do momento magnético anémalo. Ao invés de calcular F,(}) explicitamente, usare-

mos as relagoes de Kramers-Kronig Weinberg et al.| [1995]. Para tal aplicagao, deveremos
(oX]



considerar nao apenas as simetrias, mas também a localidade e causalidade como fatores
necessarios e suficientes. A localidade de F,(f) é garantida pela forma da sua equagao. A
causalidade, contudo, requer que I',, esteja no retarded light-cone history ou seja estiver

na regiao z,, < z, ou x, > x. Aplicando Kramers-Kronig, os fatores de forma reais sdo

o (N2 - s Ey(—s)
(1)

onde i = {1,2}. Com o proposito de obter uma maior clareza nos nossos calculos, I';;

(2)

deve assumir a mesma forma de I';;”, uma vez que ambos sao pares de Hilbert

_ q —+ q/ _
I'Vq,q) =7.(Q%) + Z%FQ(QQ) (6.20)
O céalculo de cada fator separado fornece
B +00 F (—CL)
F(Q) = / Al 4,
=) @)
G 2m? —a da
AT Jame /it + p2(4m? — a) Vala + Q?)
e 1 1
= — lim lim { ———=( In(—1+ ) —In(1+ )
A d=oop=0 /=2 — Q? ___d(24Q%) —(d(*+Q%)
(4m2+p?—d)da (4m2+p?—d)da
N 8m? —Q2
—Q2 — 2 — 4m2 \ 4m?

QGEQO){\/i_CQQ(In(—le%) In (1 + \jf) Smim2 ;ni?j}

L) o
(6.21)

que reflete uma dependéncia da escala na carga elétrica. Outro fator de forma contém a
assinatura do momento magnético anomalo

_QQ
_ 3e? m? 1 1=\ %5 T ds 1
@) 2 Q2—4m2[\/—Q2 n(1—|- ‘QQ) 4m? \/55—47"2}’ (622)

Se fizermos Q? — 0, teremos F»(0) = 0. Esse resultado mostra que nio existe momento
magnético em (2 + 1) dimensdes na ordem e? & temperatura zero. Tal comportmento é
restrito 4 dimensionalidade da Q EDs. Ao realizar a mesma operacao para Fj, encontra-
mos uma contribuicao finita

3e?

6.23
4dm ( )

F(Q*=0)=—
no ambito da eletrodindmica de baixa dimensao.
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6.2 Auto energia do elétron )

Finalmente, iremos averiguar a corre¢ao do propagador do elétron da () E D3 na descri-
cao de Heisenberg. O calculo nessa secao sera direto, caso o leitor tenha alguma davida,
sugerimos a leitura da se¢ao (5.3)) para maiores detalhes. Primeiro, investigaremos o
espectro de poténcia do operador

Z(m—x') _26 /dx S (z—2") DA (2 —2)+SB) (2 —2") DY (2 —x) ]y (2 (6.24)

Subistituindo as fungbes singulares (6.5a)), ((6.5b)), e (6.6]), temos

/ _62 d3 . ip(z—2x’
St =) = S5 [ santion (i =m0 4 ) [P

1 ) 7 x/—x .
Posm ime(k)(0°(k*) — 0% (k* + m,i))] M=) 4 (iyp — m)
. 1 (6.25)
e {7’ ) TR m2>] (5 (k)

53(k2 + mz)) 'y’\

onde ) (x — ') é uma fungao retardada. Ao realizar uma transformada de Fourier na
escalar acima

Z(l’ —1) = /(;iTq)g eia(@=a") Z(q) (6.26)

temos que
d*a’ 3, 131. ,i(z—2")(¢g+k—p) ; A 2 2
Z(Q):T/(Q)dpdk TP (ipy —m)y*{ 6(p” + m7) x
1 1 .
(Pp —ime(k)5 (k%)) + 53(k2)(77m +ime(p)&®(p* + m2))}
—62 d3 (627)
__° 37.53 A) s30.2 2
=5 | @y 3 d k0% (q — p+ k) (iyp — m)y {5 (p” +m”)x
1 4
(Pﬁ —ime(k)63 (k%)) + 53(k2)(77m +ime(p)&®(p* + m2))}
Separando a parte imaginaria e real, obtemos
Imz /dgpd?’k;é?’(q p+ k)P (p? +m () (iyp — m)ya(e(k) — e(p)),
(6.28)

reescreveremos essa integral mais concisamente como

Im» (q) = €(q) [Z(q (ivg +m) > (¢° } (6.29)
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Para calcular cada componente separadamente, podemos utilizar as identidades de y—matrices,

Vs W] = _QiEMVA’Y’\ and {v,, %} = 2¢,,. A parti de métodos elementares, obtemos o
traco
rl, Imy (@) = 2igue(q) Y (4. (6.30)
2
Assim,
m2
00 = oz [ (1= 25 )P0 20k 8+ el + ) =<6
2
(6.31)

pela covariancia de Lorentz, esse resultado seré calculado no referencial em repouso ¢ = 0,
logo, ¢> — —q*. A integral acima fica

2: 2 __62 2 (1+%§2) 3, 2 2 (¢0 + k)
E(Q) - (q ) - 167 /d k |2k| (6 (_QO - 2qok+m )[1 - |q+k| }
3 2 (q —k) .
+ 8% (—q% + 2¢.k + m?)[—1 — \qo—k\]) (6.32)

A dependéncia em k é eliminada pela delta de Dirac. O resultado final é

2y _ ¢ _m_2@(q0) P —m?
D26 = 15;01 = ) R~ m? (6.3)

De forma bastante anéloga a eq. (6.30)), ndo encontramos dificuldade em mostrar que

TriIm» (q)] =3e(q)O_(¢*) +m > (%)) (6.34)

1

Entao,

e(q) [Z —i—mz ] /d3k53((Q+k) +m?)6*(k?)(e(q + k) — e(k))

1

me? o+ k
= ——— [ dk(5(m* — ¢ — 2qok,)(1 — = —
o [ (s = 2 = 21 - )
-k
53 (m? — @2 + 2q.k,) (1 + |q K )>
2me? 1 9 9
= €(q)—O(—q¢" —m
S .
onde 0 Y, (¢*) é dado por
me? m?\ O(q
;WhﬁgG+?)€;Ww%mﬂ (6.36)



Através das transformacgoes de Hilbert nas eqs. (5.89)) para as componentes imaginarias
>, € >, encontramos as componentes reais sem precisar resolver a integral (6.27)
explicitamente. A parte real de ), é

22(q2) - p e 22(_a)da

0 a+ g
2 +oo 1 2 1
:f;P/‘ 1+ da
160 J,2 a4+ ¢ a’+Va (6.37)

21 2 1 2 1—
-t (- Y- D)
TV —q —q q —
1+ e
e a parte real de ), é
— —+o00
2 _ 24(=9)
Y @)=r A
2 +oo 1 2 q
:EP/ - ") L
160 J,2 a+q? a’+a (6.38)

‘o (L—::)) v (1= 3@%@(—& i)
(6.39)

Agora, o nosso papel é fornecer a orientagao necessaria na interpretacao da auto-energia
do elétron por meio do ambito criado pela descrigao de Heisenberg. Assim, comecaremos
por meio da expans@o do operador férmionico da eq. (3.44) no célculo do elemento de
matriz

(Ol (x)la) = (01 ()]g) + €0 (2)lg) + ¢ (0@ ()]q) + ...,

= <0|"¢(0)(az)]q> + /d?’x’SR(x _ x')<0\<1>(:c')]q> T (640)

Devemos estar cientes que a primeira ordem ¢(!)(z) é nula e 1»? () contém a correcio de
mais baixa ordem da auto energia do elétrogsll. Multiplicando essa equagao pelo operador



da dinamica livre de Dirac em ambos os lados, obtemos

(v -8 +m){0[y(x)lg) = —(0|®(z)lq), (6.41)

A descricao de Heisenberg trata os estados intermediérios e assintéticos de maneira mais
explicita. Embora essa discussao seja frequentemente negligenciada, examinaremos essa
operacao de maneira mais acurada. A motivacao de introduzir a hipétese adiabéatica
é pelo requisito causal da TQC [Wightman and Schweber| [1955b]. O primeiro passo é
permitir o operador depender do parametro adiabatico «

[ #2013 @ - o)l
3 x
—i/ (ZW];Q/_ d3x/ea(:ro+x;)+ip(z—x’)u<q)eiqm’€(p)[Z( 2) Wp—i—m Z :|

1

(6.42)
A integral acima da a relacao de dispersao da energia. Uma outra razao para o termo
e(#ot70) o pontos z, e 2/ vem da eq. (6.4). Resolvendo a integral acima

+oo d ]
Po )u<q>ezqm

/d?’x’(O!Z(x — 2/, )2’ a)|q) = i€2a””"/_ P —
<[ S =)+ e = e+ ) S 1)

1 2

e(p)
(6.43)

E instrutivo subistituir a variavel de integracao p? = s + g2, assim a integral acima é
reescrita como

[0 = Oy = e [T
| S0 ()01 @l

1

(6.44)

Tomando o limite & — 0 na caracterizacao fisica do operador, chegaremos a conclusao

[ #2013 @ = 00w = 3, (- 010 )l (6.45)

Antes de estabelecer a técnica de renormalizacao em massa, primeiro interpretaremos
esse resultado. O desenvolvimento desse aspecto operacional, valido em todo o espago
de Hilbert, fornece uma conexao suave entre os operadores de interagao e os assintoticos.
Essa simples operagao pode parecer irrelevante, mas ela captura o principio fisico na
obtencao de estado quantico coerente com os postulados da T'QC' [Streater and Wightman
[2000]. Além disso, o resultado acima é, também, reproduzido por uma constru¢ao que
ignora o limite adiabético. Nesse caso, se substituirmos a relacao de dispersao dos
férmions ¢> — —m? na eq. , o elemento da matriz é conduzido diretamente ao
estado assintotico

2Uma explicacdo detalhada esta nas egs. 1|6.25|)9 (6.26)) e (6.39) .
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(70 +m) (Ol (x)lg) = —[Zg—m?) Fie(g) 3 (~m?) + (g + m) x

(22 )+ iel) T (o)) | OOl (649
=Y OO @),

A igualdade desse resultado com a eq. mostra a existéncia do limite adiabatico.
No nosso formalismo, os operadores interagentes e assintoticos continuam com a mesma
representagao de Fock Yang and Feldman| [1950]. Portanto, o elemento na matriz da eq.
tem o mesmo suporte espectral correspondente a eq. e devemos reescrever
seguindo a aproximacao de ordem e?

(40 +mp) (0] (2)]g) = 0. (6.47)

e estabelecemos o operador férmionico renormalizado com o mesmo comportamento do
campo livre H Desse modo, estabelecemos

O[ (@)]g) = Zy 2 (0[O ()|q), (6.48)

em que Z; é um namero infinito. Antes de avaliar essa quantidade, devemos realizar a

subtracao da eq. (6.42)) pela eq. (6.46])

[0S @ a0 i) - 3 ) 0O )la) =
€2axo /OO d8|: (22'(1004 - CYQ) Zl(—S) _ (Z’Y4OZ) 22(—8)
0 (

s—m?)(s +q* — (¢ +i)?)  s+q%— (g +ia)?

(6.49)
0[O (x)lq),

onde inserimos o termo e2*%°, pois 21 depende do acoplamento de gauge. A consisténcia
em tal operagao, fundamentada na hipotese adiabatica, esta no fato dos estados assin-
totico e livre compartilharem a mesma dindmica e a mesma RCC' [Yang and Feldman
[1950]. Substituindo a eq. na eq. (6.40), a nova expansao do elemento da matriz
renormalizada é

3 x
O )la) = {1 wif éTZ; [ a9 el - e

]Gt BT 0,

s+a2— (g +i)?) (s —m?)  s+q%— (g +ic)?

‘ ei(20—q0)x, idT _
i / dpy— | (53@0 o) = 8 (po + qo>> (ivp — m)

2a + Z(po - QO) 2’po

o I |

s+q%— (g +ix)?) (s—m2)  s+q>— (¢ +ia)?

(6.50)

Depois de integrarmos no espac¢o e no momento, temos

3Aqui, um estado de spin com um momento definido 7 - @ e massa mp. Assim, a equacgdo ([6.47) leva
um propagador com um tnico pélo v-p = —mp ngl residuo unitario.



(O (2)|g) = {1 N e;ZO [%(mq —m) — (Mk%k(;—jf;o)_ m)} /0 - ds
(Q’iqo()z _ 012> Zl(—s) B (ioz%) Zz(_s) } }<0|¢(0)(x)|q)

(s + @ = (g +i)?) (s =m?) s+ = (g +ia)?

(6.51)

Finalmente, o limite adiabético a — 0 produz a condicao de renormalizacgao

O(2)la)
= [1=gtna-m) [Tas( BT - BN gpomy

s—m?)?  2q, s —m?
e (- QW%CI)] (01 @)la),

onde a constante infinita da eq. (6.48) é

20 = 1= 3|3 () + X ()]

e2 1 1 [t ds I 1 L=y ;n—qzz
167m | 2 ) e /S(s—m2)2 2o 14 ./=2 '
m2

(6.53)
=1+

O calculo da ordem de um loop nos permite definir o contra-termo dy = (Z — 1)

= =g [y () + B ()]
e L e (L)

8mm |2 m 1+;n_q;

(6.54)

m2 \/E(S — m2)2 ¢?——m?

Esse resultado apresenta uma divergéncia infravermelha, um problema sério na dindmica
de sistemas de baixas dimensoes, e uma singularidade do tipo mass-shell (Gusynin et al.
[1999]. Este ultimo acontece quando d < 2, em que d é a dimensao espacial. De fato, a
singularidade mass-shell impede uma expansao de Taylor em > (¢?) devido a divergéncia
logarftmica em ¢*> — —m? |Gusynin et al.[1999].

Como ocorre normalmente em T'QC, o elemento comum & realizagao da renormali-
zagao ¢ a adigdo de um contratermo. Iremos adicionar o contra-termo ¢,, em ambos os
lados da equacao de Dirac ([2.52b)

(v-0+m+0p)(x) =ieyA(z)(x) + o1 (). (6.55)

Do ponto de vista matematico, essa equacao permanece inalterada. No entanto, essa
operacao é chamada de renormalizacao da massa em que o bare pole é deslocado pela
flutuacao quéantica até & massa do poélo. O d,, nao é um potencial e depende do acopla-
mento de gauge, entdo e — 0 implica J,, — 0. Assim, ao escolher §,, proporcional a e?
e vO(z) = Z,/*p™ (), temos a4



O = Zl(—m%, (6.56)

onde a constante é ajustada na eq. (6.55) com a mesma estrutura da equagao livre de
Dirac, ou seja, encontramos uma equagao diferencial homogénea com a massa do polo
ao invés da bare mass

(7 0+ mp){0Y'(z)]q) = 0. (6.57)

Finalmente, é interessante observar que essa nova equacao esta descrita por quantida-
des renormalizadas. Essa maneira alternativa da descricao de Heisenberg consiste em
relacionar os parametros finitos com os estados assintoticos.

Adicao das corregoes radiativas

Apos todos os céalculos realizados, devemos considerar uma expressao mais adequada
para escrever os elementos de matriz das eqs. e . Os processos necessarios para
reformular esses elementos sao iguais ao do capitulo anterior. Sendo pragmético, temos
que os dois primeiros termos das egs. e fornecem os resultados iguais a eq.
. O terceiro termo recebe o mesmo tratamento dado a eq. ((5.117) e os resultados
Sa0 e . Finalmente, o tltimo termo das eqs. e sao a polarizagao

que tera o tratamento dado a eq. (5.128) e que conduz ao resultado da eq. (5.133))*, O
resultado final é

(a2 (@)ld') = {ali (@)ld) { — Q%) +11(0) — ie(Q)I(Q?) — 2m}  (—m®)~

S BQ) + QR@)] - gl )| B@) + QR
(al: v @) Id)
(6.58)

Ao combinar todos os resultados calculados até agora nesse capitulo: ([6.18al), (6.21)),
16.22), (6.54) e (5.57)), encontramos

4Relembrando que a polarizacio do vacuo da GQEDs3 é igual a da QEDs.
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(6.59)

Comentarios gerais

Neste capitulo, analisamos o extenso assunto da fisica planar. Para evitar os proble-
mas ja demonstrados pelo Teorema de Haag, construimos uma quantizagao covariante
na descricao de Heisenberg. Em particular, exploramos um formalismo perturbativo na
avaliacao das correcoes radiativas até a ordem de um loop. Finalmente, provamos que a
teoria nao apresenta o momento magnético andémalo e sofre de divergéncias infraverme-
lhas e ultravioletas. Nossos resultados concordam precisamente com a interpretacao da
teoria de Perturbacdo Causal de Epstein-Glaser em L. Tomazelli [1996].

A eq. suscita varios questionamentos. Primeiramente, enfatizamos que esse
resultado nao produziu nenhuma surpresa quando jﬁz) revela a apari¢ao do termo de
Chern-Simons C'S oriundo da polarizagao do vacuo. A principio, podemos colocar expli-
citamente ”a mao” esse termo topologico na Lagrangiana . No entanto, ao realizar
uma analise perturbativa detalhada no observavel , percebemos que a consisténcia
da QE D3 nao é suprimida por tal operagao [de Gracia et al.,| [2019]. O termo j,(f) pode
render, naturalmente, todos os efeitos da teoria de C'S sem perda de significado fisico.
Esse fendémeno, conhecido como geragcao dindmica da massa, é criado no fé6ton por um
efeito de polarizacao a um loop. Outros autores ja estudaram esse cenario na descrigao
de Heisenberg por uma abordagem perturbativa Pimentel et al.[[1994] e ndo perturbativa
de Gracia et al. [2019].

Como foi provado em varios artigos [Paranjape, [1985|, um propagador do foéton mas-
sivo pode induzir um fluxo quantizado de momento magnético proporcional ao aco-
plamento C'S. No entanto, a QE D3 contém todas as informagoes perturbativas ne-
cessarias para criar tais fendmenos fisicos, uma vez que o cenario P-odd é equivalente
ao de Maxwell-Chern-Simons |de Gracia et al| [2019]. Na secao , o propagador
do foton, simétrico Q%g" — Q*Q, elimina a contribuicao anti-simétrica da funcao de
trés pontos . Assim, nao obtemos gy momento magnético anémalo, ou seja,



F(Q* = 0) # 0. Contudo, podemos induzir um momento magnético naturalmente
pela expansao da quarta ordem da eletrodindmica planar sem solicitar um mecanismo
de Higgs Nakanishi| [1989] ou um modelo C'S+ M E. Entre todas as excitagdes quanticas
possiveis de e* ordem, escolhemos uma na qual o propagador do féton tenha o
termo anti-simétrico ([5.56)). Esse efeito da polarizacao do vacuo, responsavel pelo mo-
mento magnético anémalo F'(Q?), gera uma contribuigao P—odd em I'*. Seguindo esse
cenario e usando a decomposicao de Gordon,

(¢ + q)" — ie™* 2 () 0(g) (6.60)

V(g )y b(q) = % v

somos levados ao termo I, ~ (¢"*F¢/ q5/m)(M/m), onde M = II(0) ¢ a massa topol6-

gica do foton da eq. (5.57)).
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Capitulo 7

Conclusao

Estudamos a eficiéncia da teoria de altas derivadas para eliminar os problemas de
divergéncia ultravioleta na eletrodindmica quéantica. A teoria de Podolsky cumpre um
excelente papel na eletrodinamica classica. O seu efeito na TQC' tornou uma teoria
promissora para os futuros estudos da interacao radiacao-matéria. Confirmamos que
a GQFED, é favoravel a um cenario sem divergéncias ultravioletas em que as fungoes
['* e > convergem para um valor finito na ordem de um-loop. Tal feito é obtido pelo
parametro de Podolsky, responsavel pela regularizacao em altas energias. Por outro lado,
as excitagoes infravermelhas sao, grosso modo, desconhecidas ou agnoésticas para teorias
de altas derivadas. Contudo, a polarizagao II* apresenta, mesmo assim, divergéncias
ultravioletas e, por isso a sua carga elétrica deve ser renormalizada.

O que aprendemos com a descrigao de Heisenberg 7 A andlise apresentada nesta tese
mostrou que a estrutura dessa descri¢ao é apropriada para realizar os célculos das flutua-
¢oes quanticas. Nessa descri¢ao, podemos definir um mapa linear entre os operadores de
criacao e aniquilagao a tempos finitos. Devemos estar cientes que o vacuo da teoria inte-
ragente é o estado fundamental do hamiltoniano total, como segue (Hy + H;,t)|2) = 0,
mas (Ho+ H;nt)|0) # 0, pois Hyy,y polariza o vacuo. Uma das inconsisténcias mateméticas
apresentadas na descricao de interacao esté na auséncia de uma transformacao unitéria
e global que relaciona os espacos de Hilbert da hamiltoniana livre e interagente. Na
pratica, o que acontece é que a descricao de interacao s6 pode descrever uma interacao
trivial.

No capitulo 2 focamos como a teoria de Podolsky lancou uma nova maneira de in-
vestigar o acoplamento matéria-foton. E imprescindivel entender que a GQED, nao é
meramente uma teoria efetiva de campo, mas sim uma extensao unitaria da QED,. Além
dessa caracteristica, a estabilidade, linearidade e simetria abeliana sao outras proprieda-
des que dao suporte & aplicagao da teoria de Podolsky no estudo dos fendémenos fisicos.
Contudo, outra preocupacao abordada nesta tese é a respeito da unicidade do modelo de
Podolsky. Dentre todas as combinagoes possiveis de teorias de gauge de segunda ordem,
a GQFED, esta longe de ser uma teoria redundante, mas sim, é equivalente a todas as
outras teorias de gauge de segunda ordem a menos de um termo de superficie. Um outro
ponto apresentado é qual seria a teoria de calibre adequada para uma descri¢ao tinica dos
resultados quanticos da GQFED,. Se essa operagao nao fosse realizada corretamente, os
calculos radiativos produzidos nesta tese seriam questionaveis. A GQFE D, exigiu, tecni-
camente, uma atualizacao da antiga teoria de calibre de Lorentz 0,A4,, para a non-mizing

gauge /1 — MEIQD@HAM.
O principal foco do capitulo 3 foi a investigagao das corre¢oes radiativas pela descri-
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¢ao de Heisenberg. Revisamos o importante papel que a expansao dos operadores em
conjunto com as equagoes de movimento possui na delimitacao das flutuacoes quénti-
cas. A escolha dessa descrigao retira as contradicoes fisicas e matematicas existentes na
descri¢ao da interacao. Nesse capitulo, fizemos uma breve discussao da matriz S e veri-
ficamos como as complicagoes estabelecidas pela descricao da interacao sao removidas.
Uma das vantagens encontradas é o estabelecimento de um significado concreto para os
operadores de entrada e saida, o vacuo da teoria interagente e o espaco de Fock da teoria
livre.

Os resultados do capitulo 4 foram bastante promissores tanto do ponto de vista
fenomenologico quanto de perspectivas futuras. Concluimos que sem nenhum auxilio de
métodos de renormalizacao, as fungoes > e I' sdo livres de divergéncias ultravioletas.
Nao conseguimos o mesmo feito na polarizacao do vacuo, pois todas as particulas virtuais
sao férmions. No final desse capitulo, abrimos a possibilidade de testar as corregoes da
GQFED, ao investigar o momento magnético anémalo. Restringimos, assim, o parametro
mp > 37.595 GeV que desempenha o papel central para se livrar das divergéncias
ultravioletas. Estendemos a validade da QFE D, para o intervalo de energia m? < p? <
m%. Com isso em mente, esses cortes em diferentes regimes de energia fornecem diferentes
laboratoérios para detectar as novas extensoes para a eletrodinamica quéantica.

No capitulo 5, estudamos a GQ F D3 com foco nas divergéncias ultravioletas e infra-
vermelhas. Os resultados demonstraram que a divergéncia ultravioleta da GQFE D3 foi
eliminada devido ao parametro de Podolsky. Contudo, as inconsisténcias nas regioes
infravermelhas, ainda, deixam a teoria com sérios problemas que nao podem ser solu-
cionados com um acréscimo de um termo com derivada de alta ordem. Eliminamos,
primeiramente, a barreira da divergéncia ultravioleta enquanto a remocao da infraver-
melha abre varias questoes. Os problemas de divergéncia infravermelha sao mais graves
em (241) do que (3+1) dimensoes. Entre eles, mostramos a singularidade na camada de
massa em um loop, que invalida a expansao de Taylor. Uma maneira natural de remover
a singularidade da camada de massa for redefinir a série S—matriz e o espago Fock.

No capitulo 6, analisamos a eletrodinAmica quantica em (2+ 1) dimensées. O forma-
lismo perturbativo foi o mesmo dos dois capitulos anteriores. A descrigao de Heisenberg
também foi utilizada com o propoésito de manter a fundamentagao dos objetos da T'QC'.
Assim, evitamos os problemas ja demonstrados pelo teorema de Haag. O nosso aparato
perturbativo na descricao de Heisenberg nao foi suficiente para controlar os problemas
infravermelhos e ultravioletas induzidos pela auto-interagao Boldo et al. [1997a]. Do
ponto de vista matematico, acreditamos que a descricao de Heisenberg seja promissora
em contornar as dificuldades infravermelhas por um estudo nao-perturbativo [T"hompson
and Zhang |1987] ou modelo Bloch-Nordsieck Pimentel and Tomazelli [1994]. Final-
mente, provamos que a teoria nao surge com efeito de momento magnético anémalo e
sofre com a singularidade da camada de massa.

Perspectivas futuras

E interessante listar algumas direcoes para trabalhos futuros. Esperamos que os resul-

tados encontrados nesta tese em T' = 0 possam fornecer novas visoes sobre a temperatura
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finita T" # 0. Por exemplo, as correcoes a lei de Stefan-Boltzmann sao os pavimentos
para avaliar as possiveis quantidades observaveis como a radiagao do corpo negro. Em
particular, deve-se esperar determinar o parametro de Podolsky a partir dos dados cos-
micos de fundo de microondas. Outros testes para determinar mp sao a espectroscopia
do atomo de hidrogénio (Cuzinatto et al. [2011] e o espalhamento Bhabha Bufalo et al.
[2014]. No que diz respeito ao momento magnético anémalo do muon, esforgos significati-
vos tém sido feitos para sanar a discrepancia entre as previsoes experimentais e teoricas.
A QED, lidera a contribuicao, logo depois vem a contribuicao da interacgao eletrofraca
e da QCD. Nossa escolha é satisfatoria ja que o "féton massivo"luz de GQF D, nao
pode ser ignorado quando a energia Electrofraca (Boson Z) e a polarizagdo hadrénica do
vacuo sao incluidos.

Ressaltando agora a fisica em 2 4+ 1 dimensoes, um dos desafios é descobrir a tem-
peratura critica na qual a flutuacao térmica destroi a polarizacao do vacuo. Pode ser
interessante analisar a divergéncia infravermelha endémica na equagao de Schwinger-
Dyson |[Lo and Swanson! [2014] e a transigao de fase de segunda ordem a partir da quebra
de simetria quiral Fischer et al.|[2004]. Esperamos, também, explorar a rica estrutura da
matéria condensada a luz da GQE D3 e, com isso, incorporar um novo suporte espectral
para a explicagao sistemética do estado de ligacao elétron-elétron em supercondutividade
de alta temperatura 7, Belich Jr et al.|[2003].
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Apéndice A
Teorema de Wick

Devido ao fato de o Teorema de Wick ser um topico importante nessa tese e a sua
necessidade de aplicagao residir em motivos fisicos. Abordaremos, neste apéndice, de
maneira pragmatica os seus principais aspectos ao calculo da matriz-S. Todavia, sera
encorajado ao leitor por motivos historicos e didaticos, ler os dois artrigos basicos que
introduziram o conceito de Teorema de Wick e Produto Normal, [Wick [1950], [Dyson
[1951a], respectivamente, na comunidade cientifica.

Ao fazer predicoes teodricas na T'QC é natural se perguntar qual a formulacao ade-
quada para obter os elementos da matriz-S respeitando as suas simetrias e prorpiedades.
Ao contrario do contexto classico, os operadores quanticos nao comutam entre si a tem-
pos diferentes. Seguindo Bogolyubov and Shirkov| [1959], verifica-se que a causalidade
marca o alicérce do célculo da matriz-S e é sensato esperar que isso se reflita nos seus
elementos de transicao. Seguindo essa linha de pensamento, faremos uso do T—produto
que ordena cronolégicamente os operadores no espaco de Hilbert.

Comecaremos a desenvolver essas idéias a parti de um modelo mais simples que
consiste do produto de dois operadores no espago de Hilbert (#;), abreviando a notagao

de ALY (z(;)) para A;(x(;), a sua reducdo a forma normal é

Al ($1)A2(2§'2) e \ Al (I’l)AQ($2) : —l—]l iAl (271), Ag(l‘g))l (Al)
p?“odut(;r normal cfn;;nber

Onde 1 é o operador unitério. Encontramos a soma de dois termos com significados
fisicos distintos. O primeiro é o produto normal de operadores e sempre é escrito entre
os simbolos : ... ;. O segundo termo representa um nimero complexo (c-number) dado
pela relacao de comutacao ou anticomutacao, a depender do spin da particula. Como
visto acima, o produto normal serd dado pelo ordenamento dos operadores de criacao
(frequéncia negativa) & direita e aniquilagao (frequéncia positiva) 4 esquerda. Entao, o
valor esperado no vacuo do produto normal sempre sera zero (0| : A(z1)A(xz) : |0) = 0.
O valor esperado no vacuo da eq. também pode ser associado & um c—number

(0] A(21) A(22)|0) = [A(21), A(22))] (A.2)

Agora, reescreveremos a igualdade (A.1)) por uma decomposi¢ao do operador em acordo
com a eq. (2.27). O campo vetorial é a soma de duas partes

Au(x) = A (z) + A, (x) (A.3)

O operador Af(x) de frequéncia positiva
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zkx

A (x (A4)
R
que contém somente o operador aniquilagao e A (z) de frequéncia negativa
A ,—ikx
A () a™ (k) (A.5)

g :W,%:m

que contém somente o operador criagao. Reescreendo a equacao (A.1]) por meio da eq.

(A3), temos

(AT(:m) A <x1>) (A;@sz) ; Am)) A () AL (w2) + A (22) AT (1)
+ A (21)AS (z2) + A7 (1) A5 (12) — iD(’)(a:l — Z3)

(A.6)

Onde iD)(zy — 21) = (0|A;(71)Az(22)|0) = [Af (1), Ay (v2)]. Tendo em vista as
definigoes (A.4) e (A.5), as relagoes de comutagao tem a forma

[Af (z1), A (z2)] = [A] (z1), A5 (22)] = 0.

[Af (21), Ay (22)] = =i612D ) (22 — 1) = (0] A (21) Aa(2)|0)

Ao levar em consideracao o teorema spin-estatistica, uma modificacao deve ser feita se
estivermos falando de férmions ou bosons. Em vista disso, cada permuta recebera um
sinal negativo. |[Kallén et al| [1972|, Bogolyubov and Shirkov| [1959|. Fazendo a mesma
separacao na eq. nos operadores de Dirac

YO(2) = 9" (2) + ¥~ (2),

PO () = (z) + P (x)
onde o sinal (+) e (—) contém operadores de aniquilagdo (frequéncia positiva) e opera-
dores de criagao (frequancia negativa), respectivamente, temos

(A7)

(A.8)

{0 (1), ¢ (w2) } = =S (w2 — 1) = (0@ (1) 9@ () 0)
{0 (1), ¢ (w2) } = =S (@ — 1) = (09 (22) @ (1) 0) (A.9)
{0 (@1), 0P (22)} = (P (1), 0P (22)} = 0O (1), 0T (@)} = ... = 0

Em analogia direta ao realizada no caso do bdson , o produto normal de dois

férmions é um pouco mais diverso, pois temos que analisar também o campo conjugado.
Logo, é facil ver que

(@)Y (xa) =: V(@) (2) + +(0[(x1) Y (22)]0)

(@) () =: (1) (22) : +(0]p (1) (22)|0) (A.10)
Y(x1)h(w2) =2 (w1)Y(20)

@E(iflw(-fz) = @(551)1/}(372) :

Um exemplo de aplicacdo esta na determinagao do operador corrente j,(x), a solucao

encontrada é
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e )] = 5 (5 Gata) s + 016 (0 Ol

N

— (@) = (0 (e) O] ¢<w>(0’|0>) (A.11)

= ) pla) 5O, (@) )
= @(«T)%ﬂﬂ(fﬁ) :

Assim, o valor esperado no vacuo da corrente é igual 4 zero. Enfim, dentro do proposito de

buscar uma melhor claridade ao tema, a estrutura geral de um conjunto de n operadores
quaisquer reordenados no produto normal é

O(win).P(in) 1 = ()" P(a1)...(wn) : (A.12)

Onde p significa o numero de permutacoes realizadas entre férmions e 7 é igual 4 1 (
somente bosons) ou —1 (pelo menos um par férmions). Apos isso, o proximo plano seria
calcular a eq. (A.1]) para o caso geral de operadores

+ [0(21), p(x2)] = P(3)...0(2,) : +(permuta)
+ [(21), o(22)][P(3), d(24)] : d(x5)...0(20) : +(permuta)
+ ...

L J10@1), p(@)ll9 (), (@) [¢(2n1), dlan)], se n ¢ par
[0(21), p(2)[0(3), d(@4)]..[P(2n-1), B(@n)] : §(@ns1) 1, sen € impar
(A.13)

onde a identidade da eq. ja foi utilizada. Os valores z7 > 7 estdo temporalmente
ordenados se ¢ > j e n pode ser tanto par como impar, caso impar o produto sempre
sera zero. O tratamento apresentado aqui constitui uma nova algebra dos operadores
na representacao de Heisenberg. Outro exemplo de fundamental importancia no estudo
perturbativo é o calculo da interagcao dos operadores corrente

5 (@1)5% (22) = Ya(@)VG (1) = Ve(@2)Vopba(@2) =2 Yul@1)YoUs(1) 2 Ye(@2)Vopba(zs) -
+ (0Pa (1) Pa(22)[0)75 70y * Ye(@1)e(w2) + +(Oe (1)1 (22)|0)7% 7y  Pa(@1)tha(@2) -

+ oy Yeg (Olta (1) tha (2)[0) (Oftfs (1) e (2)[0)
(A.14)
Subistituindo por (A.9), a equagdo acima se torna

tha () vgp s (21) @c(xz)’de%(l’z) =2 (1) Yeptu(1) &c(@)’fdiﬁd(ﬂﬂz) :
— i Pe(m2) 7S5 (w2 — w)E(@1) =i Bala )@ SK (o — w2y talws) : (AL5)
+ Spl(—0)Sy (w2 — w7 ()8 (@1 — 22)]

Somente operadores com tempos diferentes sao contraidos. Deixamos os indices espino-

riais em evidéncia para uma maior compreensao do objeto de estudo. Agora, voltaremos
ao conceito do T'—produto, definido como
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T(Ai(x1), ... Ap(xy)) = 0P A (x),). Ay (25,) (a:Q >0 > a:?n) (A.16)

Onde p e n tem a mesma definigdo de (A.12)). No caso de dois operadores quaisquer,
obtemos

P1(z1)@a(x2),  se xf > a8
0|7 (p1(1)pa(22))[0) = A7
Wttt {n¢2<x2>¢1<x1>, se a3 > af .
Para um campo vetorial, espera-se obter um propagador causal
1 .
(0T (A (21) Ay(22))[0) = §5uu(D(1)(fC2 —a1) — i€(z1 — 22) D(w2 — 21))
(A.18)

1
= §5WDF(332 - -Tl)

onde D¥ (2’ —x) é o propagador de Feyman [Killén et al|[[1972]. Se 21 > z9 — D(xy—x1)
oury >x; = —D(x9—11), e DV (2) = DV (—z). Usando a eq. (A.I8)) para os férmions

(0T (4 (1)1p(22))|0) = (O (a1)1h(22)[0) — (Ot (22)ep(x1)]0)
= —@'S(_)(xg —x)+ Z'S(+)(x2 — 1)
1

-1 (isw(@ 21) + Mz — 1) S(@s — xl))

— %( —iSW(zy — 1) + H(xy — 22)S (29 — x1)> (A.19)
= %(S(l)(,f? — 1) —i€(x] — x9)S (9 — xl))

1
= —§SF<$2 — 1)

Os dois termos da segunda igualdade acima indicam, de forma nao muito evidente,
o principio da causalidade. Caso estejamos fora do cone de luz, uma transformacao de
Lorentz anularia o resultado, mas se assumirmos (z;—3)% < 0, o principio da causalidade
é satisfeito. Iremos dar um passo adiante e trabalhar com as amplitudes de transicao da
matriz de espalhamento em eq. , pois é o objetivo principal nessa tese. A primeira
ordem (n = 1)

Si(x) = iT(Lins) = i€ : P(x)y,0(z) + A¥(2) (A.20)
tem seu valor esperado no vacuo igual a zero, onde e > 0. A segunda ordem é
Sa(w,y) = T (L(2)L(y)) = —e*T(: J*(2)Aalz) == J7(y)Ap(y) 2)
= —*T(J*(2)J%(y)) T (Aa(2) As(y))

Na ultima passagem usamos a comutacao entre o operador de gauge com o de férmion.
A matriz Sy(z,y) é calculada por métodos elementares das eqs. (A.7), (A.9) e (A.16) e

mais algumas operacoes, temos

(A.21)
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Axq,20) = @2721)75(1 : @Z_)(xl)w(xl) > QZ(9U2>¢($2) s A (1) AY (2)

= { (1) ()P (@2) 0 (w2) + —i : a2V PSS (01 — wa)yehibalr) -

) A.29
— i (@) (—1)SY (w2 — w1 )y (@) + —Sh (w1 — w2) S5 (wa — 1) | X (8.22)
[ AR (20) AY (29)  +g"iD ) (2 — o)

Essa expressao consegue proporcionar a polarizacao do vacuo, auto-energia do elétron,
bolhas no vacuo e graficos & tree-level. Na notacao usada até agora, isso pode parecer
confuso até certo momento, mas com um pouco de atencao, estamos fazendo a mesma

operagao executada na eq. (|A.19)).

Um elementos qualquer da matriz-S, agora, é escrito

So(x1, 22,y ooy 1) = " T(L(x1)L(22)...L(x,,)) (A.23)

Utilizamos a Lagrangiana de interacao ao invés da Hamiltoniana de interagao, ja que
as duas sao intercambidveis. Mesmo que o assunto principal residiu apenas em sistemas
interagentes. O teorema de Wick possui uma importante aplicacao na regularizagao
de divergéncia em teoria livres. Um ponto de partida seria a Hamiltonian livre do
eletromagnetismo, largamente conhecida nos textos padroes por

H = Z(aTa + %) = Z %(aTa + aa') (A.24)

A divergéncia infravermelha e ultravioleta sao eliminadas através de um ordenamento
normal dos operadores criacao e aniquilagao

1
: H :=: §(aTa +aa') :=a'a (A.25)

Podemos entender o ordenamento normal como uma deformagao ou redefini¢cao do estado
fundamental de tal forma a retirar a divergéncia ultravioleta
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Apéndice B
Green-Kubo

Uma das principais abordagens utilizadas nessa tese para o calculo das corregoes
radiativas é o teorema de dissipacao-flutuagao, ou mais conhecido como relacao de Green-
Kubo. Explicaremos algumas de suas idéias basicas, sem fugir do escopo dessa tese, e
para maiores informagoes ver Ticciati [1999).

Um dos pontos chaves no estudo dos fendémenos fisicos é entender como uma teoria
se deforma na presenga de uma fonte. Essa tarefa ardua, e muitas vezes impossivel
numericamente, ganha sentido quando adimitimos que a perturbacao da fonte é pequena.
Ou seja, numa linguangem matematica, dizemos que a variagao do valor esperado de um
operador Hermitiano é proporcional a fonte

&mmszmwwmw (B.1)

Onde §(O(t)) é o operador hermitiano, ¢,(t') é a fonte e x;;(t,t') é a fungao resposta
ou o kernel. Algumas condic¢oes de carater, unicamente, fisico sao levadas em conta no
estabelecimo do teorema da resposta linear. Dentre elas esta a Invariancia Translaci-
onal: O sinal de entrada §(O(t)) e saida ¢;(¢') possuem uma relagao local no espacode
Fourier, ou seja

5(O(t + At)) = / Xai (8, 8)0,(t + A)aY (B.2)

logo, o Kernel é invariante quanto a translacao. Causalidade: Essa hipotese fisica
implica que o kernel deve ser uma funcao de green retardada

Xij(7) =0, se 7<0 (B.3)

onde 7 =t — t. Se quisermos que a relacdo acima seja satisfeita e levando em conta o
teorema dos residuos, a parte superior do plano complexo nao pode ter poélos, ou seja,
X(w) é analitico para w > 0. Linearidade: O sinal de saida é proporcional a fonte no
espago de Fourier

(O(w)) = xij(w)o;(w) (B.4)
ou é um funcional linear do sinal de entrada no espago de configuragao na eq. (B.1). A
transformada de Fourier e a transformada inversa do Kernel sao

Xij(w) = /dT@WTXZ'j(T) Xii (T) = %/dwezmxij(w) (B.5)
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Transformacao de Hilbert

A fim de calcular as corre¢oes quanticas, € interessante introduzir um importante
esquema na analise das relagbes de dispersao. Antes disso, iremos definir a féormula
integral de Cauchy por

X(w) = Lj{jdw’M (B.6)

2w w —w
onde y(w') é uma fungao analitica dentro e sobre a curva fechada C e a integracao
realizada no sentido anti-horério. Uma outra identidade ttil é

1 X (@)
/ !/

2)=— ¢ dw'——= B.7

X(2) 27m'?£~ (W — 2)? (B-7)

e pode ser obitida por uma simples derivacao em relacao & z na eq. , por uma
dedugao mais rigorosa ver |Churchill| [1948]. E importante manter em mente que a ana-
liticidade é um ponto relevante a ser considerado nas transformagoes de Hilbert e gera
uma relagdo univoca (mapa unitario) entre a parte real e imaginaria da fun¢ao complexa

considerada. Separando a integracao realizada em na soma do eixo real mais a
curva C', temos

+R o' W'
X(w) = ! /_ dw'L + %jﬂdw’# (B.8)

T omi ) g w' — (z + i€) w' — (z + ie)

E conveniente escrever (z — z-+i) e que tal preocupacio estabelece o fato da causalidade
implicar um dominio de analiticidade de x(w'). O teorema de Cauchy R — oo mais a
identidade (7.23) conduz &

1 Imyii(w'
Xij(w) — E’P dw’w/—_j(w) (Bg)
Devido a analiticidade f = Ref 4+ Imf, as transformagoes de Hilbert
1 Imy (W 1 (W
7r w —w T w —w

As relacoes sao nao-locais no espaco da frequéncia, em outras palavras, se quisermos
reconstruir 4 I'my para uma dada frequéncia é necessério saber o valor de todas as
frequéncias de Rey [Menon and Barbosa.

Cauchy Principal Value

Agora e de maneira simplificada, abordaremos um importante teorema utilizado para
calcular o valor de integrais improprias. Embora esteja definido amplamente na litera-
tura, priorizaremos destacar as sutiliezas na sua aplicagao. O valor principal de Cauchy
sera definido pelo simbolo P e a grosso modo representa uma maneira de evitar as sin-
gularidades no caminho de integracao por uma distancia infinitesimal

P/abda:f(a:) = lim Ub dxf(x)+/ab_edxf(a:)] (B.11)

e—0 +e

onde f(z) pode ser uma fun¢do complexa. Se a integral é convergente, o seu valor
principal também sera convergente. Mesni%,;endo um poderoso método de integragao,



algumas precaucgoes devem ser tomadas. Entre elas, os limites utilizados para contornar
a singularidade devem ser o mesmo, caso contrario, teremos

/dazlzlim(/ dxl—/ dxl)
T =0 % T —a T

zlim(lne—lna—i-lna—ane) (B.12)

e—0
=—In2

Se os limites fossem os mesmos, o resultado final da integral seria zero. Logo, o resul-
tado nesse exemplo é atrelado a taxa de convergéncia dos limites. Como os intervalos
tem comprimento diferente, a taxa de aproximacao em torno da singularidade xz = 0 é
diferente. Caso, usassémos limites iguais, encontrariamos

/a drt =0 (B.13)

o T
o que realmente estd acontecendo pode ser resumido de maneira qualitativa como a
subtracao das partes infinitas de cada uma das integrais na equacao acima. Essa idéia que
foi apresentada em integrais no eixo Real, também pode ser estendida ao eixo Complexo.
A conveniéncia dessa técnica de integracao deve ser usada com cuidado, por exemplo,
ao olhar a aplicacao do teorema

1 4x + 10 ! 4 + 10 —e 4z 4+ 10
do——1 " _1j dp—"— —_ dop——— B.14
/_2 $(5x+x2)3 ) {/ﬁ x(5x + 22)3 + /_2 x(5x + x2)3] ( )

onde as singularidades sao x = 0 e x = 5. Pelo teorema fundamental do célculocad, a
integral acima fornece um valor infinito. No entanto, se fizermos u = 5z + z? a integral

fica
6 2 6 9 2
e U e—~0 | J, U _6 U

O espirito de usar o Valor Principal estd em considerar intervalos simétricos emtorno
das singularidades , por isso deve se tomar uma precaucao para nao utilizarde
maneira leviana os métodos de subistiuticao e obter, assim, um intervalo antisimétrico
nas singularidade, a exemplo da eq. .

Caso a diferenca de aproximacao em torno da singularidade fosse diferente, ou seja,
a taxa de aproximacao pelo limite da direita é reduzido pela metade em relagao ao do
limite da esquerda, teriamos

! 4o + 1 Vo 4 +1 2 4r 41
/ d:z:—x +10 = lim / dx—w +10 +/ dx—a: +10 =00 (B.16)
o (Br a2 o). (e 423 ), (b + 22)3
Identidade de Dirac

A fim de elucidar o resultado na eq. (7.10), vamos seguir com um caso geral ondeuma
fungao, F(x), regular na origem ¢é calculada

400 F 400 +oo
lim dx (z) = lim dxF(zx) L lim :I:z'/ dxF(a:); (B.17)

e—0t | xFie =0t ) oﬁ)gi— €2 0t e 2 + €2



O peniltimo termo da equagao acima é o valor principal. Pela identidade abaixo

[e.o]

A altima integral da eq. (B.17) é nula em ¢ — 07 para todo exceto em x = 0.Entao a
distribuicao da delta de Dirac pode ser definida como

0o F(:L‘)E _ o0 S F()5(

Finalmente, o resultado da eq. (B.17)) é

400 F 400 2 +o00o

lim dx (x) = 73/ do—2 + z/ dxF(z)0(x) (B.20)
-0t J_ T Fie R .

A seguir, algumas das diversas propriedades da funcao de distribuicao. A funcao de

heaviside ou funcao degrau
1 >0
o) = { , sex >

0, sex <0

A fungao sinal

0, sex >0
er)=41, sex=0
0, sexr <0

A distribuicao de heaviside e a func¢ao sinal podem se comunicar pelas seguintesrelagoes

O(x) =1/2(1 + €(x)), e(z) =0(z) — O(—x) (B.21)
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Apéndice C
Matrizes de Dirac

Antes de enunciarmos a algébra das matrizes de Dirac, é util termos em mente algu-
mas relagoes tteis das propriedades dos tragos das matrizes (A4, B e C') com dimensao
n.

tr(A+B) = tr(A)+tr(B), (C.1)
tr(rA) = rtr(A), (C.2)
tr(ABC) =tr(CAB) = tr(BCA) (C.3)

Sendo r uma constante complexa.

C.1 Matrizes de Dirac em 3 + 1 dimensoes

Dentre as inimeras defini¢oes das matrizes gamma por meio das matrizes de Pauli,
utilizaremos aquela correspondente & métrica usada nesta tese. Assim essas matrizes sao

definidas como
. 0 —1i0 k
k= 10 k 0

(1 0
Yo = 0 I

em que I é a mtriz identidade. As matrizes de Pauli sao

() 0T ) e

que satisfaz a seguinte relagao de comutacao

(C.4)

{%w} =20 (C.6)

conhecida como algebra de Clifford que é independente da representacao das matrizes
gamma. Como complemento, algumas relacoes originadas da aplicagao continua da eq.

(C.6]) conduzem aos resultados
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Yy = Al .
VY% = =297, (C.8)
VAN = 4971 (C.9)

As identidades do Trago das matrizes gamma a partir de (C.4) e e sucessivas
aplicagoes da eq. (C.6), levam a

tr(v*) = 0, (C.10)
tr (") = 49", (C.11)
tr (V"' "°) = A(g"g” — g9 + 9"7g"") (C.12)

Com T'r[l] = 4.

C.2 DMatrizes de Dirac em 2 + 1 dimensoes

A eletrodindmica quéntica em 3 dimensoes discutida no capitulo possui uma
algebra diferente em relacdo a QED,. A representaciao de SU(2) fornece a estrutura
algébrica das matrizes gamma " em 3 dimensoes.

VY=o Al=icl, A*=io® (C.13)

As matrizes de Pauli nao sofrem modificagdes e sdo as mesmas da eq. (C.5)). A &lgebra
das matrizes de Dirac possuem a forma [y,, V.| = —2i€,u7 9™k, € {7, 7} = 20,,. Como
pode-se observa que a soma [y, v,| + {Vu, Y} resulta em

A = G — et Yy, (C.14)

sendo o pseudo-tensor totalmente antissimétrico com €”? = 1 e satisfazendo €,,,,€”* =

0005 — 0500 € €€ = 3! A métrica em (2 + 1) dimensoes é definida como

1 0 0
¢ =[0 -1 o0 (C.15)
0 0 -1

em que as seguintes identidades seguem da definicao das matrizes gamma de Dirac em

(C.14) e valem para qualquer base
tr (v*) =0,
tr(v"9") = 29",

usando as duas identidades acima mais a relagao fundamental da eq. (C.14) sucessiva-
mente, obtemos

(C.16)

tr (V"9 yP) = —ie"tr (ya") = —2ie?
tr (7" = 29" g — o€ tr (v74) (C.17)
-9 (g,ul/gaﬁ . g,uagyﬁ + g,uﬁgz/a)
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A mais importante modificagao esté no trago nao nulo para o produto de trés diferentes
matrizes gamma. Outras identidades por meio das eqs. ((C.5)) e (C.14)

Yoy =313, vupay Y = —2p%, Tr[l] =3, Tr[ipy,) =0 (C.18)

em que p* é um vetor.
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Apéndice D

Escalar

D.1 GQED,

Neste apéndice seré realizado o calculo da integral escalar para a correcao do vér-
tice na GQED,. Os métodos adotados na resolugao dessas integrais sao amplamente
conhecido na literatura. Trataremos as etapas de cada calculo com maior detalhe. Pri-
meiramente, resolveremos a integral escalar da GQED,

7D/ d4’“( e z)54<<q—k>2+m2>64<<q’—k>2+m2>

k2 +p?  k24+my
x [1—e(d = k)e(g — k)]
A inteira discussao das corre¢oes radiativas a la Kéllén do operador corrente gira em

torno do fato de calcularmos o valor principal nas integrais. Realizando a substituigao
usual Q =¢ —qgeqg— k=K, obtemos

(D.1)

4 1 1 40702 2y 54 "2 2
P/d k((q_k,)“/ﬁ — (q—k’)2—i—m§;)5 (K% +m7)o7((Q + K)" +m”)
1= e®)Q+il D
P / (e ) w20 (Q 4 K+ )
((q = &)+ p*)((g — K')* + mp)
[1—e(k)e(Q+ K]
A relacao de fungoes singulares da integral pode ser simplificada como
1
Sk +m*)o((Q + k)* +m*)[1 — e(k)e(Q + k)] = RER0. (54(k0 — E1)04Qo/2 + k)
(8, + E)5(Quf2 — o))
(D.3)

podemos substituir na integral (D.2) o integrando d*k decomposto em k?dkdf, além
de extrair da relacio relativistica da energia E? = k* + m? a equagio EpdFE), = kdk.
Obtemos
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Am2 T
1-— —2— / dcos(0 X
V Q3 q +4oQ0 — q|@o\ —608(9)—m2+u2)

(q2 + qOQO - q|Qo| 1-— %COS(Q) — m2 + m%)

(D.4)

Antes de prosseguirmos, é importante destacar que estamos escolhendo um referencial
particular para a nossa resolucao. Por motivos de generalizagao do resultado e inva-
riagao de Lorentz, passaremos a integral acima para um referencial qualquer. Pelas
transformacoes de Lorentz a seguir

h = (PH — VPO)’}/

/ (D.5)
Po = (PO — PH . V)"}/
Para o nosso exemplo, P=0eP’, =P,. Logo
"= (=vP,
l| ( )ik (D.6)
Po - (PO)’}/

em que v = (V1 —v?)"! e a velocidade ¢ dada pelo referencial em movimento v =
. A situacao é claramente simples de se resolver e permite determinar as expressoes
covarlantes do nosso interesse. Comecaremos pela transformagcao inversa de Lorentz

Po= (Do +P - V)Y
P = (P’ +p,v)y
em que temos p; = p’; e p| = P¥v . Entao o problema a ser considerado sera
transformar a parte espacial do momento do referencial em repouso para um referencial

qualquer.

(D.7)

(p)* = (p))* + (pL)?
(% +vp,)’ 4+ (p’ - pV.QVV)272 (D.8)

2
p-v p v
——p’2+( Vg) -2 p’-v+72<(p22 2)+2p’o(p’-V)+(p’-V)2>

ao substituir pela velocidade, temos

2 2 (p’-P)? (P P’) \P ") pr2

p=r p7? p? ¢ } (D.9)
p72P/2 — p,2pl2 4 (p? . P?)Q +p/02P32 2poPO/( 9 P)) . (pi)Pl>2 + (p;P/>2

o o

+ (pPP? —pl(p’ - P?) — 2P, Pi(p’  P) + ~— =

Nesta tltima expressao adicionamos e subtraimos (p), P})?. Assim, obtemos

p?P? = (P-p)* = (p,P)* + p,*(P’)* — p°P"

P — (P p)? — P2
p V(P - p)? ~bp

(D.10)



Assim, a integral (D.4)) fica igual a

(¢ -q—m?+mb = /(¢ q)?— ?¢%\/1+ Bcos(0)

A integracao fica facilmente resolvida pela relagao

(@ —bx)(a/ —bx)  b(m3 — u2) n((a—I—b—i-m%g) (a— b—i—,u2)> (D.12)

/1 dx 1 1 (a—b+m%) (a+b+ pu?)

coma=q-q—m?*+p*ed =q-q—m>+m%. Caso nao existisse essa massa extra 2,
a integral acima divergiria, pois a = b. Neste momento usaremos as identidades

/ 2y Q2 / Q2
(¢ =) == ([d-a)-a)==
/ / 1
(¢ 9)?—dq* = Z(Q4 + 4m2Q2) (D.13)
2
q’-q— \/Q4+4m2Q2 1—1—4—77?‘2:@(1—1—?)
O resultado final é
1 1 ,
P/d4k(k2 Y = m%)é‘l((q — k)2 4+ mHe (¢ — k)* + m?)x

[ —eld = kelg = k)] = _222 6(_?1_%2 ") { In (1 - %) (D.14)
o)

Devemos atentar ao fato que o calculo desenvolvido nesta se¢ao utiliza a massa extra
1% enquanto nas integracoes padroes o denominador possui o termo 0" no propagador
m que dispensa, assim, a insercao de 2.
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D.2 GOED;

A integral escalar iré precisar de uma massa g no denominador de maneira a evitar
a divergéncia infravermelha

P (k e )53<<q EY +m?)5((¢ k) +m?)[1—elq —k)elg— k)] (D.15)

Realizando a substituicao usual Q =¢ —qge q—k =k'.

3 1 _ 1 3(1.2 m2 3 N2 m2
73/Cik((q—k")? (q—k/)2+m§3)5("3 +m?)8*((Q + K')* + m?)x

[1—e(K)e(Q + K]
P/d k:<(q_k,)2((q_k,)2+m%))5 (K= 4+m*)0°((Q + k')* + m*) x
[1 —e(K)e(Q + K]

com FE, = \/|k|?+m2. A relagdo de fungoes singulares da integral (D.16) pode ser
simplificada como

(D.16)

1

B+ m2)5(Q 4 1+ mA[L = (@ + )] = (63<ko B

(D.17)
5(Qu/2 4 ko) + 8 (ko + B)F(Q/2 - m))

podemos substituir na integral (D.16)) e decompor o integrando d*k = k?dkdf, além de
extrair E? = k% +m? — E,dE), = kdk. Obtemos

B 73/ |EkdEkd9 {(( m%6(Q,/2 — Ey)

2E:]12Q.] q* — 2q,Ex, + 2kqcos(0) — m?)

. m2P6(Q0/2 + Ek)
(q — 2¢,Ey + 2chos(9) —m2+m%)  ¢*+2q,Ex + 2kqcos(0) — m? + m%

2
Mp

2
=0 — 4m*)P { X
@ / 21Qol (g2 + 4,Q, — q/Q,| —008(9) —m?)

(q2 + qOQO q|Qo| —COS(Q) - m2 + m%) }
(D.18)

admitindo a transformagdo para um referencial qualquer q|Q.| — +/(Q - ¢)? — Q%¢?,
obtemos
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2
mp

) 5. 0(Q,) o
2/—Q? A {(q/.q—m2—\/(q’~q)2—q2q’2\/1+%2008(9))

1 }
X
(¢ g—m?2+m%— /(¢ q)?— ¢\ /1+ —4532 cos(0)

Usando céalculos elementares de integracao é facil notar que

m do 27
= 2
/0 a—bcos /a2 — b2 (D-20)

Usando as identidades das equagdes ([D.13)), e substitituindo na resposta acima, temos

(D.19)

p/d3l€ (% N ﬁ) 0*((q — k) +m?*)8*((¢" — k)* + m*)[1 — (¢’ — k)e(q — k)]
_TOg im0, ! ) 1 }
V@ Vit Q) \fmb Q0+ )
(D.21)
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Apéndice E

Vetorial

E.l1 GQED,

Daremos um outro passo na resolugao da integral ([5.63)). Verificaremos o caso vetorial
da integral

[ (PP B P2 (P 1=l Rl D] (E.1)

Antes de iniciarmos o tratamento, devemos realizar uma transformacao para lidar com
a parte vetorial

Ry 1 2 Ky 1 2 2
2 28kln(k: ) R — 28kln(k +mp) (E.2)

Inserindo a transformagao (E.2)) na integral (E.16)), obtemos

P / d%%(akzn(k?) — Oln(k* +mp))d*((g — k)? +m*)6*((¢' — k)* +m?)
x [1—e(q = k)elg = k)]

para estudar esta questao mais sistematicamente, realizamos uma integracao por partes
e assumimos que a derivada total desaparece no infinito. Além disso, se lembrarmos que
§(q — k) ~ e®@=F) temos a relagdo Oy f(q — k) = —0,f(q — k). Logo, temos

(E.3)

0+ 0,
G+ %) ; o / d'k (zn(k;2) — In(k* + m%))é“((q — k) +m?)ot (¢ — k) +m?)
x [1—e(q’ = k)e(g — )]

Como uma simples substituicao de ¢ — k = k' e Q = ¢’ — ¢, podemos escrever a integral
acima igual &

(E.4)

(G +3) (9(’])7) / d*K (ln((q —K)?) —In((g—K)* + m?a)) S (K* +m?) x

S((Q+K)* +m*)[1 - e(k)e(Q + k)]

(E.5)
8



Por uma questao de simplificacdo na notacao a variavel k' sera substituida pela variavel
k, desta forma

O, + 0
e | ' (Inl(a = 072) = g = K9 ) )8' 0 4 m)51(@ + 97 + )

X [1 = e(K)e(@ + k)]
(E.6)
Uma particular escolha na redefinicées das variaveis de integracio, obtemos E? = k* +
m? — EkdEk = kdk e o integrando da integral acima é agora d*'k = \/E? + m? ExdEj %

d(cos( = E}+ m?E dEd(cos(0))2m e k = 4/ 42 m?. Bastando notar que estas

substltulgoes ajudarao na resolugao da integral

0y + 0) VE? 2dExd
- / +m?dEyd(cos(6 { <ln((q2 — 2¢,E), — 2kqcos(f) —m?)

2 2|2Q,|
5(Qu/2 ~ 250) + In((¢ + 24,5 — 2akcos(0) —~ m5(Qu2 + B1) )~

(ln(q2 — 2¢,Er — 2kqcos(0) —m? + m%)6(Qo/2 — 2E%)) + In(q* + 2¢,Ep—

2kqcos(0) — m? +m3)5(Q,/2 + Ek))> }

- 7 & +6’ 1/ 42;2 / (cosh) ln — Qo — \/Q — m2qcos(f) — m?)

2
— In(q® — qoQ0 — 2\/% —m?2 + m2qcos(f) — m* + m%)}

para facilitar a resolucao da integral, faremos uma simplificacao dada por

= q2 — qoQo — m27 a = q2 — Qo — m? + m?:, b=2q =2 —m?2. (ES)

O préximo passo é a resolugao propriamente dita da integral. Usando os calculos ele-
mentares de integracao é facil observar que

L= /_11 d:c(ln(a—bm) —In(d —bfv)> = %[a(l"@jZ) ””(Zj)) (£.9)

+ b(ln(a2 — ) — In(a” — b2)>}

, : L < . _ 1y
Realizaremos uma simples derivagao na equagao (E.9) em que sera usado 0 = 5(9;, +9,),
disso decorre
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aL__baaln a+b +ac9bln a+b _b@a’ln a +b _a’abln a +b
B2 a—2>b b2 a—>b b2 a —b b2 a —b

(E.10)

Usaremos o mesmo raciocinio pragmético no apéndice (]ED em que as transformacoes

de Lorentz levarao a integral (E.7) a um referencial qualquer. Apds isso, usaremos as
varidveis abaixo

4m?
a=q-q—m’ d=q q-—m’+m}, b=\/(Q’-Q)2—Q’2q2\/1+@ (E.11)

substiuindo a equacao acima na integral , obtemos

T (¢ q) — %) +¢"((d - 9) — ¢*) O(-Q° _4m2){ 1 x
4 (@' 9)* = ¢*¢” f14amz W00 = ¢*q?)*?
[(Q' g —m*+mp)(q"(d g~ )+ d"(d g %) — (¢ 9)? = d*)(d" +¢")

ln<1 N M) e a) ¢ +q¢"((d - q9) — ¢ }

mp (¢ - q)* — ¢°¢?

(E.12)
Ao usar as identidades na equacgao (D.13)), obtemos

1 1
d*k <73— — 'P—)k: (g — k)2 +m?)6* ((¢ — k)* + m?)x
/ k? k2 +m% )"

2 2 2 9 9 (E.13)
— € ! — € — — W@(_Q — 4m ) mP yn v n o Q + 4:m
[1—€(q' — k)e(q — k)] Q1+ mEy {—QQ (¢" +4q )]l (1 —>
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E.2 GQED;

Verificaremos o caso vetorial da integral (5.65). A sua resolu¢do sera analoga a
integral vetorial da GQED,. Por isso, muitos passos serao omitidos com o propédsito de
nao tornar a secao desnecessariamente longa

[ (Pl =P (0 = 1+ )3~ 7

k% +m?

x [1—e(q" = k)e(q — k)]

Antes de iniciarmos o tratamento na resolucao da integral, devemos realizar uma trans-
formagao para lidar com a parte vetorial.

(E.14)

k 1 2 k 1 2 2
k—g — §8kln(k ) m — §8kln(k +mp) (E.15)

Inserindo na integral (E.16|), leva a uma expressao

P / d?’k‘%(ﬁkln(l@z) — Opln(k* +m3))0*((q — k) +m*)5* (¢ — k)* +m?)
x [L—e(qd = k)e(g — k)]

realizamos uma integracao por partes e assumimos que a derivada total desaparece no
infinito. Além disso, ao lembrar que 6(q¢ — k) ~ e™(a=k)  temos a seguinte igualdade
Ocf(lq—k)=—0,f(q — k). Logo, temos

(E.16)

0y + 0,
L%;ﬁpffkcmﬁy4mﬁ+m@)6%@—mﬁwﬁwwy—m%wﬁw

[1—elq" = k)e(g — k)]
(E.17)
Com uma simples substituicao de ¢ — k = k' e Q = ¢’ — q, podemos escrever a integral
acima como

0y + 0!
L%%Qp/ﬁ%'Om@—yﬁyJM@—yﬁ+n@0&WMf+m%x

*((Q +K) +m?)[1 — e(k)e(Q + k)]

(E.18)

Por uma questao de simplificacdo na notacao, a variavel £’ seré substituida pela variavel
k, desta forma

0y + 0,
%P/d?’k (ln((q —k)?) —in((qg—k)* + 771?;))53(@:)2 +m?)x
*((Q+k)* +m?)[L — e(k)e(Q + k)]
em que utilizamos a seguinte igualdade entre as distribuicoes e(k) = ©(k) — O(—k). Ao

reescrever (D.17) em (E.17), temos
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(0, + ) 1
TP / d2km (ln((q2 — 2¢,E — 2kqcos(0) — m*)6*(Q,/2 — Ej)+
In((¢* + 2¢o B — 2kqcos(0) — m?)6(Q,/2 + Ek))

(E.20)

em que d’k = kdfdk. Uma particular escolha na redefinicao das variaveis leva E? =
k? + m? — E,dE;, = kdk. Com estas substituicdes, a integral acima é igual &

0y +0,) ©(—Q* — 4m?
( q‘;‘ q>@( QQQO 4m )p/dg [[n(qQ—Qank—2chos(9)—m2>—

In (q2 — 2¢,E), — 2kqcos() —m?* + m%)}

(E.21)

transformando a integral do referencial local para um sistema de referencial qualquer

) o O(— 2 2 2
( q;_ q) ( 622@04m )P/dﬁ[ln(q q_m _ 1_’_4ﬁ\/q q —q2q/2008(9)>

4 2
—ln(q’-q—m“rm?o— 1+£\/q - q) —q2q’2008(9)>]

(E.22)

A integral se resolve por calculos elementares

/O " doin (a - bcos(:t)) = Q%m (#) (E.23)

Usando as operagoes elementares do calculo diferencial e integral em que a soma das
integrais é a integral da soma e a derivada da soma é a soma das derivadas. Apds alguns
calculos elementares, obtemos

/ (P_ _P’f”l p)k 0*((g — k)* +m*)5°((¢' — k)* +m?)
10(Q,) O(—Q? — 4m?) [ (¢" + ¢*)m3 (E.24)
\/_2 Q2 1—|—4m2 \/mp+mPQ2(1+4m2)

Alguns detalhes foram omitidos, pois os célculos sao diretos e longos.

x [1—e(q —k)e(q— k)] =
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Apéndice F

Tensorial

F.1 GQED,

A seguir, calcularemos a integral tensorial da equacao

/d“kk k, (73]32 —Pﬁ)d“(( — k) +m?)6*((¢ — k)* + m?)

x[1—e(q = k) —elqg— k)]

Através de alguns calculos elementares dos componentes tensoriais da integral acima,
temos

(F.1)

krEY
L2
krEY

k% +m2

In(k?)

1 2 2 2 g

- i {akak <(k2 +mp)ln(k* +mp) — (k* + m%))] - g;ln(k? +m2) "

Assim, o passo seguinte consiste em transformar a parte tensorial k*kY num arranjo
apropriado de escalares. Através de alguns calculos elementares temos

P / d'k ( {akak (K*In(k*) — k )} — %Wln(kz) —Hakak((lﬁ +mb)In(k? +m%)—

2
x[L—e(d — k) —e(g— k)]

(8 ) )| = o+ md) )9 = 1+ )5 2 )

(F.3)
efetuando uma integracao por parte pelas derivadas 0y, Obtemos
P T ) g
GM" = 1(3[1 +0,)(0, + 0g)J — 5 H, (F.4)

A segunda parte dessa integral ja foi previamente resolvida no Apéndice e somente
sera retomada no resultado final dessa subsecao. Levando em conta apenas o primeiro
termo da equagao acima e efetuando uma integragao por parte através das derivadas Jy.

Obtemos,
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P / d'k <(k2ln(k2) C ) — (R + m)in(k +m3) — (K + m%))) O4On

(F.5)
(800 = 24 2B = 7+ ) x [ el = el ~ 1))
Usando a mesma identidade da subsec@o vetorial em que O f(¢ — k) = —0,f(q¢ — k),
temos
(9 + 0y)

(9,4 0,)P / d'k ((k21n<k2) — ) — ((kF? + m3)In(k? +m3) — (K + m§3>))

Y (64<<q SR )M — B+ )L — (g — Relq — k’)])

(F.6)
Uma simples substituicado de ¢ — k = k' e Q = ¢ — ¢ no referencial Q = 0, conduz a
integral

_ i(a; + 0,0, + aq)P/d%((q KR — D) — (g — K — (g — K 4 i)

n((q — K)? +m) — ((q - K)? +m%>>)54<k2 £ m2)5((Q + K 4+ m?)x

[1 —e(K)e(Q + k)]

=0(Q? — 4m?) (8§|_CS 8|q) (0, 4 9,)P / de{ ((q2 — 4oQo — 2gk — m?)In(¢* — ¢.Q,

— 2qkcos(0) — m?) — (¢* — q,Q, — 2qkcos(d) — m?) — ((q2 — ¢,Q, — 2gk — m?
) _

+mp) In(g® — ¢.Qo — 2qkcos(8) — m?* +mp) — (¢* — ¢.Q. — 2qkcos(f) — m?

)

Simplificando o célculo da integral pelas constantes

(F.7)

QQ
a:q2_QOQo_m27 a/:q2_QOQo_m2+m1297 b:2q —2 —m2.

y (F.8)

Usando a relacao abaixo

1

% B(cﬂ 4 b2)ln<a + 2) + ab(in(a® — b?) — 3)} - % B(a’2 + bQ)ln(a, * Z) (F.9)

/_ 1 dac{ [<a — ba)in(a — bx) — (a — ba)] — [( — ba)in(d — bx) — (d — bx)]} _

a— a —

+ a'b(In(a” — b*) — 3)}
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Antes disso, levaremos nosso sistema do referencial em repouso Q = 0 para um referencial
qualquer. Desse modo, as varidveis acima serao redefinidas por a — ¢'¢ — m? e b —

V(T - 9)? — q?2\ /1 + %”—22. A diferenciagao sera simplificada por 0 = @.

_ 0°b (ab)z 2 2 L ) 2 a’ +b ! 2 2
_{—b—2+2 73 }[ab(ln(a —b)—3)—§(a +b)ln(a,_b> —a'b(In(a™ —b7)

— 3)} -5 { — (a'0d’ + bab)ln(j J_r Z) + (bda + adb) (ln(a2 —b?) — 3) + O(ab)—

(bda’ + a'Ob) (zn(a’2 —b?) — 3) — 6(a’b)} + % [8(8(@())) —0(9(a'b)) — ((&/)2 +d' 0*d

a +b
a —b

+ bO*b + ((%)2) ln( ) + 40adb + (20adb + bd*a + ad®b)(In(a® — b*) — 3)—

40a'0b — (20d'0b + b0?*a’ + a'9%b)(In(a”* — b*) — 3)}
(F.10)

Faremos um pequeno dicionario para ajudar na obtencao do resultado final

4 2
b=c 1—1—%,
4m? 9 A4m?\ .,
c=V(¢a)?—q??, b= (y|1+—;5 )0, b= (|1+ 5 |0
Q Q
m o uv Ty v ) Wl .y A2
Y e i P S O b U Bk el U B Bk )
2 2 2\/(q’ Q)% — ¢
2 _ 9"(d — q)? 1

0°c =

/(00— 2q? A9 — q?) {q/qu«q, @) —¢*)’+

¢ ((¢ - q) — d*) + (¢"¢" + ¢"d")(d - q) — ¢*)((d - q) — qa)}
1
4((¢ - 9)* — ¢*¢"*)

(d'ald' — qf)]

(9c)* =

{q’“q’”(q(q’ — )’ +¢"¢"(d(d — )’ + ("¢ + ¢"¢")

(F.11)
Com o proposito de melhorar a resolu¢ao desse problema. Primeiro, trabalharemos com
os termos que nao sao acoplados a nenhum logaritimo e os dividiremos por meio dos seus
diferentes tensores

1
—_—— m

)2 —ag2q'2 .02 —a2q'2 2
Haar=aq® | 7 (@07 Q21+ 47

1—2mz>
q*q" { 2 3m§3((q’q)q)2} _ 9 d"g” {m% ( Q? }

2
o _1__ ¢ m2 — 3mp@ @)\ _ o q'¢” my ( < >
4(q a?=a*¢%* ) ""P T ((¢-9)*—d%d?) —Q2(+iz) | @ 14izy



(-4
. _l(q"‘q”+q“ ”’) _m2 3m%(¢' (¢ —)(d—a)a) | _ o (@"a"+4"q") Qm%
4 (¢"-9)?—q?q" P (¢"-9)%—q%¢q" - Q2(1+4m2)

uvl m%, /

2P

2
2 _ Mp 2 v
hd g _q) - Q2 1+4'rn2 g“

QQ

Rearranjando os termos acima, é facil verificar que

1+m—2>

n, v m /I/_Q2 g _2( Q2

o "¢ +q"q" = - g") = 2o X

L+ I+ (F12)

+1@<—@2—4m2>m_%{< ‘QQ%>(
Q? /14_% Q?

1% Q2 v 1
("¢ +¢"q" + 59" = meo

E importante ressaltar que a diferenca enraizada no calculo da integral tensorial da
GQFED, esta associada as componentes dependentes do logaritimo, pois elas sao inexis-
tentes caso tivéssemos calculando essa integral sob a perspectiva da QQED,. Reorgani-
zando os termos da eq. proporcionais ao logaritimo, temos

(8@’)2 a/aQCL/ 82() a/2 a 2 guu a/
~— Y~ —0 L Y= ~~ ~~~
(1) (2) R (4) (5) (6)

 In a +b
a —b
(F.13)

utilizando @’ — ¢'q — m* +m% e b — \/(¢' - q)* — ¢%¢*\/1 + A‘Ql;. Os elementos corres-

pondentes dos termos acima estao relacionados, sequencialmente, abaixo com o propésito
de se obter melhor clareza
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1 /Mq”/ + q//j,qy + q,uq/l/ +ququ

. 1+ 4/(g - q)?

(¢'q —m* +mp) g™
Vg q)?—q?¢* 2

am? - (q'q —m® +mp)’ 9" —a® 1
(3) ((1 + Q2 ) ((q" - q)? — ¢%¢?) ) (4\/(61’ “9)? — 22 8((q' - q) — q2q)3/?

X [q’“q’”((q’ Q)=+ ) — )+ @+ a) — &)
x ((¢'-q) — Q’Q)D
— {q”“‘q (ald — @)+ d"¢"(d(d — @) + ("¢ + ¢"¢")x

) ( )

1 q,q - m2 + m2 14 v v
®) -3 <((q/ -q)? — q/2q2;33/2 20" ¢ (¢ - q — ¢*) +2¢"¢" (¢ - ¢ — ¢*) + ¢*¢" %

¢ q-d*+d a—)+d"¢"(d - 9—d*+d -9

(¢d'q —m®> +mp) g"

(6) —
VI(d - a)? = q%¢* 2
(F.14)
Reorganizando os termos por meio dos seus tensores comuns, obtemos
(1*) qﬂq/l’ ((/ )_ 2)2 (/ _m2+m2)2_((l‘ )2_122)
30707 — gy |9 —a qq P q-q)°"—4d%q
4m? / 2 22 / 2 / 2 2
(1+@) +2{ ((d'q=m"+mp)(¢(d — )" = 2(d'q = m” + mp)
<ol = D0 = )+ (0 = )]
(F.15)
(2%) q"q” (@) — )2 (dg—m2+m2)2 = ((d - ¢)* — )
8(((]/ . q)2 . q,2q2)5/2 q-q q aq P q-q qq

2

x (1+ 4@%)) + 2((((1’61 —m?+m3p)(q' (¢ —q)* = 2(¢'q — m* + m})

% (q/(q/ o q))((q/ . q)2 _ q2q/2) + ((q/ X C])2 _ q2q/2)2):|
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@)~ gt O o (o= i - (0 - )
(142500 ) = 20— Ll )+ 20 0 - )

< (g = m* - mp)(d = q) =2 ((q’ q)* = ng”)Q]

* g/’“/ (q/ — q)2 / 2 212 ’ 9 /2 9 4m2

(4 ) 4 ((q’ . q)2 _ q/2q2)(3/2) (qq —-—m- + mp) — ((q -q) )(1 + o )
(F.16)

Os quatro termos acima tiveram uma nova reclassificacao com o propoésito de facilitar

futuras verificagoes. Neste momento, usaremos as identidades da eq. (D.13)) e faremos a
operacao em cada um dos termo acima separadamente

(G ) )

AL ) o))

_ qrq” {3m§) N (1 N Am? )m%}
Q*(1+ %22)5/2 Q* Q* ) Q?

(F.17)

como ¢“q¢” possui a mesma estrutura que ¢¢", apenas colocaremos o resultado final

. WAV 3 4 4 2 2
-t (v E e

0 proximo termo

. "¢ +a'q” (@,  4m® *1 4m
0=~y gt |0+ G +b) —5(@ )+ )|
2
(Q2(1+@) +m2) +2(Q2+4m2> <Q2(1+—2)+m§3>

QQ
2
— %(QZ + 4m2> }

q/MqV +quqlu {mQP (1 N 4m2) m%}
Q2<1+4Qi22)5/2 Q? Q2 Q*

(F.19)
o ultimo termo é
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v 2 Am2 2 Am2
)= g (@ (1 g+ b)) - @ v amean(1+ )

g (m%( 4m? m%)
S — I+ —)+ =7
(1+ )2\ @ -
Organizando os termos (F.17), (F.18), (F.19) e (F.20) em uma outra forma, obtemos
g

finalmente

/d“k:k k, (PkQ -

1 —eld —k)—elg— k)] =

) 24 mA6* (¢ — k)* +m?)x
T O(Q 2) m? 3m% 4m?
2¢2 <1+4m2>5/2 @5{< 7 ()

2 2 Am2 2

(reser-r9)-(eeror D) (1r4) )

m

4m? ( 4m? %) } ( Q? + 4m?
— g™ 1+ —— 4+ L2 ) (1 - =
s\t "

X

(F.21)
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F.2 GOQED;

Realizaremos o mesmo procedimento que na se¢ao anterior para resolver a integral
(5.64). Primeiro, enfatizaremos a subtragao realizada por Podolsky para a corregao das
divergéncias ultravioletas

1 1
dgk/{?kl, — —(53 —k’2 253 /_k2 2
/ © <Pk2 Pk@—l—m%) ((q )*+m7)8"((q )" +m”)x (F.22)
[1—elq — k) —e(qg — k)]
Através de alguns céalculos elementares, temos
kFEY 1 v
? — Z {&ﬁk(kzln(ﬁ) — kz):| — %ln(k‘2)
k,,LLk,V 1 guy (F23)
e > 000 (8 (i 4 md) = 24 md) )| = L0nla? 4 )

Assim, substituindo na eq. (F.22)), obtemos

P / dSkG [akak(mn(k?) _ kQ)} L n(k?) - i [akak ((k:2 + mB)in(k +m2) — (K + m%))}

Nz
- %ln(kQ + m?a)) *((q = k)* +m*)3*((¢' — k)* + m*)[1 — e(¢ — k) — e(q — k)]
(F.24)
efetuando uma integracao por parte pelas derivadas d;,, Obtemos
G = Yo 1 o)+ o7 - m F.25
—1(q+q)<q+q>_2 1 (F.25)

A segunda parte dessa integral foi previamente resolvida na equagao (??) e somente sera
retomada no resultado final desta subse¢ao. Levando em conta apenas o primeiro termo
da equacao acima

P / d*k ((l{:an(k,‘2) — k) — ((K* + m3)In(k* + m3) — (k* + m?g))) X
(F.26)
OOk, ((53((q — k> +m*)8((¢ — k)> +m?) x [1 —e(q — k)e(q — k')])

Usando a mesma identidade da subsec@o vetorial em que O f(¢ — k) = —0,f(q¢ — k),
temos

%(a; + 0,) (9, + 0,)P / &k <(k2ln(k2) — k) — ((K* + m3)In(k* + m3%) — (K* + mﬁj))> X

(‘53(@ — k) +m*)8*((¢' — k) +m®)[1 — e(q — k)e(q — k’ﬂ)

(F.27)
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Uma simples substituicdo de ¢ — k = k' e Q = ¢’ — ¢ no referencial Q = 0, conduz a
integral

= 1@ +2)(0,+ 0P [ 5 ( (= kPinlla = 1) = (0= 0 = (g = P + mdinlly - 07 + m)

—((g—k)* + m?o)>>53(k‘2 +m?)a*((Q + k)* +m*)[1 — e(K)e(Q + k)]

= 0(Q2 — tm?)

2|Qo| (0 + 0g)(9; + 0P / de{ ((q2 — qQo — 2ak — m?)In(q* — ¢,Q, — 2gkcos(0)

m?) = (¢% — quQo — 2qkcos(8) — m?) — (<q2 — 0,Q0 — 2ak — m? 4+ mB)in(a — 0,0,

— 2qkcos(0) — m? +m%) — (¢* — q,Q, — 2qkcos(#) — m* + m%)) }
(F.28)

A diferenciacao sera simplificada por 0 = e a integral pode ser resolvida através
de calculos elementares ja utilizados exaustivamente nesta tese. Apos isso, e através das

identidades (D.13)), obtemos

_ 1 7™ O(Q,)0(-Q" —4m?) 1 ol
V@Y g+ i+ i) (@ — PP {q”q (6 a2~ + iy

9y+0q
2

roN2 42,2
(q C])4 q°

—m?+m3)? = 2(¢ - 9)¢* (% — m* + m3)(¢* — m® +mp) +
(¢* —m?*+ mfv)2) +q"q” ((q/ - q)*(q” —m* +m})’ + ¢*(¢* — m* + m})?

1
—2(¢" - )q*(d” —m* +mp)(@" —m®* +mp) + 7((¢"- ) = ) (" —m” + m?»)2)

_ (d"¢" +q"q") { 2(¢' - q)
4 (¢ -q) — ¢°¢?

(F.29)

2

(61’2(q2 —m® +mp)’ + ¢*(¢% — m® + m}p)
—-2(¢- 9)(¢” —m* + mp)(¢* —m* + m?»)) +(¢? = m? +mp)(¢* —m* + mp)x

(¢ - q)? - qzq”)] + g“”}l (q/Q(Q2 —m® +mp)? —2(¢ - q)(¢* —m® +mp)(¢* —m® + mp)
sttt i)

Na linguagem do Kallén através das identidades ((¢' - q) — ¢%) = Q , (¢ q9)—¢%) = %,

(70 —q*¢* = <Q4+4m262)eq q—m? = Q4+4m2Q2\/1+45%2 T(1+7),

obtemos
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1 1
/d3kk k, (PkQ - Pm) (g — k)> +m*)8*((¢ — k)* +m?)x
1 7 0(Q,)0(-Q% —4m?) m% y
V@2 i+ maQe(1+ ) QG )
4 2 2 2
{50+ Z0 e+ e - G - 0 S T+

2 2 2 2
Q g + @Q? (1—%)(1+4Qﬁ2+22 )g“”-l—%g“”}.

(1 —e(q —Fk)—elg—Fk)] =

(F.30)
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