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Resumo

A primeira parte desta dissertacdo de Mestrado apresenta uma versao de mais alta ordem do Prin-
cipio de Pontrjagin, resultado de extrema importéncia na Teoria de Controle Otimo e que marcou
sua emergéncia como drea de pesquisa distinta na Matematica, para problemas de controle es-
paco-temporais cujos lagrangianos crescem, sub linearmente, em relagdo as varidveis de controle.
A principal consequéncia de tal crescimento € o possivel aparecimento de impulsos no controle
6timo. A demonstragdo combina as cléssicas variacoes de agulha, usadas na demonstracdo da ver-
sdo de primeira ordem, com as recém-introduzidas variagoes de tipo-colchete construidas a partir
de colchetes de Lie arbitrarios de campos de vetores (em contraste com outros resultados simila-
res, que requerem comutatividade) e com um argumento padrio de separacdo de conjuntos. Ja a
segunda parte apresenta o formalismo de Dubovickij-Miljutin sob uma nova abordagem. Trata-se
de um resultado geral de Otimizagdo em espagos vetoriais topoldgicos introduzido em 1962 e cuja
versdo cldssica se vale de trés tipos de cones: de dire¢des de descida, de direcdes factiveis e de di-
recdes tangentes. Sua esséncia estd no fato de que a disjuncdo entre o conjunto vidvel e o subnivel
do funcional objetivo com fronteira no nivel 6timo causa uma separagcao dos cones apresentados.
Uma desvantagem dessa abordagem cléssica € a de que quase todos os cones, com exce¢do, pos-
sivelmente, dos de dire¢Oes tangentes, sdo abertos, o que complica a aplica¢cdo do formalismo em
problemas reais. Dito isso, a abordagem utilizada aqui se vale do cone tangente introduzido por
Frank H. Clarke na década de 1970, que € um cone convexo e fechado por natureza e que satisfaz

essa mesma separacao sob a hipdétese mais fraca de isolamento do minimizador.

Palavras-chave. Controle Otimo Impulsivo. Colchetes de Lie. Principio de Pontrjagin. Cone

tangente. Principio da Intersecdo. Formalismo de Dubovickij-Miljutin.






Abstract

The first part of this Master’s thesis outlays a higher-order version of Pontrjagin’s Principle, a
landmark result in Optimal Control Theory that marked its rise as a one-of-a-kind research area in
Mathematics, for space-time control problems whose Lagrangians grow sub-linearly with respect
to the control variables. The main outcome of this growth is the possible appearance of impulses
in the optimal control. The proof melds the classical needle variations, wielded in proving the
first-order version, with the newly brought bracket-like variations crafted with arbitrary Lie brac-
kets of vector fields (unlike other similar results, which need commutativity) and with a standard
set separation argument. The second part brings a version of the Dubovickij-Miljutin formalism
under a new approach. It’s a broad result of Optimization in topological vector spaces introduced
in 1962 and whose classical version uses three kinds of cones: descent directions, feasible directi-
ons and tangent directions. Its proof’s core lies in the fact that the disjunction between the feasible
set and the objective functional’s sublevel with boundary the optimal level causes a separation of
the presented cones. A disadvantage of this classical approach is that almost all cones, with the
exception perhaps of the tangent directions’ one, are open, which toughens the formalism’s appli-
cation to real problems. That said, the approach taken here wields the tangent cone introduced by
Frank H. Clarke in the 1970s, which is a convex and closed cone fulfilling the same separation

under the weaker assumption of the minimizer’s isolation.

Keywords. Impulsive Optimal Control. Lie brackets. Pontrjagin’s Principle. Tangent cone.

Intersection Principle. Dubovickij-Miljutin formalism.






Lista de notacoes

Notacao Significado

€ J° vetor candnico de um espago euclidiano

essinff infimo essencial de um funcional f

intC interior de um conjunto C

C fecho de um conjunto C

diam C diametro de um conjunto C

card C cardinalidade de um conjunto C

D(x) dicionario formal de uma familia x de caracteres

ib(x) conjunto de colchetes iterados formais de uma familia x de caracteres

Cl(X;RM) conjunto das aplicagdes f: X — R”" que admitem diferenciais que sdo conti-
nuas em todo ponto de X

CBk conjunto das dplas de campos de vetores de classe k de diferenciabilidade em
relacdo a um colchete B

B+ conjunto de colchetes de Lie de comprimento > 2 e de classe k de diferencia-
bilidade

X' dual algébrico do espaco vetorial X

(x, ) valor de um funcional linear ¢ € X’ em um ponto x € X

(Y, @) conjunto dos valores de um funcional linear ¢ € X' em pontos do conjunto
Ycx

(x, ) conjunto dos valores de funcionais lineares de um conjunto ¥ C X’ em um
ponto x € X

¢(X, ®) topologia gerada por conjuntos V(xy, @,¢€) := {x € X | |{x — xp, )| < € com
XNEX,peDee>0

X; i X indica que {x;} C X converge para x na topologia ¢(X, ®)

By(xg, 1) bola aberta, no espaco X, de centro x, e raio r > 0

Bx[xg, 7] bola fechada, no espago X, de centro x, € raio r > 0

I, norma do espaco L? parap € [1, o0]

Bp(xo, r) bola aberta, no espago L?, de centro x e raio r > 0

B,[xo, 7] bola fechada, no espaco I”, de centro x, e raio r > 0

g(Y) conjunto das partes de Y

' XwY multifungdo I" de X para Y

gr’ gréafico da multifungio I

defI’ dominio efetivo da multifuncdo I

I':vw~X inversa da multifuncio I'



coK
KA
affA
rncC
f(x3v)

9f(xo)
Fi(xo)

C(Q;x0)
(05 x9)
epif

H(0; xo)
N(QO; xo)
53\(@ X0)

envoltoria convexa do conjunto K

cone polar do conjunto K

envoltoria afim do conjunto A

interior relativo do conjunto C

derivada direcional geral de um funcional f em um ponto x, € em uma direcio
v

diferencial geral de um funcional f em um ponto x

derivada estrita de uma aplicagdo F entre dois espacos de Banach reais em um
ponto x,

cone contingente a um conjunto Q C X em um ponto X,

cone tangente a um conjunto @ C X em um ponto X

epigrafo de um funcional f

cone hipertangente a um conjunto Q C X em um ponto X,

cone normal a um conjunto Q C X em um ponto x,

cone normal estrito a um conjunto Q C X em um ponto x,,
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1 Introducao

Problemas de otimizagio podem ser estudados em dimensao finita ou infinita. No primeiro caso,
sdo abordados modelos mateméticos que se enquadram em minimizar uma funcio real definida
sobre um espago euclidiano. Ja no segundo caso, sdo abordados modelos nos quais se minimiza
um funcional real definido em um espacgo de Banach real, id est, um espago vetorial real que admite
uma norma e, em relacdo a métrica induzida por tal norma, é completo. Em qualquer um desses
modelos, € possivel que o conjunto de busca das solugdes ndo seja o espaco todo, e isso, na verdade,
melhora a exatiddo destes em trabalhar com problemas reais — tais problemas modelados sdo ditos
com restrigoes.

Seu surgimento data de meados do século XVII com problemas formulados em espagos funci-
onais com restri¢des, somente, em relacio aos valores a serem tomados na fronteira, na area de
pesquisa que seria, cerca de um século depois, nomeada Cdlculo das Variacoes. No século XX,
surgem duas novas dreas da otimizacdo distintas do Célculo das Variacdes ndo sdo aplicdveis: a
Programacido Matematica, que surge para lidar com problemas de planejamento de producio e
de uso de recursos; e a Teoria de Controle Otimo, que surge para lidar com novas tecnologias
aeroespaciais. Neste trabalho, nosso foco serd em problemas de otimiza¢do em dimensdo infi-
nita, comecando nas proximas sec¢des, nas quais discorreremos, brevemente, sobre algumas das
contribui¢des no estudo desses problemas. Para uma boa leitura, é necessario ter conhecimentos,

principalmente, de Topologia Geral, Andlise Real e Andlise Convexa.

1.1 Calculo das Variacoes

De acordo com Herman H. Goldstine [22], os primeiros trabalhos de impacto em problemas
de otimizacdo podem ser vistos com as duas ultimas cartas de Pierre de Fermat a Marin C. de
la Chambre, enviadas em 1662 e intituladas Andlise de refragoes e Sintese de refragdes, nas quais
Fermat enuncia o principio de que “a natureza opera de maneiras e métodos que sao mais fdceis e
mais rdpidos” clareando que ndo se trata de atuar no caminho mais curto, mas, sim, no de menor
tempo e citando o trabalho de Galileu Galilei em relacio a gravidade. Esse trabalho foi a inspiracdo
de Johann Bernoulli para formulagio do problema da braquistécrona em 1696°%, que desempenhou
papel importante no desenvolvimento do Célculo Variacional’’. Ainda no século XVII, destaca-
-se, também, o problema da resisténcia minima formulado e resolvido, pela primeira vez, por Isaac
Newton [36], mais precisamente, sua Proposi¢cdo 34 afirma que, “se, em um meio consistindo de
particulas iguais dispostas em distancias iguais de cada uma” (ou seja, um fluido homogéneo), “um
globo e um cilindro descritos no mesmo didmetro se movem com velocidades iguais na direcdo do
eixo do cilindro, a resisténcia do globo serd, porém, metade daquela experimentada pelo cilindro.”

Porém, o grande marco nessa drea sdo os trabalhos de Leonhard Euler [18] e Joseph-Louis
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Lagrange [26], que, a partir de 1755, iniciaram um estudo uma condi¢@o necessdria de otimalidade

para problemas do tipo

b
minimizar I(x) := f L(t, X(t),i((t)) dr

1.1
sujeito a x € C' ([a,b];R"), (-

x(a) =x,, x(b)=x,,

emqueL € C! ([a, b] x R [R) eX,, X, € R"sdodados. A principal motivacdo para essa equagao
foi o problema da tautécrona, originalmente resolvido por Christiaan Huygens [24], porém, usando
uma abordagem geométrica, enquanto que a abordagem de Euler e Lagrange foi analitica. E,
também, com Euler que a drea de pesquisa recebe o nome de Cdlculo das Variagoes, no trabalho
[19].

Jano século XVIIII, destacam-se, também, as condi¢des de Weierstrass-Erdmann, que estendem
o trabalho de Euler e Lagrange para problemas como (1.1) nos quais as curvas X, ao invés de
suaves, sdo suaves por partes. Por fim, mencionamos, também, os trabalhos de David Hilbert
e Konstantinos Karatheodori na virada para o século XX, sendo este o primeiro a diferenciar

varidveis de estado de varidveis de controle sem, no entanto, adotar essa nomenclatura.

1.2 Controle Otimo

Antes de discutir sobre Controle Otimo, destacamos que, visando melhorias na organizagdo do
planejamento e da producdo, ou seja, melhorias no processo de distribuicdo do trabalho entre as
méquinas da empresa, distribuicio de matéria prima, combustivel, entre outros fatores'*, quase
que simultaneamente ao inicio da Segunda Guerra Mundial, surge a Otimizacdo Linear a partir
dos trabalhos de Leonid V. Kantorovi¢ [25] e George B. Dantzig e que, segundo Igor’ V. Girsanov
[21], estuda métodos especiais para determinar extremais de funcdes suaves em dominios fechados
com fronteiras suaves por partes.

Com o advento da Guerra Fria, surge um novo problema cuja solucdo parecia estar ao alcance
dos matemadticos da época, mas que escondia elementos ndo-reveldveis pelo Calculo das Variagdes:
encontrar a trajetdria 6tima para guiar um avidao de uma posicao inicial até uma posi¢ao mais favo-
rdvel para atacar avides inimigos®”, denominado problema de tempo minimo de interceptacdo. A
principio, tal problema parece ser uma varia¢do do problema da braquistécrona com, somente, a
substituicio da forca da gravidade pela resultante da gravidade impactando na propulsdo do motor
do avido. No entanto, de acordo com Hans J. Pesch e Michael Plail [39], a alta velocidade do avido
fez com que termos nao-lineares nao mais pudessem ser ignorados e diminuiu a eficicia de uma
aproximacao linear para resolucdo. No chamado bloco ocidental (isto é, nos Estados Unidos e em
seus paises aliados), através da corporacdo RAND, Magnus R. Hestenes [23] conseguiu formular
a condicdo que, mais tarde, seria conhecida como Principio de Pontrjagin utilizando a condi¢do

necesséria de otimalidade de Weierstrass-Erdmann, no entanto, sua experiéncia no Célculo Va-



19

riacional (orientando de Gilbert A. Bliss, que, por sua vez, foi orientado por Oskar Bolza, aluno
de Karl T. W. Weierstrass e de Felix C. Klein) o impediu de separé-la dessa drea e buscar uma
generalizacdo, e o memorando citado ndo foi muito divulgado fora da corporagio RAND. Ou-
tra contribui¢do ainda mais importante € o nascimento da Programacdo Dinamica por Richard E.
Bellman [6], que acertou ao criticar o Calculo das Variagdes pela impossibilidade resolver o pro-
blema de valor contorno com equagdes diferenciais nio-lineares resultante’”. Johann Baumeister
e Antonio Leitdo [5] afirmam que essa abordagem pode ser aplicada para solucionar problemas
de controle bastante gerais (ndo lineares, ndo autdbnomos) e constitui uma alternativa ao Principio

de Pontrjagin (no entanto, seus métodos computacionais sdo caros comparados a este).

Ja no bloco oriental (isto é, na Unido Soviética e em seus paises aliados), a situagdo era muito
diferente. Lev S. Pontrjagin, formado top6logo, apenas recentemente mudara seu interesse para o
problema de tempo minimo de interceptacdo apds ser ultrapassado pelos franceses na Topologia
e sob pressdo do diretor do Departamento de Matemdtica do Instituto Steklov e da organizacdo
do Partido Comunista no instituto. O preparo ja comecgara em 1952 com um semindrio conduzido
por Pontrjagin e por Mark A. Ajzerman, especialista em controle automdtico, porém, apenas trés
anos depois, com o encontro do grupo liderado por Pontrjagin com membros da forca aérea, os
trabalhos no problema de controle de tempo 6timo se iniciaram, € o grupo contou com engenhei-
ros para fortalecer o carater de aplicacdo da teoria, em especial, Alexander Ja. Lerner e Alexander
Fel'dbaum focaram a atenciio em processos 6timos para controle automatico™. Apés um traba-
lho forte e rdpido, Pontrjagin e seus colegas Vladimir G. Boltjanskij e Revaz V. Gamkrelidze
conseguiram, um ano depois, publicar uma primeira versdo do Principio, que foi imediatamente,
comprovada por meio de problemas do tipo Bushaw-Fel’dbaum®”, ou seja, problemas em que um
ponto no espaco de fase posicio X velocidade deve ser conduzido a origem em tempo minimo sob
o sistema dinadmico X + x = u com controle de norma limitada por um, no qual pode ser encaixado
o problema trabalhado pondo x como a distincia entre o avido e um missil. Gamkrelidze, entdo,
mostrou que tal principio era condi¢do necessdria e suficiente para problemas lineares, e Bolt-
janskij completou o trabalho provando que se tratava de uma condi¢iio necesséria para problemas
gerais, 0 que culminou na publica¢do de [40]. Esse resultado, de acordo com Richard Vinter [48],
é considerado marco na emergéncia da Teoria de Controle Otimo como drea de pesquisa distinta
e € usado para resolver problemas tanto de maneira analitica quanto por métodos computacionais

pela localizagdo de “candidatos” chamados, formalmente, de extremais.

No entanto, ndo € garantia que um extremal encontrado seja solu¢cdo do problema — ndo se
trata de uma complicagio exclusiva de problemas de Controle Otimo, mas abrange problemas de
otimizagio em geral; por exemplo, a funcdo f: R?> — R definida por (x,y) — xy possui a ori-
gem como extremal, porém, tal extremal ndo € minimizador (na verdade, tal funcdo ndo possui
minimizador, porém, ndo é o foco estuda-la). Diante disso, torna-se de grande valor encontrar

condicdes necessdrias de mais alta ordem para melhor filtrar os extremais obtidos.

Os primeiros problemas para os quais o principio pode ser formulado sao os denominados sen-

tido-estrito: tratam-se de problemas da forma
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T
minimizar q‘(T,x(T)) + / €(x,u,a)(t)dt
0

sujeitoa  T>0, (u,a) € L'([0,T];CxA), (x,v) € AC(0,T];R" x [0, oo]),
k= flna) + ) g, (-2
i=1 quase sempre em [0, T,
V= |ul

(x,1)(0) = (£,0), (T,x(T))eT, WI) <K,

em que:

K e [0,0]ex € R

* O alvo J é um subconjunto fechado de [0, o[ X R";
* A € um subconjunto compacto de R?;

e C ¢ um cone fechado em R™;

* AC([0,T]; R" X [0, 00[) é o conjunto dos pares ordenados de aplicagdes, absolutamente,
continuas com dominio em [0, 7] cuja primeira coordenada tem contradominio em R” e

segunda coordenada tem dominio em [0, oo[;

*fIR"XA->R, g1,00e8, . RF5>RLE:R'XCXA > Re®: R" - R satisfazem

hipéteses padrdes de regularidade .

1.2.1 Problemas impulsivos

Aqui, serdo, também, feitas as hipéteses de que os controles u sdo ilimitados e que o lagrangiano
¢ cresce, sublinearmente, em relacio a estes. De acordo com Maria S. Aronna, Monica Motta e
Franco Rampazzo [1], essas duas hipéteses sdo motivadas por diversas aplicacdes, por exemplo,
dinamicas afins em varidveis de controle ilimitadas descrevem o movimento de corpos rigidos,
mutualmente, ligados. Por outro lado, o crescimento demasiado lento do lagrangiano pode causar
o aparecimento de impulsos, por exemplo, o problema de tempo minimo no qual o alvo intercepta
a 6rbita de g, partindo de X e a trajetdria 6tima percorre-a com velocidade infinita'.

Outros problemas em que esse fendmeno acontece, chamados problemas de controle impulsivos,
ocorrem, classicamente, no célculo de trajetorias 6timas de voo (veja, por exemplo, [28, 30]).
Dentre as contribuicdes para o estudo de tais problemas, destacam-se os trabalhos de Raymond W.
Rishel [41] e Jack Warga [49], que apresentaram a ideia de “compactificar” o problema (1.2) ao

imergi-lo no problema
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s
minimizar D(yg, )(S) + f €°(y, wy, w,a)(s) ds
0

sujeito a S >0,
(wo, w,a) € L=([0, S]; [0, 0o X C X A),
(yO’y’ﬁ) € A@([O, S]; [0, 00[ X R" % [O’ OOD’

essinf(wy + [w|) > 0, (1.3)
Yo = Wo,
y =y, a)wy + Z giOnw;, quase sempre em [0, S],
i=1
B = Iw|

(yO’y’/:)’)(O) = (O’)VC’ O)a (yOsy)(S) € Ta /3(S) € [0’ K]

Problemas dessa classe, denominados espaco-temporais, podem ser reduzidos a problemas como
(1.2) quando wy > 0 quase sempre por meio de uma simples reparametrizacdo da varidvel tem-
poral, enquanto que, quando w, se anula em um conjunto de medida positiva, a varidvel temporal
permanece “estacionada” enquanto a varidvel espacial continua evoluindo, o que caracteriza um
impulso.

A abordagem em questdo € o padrdo para estudar problemas impulsivos atualmente e, por conta
disso, varios trabalhos a seguem, como, por exemplo, [8, 38, 31, 32, 44], no entanto, a versao
apresentada em [1] e que serd o foco do estudo aqui possui ordem mais alta e pode ser utilizada
para filtrar processos extremais obtidos com a correspondente versdao de primeira ordem, como
mostra o exemplo da secdo 1.6. Seu cardter é geométrico por fazer uso dos colchetes de Lie,
ferramenta cldssica utilizada para demonstracoes de resultados desse cardter (veja, por exemplo,
[43, 46]), porém, de acordo com Aronna, Motta e Rampazzo [1], os resultados de segunda ordem
obtidos com essa ferramenta lidavam, apenas, com o caso comutativo, por exemplo, nos trabalhos

[2, 3, 16], de modo que o uso de colchetes arbitrarios constitui a principal novidade.

1.3 Unificacao da otimizacao

Apesar de suas inegdveis contribuicdes para a Teoria de Controle Otimo, o Principio de Pontr-
jagin destacou, ainda mais, a falta de um resultado unificado para tratar de problemas extremais.

Essa lacuna, porém, foi preenchida com a publica¢do de [15], que estabeleceu uma condi¢do
necessdria de otimalidade para problemas de otimiza¢do em espagos vetoriais topoldgicos que
tomou o formato de uma equacio posta na linguagem da Andlise Funcional’' e que conseguiu
recuperar a unidade tedrica do Célculo Variacional até, entdo, perdida.

Sua demonstracdo se dd através da aproximag@o do conjunto vidvel por cones de dire¢des vidveis

e tangentes e a constru¢io de um cone de direcdes de descida e utilizando uma propriedade de tais
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cones: o fato de que o extremal analisado ser minimizador implicar que tais cones s3o separaveis.
A partir dai, é possivel encontrar funcionais nao-nulos em seus respectivos cones polares cuja
somatdria € nula.

No entanto, G. G. Watkins [50] menciona que a principal desvantagem da abordagem usada é
a de quase todos os cones (especificamente, os de direcdes de descida e vidveis) serem abertos e
que essa desvantagem foi eliminada com a publicacdo de [7], estabelecendo o chamado método
das tendas. Esse método, porém, sé funciona quando os dados (aqui, entende-se como dados as
aplicagdes e/ou funcionais que caracterizam o objetivo e/ou as restrigdes) sao diferencidveis. Por
exemplo, o Teorema de Ljusternik requer que a aplicacdo que caracteriza a restri¢do de igualdade
seja diferencidvel em uma vizinhanga do minimizador e que sua derivada seja sobrejetiva nele.

A partir disso, é de grande importancia estudar versdes desse resultado para problemas nao-
-suaves. Embora Watkins [50] j4 demonstrara que o cone tangente introduzido em [12] satisfaz
o Principio da Intersegdo comentado no Capitulo 1, a demonstracdo apresentada utiliza diversos
conceitos, elementos e resultados validos para espacos de dimensdo finita. O foco deste capitulo é
apresentar uma versdo para espacos de dimensdo infinita utilizando, também, o cone tangente de
Clarke e sob a hipétese de interior ndo-vazio de alguns dos cones, que representa uma melhora em

relac@o a necessidade de abertura.

1.4 Estrutura da dissertacao

O capitulo 2 aborda os conceitos preliminares mais importantes para entender os resultados
principais da dissertacdo. Mais especificamente, suas primeiras duas se¢des apresentam as defini-
coes e algumas propriedades do cone aproximante de Boltjanskij, que é o aproximante tangencial
utilizado na formula¢do de ambas as versdes do Principio de Pontrjagin e dos colchetes iterados
formais, incluindo colchetes de Lie, objeto utilizado para formular a versdo de ordem mais alta.
As demais secdes sdo destinadas a conceitos necessdrios para o entendimento do formalismo de
Dubovickij-Miljutin: a primeira delas (terceira do capitulo) apresenta as definicdes e diversas pro-
priedades das derivadas direcionais gerais e diferenciais gerais, utilizados para definir os cones
contingente, tangente, hipertangente, normal e normal estrito (nesta dissertacdo, o termo cones
especiais serd usado para se referir aos cinco cones mencionados quando ndao houver necessidade
de especificar, a0 menos, um deles) e mostrar diversas propriedades, incluindo relacdes entre tais
cones; ja a segunda apresenta defini¢cOes e propriedades gerais de cones e cones polares necessa-
rias para compreender propriedades dos cones especiais, incluindo um teorema de equivaléncia
de separabilidade que serd envolvido na formula¢do do formalismo; por fim, a terceira apresenta
o Principio Variacional de Ekeland utilizado para demonstrar relagdes entre os cones tangente e
contingente.

O capitulo 3 aborda os problemas de Controle Otimo para os quais o Principio de Pontrjagin serd
formulado. Sua primeira secdo apresenta as classes de problemas sentido-estrito, que podem ser,

também, denominados ndo-impulsivos e que, como comentado acima, foram os primeiros proble-
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mas para os quais o resultado foi feito, e a classe mais geral dos problemas espaco-temporais, que
podem apresentar comportamento impulsivo, € 0 método para imergir os problemas sentido-es-
trito nela. A segunda sec@o apresenta a versao de primeira ordem do Principio de Pontrjagin para
problemas espaco-temporais sem, no entanto, realizar sua demonstra¢io, que nada mais € do que
uma adaptagdo da correspondente demonstracdo de alta ordem com a argumentacdo envolvendo
colchetes retirada, e algumas de suas consequéncias. A terceira secio apresenta a versao de ordem
mais alta do Principio de Pontrjagin para problemas espaco-temporais e apresenta e demonstra al-
gumas de suas consequéncias, incluindo o correspondente resultado para problemas sentido-estrito
e condicdes para que um processo 6timo seja, totalmente, impulsivo. A quarta se¢do € dedicada a
apresentar um exemplo no qual essa versdo de ordem mais alta € utilizada para filtrar um extremal
ndo-6timo. Por fim, a quinta secdo demonstra essa versao de ordem mais alta.

O capitulo 4 aborda o formalismo de Dubovickij-Miljutin utilizando o cone tangente de Clarke.
Sua primeira secdo introduz os cones especiais e demonstra diversas propriedades deles, incluindo
convexidade, fechamento ou abertura, relagdes entre estes e relacdes entre os cones tangente e
normal com o gradiente generalizado e com epigrafos. Ja sua segunda secdo inicia-se com a
apresentacdo de extensdes de resultados da primeira para funcionais que ndo sejam, localmente,
lipschitzianos, que sdo necessdrias para extrair a propriedade mais importante dos cones tangente
e normal, que diz respeito a intersecdo de conjuntos e serd usada para formular o formalismo, e se
encerra com a apresentacdo do formalismo em si.

O capitulo 5 retoma, brevemente, os conceitos apresentados comentando suas diferencas para
outros trabalhos e apresenta uma leve previsdo dos trabalhos a serem desenvolvidos a partir do
que foi apresentado aqui. No entanto, ndo hé garantia de que esses trabalhos serdo, de fato, de-
senvolvidos, visto que a situacdo pode mudar ao longo dos anos.

Finalmente, abordamos conceitos e propriedades relacionados a separa¢do de conjuntos con-
vexos, topologias de espacos normados, multifuncdes e seus limites e envoltéria afim e interior
relativo. Embora sejam de extrema importancia para compreensao completa dos capitulos 2 a 4,
tais assuntos foram colocados em apéndices devido a estrutura da dissertacio: os conceitos relati-
vos ao Principio de Pontrjagin sdo apresentados na mesma ordem em que aparecem no artigo [1],

e os relativos ao formalismo de Dubovickij-Miljutin seguem a ordem apresentada em [21].
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2 Conceitos Preliminares

2.1 Colchetes de Lie

Em primeiro lugar, veremos algumas definicdes e propriedades de colchetes formais apresen-
tadas por Aronna, Motta e Rampazzo [1].

Seja x := {x; | i € Z,} uma familia de caracteres.

Definicao 1. As combinagdes finitas de caracteres de x (sem repeticdo), colchetes e virgulas sdo
denominadas palavras formais de x, e o conjunto delas é denominado dicionario formal de x e
denotado por D(x).

Definicao 2. Um elemento de D(x) é denominado colchete iterado formal de x se € escrito como
uma combinagio de caracteres de X com elementos da forma [+, -]. O conjunto de colchetes iterados
formais de x serd denotado por ib(x). O nimero de caracteres de um colchete iterado formal é

denominado comprimento de tal colchete.

Exemplo 3. Sendo x = {x,, x,, x3}, 0 conjunto de colchetes iterados de x é

ib(x) = {xl,xz,x3, [x1, %21, [0, 231, [263, 21 15 [0, 21 1, [x35 X1, [, 23], [xl’ [xz,x3]], [x3, [xl’xz]],
[x2’ [x3,x1]], [x3, [xz,xl]], [xl’ [x3,x2]], [xz, [Xl’x3]], [[xz,x3],x1], [[xl,xz],)%]’ [[x3,x1],

Xz]’ [[XZ’XI]9X3]’ [[XS’XZLXI]’ [[xl,x3],x2]}

Propriedade 4. Dados B,, B, € ib(x), o comprimento de [B,, B,| € a soma dos comprimentos de
B, e de B,. Ainda, qualquer B € 16(x) admite uma tinica escrita da forma [B,, B,] com B, B, €

ib(x).

Definicao S. O colchete B, da Propriedade 4 ¢ denominado fator esquerdo de B, o colchete B,
desta é denominado fator direito de B, e o par (B, B,) é denominado fatoracao de B.

Definicio 6. Sendo B € ib(x), a contagem de diferenciacao de um subcolchete de B em relaciao
a B é o numero d(-; B) definindo por: d(B;B) = 0; se B;, B, séo sub colchetes préprios de B,
entdo, d(B;; B) = d(B,; B) = 1 + d([B;, B,]; B).

Exemplo 7. Sendo X = {x;,X,,X3,%;,Xs} € B = [xl, [[[xz,x3],x4],x5”, temos que d(x;; B)
= 1, b([XZ,.X'3];B) = b(X4,B) =3e b()CS,B) = 2.

Definicio 8. Sendo B € ib(x) de comprimento m € N, suponha que os caracteres de B sdo
Xa(1)s o+ » Xz(m) (€M que 7w : N — N é uma permutagdo fixada). Dado ¢ > maxm({1: m}) e

k € N, uma u-upla f = (f}, ..., fﬂ) de campos de vetores definidos sobre uma mesma variedade
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topoldgica' é dita de classe k de diferenciabilidade em relacio a B se cada J; possui classe de
diferenciabilidade d (X(;); B) + k.

Lema 9. Sendo B, k e f como na Definicio 8 e (B, B,) a fatoracdo de B, f € CP* se, e somente

se, f € CBUA+1 ¢ f € B4+ Aqui, @B* denota classe k de diferenciabilidade em relacéo a B.

Demonstragdo. Claramente, dizer que f € CB* é equivalente a dizer que cada J(j) possui classe de
diferenciabilidade d (X,(;); B) + k para j € {1 : m}. Sabendo que

D (X1(jsB2) + 1 = D (Xy(j)3 B2) + D(By; B) = D (x4jy; B) = 0 (X,4(;); B1) + D(B; B)
= b(xn(j);Bl) + 1,

a equivaléncia fica provada. [

Definiciao 10. Dado B € ib(x), o nimero de troca de B é: 1 se o comprimento de B for um;
sendo, é o dobro a soma dos nimeros de troca de seus fatores esquerdo e direito. Esse nlimero serd

denotado por r(B).

Exemplo 11. Sendo x = {x;, x,, X3, X4}, temos que

r(x) =1,
r([x1, x2]) = 2[r(x)) + r(x;)] = 4,
r([[xl,xz],x3]) = 2{r([x), x2]) + r(x3)} = 2{4 + 1} = 10,
”([[xl,xz]’ [x3,x4]) = 2{r([x1, x,]) + r([x3,x4])} = 4 - 4 = 16,
([ [0l xs]w]) = 2{r([l, b)) + )} = 2 {10+ 1} = 22.

Defini¢do 12. Na hipétese geral da Defini¢do 8, sejam u > maxw({1: m}) e f = (f},....f,) €
©B0, Sendo s um sub colchete de B, defina o campo de vetores (s, f) como segue: se s = X(j)
para algum j € {1 : m}, ponha b(s, f) = f;(;; sendo, sendo (sy, 5,) a fatoracio de s, ponha v(s, f) =
[0(sy, f); b(s,, f)]. O campo de vetores (s, f) é denominado colchete de Lie de f associado a s.

Por essa definicdo, € possivel tratar os colchetes de Lie como casos particulares de colchetes
iterados formais nos quais os caracteres sao os devidos campos de vetores. Sendo assim, faz sentido
dizer “sendo B um colchete de Lie”, e os conceitos de subcolchetes, fatores, nimero de troca e

contagem de diferenciacdo estdo bem definidos.

Definicao 13. Dados k € N, B um colchete formal iterado e f uma udpla de campos de vetores
definidos sobre uma mesma variedade topoldgica, o colchete de Lie b(B, f) é dito de classe k de
diferenciabilidade se f € €5*. O conjunto dos colchetes de Lie C*-admissiveis de comprimento

maior que um serd denotado por B¥.

1Os capitulos 4 e 5 de [29] definem o que é uma variedade topoldgica e o que é uma aplicagio diferencidvel entre
variedades topoldgicas. Usando tais defini¢des e as de campos de vetores em uma superficie, definidos nos capitulos
2 e 3 de [29], pode-se definir o que € um campo de vetores em uma variedade.
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2.2 Anadlise nao-suave em espacos de Banach

2.2.1 Diferenciais gerais

Quando nada contrério for especificado, cada resultado desta subsec¢io serd feito supondo que
X € um espaco de Banach real e f: X — R € lipschitziano de posto K > 0 em uma vizinhanca de

um ponto x, € X.

Definicao 14 (pagina 194 de [11]). Dado v € X, a derivada direcional geral de f em x, na

direcdo v é o nlimero

fx 4+ v) — fx)
p——=.

(x5 v) :=limsu .

x—=x0,140

O primeiro resultado fornece algumas propriedades importantes dessa derivada.

Propriedade 15 (pagina 195 de [11]). A derivada direcional geral satisfaz as seguintes proprie-
dades:

* O funcional f°(xy; -) € lipschitziano de posto K, subaditivo e positivamente, homogéneo;
* A aplicacdo f° é semicontinua superior;
* Dado v € X, vale °(xy; —v) = (=)°(x; v).

Demonstragdo. * Dados vy, v, € X, vale

. f(X+W])—f(X+tV2)
lim sup

X=x0,t40 t

[f°(xgs vi) — 2 (x3 v2)| =

: S+ tvy) = flx+ 1vy)
= lim sup
x—=x0,H40 !
vy —v
< Klim sup M = K||v; — v, ||x-
x—>x0,tl0 !

Ainda, dados vy, v, € X, da Defini¢ao 14,

fx + vy +v,)) — fx)

t

S (xp, vy + vy) = limsup

X—=x0,t40

o [ —f0) | k) = )
= lim +

x—=x0,t10 t t

comy :=x + tv,. Como y — X, é possivel concluir que

fo+ 1) =)

S (xp,vi + v5) < limsup + lim sup
y—x0,t10 4 X—=x0,t40

= f°(xg, v1) + f° (X0, v2).

flx + 1v;) — flx)

t
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Por fim, dados @ > 0 e v € X, temos que

pf(x + tav) — fx) pf(x + atv) — fx)

S (xp; av) = limsu = ¢ lim su
X=x0,t40 t x=x0,140 at
. X+ sv) —flx
= alim supf( )~ = af°(xp, v);

x=>x0,540 s

* Dadas sequéncias {x;},{v;} C X tendendo x, e v respectivamente, existem {y;} C X e {t;} C

10, oo[ de modo que ||y; — x;||x + #; < l e
1

SO + 1) — ) _ fi + 1) = fv) + fOi + tv) = f; + tv)

1
)= = <
fo('x”vl) l' —_ t t t

< foi + fiVl) — ) | |

I

+ K|v; = vlx,

assim, ao tomar o limsup para i T oo, vem lim sup;; . f°(x;; vi) < f°(xo, v);

* Dado v € X e chamando y = x — tv, temos que

lims

y—)X(),llO

foe—w) =fx) _ up (=N + ) — (=HO)
t

S°(xp; —v) = lim sup ,

x—>x0,tl0
= (=/)°(x; ).
[

Propriedade 16 (pagina 200 de [11]). Se fe g sdo lipschitzianos em uma vizinhanga de x,, entdo,
qualquer v € X satisfaz (f + g)°(xp; v) < f°(xo; v) + g°(xg; ).

Demonstracdo. Dado v € X, segue que

b F+o+ ) — (F+8)x)

t

(f+ 2)°(xp; v) = limsu

x=x0,140
X+ 1) —fx xX+1t)—gx
< lim supw + lim sup 8 ) = () = °(xg; v)
x=x0,t10 ! x=x0,t10 t
+ 8°(x03 v).

]

Definicao 17 (pagina 196 de [11]). A diferencial geral de f em x,, denotado por df(x,), é o

conjunto ndo-vazio, convexo e compacto fraco™ de X* cujo funcional de suporte € °(x; -).
Essa defini¢do indica que, dado v € X, f°(xg, v) = sup{(v,{) | { € Ifxy)}-

Proposicio 18 (pagina 196 de [11]). dfixy) C Byx+[0, K].
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Demonstragdo. Dado { € df(x,), da Propriedade 15, vale (v,{) < f°(xy, v) < K||v||x para qualquer
veX. O

Proposicao 19 (pagina 197 de [11]). Se f admite mdximo ou minimo local em x, entdo, 0 € If(x;).

Demonstracdo. Faremos a demonstracido para o caso em que f admite minimo local, ja que, no
caso do maximo local, —f admite minimo local em x; e seu gradiente generalizado é formado
pelos opostos dos elementos de Jf(x,) (Propriedade 21). Dito isso, supondo que exista uma dire¢do

v € X na qual f°(x(; v) < 0, em particular, temos que
. v
}%{Sz [f(xo + 7) —f(xo)] <0,

logo, deve existirum i, € N para o qual i > iy = fixg+-) < fxy), porém, essa conclusio contradiz
l

a minimalidade local de fem x,. A partir disso, é possivel afirmar que f°(xy; v) > 0 = (0, v) para

todo v € X, o que mostra que 0 € Jf(xy). O

Proposicao 20 (pagina 199 de [11]). 9f € uma multifuncdo de grdfico fechado.

Demonstragdo. Dados x, € X, {x;} C X tendendo a x; e {£;} C X* de modo que {; € If(x;) para
todo i € N, seja  um ponto de acumulacio de {{;} (que existe pelos fatos de que, sendo K o posto
de f como aplicagio lipschitziana, {{;} C Byx«[0, K] e de que, pelo Coroldrio 178, este é compacto
fraco™). Sob essa suposic¢do, fixado v € X, a sequéncia {(v,{;)} é limitada em R e contém termos,
arbitrariamente, préximos a (v, {), 0 que permite extrair uma subsequéncia {{;} de {{;} de modo que

(v, 4 /-> — (v,&). A partir disso, sabendo, da Propriedade 15, que f° é semicontinua superior, vem
P i) = lim i) 2 lim(0.5) = (0.0

Da arbitrariedade de v, concluimos que § € df(x). O

2.2.2 Regras de derivacao

Propriedade 21 (pagina 199 de [11]). Para qualquer A € R, vale (Af)(xy) = A0f(x,).

Demonstragcdo. Note que Af € um funcional lipschitziano de posto AK em uma vizinhanca de x,. No
caso em que A > 0, da Defini¢do 14, (Af)°(xo; -) = Af°(xp; ), assim, como o gradiente generalizado
€ convexo e, fracamente™, compacto, o resultado segue. Ja no caso em que A = —1, fixado { € X*,

¢ valido que

L€ 3(-Nxo) & (=N°(xpsv) 2 (v,§) WweX

Propriedade 15
> fxp—v) 2 W) =(-,-) WweX

S =L € If(x).
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Definicao 22 (pigina 199 de [11]). O funcional f € dito regular em x, se admite derivadas dire-

cionais usuais ' (xy; v) em rela¢do a qualquer direcio v € X e f°(xp; -) = f (x5 -)-

Teorema 23 (pagina 200 de [11]). Se fe g sao lipschitzianos em uma vizinhanga de x, entdo,

9(f + 8)(xp) C Iflxo) + Ig(xo).
Ainda, se f e g sao regulares em x,, entdo, vale a igualdade.
Demonstragdo. O funcional de suporte do lado esquerdo da desigualdade é (f + g)°(xo; ), € 0 do

lado direito € f°(xy; -) + g°(xo; -), logo, a Propriedade 16 garante a inclusdo desejada. Ainda, se fe
g sdo regulares em x, entdo, qualquer v € X satisfaz

o (xosv) + 8°(xps v) = f (x5 v) + &' (x5 v) = (F + 8) (x5 v) < (F+ 8)°(x0; V).

Isto, em conjunto com a Propriedade 16, garante que (f + 2)°(xg; ) = f°(xg; -) + °(xg5-). [

Propriedade 24 (pagina 201 de [11]). A combinacdo linear positiva de funcionais regulares em X,

resulta em um funcional regular em x,.

Demonstragdo. Supondo que fi, ..., f,, sejam funcionais regulares em x;, € sendo 4, ..., 4,
> 0, todo v € X satisfaz

(Z /lifi) (xo5v) = Zlif;(xo;v) = Z/Mff(xo;v) = (Z /lifi) (x5 v).
i=1 i=1 i=1 i=1
[

Proposicao 25 (pagina 201 de [11]). Se fi, ... ,f, sdo lipschitzianos em uma vizinhanga de x, e

Als s Ay € R, entdo, f:= Z?:] Aifi € também, lipschitziano em uma vizinhanga de x, e
n
flxo) € Z 2i0fi(x0)-
i=1

Ainda, a igualdade vale se cada f; € regular e cada A; é ndo-negativo.

Lema 26 (pagina 201 de [11]). Dados x,y € X, seja f: X — R um funcional lipschitziano de
posto K em uma vizinhanga (tubular) do segmento |x, y| — parametrizado por y(t) = (1 — t)x + ty
comt € [0, 1]. Nessas condicdes, a funcdo g := fo v € lipschitziana em 10, 1], e fixado t € 10, 1|,
qualquer 1 € 0g(t) admite um § € af(y(t)) satisfazendo n = (y — x, ).

Demonstracdo. A continuidade lipschitziana de g € clara. Dito isso, para mostrar o resultado, é
suficiente mostrar que, para v € {—1, 1}, vale max dg(f)v < max {(y —-xiv|C e af(y(t))}. O

lado esquerdo dessa desigualdade coincide com g°(#; v), que satisfaz
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8(s + Av) — g(s)

g°(t;v) = lim sup

s—1,A40 A
' ﬂ(l —s—lv)x+(s+)tv)y) —j((l —s)x+sy)
= lim sup
s—1,A40 A
< lim sup o) + o ; 0) /) <Ly@; vy —x))
s—=1,A10

= max{(v(y —x),5) | £ € of(»())}.

]

Teorema 27 (pagina 201 de [11]). Nas condicoes do Lema 26, existem ty € 10,1[ e € af(y(to))
de modo que f(y) — f(x) = (y — x,{).

Demonstragdo. Definindo 6(¢) = (foy)(1)+t[f{x)—fy)], trata-se de uma funcio continua cujo valor
em 0 e em 1 € f{x), o que mostra que ela admite um minimizador (ou maximizador) #, € 10, 1],
assim, da Proposicdo 19, 0 € 96(t,). Usando a Propriedade 21, a Proposi¢do 25 ¢ o Lema 26, o

resultado segue. [
Corolario 28. Nas condicoes do Lema 26, existe t, € 10, 1] tal que fy) — fix) < f’(y(to); y— x).

Definicao 29 (péagina 30 de [13]). Sendo Y um espaco de Banach real e x, € X, uma aplicacio
F: X — Y ¢ dita ser, estritamente, diferencidvel em x, se existe uma transformagio linear
T: X — Y satisfazendo

lim F(x+ tv) — F(x)

X=X

t}0

=T(v) Vv € X.

Nesse caso, T é denominada diferencial estrita de F em x, e denotada por F(x).

Teorema 30 (pigina 202 de [11]). Suponha que Y seja um espago de Banach real, que F : X — Y
seja, estritamente, diferencidvel em xq e que g: Y — R seja lipschitziano em uma vizinhanca de

h(xg). Nessas condigdes, f = g o F € lipschitziano em uma vizinhanga de x,, e vale
8fxo) € [FL(xo)]*(98(F(x0)))
em que T denota a transformagdo adjunta de T. Se Fi(x,) for sobrejetiva, valerd a igualdade.

Demonstragdo. Fixado v € X, tome sequéncias x; — x; e t; | O satisfazendo

lim S+ 1) = fx;)
itoo ti

= f*(xp5 V).

Do Teorema 27, para cada i € N alto o suficiente, existem z; € [F(x;), F(x; +t;v)] e {; € 9g(z;)

de modo que

fxi + 1v) — flx;) _ <F(xi +tv) — F(x;) >

t~ t ’ é‘i *

1 4
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Sabendo que, da Proposicdo 18, a sequéncia {; € limitada, do Coroldrio 178, ela admite uma
subsequéncia {; que converge, fracamente™, para um certo { € 6g(F (xo)) pela Proposicdo 20,

logo,

= ([Fi(xo)](),8) = v, [Fe(xo)* (©))-

f°(x0; V) = hm f(xj il tj‘;) _f(xj)
j—o0 g

Agora, supondo que F¢(x,) seja sobrejetora, F associa cada vizinhanga de x, a uma vizinhanga
de F(x,), assim, como
Flx+ ) = FOx) — i Fi(x)](v) _

lim 0,
)C—>X(),l‘l0 t
segue que
. , . gy + 1[Fi(x)](») — ()
8°(F(xo); [F{(x0)](v)) = limsup ;
y_)F(XO)J‘LO
: 8(F(0) + fF{(x)](v)) — g(F(x))

= lim sup

x—=x0,t10 t
+1v) —

= lim supf(xv—)ﬂx) = f°(Xp; V).

x—=x0,t10 t
Como v € arbitrario, a igualdade entre os dois conjuntos fica mostrada. 0

Teorema 31 (pagina 203 de [1 1]). Suponha que F : X — R" seja lipschitziana de posto Ky em uma
vizinhanga de xy e que g : R" — R seja, estritamente, diferencidvel em F(x,). Nessas condicdes,

f = g o F ¢€ lipschitziana em uma vizinhanga de x, e vale que

Iflxg) = 6<F, g;(F(xo)»(Xo)

Demonstragdo. Chamando hy = g;(F (xo)) e n = (F, hy), provaremos que, para ¢ > 0, existe uma
vizinhanga V, de x( na qual f — 7 € lipschitziana de posto ¢. De fato, fixados y, z na vizinhanca de
Xo na qual f € lipschitziana, como, pelo Teorema do Valor Médio, existe u € [F(y), F(z)] tal que

JO) —fz) = (F() — F(2), 84(u)), temos que

(F=mO) = (f = m(2) = (FO) — F(2), 8s(w)) — (F(y) — F(2), ho)
= (F(y) = F(2), 8(u) — ho) < l1gs() = hollny= IF () — F(@)l|n
< Krllgs(u) = hollny<lly — zllx»

logo, restringido y e z a uma bola fechada, suficientemente, pequena e centrada em x,, € possivel
fazer com que Kp| go(u) — hll(rny= < .

A partir disso, da Proposi¢ido 18 e do Teorema 23, segue que 9f{xy) C 9n(xy) + By« [0, €] e que
on(xy) € 9f(xy) + Bx+[0,¢], provando a igualdade. O

Corolario 32 (pagina 204 de [11]). Se fe g sdo lipschitzianas em uma vizinhanga de x, entdo, o

produto fg, também ¢é lipschitziano em vizinhanga de x, e vale que
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9(fg)(xp) C flxg)ag(xo) + g(x0)fxp).

Ainda, a igualdade vale se f e g forem regulares em x, e o produto delas for ndo-negativo em tal

ponto.

Demonstragdo. Chamando G a fungéo produto das coordenadas e F = (f, g), € claro que fg = GoF,
que a primeira €, estritamente, diferencidvel e que a segunda € lipschitziana em uma vizinhanca de
Xy — 0 posto dela concide com a raiz quadrada da somatdria dos quadrados dos postos de fe g.

Sendo assim, do Teorema 31 e da Propriedade 16, vem

9(fg)(xp) = 5<(f, 2); (g(xo)af(xo)»(xo)
= 9 g(xo)f + fx0)gl(x) C fxg)dg(xp) + g(x0)If(xp).

Se f'e g forem regulares em x, € cada uma delas for ndo-negativa em tal ponto, a inclusdo torna-se
igualdade pela Propriedade 16, pois g(x,)f e fxy)g sdo, nesse caso, regulares em x,. Ja se ambas
forem ndo-positivas em x, suas opostas sdo regulares e ndo-negativas em x,, logo, basta aplicar as

Propriedades 16 e 21 para obter a igualdade desejada. [

2.3 Cones e polaridade

Os resultados dessa sec@o serdo feitos sob a suposicdo de que X é um espaco de Banach real.

Definicao 33 (pagina 30 de [21]). * Um conjunto K C X é denominado cone com vértice na
origem se AK = K para todo A > 0;

* Sendo K um cone com vértice na origem, o conjunto x, + K é denominado cone com vértice

em x;

* Um cone é denominado afiado se contém seu vértice e cego caso contrério, e € denominado

saliente se ndo contém subespacos de X nio-triviais.

Lema 34 (pdgina 30 de [21]). Supondo que K C X seja um cone com vértice em x, e que f € X~

seja tal que (K, f) admite uma cota superior a € R, o valor {(xy,f) €, também, uma cota superior de

(K.)-

Demonstracdo. Sendo y € K, por definigdo, a semirreta {(1 —f)xy+ty | t > 0} C K, assim, como f
€ linear e a é cota superior de (K, f), vale (1 — 1){xy,f) + y,f) < a para todo t > 0. Em particular,

para todo n € N, sabendo que

(1= mx0of) +00f) S nlf) St (= Dy & 0 < 2+ (1= 2) )

e fazendo n T oo, obtemos (y, f) < (xy,/). Da arbitrariedade de y, o resultado segue. O
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Definicao 35 (adaptado de [47]). Dois cones convexos C;,C, C X sdo ditos transversais se
C, — C, = X (diferenca de Kuratowski) e, fortemente, transversais se, além de transversais,

possuem interseciao ndo-trivial.

Proposicao 36 (pigina 239 de [43]). Se dois cones convexos ndo-vazios C;,C, C X sdo insepa-
rdaveis, entdo, eles sdo transversais. Também, se nenhum deles é um subespaco vetorial, entdo, eles

sdo, fortemente, transversais.

Demonstracdo. Sabendo que C; — C, € um cone convexo, se tal cone nio coincide com X, entdo,
existe um A € X* \ {0} para o qual (C; — C,,4) C [0, co[. Em particular, parax € C;,r > 0e
y € C,, vale

(x, Ay > r{y, A) VxeC,, yed(C, r>0,
rx,A) > (y, A) VxeC,, yeC,, r>0.

Fazendo r | 0, é obtido (C;,A) C [0, 00[ € (C5,4) C |— 00,0], 0 que prova que C; e C, sdo
separdveis. Isso contradiz a hipétese de inseparabilidade, portanto, C; e C, sdo transversais.

Agora, se C; N C, = {0}, dado z € C,, existem x € C; e y € C, satisfazendo z = x — y, entdo,
z+y=x € C;nC, = {0}, 0 que mostra que z = —y e, consequentemente, —z € C,. Sabendo
que isso vale para qualquer z € C,, a conclusdo € que se trata de um subespago, mas isso contradiz

a hipétese de que nenhum deles € subespago. Portanto, eles sdo, fortemente, transversais. [

Corolario 37 (pagina 31 de [21]). Nas condicdes do Lema 34, € vdlido que:

* Se um cone K de veértice x € separdvel de um conjunto A por um hiperplano fechado, entao,

ele ¢ separdvel, também, pelo hiperplano paralelo passando por seu vértice;

* Um cone convexo fechado é separdvel de qualquer semirreta emanando de seu vértice ndo

contida nele;

* Se dois cones K| e K, com vértice na origem sdo separados por um hiperplano, entdo, este
deve passar pela origem. Em particular, se K, € um subespaco, entdo, ele deve ser subconjunto

do referido hiperplano.

Demonstragdo. * Supondo que o hiperplano de equac@o f = « separe A e K, o € uma cota
inferior de (A, f) e, do Lema 34, (x,,f) é cota superior de (K,f), 0 que mostra que este &,

também, uma cota inferior de (A, f), portanto, f = (x,,f) separa A de K;

* Supondo que K seja um cone de vértice x; € x; seja um ponto de uma semirreta emanando
do cone e ndo contida em K, segue que x; & K, assim, do Teorema 159, {x;} podem ser
separados por um hiperplano de equagdo f = «, o que acarreta que o hiperplano de equacdo
f = (x0,f) separa, também, {x,} ¢ K. A partir disso, segue que ((1 — 1)xg + tx;,/) = (xp,/) +
1({x1, /) — (x0,/)) = (x0,f) para qualquer ¢ > 0, o que mostra que f = (x,f) separa o cone e

a semirreta;
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* Supondo que a equacdo de tal hiperplano seja f = a e tomando x; € K, e x, € K,, para
cadan € N, vale <x—1, f> >a> <x—2, f>, assim, fazendo n — oo, a continuidade de f garante

n n
que (0,f) > a > (0,f), o que mostra que = (0, f) = 0. Portanto, o hiperplano deve passar

pela origem.

Agora, se K, é subespago, entdo, dado x € K,, vale (x,f),(—x,f) < 0, o que mostra que
(x,f) = 0. Portanto, K, esta contido no hiperplano de equagio f = 0.
O

Teorema 38 (pagina 32 de [21]). Sendo K um cone convexo com vértice na origem e interior ndo-
-vazio e L um subespago quer intercepte intK, se g € X € ndo-positivo em K N L, entdo, existe

f € X* continuo que coincide com g em L e € ndo-positivo em K.

Demonstracdo. No caso em que g = 0 em L, o funcional f = 0 satisfaz as condi¢Ges requeridas.
Supondo, assim, g # 0 em L e chamando Q; = ker g, trata-se de um cone convexo e ndo-vazio
(contém a origem) que € disjunto de intK: de fato, se existisse x, € Q; N int K, existiria, pela
continuidade e linearidade de g, um ponto x; € L N K satisfazendo g(x;) > 0, o que contradiz a
hipétese. Assim, do Teorema 159, existe um hiperplano separando Q; e int K, o que implica, pelo
item 3 do Corolario 37, na existéncia de um funcional linear #: X — R continuo negativo em
intK e nulo em Q;.

Agora, chamando Q, = (ker ) N L, como & se anula em Q,, vale Q; C Q,, assim, do Lema
172, h|; = 0 ou h|, = Ag para algum A # 0. O primeiro caso é impossivel pelo fato de que & é
negativo em int K N L, que, por hipdtese, € ndo-vazio, assim, o segundo caso € o que ocorre. Mais
ainda, como g e h possuem o0 mesmo sinal em KN L, o nimero A deve ser positivo, portanto, pondo

f = Ag, o resultado segue. B

Definicao 39 (pagina 72 de [11]). Sendo K um cone com vértice na origem, o cone K* definido a

seguir € denominado cone polar de K:

e Se K C X, K* é formado pelos funcionais f € X* para os quais 0 € cota superior de (K, f);

* Se K C X*, K* é formado pela intersecdo das imagens inversas de | — oo, 0] por todos os

funcionais de K.

Da definigéo, é possivel afirmar que K* é um cone convexo afiado com vértice na origem.

Propriedade 40 (pagina 33 de [21]). O cone K* € fechado na topologia mais fraca de seu espago.

*
Demonstragio. ¢ K C X: tome f; = f,. Dado x € K, vale (x,f;) < 0 para todo i € N, assim,
(x,fo) = lim{x, f;) < 0. Isso mostra que f, € K*;

e K C X*: tome x; = x,. Dado f € K, vale (x;,f) < 0 para todo i € N, assim, (xy,/) =
lim(x;, /) < 0. Isso mostra que x, € K*.
0
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Propriedade 41 (pagina 34 de [21]). Sendo K,,K, C X cones com vértice na origem, se K; C
K, C X, entdo, Kf D KZA.

Propriedade 42 (pagina 33 de [21]). O cone polar de K coincide com o de Keodecok.

Demonstragao. * K C X: tomando f um funcional linear continuo e ndo-positivo em K, seja
xeK. Sex€ K, é imediato que (x,f) < 0. Sendo, x é ponto de acumulacio de K, desse
modo, caso {x,f) > 0, f~'(]0, oo[) seria uma vizinhanca de x e, consequentemente, conteria
pontos de K, o que implica que (x,f) < 0. Portanto, K* C I?A. Ja a outra inclusdo segue da

Propriedade 41. Portanto, os cones polares de K e K coincidem.

Agora, tomando f um funcional linear continuo e ndo-positivo em K, como cada ponto de
co K é combinagio convexa de pontos de K, a linearidade de f garante que f é ndo-positivo
em co K. Ja a outra inclusdo segue da Propriedade 41. Portanto, os cones polares de K e

co K coincidem;

¢ K C X*: tomando x um ponto no qual todo elemento de K assume valor ndo-positivo, seja
S K. Se f € K, é imediato que (x,f) < 0. Sendo, f € ponto de acumulagio de K, desse
modo, caso (x,f) > 0, a imagem inversa de ]0, co[ por (x, -) seria uma vizinhanga de f e,
consequentemente, conteria pontos de K, o que implica que (x,f) < 0. Portanto, K* C EA.

J4 a outra inclusdo segue da Propriedade 41. Portanto, os cones polares de K e K coincidem.

Agora, tomando x um ponto no qual todo elemento de K assume valor ndo-positivo, como
cada elemento de co K € combinacdo convexa de elementos de K, cada elemento daquele
assume valores nao-positivos em x. Ja a outra inclusdo segue da Propriedade 41. Portanto,
os cones polares de K e co K coincidem;

[

Propriedade 43. Sendo K, K, cones com vértice na origem, (K, X K,)* = KT X K5

Demonstragao. * K,,K, C X: supondo que f = (f,/>) € (K| X K,)*, para quaisquer x; € K,
e X, € Ky, vale (x1,f;) = ((x1,0);/) < 0e (x,fo) = ((0,x);f) <0, assim, f; € KT e
f» € K7, ou seja, f € KT X K. Reciprocamente, supondo que f = (f,,f;) € KT + K5, para
qualquer x = (x;,x,) € K; X K,, vale que (x,f) = (x;,f1) + (x2,/5) < 0, 0 que mostra que
fe (K xKy)*;

* K;,K, C X*: supondo que x = (x;,x,) € (K; X K,)*, para quaisquer f; € K, e f, € K,,
vale (x;,f1) = (x;(f1,0)) < 0e (x,fo) = (x;(0,f)) < 0, assim, x; € KT e x, € K5, ou
seja, x € KT X K. Reciprocamente, supondo que x = (x1,x,) € K7 X K2, para qualquer
= (f1.fo) € K;XK,, vale que (x, ) = (x;,f1)+{x2,/>2) < 0, 0que mostraque f € (K; XK,)*.

L]

Propriedade 44 (pagina 34 de [21]). Sendo {K,, | a € A} uma colecio de cones com vértice na

origem,
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A
Demonstragdo. *{K,| a € A} C X: sendo f € (Ua cA Ka) , em particular, dados ¢ € A
ex € K, vale (x,f) < 0, assim, f € (] __, Ki;. Reciprocamente, se f € [ ., Kz, entdo,

A
dados @ € Aex € K, vale (x,f) < 0, 0 que mostra que f € (UaeA Ka) ;

A
e {K | a € A} C X*: sendo x € K ) , em particular, dadosa € Aef € K, vale
a a€A T P a
x,f) <0, assim, x € K%. Reciprocamente, se x € K%, entdo, dados o € A e
aEA A p aEA A

A
feK,, vale (x,f) <0, 0 que mostra que x € (UaeA Ka) .

]

Propriedade 45 (pagina 34 de [11]). O cone polar de K* coincide com a envoltoria convexa

fechada de K.

Demonstragdo. Da Propriedade 42, o cone polar de coK coincide com o de K, assim:

» Dado x € coK, qualquer f € K* satisfaz (x,f) < 0, o que mostra que x € K**. Por outro

lado, se x ¢ coK, do Teorema 159, existe f € X* que é positivo em x e negativo em CokK, o

que, da Propriedade 42, acarreta f € K*, assim, x & K*%;

» Dado f € coK, qualquer x € K* satisfaz (x,f) < 0, o que mostra que f € K**. Por outro

lado, se f & coK, do Teorema 159, existe x € X no qual f assume valor positivo e no qual

qualquer coK assume valor negativo, o que, da Propriedade 42, acarreta x € K*, assim,

]rg‘KAA.

]

Propriedade 46 (pagina 34 de [21]). Se{K, | a € A} € uma colegdo de cones convexos e fechados

na topologia mais fraca de seu espago, entao,

(ﬂ Ka)A = > K.

aEA a€A

Demonstracdo. Chamando de Q o fecho da referida somatéria, como

co(U KQ) = > K2,

a€EA aEA

das Propriedades 42, 44 e 45, segue que

0 = (Z Kﬁ)A = (U Kﬁ)A = k& =) Ke

aEA aEA a€A aEA

0 que permite afirmar, usando a Propriedade 45 novamente, que
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Q=0 = (ﬂKa) .
0 €A
O

Propriedade 47 (pagina 9 de [7]). Se K, ...,K,, C X sdo cones convexos e insepardveis, entdo,

seus interiores relativos ndo sdo disjuntos.

Demonstracdo. Supondo que exista um inteiro € < m para o qual

¢ o+1
(riki#2.  [)ik =0,
. € .. . . ~ . . .
do Teorema 195, o conjunto ﬂi=l K; possui interior relativo ndo-vazio e os interiores deste e de
T . . . €
K, s@o disjuntos, assim, o Teorema 159 garante que K, | € separdvel de ﬂi:l K; e, consequen-

temente, de [ o que contradiz a hipétese de inseparabilidade. [

ie(1 - mpjes1y Kio

Teorema 48 (péagina 7 de [7]). Dados K, ...,K,, C X* cones, fracamente™, fechados, se K :=
ZT:] K; ndo é, fracamente™, fechado, entdo, existem yy, ... ,y,, ndo todos nulos cuja somatoria é

nula e de modo que cada y; € K;.

Demonstragdo. Tomando x € K \ K, existe uma sequéncia {x;} C K tendendo a x, e podemos

€screver

m

szlex/’ szEKz ViE{l:m}.

i=1
Pondo, agora, a; = max{|x, l, ..., |x,,;|} para todo j € N, se a; » o, ela seria uma sequéncia
limitada, o que permitiria encontrar, para cada i € {1 : m} uma subsequéncia de {x; ;} convergente

(Corolério 178) e, consequentemente, concluir que x € K. Agora, pondo y;; = i para todos
aj
i € {l:m}ej €N, vemos que max{|y, l, ..., |y,,|} = 1 para todoj € N, o que permite assumir,

sem perda de generalidade, que y;; — y; para todo i € {1 : m} (novamente, Coroldrio 178), e,

consequentemente, que, a0 menos, um dos y é ndo-nulo e que cada y; € K;. Finalmente,

x.

. .1 .
.= lim o= lim — =lim— = 0.
; T e ; T i 4y ; T i 4

O
Teorema 49 (pagina 6 de [7]). Dados K1, ..., K,, C X cones convexos com vértice na origem, eles
sdo separdveis se, e somente se, existem yy, ... ,y,, hdo todos nulos cuja somatoria é nula e de modo
que cada y; € K?.
Demonstragdo. Seja € € {1 : m — 1} o menor inteiro para o qual {K|, ..., K,,} contém uma sub-

P p P P ¢+1 o 1k
familia separavel de ¢ + 1 cones e assuma que K| € separdvel de ﬂi=2 K; — ndo ha perda de
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generalidade nessa suposi¢io, uma vez que os cones em questdo podem ser reordenados se neces-
o+1 \*

L. . . . . Y A
sdrio. A partir disso, € possivel encontrar f € X*\{0} de modo que f € K| e que —f € <ﬂi=2 K, i) .
Se ¢ = 1, o teorema esta provado. Sendo, como {K», ..., Ky} ndo é uma familia de cones sepa-

L . o+1 . .
rdveis por conter menos que € + 1 cones, a Propriedade 47 garante que ﬂi:z riK; # @, assim,

f+1
i=2

K, = ﬂf:zl IZ Disso e das Propriedades 42 e 46, temos que

e+l \° oq1
—fe (ﬂKi) = > K-
=2 i=2

Se a somatdria em questdo for, fracamente™, fechada, claramente, existirdo y,, ..., 4 Cuja

do Teorema 195, [

somatoria € —f e de modo que cada y; € Kl.A, assim, basta por yg = fe ypy o = - =y, =0e
o resultado seguird. Sendo, do Teorema 48, existirdo y», ..., Yy, nao todos nulos cuja somatdria
é nula e de modo que cada y; € K7, assim, basta por yy = ypir = -+ =y, = 0 e o resultado
seguira.

Reciprocamente, suponha que existam yy, ..., y,, ndo todos nulos, de somatéria nula e de modo
que cada y; € K?*. Sendo j € {1 : m} o indice do primeiro y ndo-nulo, temos que y; € KJ.A e que

(x, )’j> == Z (X, yi)s
iefl: mp\{j}

assim, para x € ﬂi el 1 mhG} K;, vale (x,y;) > 0, o que mostra que o hiperplano yj_1 (0) separa K;
de ﬂie{l NG} K. O

2.3.1 Cones aproximantes de Boltjanskij

Estudaremos, agora, os cones aproximantes de Boltjanskij, cones que podem ser assumidos con-

vexos e que satisfazem uma propriedade denominada, por [50], de Principio da Intersecao.

Definicao 50 (pagina 235 de [43]). Selam A C R"e g € A. Um cone K C R” é dito cone
aproximante de Boltjanskij para A em g se, para quaisquer {v,...,v;} € K (com k € N) e
¢ > 0, existem {V/, ..., v} C R" satisfazendo ||v; — v]'.|| < eparaj € {1:k}, § > 0 e uma aplicagio

continua = : [0,d]* = A U {g} satisfazendo
k
2(2) = g + ), v + o([lzl])- 2.1)
j=1

Propriedade 51 (péagina 237 de [43]). Se K é um cone aproximante de Boltjanskij para A em g,

entdo, o mesmo vale para sua envoltoria convexa co K.

Demonstragdo. Comece tomando {v,...,v;} € coK (com k € N) e ¢ > 0. Do Teorema de

Karatheodori para Envoltérias Convexas, para cada j € {1 : k}, existem «, j, ..., @4 ; > 0 com
L1

somatéria - e {V1,j> -+ »Vut1,} € K de modo que

n+1

Vj = kzaiJViJ.
i=1
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Agora, sabendo que K é cone aproximante de Boltjanskij para A em ¢, para cada conjunto
{Vi> e s Vig)s existem {V;,V s v;’k} satisfazendo ||v; ; — v;J|| < eparaj € {l:k},6; > 0 e uma
aplicacdo continua Z; : [0, 8,]* = A U {g} satisfazendo

k
Ed2) = g+ ) vl + o(lz]). 2.2)
J=1
Definindo v = anH a;;v; ;> temos que [[v; — v, ‘I < eparaj € {l:k}. Ainda, pondo «; =
Z;;l a;; e d = min{dy, ..., 0,41}, a aplicagdo = [0, 6] = A U {q} definida por

n+1

2) =), o
i=1

é tal que
n n+1
E@) =q+ )3 (Z ;v W> +o(lzl) =g + Z zv; + o(llz]),
j=1 i=1
0 que mostra que co K € um cone aproximante de Boltjanskij para A em g. O

Teorema 52 (pagina 237 de [43]). Se R" € um cone aproximante de Boltjanskij para A em q, entdo,

este € um ponto interior de A U {q}.

Demonstracdo. A demonstracdo desse teorema serd feita para ¢ = 0, porém, quando g # 0, uma
simples translacdo da aplicacio = estende tal resultado para todo o R”.

Colocando ) = — Z?:] e;, 0 conjunto {ey, ..., e,} é, afinamente, independente (isto é, nenhum
ponto pode ser escrito como combinacdo convexa dos demais), sendo assim, denotando sua en-
voltdria convexa por S, todo s € S pode ser escrito, unicamente, como uma combinagdo convexa
dos e; com coeficientes z;. Tais coeficientes serdo colocados em um vetor z € R+

Por hipétese, dado ¢ > 0, existem v, ..., v, € R” satisfazendo |e; — v;|| < ¢ para i € {0: n},

um niimero ¢ > 0 e uma aplicagiio continua Z : [0,8]"T! — A U {0} satisfazendo
n
2(x) = ),z + o(lz]).
i=0

Escolha @ > 0 de modo que Br:[0,a] C Se, parar > 0 pequeno o suficiente, defina a aplicagdo

D, : S > R"por D,(s) = - ~(rz) Para ¢ e r pequeno o suficiente, qualquer s € S satisfaz
o(r) o(r) _a
19,69 - s = “zéz( SLG) H <ZZZ||V e+ KD D o

Fixando g € Bp» [0, g] e definindo a aplicagdo continua F': S X By [O, g] — Bpx[0,a] por
F(s,q) = q — ®,(s) + s, da estimativa acima, F(-,q) pode ser vista como uma aplica¢do sobre
Bg:[0,a], o que, pelo Teorema do Ponto Fixo de Brouwer?, garante que ela possui um ponto fixo
uw€EB [0, g], o que é equivalente a ®,(u) = ¢. Isso permite dizer que ®; ! (BRn [0, g]) c S,
assim, Bgs (0, r%) C AU 0

2Consulte a pagina 353 de [35]
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Teorema 53 (pagina 240 de [43]). Sendo A;,A, CR"eq € A_l nA_z, se K| e K, sdo os respectivos
cones aproximantes de Boltjanskij para A, e A, para q e sdo, fortemente, transversais, entdo, q é

ponto limite de A; N A,.

Demonstracdo. Sem perda de generalidade, assumimos, novamente, que ¢ = 0 e chamamos e, =
- Z?: , € Da transversalidade entre C; e C,, € possivel encontrar, para cada i € {0: n}, f; € C;
e g; € C, satisfazendo e; = f; — g;.

Ainda, como existe z € C; N C, \ {0}, é possivel afirmar que, para cadam > 0, ¢; = (f; + mz) —
(g; + mz) comf,+mz € C,e g +mz € C,.

A envoltéria convexa de {f, + mz, ... ,f, + mz}, sendo uma translacgo da de {fy, ..., f,,}, que € um
conjunto compacto, por mz, pode ser escolhida de modo a ndo conter a origem. Sendo assim, ndo
hé perda de generalidade em assumir que envoltdria convexa dos f; ndo contém o zero.

Novamente, chamando S a envoltdria convexa de {e, ..., e,}, todo s € S pode ser escrito, uni-
camente, como uma combina¢do convexa dos e; com coeficientes z;, que serdo colocados em um
vetor 7 € R,

Sabendo que C; e C, sdo cones aproximantes para A; e A, na origem, dado ¢ > 0, existem
vetores fi, ..., f, € &g, -+ » & satisfazendo ||f; — fi]| < é ellg, —gill < é parai € {0:n},6 >0e
aplicacdes continuas

=, 1 [0,6]7"* > A, U {0}
2= Yo zofs + o([zl),
i=0
=, : [0,0]" = A, U{0}

n
DR}
i=0

Sendo B[0, «] C intS, para r > 0 pequeno, defina @, : S — R" por

®,(s) = E1(rz) — 25(r2)

para r e € pequenos o suficiente, vale

[0,6) = ol = |21 - &)+ 22 = 3z =[Sz f)+Zz,g—g,)+0(r)
i=0 i=0 i=0
<(+0—rr) %

Mais uma vez, do Teorema do Ponto Fixo de Brouwer, CI),_1 (BW [0, g]) C S, em particular,

existe z, = (2, .- » 2n,,) € S satisfazendo =, (rz,) = E,(rz,).
Afirmagdo. Z,(rz,) # 0.

De fato, como
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—
(=]
—

1(rz) < o(r)
T = Z Z,',rf; + T
i=0

e a primeira parcela pertence a envoltéria convexa dos vetores {fO, ..o sfn}, como a correspondente
envoltéria dos vetores {fy, ... ,f,} ndo contém a origem (foi assumido acima sem perda de gene-
ralidade) e ambas sdo conjuntos compactos, escolhendo ¢ > 0 pequeno o suficiente, € possivel
garantir que aquela ndo contém, também, a origem, o que, escolhendo r > 0 pequeno o suficiente,

garante que Z,(rz,) # 0.

Desse modo, o ponto g : E,(rz,) € A; NA, \ {0} pertence a Byx (0, r%) Da arbitrariedade de r

e do fato de qualquer vizinhanga da origem contém uma bola do tipo B. (O, r%), concluimos que

q € ponto limite de A; N A,. O

Definicao 54 (pagina 72 de [50]). A seguinte propriedade é denominada Principio da Intersecao:

dados Cy, ..., C,, C R", se, paracada i € {1 : m}, o cone K; é aproximante de C; em um ponto x,,
~ . Ve . ~ 4 ~ m
e os cones K, ..., K,, sdo insepardveis, entdo, x, é ponto de acumulagdo de () _, C;.

Corolario 55. Os cones aproximantes de Boltjanskij satisfazem o Principio da Intersecdo.

Demonstracdo. Segue da Proposicio 36 e do Teorema 53. [

2.4 Principios Variacionais

2.4.1 Penalizacio exata

Os resultados a seguir serdo feitos supondo que X é espaco de Banach real.

Definicao 56 (pagina 210 de [11]). Dado S C X, funcdo dg: X — [0, oo[ definida por dg(x) =

dist(x, S) é denominada fungao distancia associada a S.
Propriedade 57 (pagina 210 de [11]). A fungdo dg é, globalmente, lipschitziana de posto um.

Demonstracdo. Dados x;,x, € X, da desigualdade triangular, qualquer y € S satisfaz dg(x;) —
lx; — %l < X1 = Yllx — X1 — %2llx < |[x2 — yllx, assim, tomando infimo do lado direito e

rearranjando a desigualdade, vem dg(x;) — ds(x,) < [|x; — x3]|x- O

Proposicao 58 (pagina 211 de [11]). Dado S C X um conjunto fechado, suponha que f: X - R

seja lipschitziano de posto M em um aberto U contendo S. Nessas condigoes:

o Se x* € S minimiza f em tal conjunto, entdo, o funcional f + Mdg atinge minimo em U no

ponto x*;

o Se x* € U minimiza f + Mdg em tal conjunto para algum M > M, entdo, x* € S e minimiza

f em tal conjunto.
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Demonstragado. * Supondo que x* € S minimiza f em tal conjunto, sejam x € Uee¢ > O e
escolha s € S de modo que ||x — 5| < dg(x) + ¢. O fato de que x* minimiza fem S e a

continuidade lipschitziana de f garantem que
Sx7) < fs) < fx) + M||s — x|y < flx) + Mdy(x) + Me.
Fazendo ¢ | 0, obtemos que x* minimiza f + Mdg em U,

« Supondo que x* € U minimiza f + Mdg em tal conjunto com M > M, se x* € S, entio, o
fato de que tal conjunto é fechado garante que dg(x™) > 0, o que permite escolher s € S de

modo que

M
Is = "l < 3756,
Ainda, da continuidade lipschitziana de f, segue que f{s) < fx™) + M||s — x*||x, logo, como
x* minimiza f + Mdg em U, vale que

FF) + Mdg(x*) < fis) < fx™) + M||s — x|y < fx*) + Mdg(x*) (absurdo!)

Portanto, x* € S e minimiza f em tal conjunto.

2.4.2 Principio Variacional de Ekeland

Teorema 59 (pégina 112 de [48]). Dados g: X — R semicontinuo inferior e x, € X, suponha

que existem niimeros A, > 0 satisfazendo
g(xo) < infg(X) + Aa. (2.3)

Nessas condicoes, existe x* € By|xy, A] que minimiza x = g(x) + a|lx — x|y e satisfaz g(x*) <

g(xp)-

Demonstragdo. Defina a multifun¢do T: X ~» X por T(x) = {y € X | g(y) + a|x — y|x < g(x)}.
Dados x € X e {y;} C T(x) tendendo a y € X, a semicontinuidade inferior de g garante que

gy) + allx —yllxy = () + alim |x — y;|lx < liminf g(y;) + aliminf |x — y;||x < g(x),
iToo iToo iToo

o que mostra que y € T(x) e, consequentemente, que 7 assume, somente, valores fechados.
Afirmacdo. Paratodos x,y € X, y € T(x) = T(y) C T(x).
De fato, dado z € T(y), temos que
8(2) + allx — zlly < g(2) + aly — zlx + alx = ylx < gOv) + allx — ylx < g(x),

0 que mostra que z € T(x).
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Agora, definindo & : X — R por &(x) = inf(g o T)(x), como &(x) < g(x) — a||x — y||x para todo
y € T(x), segue que diam T(x) < E[g(x) —&(x)]. Ainda, dessa defini¢do, é possivel construir uma
sequéncia {x;} C X escolhendo, para cada j € Z, x;;; € T(x;) satisfazendo g(x;4 ;) — §(x;) < %

Para cadai € Z,, como T(x;, ;) C T(x;), vale &(x;) < &(x;41), logo, como & < g em X,
E(xip1) < glxig) < &(xp) + % < &(xiy1) + %
Isso mostra que 0 < g(x;y 1) — E(xjp1) < %, entdlo, qualquer i € Z satisfaz
diam T(x; ) < !

— . b
2i=1g

o que acarreta que {7(x;) | i € N} é uma familia de conjuntos encaixados em ordem decres-

cente cujos didmetros tendem a zero para i T oo. A partir disso, {x;} é sequéncia de Cauchy e,

consequentemente, converge a x* € X, o que mostra que

(e}

)7 = ),

i=0
logo, g(x™) + aljxyg — x*|lx < g(xy). Também, da afirmacdo provada, T(x*) = {x*}, logo, x #
x* = g(x™) < g(x) + allx — x*||x. Por fim,

g(x™) + allxo — x*[lx < g(xo) < infg(X) + Aa < g(x™) + A,

0 que mostra que |jx, — x* ||y < A. O
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3 Principio de Pontrjagin

3.1 Problemas de controle otimo

Nessa secdo, apresentaremos os problemas de otimizacdo que serdo trabalhados neste capitulo.

O trabalho, aqui, € baseado em [1].

3.1.1 Problemas sentido-estrito

Comecaremos com o problema original, no qual a varidvel temporal € independente e, por causa

disso, tal problema ndo apresenta impulsos.

Hipotese 1 (paginas 818 e 819 de [1]). Considere:

* Um conjunto fechado 7~ C [0, co[ X R”, que serd denominado conjunto alvo;

* Um compacto A € R? e um cone fechado C € R™ formado pelo produto cartesiano de
um cone fechado de R™ contendo os eixos candnicos por um cone saliente fechado de R™2;

tanto A quanto C serdo denominados conjuntos de controle;

« Uma aplicacio f € CO(R" x A; R") cujas primeiras n derivadas parciais de primeira ordem

sdo continuas, que serd denominada dindmica de derrapagem;
 Campos de vetores gy, ..., g,, € C'(R",R");

* Uma fungdo ¢ : R" X C X A — R definida por €(x,u,a) = €y(x,a) + €,(x,u) com €, e a

fungdo recessao

é\l(x, Wo, W) = lim r€, (x, %)

r—>wq

sendo continuas e tendo as primeiras n derivadas parciais de primeira ordem continuas; €

serd denominada lagrangiano;

* A fungio ¥ € C!'(R x R",R), que serd chamada custo final.
Antes de prosseguir, introduzimos algumas nota¢des que podem ser uteis para o texto:

* A norma de I (p € [1, oo]) serd denotada por | - ||,;

* As bolas aberta e fechada de centro x, € L7 (p € [1,00]) e raio r > 0 serdo denotadas,

respectivamente, por B,,(x, r) € B,[xo, r].
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Definicao 60 (pagina 819 de [1]). O conjunto U consistindo de todas as ternas (7, u, a) satisfazendo
T>0,ue€L'([0,T];C)ea € L'([0,T);A) é denominado conjunto de controle sentido-estrito.

Definicao 61 (pégina 819 de [1]). Dados (T, u,a) € U e (x,v) uma solucdo de Karatheodori de

k= fl @)+ Y g
= (3.1)

v =|ul,
(x,v)(0) = (x,0),

a quintapla (7, u, a, x, v) é denominada processo sentido-estrito. Ainda, esse processo é denomi-
nado factivel se (7, x(T)) € 7" e wW(T) € [0,K], em que K € [0, o].

Com todos esses conceitos, € possivel introduzir o problema de controle étimo sentido-estrito

T
P (T, x(D))+ | €(x,u,a)f)ds
minimizar ( x( )) ‘/0 (x, u, a)(t) (3.2)

sobre todos os processos sentido-estrito factiveis (7, u, a, x, v).

Definicao 62 (pagina 819 de [1]). Um processo sentido-estrito factivel (7_", u,da,x, v) é denominado
minimizador sentido-estrito local se existe & > 0 de modo que qualquer processo sentido-estrito
(T, u,a,x,v) verificando dist ((T, X, V); (]_", X, \7)) < 0 (a distancia, aqui, € a usual para espagos-

-produto) satisfaz

w(Ti(D)+ [

0

T

T
E(x,u,a)(t)dr < 2I‘(T, x(T)) + f €(x,u,a)(t)dr. (3.3)
0

Se esta desigualdade vale para qualquer processo sentido-estrito factivel, (7_", u,d,x, v) é chamado

minimizador sentido-estrito global.

3.1.2 Problemas espaco-temporais

Passaremos, agora, ao problema mais geral, que parametriza tanto as varidveis temporal e es-
pacial e permite, com isso, um carater impulsivo. Antes disso, porém, dado um funcional f, seu
infimo essencial, ou seja, o maior r € R para o qual a medida de Lebesgue de f~'(]— oo, 7]) é

nula, serd denotado por ess inff.

Definiciao 63 (pagina 820 de [1]). O conjunto W das quadriplas (S, wgy, w, ) satisfazendo S >
0, wyg € L*([0,S];[0,0[), w € L*®([0,S];C), & € L*(]0,S];A) e essinf(wy + [w|) > 0¢é
denominado conjunto de controle espaco-temporal.

Definicio 64 (pagina 820 de [1]). Dados (S, wy, w,a) € W e (¥, ¥, #) uma solucdo Karatheodori
de
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.).)0 = Wy,
y =y, a)wy + ), 80w,

] ' ; (3.4)
[')) = |W|’

k(YO’y’ﬁ)(O) = (O,)VC, O)

o processo (S, wy, w, a, v, yo, 3) € denominado processo espaco-temporal. Mais ainda, ele € cha-
mado factivel se (v, y)(S) € T e 5(S) € [0,K].

A partir disso, é possivel introduzir o problema espaco-temporal

s
minimizar  ¥(yy, y)(S) + f £¢(y, wg, w, )(s) ds
b (3.5)

sobre todos os processos espago-temporais factiveis (S, wg, w, @, Yo, ¥, 5),

em que o lagrangiano extendido €°¢ . R" X [0, 00[ X C X A — R € definido por €¢(y, wg, w,a) =
€0(y’ a)WO + é\l(y’ Wo, W)

Propriedade 65 (pagina 820 de [1]). Dada uma fungdo crescente, bijetiva e bilipschitziana¢ : [0, S] —
[0, S], e definindo, para cada (S, wy, w, @, y, ¥y, 5),
—_ dg~!
_ -1
(W, W) = [(Wo, w)og ] ds
(&aj—]\(’)aj}a[g) = (aayan9ﬁ) o g_l’

Y o~ o~ A o~ o~

(S, wg, W, &, ¥, Yo, 5) € um processo espago-temporal para (3.5) se, e somente se, (S, Wo, W, &, Vs Vs

[3’) também o é, e os custos coincidem.

Demonstragdo. Claramente, se (S, wy, w, @, y, g, ) € um processo espago-temporal para (3.5),

entao,

4o dg”
ds ds
N
ds (yog ) ds

—~

= Wy,

) d¢!
= (o og‘l)% = (wpog™")
dg™!

CXOTUEDY g,-(y>w,-] ° g-l} -
i=1

m -1
= {f@, @) (woo ™) + 2 83 (wio g—l)} % = f3, )iy
i=1

+ Z gi(Mw;,
i=1

N _;, dg™!
& = (o) T = wesT =g

(70,3, 8) (0) = (39, . 8) o s71(0) = (30,7, 8) (0) = (0, %, 0),

= [wl,
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Y o~ o~ A o~ o~

~ o~ A o~ o~

(wo, w) = [(wg, W) 0 ¢]¢

(a’yO’y’ﬁ) = (&’%’y’ﬁ)) °g¢,

entao,

Yo = (d—%°§>§= (Wp © $)¢ = wy,
ds

D = Gove= Hﬂy,a>w~o+2g,@>w,-] og}@
i=1

= {f(y )W 0¢) + D, &)W, o Q)} ¢ =fnawo + Y gi(y)wi,
i=1 i=1
. dp
b= (G o)e=mocle = n,
(yO’ysﬁ)(O) = %’5)9[5)) og‘(O) = (yOsy’ﬂ)(O) = (Oa)vc’ 0)’
o que mostra que (S, wy, w, @, y, o, 3) 0 € também.

Por fim,

S
W55 9)(5) + f 04575, 7, @)(s) ds = B(r0,3) (s~ ) ()
0

dg_l
d
dss

s(8)
+ f (v, wo, w, @)(s71(s))
0

S
= P(y,, y)(S) + f £¢(y, wg, w, @)(s) ds,
0

0 que mostra que os custos coincidem.

Definicao 66 (pagina 820 de [1]). Um processo espago-temporal factivel (b_’, Wos Ws Qs Yo, Vs

denominado minimizador espaco-temporal local se existe § > 0 tal que qualquer processo es-

paco-temporal factivel (S, wy, w, @, y, ¥, 8) verificando

dist ((S,yo,y,ﬂ); (5,%,)7,/3;)) <9

satisfaz

S S
WG () + [ G D0 ds < WS + [ O ds
0 0

Se essa desigualdade vale para qualquer processo espago-temporal, (5, Wos W, &, Yo Vs

mado minimizador espaco-temporal global.
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A partir dessa propriedade, € possivel estabelecer uma relacdo ~ de equivaléncia entre dois

Y~ o~ A A~ o~

processos: (S, wg, w,a, ¥, o, 5) € equivalente a (S, Wo, Ws &, Vs Vs [3’) se, e somente se, existe uma
¢: [0,5] - [0,8] com as caracteristicas exibidas na Propriedade 65.
Combinando essa definicdo com o lema anterior € notando que uma aplicagdo bilipschitziana

associa pontos de uma bola aberta a pontos de outra bola aberta, surge o seguinte resultado:

Proposicao 67 (pagina 820 de [1]). Um processo espago-temporal factivel (S, W0, W, &, Vs Vs /3;) €
um minimizador local (respectivamente, global) se, e somente se, todo processo equivalente por ~

também é um minimizador local (respectivamente, global).

O resultado acima permite considerar (3.5) como um problema no espaco quociente e, conse-

quentemente, permite substituir qualquer processo factivel por sua parametrizagao canoOnica.

Definiciao 68 (pagina 821 de [1]). Dado um processo (S, wgy, w, @, yo, ¥, ) € colocando ¢(s) =
Jo [wo(r) + [w(r)|] dr, 0 processo (Se, Wo,c, Wes Ges Yo,0» Ves Be) definido por

Se =¢(8),
dg™!

(WO,C’ Wc) = [(WO’ W) ° g_l] T’ (37)

(ac’yO,c’ Yes ﬁc) = (Ot, Yos y,ﬂ) ° g_l

¢ denominado parametrizacio candnica de (S,wy,w,a,y¢.y,0).

Definicao 69 (pagina 821 de[1]). O conjunto a seguir € denominado conjunto de controle espaco-
-temporal canonico

W, = {(S, wo Wy ) € W | wy(s) + [w(s)| = 1 Vs € [0, S]},

e seus elementos sdo denominados controles espaco-temporais canonicos.

Incorporando os problemas sentido-estrito neles

Dado (7, u, a, x,v) um processo sentido-estrito, pondo

o) = f [+ (o)l dr.
0

(3.8)
S =¢(1),
yo=¢"":1[0,8] = [0,T],
O processo
(S’ Wo, Wsa’)’o,)’aﬁ) = (Ssyoa (u ° yO)).}O’ ao yp, Yos X © Yo,V © yO) (39)

€ um processo espaco-temporal candnico com w, > 0 quase sempre. Também, dado um processo
(S, wg, W, @, ¥p, ¥, 5) com w, > 0 quase sempre, a funcdo y,: [0,S] — [0, 7] — definida por
Yo(s) = jz; wo(7) dr, é crescente e bijetiva — possui uma inversa ¢ € AC([0, T];[0, S]) e
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(T,u,0,5,v) = (T, (w 0 ) @ 0.6,y 0.6, o)

€ um processo sentido-estrito. Logo, o conjunto de controle sentido-estrito pode ser identificado
com o conjunto dos processos espaco-temporais satisfazendo w, > 0 quase sempre.

Proposicao 70 (pagina 821 de [1]). Um processo sentido-estrito (T, u,da,x, \7) é um minimizador
local para (3.2) se, e somente se, o processo espago-temporal (5, Wo, W, s Vo Vs [3’_) definido como
em (3.8) e (3.9) € um minimizador local para (3.5) sobre todos os processos factiveis satisfazendo

wqy > 0 quase sempre.

Como visto, quando w, > 0 quase sempre, o problema (3.5) nada mais é do que uma repa-
rametrizacdo do (3.2). Porém, permitindo que w, se anule em um conjunto de medida positiva,
pode-se observar o aparecimento de impulsos, isto €, intervalos na varidvel s nos quais a varidvel
temporal permanece constante, resultando em “evolucdo instantanea” das varidveis de controle
e de estado. No caso mais extremo que w, = 0 quase sempre, 0 processo correspondente sé
apresenta evolucdes instantaneas das varidveis de controle e estado, o que o caracteriza como,
totalmente, impulsivo.

Nao € objetivo deste capitulo estudar problemas sentido-estrito e/ou, totalmente, impulsivos,
porém, ainda assim, apresentamos uma versdo do Principio de Pontrjagin para aqueles — e que

melhora um resultado obtido por [10] — e condi¢des de posto para ocorréncia destes.

3.2 Versao de primeira ordem

O foco desta secdo € apresentar uma versdo do Principio de Pontrjagin de primeira ordem para o
problema (3.5) e algumas de suas consequéncias, em especial, uma “concorréncia” entre as fungoes
hamiltonianas impulsiva e de derrapagem. O trabalho, aqui, € baseado em [1].

Devido a independéncia de taxa do problema (3.5), um minimizador deste serd assumido cand-
nico. Pondo W = {(wy,w) € [0,00[ X C | wy + |w| = 1}, considere a fungido hamiltoniana
nao-maximizada H: R" X R X R" X R X R X [0, co[ X C X A — R definida por

m
H(x, pg, P, T, A, Wo, W, @) = powg + <p;ﬂx, aywy + Z g,-(x)w,-> + 7|w| — A€°(x, wy, w, a)
i=1
e a hamiltoniana regular ) : R" X R XR" X R X R — R formada maximizando a expressdo acima

nas dltimas trés variaveis quando (wy, w) € We a € A.

Teorema 71 (pigina 822 de [1]). Se (5, Wgs W5 Qs Vs Vs [3_’) € um minimizador local para (3.5),
entdo, para cada cone aproximante de Boltjanskij T para T em (y,y) (5) existem p, € R,
p € AC([0,S];R"), & € |- 0,0] e A € [0, oo| satisfazendo:

* (Nao-trivialidade) Nem todos entre pg, p e A sdo nulos. Mais ainda, se y, (5) > 0, entdo, p e

A ndo podem ser nulos ao mesmo tempo;
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* (Nao-transversalidade)

(Porp (8)) € =4V (G0 (5))

{0} se B(S) <K, (3.10)
S -, =
10, 00[ sep (S) =K;
* (Equac@o adjunta) Para quase todo s € [0, 5’]
. OH ,_ — 0\ = =
p(s) = -5 (y(s),p(s), 7T, A, wo(s), w(s), a(s)) ; (3.11)
* (Maximizacdo de primeira ordem) Para quase todo s € [O, S ]
H (5(s), po» p(8), 70, 4, wo (), w(s), a(s)) = b (7(s), o, p(s), 0, 4) 5 (3.12)
* (Anulagio da hamiltoniana) Para todo s € [O, 5],
b (5(5), po> p(s), 7w, 2) = 0. (3.13)

A demonstracdo desse teorema pode ser feita ignorando o raciocinio relativo as variagdes tipo-

-colchete na secdo 3.5 e repetindo o restante.

Definicao 72 (pagina 823 de [1]). Um processo (5, Wgs W5 Oy Vo5 Vs /§) é um extremal se existe
algum multiplicador (py, p, 7, 1) satisfazendo as condigdes. Mais ainda, tal extremal é denomi-
nado normal se nenhuma escolha de multiplicador satisfaz A = 0; anormal caso contririo; e,

estritamente, anormal se qualquer escolha de multiplicador satisfaz A = 0.

Defina, agora, a hamiltoniana impulsiva i, © R"XRXR"XR — R e a derrapante §g4, : R" X
R"X R X R — R por

Baer(x, po, P, A) = max{py + (p.flx, a)) — Ao(x,a) | a € A},

Bimp (X, p, 77, 4) = max Kp, i gi(X)w,-> + 71— 26, (x, w)

wE CnS’"“}.
i=1

Corolario 73 (pagina 823 de [1]). Dados um extremal (5, Wos W, &, Vo5 y,/3) e (po, p, 7, 1), existe
um conjunto nulo N° C [0, 5] tal que, para todo s € [0, 5] \ NV,

0= h();(s)’po’p(s)aﬂ:’ A’) = max {hder (f(s),Po,P(S), A) ; f)imp ()_](S)’p(s)’ﬂ:’ /1)}’ (314)
0 = wo(s) [po + (p():(3(s), &(s))) = 26o(3(s), &(s))]. (3.15)

0= <p(S), D (gie )7)(3)"71‘(5)> + [ w(s)| = 2€,(5(s), w(s))- (3.16)
i=1

Em particular,
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» Se algum s € [0, 5] \ NV satisfaz f)der(j(s),po,p(s),l) < 0, entdo, wy(s) =0 e

<p(S), D (gio y_)(S)W,-(S)> + 72— 26,(5(5), W(5)) = Bimmp(7(5), p(s), 7, 4) = 0;

i=1

» Se algum s € [0, 5] \ NV satisfaz By, (y_(s), p(s), T, )L) < 0, entdo, w(s) =0e

Po + (X A (s), as))) = ALo(3(5), a(s)) = Baer(7(s), p(5), 70, 1) = 0.

Demonstracdo. De (3.13), qualquer s € [0, §] satisfaz

i=1

P + <p<s>;ﬂy-<s>,a)wO + 3 (gr09) <s>w,-> + 2l — 2[5 @ + (s w)] <0

para todo (wg, w,a) € W X A. Em particular, escolhendo w = 0, vale wy = 1 e

po + (p(s): f(5(s), @)) — 46(3(s),a) <O Va € A,

enquanto que, para wy = 0, é obtido que
<p(s>, 2(gio y‘)(s)wi> V(w,a) € CxX A, |w| = 1.
i=1

A partir disso, Bye (7(s), p(s), 7, 4) < 0 € iy (5(s), 7w, 4) < 0, 0 que permite afirmar, por (3.13)
novamente, que o maximo dos dois € zero. Tomando N C [O, §] o conjunto nulo sobre cujo
complementar € verificada (3.12), fica demonstrada (3.14).

Ainda, se s € [0, 5] \ IV, por (3.12) e (3.13), vale

0 = wo(s)[po + (p(s): f(3(s), @(s))) — 2€0(3(5), a(s))]
+ <p(S); D (gie y')(S)vW(S)> + | w(s)] = 2€,(3(s), w(s))-
i=1

Como cada uma das parcelas € ndo-negativa pelas duas desigualdades acima, ficam provadas
(3.15) e (3.16).

Para provar o primeiro item, supondo f]der(j(s), p(s), m, )L) < 0, (3.15) implica wy(s) = O e
[w(s)| = 1, o que prova o item por (3.16). Finalmente, para provar o segundo item, supondo
f)imp()_/(s), p(s), m, /1) < 0, a 1-homogeneidade positiva de H com respeito a (wy, w) e (3.16) im-
plicam w(s) = 0, logo, wy(s) = 1 e o resultado fica provado por (3.15). O

Os vetores candnicos dos espagos euclidianos serdo denotados por ¢;.

Corolario 74 (pagina 824 de [1]). Sendo (5, Wos W5 Qs Vo, y,[a_’) um extremal canoénico para (3.5)
ligado a um multiplicador (py, p, T, 1), se

x=0, A(5(s),0,2e;,a) =0  Vs€[0,S], ie{lim}, (3.17)
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entdo, (p(s),(g; o y)(s)) = 0 para todo s € [O, §] ei €{l:m}

Demonstracdo. Por (3.13) e da defini¢do da hamiltoniana, dados s € [O, 5] e (wy,w,a) € WXA,

vale
powo + <p(S);f(y'(S), a)wo + ) (g y')(S)wi> + wlw| = A[€o(3(s), a)wo + €,(3(s), w)] < 0
i=1
Escolhendo, em particular, wy, = 0 e w = +e; parai € {1 : m,}, o resultado fica provado. ~ []

Observagiio 75 (pagina 824 de [1]). Do Teorema 71, & = 0 quando §(S) < K. Mais ainda, a

hipétese }tée(y(s) 0, xe;, a) = 0 € satisfeita quando (S Wos W, &, Yo Vs ﬁ) € um extremal anormal

ou quando 2, (x,0,w) = 0 para quaisquer x € R" e w € R™ x {0}"2.

3.3 Versao de alta ordem

O foco desta secdo € apresentar a versdo de alta ordem do Principio de Pontrjagin para o pro-

blema (3.5) e algumas de suas consequéncias.

Teorema 76 (pigina 825 de [1]). Assumindo que a Hipotese 1 € satisfeita com 2, 1,0,9) =0, se
(S Wos Wy &y Yos Vs /3) € um minimizador para (3.5) satisfazendo 3 (S) < K, entdo, para cada cone
aproximante de Boltjanskij ' para o alvo T~ em (y, y)( ) existempy € R, p € AC ([0, S] ; [R”)

e A € [0, oo| satisfazendo todas as condicdes do Teorema 71 e verificando

0=(p(s), (g oN)()) Vs €[0,5], i€flim}, (3.18)
0=(p(s),(Boy)s)) Vs€[0,5], Be®B (3.19)

Corolario 77 (paginas 825 e 826 de [1]). Assumindo que a Hipotese 1 € satisfeita com é\l(-, 0,:) =
0, se (S Wg, W5 Oy Vo5 Vs /3) € um minimizador para (3.5) satisfazendo /3( ) < K, entdo, para cada
cone aproximante de Boltjanskij I para o alvo I em (y, y) ( ), sejam py € R, p € AC([0, S]; R")
e A € [0, 00[ satisfazendo todas as condigoes do Teorema 76. Sob essas condigdes, para cada

BeB'ulg,...,g,} vale

<p; IIGITEE) [g,-,B]<y'>vvj>=—z<%<y:w—o,w,a);3@> (320

j:m1+l

quase sempre em [O, 5] Em particular, se m; = m e a condigcdo
aee —
(y Wo,w,@); B(y) ) = (3.21)
é satisfeita quase sempre em [O, S ], entdo,

(p:[fz B 0)wp) = 0 (3.22)

quase sempre em [0, 5]
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Demonstragdo. Em primeiro lugar, fixando i € {1 : m,}, derivar, formalmente, a correspondente

igualdade em (3.19) em relac@o a ¢ fornece

0= (B + (p 18O

== <P, JSzOWwg + D gi(y_)v7i> + 260, wo, w, @); B(Y))

i=1

+ <p; JBO) | f20Io + D &i()w; ]>
i=1

& = (G, wo, w, @); B(Y)) = (p, Jfz:(3)BG) — JBO)fz())wo
+ <p; D 1B + 1.8:()BG)] v7i>

i=1

—A <€e()7’ W_O’ "7’ &)sB()j» = <p; [fc}a B] ()7)"70 + Z[gi’B]"Ti>
i=1

quase sempre em [0, 5_’] Dito isso, se B € B!, segue que [g;, B] € B° para i € {1 : m,}, logo,
por (3.19), {(p;[g;>B]) = 0 para i € {1 : m;}, o que mostra (3.20) para esse caso. Sendo, para
B € {g;,...,g,}, (3.18) garante que as contas valem ainda assim, o que prova (3.20) para esse

Caso.

Finalmente, (3.22) segue de uma simples substitui¢dao de (3.21) em (3.20). ]

Observagdo 78 (pagina 826 de [1]). A condicdo (3.21) pode ser verificada se A = 0 (isto €, no
caso anormal) ou se ¢ e ¢; sdo independentes de x e é\l(O, -) = 0 (o problema de tempo minimo

¢ um exemplo de onde isso se aplica).

3.3.1 Sistemas lineares

Tome C e E matrizes reais de ordem n X n e n X m respectivamente, e considere o sistema linear
x = Cx + Eu.

Pondo fix) := Cx e g; como o campo de vetores constante e igual a i* coluna de E, como
(8,81 = E;-E; —E; - E; = Oparatodo i € {1:m}ej € {l:n}, todos os colchetes de Lie de

qualquer ordem se anulam. Mais ainda, (3.18) € reduzida a
pE =0, (3.23)

enquanto, devido a (3.21), a equacdo adjunta € lida p = —pC, o que, diferenciando (3.23) n — 1

vezes, fornece

pOE=0 VYje{l:n—1} (3.24)
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3.3.2 Processos, totalmente, impulsivos

O objetivo dessa subsecdo € destacar as condi¢Oes necessarias/suficientes para que um processo

o6timo (5, Wgs W5 Oy Vo5 Vs /3’) seja, totalmente, impulsivo, isto é, evolua de modo instantaneo, o que
significa que y, (5’) = 0 e, consequentemente, w, = 0 quase sempre em [O, S ]

Para tal objetivo, duas condicdes de posto sdo dadas:

1. Condig¢des de posto C°-pontuais em x € R”:

(1.1), Existem r € N e colchetes de Lie iterados By, ..., B, € B° satisfazendo

span {B(x), ..., B.(x), g (x), ..., g, (x)} = R™; (3.25)

(1.2), Para cada a € A, existem r,k € N e colchetes de Lie iterados By, ...,B, € B0 e
B, ..., B, € B! satisfazendo

span {By(x), ..., B,(x), [f1: B1 | (), - [fus Be] (0, 81, s, 8, (0,

(3.26)
[fa’ gl] (x)’ cees [fa’ gml] (x)} =R"

2. Condig¢ao de Controlabilidade de Kalman: o sistema € linear da forma x = Cx + Eu e sua
matriz de controlabilidade [E CE --- C"~'E] possui posto n.
Hipdtese 2 (pagina 827 de [1]). Além dos itens da Hipdtese 1, suponha que
6. O alvo € invariante por tempo, isto é, da forma T = R X T comT C R™
7. O custo final ¥ € independente do tempo;
8. O lagrangiano ¢ é, estritamente, positivo e 2,(-,0,-) = 0.

Lema 79 (pagina 827 de [1]). Assumindo 1 a 8na Hipotese 2 e sendo t = 0, para cada subconjunto

Jc [0, 5] de medida positiva, ndo vale

p=0 e ¢(,wy,w,a) >0 quase sempre emJ (3.27)
nem
oe,_ _ _ _
p=0 e a—(y, Wo, W, &) # 0 quase sempre em J. (3.28)
X

Demonstragdo. Do item 7 da Hipétese 2, é obtido que I' = R X I' com I" um cone de R”, assim,
do item 8 desta e da identidade I'* = {0} x '+, a condicio de ndo-transversalidade fornece p, = 0.

Assumindo que (3.27) valha em um conjunto J C [0, .S_‘] de medida positiva, como (po, p(s), J'l,') =
(0,0,0) para todo s € J, a igualdade (3.13) fornece A€¢ o (y, wy, w,&)(s) = 0 para quase todo
s € J, assim, por (3.27),A = 0.

Agora, assumindo a validade de (3.28) em um conjunto J C [O, 5] de medida positiva, como
(po, p(s), ) = (0,0,0) paratodo s € J, aigualdade (3.11) fornece )L%(j(s), wo(s), w(s), a(s)) =
0 para quase todo s € J, assim, por (3.28), A = 0.
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Escolhendo, agora, § € J de modo que p(§) = 0, como, em qualquer caso, A = 0, a equacao
adjunta é linear em p, o0 que mostra que p = 0 em [O, 5”] Sendo assim, (py, p, T,A) = (0,0,0,0),
o que contradiz a condi¢io de ndo-trivialidade. [

Teorema 80 (péagina 827 de [1]). Assumindo a Hipdtese 2, sejam (5, Wo, W, &y Yo Vs /5) um minimi-
zador local candnico para (3.5) satisfazendo /§ (5—’) < K e (pg, p, A) um multiplicador como no Teo-
rema 76. Sob tais condigdes, se uma das condicoes abaixo € satisfeita, entdo, (5, Wos Ws s Vo, Vs [3‘_)

é, totalmente, impulsivo:

1. Para cada s € [O, 5] (1.1 )y-(s) é satisfeita,

2. Para cada s € [O, 5] (1.2)55) € satisfeita e
J:={s €[0,5] | (1.1);,, ndo vale} # .
Mais ainda, m; = m e l?(ﬁ(s), wo(s), w(s), &(s)) = 0 para quase todo s € J;

, r . L. . . o 8¢ - — — —
3. O sistema € linear, a Condigao de Controlabilidade de Kalman é satisfeita e /la— o(y, Wg, W, @)
X

(s) = 0 para quase todo s € [0, §]

Demonstracdo. O primeiro passo € notar que, como B (5) <K, 7=0.

Supondo que o item 1 da hipétese seja verificado, para cada s € [0, S ], por (1.1) ), existem
um natural r e colchetes de Lie iterados By, ..., B, € 8 satisfazendo (3.25) e, em vista de (3.18)
e (3.19), qualquer s € [O, 5] satisfaz

(p(s), (gi 0 y)(s)) = 0,
(p(s), (B y)(s)) =0

parai € {l : m}ej € {l:r},oqueprovaquep =0em [O,S_‘].

Assuma, por absurdo, que existe um subconjunto de medida positiva J C [0, b—’] no qual wy, > 0
0 quase sempre em 7, o que contradiz o Lema 79.

Agora, assumindo a validade do item 2 da hipdtese, se s € [O, S ] \ J, o raciocinio acima garante
que p(s) = 0. Sendo, se J € um conjunto nulo, 0 mesmo vale pela continuidade de p. Caso
contfario, para quase todo s € J € a := a(s), por (1.2) ), existem naturais r, k e colchetes de
Lie iterados By, ..., B, € B0 e ﬁl, ,Ek € B! satisfazendo (3.26), assim, para quase todo s € J,
(3.18), (3.19) e (3.22) garantem que

(p(s), (g 0 F)(s)) =0, (p(s),(B; 0 3)()) = 0,
(p(s); [facsy» &i]) () = 0, (P(9): (51 Be) (7)) = 0
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paratodosi € {1 :m},j € {l:r}e € €{l:k}. Isso mostra que p = 0 quase sempre em J, assim,
a continuidade de p garante que isso vale sempre em [O, S ] Novamente, assumindo a existéncia
de um subconjunto de medida positiva J C [O, 5] no qual w, > 0 quase sempre, a argumentagio
segue como acima.

Finalmente, assumindo a validade do item 3 da hipétese, (3.23) e (3.24) garantem que p = 0

em [0, S ] 0 que permite continuar a argumentacdo cCOmo nos casos anteriores. O

3.3.3 Processos nao impulsivos

Quando o processo (5’, Wos W, &, Yo, y,/J;) ndo € impulsivo, ou seja, wy > 0 quase sempre em
[0, S ], o Teorema 76 pode ser reescrito em fun¢@o do parametro temporal ¢ introduzindo a hamil-

toniana ndao-maximizada para (3.2) H : R" X R" X R X C X A — R dada por
Hx, p, A u,a) = <p;f(x, a)+ Z g,-(x)ul-> — A(x,u,a).
i=1

Teorema 81 (pagina 829 de [1]). Assumindo que a Hipotese 1 € satisfeita com é\l(-,O, ) =0,

sendo (5 s Wos Wy &y Yo Vs [3’) um minimizador espago-temporal local ndo-impulsivo para (3.5), isto é,
que verifica wy > 0 quase sempre em [O, 5] suponha /3_’ (5) < K.

Sob tais condicdes, se (T, u,d,x, \7) € o minimizador sentido-estrito para (3.2), entdo, para
cada cone aproximante de Boltjanskij I" para o alvo T em (T,)Z(T)), existem p, € R, p €
AC ([O, T] ; [R”) e A > 0 satisfazendo as seguintes condicoes:

* (Nao-trivialidade) Nem todos entre p e A sdo nulos;

¢ (Nao-transversalidade)
(por» (7)) € | -2V (7.5(T)) - 1]
* (Equacio adjunta)
p(r) = —%—f (X0, (1), A, (1), a(0)) Vi€ [0,T];

* (Maximizacdo de primeira ordem)

T (x(0), p(0), 4, u(0), a(r)) = max {F (x(2), p(t), A, u,a) | u € C,a € A}
=-p, Vte|[0,T]

* (Anulamento do produto)

0=(p(); (g oD)®) Vte[0,T], i€{l:m},
0= (p(); (Box)(1)) Vte[0,T], BeB"
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Ainda, se T € livre, entdo, py = 0.

Demonstragdo. Definindo ¢ como em (3.8) e p = p o ¢ e aplicando o Teorema 76:

» Como ¢ é bilipschitziana e crescente, p € nula se, e somente se, p também o faz, o que mostra

a nao-trivialidade;

0 que mostra a nao-transversalidade;

» Sabendo que H é 1-homogénea em relacdo a w, € w, quase todo t € [0, 7_"] satisfaz

: . oyade OH ,_ — — - -,.d
PO = (oW = —2=(Gup. 0,4 75, 9,) 0 1)

= _g_i’()z(;), p(),0,4, 1,4(0), ar) = _%(’E(t)’ p(0), 4, (1), a(r)) vt € [0,7].

0 que mostra a validade da equacgio adjunta;

* Sabendo que F(x, p, A, u,a) = H(x, po, »,0, 4, 1, u,a)—p, para quaisquer x, p € R", 1 € R,
ueCeac€aA,

FE(ED, D0, 2 0, G0Y) = H(ED, oy D), 0, 20 1, 80), 1)) — po
= max {H()E(t),po, p(2),0,4, 1, u, a) lueC,ae A} - Do
= —p, = max {%(}E(Z),po, p(0), 4, u,a) |lueC,ae A}
vreo,7];

(P, (g D) = (p, &) 0 &(s) Ve €[0,T|, i€{l:m},
(p(1), (Bo D)D) = (p,BG)) o i(s) Vi€ [0,T], Be B,

0 que mostra, devido a bijetividade de ¢, o anulamento do produto.
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O exemplo a seguir, retirado de [1], mostra como condi¢des necessdrias de alta ordem podem

ser usada para filtrar extremais obtido com condigdes de primeira ordem.

Defina funcdes g, g5, g3 : R* = R* por

e 22
g1(x) = ¢ 3 €3,
X1
&x) =e + 5 €3
g3(x) = x3e4,

e considere o problema de controle 6timo:

( 1
minimizar x,(1) + / [x%(t) + xi(t)] dr
0

x(0) = ey,

k (1) =n() = ex() > —5.

sujeito a u: [0,1] — R? mensurével e x € A€ ([0, 1]; R*) satisfazendo

x = g1(u; + g,(x)u, + g3(x)us quase sempre em [0, 1],

Adicionando a equacdo x5 = x§ + xi e redefinindo x = (xy, ..., x5) e definindo g, 2,, 83 :

R> — R’ adicionando uma componente zero a g, g, € g3 respectivamente, o correspondente

problema espago-temporal se torna

(minimizar y,(S) + ys(S)

satisfazendo

quase sempre em [0, S],
yO(O) = 09 y(o) =€y,

L 70(8) = 131(8) = 1(8) = 0 e 34(8) = 3.

Considerando o processo (2, wg, W, J, ) onde

sujeitoa S > 0, wy,yo: [0,5] = [0,00[,w: [0,5] > R3ey € [0,5] - R’

; Yo =wp ey =w ()% + )’i) es + 8100wy + &(0)w, + &3 ()ws

—~ 1 ° A~ 1 .

wo(s) = 5 Vs € [0,2] w(s) = —zel Vs € [0,2],
A~ S °

Yo(s) = b

e o custo final ligado a ele é, claramente, zero.

Vs € [0,2] (s) = (1 - %)el Vs € [0,2],
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Afirmagdo. Tal processo € um extremal para (3.30).

Claramente, escolhendo I :== R? x {(0, 0, 0)} como cone aproximante de Boltjanskij para o alvo
{1} X 7 x R no ponto final (35, ¥)(2), como

H(y, po, p, Wo, W) = powo

1 1
+p [5 (y§ + )’i) €~ 3 (61 - y2—263) wy + (ez + %%) wy + y3e4w3]
= poWwo + Wy (yi + Yi)Ps + (Pl - %ps)wl + (Pz + yflm)wz

+ Y3P4W3

p3wWa pP3wi
= (powo + p1w1 + pows) + 7> 1T T % + pawsys +P5W0)’§

2
+ Pswoyy

€ possivel reescrever a condi¢do de ndo-transversalidade e a equacdo adjunta como

fpo :0’

I _P3WA2 _

pl 2 >

. p3w; _ D3 ) -
<p2_ 2 __Z’ Vs € [O,S]

Py = —P4V/V§ - ZPSV/VB)A% =0,

Ps = —2175)/’:17"\0 =0,

kp5 = 0’
(P P(2)) € —2(es +€6) — R* x {(0,0,0)}

com A > 0, o que mostra que py, p; € p, sdo constantes reais arbitrarias, p; = 0 e p, = p5s = —A.
Mais ainda, (3.12) e (3.13) garantem que

Po — P
2 b

0 = powo + p1wi + paw; =

0> powo +p1wi + paws
para quaisquer w, > 0 e w € R? satisfazendo wy + |w| = 1. Em particular:

* Escolhendo wy = 1 e w = 0, obtemos p, = 0;
* Escolhendo wy = 0 e w = *e;, obtemos p; = 0;

* Escolhendo wy = 0 e w = *e,, obtemos p, = 0.

Para qualquer A > 0, o processo dado e o multiplicador (py, p,A) = A(eq — e5 — e,) satisfaz as

condic¢des do Teorema 71.



Entretanto, sabendo que

[é\l,g\z]=[%} 00O 0](@1—%63)_[0 _S
&L e
2 2 3

€, consequentemente,

[[g\l’g/\Z],g?’a]z[O 0 €4 0 0]63264,

00 O] <62 + %e;;)
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a condigdo (3.19) garante que p, = 0, o que prova que A = 0 e, consequentemente, (py, p,A) =

(0,0, 0). Portanto, ndo existe um multiplicador para o qual todas as condi¢des do Teorema 76 sdo

. . AN N A ~ 7z . . .
satisfeitas, o que mostra que (2, wg, W, ¥y, ) ndo € um minimizador.

Por outro lado, pondo S = 2 +4/1 +4reo =
definido por

T

1 1

(wo, w)(s) = [2 ? O]

0[0 27 sen (27o(s —2)) 2/7cos (270(s —2)) 1]

€ 6timo. De fato, as equacdes diferenciais em (3.30) s@o dadas por

d_y_o_:% se s € [0,2],
ds (0 ses€ [2, 5] ,
[0 5 o =]
| 2 2 2
) [ 2\/7{@ sen (2.7'[@(5 - 2))
dy _ ) 24/mo cos (2o(s — 2))
ds It \/EQ cos (ZJ'EQ(S - 2)) — )Z\/EQ sen (an(s - 2))
Y30
L

assim:

1 = _
=, 0 controle espago-temporal (S, Wo, w)
JT

para s € [0, 2],

para s € [2, 5]

se s € [0,2],

ses E [2,5],
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sef0,2]= {2 =0,

y3(s) =0,
ya(s) =0,
W's(s) =0,
(Yo(s) = 1,

1 —cos (211@(5 — 2))
NE

. sen (2]'[@(5 — 2))

ya(s) =

SE[2,§]=>< \/E

sen (2]19(5 — 2))

b

yi(s) =

b

}G(S) = T + Q(2 - S),
Yals) = oo (jj:f(s ~2) +0? (—2 + 25— %) :
5(s) =0

0 que mostra que

w(S)=1, n(5)=o,
7(5) =0, 75(5) = -1.
7(5) = . 5 (5) =0,

e isso significa que tal processo satisfaz as condi¢des de contorno em (3.30). Ainda, o custo final
associado € —%, que € o menor valor possivel.
Escolhendo I' := R* X {0} X ]— 0,0] X {0} como o cone aproximante de Boltjanskij para o

conjunto {1} X J° X R no ponto (¥, $)(2), a condi¢do de ndo-transversalidade € lida
(Po-p (S)) € —Ales + eg) — R? x {0} X ] — 00,0] x {0}

com A > 0, o que fornece

- T

(po,p(S)) = [CO c1 (€ 0 Cq — A —l]
com ¢y, ¢y, € Recy > 0. Escolhendo ¢y = ¢y = ¢, = 0,¢4 = 1ed = 1, é obtido
o multiplicador ndo-trivial (py, p,A) = e; — €4, que satisfaz as condi¢des do Teorema 76. Em
particular, a condigdo (3.19) € satisfeita pelo fato de que a quinta componente dos campos de

vetores e dos colchetes de Lie gerados por eles se anulam.
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3.5 Demonstrando a versao de alta ordem

Nesta secdo, demonstramos o Teorema 76 utilizando o raciocinio de [1].

Nas hipéteses do Teorema 76, o primeiro passo serd reescalonar o problema (3.5) para fixar o

instante final. Paralelo a isso, vamos usar, também, a notacdo mais compacta

Fe(x, wy, w,a) = flx,a)wy + Z gi(w; Y(x,wy,w,a) € R" X [0, 00 X C XA,
i=1

Fe(s) = F(3, w0, w, &)(s),  €°(s) = €3, o, w, @)(s) Vs € [0,8].

Definicao 82. A secdo S de W relativa a S é denominada conjunto de controle espaco-temporal
reescalonado e denotada por Ws.

Definiciio 83 (pagina 832 de [1]). Fixando ¢ > 0, paracada (wy, w,a) € Wg,{ € L® ([O, 5] ;[—o, Q])
e (9> ¥ Ynt1, ) uma solucdo de Karatheodori de

r

Yo = wo(1 +0),
y = F(y, wp, w,a)(1 +0),
\ Y1 = €, wo, wya)(1 +0), (3.31)
= wl(1+0),
(305 Y Yns158) = (0,%,0,0),

o0 processo (Wg, W, @, 5, Yo, Vs Yut1,5) € denominado processo espaco-temporal reescalonado, ¢ é
factivel se (yy, y) (5’) ETef (5) € [0,K].

A partir de tal construgdo, é possivel definir o problema espaco-temporal reescalonado por

minimizar P (yo (5) , ¥ (5)) + Yos1 (5)

sobre processos reescalonados factiveis Wos Wy &, 8,05 Vs Yy 15 B) -

(3.32)

Definicao 84. A solucgio (w_o, W, &, 0, Yo, Vs Vp 15 [3_’) € denominada processo espaco-temporal re-
escalonado referencial.

Como, para todo s € [O, .§],

00 =556 = [ (o)1 + 0] = 7))
0

=fu+mmw@—%mwﬁjk@%mm
0 0
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¥(s) = §(s) = f {1F* o (w0, W, I +£)] — FG 75, 7, @)}
0
_ f (1 + L] [y, wios w, ) — F<G i, 9, @)](2) dr
0
; f SOF (3(0), W (o), (o), @(0)) dr,
0
Yosr(8) = Fmi(s) = f {16 o (3, wou w, DI + LD = G, g, 7, @)Y} e
0
_ f [1 4+ L] [6Crs wo w, ) — 4G5, g, 7, D)](2) dr
0
+ / C(r)ee ()7(1), wo (1), w(t), 0_5(17)) dr,
0
B(s) — f(s) = f (W1 + 0] = [l de
0
_ f [+ @1 [w)] = )] dr + f (O] dr,
0 0
segue que
o(s) = T(s)] < (1 +0) f o) — ()| dr + 0 f 751(2) dr,
0 0

() = 5] < (1 +0) f [FCos oo v @) — (G, i, 7, @) (0)|
0

+o / |Fe(3(@), wo(r), w(t), ()| d,
0

|yn+1(s) - yn+1(s)| S (1 + Q)/ '[ge(y, Wo, W, OC) - €e()7, VV_O’ W9 O_!)](T)| dr
0
+o f |1€°(5(x), wo(2), w(x), &(2))| dr,
0

56 -] < 1+) [ 1wl = 5 de+e [ 1701 ar
0 0

0 que mostra que, para ¢ > 0 pequeno o suficiente, o processo referencial € um minimizador
local do problema (3.32), assim, como a demonstracdo considerard, somente, as trajetdrias proxi-
mas a referencial (y,y), e os controles assumirdo valores em um conjunto compacto, utilizando

argumentos de truncamento e sequéncias de mollifiers, a seguinte hipotese serd feita:

Hipotese 3 (pagina 832 de [1]). Todas as afirmacdes da Hipétese 1 sdo validas, a continuidade de
¢¢, f, de todas as g;s, das derivadas parciais de todas essas fungdes em x e de todos os colchetes de

Lie iterados B € B sdo uniformes, e todas as funcdes citadas sdo limitadas.



65

3.5.1 Aproximacoes das variaveis de controle

Definicao 85 (pagina 833 de [1]). O conjunto W X A X [—,¢] serd chamado conjunto gerador
de variacdes de agulha, e o conjunto B° serd chamado conjunto gerador de variacdes tipo-
-colchete. A unido D desses dois conjuntos serd chamada conjunto gerador de variacdes, e seus

elementos serdo chamados geradores de variacao de comprimento 4 € N.

A qualquer g € D e qualquer instante s € ]0, E[, € possivel associar uma variacdo espaco-
-temporal infinitesimal da trajetdria referencial (%, Vs Vnt1s /§) Antes disso, porém, vamos denotar

o conjunto do pontos de Lebesgue da fungio (w_o, Fe, ¢e, |v7|) no intervalo ]O, S [ por L.

Variacoes de agulha e tipo-colchete

Defini¢iio 86 (pdgina 833 de [1]). Paracada s € L ;e cadan = (wy, w,a,{) € WX A X [—0,0],
o vetor a seguir € denominado variacio de agulha:

Vai wo(l +0) = (S
Vn,5 _ Fe(y(g)’ Wo, W, a)(l + g) - F€(§)
_[FO6 s (3.33)
Vnintl €°(5(8), wo, wy @)(1 +£) — €¢(5)
Vnip wl(1 + &) — [w(s)|

Japaracadas € ]0, S [ e B € B°, o vetor a seguir é denominado variacio tipo-colchete:

0
V5,50 -
" | (Boy)(s)
Vg; = (B) (3.34)
VB.sn+l 0

Aproximacdes de agulha

Definicao 87 (pagina 833 de [1]). Tome n = (wy, w,a,{) um gerador de variacdo de agulha
es € ]0,5[. Para cada (wj,w',a/,{’) € L* ([0, 5] WX A X [—Q,Q]), a familia de funcdes

wo,w',a',') . | e €]0,s]i, em que cada elemento € definido por
0 n,s,¢

(W, W, a/ g,) _ (WO, w, a,é‘) se s € [.S_‘—(, 5_‘],
0’ ’ )

(s) (3.35)

N, (W6 ,w,a',t")(s) caso contrdrio,

¢ denominada familia de aproximacdes de agulha para o controle (wj,w’,a’,{’) em § corres-
pondente a n.

Para o préximo resultado, denotaremos por

F/(yO’y’ yn+l’ﬁ’ Wo, W, Ol) = (WO; Fe(y’ Wo, W, a); vpe(y, Wo, W, a); |W|)

e por M’ a solucdo matricial fundamental da equagéo

V = JF (309 Yx 12 Bs Wor @) V.
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* Como a primeira e ultima coluna de J,F’ sdo garantidas nulas, o (1,/)° e (n+ 3, /)° elementos
de M’ sdo 6, ; e d,43, (ndmeros de Kronecker) para todo j € {1: n + 3}. Mais ainda, o

mesmo pode ser dito para o (j, 1)° e (j, n + 3)° elementos respectivamente;

* Como a submatriz de J .F’ compreendendo da segunda a (n + 1)* coluna coincide com J F*,

segue que, chamando M como solugdo de
V = J.F(y,wy,w,a)V, (3.36)

a submatriz de M’ compreendendo da segunda a (n + 1)* coluna coincide com M;

* Pela Regra da Cadeia, o (r, n + 2)° elemento da derivada de M’ (que serd chamado u, breve-

mente) € o produto interno do gradiente de £¢ com a r* coluna de M para todo r € {1 : n};

* O(n+2,n+ 2)°elemento de M’ é um.

Proposicao 88 (pagina 834 de [1]). Assumindo s € Ly 5, para qualquer geradorn = (wp,w,a,0) €
WX A X [—0,0] e qualquer s € ]5, 5] vale

yO,f(S) - %(S) Vn,i,O
¥ s) = 5(5) oo [V
=M (s, ’ )
yn+1,((s) - ¥n+1(s) ‘ (s S) vn,i,n+l " 0(()
B(s) — B(s) Vn,ip

em que, para cada € € [0, 5], (Vo Ve Ynt1,6Pe) € a solugdo de (3.31) correspondente ¢ aproximagdo

(W_O’ W’ 0_5’ O)n,s',('

Demonstragdo. Em primeiro lugar, sabendo das defini¢des de y, € B, € que s € L 5, obtemos

dyo"(i) =limlf§ [w (1+§)—W(r)]dr=w (1+§)+llim/( wo(7) dr
de =0 o € s—¢ ’ ’ ’ € 0 s—¢€ ’
= wo(1 + &) = wo($) = V505
%(‘) =i lfs[ (1+0)— w)|]dr = (1+§)+ll' w(z)| d
ac Oy = D = tlar = i 9 o dr

= |w|(1 +8) — [W(s)| = Vpip-

O fato de que s € L, 5 garante, também, que
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= tim 1 /_ [0, wou w.a)(1 +8) = Fo(r)] i
(1xg -
vt {T f [F*(vd@)s wo, w, @) = F*(5(5), wo, w, @) d
+% f_ |[Fe(5) - Fe(p)] dr}
1+g .
= Vo +1lim—— f [F(y (D), wo, w, @) — FE(5(5), wo, w, a) | dz.

Sabendo que existe K > 0 para o qual |ly, —y(5)|ls < Kee que F° é lipschitziana na componente

X, vale
|Fe(y((s), Wo» W, a) — Fe(f(s'), Wo» W, a)l < lip (F°)Ke,

assim, como

< f lip (F¢)Kedr = o(e),

—€

f [Fe(y((f)a Wo, W, a) — Fe()_7(§), Wo, W, a)] dr

¢ obtido que

dy,, .
d_(((S) — = Vn,s-

Repetindo o argumento para £€¢, obtemos

dy n+l,e , -
d (s) = Vnin+l-
€ =0
Finalmente, como M’ € a derivada do fluxo de s para s, o resultado fica provado. O]

!
n+1’

B) € RXR"XRXR ea € A. Sob tais condicoes, dado um colchete de Lie B € B° de comprimento

1
h, existe ¢ > 0 para a qual, dado s € |0, €"|, existe um controle constante por partes (Wg s o Wp ;)

Lema 89 (pagina 834 de [1]). Assuma a Hipétese 3 com €,(-,0,-) = 0 e fixe um ponto Vs Y'>y

em que a primeira componente se anula em [0, 5| e a segunda assume valores nos vetores candnicos
e/ou em seus opostos e de modo que, tomando (y, y, Y41, b) como solugcdo de (3.31) correspondente

a (Wg,5,0; Wg,s; @ 0) e a condigdo inicial (y,y',y, . ,B'), segue que
005 Yus 1)) = O yipy)s D) =p"+¢ Vs €[0,s],
h
— S h
y(s) =y + [r(B)] + o(s™).

Aproximacdes tipo-colchete

Definiciao 90 (pagina 835 de [1]). Fixe s € ]O, S [ e seja B € B um gerador de variacio tipo-

-colchete de comprimento 4. Dado € > 0 como no Lema 89, ponha o seguinte alongamento ¢
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1 1 1
T [5—2(2,5—63] - [5—2(2,5]

s+—><§—2eﬁ>+2[s—(s'—2(7]z>].

Dados (wp,w',a’,{') € L® ([0, 5] ‘WX A X [—Q,Q]), a € Aew 1 comonoLema 89, o
Byeh

(3.37)

1
conjunto {(wé, w,a, §’)B o ‘ €€ 10,¢ e2er < 5} dos elementos definidos por

1
(ZWE), 2w',a',§’) o Y (s) ses € [5 — 2(2] ,
!/ ! li ! - l - l -
(o W', &7 (9) = (O,W i (s - (s — fh)) 4, C’) ses € [s — (h,s] : (3.38)
Byeh
(wyo W', e, 5) () NOS OUtros casos

€ denominado familia de aproximacdes tipo-colchete para o controle (wé, w,a', g’) em s cor-
respondente a B.

Proposicio 91 (pagina 835 de [1]). Considere um gerador B € B° de comprimento h e, para cada
s € ]0, S [ e € > 0 como na Definicdo 90, sejam (wy, w, @, 0)p 5 uma aproximagdo tipo-colchete
para o controle (wy, w, &, 0) em s correspondente a B e (Y ¢; Vs Ynt1,6 Pe) @ solugdo correspondente
de (3.31). Sob tais condicoes, cada s € ]s_, 5’] satisfaz

Yo,(8) — Yo(s) VB,5,0 0
Ye(s) = y(s) =eM'(s,5) | v 5 +o(@]1
yn+l,((s) - )E(S) VB,S',n+1 1

¢ B.(s) — f(s) = ei.

Demonstracdo. Em primeiro lugar,

R =2 [ meod= [ em)e @i
s—2¢ s

h —2¢h
Hs) = 2 f PG 7)o (e)dr = / | G2 27,8 0) d
= y(s)
)7n+1(y((s)) =2 ‘/“2 ) €°(y, wy, w, @) o p(t)dr = '[Az ) €¢(y,2wg, 2w, &)(y((r)) dr
= )’n+1,((s),

1 1

para todo s € [E — 2¢h, 5 — ¢h ], o que, de (3.31), (90) e da definicdo de £, mostra que y, (s) =

1 1
Yo <§ - (Z) = 50(8)s Ynr1,(5) = Va1 (5 - (Z) = Y,+1(8). Ainda, chamando woLo controle do

Lema 89 associado a B, vale
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_S:—(E i=1

y(8) = ¥(s) = j i 1 [Zm:(gi o y()(S)wB’(%’i (s - (s‘ — e%)»] ds

= (gioyo) (S + (5 - (% ))) TDB,(%J_(S) ds.

0

Ainda, denominando y, a solu¢do de

=1 Byeh i
¥(0) = ¥(s),

do Lema 89, segue

-
o == €h . N oo (Boy)(s)
D) =50 ~ | | BoNE =y, () = 5D — €T = 0(0),
YT | Y T T T Ty
0 que mostra que y,(s) — y(s) = ((EB ZZ ));) + 0(¢), assim, como M’ é a derivada do fluxo de s para s,
a segunda igualdade fica provada.
- - 1
Finalmente, S5,(s) — B(s) = B.(s) — B(s) = en. O

3.5.2 Aproximacdes compostas

Sendog e Des € ]O, 5[, para cada ¢ > 0, coloque o seguinte operador:

Agic: L2 ([0,5]3[0,00[ x € x A x [—0,0]) = L= ([0, ][0, o[ X C x A X [—0,0])

(WO’ W, a, é‘) = (WO’ W’ a’ é‘)g,j“,('

Proposiciio 92 (pagina 836 de [1]). Fixe N € N. Sendo g := (g, ... , 8y) uma N-lipla de geradores
de variagdo com respectivos comprimentos ho= (hy, ..., hy), tome's == (§q,...,8y) € ]0,5 [
com coordenadas crescentes e tal que, quando h; = 1, o respectivo s; € L 5. Ainda, para cada

€:= (e, ... ,&y) € 10, 0o[" pequeno o suficiente, ponha

(W W 5) = A w0 Ay, & (Wo, W, @, 0) (3.39)

— o
ENsSN>EN

e denote por (WO;, W, Gy Gos Y70 Yoo Yt 1200 [3’}) seu processo correspondente.

Sob tais condicoes, para todo s € ]SE, 5], vale
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yo}(s) - %(S) N ng,s}O
y($)=3s) | =26M (5.5) [ vgs | +o(dD) (3.40)
yn+1}(s) - yn+1(s) Ve, 5n+1

B(s) = Bs) = Y g[wld+5) =[Gl + o)+ X ¢, (34D

JEn NSTRAVS
em que 1, € o conjunto de todos os j tais que h; = 1.

Demonstragdo. Para N = 1, o resultado segue das Proposigdes 88 € 91.
Assumindo, agora, que o resultado vale para N — 1 com N € {2 : oo}, sendo (g, ¥, Yys15
B)n € (Vo Vs Yus1,B)n—1 as trajetdrias associadas com todas as variagdes e com as N — 1 primeiras

variagdes respectivamente, vale

Yon—-1(8x5) = Yo(sw) N—-1 Vg,.5,0 €
WG =36y | =26 MEwS)ves | +ol|| - (3.42)

— — i=1 —
Yt 1 N-1(3) = Vg1 (Sw) / us, Sj)Vg_,-,s; * Vg 5+l €N-1

e, chamando /; y_; o conjunto de indices de {1 : N — 1} para o qual i; = 1,

€ 1

By =BG = 3 ¢[wla+—=w@ N+l - |||+ X ¢ 343
JEL N— L1 JE{l: N—11\I y—
Mostrando que
yo,N(SE) - yO,N—l(SE) Vo530
INGN) = In—1Gn) [ =] Veuw | T o([é)) (3.44)
yn+1,N(‘SW) — Yn=1(5n) Vo, inm+1
e que
~ (el + 5 = RG] + oD sy =1,
By(sn) — Bn—1(sy) =1 1 (3.45)
(K,N se hy > 2,

o resultado ficard provado para N.
Comegamos com o caso em que hy > 2. Aqui, gy = By € B°, e, utilizando argumentos

andlogos a alguns utilizados na demonstra¢do da Proposi¢do 91,

Yo,N Yo,N—1
1
YN — oy YN—=1 —
SN - (N = (SN)’
Yn+1,N Yn+1,N—1

B Br-1



Y ]que mostra que )’o,N(SW) - )’O,N—1(SE) =0, yn+1,N(SE) - yn+1,1v—1(5;) =0, By(Sy) — By-1(sy) =

h
(NN , enquanto, chamando w 1 o controle do Lema 89,

hN
B¢ N

yn(SN) = yn—1(sy) = f [Z(g, o yn)($)w L (s - (SE - ffv_N ))] ds
sN—fN i=1 BN i

Iy

[(g,-oyzv) (s— (§N—(;_N))m L (s)] ds.
By i

L
hy

f(N
0

Agora, chamando yy a solucdo de

m
y= Zgi(y)w L
i=1

N .
BN,( N

¥(0) = yy_1(Sp)s

1
vale yy(5y) = vy ((;\’,N) e, pelo Lema 89,

yn(SN) = yn—1(5y) — r(%[v) (By © y)(5n)

=)’N(‘1117_N)—)’N—1(SW) [r (B )]h 7~ (Byo° yN—l)(sN)
€y

BT |

- N
=0+ G |

(By o yn—1)(sy) — (By © yN)(SN)]

(By o yn—1)(sy) — (By o yN)(S;)] .

Da continuidade de By e da hipétese de inducdo, segue

(3N

[+(By )]hN[
< (—NO Nz—:le-
T [rByI o \& )

em que wp  denota o médulo de continuidade de By. Portanto,

Yn(SN) — yn—1(sw) = [ (B )]h ———=—(By © 7)(Sy) + o([d),

0 que mostra (3.44) e (3.45).

Agora, passamos para o caso iy = 1. Nesse caso, gy = (Wo,N, Wy Ans Cy), € vale

(Byo - = (B o )| < srmon, (-1 () = 5G]

71
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yn(SN) — yn—1(sy)

= f [Fe(}’N(S)’ Wo,Ns Wh» aN)(l +8n) — FE(YN—1(S)’ wo (), w(s), 0_5(3))] ds

SNTEN

SNTEN

- f [1(5) + 72 + r(s)] ds,

com

r (S) = (1 + gN) [Fe(yN(s)’ Wo,n> WN» aN) - Fe(f(SE), Wo,n> WN» aN)] )
ry = Fe(3(5n), wo» wy» an)(1 + Gy) — Fe(sy),
’”3(3) = ﬁ(EN) - Fe(yN—l(S),W_O(S), W(s),a_(s)).

O primeiro passo € estimar r;. Para s € [SE — €y @], a continuidade lipschitziana da aplicacdo

entrada-saida garante que |[yy — Yv—1llo = O(éy), a hipétese de indugdo, que ||[yy—; — Ve =
N-1 o S o : -

0 (Zz:l (,-), e a continuidade lipschitziana da trajetdria referencial, que ||y — y(sy)|lec = O(ey),

assim, [[yy — Yyl = O([€]), 0 que mostra que

f_ ri(s)ds

SN—EN

< lip(F?) f_ () — 5G| ds = O(RD).

SN—EN

Sabendo que sy € L g, vale

f_ r3(s)ds

SN—EN

<

f_ |Fe(sy) — Fe(s)] ds

SNTEN

| 1) = Fna0 75605, 9) s

SNTEN
) 9

assim, Yy(Sy) — yy—1(Sy) = eyra + o([€]), o que mostra a segunda igualdade em (3.44). Analoga-

+

N-1

2, i

i=1

< o(ey) + 4O (

mente, a terceira igualdade em (3.44) segue. Por fim, a primeira igualdade em (3.44) e a igualdade

em (3.45) sdo triviais. [

3.5.3 Separacao de conjuntos
Conjuntos atingiveis

Dado (wg, w, @, 5, Yo, Vs Ynt1, 8) um processo factivel de (3.32), introduzimos a componente de

custo total y, == B(yy,y) + y,4+1 € colocamos y, := Ty, y) + Vyp1-
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Definiciao 93 (pagina 839 de [1]). Para qualquer & > 0, definimos o conjunto § atingivel R4
como o conjunto das imagens, em S, de quadriplas (yo,y,y., ) cuja distincia até a quadripla
referencial (% 3 Vs Ves [3’_) ¢ menor que ¢. Ainda, definimos R; como sua proje¢do nas trés primeiras
coordenadas.
Agora, sendo N € N, g € D" e s como na Proposi¢io 92, defina o conjunto E’ dos elementos
T
da forma M (s, s;) [ng,s_‘,-,o Voo Ve +1] com j € {1: N}, e, no caso em que todos 0s g; sdo
geradores de variagdes de agulha, o conjunto E dos elementos da forma
Vg;.5.0
— Vo &
m(s.5)| "5
ng,sj,n+1
ngagaﬁ
comj € {1 : N}. Aqui, E’ é a proje¢do de Eem R X R" X R.

Por dltimo, defina os cones convexos R e R’ gerados por E e E'.

Proposicao 94 (pagina 839 de [1]). Nas condicoes da Definicdo 93, sao vdlidas as seguintes afir-
macoes:

* O conjunto R' € um cone aproximante de Boltjanskij para o conjunto Rs no ponto (% » Vs )Z) (S)

* Quando todos os g; sdo variagoes de agulha, o conjunto R € um cone aproximante de Bolt-

Jjanskij para R em (%, Vs Ves /§) (S)
Demonstragdo. Pondo y - = ¥ o (y5z, y)(s) + Yz de (3.40), segue que
yc} (g) - )Z(S’) =Wo (yO:’(’ y()(s) + yn+17{ —®Po (%’)_]) (S) + )7n+1
Yo [o® - 0T - _ _
Z; 6| 5 () Voo + 3 (8) - M(S.5) + (e (S 5)3 ¥i.5) + V.
j=

+ o([¢)),

0 que mostra, pela Proposicao 92 e seguindo um raciocinio analogo a Propriedade 51, o segundo
item.
Para provar o primeiro, para ¢ > 0 pequeno o suficiente, defina a fungio F : [0, co[¥NB [O, (’] -

RxRY xR colocando F(¢) = ()’0} (5_‘) » Y, (5 ) Ve (S)) De maneira andloga ao que foi feito acima

e pela Proposicao 92, temos

F@ = (5(5),7(5),5%(5))

+
M=
Q
|
<
VoS
2
X
<
)
X,



74

o que termina a demonstracdo pela Proposicdo 92 e seguindo um raciocinio andlogo a Propriedade
51. ]

Agora, considere o conjunto lucrdvel P e sua projegio P’ definido como

P =7 |07 (B)] x 0.K10 {75 70) ().

P =T x |-c0,5 (S)] Ui(e.5.5) (5)}.
e seja I' um cone aproximante de Boltjanskij para o alvo € em (y, y) (5) E possivel verificar que

P:=T X ]— 00,0] x {0},
P :=T X ]— 00,0]

sao cones aproximantes de Boltjanskij para P e P’ em (%, Vs )Z) (5) respectivamente.

Proposicao 95 (pagina 840 de [1]). Existe § > 0 tal que P’ e R sdo, localmente, separados em

(565 72) ().
Demonstragdo. Supondo que P e R ndo sdo, localmente, separados em (y_o, Vs )Z) (5), dado 6 €
]O, K— /3; (5’)[, existe um processo (5, W0 Wy 0y 5 Y05 Vs Vit ,[3’) de (3.31) satisfazendo

00,353 (S) € Rgn 2’ dist (00, 7 yer B): (Fo0 3 5 B)) < 6.

Isto mostra que /3(5) <é +[3’_(§> < K, assim, o ponto final (yy, y, y.,3) (5’) € RsNP,oque
implica que, para cada § € ]0, K— /3_’ (5)[, os conjuntos P e R s ndo sdo, localmente, separados, o

que contradiz a otimalidade local do processo referencial. 0

A partir desse resultado, como P’ ndo é subespaco, a Proposi¢do 36 e o Teorema 53 garantem a
existéncia de (&),&,&.) € RxX R" X R\ {(0, 0, 0)} satisfazendo

(o, vsv); (50, E,E.)) <0 Y(vg,v,v.) ER'
<(V0, v, vc); (gO’ ga gc)> > 0 V(VO, v, VC) eP.

Em particular, escolhendo (0,0,v,.) € P’, segue que &. < 0, o que permite escolher A = —§,.
e, escolhendo (&,&,0) € P', segue que (£y,£) € (=)' e (§,,&,E,.) - (vg,v,v,) < 0 para todo
(vp,v,v.) € R', que, pela definicdo de R’, é equivalente a

oW /-
=157 (9)| s+

=2 [(u (555 Vg5,) + Ve | SO Vi E{1: N

oW - - _
§— A (S)] M (S,5) Vg5

Agora, colocando
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o) = (50157 (5).m (5o |- 255 B)] - .9))

o multiplicador (py, p,A) com p, € R, p € AC ([0, 5] ; IR”) e A € [0, o[ satisfaz a condigdo de
ndo-trivialidade e (3.10). Mais ainda, pela defini¢cao de M (5‘, ) eu (5, -),

=225 ls—zg (5)] 12 (5.

= % (5 o, w, @) - M (S, ) - [5 —~ A%—f (E)l —Avee-M(S, )

O0H ,_ — — =
= —a (y,p,O,A,WO,W,a),

o que significa que p soluciona (3.11). Finalmente, como poVo g5 + <p (5); ng’gj> ~ Vg 5nt1 S0

para todo j € {1 : N}, para um gerador de variagdo de agulha ¢; = (wy ;, w;, a;,;), vale

H (5 (5)5P0s P (57) 5 0,2 wo, (1 + 5 wi(1 + ), )
< H((5):p0:p (5)5 0.2, w0 (57) W (5) @ (5))

enquanto que, para um gerador de variagio tipo-colchete ¢; = B;, vale

{p(5): (B, o) (5))) < 0.

3.5.4 Extensao por Intersecao Finita

Do raciocinio acima, foi obtido que as desigualdades

PoVg,s + (P(5); Vg) — AVg <0 (3.46)
H(f(s)spo,P(S)aO’l,Wo(l + @,‘),w(l + g)’a) (347)
S H(f(s)aPOaP(S)a O’ A’ W_O(s)’ W(S)’ 0_‘(5))

valem para todos os conjuntos da forma F' = {(ﬂ , gl) Seee s (57,, gN)} em que todos os §;s pertencem
a ]O, S [ e crescem e todos os g;s pertencem a D.

Agora, sabendo que a funcio (w_o, Fe, ¢e, |v7|) ¢ mensurdvel em L, 5, pelo Teorema de Lusin,
existe uma sequéncia {E;} de conjuntos disjuntos cuja unido possui medida cheia em L ; e de
modo que a restri¢do de uma fungdo a qualquer um dos conjuntos fornece uma fungao continua.

Tomando, para cada k € N, D; como o conjunto de pontos de densidade de E, isto €, pontos s
satisfazendo o limite

. med([s — 3,5+ ] NE;)
lim =
610 26

1,

do Teorema da Densidade de Lebesgue, cada D, possui a mesma medida correspondente E;, assim,



76

o conjunto D := U;:ozl Dy, possui a mesma medida de L, g — que ¢ S pelo Teorema do Conjunto

dos Pontos de Lebesgue.

Definicao 96 (pagina 841 de [1]). Dado F um subconjunto arbitrario de D X ®, chamamos A(F)
o conjunto de todas as triplas unitdrias (I%, D, /1) € R X R" x [0, oo[ tais que, ao colocar p(-) =
pM(S,-):

. (%,p (5)) +AVE (5—”) e Tt

» Dado (s,g) € F, para g = (wy, w,a, (), vale

H(5(5), po, P(5), 0, 4, wo(1 + &), w(l +0), a) < H(3(s), po, P(s), 0, 4, wo(s), w(s), a(s)),

enquanto que, para ¢ = B € 8°, vale p(s) - (B o y)(s) < 0.

Proposicao 97 (pagina 841 de [1]). Para cada F C D X D, o conjunto A(F) é compacto, e, para
cada FI’FZ Q D X Q, A(Fl UFz) = A(Fl) N A(Fz)

Demonstragdo. Para mostrar que A(F) é compacto para cada F C D X D, basta mostrar que tal
conjunto ¢é fechado, ja que se trata de um subconjunto da esfera unitdria.

Tomando {(po . Pr» Ax) | k € N} € A(F) e pondo py(+) = pyM (5, ) paracadak € N, é possivel
assumir, sem perda de generalidade, que essa sequéncia converge para algum ponto (]%, D, )L) €

S"™1 o que implica, entre outros, que p, — p uniformemente. Dito isso:

« Sabendo que I'* é um conjunto fechado, como (m, Dk (5)) + 4,V (§) € —I'! para cada
k € N, temos (po,p (E)) +AVE (5) I

» Dado (s,g) € F, para g = (wy, w,a, (), vale

H(i(s)’p()j’pk(s)’ 05 )'k’ WO(I + §)7 W(l + é‘)’ a)
< H (5(5), Do Pi(8), 0, A, o (5), W(s), a(s))

para todo k € N, assim, como H € continua, fica provado que

H(f(s),]%,p(s), O’l’ WO(l + é‘)’ W(l + é‘)’ Cl)
< H (5(5), po, p(s), 0, 2, wo(s), w(s), a(s)) -

Jiparag = B € B°, vale <pk(s); (Bo )7)(s)> < 0 para todo k € N, assim, como o produto
interno € continuo, vale g = B € 8°, vale (p(s); (B o y)(s)) < 0.

Isso mostra que (pg, p, 4) € A(F), como desejado.
Agora, por defini¢do, A(F;UF,) C A(F,) e A(F,UF,) C A(F,), o que mostra que A(F,UF,) C
A(F;) n A(F,). Reciprocamente, supondo que (%, P, A) € A(F)) N A(F,):
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« E claro que (]%,p (5—’)) +AVE (5) e Tt

* Dado (s,g) € F,, para g = (wy, w,a,(), vale

H()j(s)’%’p(s)’ O’ l’ WO(l + é‘)s W(l + é‘)s a)
< H (5(5), po, p(), 0, 2, wo(s), w(s), a(s)) ,

enquanto que, parag = B € B°, vale p(s) - (Boy)(s) < 0. O mesmo se aplica para qualquer
(s,g) € F,, portanto, se aplica a (s, g) € F; U F,. Isso mostra que (%,ﬁ, A) € A(F, UF,).

]

Como visto, A(F) # @ para todos conjuntos finitos F' com instantes ascendentes. Para mostrar
que A(F) # @ para todos conjuntos finitos F = {(s_l , cl) e s (s?,, cN)} C DX com instantes ndo-
-descendentes, comegamos notando que, como cada s; pertence a algum Dy;), podemos construir,
para cada j € {1 : N}, uma sequéncia {sj_,} C Dy convergindo para s7 tal que, para todo i € N,
S10 < e < Sy

Colocando F; := {(5,,,81);-.- ; (Sn.»8v)}, segue A(F;) # @, o que permite escolher algum
(Po.»PinAi) € A(F;). Sabendo que {(po;,pi»4;)} € S"*! para todo i € N, tomando uma sub-
sequéncia se necessario, € possivel assumir (IE’ Di» li) - (%, D, A) e S™*! assim, usando a con-
vergéncia da correspondente sequéncia p; para a correspondente func¢do p em conjunto com propri-
edades de fechamento de cones aproximantes de Boltjanskij, pode ser visto que (p_o s Ds /1) € A(F).

Com este conhecimento e utilizando a Proposicdo 97, pode ser concluido que a colegdo A(F)
para FF C D X 9 finito é uma colecio de conjuntos compactos com a propriedade da intersecio

finita, assim, a intersec¢@o de todos os elementos da familia ndo € vazia, o que implica

A(Dx@):A( U F): ﬂ AF)# @

card F< oo card F< oo

(a dltima igualdade pode ser mostrada da mesma forma que a Proposi¢dao 97). Isto significa que
existe um multiplicador nao-trivial tal que, ao colocar p(-) = pM (5, -), para todos os instantes

s € D (um conjunto de medida cheia), vale

h (y(s)’ Po> p(s), Oa k)
H (5(5), po, p(5), 0, 2, wo(s), w(s), a(s))

= max {H (3(5), po» p(5), 0, 2, wo(1 + ), w(1 + ), a)

= max {1+ 08 () o, p(52,0.2) [ £ €[5, 5]}
0> {p,Boy)s) VBe B

(wp, w,a,0) € WX A X [—%, %]}
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A primeira igualdade coincide com (3.12) enquanto que a dltima implica (3.13). Finalmente,
dado que B € B & —B € B, a desigualdade se torna uma igualdade para todo B € B°,
implicando (3.19). Isto conclui a prova do Teorema 76.
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4 Formalismo de Dubovickij-Miljutin com

cone tangente

4.1 Introducao

Neste capitulo, abordaremos uma versdo do Formalismo de Dubovickij-Miljutin que utiliza o
cone tangente de Clarke, introduzido em [12]. Ela € baseada, principalmente, em conceitos e
resultados encontrados em [13], porém, com o principal resultado inspirado em [50]. Como ja
comentado, embora tal artigo apresente um resultado desse carater, ele pode ser estendido, a prin-
cipio, para espagos de Hilbert, pois utiliza conceitos de angulo e compacidade da bola unitéria.
No entanto, dado que o conjunto de controles do problema (1.3) € localizado em um espaco L,
que ndo € espaco de Hilbert nem apresenta propriedades “boas” (como a reflexividade, para saber

mais, consulte [9] e [11]).

4.2 Cones especiais

Os resultados dessa secdo serdo formulados supondo que X € um espago de Banachrealef: X —

R € lipschitziano de posto K > 0 em uma vizinhanca de um ponto x, € X.

4.2.1 Cone contingente

Definicao 98 (pagina 21 de [11]). Sejam Q C Xe xy € Q. Um vetor v € X € denominado direcao

contingente a Q em x, se

do(xp + tv
lim infM =0
tl0 t

O conjunto delas sera denotado por €(Q; x;).
Propriedade 99. €(Q;x,) € um cone, fortemente, fechado com vértice na origem.
Demonstragdo. O fato de que €(Q;x,) é, fortemente, fechado segue das Proposicdes 183 e 184.
Agora, fixados v € €(Q;xy) e @ > 0: se a # 0, entdo,

oL dp(xo + av)) o dp(xo + (ar)v)
liminf —— =¢gliminf ——= =0
tl0 t t10 ot

o que mostra que av € €(Q;xy); ja no caso em que a = 0, temos que 0 € €(Q;x,), portanto, tal

conjunto é um cone com vértice na origem. [

Proposicao 100 (pagina 30 de [11]). Se Q C X € convexo e x, € Q, entdo, €(Q; xy) € convexo e

coincide com o fecho de
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U Q0 — xo

—

>0
Demonstracdo. Chamando a unido em questdo de X, € claro que esta € um cone com vértice na
origem. Ainda, dados u;,u, € X, existem#;,¢, > 0 de modo que xy+tu; € Q paratodoi € {1,2},
entdo, a convexidade de Q garante que
1

H+n

4
L+t

1t
X0+ 12 (M1+I/l2)=<1—

Xog + HLu,) € (O,
H+0 (0 2Up) € Q

)(xo + tiuy) +

0 que mostra que u; + u, € X e, consequentemente, que tal cone é convexo.

Dito isso, da Defini¢ao 98, é claro que €(Q;x,) C >, Agora, fixando v € Z, existem g € Q
et > 0demodo que xy +1v = g, e, dadat; | O, existe: € N de modo que i > ¢ = x; :=
(1 =t)xo + t;q € Q, logo

Xi—Xo 94— X

i1>1> = =,
1t;

1

0 que mostra que v € €(Q;x,). Da Propriedade 99, s6 pode ocorrer que €(Q;x,) = =. O
Corolario 101. Se Q C X € convexo e x, € Q, entdo, Q C xy + C(Q; xp).

Propriedade 102 (pédgina 124 de [4]). * Dados Qy,...,0, CXexy € Q:= ﬂ:;l 0;
C(Q;x) C ﬁ C(Q;5x0);
i=1
* Dados Q,...,0,C Xexy € Q:= U?=1 0,
C(Q;xp) = LnJ C(Qi5x0);
i=1
* Dados Q; C X; e x;y € Q; parai € {1 : n} e pondo Q = H?=1 Qi exy = (X109 Xp0)

6(Q;x0) € [ ] €(Qisxi0).
i=1

4.2.2 Cone tangente

Definicao 103 (pagina 212 de [11]). Sendo Q C X e x, € Q, um vetor v € X é denominado

direcao tangente a Q em x,, se d°Q(x0; v) = 0. O conjunto delas sera denotado por T(Q; x).
Propriedade 104. T(Q;x,) € um cone convexo e, fortemente, fechado com vértice na origem.

Demonstragdo. Dados vy, v, € T(Q;xy) e a1, a, > 0, da Propriedade 15, temos que d‘é(xo; av,+
ayVy) < a 1d°Q(x0; vy) + a2d°Q(xO; v,) = 0, logo, como d°Q(x0; -) nunca assume valores negativos
dado que d, atinge minimo em x,, s6 pode ocorrer d‘(i)(xo; a,vy + a,v,), 0 que mostra que a;v; +

a,v, € (Q;x,) e, consequentemente, que tal conjunto é um cone convexo com vértice na origem.
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Ainda, dada {v;} C 2(Q; x,) tendendo a v € X, também da Propriedade 15, temos que d°Q(x0; V) =
lim d°Q(xO;v,~) = 0, o que mostra que v € Z(Q;xy) e, consequentemente, que tal conjunto &,

fortemente, fechado. [

Proposiciao 105. Sendo Q C X, para todo x, € Q, vale

0—x

(0;xy) = liminf
(Q O) x—Xx0,t10 t

Demonstragdo. Supondo que v € T(Q; xp), sejam x; — xp e t; | 0. Nessas condigdes,
dQ(x,- + tiV) - dQ(Xl) . dQ(xi + ZiV)
= lim ———
ti itoo ti

0 = d,(xp;v) = lg

e, usando a defini¢do da funcdo distancia, para cadai € N, € possivel encontrar s; € Q satisfazendo

1 ~ Si—Xi
x; + ty — sillx < dp(x; + t,v) — =, entdo, pondo v; = “—, vem
i i illx o\ i ; P ! t

lim ”Vl' — V”X = lim t,-||x,- + tiV - Si”X =0.
iToo iToo
Reciprocamente, suponha que v seja tal que: para cada x; — xy e t; | 0, existe v; — v tal que

x;+tv; € Qparatodoi € N. Dadas y; = xg e ; | O tais que

o doQi + 1) —dp(y)
lim
iToo ti

= doQ(Xo; V),

. . t .. ,

escolha, para cada i € N, um s; € Q satisfazendo ||s; — y;||lx < dp(y;) + —. Nessas condicdes, é
1

facil ver que s; — X, 0 que, por hipdtese, garante a existéncia de uma sequéncia v; — v tal que

s; + t;v; € Q paratodo i € N, assim, da continuidade lipschitziana de d, com posto 1, segue

1
do(; + tv) < dp(s; +tv) + |y — sillx + tllv —villy < dp(y) + 1 (”V —villx + 7) )

o que, fazendo i T oo, acarreta que d°Q(x0; v) = 0, ou seja, que v € T(Q; x). O
Proposicio 106. Sendo Q C X, para todo x, € Q, T(Q;x,) € o cone polar de [0, co[ddy(xy).

Demonstragdo. Chame Z = [0, 0o[dd(x). Fixado v € (Q;x,), para quaisquer § € ddy(xy) e
a > 0, vale (af,v) = a{,v) < ad°Q(x0; v) = 0, 0 que mostra que v € 2*. Reciprocamente, fixado
v € 2%, em particular, (£, v) < 0 para todo §' € ddy(xo), 0 que mostra que dp,(xo; v) < 0, entdo,

como tal derivada é ndo-negativa, ela deve se anular, o que mostra que v € Z(Q; x). [l

Proposicao 107 (pagina 212 de [11]). Dados X e Y espagcos de Banach, Q; C X e Q, C Y, para
qualquer (xo,yo) € X X Y, T(Q) X 02; (x0,¥0)) = T(Q15%0) X (D23 yo).

Demonstragdo. Fixado (v,w) € T(0Q; X 0y; (xy,Y0)), tome sequéncias x; — xg, y; = Yo e #; 1 0.
Da Proposicao 105, existe v; = vew; = wtal que x; + t;v; € QO ey, + t;w; € O, para todo
i € N, logo, a mesma proposi¢do garante que (v,w) € T(Qy;xy) X T(Q1;yy). Agora, fixado
(v,w) € (05 x9) X (D53 yp), tome sequéncias (x;,y;) — (xp, o) € t; | 0. Da Proposi¢do 105,
existe (v;, w;) = (v,w) de modo que (x; + t,v;, y; + t;w;) € O X Q, para todo i € N, portanto, a
mesma proposicdo garante que (v, w) € T(Q; X 0; (x0, yo))- ]
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Teorema 108 (pagina 59 de [13]). Sendo f: X — R lipschitziano em uma vizinhanga de x,, o
epigrafo de f°(xy; -) € ‘E(epif; (xo,f(xo))>.

Demonstragdo. Supondo que (v,r) € ‘l(epi fi (xo, j(xo))), escolha sequéncias x; — xy e t; | 0 de

modo que

i+ v) =\
limf(x Y) —flx) = 1°(xp; V).
iToo ti
Sabendo que (x,-, ﬂx,-)) ¢ uma sequéncia no epigrafo de f tendendo a (xo, f(xo)), da Proposi¢io
105, existe uma sequéncia (v;, ;) = (v,r) de modo que (x;,f(x,)) + ;(v;,r;) € epif para todo

i € N, o que acarreta que

Sfx; + 1) — fxy) <

t:

1

r; VieN.

Fazendo i T o0, obtemos que f°(xp;v) < r.
Reciprocamente, supondo que v € Xe r > f°(xg; v), sejam {(x;, y;)} C epiftendendo a (xo, f(xo))
et; | 0. Pondo, paracadai € N,

{ S + 1) —f(xi)}

r; = supir, ,
li

do Teorema do Confronto, r; — rparai — oo ey; + t;r; > y; + [fx; + t;v) — flx)] = flx; + 1v)

para todo i € N, o que mostra que a sequéncia (v,r;) — (v, r) satisfaz (x;,y;) + t;(v,r;) € epif

para todo i € N. Portanto, pela Proposi¢do 105, (v,r) € S(epi f; (xo, f(xo))). O

4.2.3 Cone hipertangente

Definicdo 109 (pégina 57 de [13]). Sendo O C X e xy € Q, um vetor v € X é denominado
direcio hipertangente a Q em x se existe ¢ > 0 para o qual By(xp,€) + ]0,¢[Bx(v,6) € Q. O

conjunto delas sera denotado por $H(Q; x;).

Propriedade 110. $H(Q;x,) € um cone convexo e, fortemente, aberto com vértice na origem que

estd incluso em T(Q; x).
Demonstracdo. Dados v € $H(Q;xg) e a > 0, existe € > 0 tal como na Defini¢do 109, desse modo,

a>1=B, (xo, é) + ]O, é[BX (av, é) C By(xp,6) + ]O, é[BX(av, ae) C 0,

a < 1= By(xg, ae) + 10, ae By(av, ae) € By(xp, €) + ]O, é[BX(av, ae) C 0,
o que mostra que av € $H(Q;x,) e, consequentemente, que tal conjunto é um cone convexo com
vértice na origem. Ainda, dado v € $(Q;x,) e sendo ¢ > 0 como na Definicdo 109, ndo é
dificil ver que, para todo w € By(v,¢), existe um & € ]0,¢ para o qual By(w,d) C By(v,¢)
e, consequentemente, para o qual By(xy,6) + ]0,8[Bx(w,d) € O, o que mostra que By(v,€) C
$H(0; xp) e, consequentemente, que tal conjunto € aberto forte. Por fim, dado v € $(Q;x), da

Definicdo 109, vemos que d‘é(xo; v) = 0, 0 que mostra, pela Definicdo 103, que v € E(Q;xy). [
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Proposicao 111 (pagina 57 de [13]). Se $H(Q;x,) ndo € vazio, entdo, ele coincide com o interior
forte de T(Q; xy).

Demonstragdo. Pelo que foi mostrado na Propriedade 110, basta mostrar que int 2(Q; x)
C 9(0;xp). Dados v; € H(0;x) e v € T(Q;xp), da Defini¢do 109 e como consequéncia da
Proposicao 105, existem ¢, ¢, > 0 para os quais

Bo(xp,€1) + 10,6, [Bx(vi,6,) € Q 4.1)
By(xp, &) + 10, 6[Bx (Vz’ %) co, 4.2)

. ¢ ¢
logo, ponha € = inf {(2, ;‘, l+(li”v2” }
Afirmagao. By(xp,€) + 10,€[Bx(v; + v,,6) C Q.
De fato, sendo v um elemento do lado esquerdo da inclusdo, existem x € By(xy,€), t € 0,¢[ e
u € Bx(0, 1) para os quais v = x + #(v; + v, + eu), o fato de que ¢ < ¢, permite afirmar, de (4.2),
que existe w € Bx(0, 1) para o qual y + t(v2 — %w) € Q, e esse vetor pertence a B (xy, ¢;), pois

€
|x+ t(vz - 5W> —x0’ <e+ee + ) <€,

consequentemente, (4.1) garante que x + t[<v2 - %w) + Bx(vy,€,)| C Q. A partir disso, como é

possivel escrever

-

€ €
v=x+t (vz—zw)+v1+(u+§w
—

€Bx(vi,1)

a conclusdo € que v € Q.

A partir disso, segue que H(Q; x) + (Q; x9) € H(Q;xy). Finalmente, dado v € int T(Q; x;),
qualquer w € $(Q;x,) admite um A > 0 para o qual v — Aw € (Q;x,), portanto, como A €
H(0; x0), vale v € H(0; xo). O

4.2.4 Cone normal estrito

Definicao 112 (pégina 21 de [11]). Dados Q C X e x, € O, o cone normal estrito a Q em x é
o polar de €(Q; x,). Ele sera denotado por §Z\(Q;x0).

Proposicao 113 (pagina 30 de [11]). Se Q C X € convexo e x, € Q, entdo, N(0; X)) = (0 —xp)~.

Demonstragdo. Sabendo que (Q — x;)* é um cone, a Proposi¢do 100 e as Propriedades 42 ¢ 44

garantem que

f0ix) = (425 = (0 - e

>0
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4.2.5 Cone normal

Definicao 114 (pagina 212 de [11]). Sendo Q C X e x, € Q, o cone normal a Q em x é o polar
de ¥(Q; xy). Ele sera denotado por N(Q; xy).

Proposicio 115 (pgina 213 de [11]). Dados Q C X e xy € Q, vale que R1(Q; x,) = [0, co[dd(x)
e (05 x) = [M(Q5 x0)]*.
Demonstragdo. Sabendo que ddy(x,) €, por definicdo, convexo, o conjunto X := [0, co[

ddy(x,) € um cone convexo com vértice na origem, entdo, a primeira afirmagdo segue da Proposi¢éo

106 e da Propriedade 45. Ja a segunda segue da primeira e da Propriedade 42. 0

Proposicao 116. Dados X e Y espacos de Banach, Q; C X e Q, C Y, para qualquer (xy,y,) €
X XY, RO X 023 (x0,¥0)) = N(Qy5%) X N(Q2; ¥p).

Proposicio 117 (péagina 61 de [13]). Um elemento { € X* pertence a df(x,) se, e somente se,

& —1) € R(epif: (x0,f(x0)))

Demonstragdo. Por definicdo, { € df(x,) se, e somente se, f°(xy;v) > (v,{) paratodov € X, e
isto equivale a dizer que, para todos v € X e r > f°(xo; v), vale {(v,7); (§,—1)) < 0. Do Teorema
108, isto equivale a dizer que. para todos (v, r) € ‘l(epi f (xo, f(xo))), ((v,r); (G, —1)) £0,0que

equivale, pela Definicdo 114, a dizer que

(€. =1) € R(epi fs (x0.(x0)) )

Definicao 118. Dado Q C X, a funcao indicadora de Q ¢ definida como

0 sexe,
Yolx) =

o0 caso contrario.

Proposicao 119. Sendo Q C X e xy € Q, o cone normal a Q em x € o gradiente generalizado de

Yo em Xx.

Demonstragdo. Pela Proposicio 117, € dyy(x,) se, e somente se, (§, —1) € m(epi Yo
(x0,0)), desse modo, como epiy, = Q X [0, oo[, a Proposi¢do 116 garante a equivaléncia entre

este pertencimento e { € N(Q;xy) € —1 € N([0, oo[;0) =]— 00, 0], 0 que prova o resultado. [

4.2.6 Relacoes entre os cones
Proposicao 120. Se Q C X e x, € Q, entdo, T(Q;xy) C C(Q;xp).
Demonstragdo. Segue da Definicdo 98 e das Proposi¢des 105 e 184. 0

Corolario 121. Se Q C X e x, € Q, entdo, N(Q; xy) 2 9/?\(Q;x0).
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Teorema 122 (adaptado da pagina 130 de [4]). Se Q € fechado e x, € Q, entao,
%(Q; xp) = liminf C(Q; x).
X=X

Demonstragdo. Dado v € T(Q;xy), sejax; — x,. Dadat; | 0, é possivel encontrar ¢; | 0 de modo
que ¢ € 10,1,] = dy(x; + tv) < €, logo, para todo i € N,

d xl-+tv d xl‘+tV
{¥ ) te ]0,6]} = llmlnf# < ¢;.

t10

lim inf
510

Sabendo que, para todo j € N,

{dQ(x,- + tv)

do(x; + tv)
inf Q+‘t

i>], te]o,a]}smf{ e]O,d]},

segue, do Teorema do Confronto, que
dQ(xi + fV) _

liminf —— =0,
it00,t10 t

portanto, pela Proposi¢do 183, vale que v € liminf,_,, €(Q;x).

Para mostrar a inclusdo reciproca, tome v € lim infx_,x() C(Q; x) unitario. Para todo ¢ > 0, existe
iy € N tal que
£

1
iZio, XEBQ[XO’7]=>BX|:V’2

]nagw¢®. (4.3)

1
95]6

{t} C 10, i[ de modo que cada conjunto By[x; + t,v, 1;6,] € disjunto de Q. Agora, fixando: € N
1

Supondo que v & Z(Q;x), é possivel encontrar ¢, € |0, i[ e sequéncias {x;} C By[0

de modo que (4.3) seja satisfeita para ¢ e ¢,, ponha

K:=0n ( U By[x, + av, a(o]) )

a€[0,t,]

Do Teorema 59 aplicado a x = —||x — x,||x, existe z € K de modo que qualquer x € K satisfaz

€0
1+(0

[l = xllx < flz = xllx + Iz = x[lx- (4.4)

Da disjuncdo entre By[x, + t,v,1,6)] e K, é possivel afirmar que z pode ser escrito como z =
x,+({1—-a)w coma e ]0,1]e|w, —v|x < &.
Afirmagao.

U Bylz + av,aq] © U Bx[x, + av, ae].
ae[()’atL] aE[O,lL]

Claramente, dados a € [0,at,] e y € B[z + av,a¢y], pondo b = a + (1 — a)t, € [0,1,], vale

que

ly =G, +v)lx < Iz +av) = (x, + bv)|x + |y — (2 + av)llx
< |1 =a)tw, + (a— b)v|x + acy < aey + (1 — a)tey = be,
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0 que mostra que y € By[x, + bv, be,].

Ainda, como ||z — x,||lx < (1 —a)t,(1 + ¢)), segue que
1 1 13 1

1
- <(1- - <= 1) T 5 T 1 ST
Iz = ollx < (1 = @i, (1 + ) + v, = xollx < - (1 + 4) T e ST

entdo, (4.3) garante que a existéncia de u € €(Q;z) N B [v, %0] Da definicio do cone contingente,
existem sequéncias u; — u e s; | 0 de modo que z + kju; € Q para todo j € N, e, da afirmagéo
provada, z + kju; € By[x, + t,v,1,] para j grande o suficiente, assim, existe p € N para o qual

z+k,u, € Ke |lu, —v|x < €. Substituindo x = z + k,u, em (4.4), vem

[(1 - a)tt + kp]”WL”X - kp”up - WL”X < ”[(1 - a)tL + kp]WL - kp(up - WL)”X
= ”(Z + kpup) - xL“X

€
< =a)|wlx+ mkp”“pnx’

ou seja, k(1 + )([lw.llx — llu,

uyllx < 1+ €, obtemos que 1 — ¢ < ||w,||x < 3¢, porém, isso contradiz o fato de que 4¢, < 1.

—wlx) < kyllu,llx. Sabendo que [lu, — w,|lx < 26 e que

Com a contradigao, fica mostrado que v € Z(Q; xy). O

Definicao 123 (pagina 215 de [11]). Dados Q C X e x5 € Q, o conjunto Q € dito regular em x,
se T(Q;x) = C(Q;5x0).

Proposicao 124 (pagina 215 de [11]). Dados Q C X e xo € Q, Q € regular em x se, e somente
se, N(Q; x0) = N(Q; x0).

Demonstracdo. Supondo que Q seja regular em x,, segue que T(Q;x,) = C(Q;x,), portanto,
tomar polaridade implica que N(Q; x,) = 252\(Q;x0). Reciprocamente, se N(Q; x;) = N(O; Xp), as
Proposi¢coes 115 e 120 e a Propriedade 45 garantem que

(03 xp) = [R(Gx)]* = [R(Qix)]” = {60512} 2 6(Qsx0) 2 U %),

o que mostra que T(Q; xy) = €(Q; xy) e, consequentemente, que Q é regular em x. O

Propriedade 125 (pagina 215 de [11]). Se Q € convexo e fechado e x, € Q, entdo, Q € regular
em x e

H(Q5) = (05 = | =2,

!
>0

N(Q; x0) = N(Q;x0) = (Q — xp)".

Demonstragdo. Comecemos provando que ddy(x) C R(0; x,). De fato, sabendo que dg € con-
vexa, dado £ € ddy(x,), temos que (x — Xy, %) < dp(x) — dp(x) = 0 para todo x € Q, assim, da
Proposicio 113, € ﬁ(Q;xo). A partir disso, como ﬁ(Q;xO) ¢ cone fechado, a Proposi¢do 115
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garante que N(Q;x,) C ﬁ(Q; Xp), 0 que, em conjunto com o Coroldrio 121, mostra que ambos
sdo iguais, portanto, da Proposicio 124, Q € regular em x,.

As demais igualdades seguem por polaridade e das Proposicdes 113 e 100. [

4.3 Formulando o formalismo

4.3.1 Diferenciais gerais de funcionais com valores na reta estendida

Nesta subsecdo, os resultados serdo formulados supondo que X é um espago de Banach real, e

serd usada a notagdo (x, a) |, x, para indicar que (x, ) € epife (x,a) = (xq.f(xp))-

Teorema 126 (pagina 96 de [13]). Sendo f: X — [—o0, 0] finito em xy, 0 cone tangente ao
epigrafo de f em (xy,1(x,)) € o epigrafo do funcional f°(xy;-) : X — [—o0, oo] definido por
+tw) —
f°(xp;v) = lim lim sup inf {u

0 (X,Ot)lfxo
t}0

w € Bx(v, ()}. 4.5)

Demonstragdo. Em primeiro lugar, seja (v, 7) € Q(epi /i (xo, f(xo))>. Dados (x;, ;) lpxget; | 0,
da Proposi¢do 105, existe uma sequéncia (v;, r;) tendendo a (v, r) para a qual (x;, @;) + t(v;, r;) €
epif paratodo i € N, isto é, satisfazendo «; + t;7; > fpara todo i € N. A partir disso, dado ¢ > 0,
como existe iy € N para o qual i > iy = v; € Bx(v,¢),r; € [r — ¢, r + €[, segue que

fx) + tw) — @
t:

1

i> i0=>inf{

w GBX(V,()} <ri<r+e

Isso mostra que, para todo € > 0,
. C(fx+w)—a
lim sup inf { ————
(X,a)lfxo !
0

w € Bx(v, ()} <r,

portanto, f°(xy;v) < r.
Reciprocamente, supondo que v € X e r € R sejam tais que f°(xo; v) < 7, sejam (x;, ;) | xp €

. 1
t; | 0. Para cada n € N, existe um ¢, < - para o qual
n
) o (fx+tw)—a
lim sup inf { ————
(xa)dpxo !
10

1
weE BX(V,(n)} <r+ p

desse modo, como (x;,; ;) |0 et; | 0, deve existir um indice «(n) para o qual
. {f () + L)) = i)
inf
tL(l’l)

e, consequentemente, um vetor v,(,y € By(v,¢,) para o qual

2
w € By(v, (n)} <r+ pt

Xi(n) T L)Vun)) — %un
G + o) =@ 3
tL(n) n

Definindo, agora,
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Ty + fnyVuiny) = iy }

Ty(n) = SUPJT,
(n) { )

segue que a,,) + L) = f (xt(n) + tl(n)vL(,,)) para todo n € N e que (vl(n), rL(n)) - (v, 1),
portanto, a Proposicio 105 garante que (v, r) € ‘i‘(epi f: (xo, f(xo))>. O

Definicao 127 (pagina 61 de [13]). Dadosf: X — [—o0, o] e x, € X um ponto no qual f assume

valor finito, a diferencial geral de f em x,, denotada por 9f(x,), € o conjunto dos { € X* para os

quais (§,—1) € m(epif; (xo,f(xo))>.

Corolario 128 (pagina 97 de [13]). dfixg) = @ se, e somente se, f°(xy; 0) = —o0. Caso contrdrio,

Iflxp) ={L € X* | (v,5) < f(xp;v) Vv € X},
1 (x0; v) = sup(v, 0flx))-

Demonstragdo. Do teorema e defini¢do anteriores, é possivel afirmar que { € df(x) se, e somente,
(v,{) < r para todos (v,r) € ‘i’(epi f: (x0, fxg)) = epif°(xp;-), ou seja, para todos (v,r) €
X X [—00, 0] para os quais f°(xp;v) < r. No caso em que f°(xy;v) = —o0, ndo existe { que
satisfaga tais condicoes e, consequentemente, df(x;) = @, e, como f°(x; -) €, positivamente, 1-
homogénea e semicontinua inferior, ela vale —co em algum vetor v € X se, e somente se, o faz no
vetor nulo, o que mostra que df(xy) = @ < f°(xp;0) = —c0.

Agora, quando f°(xy; ) > g = —oo, em particular, temos que { € If(x,) se, e somente, (v, ) <

S°(x; v) paratodo v € X, e isso equivale a dizer que f°(x; -) € o funcional de suporte de df(x,). [

Definicao 129 (pagina 98 de [13]). O funcional f¢ dito, lipschitziano em x, e na direcao v, € X
se € finito em x; e a quantidade
+1v) —
I (xo;vo) = lim supu
(Xya)er()
V=)

t}0

ndo é oo. Caso exista uma dire¢do v € X para o qual isso acontece, f serd dito, direcionalmente,

lipschitziano em x.

O conjunto das direcdes v € X de modo que f € lipschitziano em x;, e em v serd denotado por

Q(f; Xo).

Proposicao 130 (pagina 98 de [13]). O funcional f ¢, direcionalmente, lipschitziano em x, em uma

direcdo v, se, e somente se, existe 3 € R para o qual (v, 3) € hipertangente a epif em (xo, f(xo)).

Demonstragdo. Supondo, em primeiro lugar, que (v, §) seja hipertangente a epifem (xo,

f(xo)), por defini¢do, existe ¢ > 0 para o qual

Begi{ (x0:f0x0)); €) + 10, By ((v0, B; ) € epif



89

assim, sempre que (x, ) € epifestd proximo a (xq, f{xg)) € v estd proximo a vy, vale a+18 > flx+
tv), o que mostra que f*(xy; vy) < 8 e, consequentemente, que f &, direcionalmente, lipschitziano
em X na direcio vj.

Reciprocamente, supondo que f seja, direcionalmente, lipschitziano em x, em uma dire¢do v, e
sendo 8 > f*(xy; vo), para todo (x,x) € epif proximo a (xo, f(xo)), para todo v préximo a v, e
para todo ¢ > 0 préximo a zero, vale

fx+w)—a
B

2

o que mostra que (vo, ) ¢ hipertangente a epif em (xo, f{xo)). O

Corolario 131 (pagina 99 de [13]). Se f*(xo;v) < oo, entdo, essa quantidade coincide com o
infimo dos 8 € R para os quais (v, 3) € hipertangente a epif em (xo, f(xo)).

Teorema 132 (pagina 100 de [13]). Sendo f finito em x, e supondo que L(f;x,) # @, este €
o interior das direcoes para as quais a derivada direcional geral de f em x, € finita € f°(xy;-) €

continua e coincide com f*(x; -) em tal conjunto.

Demonstracdo. Como 5§<epi fi (xo, f(xo))> € ndo-vazio por suposi¢do, a Proposicdo 130 garante
que 8(f; xy) = Hx<5<epi fi (xo, f(xo)))), e o Teorema 126 garante que
$(epi f: (x0,/0x0)) ) = int Z(epif: (x0,f0x0)))

0 que, significa que, para mostrar a primeira afirmacdo do teorema, € suficiente mostrar que
Miy{ 5(epif: (10:/0x0) ) = intly € X |G v) < oo}

Se v, pertence a projecdo, existe § € R para o qual (vy,5) € Sj(epi f: (xo, f(xo))>, assim, o
Teorema 126 garante que (vy,3) € intepif°(xy;-). A partir disso, f°(xy;v) < oo para todo v
préximo o suficiente a v, 0 que mostra que v, pertence ao interior no lado direito.

Reciprocamente, se v, pertence ao interior no lado direito, existem ¢ > 0 e 8, € R para os quais
v € Bx[vg, €] = f°(xo;v) < By — 1, 0 que mostra que todo (v, 8) préximo a (v, 5y) pertence a
epif°(xg;-) = ‘l(epif; (xo,f(xo))), o0 que mostra que (vy,5y) € $§<epif; (xo,ﬂxo))>.

Agora, sabendo que existe v, para o qual f°(xy; vy) < oo, trata-se de um funcional convexo que
¢ limitado em uma vizinhanca de v, logo, a Proposi¢do 153 garante que f°(x,; -) € continuo em
L(f; xo0)-

Finalmente, sabendo que E!(epi f: (xo, ﬂxo))> = epif°(xp; -) e usando o Coroldrio 131, obtemos

que

FCv) = inf{B € R| () € F(epif: (x0./0x0)) )]
frGoiv) = inf{B € R| () € H(epifs (xo.f0x0) )}
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logo, a igualdade sj(epi 7 (xo, f(xo))> = int ‘l(epi 1 (xo, f(xo))) garante que f*(xp;v) = f(xg; v).
O

Propriedade 133 (pagina 103 de [13]). Sendo f,f, finitos em x, e f>, direcionalmente, lipschitzi-

anos neste, se
| f; (s v) < cofninty | £3(xp; v) < oo} # &, (4.6)

entdo, (fi + 1>)° (%05 v) < f3(x03 v) + £5(x03 V).

Demonstragdo. Em primeiro lugar, denotaremos por fy = fi +f, € €; = f7(xp;-) para todo i €
{0: 2}. Dito isso, sendo D; = €;"!([—o0, co[) paratodo i € {0: 2}, vy € D;NintD, e B > €,(vy),
do Teorema 132, para algum & > 0,

t € 10,4,

X € BX[-XOa (5],

v € By[v,6], a; € [L(0)./0) + 6l

Sabendo que, da Definicao 129,

:>f2(x+ TIV) —

<B.

+1v) — +1v) —
€o(vp) = lim| lim sup inf{fl(x V)~ +f2(x )@ w € By|v, (]} ,
(oapds %o £ t
(X’O‘Z)ifzxo
110

€ possivel afirmar que

{fl(’”‘ v) —a,

P gl we Bdvd]| = 600 + 5.

€0(xp;vp) < lim| limsup inf

0 (Xaal)lfl X0

(x,az)lfzxo

tl0
logo, fazer 8 | €,(vy) fornece €y(vy) < €,(vg) + €2(vp).

Agora, retiramos a hipdtese de que v € elemento da interse¢do em (4.6). Se €;(vy) ou €,(vy)
assumem valor oo, a desigualdade é, claramente, vélida. J4 no caso em que ambas as derivadas sdao
finitas, vy € D, N D, e, por (4.6), vale D, Nint D, 3 ¥, assim, da Propriedade 151, (1 — €)vy + €V

para € € 10, 1], o que mostra que
go((l - ()VO + (\7) < él((l - F)VO + (\7) + €2((1 - ()VO + (\7)

Por fim, a convexidade e semicontinuidade inferior da derivada direcional permite fazer ¢ | 0 e
concluir que €y(vy) < €,(vg) + €2(vy). O

Teorema 134 (pagina 102 de [13]). Nas condicdes da Propriedade 133, 3(f; +f>)(xo) C 9f;(xp) +
9f>(xo)-
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Demonstracdo. Se €,(0) ou €,(0) assume valor —oo, entdo, 0 mesmo vale para €,(0), o que mos-
tra, pelo Corolario 128, que os gradientes generalizados de fi, f> € da soma em x; sdo vazios, 0
que garante o resultado. Sendo, sabendo que as derivadas direcionais gerais sdo sublineares, vale

£,(0) = ¢,(0) = 0, 0 que mostra que

Ifo(xp) ={L€X™ | (1,0 <MV eX}={L{ € X | (0,0 < (¢ +6,)(v) Vv € X}
= 3(¢, + £,)(0).

Utilizando (4.6), € possivel afirmar que 3(€; + €,)(0) = 3¢€,(0) + 3¢,(0) = 9f,(xy) + 9f>(xp),
0 que, em conjunto com a cadeia de desigualdades acima, mostra que 9(f; + f>)(x)
C 9f1(x0) + 9f2(xo)- [

Corolario 135 (pagina 105 de [13]). Sendo Qy, 0, C Xexy € QNQ,, suponha que Q, admita, ao

menos, uma direcdo v hipertangente em x,, e que T(Q1; xy) intercepte H(Q»; x,). Nessas condiges,

(01 N 0y;x9) 2 Q15 x9) N (D23 xp), 4.7)
N(Q; N Oa;x0) € N(Qy5xp) + N(Qa5 Xp) (4.8)

Demonstragdo. Sabemos que

* Pela Proposicio 130, y, €, direcionalmente, lipschitziano;
* Pela Propriedade 110, o interior forte de T(Q5; xp) € H(OD2; Xp);

* Pelo Teorema 126, 1//°QA(x0; v) < 0 se, e somente se, v € T(Q;; x,) paratodo i € {1,2}.

A partir disso, aplicando o Teorema 134 a € 9, , a Proposi¢ao 119 garante (4.8). Ja (4.7)
¢ garantida aplicando polaridade a (4.8) e usando a Proposicdo 115 e a Propriedade 41. U

4.3.2 Resultado principal

Proposicao 136 (adaptado da pdgina 76 de [50]). Sendo Qy, ..., Q,, C X, xy € Q = ﬂ;n:l Qe
supondo que cada um dos conjuntos Q; para i € {2 : m} admita, ao menos, uma direcdo hipertan-

gente em Xg €

T(Q15%0) N [ﬂ 905 %0) | # 2,

i=2

se T(Q13x0)s - » T(Q,3 X0) Sdo Insepardveis e, ao menos, um deles ndo € subespagco, entdo, x, €

ponto de acumulagdo de Q.

Demonstracdo. Se x, for ponto isolado de Q, entdo, T(Q; x,) = {0}, e a inseparabilidade garantira,
pela Propriedade 47, que ﬂ:n:l ri 2(Q;; x9) # @. Mais ainda, tal interse¢do ndo contém a origem

pelo fato de que, ao menos, um cone tangente ndo € subespaco, porém, do Coroldrio 135, o vetor
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nulo € o tnico elemento comum aos cones T(Q1; xy), --- , T(Q,,; Xp)- Essa contradi¢do mostra que

X, deve ser ponto de acumulagdo de Q,,, . 0

Como consequéncia desse resultado e do Teorema 49, temos o tltimo e principal resultado do
capitulo. Para tal, consideraremos um funcional f: X — [—o0, o], conjuntos Cj,...,C, C X e
n
X0 e C:= ﬂi:] Ci'

Teorema 137. Sendo f, direcionalmente, lipschitziano em x,, suponha que cada um dos conjuntos

C; para i € {1 : n} admita, ao menos, uma direcdo hipertangente em x e

% (! ([—c0. o)) o) N [ (] $(Cisx0) | # 2.
i=1

Nessas condigoes, se x, minimiza, local e estritamente, f em C, entdo, existem y,, ... ,y,, hdo todos
nulos cuja somatdria € nula e de modo que y, € N (f‘l([—oo,f(xo)]);xo) ey; € N(C;;xy) para
todo i € {1 : n}.

Demonstracdo. O fato de que x, € minimizador local estrito de fem C mostra que tal ponto € ponto

isolado de f~ 1([—oo, f(xo)]) N C, desse modo, a Proposicdo 136 garante que os cones tangentes

em x, sdo separdveis. Do Teorema 49, isso significa que existem Y, ... ,y,, nao todos nulos cuja
. A

somatdria ¢ nula e de modo que y; € [T (f'([—00,x0)]);x0)| € yi € [2(Ci;x0)]* para todo

i € {1 : n}. Por fim, a Defini¢do 114 garante o resultado. O
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5 Consideracoes finais e proximos passos

Diante do exposto neste trabalho, de acordo com o nosso conhecimento, o resultado mais geral
em relacdo ao Principio de Pontrjagin para o problema (1.3), enunciado no Teorema 76 desta
dissertagdo, apresenta condi¢cdes de otimalidade usando os colchetes de Lie para filtrar extremais,
previamente, obtidos, o que foi bem demonstrado através do exemplo da secdo 3.4. Entretanto,
o problema (1.3) ndo contém restricdes extras nas varidveis de estado — por exemplo, uma do
tipo A(t, x(1), u(r)) < x(r) < B(t,x(t), u(t)). Restrigdes como estas sdo abordadas em [48] e [11],
porém, apenas condi¢des de primeira ordem sio formuladas utilizando a abordagem de inclusées
diferenciais, de modo que se torna interessante adaptar a abordagem geométrica para restricdoes
deste cardter. Também, como visto, a dindmica € afim e o crescimento do lagrangiano € sublinear
nas varidveis de controle, embora este ultimo facilite o aparecimento de impulsosl , € Interessante
investigar o resultado apresentado permitindo dindmicas quadréticas e lagrangiano de crescimento
linear. Por fim, € interessante investigar condi¢des de normalidade e ndo-degeneragdo como as
encontradas em [33] e [34].

Ja em relacdo ao formalismo de Dubovickij-Miljutin, o Teorema 137 €, possivelmente, um
resultado original construido a partir de resultados encontrados em [11, 13, 21, 50, 42, 51] e
de espirito similar a encontrada em [27], pois ndo é de conhecimento do autor a existéncia de
resultados similares ou mais gerais em outras obras literdrias. No entanto, o nimero de referén-
cias consultado € baixo, sendo necessario maior investigacdo (ndo realizada por falta de tempo)
para resolver essa questdo — por exemplo, o artigo [37] trata condicdes de otimalidade de alta or-
dem utilizando o formalismo de Dubovickij-Miljutin através das chamadas pré-derivadas estritas..
Ainda, € interessante investigar mais propriedades dos cones hipertangentes para tentar eliminar
essa hipdtese ou enfraquece-la, pois o requerimento de hipertangéncia pode se mostrar demasiado
restritivo, sem mencionar a necessidade de ndo-disjuncdo de diversos conjuntos. Mesmo assim,

acredito que esta represente uma melhora — ainda que pequena — em relac@o a proposta de [15].
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A Conceitos de Analise Funcional

Este capitulo apresenta conceitos e resultados de Andlise Funcional necessérios para compre-
ender melhor os conteidos da dissertacdo. Mais especificamente, apresenta o Teorema de Hahn-
-Banach de extensdo de funcionais lineares dominados por sublineares, uma visdo geral sobre
topologias fracas encontrada em [1 1] com alguns resultados de [9], [17] e [21], dentre os quais se
destaca o Teorema 159 de separacdo de conjuntos convexos, e resultados béasicos sobre espagos

vetoriais normados e suas topologias — forte, fraca e fraca™.

A.1 Teorema de Hahn-Banach

Definicao 138. Seja P um conjunto ndo-vazio. Uma relagdo < € dita relaciao de ordem parcial

S€:

* x € P> x < x — essa propriedade ¢ denominada reflexividade;

* Sex,y € Psaotailsque x < yey < x, entdo, x = y — essa propriedade € denominada

antissimetria;

* Sex,y,z € Psdotaisque x < yey < z, entdo, x < z — essa propriedade é denominada
transitividade.

Nesse caso, o par (P, <) é denominado conjunto, parcialmente, ordenado — quando nZo
houver confusdo sobre a relacdo de ordem usada, serd dito, simplesmente, que P é um conjunto,

parcialmente, ordenado.

Quando a relagdo de ordem parcial também conseguir comparar quaisquer dois elementos de P,

ela serd dita total e P serd chamado conjunto, totalmente, ordenado.

Definicdo 139 (péginas 1 e 2 de [9]). Seja P, um conjunto parcialmente, ordenado.
* Dado Q C P, um elemento ¢ € P € cota superior de Q se qualquer a € Q satisfaz a < ¢;
* Um elemento m € P ¢ maximal de P se ndo precede nenhum elemento distinto dele;

* O conjunto P é denominado indutivo se todo subconjunto Q C P, totalmente, ordenado

admite cota superior.

Lema 140 (pagina 2 de [9]). Todo conjunto ndo-vazio e indutivo admite elemento maximal.
Para os proximos resultados, X € um espaco vetorial real.

Definicao 141 (pégina 1 de [9]). Um funcional p : X — R € dito sublinear se satisfaz
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* x,y € X= px+y) < p(x) + p(y) — essa propriedade é denominada subaditividade;

*x € X,a > 0 = plax) = ap(x) — essa propriedade é denominada 1-homogeneidade

nao-negativa.

Se a primeira desigualdade for uma igualdade (a propriedade em questdo passa a ser chamada
aditividade) e a segunda igualdade valer para todo @ € R (nesse caso, retira-se o “ndo-negativa”

e denomina-se a propriedade de 1-homogeneidade), entdo, o funcional serd chamado linear.

Definicdo 142. O conjunto de todos os funcionais lineares com dominio em X é denominado dual
algébrico de X e denotado por X'.

Dessa defini¢io, € claro que os funcionais sublineares constituem um conjunto “mais amplo” do

que os lineares.

Teorema 143 (pagina 1 de [9]). Sendo p : X — R, L um subespago vetorialde X e g . L — R um
funcional dominado, superiormente, por p em L, existe um funcional linear f. X — R estendendo

g para todo o espago X e dominado, superiormente, por p em X.

Demonstragdo. Considere o conjunto P dos funcionais lineares & que estendem g para um certo
subespaco D, de X e sdo dominados, superiormente, por p em seus dominios. Por construcio, tal
conjunto contém g e, consequentemente, nao é vazio. Ainda, é possivel definir a seguinte relacio
de ordem parcial: h; < h, se, e somente se, D;, C D, e h, estende h; — a verificagio de que esta

¢ uma relacio de ordem parcial, embora nao seja dificil, serd omitida por ndo ser o foco do estudo.
Afirmagdo. O conjunto P € indutivo com a relacio <.

Tomando Q = {h; | i € I} C P um conjunto, totalmente, ordenado e definindo D;, como a soma
dos Dy, parai € Ie h: D, — R de modo que h = h; em D), , ndo € dificil verificar que o funcional
linear / construido € um elemento de P e estende cada um dos /; para D, assim, como D, C Dy,
tal funcional € cota superior de Q em P.

Pelo Lema 140, P admite um elemento maximal f.
Afirmagao. O dominio Dy de f € todo o espago X.

Supondo que isso ndo aconteca e tomando x, € X \ Dy, para x;,x, € Dy, vale
SGx) +f(x) = flx) +x5) < plxy + x3) < plxy — xp) + plxg + x2),
ou, de maneira equivalente,

) — plx; = xp) < plxg +x3) — fxy). (A.1)

Agora, considerando os conjuntos W e Z formados, respectivamente, por elementos do lado
esquerdo e direito de (A.1), é possivel afirmar que r; := supW < infZ =: r,, 0 que permite

encontrar a € [ry, r,] e definir
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h: Df+[X0] - R
X+ Axg — flx) + Aa.

Claramente, / € um funcional linear e estende f para D+ [x,], o que implica que / é dominado,

superiormente, por p em Dy. Ainda, parai > 0 e x € Dy,
h(x + Axg) = fix) + Aa < flx) + Ap <x0 + %) — flx) = p(x + Axp),
enquanto, paraA = —u < 0,
B+ ) = () = e <) =100+ (2 = o ) = ply = o) = -+ o),

0 que mostra que & ¢ dominado, superiormente, por p em Dy + [x,], consequentemente, f < h, 0
que contradiz o fato de que f'é maximal.

Com essa afirmacdo mostrada, o resultado segue. [

A.2 Topologias fracas

Além de supor que X é espago vetorial real, os resultados daqui serdo feitos supondo que ® C X’
¢ um espago vetorial separante, isto &, parax € X \ {0}, existe ¢ € ® que ndo se anula em x.

Nessas condicdes:

* Parap € @ e x € X, o valor ¢(x) serd denotado por (x, ¢);
* Paragp € ® e Y C X, o conjunto ¢(Y) serd denotado por (Y, ¢);

e Para ¥ C ® e x € X, o conjunto das imagens dos elementos de ¥ por x serd denotado por
(x, ®);

Lema 144 (pagina 48 de [11]). A colecdo de todos os conjuntos V(xy, @,€) = {x € X: [{(x —

X0, @)| < €} para xy € X, ¢ € ® e ¢ > 0 forma uma subbase para uma topologia em X.

Demonstracdo. Dado x, € X, ndo ¢ dificil ver que

Xy € ﬂ V(xg, @, €).

PED,>0

]

A topologia gerada pelos conjuntos V(xy, ¢,€) :={x € X : [{(x—xp,¢)| < ¢fcomx, € X, p € O
e € > 0 sera denotada ¢(X, D).

Proposicao 145 (pagina 48 de [11]). A topologia ¢(X, @) € a mais fraca na qual todos os funcionais

@ € D sdo continuos.
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Demonstracdo. Seja T uma topologia na qual todos os funcionais ¢ € @ sdo continuos. Dados
Xo € X, € Dee> 0, temos que V(xy, ¢, €) = @~ (I{xp, @) —6 {xg, @) +¢[) € 7 pela continuidade
de ¢, portanto, ¢(X, ®) C 7. O]

Definiciao 146 (pagina 48 de [11]). A topologia ¢(X, @) é denominada topologia fraca de X
induzida por ®.

Propriedade 147 (pagina 48 de [11]). Fixados x, € X, ¢ € ® e ¢ > 0, vale que V(xy, ¢, €) =
xo + V(O, @, ¢), e qualquer t > 0 satisfaz V(0, @, te) = tV(0, ¢, €).

Demonstragdo. Para todo x € X, temos que

x € V(xg, @,€) © [(x — xp, )| < e x—xy € V(0,¢,¢)

x € V(0, ¢, t) t|<)—;,q0>| = [(x, )| < te & x € tV(0, @, ).

]

@
Para o proximo teorema e outros resultados, x; — x indicara que {x;} converge para x na topologia

fraca de X induzida por .

Teorema 148 (paginas 48 e 49 de [11]). * A colegdo de intersecoes

ﬂ V(Oa Pis ()

iel
para I C N finito, {¢; | i € I} C ® e ¢ > 0 € uma base local de ¢(X, @) na origem;

. (X, (X, CD)) € um espago de Hausdorff, e — para as respectivas topologias-produto — as

aplicagoes (x,u) — x + u e (t,x) — tx sdo continuas;
* Dados xy € X, U € ¢(X,®) et # 0, tanto xy + U quanto tU sdo elementos de ¢(X, @),

* @ ¢ 0 conjunto de todos os funcionais lineares continuos em (X, (X, CD));

@
* Dados {x;} C X e xy € X, x; = X, se, e somente se, (x;, @) — {xy, @) para todo ¢ € D;

» Sendo Y um espago topoldgico, a aplicacdo vy . Y — (X, (X, CD)) é continua se, e somente,

@oy: Y — R € continua para todo ¢ € ®.

Demonstragio. e Tomando I C N finito, sejam {x; | i € I} C X, {p; | i € I} C D e
{e; | i €I} C 10, oo de modo que

0e ﬂ V(x,-,QDi,(i).
iel

A partir disso, temos que |(x;, ;)| < ¢ para todo i € I, assim, escolhendo ¢ = minf{¢; —

|¢x;, @) | i € I}, vemos que
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ﬂ V(0,56 C ﬂ V(x;, @i 6);

i€l i€l

» Tome x,y € X pontos distintos. Sabendo que @ € separante, existe ¢ € ® tal que @(x) #
@(y), entdo, como a reta usual é espaco de Hausdorft, existe ¢ > 0 de modo que |{x, ) —

& (x, @) + ¢ é disjunto de [(y, ) — ¢, (y, @) + ¢, 0 que mostra que V(x, @, ) N V(y, ¢, €) = @.

Agora, sendo W € ¢(X, ®) uma vizinhanga de 0, do primeiro item, existem / C N finito,
{;|i €1} C®ee>0de modo que

(VO @) C W,
i€l

assim,

X, u € ﬂ V(O,qo,-, %):x+u € ﬂ V(0, ¢;, €),

i€l i€l

t>0,x € ﬂ V(O, @i ;) > € ﬂ V(0, @;, ©).

i€l i€l
0 que confirma a continuidade das aplica¢des;

* Do primeiro item e do Lema 144, para cada x € U, existem I(x) C N, {¢; | i € [(x)} C D e
€(x) > 0 de modo que

U= U ﬂ V(x,ga,((x))],
x€U,e(x)>0 | i€l(x)

assim, a Propriedade 147 garante que

xo+ U= U ﬂ V(x+x0,q0,((x))] :

x€U(x)>0 | i€l(x)

wv=J [ V(tx,qv,ltlf(X))‘,

x€U(x)>0 | i€l(x)

0 que mostra que tanto xy + U quanto tU s3o abertos;

* Os elementos de @ sdo continuos na topologia ¢(X, ®) por construgido. Agora, sendo f, um

funcional linear continuo em ¢(X, ®), tal funcional é limitado em algum conjunto da forma

ﬂ V(O’ Dis ()

i€l

com I C N finito, {g; | i € I} C ® e ¢ > 0, entdo, existe um M > 0 para o qual, a principio,
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X € ﬂ kerp; = |fo(x)| < M.
i€l
Porém, sabendo que x pode ser substituido por kx para qualquer k € Z, é verdade que f se
anula na intersec@o dos nucleos dos ¢;, logo, f, deve ser uma combinacdo linear destes, o que

mostra que f, € P;

@
* Se x; = X, entdo, como @ é o conjunto dos funcionais lineares continuos, qualquer ¢ € ®

satisfaz (x;, ) = (xy, @). Agora, se {x;} C X € tal que (x;, @) — (xy, @) para todo ¢ € D,

seja W uma vizinhanca de x, em ¢(X, ®). Sabendo que ele contém um conjunto da forma

ﬂ V(XO’ (pj’()
jeJ
com J C N finito, {¢; | j € J} C ®ee > 0, existe v: J — N para a qual i > v(j) =

[¢x; — x, ;)| < ¢, entdo, pondo ¢ = max v(J), vem

i>1=>ux € ﬂ V(xp, @, € T W,
j€J
@
0 que confirma que x; = xy;

* Sey: Y - (X,q(X,®)) ¢ continua, entdo, € claro que ¢ o y € continua para todo ¢ € @.
Reciprocamente, sendo ¢ o i é continua para todo ¢ € ®, seja U um aberto em X. Do
primeiro item e do Lema 144, para cada x € U, existem I(x) C N, {¢; | i € I(x)} C D e
é(x) > 0 de modo que

v= |

x€U,e(x)>0

) o).

i€l(x)
assim,
yo= [ﬂ@‘l(V(x,w,f(X)))],
x€U(x)>0 | i€l(x)

o que mostra que 1~ (U) é aberto. Portanto, 1 é continua.
0

Definicao 149 (paginas 16 e 44 de [21]). e Um funcional f: X — [—o0, c0] é dito convexo
se, fixados x,y € X, qualquer ¢ € [0, 1] satisfaz

A =Dx+1y) < (1 =X + ty); (A2)

* Um subconjunto S C X € dito convexo se, dados x,y € S, {(1 —)x+1ty |t € [0,1]} C S.
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Propriedade 150 (piginas 44 e 45 de [21]). Toda combinagdo linear positiva de funcionais con-
vexos € um funcional convexo, e a envoltoria superior de funcionais convexos é, também, um fun-
cional convexo. Ainda, a imagem inversa de uma semirreta por um funcional convexo € convexa,

e a intersegdo de conjuntos convexos € convexa.

Propriedade 151 (pagina 16 de [21]). Se A € convexo, x € A e y € A, entdo, dado A € [0,1], o
ponto Ax + (1 — 1)y € A.

Demonstragdo. Sabendo que y € A, é possivel encontrar uma vizinhanga V C A de y, assim, a
convexidade de A garante que cada um dos abertos Ax + (1 — 1)V C A para A € [0, 1[, o que,
sabendo que cada um deles é uma vizinhanca do correspondente ponto Ax + (1 — 4)y, prova o

resultado. ]

Lema 152 (pagina 11 de [17]). Se um funcional f convexo € limitado, superiormente, em uma

vizinhanga de um ponto x, € X, entdo, ele é continuo em tal ponto.

Demonstragdo. Definindo o funcional g : X — [—o0, oo] por g(v) = flxy + v) — flxy), trata-se de
um funcional convexo, ja que, para v;,v, € Xet € [0, 1], vale

g((l — vy + Wz) =f((1 —)(xg +vy) + 1(xp + Vz)) — flxo)
< (1 =[xy + vi) = fxp)] + tfxg + v2) — fxp)]
= (1 =g, + tg(v2),

e que satisfaz g(0) = 0. Dito isso, seja V € ¢(X,®) uma vizinhanga da origem para a qual
fIV) C |- o0,a] com a € R. Definindo W = VN (=V), trata-se de uma vizinhanga simétrica da

origem e, dado ¢ € |0, 1], a convexidade de g garante que
%
s <1 -0 +eg(Z) <@ _yyegn
v
g(=v) < (1 —6)g(0) +eg (—;) <ea

0 que mostra a continuidade deste na origem, portanto, ' ¢ continuo em x. [

veEW=> gv) € [—ea, eal,

Proposiciao 153 (pagina 12 de [17]). Sendo f: X — [—o0, 0o um funcional convexo, as seguintes

afirmagoes sdo equivalentes:

* Existe um aberto ndo-vazio A no qual f ndo coincide, totalmente, com —oo e estd limitado,

super iormente, por uma constante a < 00;

* fndo assume valor —co em um ponto sequer, € finita em, ao menos um ponto e continua no

interior do conjunto D = X \ f~'(c0), que néo é vazio.

Demonstragdo. Se a segunda afirmacao € valida, entdo, por defini¢@o, existe uma vizinhanca A da

origem satisfazendo f{A) C [f(0) — 1,/{0) + 1], o que mostra a primeira afirmacao.
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Reciprocamente, sendo a primeira afirmacio valida, A C D e, ao fixar u € A\f~'(—), 0 Lema
152 garantird que f € continuo em u e, consequentemente, finito em uma vizinhanga deste, o que
mostra que f ndo assume valor —oo em um ponto sequer. Ainda, para qualquer v € int D, existe um
0 > 1 paraoqual w := u+o(v—u) € D, assim, definindo 7 : A — X por h(x) = w+ Qg;l(x —-w),

vale que

h(u)=w+Q_1(u—w)=u+Q(v—u)+(1—Q)(v—u)=v

e que h(A) é uma vizinhanga de v tal que todo elemento v’ dela satisfaz

fw)

' _1, fw) o—-1 oy F(w)—a
) =%+ Qh<>)<g+ thmsﬁ—.

Do Lema 152, a conclus@o € que f € continua em v e, consequentemente, no interior de seu

dominio efetivo, 0 que mostra a segunda afirmacio. [

Definiciio 154 (p4gina 4 de [9]). Dados g € X’ ndo-nulo e & € R, o conjunto g~ '(a) = {x € X |
g(x) = a} é denominado hiperplano afim de equacio g = «.

Definicao 155 (adaptado das paginas 5 de [9], 41 de [11] e 72 de [50]). Sendo A,B C X ndo-
-vazios, o hiperplano de equagio { = a separa A e B se sup(A,{) < a e inf(B,{) > « e separa,
estritamente, A e B se existe ¢ > 0 para o qual sup(A,{) < a —c¢e inf(B,{) > a +¢. Ainda, sendo
A, ..., A,, C X ndo-vazios, tais conjuntos sao ditos separaveis se existe um hiperplano separando

um deles da interse¢do dos demais.

Definiciao 156 (adaptado da pagina 6 de [9]). Sendo C € ¢(X, ®) um aberto convexo contendo a

origem, o funcional
x> infla> 0|2 e ¢}
o
¢ denominado calibre de C e denotado por p.

Lema 157 (adaptado das paginas 5 e 6 de [9]). Sendo C € ¢(X, @) um convexo contendo a origem,

pc € um funcional sublinear, e C = pEl([O, 1]).

Demonstragdo. Supondo que x € C, o fato de que tal conjunto é aberto garante a existéncia de

€(x) > O para o qual [1 + e(x)]x € C, 0 que mostra que po(x) < < 1. Reciprocamente, se

1+( )

pc(x) < 1, existe a € 10, 1] para o qual = € C, entio, a convexidade de tal conjunto e o fato de
a

que este contém a origem mostram que x = a~ + (1 — )0 € C. Portanto, C = pgl([O, 1]).

Agora, dado ¢ > 0, segue que

peltx) = mf{a > 0| e C} inflr% >0

~ 18| =

€ C} = tinf{[;’ >0 ‘ % € C} = tpo(x).

Ainda, fixados x,y € E, seja ¢ > 0. Sabendo que

p( X )= pc(x) <1 p( y )= 2c(y) -
o) +¢) ~ pe+e 7 T N\pe)+e) T pe)+e
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pelx)+e
pc(X)+pc(3)+2¢

Y
P+ pe()+e
garante que

€ [0, 1], a convexidade de C

segue que € C, logo, escolhendo ¢ =

pc(x) + € x pc(y) +¢ y x+y

O )+ 1e0) 2 ¢ T Pl +pe) T 2P0 T ¢ pelD) + pe() + 2¢

o que mostra que p(x+y) < pc(x)+pc(y)+2¢. Fazendoe | 0, segue que po(x+y) < pe(x)+pc(y),

portanto, p € sublinear. O

Lema 158 (adaptado da pagina 6 de [9]). Sendo C € ¢(X, ®) um convexo nao-vazio e x, € X \ C,
existe { € @ para o qual (x,, () € cota superior de (C,{).

Demonstracdo. Supondo que 0 € C, seja p. o calibre de C. Considerando o subespaco vetorial
[xo] € o funcional linear definido por tx, +— f: se t > 0, entdo, pelo Lema 157, t < tp(xy) =
pc(txg); sendo, t < 0 < pe(txy). De qualquer modo, tal funcional é dominado, superiormente,
por pc em [x,], entdo, o Teorema 143 garante a existéncia de § € X’ que o estende e € dominado,
superiormente, por p.

Dos Lemas 157 e 152, é possivel afirmar que § € continuo, e o Lema 157 garante, também, que
x € C= (x,0) < pclx) <1 =(xy,), portanto, {x,, ) é cota superior de (C, ().

No caso em que 0 € C, considerando x; € C, X := xy — x; € C := C — x,, este é um aberto
convexo contendo a origem, o que permite aplicar o raciocinio acima e obter § € ® para o qual
(X, £) € cota superior de <(~,’, £), 0 que equivale, como tal funcional ¢ linear, a (xo, ) ser cota superior
de (C,{). [

Teorema 159 (pagina 50 de [11]). Sendo A, B C X convexos ndo-vazios e disjuntos:

* Se A € ¢(X, D), entdo, existe um hiperplano fechado separando A e B;

» Se A € fechado em ¢(X, ®) e B € compacto nesta, entdo, existe um hiperplano fechado sepa-

rando, estritamente, os dois.

Demonstragdo. * Definindo C = A — B, como A e B ndo sio vazios, 0 mesmo vale para C.
Ainda, dados x,y € C, existem x4,y € Aexp, yp € Btaisque x =x, —Xg €y = y4 — V3,

assim, para todo ¢ € [0, 1], as convexidades de A e B garantem que

(I=tx+ty=0—=0xy — (1 = xg+ 1y, — typ
= [(1 = Dxs +ty4] = [(1 = D)xg + 1yg] € C.

Mais ainda, C = Uy 34 —¥) € ¢(X,®) (Teorema 148), e a disjungdo de A e B garante
que 0 & C. A partir disso e do Lema 158, existe { € ® que € negativo em C, o que mostra
que {(x,$) < (y,{) para todos x € A e y € B, assim, chamando « a média aritmética entre

sup(A, {) e inf(B, {), o hiperplano de equagio { = « separa A e B;
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* Do Teorema 148, cada ponto y € B admite um convexo V, € ¢(X, @) disjunto de A, e a
colecdo {V, | y € B} forma uma cobertura aberta de B. Da compacidade deste, existem
n € Ney,...,y, € B cujos correspondentes convexos Vi, ..., V, € ¢(X, D) cobrem B,

assim, o aberto

n
V= (Vi — ) € o(X, @)
i=1

€ um convexo contendo a origem tal que V + B € disjunto de A. Aplicando o primeiro item,
encontramos um § € ® de modo que sup(A,$) < inf(V + B,{), assim, como (B, ) ¢ um
subconjunto compacto do aberto (V+ B, (), vale sup(A, {) < inf(B, ). Chamando « a média
aritmética entre sup(A, {) e inf(B, {), o hiperplano de equagio { = « separa, estritamente, A
eB.

0

Corolario 160 (adaptado da pagina 8 de [9]). Se Y C X € um subespaco vetorial nao-denso, entdo,

existe { € ® nao-nulo que se anula, identicamente, em Y.

Demonstragdo. Sendo x, € X \ Y, o conjunto Y é fechado, convexo e ndo-vazio, e {x;} é um
compacto convexo nao-vazio que € disjunto deste, assim, o Teorema 159 garante a existéncia de
um hiperplano fechado de equacdo { = « separando, estritamente, os dois. Em particular, isso

acarreta que (kx,{) < a para todos x € Y e k € Z, assim, qualquer n € N satisfaz
a a
—<{xH<- Vxev.
n n
Fazendo n 1 oo, concluimos que { se anula, identicamente, em Y. O]

Observacdo 161 (pagina 8 de [9]). E mais frequente a utilizagdo da reciproca desse coroldrio: “se
Y C X € um subespaco vetorial no qual o tinico funcional que se anula € o funcional nulo, entdo, Y

é denso em X.”

A.3 Espacos normados

Os resultados, aqui, serdo feitos supondo que X € espaco vetorial real.

Definicao 162. Uma norma em X é um funcional || - ||y : X — [0, oo[ 1-homogéneo e subadi-
tivo que se anula, somente, no vetor nulo de X — funcionais com essa ultima propriedade sdo
denominados definidos positivos.

Nesse caso, o par (X, |- ||x) ¢ denominado espaco vetorial real normado — novamente, quando

ndo houver confusio da norma, serd dito que X € espaco vetorial real normado.

Proposicao 163. A aplicacdo disty : X X X — [0, oo[ definida por disty(x,y) = |x — y|lx €
uma métrica em X, e tanto a soma quanto a multiplicacdo por escalar sdo continuas na topologia

determinada por essa métrica.
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A bola fechada, nesta métrica, de centro x, € X e raio r > 0 serd denotada, em geral por
Bx[xy, ], € a correspondente bola aberta serd denotada por Byx(xy, r). Com essa métrica, X torna-
-se um espaco métrico sobre o qual € possivel definir os conceitos de sequéncias convergentes e de

Cauchy e de conjuntos abertos, fechados, limitados, compactos e, sequencialmente, compactos.
Definicio 164. X ¢ dito espaco de Banach se o espago (X, disty) é completo.
Proposicao 165. A aplicacdo f + sup{|fix)| | x € Bx[0, 1]} € uma norma em X'.

Demonstracdo. Claramente, o funcional em questdo nunca assume valores negativos, e ele é nulo

se, e somente se, o correspondente elemento de X’ se anula em By[0, 1], o que, pela linearidade de

tal elemento, € equivalente ao seu anulamento em X, logo, tal funcional € positivo definido.
Ainda, dados f, g € X' e o € R, vale que

sup{[f(x) + g(x)| | x € Bx[0, 1]} < sup{[fix)| + |g(x)| | x € Bx[0,1]}
< sup{|[ftx)] | x € Bx[0, 11} + sup{|g(x)| | x € By[0, 1]}

sup{lafx)| | x € By[0, 1]} = sup{la||f(x)| | x € Bx[0, 1]}
= |a| sup{|[f(x)| | x € Bx[0, 1]},

o que mostra que tal funcional é subaditivo e 1-homogéneo. Portanto, tal funcional € uma norma.
O

Definicido 166. O espaco vetorial X’ munido da norma da Proposi¢do 165 é denominado dual

topolégico de X e denotado por X*.

Lema 167. Sendo f € X*,

* Qualquer x € X satisfaz |(x, )] < |Ifllx= 1xllxs

* Quaisquer x € X e r > 0 satisfazem sup |(Bx[x, r|; /)| = Ifllx=7-

Demonstragao. * A desigualdade € imediata para x = 0. Ja para x # 0, temos que

61 = lIxlx

<ﬁ f>‘ < el

* (adaptada de [45]) Sabendo que Bx[x, r] = x = rBx[0, 1], qualquer § € B[O, 1] satisfaz

supll (4 72, 05— e ply 2 LS IRD e gy

logo, basta tomar o supremo para & variando em By[0, 1] e o resultado seguira.

A partir disso, fica claro que todo funcional de X* é continuo em X.
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Teorema 168. X* ¢é um espago de Banach.

Demonstragdo. Sendo {f;} C X uma sequéncia de Cauchy, para todo ¢ > 0, existe ¢ € N para o
qual i,j > ¢ = |If; — fillx» <€ ouseja, i,j > 1= [(x,f; — f;)| < él|x|x. Sabendo que, fixado ¢, > 0,
¢ possivel escolher, para cada x € X, um ¢, > 0 de modo que (x)||x||x < €, fica mostrado que
{(x,f:)} é uma sequéncia de Cauchy em R. A partir disso, dado x € X existe um tnico y € R tal que

(x,f;) = y, 0 que permite construir um funcional f: X — R associando cada x ao correspondente
y.
Afirmacao. f € X*.

De fato, dados x;,x, € X e a;,a, € R, vale que
fayxy + arxy) = im{a x; + apxy, /) = ay lim{xy, f;) + o, lim(x,, f;)
itoo itoo itoo
= o, flx)) + arflxy),

o que mostra que f € linear. Ainda, dados x € X e i,j > t,

G0 fi =D < NG fi =l + K fj = DI < elxllx + [ fy = D)

assim, ao fazer j T oo, segue que |(x,f; — /)| < €||x||x para todo i > ¢, o que permite afirmar que

f; — f é lipschitziano em X para todo i > ¢, logo, f = f; — (f; — f) é continuo também.

Por fim, ndo é dificil ver que i > ¢ = ||f; — f]lx«|| < ¢ 0 que mostra que f; — f. Portanto, X™ é

espaco de Banach. [
Proposicio 169. Todo subconjunto de X*, pontualmente, limitado € limitado em norma.

Demonstragéo. Supondo que K C X seja um conjunto ilimitado, em particular, para todo i € N,
) 34 .
existe um f; € K para o qual ||f;]|x+ > g8’+1. Ainda:

* Do Lema 167, sup '<BX [O, i] ; f1>| > i|[f1||X*, assim, da defini¢do de supremo, existe um

x| € By|0, 1 | satisfazendo [(x1. )] 2 sup [(Bx [0, |:)] = = lfille- = WAl

* Agora, do Lema 167, vale, também, que sup |<BX [xl, 11—6] ; f2>| > 11—6|U‘2|| x+, assim, da defi-

- . 1 .
ni¢do de supremo, existe um x, € By [xl , E] satisfazendo

1 1 3
(s o)l 2 sup (B w1 7¢ [1)] = 1l = Al

* Continuando esse raciocinio, construimos uma sequéncia {x;} C X satisfazendo ||x; —x;_;|| <

1 3 : .
5 [{xi /)] = Fﬂflﬂxk paratodoi € Z, — aqui, x, = 0.

Essa sequéncia é de Cauchy, ja que
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j=i j=i
. . 1 1 1 1
J> iz g —xll < ive = Xigeoll < Z <=2 o=

= 4i+€ — 4it+l = 461 3.4’
J=i=>|x—x| =0,
J<i=|x—x]<

0 que mostra que ela tende a um certo ponto x € X. A partir disso, segue que ||x — x;|| < 2~/ para

todoi € Z,, logo

4,+1 g Wil < i fol < 106 — 2 fi)l + [Gefill < 5 41 i illxs + [Gufl,

0 que equivale a dizer que

> (3= 3) il = 37

Isso mostra que K ndo €, pontualmente, limitado. O]

o Wfillee > 274

Proposicao 170 (pagina 3 de [9]). Sendo M C X um subespaco vetorial e g: M — R, existe

f € X* cuja norma coincide com a de g.

Demonstragdo. Como g € M*, do Lema 167, segue que {(x,g) < |lglx=lx|x para todo x € M,
assim, do Teorema 143, existe f € X’ estendendo g e satisfazendo f{x) < ||g|lx=|l*/lx-

A linearidade de f € X* permite, também, afirmar que —f{x) < fl—x) < |gllx<]l— x|x =
ligllx+ Ix|lx, entdo, f € X e |[flx« < |lgllx+- Por outro lado,

lgllxs = sup{|g()| | x € M N Bx[0, 1]} = sup{|[fix)| | x € M N By[0, 1]}
< sup{|[flx)] | x € Bx[0, 11} = |If],

portanto, ||f]|x- = ]

Corolario 171 (pégina 3 de [9]). Para todo x, € X, existe f, € X* tal que |fyllx = |xollx e
(x0-fo) = IIxoll%-

Demonstragdo. Considere o subespaco [xy] € X e o funcional g : [x,] = R dado por g(txy) =

tlxo|%. Dados A, 45,1, 1, € R, vale que

g1t xg + Aptrxg) = g((llfl + lzfz)xo) = (Mt + Aan)lxollk = 4t lIxollx + Atz ol
= 218(t1%9) + A28(12x0),

0 que mostra que g é linear. Ainda, |(tx,, g)| = |xol%lf] = IIXollx]|#xollx» para todo ¢ € R, o que
mostra que ||g|lx+ = ||xo]lx, logo, da Proposicdo 170, existe f, € X satisfazendo ||fyllx+ = [xollx €

(tx0,fo) = t||xo||% para todo ¢ € R. Em particular, para ¢t = 1, vale {(x,, ) = ||o|%- O
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Lema 172 (pagina 14 de [21]). Se f|,f>» € X*, O, = kerf; e Q, = kerf, sdo tais que Q; C Q,,
entdo, f, = 0 (consequentemente, Q> = X) ou existe A # 0 tal que f; = Af, (consequentemente,

0= 0y)

A.3.1 Topologias fracas em espacos normados
Topologia fraca

O corolério acima garante que X* é separante, o que permite considerar a topologia fraca indu-
zida em X por X*. Por ser uma topologia de elevada importéncia, esta serd chamada, simplesmente,
de topologia fraca de X (com elementos denominados abertos fracos), enquanto que a topologia
original de X (isto é, a induzida pela norma) serd chamada topologia forte de X (com elementos
denominados abertos fortes).

Como todos os elementos de X* sdo continuos na topologia forte de X, esta contém a topologia

fraca de tal espaco.

Proposicao 173 (pagina 51 de [11]). As fopologias fraca e forte de X coincidem se, e somente se,

X é dimensdo finita.

Demonstracdo. Se X € de dimens@o finita, entdo, existem n € N e uma isometria linear 7: X —
R", o que mostra que, para r > 0, o conjunto T(BX((), r)) ¢ uma vizinhanga da origem em R”", o
que significa que ela contém um conjunto da forma {u € R": u,e)| <eVie{l: n}}, em que
¢ > 0 e os ¢; sdo os vetores candnicos de R”. Isto implica que By(0, r) contém um conjunto da
forma {x € X : [(T(x),e;)| < ¢ Vi € {1 : n}}, que é um aberto fraco pelo fato de que x - (T(x), €;)
¢ um funcional linear continuo para cada i € {1 : n}.

Agora, seja X de dimensao infinita. Sendo W uma vizinhanca fraca da origem, ele contém um
conjunto da forma ﬂ?:] V(0, @;,¢€) come > 0 e {p,...,p,} € X*. Ainda, a transformagéo linear
X Z:l:l(x, @;)e; ndo pode ser injetiva, ja que, nesse caso, X seria isomorfo a um subespaco de
dimensdo finita de R", o que mostra que existe x, # 0 para o qual (x, ¢;) = O paratodoi € {1 : n},
consequentemente, [xy] € W. Sabendo que By(0, 1) ndo contém um subespaco nao-trivial sequer,

ela ndo pode ser aberto fraco de X. [

Teorema 174 (pagina 52 de [11]). Sendo C C X convexo, os fechos de C em relagdo as topologias

fraca e forte coincidem.

Demonstragdo. Sendo Cy, e C, os fechos fraco e forte respectivamente, como cada aberto fraco é
um aberto forte, cada fechado fraco €, também, um fechado forte, o que, pela definicdo do fecho
como o menor fechado contendo o conjunto, mostra que C, C C,,.

Agora, sendo x & C,, do Teorema 159, existem { € X* e a € R satisfazendo (x,{) < a <
inf(Cj, £), assim, o conjunto {~!([a, co[) é um fechado fraco contendo C que ndo contém x, 0 que

mostra que x & C,,. [l
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Corolario 175 (péagina 61 de [9]). Sendo x, € X, se x; = x,, entdo, existe uma sequéncia {y;} C X

tendendo a x fortemente.

Demonstragdo. Denotando, por C, a envoltéria convexa de {x;}, trata-se de um fechado fraco que é
convexo, assim, do Teorema 174, tal conjunto é fechado forte, o que mostra que existe {y;} tendendo

a x, fortemente. O

Topologia fraca™

Além de X*, outro conjunto de funcionais lineares que é separante € o conjunto ® das avaliacoes
de funcionais lineares, ou seja, dado { € X*, cada elemento de ® € da forma { — (x,{) para
x € X. A correspondente topologia fraca induzida serd chamada topologia fraca™ de X* (com
elementos denominados abertos fracos™). Essa topologia é, em alguns casos, chamada topologia
da convergéncia pontual pelo fato de que, do Teorema 148, uma sequéncia converge nessa topologia
se, e somente se, ela converge pontualmente.

Apesar de ser possivel mostrar que essa topologia é mais fraca que a topologia fraca de X, esse

ndo serd o foco do trabalho, de modo que a demonstracio serd omitida.

Proposicao 176 (pagina 54 de [11]). Supondo que = C X* seja um convexo ndo-vazio e fechado
fraco™ e que { € X* \ Z, existem x € X e a € R tais que inf(x,Z) < a < (x,{).

Teorema 177 (pagina 55 de [11]). Sendo V uma vizinhanga forte da origem em X, o conjunto I dos

funcionais lineares continuos cuja imagem por 'V é subconjunto de [—1, 1] é um compacto fraco™

em X*.

Demonstragdo. Chamando de P o conjunto dos funcionais de dominio em X, a topologia produto
7, de P €, por defini¢do, a topologia mais fraca que preserva a continuidade das aplicagdes { — {(x),
fica evidente que a topologia fraca”™ de X* coincide com a topologia induzida por 7, em X*. Ainda,
como o limite fraco™ de funcionais lineares continuos é um funcional linear continuo e o conjunto
[—1, 1] é fechado, o conjunto I" € fechado fraco™. Mais ainda, fixando { € T', dado x € X, existe

. 11
t, > 0 para o qual t,.x € V, assim, (x,() € [——, t—], 0 que mostra que
tX X

11

rclll-—-|

B Iy tx]
xeX

O conjunto 2 direita é compacto pelo Teorema de Tihonov!, portanto, I é compacto em Tp, O

que prova o teorema. O

Corolario 178 (pagina 55 de [11]). Todo conjunto fechado fraco™ e limitado é compacto fraco™.

Ainda, se X é um espago de Banach, entdo, todo compacto fraco™ é fechado fraco™ e limitado.

Demonstragdo. Supondo que K seja compacto fraco™, como, pelo Teorema 148, tal espaco é de
Hausdorff, K é um conjunto fechado. Ainda, a imagem de K por qualquer { — (x, {) € um conjunto

compacto e, consequentemente, limitado, assim, pela Proposicio 169, K € limitado.

IEsse teorema e sua demonstracio podem ser encontrados nas paginas 230 a 234 de [35].
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Reciprocamente, supondo que K seja fechado fraco™ e limitado, existem { € K e r > 0 tais
que K C By«[, r], logo, como este é compacto fraco™ (Teorema 177 combinado ao fato de que

translacoes e homotetias sio homeomorfismos), o conjunto K é compacto fraco™ também. [
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B Multifunc¢oes e limites

Este breve capitulo apresenta alguns conceitos e propriedades relativos a multifungdes e seus
limites que sdo necessdrios para compreender alguns resultados da dissertacdo. As referéncias,
aqui, sdo [4] e [48], e os resultados serdo formulados supondo que X é espaco de Banach real e Y

€ um espaco vetorial real normado.

Definicao 179 (adaptada da pagina 64 de [48]). Uma aplicacio I' : X — ¢o(Y) (contradominio é

o conjunto das partes de Y) é denominada multifuncio de X a Y e denotada porI' : X w Y.
Definicao 180 (pagina 34 de [4]). Sejal’: X w Y:

* O grifico de I" é o conjunto dos pares (x,y) € X X Y para os quais y € I'(x). Ele serd
denotado por grT’;

* Ainversa de I' ¢ a multifuncdo que associa cada y, € Y a secdo y do grafico de I relativa a
yo- Ela serd denotada por ™! : ¥ w X;

* O dominio efetivo de I' é o conjunto dos elementos de X cujas imagens por I' ndo sdo vazias.

Ele serd denotado por defT;

Definicao 181 (pégina 41 de [4]). e Dado x, € X, uma multifungdo I': X w Y é dita lips-
chitziana em torno de x, se existem ¢ > 0 e uma vizinhanca U C defT" de x, de modo que
X1, X2 eU=> F(XI) - F(XZ) + €||x1 - X2||By[0, 1]

* DadosT': X w» Ye (xp,y)) € grl', a multifungdo I" é dita ser pseudo-lipschitziana em
(x9,¥0) se existem € > 0 e vizinhangas U C defT de x, e V de y, de modo que x;,x, €
U= F(Xl) nv Q F(.X2) + €||x1 - XZ”By[O, 1]

Definicao 182 (adaptada da pagina 63 de [48]). Sejam I' : X w Y e x, um ponto de acumulacio
de X.

* O limite inferior de I' para x — x, € o conjunto dos pontos & para os quais, dada uma

sequéncia x; — X, existe uma sequéncia &; — & satisfazendo &; € I'(x;) para todo i € N;

* O limite superior de I' para x — x, € o conjunto dos pontos & para os quais existem

sequéncias x; — x, e & — & satisfazendo &; € T'(x;) para todo i € N.

Proposicao 183 (adaptada da pagina 63 de [48]). Nas condicoes da Definicdo 182, vale

X—>X0

liminfT'(x) = {[;‘ eY

lim sup dist (g, F(x)) = 0} ,

XX

limsupI'(x) = {g eY

X=X

liminf dist (§,T'(x)) = 0} .
X=X



116

Demonstragao. Fixe § € liminf,_,, I'(x). Dada x; — x, existe §; — & satisfazendo §; € I'(x;)
para todo i € N, segue que dist (5, F(xi)) < |E—&;| — 0, 0 que mostra que
lim sup dist (&, I'(x)) = 0.
X—=>X0
Reciprocamente, supondo que £ € Y satisfaca limsup, _, dist (5, F(x)) = 0, defina a(§;0) =
sup {dist (£, T(x)) | x € B(x, 5)}, tome x; — x e escolha, para cadai € N, um &; € I'(x;) de modo

que

dist (5,T() < g = &y < 3 dist (&, Tx)

se ['(x;) # @ ou §&; = & caso contrario. Como a(&;J) | Oparad | 0ex; — xo, € possivel afirmar
que dist (g, F(xi)) — 0, e isso mostra que §; — &, portanto, § € liminf,_,, I'(x).

Agora, tomando £ € limsup

- I'(x), existem sequéncias x; — xg e & — & satisfazendo

g € I'(x;) para todo i € N, assim, dist (§,T'(x;)) < || — &y — 0, o que mostra que

liminf dist (£, T'(x)) = 0.

X—>X0

Reciprocamente, supondo que £ € Y satisfaca lim infx_,XO dist (g, F(x)) = 0, escolha, para cada

i € N, umx; € Y cuja distincia até x, seja menor que l e de modo que dist (g, F(xl.)) < 33 e um
! l

£; € I'(x;) satisfazendo

dist (5, T(5)) < = &1 < 3 dist (5T(x)) < 3

se I'(x;) # @ ou & = & caso contrdrio. A partir dessas escolhas, temos que &, — &, portanto,

& € limsup I'(x). ]

X=X
Proposicao 184 (adaptada da péagina 63 de [48]). Para todo x, € X, os limites superior e inferior

de I para x — x, sdo fechados, e aquele inclui este.

Demonstracdo. Para esta demonstragao, serdo usadas as caracterizagdes encontradas na Proposicao
183.

* Tome uma sequéncia {§;} C liminf,_,, T'(x) tendendo a £ € X. Fixado ¢ > 0, existe um
ip € N para o qual | — &, | < é, e existe um &y > 0 para o qual § < 6y = a(&,;9) < é,
logo,

€ €
8 <8y=> a(Go) <|g, —& +a(g,;0) < §+§ =

0 que mostra que § € liminf,_,, I'(x) e, consequentemente, que tal conjunto € fechado;

* Tome uma sequéncia {£;} C limsup __,

, I'(x) tendendo a & € Y e defina

B(E;8) = inf{dist (§, T(x)) | x € B(x, )}
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Fixado ¢ > 0, existe um iy € N para o qual [ —£, | < é, e existe 0, > 0 para o qual
€ .
0<6p)=> /J’(gio;d) < 5, assim,

8 <8y = BE0) <[5, —& +B(§,:9) < %+ % =¢

0 que mostra que £ € lim sup

=0 I'(x) e, consequentemente, que tal conjunto é fechado;

* Dado & € Y, vale que

& € liminfI'(x) = lim sup dist (g, F(x)) = 0 = liminfdist (z’;’, F(x)) =0
X=X

X=X X—=Xx)

= £ € limsup I'(x).

X=X
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C Envoltoria afim e interior relativo

Este breve capitulo apresenta os conceitos de envoltoria afim e interior relativo e algumas de
suas propriedades encontrados em [42] e [51] e que sdo necessarios para compreender o raciocinio
usado na secdo 2.4 e no Capitulo 4. Os resultados, aqui, serdo feitos sob a suposi¢cdo de que X é

espaco vetorial topoldgico, localmente, convexo.

Definicdo 185 (pagina 1 de [51]). Um conjunto A C X é dito afim se, dados x,y € Aed € R,
Ax+ (1 =24y €eA.

Propriedade 186 (pédginas 1 e 2 de [51]). * A afinidade de um conjunto A C X € equivalente

a existéncia de um subespaco Y C X e de um ponto a € X para os quais A = a +Y;

» Se{A; | i € I} C X é uma familia de conjuntos afins, entdo, A = ()._,A; é também, um

iel
conjunto afim.

Definicao 187 (pagina 2 de [51]). Dado um conjunto A C X, o menor subconjunto afim de X

contendo A é denominado envoltoria afim de A.

Definicao 188 (adaptada da pdgina 2 de [51]). Dados {xi, ..., x,,} C X, uma combinacio afim de

elementos desse conjunto € um elemento da forma Z:n:] Aixjcom A; € Rparatodoi € {1:m}e
m
Z,:l Ai=1.

Propriedade 189 (pagina 2 de [51]). A envoltoria afim de A € o conjunto de todas as combinagoes

afins de elementos de A.

Demonstragdo. Seja B o conjunto das referidas combinacdes.
Afirmagdo. B é um conjunto afim.

De fato, dados x,y € B, existem I,J CNe{x; | i€}, {y; |j€JtCAe{l |i€L{y|j€E
J} C R tais que as somatdrias dos 4; e dos u; € igual a um e que x é combinagdo afim dos x; com

correspondentes coeficientes 4; e y € combinagéo afim dos y; com correspondentes coeficientes ;,
logo, dado 4 € R,

(1= Ax+ Ay = D (1= DAxi + . Ay,

i€l jer
D=+ ==Y 4+ u=1—-)+A=1,
i€l jeJ i€l jes

o que mostra que (1 —A)x + Ay € B.

Dito isso, como B contém A, segue que B D aff A. Para mostrar a inclusdo contréria, usaremos

induc@o no nimero de argumentos da combinagio. Claramente, todo elemento de A €, também,
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elemento de aff A, e, pelo fato de aff A ser afim, qualquer combina¢@o afim de dois elementos de
A € elemento de aff A. Fixando v € N e supondo que qualquer combinac@o afim de v elementos
de A é elemento de aff A, sejam x{, ..., x,,; € Ae iy,..., 4,41 € R cuja somatéria valha um. Se,
ao menos, um dos 4; é nulo, a combinacdo afim x dos x; com coeficientes A; possui, na verdade,
v ou menos elementos, o que ja faz dela elemento de aff A; sendo, a0 menos um dos elementos €

diferente de um (digamos, 4,4 ), logo,

v+1 v
A
X = Z Aixi = (1= A41) Z #xi +A41 Xyg1 € affA.
=l =l vtl Eaff A
€aff A
A partir disso, concluimos que B C aff A. [

Definicao 190. Sendo C C X um convexo, o interior relativo de C ¢ o interior de tal conjunto em
relacdo a topologia induzida na envoltdria afim dele pela topologia do espaco. Ele serd denotado

porriC.

Teorema 191 (pagina 45 de [42]). Sendo C C X um convexo, se x € 1iC ey € 5, entdo,
(1 = A)x+ Ay € ri C para todo A € [0, 1].

Demonstragdo. Fixado A € [0, 1], como y € C, toda bola centrada em y intercepta C, o que
implica que y € C + Bx(0, ¢), logo,
By((1 = )x + Ay,¢) € (1 — A)x + A[C + Bx(0, )] + Bx(0,¢)
1+4

1+
1 —ABX(O’ () +AC = (1 — /'L)BX (X, m() + AC.

=1-2)[x+

A intersecdo deste dltimo conjunto com aff C é subconjunto de (1 — A)C + AC = C parae > 0

pequeno o suficiente, pois x € ri C por hipdtese. [
Teorema 192 (pagina 46 de [42]). Dado C C X um convexo, iC=CeriC=r1iC.

Demonstragdo. Sabendo que ri C C C, vale que ri C C C. Por outro lado, dados yE CexeriC,
o Teorema 191 garante que o segmento ligando x a y estd, exceto, possivelmente, pelo ponto y,
contido em C, 0 que mostra que y € ri C. Portanto, ri C = C.

Agora, como as envoltorias afins de C e de C coincidem, ¢ vélido que ri C2riC. Reciproca-
mente, dado z € 1i C, sendo x € 1i C, para valores ¢ > 1 para os quais u— 1 € pequeno o suficiente,
opontoy = (1 —u)x+uz = z—(u—1)(x—2z) pertence ari C C C, e vale que z = (1 - i)x+iy,

logo, o Teorema 191 garante que z € r1 C.
Corolario 193 (pagina 46 de [11]). Sendo C;,C, C X, a = CTZ se, e somente se, 11 C; =11 C,.

Proposicao 194 (pagina 47 de [11]). Sendo C C X um convexo de interior relativo ndo-vazio,
z € 1i C se, e somente se, para cada x € C, existe u > 1 tal que (1 — w)x + uz € C (em outras
palavras, cada segmento contido em C tendo z como extremidade pode ser prolongado sem “escapar”
de C).
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Demonstracdo. Claramente, se z € ri C, entdo, a propria defini¢do de interior relativo garante que
cada segmento contido em C tendo z como extremidade pode ser prolongado sem “escapar” de
C. Reciprocamente, sendo z € C tal que cada segmento contido em C tendo z como extremidade
pode ser prolongado sem “escapar” de Ce x € riC, tomandou > 1 ey = (1 — u)x + uz como

hipotetizado, segue que z = (1 - l)x + ly, logo, o Teorema 191 garante que z € 11 C. [l
u u

Teorema 195 (pégina 47 de [11]). Sendo {C; | i € I} C X convexos cujos interiores relativos

possuem, ao menos, um ponto em comum,

Ainda, se I é finito, entdo,
i) Ci=(riC:
iel i€l

Demonstragdo. Fixado x € (., 1i C;, paratodoy € (., C;,ovetor (1 —A)x+ Ay € N1 Ci

para todo A € [0, 1[ (Teorema 191), logo, como y é o limite desse vetor para A 1 1, vale que

NccNicc(a=)C

i€l i€l i€l i€l

0 que mostra a igualdade relativa aos fechos e que ﬂi aCie ﬂi ;11 C; possuem o mesmo fecho.
Do Corolario 193, os interiores relativos de tais conjuntos devem coincidir, o que mostra que
()¢ c()iic.
i€l i€l
Agora, sendo [ finito e dado z € ﬂiel C;, seja € um segmento de ﬂie ; Ci com extremidade
em z. Fixado i € I, € pode ser prolongado sem “escapar” de cada um dos C; (Proposicio 194),
assim, a finitude do conjunto / garante a existéncia de um prolongamento de € que ndo “escapa”

de [, Ci» 0 que mostra, pela Proposi¢do 194, que z € 1i[ )., C. O
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