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Resumo

A primeira parte desta dissertação de Mestrado apresenta uma versão de mais alta ordem do Prin-
cípio de Pontrjagin, resultado de extrema importância na Teoria de Controle Ótimo e que marcou
sua emergência como área de pesquisa distinta na Matemática, para problemas de controle es-
paço-temporais cujos lagrangianos crescem, sub linearmente, em relação às variáveis de controle.
A principal consequência de tal crescimento é o possível aparecimento de impulsos no controle
ótimo. A demonstração combina as clássicas variações de agulha, usadas na demonstração da ver-
são de primeira ordem, com as recém-introduzidas variações de tipo-colchete construídas a partir
de colchetes de Lie arbitrários de campos de vetores (em contraste com outros resultados simila-
res, que requerem comutatividade) e com um argumento padrão de separação de conjuntos. Já a
segunda parte apresenta o formalismo de Dubovickĳ-Miljutin sob uma nova abordagem. Trata-se
de um resultado geral de Otimização em espaços vetoriais topológicos introduzido em 1962 e cuja
versão clássica se vale de três tipos de cones: de direções de descida, de direções factíveis e de di-
reções tangentes. Sua essência está no fato de que a disjunção entre o conjunto viável e o subnível
do funcional objetivo com fronteira no nível ótimo causa uma separação dos cones apresentados.
Uma desvantagem dessa abordagem clássica é a de que quase todos os cones, com exceção, pos-
sivelmente, dos de direções tangentes, são abertos, o que complica a aplicação do formalismo em
problemas reais. Dito isso, a abordagem utilizada aqui se vale do cone tangente introduzido por
Frank H. Clarke na década de 1970, que é um cone convexo e fechado por natureza e que satisfaz
essa mesma separação sob a hipótese mais fraca de isolamento do minimizador.

Palavras-chave. Controle Ótimo Impulsivo. Colchetes de Lie. Princípio de Pontrjagin. Cone
tangente. Princípio da Interseção. Formalismo de Dubovickĳ-Miljutin.





Abstract

The first part of this Master’s thesis outlays a higher-order version of Pontrjagin’s Principle, a
landmark result in Optimal Control Theory that marked its rise as a one-of-a-kind research area in
Mathematics, for space-time control problems whose Lagrangians grow sub-linearly with respect
to the control variables. The main outcome of this growth is the possible appearance of impulses
in the optimal control. The proof melds the classical needle variations, wielded in proving the
first-order version, with the newly brought bracket-like variations crafted with arbitrary Lie brac-
kets of vector fields (unlike other similar results, which need commutativity) and with a standard
set separation argument. The second part brings a version of the Dubovickĳ-Miljutin formalism
under a new approach. It’s a broad result of Optimization in topological vector spaces introduced
in 1962 and whose classical version uses three kinds of cones: descent directions, feasible directi-
ons and tangent directions. Its proof’s core lies in the fact that the disjunction between the feasible
set and the objective functional’s sublevel with boundary the optimal level causes a separation of
the presented cones. A disadvantage of this classical approach is that almost all cones, with the
exception perhaps of the tangent directions’ one, are open, which toughens the formalism’s appli-
cation to real problems. That said, the approach taken here wields the tangent cone introduced by
Frank H. Clarke in the 1970s, which is a convex and closed cone fulfilling the same separation
under the weaker assumption of the minimizer’s isolation.

Keywords. Impulsive Optimal Control. Lie brackets. Pontrjagin’s Principle. Tangent cone.
Intersection Principle. Dubovickĳ-Miljutin formalism.





Lista de notações

Notação Significado

ej jº vetor canônico de um espaço euclidiano
ess inf f ínfimo essencial de um funcional f
intC interior de um conjunto C
C fecho de um conjunto C
diamC diâmetro de um conjunto C
cardC cardinalidade de um conjunto C
𝔇(x) dicionário formal de uma família x de caracteres
𝔦𝔟(x) conjunto de colchetes iterados formais de uma família x de caracteres
𝒞1(X; ℝn) conjunto das aplicações f∶ X → ℝn que admitem diferenciais que são contí-

nuas em todo ponto de X
𝒞B,k conjunto das úplas de campos de vetores de classe k de diferenciabilidade em

relação a um colchete B
𝔅k conjunto de colchetes de Lie de comprimento ≥ 2 e de classe k de diferencia-

bilidade
X′ dual algébrico do espaço vetorial X
⟨x,φ⟩ valor de um funcional linear φ ∈ X′ em um ponto x ∈ X
⟨Y,φ⟩ conjunto dos valores de um funcional linear φ ∈ X′ em pontos do conjunto

Y ⊆ X
⟨x,Ψ⟩ conjunto dos valores de funcionais lineares de um conjunto Ψ ⊆ X′ em um

ponto x ∈ X
ς(X,Φ) topologia gerada por conjuntos V(x0,φ, ϵ) ≔ {x ∈ X ∣ |⟨x − x0,φ⟩| < ϵ} com

x0 ∈ X, φ ∈ Φ e ϵ > 0

xi
Φ
⇀ x indica que {xi} ⊆ X converge para x na topologia ς(X,Φ)

BX(x0, r) bola aberta, no espaço X, de centro x0 e raio r > 0
BX[x0, r] bola fechada, no espaço X, de centro x0 e raio r > 0
‖ ⋅ ‖p norma do espaço Lp para p ∈ [1,∞]
Bp(x0, r) bola aberta, no espaço Lp, de centro x0 e raio r > 0
Bp[x0, r] bola fechada, no espaço Lp, de centro x0 e raio r > 0
℘(Y) conjunto das partes de Y
Γ∶ X ⇝ Y multifunção Γ de X para Y
gr Γ gráfico da multifunção Γ
def Γ domínio efetivo da multifunção Γ
Γ−1∶ Y ⇝ X inversa da multifunção Γ



coK envoltória convexa do conjunto K
K△ cone polar do conjunto K
affA envoltória afim do conjunto A
riC interior relativo do conjunto C
f∘(x0; v) derivada direcional geral de um funcional f em um ponto x0 e em uma direção

v
𝜕f(x0) diferencial geral de um funcional f em um ponto x0
F′s(x0) derivada estrita de uma aplicação F entre dois espaços de Banach reais em um

ponto x0
ℭ(Q; x0) cone contingente a um conjunto Q ⊆ X em um ponto x0
𝔗(Q; x0) cone tangente a um conjunto Q ⊆ X em um ponto x0
epi f epígrafo de um funcional f
ℌ(Q; x0) cone hipertangente a um conjunto Q ⊆ X em um ponto x0
𝔑(Q; x0) cone normal a um conjunto Q ⊆ X em um ponto x0
𝔑̂(Q; x0) cone normal estrito a um conjunto Q ⊆ X em um ponto x0
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1 Introdução

Problemas de otimização podem ser estudados em dimensão finita ou infinita. No primeiro caso,
são abordados modelos matemáticos que se enquadram em minimizar uma função real definida
sobre um espaço euclidiano. Já no segundo caso, são abordados modelos nos quais se minimiza
um funcional real definido em um espaço de Banach real, id est, um espaço vetorial real que admite
uma norma e, em relação à métrica induzida por tal norma, é completo. Em qualquer um desses
modelos, é possível que o conjunto de busca das soluções não seja o espaço todo, e isso, na verdade,
melhora a exatidão destes em trabalhar com problemas reais— tais problemas modelados são ditos
com restrições.

Seu surgimento data de meados do século XVII com problemas formulados em espaços funci-
onais com restrições, somente, em relação aos valores a serem tomados na fronteira, na área de
pesquisa que seria, cerca de um século depois, nomeada Cálculo das Variações. No século XX,
surgem duas novas áreas da otimização distintas do Cálculo das Variações não são aplicáveis: a
Programação Matemática, que surge para lidar com problemas de planejamento de produção e
de uso de recursos; e a Teoria de Controle Ótimo, que surge para lidar com novas tecnologias
aeroespaciais. Neste trabalho, nosso foco será em problemas de otimização em dimensão infi-
nita, começando nas próximas seções, nas quais discorreremos, brevemente, sobre algumas das
contribuições no estudo desses problemas. Para uma boa leitura, é necessário ter conhecimentos,
principalmente, de Topologia Geral, Análise Real e Análise Convexa.

1.1 Cálculo das Variações

De acordo com Herman H. Goldstine [22], os primeiros trabalhos de impacto em problemas
de otimização podem ser vistos com as duas últimas cartas de Pierre de Fermat a Marin C. de
la Chambre, enviadas em 1662 e intituladas Análise de refrações e Síntese de refrações, nas quais
Fermat enuncia o princípio de que “a natureza opera de maneiras e métodos que são mais fáceis e
mais rápidos” clareando que não se trata de atuar no caminho mais curto, mas, sim, no de menor
tempo e citando o trabalho de Galileu Galilei em relação à gravidade. Esse trabalho foi a inspiração
de Johann Bernoulli para formulação do problema da braquistócrona em 169622, que desempenhou
papel importante no desenvolvimento do Cálculo Variacional20. Ainda no século XVII, destaca-
-se, também, o problema da resistência mínima formulado e resolvido, pela primeira vez, por Isaac
Newton [36], mais precisamente, sua Proposição 34 afirma que, “se, em um meio consistindo de
partículas iguais dispostas em distâncias iguais de cada uma” (ou seja, um fluido homogêneo), “um
globo e um cilindro descritos no mesmo diâmetro se movem com velocidades iguais na direção do
eixo do cilindro, a resistência do globo será, porém, metade daquela experimentada pelo cilindro.”

Porém, o grande marco nessa área são os trabalhos de Leonhard Euler [18] e Joseph-Louis
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Lagrange [26], que, a partir de 1755, iniciaram um estudo uma condição necessária de otimalidade
para problemas do tipo

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

minimizar I(x) ≔ ∫
b

a
L(t, x(t), ẋ(t)) dt

sujeito a x ∈ 𝒞1 ([a, b]; ℝn) ,
x(a) = xa, x(b) = xb,

(1.1)

em que L ∈ 𝒞1 ([a, b] × ℝ2n; ℝ) e xa, xb ∈ ℝn são dados. A principal motivação para essa equação
foi o problema da tautócrona, originalmente resolvido por Christiaan Huygens [24], porém, usando
uma abordagem geométrica, enquanto que a abordagem de Euler e Lagrange foi analítica. É,
também, com Euler que a área de pesquisa recebe o nome de Cálculo das Variações, no trabalho
[19].
Já no século XVIIII, destacam-se, também, as condições deWeierstrass-Erdmann, que estendem

o trabalho de Euler e Lagrange para problemas como (1.1) nos quais as curvas x, ao invés de
suaves, são suaves por partes. Por fim, mencionamos, também, os trabalhos de David Hilbert
e Konstantínos Karatheodorí na virada para o século XX, sendo este o primeiro a diferenciar
variáveis de estado de variáveis de controle sem, no entanto, adotar essa nomenclatura.

1.2 Controle Ótimo

Antes de discutir sobre Controle Ótimo, destacamos que, visando melhorias na organização do
planejamento e da produção, ou seja, melhorias no processo de distribuição do trabalho entre as
máquinas da empresa, distribuição de matéria prima, combustível, entre outros fatores14, quase
que simultaneamente ao início da Segunda Guerra Mundial, surge a Otimização Linear a partir
dos trabalhos de Leonid V. Kantorovič [25] e George B. Dantzig e que, segundo Igor’ V. Girsanov
[21], estuda métodos especiais para determinar extremais de funções suaves em domínios fechados
com fronteiras suaves por partes.

Com o advento da Guerra Fria, surge um novo problema cuja solução parecia estar ao alcance
dos matemáticos da época, mas que escondia elementos não-reveláveis pelo Cálculo das Variações:
encontrar a trajetória ótima para guiar um avião de uma posição inicial até uma posição mais favo-
rável para atacar aviões inimigos39, denominado problema de tempo mínimo de interceptação. A
princípio, tal problema parece ser uma variação do problema da braquistócrona com, somente, a
substituição da força da gravidade pela resultante da gravidade impactando na propulsão do motor
do avião. No entanto, de acordo com Hans J. Pesch e Michael Plail [39], a alta velocidade do avião
fez com que termos não-lineares não mais pudessem ser ignorados e diminuiu a eficácia de uma
aproximação linear para resolução. No chamado bloco ocidental (isto é, nos Estados Unidos e em
seus países aliados), através da corporação RAND, Magnus R. Hestenes [23] conseguiu formular
a condição que, mais tarde, seria conhecida como Princípio de Pontrjagin utilizando a condição
necessária de otimalidade de Weierstrass-Erdmann, no entanto, sua experiência no Cálculo Va-
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riacional (orientando de Gilbert A. Bliss, que, por sua vez, foi orientado por Oskar Bolza, aluno
de Karl T. W. Weierstrass e de Felix C. Klein) o impediu de separá-la dessa área e buscar uma
generalização, e o memorando citado não foi muito divulgado fora da corporação RAND. Ou-
tra contribuição ainda mais importante é o nascimento da Programação Dinâmica por Richard E.
Bellman [6], que acertou ao criticar o Cálculo das Variações pela impossibilidade resolver o pro-
blema de valor contorno com equações diferenciais não-lineares resultante39. Johann Baumeister
e Antonio Leitão [5] afirmam que essa abordagem pode ser aplicada para solucionar problemas
de controle bastante gerais (não lineares, não autônomos) e constitui uma alternativa ao Princípio
de Pontrjagin (no entanto, seus métodos computacionais são caros comparados a este).

Já no bloco oriental (isto é, na União Soviética e em seus países aliados), a situação era muito
diferente. Lev S. Pontrjagin, formado topólogo, apenas recentemente mudara seu interesse para o
problema de tempo mínimo de interceptação após ser ultrapassado pelos franceses na Topologia
e sob pressão do diretor do Departamento de Matemática do Instituto Steklov e da organização
do Partido Comunista no instituto. O preparo já começara em 1952 com um seminário conduzido
por Pontrjagin e por Mark A. Ajzerman, especialista em controle automático, porém, apenas três
anos depois, com o encontro do grupo liderado por Pontrjagin com membros da força aérea, os
trabalhos no problema de controle de tempo ótimo se iniciaram, e o grupo contou com engenhei-
ros para fortalecer o caráter de aplicação da teoria, em especial, Alexander Ja. Lerner e Alexander
Fel’dbaum focaram a atenção em processos ótimos para controle automático39. Após um traba-
lho forte e rápido, Pontrjagin e seus colegas Vladimir G. Boltjanskĳ e Revaz V. Gamkrelidze
conseguiram, um ano depois, publicar uma primeira versão do Princípio, que foi imediatamente,
comprovada por meio de problemas do tipo Bushaw-Fel’dbaum39, ou seja, problemas em que um
ponto no espaço de fase posição × velocidade deve ser conduzido à origem em tempo mínimo sob
o sistema dinâmico ̈x+ x = u com controle de norma limitada por um, no qual pode ser encaixado
o problema trabalhado pondo x como a distância entre o avião e um míssil. Gamkrelidze, então,
mostrou que tal princípio era condição necessária e suficiente para problemas lineares, e Bolt-
janskĳ completou o trabalho provando que se tratava de uma condição necessária para problemas
gerais, o que culminou na publicação de [40]. Esse resultado, de acordo com Richard Vinter [48],
é considerado marco na emergência da Teoria de Controle Ótimo como área de pesquisa distinta
e é usado para resolver problemas tanto de maneira analítica quanto por métodos computacionais
pela localização de “candidatos” chamados, formalmente, de extremais.

No entanto, não é garantia que um extremal encontrado seja solução do problema — não se
trata de uma complicação exclusiva de problemas de Controle Ótimo, mas abrange problemas de
otimização em geral; por exemplo, a função f∶ ℝ2 → ℝ definida por (x, y) ↦ xy possui a ori-
gem como extremal, porém, tal extremal não é minimizador (na verdade, tal função não possui
minimizador, porém, não é o foco estudá-la). Diante disso, torna-se de grande valor encontrar
condições necessárias de mais alta ordem para melhor filtrar os extremais obtidos.

Os primeiros problemas para os quais o princípio pode ser formulado são os denominados sen-
tido-estrito: tratam-se de problemas da forma
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minimizar Ψ(T, x(T)) +∫
T

0
ℓ(x, u, a)(t) dt

sujeito a T > 0, (u, a) ∈ L1([0,T];C × A), (x, v) ∈ 𝒜𝒞([0,T]; ℝn × [0,∞[),

⎧⎪
⎨⎪
⎩

̇x = f(x, a) +
m

∑
i=1

gi(x)ui,

̇v = |u|
quase sempre em [0,T],

(x, v)(0) = ( ̌x, 0), (T, x(T)) ∈ 𝒯, v(T) ≤ K,

(1.2)

em que:

• K ∈ [0,∞] e ̌x ∈ ℝn;

• O alvo 𝒯 é um subconjunto fechado de [0,∞[ × ℝn;

• A é um subconjunto compacto de ℝq;

• C é um cone fechado em ℝm;

• 𝒜𝒞([0,T]; ℝn × [0,∞[) é o conjunto dos pares ordenados de aplicações, absolutamente,
contínuas com domínio em [0,T] cuja primeira coordenada tem contradomínio em ℝn e
segunda coordenada tem domínio em [0,∞[;

• f∶ ℝn × A → ℝ, g1,… , gm∶ ℝn → ℝn, ℓ∶ ℝn × C × A → ℝ e Ψ∶ ℝn → ℝ satisfazem
hipóteses padrões de regularidade1.

1.2.1 Problemas impulsivos

Aqui, serão, também, feitas as hipóteses de que os controles u são ilimitados e que o lagrangiano
ℓ cresce, sublinearmente, em relação a estes. De acordo com Maria S. Aronna, Monica Motta e
Franco Rampazzo [1], essas duas hipóteses são motivadas por diversas aplicações, por exemplo,
dinâmicas afins em variáveis de controle ilimitadas descrevem o movimento de corpos rígidos,
mutualmente, ligados. Por outro lado, o crescimento demasiado lento do lagrangiano pode causar
o aparecimento de impulsos, por exemplo, o problema de tempo mínimo no qual o alvo intercepta
a órbita de g1 partindo de ̌x e a trajetória ótima percorre-a com velocidade infinita1.
Outros problemas em que esse fenômeno acontece, chamados problemas de controle impulsivos,

ocorrem, classicamente, no cálculo de trajetórias ótimas de voo (veja, por exemplo, [28, 30]).
Dentre as contribuições para o estudo de tais problemas, destacam-se os trabalhos de RaymondW.
Rishel [41] e Jack Warga [49], que apresentaram a ideia de “compactificar” o problema (1.2) ao
imergi-lo no problema
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minimizar Φ(y0, y)(S) +∫
S

0
ℓe(y,w0,w, a)(s) ds

sujeito a S > 0,
(w0,w,α) ∈ L∞([0, S]; [0,∞[ × C × A),
(y0, y, β) ∈ 𝒜𝒞([0, S]; [0,∞[ × ℝn × [0,∞[),
ess inf(w0 + |w|) > 0,

⎧⎪⎪
⎨⎪⎪
⎩

̇y0 = w0,

̇y = f(y,α)w0 +
m

∑
i=1

gi(y)wi,

β̇ = |w|

quase sempre em [0, S],

(y0, y, β)(0) = (0, ̌x, 0), (y0, y)(S) ∈ 𝒯, β(S) ∈ [0,K].

(1.3)

Problemas dessa classe, denominados espaço-temporais, podem ser reduzidos a problemas como
(1.2) quando w0 > 0 quase sempre por meio de uma simples reparametrização da variável tem-
poral, enquanto que, quando w0 se anula em um conjunto de medida positiva, a variável temporal
permanece “estacionada” enquanto a variável espacial continua evoluindo, o que caracteriza um
impulso.

A abordagem em questão é o padrão para estudar problemas impulsivos atualmente e, por conta
disso, vários trabalhos a seguem, como, por exemplo, [8, 38, 31, 32, 44], no entanto, a versão
apresentada em [1] e que será o foco do estudo aqui possui ordem mais alta e pode ser utilizada
para filtrar processos extremais obtidos com a correspondente versão de primeira ordem, como
mostra o exemplo da seção 1.6. Seu caráter é geométrico por fazer uso dos colchetes de Lie,
ferramenta clássica utilizada para demonstrações de resultados desse caráter (veja, por exemplo,
[43, 46]), porém, de acordo com Aronna, Motta e Rampazzo [1], os resultados de segunda ordem
obtidos com essa ferramenta lidavam, apenas, com o caso comutativo, por exemplo, nos trabalhos
[2, 3, 16], de modo que o uso de colchetes arbitrários constitui a principal novidade.

1.3 Unificação da otimização

Apesar de suas inegáveis contribuições para a Teoria de Controle Ótimo, o Princípio de Pontr-
jagin destacou, ainda mais, a falta de um resultado unificado para tratar de problemas extremais.

Essa lacuna, porém, foi preenchida com a publicação de [15], que estabeleceu uma condição
necessária de otimalidade para problemas de otimização em espaços vetoriais topológicos que
tomou o formato de uma equação posta na linguagem da Análise Funcional21 e que conseguiu
recuperar a unidade teórica do Cálculo Variacional até, então, perdida.

Sua demonstração se dá através da aproximação do conjunto viável por cones de direções viáveis
e tangentes e a construção de um cone de direções de descida e utilizando uma propriedade de tais
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cones: o fato de que o extremal analisado ser minimizador implicar que tais cones são separáveis.
A partir daí, é possível encontrar funcionais não-nulos em seus respectivos cones polares cuja
somatória é nula.

No entanto, G. G. Watkins [50] menciona que a principal desvantagem da abordagem usada é
a de quase todos os cones (especificamente, os de direções de descida e viáveis) serem abertos e
que essa desvantagem foi eliminada com a publicação de [7], estabelecendo o chamado método
das tendas. Esse método, porém, só funciona quando os dados (aqui, entende-se como dados as
aplicações e/ou funcionais que caracterizam o objetivo e/ou as restrições) são diferenciáveis. Por
exemplo, o Teorema de Ljusternik requer que a aplicação que caracteriza a restrição de igualdade
seja diferenciável em uma vizinhança do minimizador e que sua derivada seja sobrejetiva nele.

A partir disso, é de grande importância estudar versões desse resultado para problemas não-
-suaves. Embora Watkins [50] já demonstrara que o cone tangente introduzido em [12] satisfaz
o Princípio da Interseção comentado no Capítulo 1, a demonstração apresentada utiliza diversos
conceitos, elementos e resultados válidos para espaços de dimensão finita. O foco deste capítulo é
apresentar uma versão para espaços de dimensão infinita utilizando, também, o cone tangente de
Clarke e sob a hipótese de interior não-vazio de alguns dos cones, que representa uma melhora em
relação à necessidade de abertura.

1.4 Estrutura da dissertação

O capítulo 2 aborda os conceitos preliminares mais importantes para entender os resultados
principais da dissertação. Mais especificamente, suas primeiras duas seções apresentam as defini-
ções e algumas propriedades do cone aproximante de Boltjanskĳ, que é o aproximante tangencial
utilizado na formulação de ambas as versões do Princípio de Pontrjagin e dos colchetes iterados
formais, incluindo colchetes de Lie, objeto utilizado para formular a versão de ordem mais alta.
As demais seções são destinadas a conceitos necessários para o entendimento do formalismo de
Dubovickĳ-Miljutin: a primeira delas (terceira do capítulo) apresenta as definições e diversas pro-
priedades das derivadas direcionais gerais e diferenciais gerais, utilizados para definir os cones
contingente, tangente, hipertangente, normal e normal estrito (nesta dissertação, o termo cones
especiais será usado para se referir aos cinco cones mencionados quando não houver necessidade
de especificar, ao menos, um deles) e mostrar diversas propriedades, incluindo relações entre tais
cones; já a segunda apresenta definições e propriedades gerais de cones e cones polares necessá-
rias para compreender propriedades dos cones especiais, incluindo um teorema de equivalência
de separabilidade que será envolvido na formulação do formalismo; por fim, a terceira apresenta
o Princípio Variacional de Ekeland utilizado para demonstrar relações entre os cones tangente e
contingente.

O capítulo 3 aborda os problemas de Controle Ótimo para os quais o Princípio de Pontrjagin será
formulado. Sua primeira seção apresenta as classes de problemas sentido-estrito, que podem ser,
também, denominados não-impulsivos e que, como comentado acima, foram os primeiros proble-
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mas para os quais o resultado foi feito, e a classe mais geral dos problemas espaço-temporais, que
podem apresentar comportamento impulsivo, e o método para imergir os problemas sentido-es-
trito nela. A segunda seção apresenta a versão de primeira ordem do Princípio de Pontrjagin para
problemas espaço-temporais sem, no entanto, realizar sua demonstração, que nada mais é do que
uma adaptação da correspondente demonstração de alta ordem com a argumentação envolvendo
colchetes retirada, e algumas de suas consequências. A terceira seção apresenta a versão de ordem
mais alta do Princípio de Pontrjagin para problemas espaço-temporais e apresenta e demonstra al-
gumas de suas consequências, incluindo o correspondente resultado para problemas sentido-estrito
e condições para que um processo ótimo seja, totalmente, impulsivo. A quarta seção é dedicada a
apresentar um exemplo no qual essa versão de ordem mais alta é utilizada para filtrar um extremal
não-ótimo. Por fim, a quinta seção demonstra essa versão de ordem mais alta.

O capítulo 4 aborda o formalismo de Dubovickĳ-Miljutin utilizando o cone tangente de Clarke.
Sua primeira seção introduz os cones especiais e demonstra diversas propriedades deles, incluindo
convexidade, fechamento ou abertura, relações entre estes e relações entre os cones tangente e
normal com o gradiente generalizado e com epígrafos. Já sua segunda seção inicia-se com a
apresentação de extensões de resultados da primeira para funcionais que não sejam, localmente,
lipschitzianos, que são necessárias para extrair a propriedade mais importante dos cones tangente
e normal, que diz respeito a interseção de conjuntos e será usada para formular o formalismo, e se
encerra com a apresentação do formalismo em si.

O capítulo 5 retoma, brevemente, os conceitos apresentados comentando suas diferenças para
outros trabalhos e apresenta uma leve previsão dos trabalhos a serem desenvolvidos a partir do
que foi apresentado aqui. No entanto, não há garantia de que esses trabalhos serão, de fato, de-
senvolvidos, visto que a situação pode mudar ao longo dos anos.

Finalmente, abordamos conceitos e propriedades relacionados a separação de conjuntos con-
vexos, topologias de espaços normados, multifunções e seus limites e envoltória afim e interior
relativo. Embora sejam de extrema importância para compreensão completa dos capítulos 2 a 4,
tais assuntos foram colocados em apêndices devido à estrutura da dissertação: os conceitos relati-
vos ao Princípio de Pontrjagin são apresentados na mesma ordem em que aparecem no artigo [1],
e os relativos ao formalismo de Dubovickĳ-Miljutin seguem a ordem apresentada em [21].
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2 Conceitos Preliminares

2.1 Colchetes de Lie

Em primeiro lugar, veremos algumas definições e propriedades de colchetes formais apresen-
tadas por Aronna, Motta e Rampazzo [1].

Seja x ≔ {xi ∣ i ∈ ℤ+} uma família de caracteres.

Definição 1. As combinações finitas de caracteres de x (sem repetição), colchetes e vírgulas são
denominadas palavras formais de x, e o conjunto delas é denominado dicionário formal de x e
denotado por 𝔇(x).

Definição 2. Um elemento de𝔇(x) é denominado colchete iterado formal de x se é escrito como
uma combinação de caracteres de x com elementos da forma [⋅, ⋅]. O conjunto de colchetes iterados
formais de x será denotado por 𝔦𝔟(x). O número de caracteres de um colchete iterado formal é
denominado comprimento de tal colchete.

Exemplo 3. Sendo x = {x1, x2, x3}, o conjunto de colchetes iterados de x é

𝔦𝔟(x) = {x1, x2, x3, [x1, x2], [x2, x3], [x3, x1], [x2, x1], [x3, x2], [x1, x3], [x1, [x2, x3]], [x3, [x1, x2]],
[x2, [x3, x1]], [x3, [x2, x1]], [x1, [x3, x2]], [x2, [x1, x3]], [[x2, x3], x1], [[x1, x2], x3], [[x3, x1],
x2], [[x2, x1], x3], [[x3, x2], x1], [[x1, x3], x2]}

Propriedade 4. Dados B1,B2 ∈ 𝔦𝔟(x), o comprimento de [B1,B2] é a soma dos comprimentos de
B1 e de B2. Ainda, qualquer B ∈ 𝔦𝔟(x) admite uma única escrita da forma [B1,B2] com B1,B2 ∈
𝔦𝔟(x).

Definição 5. O colchete B1 da Propriedade 4 é denominado fator esquerdo de B, o colchete B2
desta é denominado fator direito de B, e o par (B1,B2) é denominado fatoração de B.

Definição 6. Sendo B ∈ 𝔦𝔟(x), a contagem de diferenciação de um subcolchete de B em relação
a B é o número 𝔡(⋅;B) definindo por: 𝔡(B;B) = 0; se B1,B2 são sub colchetes próprios de B,
então, 𝔡(B1;B) = 𝔡(B2;B) = 1 + 𝔡([B1,B2];B).

Exemplo 7. Sendo x = {x1, x2, x3, x4, x5} e B = [x1, [[[x2, x3], x4], x5]], temos que 𝔡(x1;B)
= 1, 𝔡([x2, x3];B) = 𝔡(x4;B) = 3 e 𝔡(x5;B) = 2.

Definição 8. Sendo B ∈ 𝔦𝔟(x) de comprimento m ∈ ℕ, suponha que os caracteres de B são
xπ(1),… , xπ(m) (em que π∶ ℕ → ℕ é uma permutação fixada). Dado μ ≥ maxπ({1∶m}) e
k ∈ ℕ, uma μ-úpla f = (f1,… , fμ) de campos de vetores definidos sobre uma mesma variedade
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topológica1 é dita de classe k de diferenciabilidade em relação a B se cada fj possui classe de
diferenciabilidade 𝔡 (xπ(j);B) + k.

Lema 9. Sendo B, k e f como na Definição 8 e (B1,B2) a fatoração de B, f ∈ 𝒞B,k se, e somente
se, f ∈ 𝒞B1,k+1 e f ∈ 𝒞B2,k+1. Aqui, 𝒞B,k denota classe k de diferenciabilidade em relação a B.

Demonstração. Claramente, dizer que f ∈ 𝒞B,k é equivalente a dizer que cada fπ(j) possui classe de
diferenciabilidade 𝔡 (xπ(j);B) + k para j ∈ {1∶m}. Sabendo que

𝔡 (xπ(j);B2) + 1 = 𝔡 (xπ(j);B2) + 𝔡(B2;B) = 𝔡 (xπ(j);B) = 𝔡 (xπ(j);B1) + 𝔡(B1;B)
= 𝔡 (xπ(j);B1) + 1,

a equivalência fica provada.

Definição 10. Dado B ∈ 𝔦𝔟(x), o número de troca de B é: 1 se o comprimento de B for um;
senão, é o dobro a soma dos números de troca de seus fatores esquerdo e direito. Esse número será
denotado por r(B).

Exemplo 11. Sendo x = {x1, x2, x3, x4}, temos que

r(x1) = 1,
r([x1, x2]) = 2[r(x1) + r(x2)] = 4,

r([[x1, x2], x3]) = 2{r([x1, x2]) + r(x3)} = 2{4 + 1} = 10,
r([[x1, x2], [x3, x4]) = 2{r([x1, x2]) + r([x3, x4])} = 4 ⋅ 4 = 16,

r([[[x1, x2], x3], x4]) = 2{r([[x1, x2], x3]) + r(x4)} = 2 ⋅ {10 + 1} = 22.

Definição 12. Na hipótese geral da Definição 8, sejam μ ≥ maxπ({1∶m}) e f = (f1,… , fμ) ∈
𝒞B,0. Sendo s um sub colchete de B, defina o campo de vetores 𝔳(s, f) como segue: se s = xπ(j)
para algum j ∈ {1∶m}, ponha 𝔳(s, f) = fπ(j); senão, sendo (s1, s2) a fatoração de s, ponha 𝔳(s, f) =
[𝔳(s1, f); 𝔳(s2, f)]. O campo de vetores 𝔳(s, f) é denominado colchete de Lie de f associado a s.

Por essa definição, é possível tratar os colchetes de Lie como casos particulares de colchetes
iterados formais nos quais os caracteres são os devidos campos de vetores. Sendo assim, faz sentido
dizer “sendo B um colchete de Lie”, e os conceitos de subcolchetes, fatores, número de troca e
contagem de diferenciação estão bem definidos.

Definição 13. Dados k ∈ ℕ, B um colchete formal iterado e f uma úpla de campos de vetores
definidos sobre uma mesma variedade topológica, o colchete de Lie 𝔳(B, f) é dito de classe k de
diferenciabilidade se f ∈ 𝒞B,k. O conjunto dos colchetes de Lie 𝒞k-admissíveis de comprimento
maior que um será denotado por 𝔅k.
1Os capítulos 4 e 5 de [29] definem o que é uma variedade topológica e o que é uma aplicação diferenciável entre
variedades topológicas. Usando tais definições e as de campos de vetores em uma superfície, definidos nos capítulos
2 e 3 de [29], pode-se definir o que é um campo de vetores em uma variedade.
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2.2 Análise não-suave em espaços de Banach

2.2.1 Diferenciais gerais

Quando nada contrário for especificado, cada resultado desta subseção será feito supondo que
X é um espaço de Banach real e f∶ X → ℝ é lipschitziano de posto K > 0 em uma vizinhança de
um ponto x0 ∈ X.

Definição 14 (página 194 de [11]). Dado v ∈ X, a derivada direcional geral de f em x0 na
direção v é o número

f∘(x0; v) ≔ lim sup
x→x0,t↓0

f(x + tv) − f(x)
t .

O primeiro resultado fornece algumas propriedades importantes dessa derivada.

Propriedade 15 (página 195 de [11]). A derivada direcional geral satisfaz as seguintes proprie-
dades:

• O funcional f∘(x0; ⋅) é lipschitziano de posto K, subaditivo e positivamente, homogêneo;

• A aplicação f∘ é semicontínua superior;

• Dado v ∈ X, vale f∘(x0; −v) = (−f)∘(x; v).

Demonstração. • Dados v1, v2 ∈ X, vale

|f∘(x0; v1) − f∘(x0; v2)| =
||||
lim sup
x→x0,t↓0

f(x + tv1) − f(x + tv2)
t

||||

= lim sup
x→x0,t↓0

|||
f(x + tv1) − f(x + tv2)

t
|||

≤ K lim sup
x→x0,t↓0

t‖v1 − v2‖X
t = K‖v1 − v2‖X.

Ainda, dados v1, v2 ∈ X, da Definição 14,

f∘(x0, v1 + v2) = lim sup
x→x0,t↓0

f(x + t(v1 + v2)) − f(x)
t

= lim
x→x0,t↓0

[ f(y + tv1) − f(y)
t + f(x + tv2) − f(x)

t ]

com y ≔ x + tv2. Como y → x0, é possível concluir que

f∘(x0, v1 + v2) ≤ lim sup
y→x0,t↓0

f(y + tv1) − f(y)
t + lim sup

x→x0,t↓0

f(x + tv2) − f(x)
t

= f∘(x0, v1) + f∘(x0, v2).
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Por fim, dados α ≥ 0 e v ∈ X, temos que

f∘(x0;αv) = lim sup
x→x0,t↓0

f(x + tαv) − f(x)
t = α lim sup

x→x0,t↓0

f(x + αtv) − f(x)
αt

= α lim sup
x→x0,s↓0

f(x + sv) − f(x)
s = αf∘(x0, v);

• Dadas sequências {xi}, {vi} ⊆ X tendendo x0 e v respectivamente, existem {yi} ⊆ X e {ti} ⊆
]0,∞[ de modo que ‖yi − xi‖X + ti <

1
i
e

f∘(xi; vi) −
1
i ≤

f(yi + tivi) − f(yi)
ti

= f(yi + tiv) − f(yi)
ti

+ f(yi + tivi) − f(yi + tiv)
ti

≤ f(yi + tiv) − f(yi)
ti

+ K‖vi − v‖X,

assim, ao tomar o lim sup para i ↑ ∞, vem lim supi↑∞ f∘(xi; vi) ≤ f∘(x0, v);

• Dado v ∈ X e chamando y = x − tv, temos que

f∘(x0; −v) = lim sup
x→x0,t↓0

f(x − tv) − f(x)
t = lim sup

y→x0,t↓0

(−f)(y + tv) − (−f)(y)
t

= (−f)∘(x0; v).

Propriedade 16 (página 200 de [11]). Se f e g são lipschitzianos em uma vizinhança de x0, então,
qualquer v ∈ X satisfaz (f + g)∘(x0; v) ≤ f∘(x0; v) + g∘(x0; v).

Demonstração. Dado v ∈ X, segue que

(f + g)∘(x0; v) = lim sup
x→x0,t↓0

(f + g)(x + tv) − (f + g)(x)
t

≤ lim sup
x→x0,t↓0

f(x + tv) − f(x)
t + lim sup

x→x0,t↓0

g(x + tv) − g(x)
t = f∘(x0; v)

+ g∘(x0; v).

Definição 17 (página 196 de [11]). A diferencial geral de f em x0, denotado por 𝜕f(x0), é o
conjunto não-vazio, convexo e compacto fraco⭒ de X⭒ cujo funcional de suporte é f∘(x0; ⋅).

Essa definição indica que, dado v ∈ X, f∘(x0, v) = sup{⟨v, ζ⟩ ∣ ζ ∈ 𝜕f(x0)}.

Proposição 18 (página 196 de [11]). 𝜕f(x0) ⊆ BX⭒[0,K].
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Demonstração. Dado ζ ∈ 𝜕f(x0), da Propriedade 15, vale ⟨v, ζ⟩ ≤ f∘(x0, v) ≤ K‖v‖X para qualquer
v ∈ X.

Proposição 19 (página 197 de [11]). Se f admite máximo ou mínimo local em x0, então, 0 ∈ 𝜕f(x0).

Demonstração. Faremos a demonstração para o caso em que f admite mínimo local, já que, no
caso do máximo local, −f admite mínimo local em x0 e seu gradiente generalizado é formado
pelos opostos dos elementos de 𝜕f(x0) (Propriedade 21). Dito isso, supondo que exista uma direção
v ∈ X na qual f∘(x0; v) < 0, em particular, temos que

lim
i↑∞

i [f (x0 +
v
i ) − f(x0)] < 0,

logo, deve existir um i0 ∈ ℕ para o qual i > i0 ⇒ f(x0+
v

i
) < f(x0), porém, essa conclusão contradiz

a minimalidade local de f em x0. A partir disso, é possível afirmar que f∘(x0; v) ≥ 0 = ⟨0, v⟩ para
todo v ∈ X, o que mostra que 0 ∈ 𝜕f(x0).

Proposição 20 (página 199 de [11]). 𝜕f é uma multifunção de gráfico fechado.

Demonstração. Dados x0 ∈ X, {xi} ⊆ X tendendo a x0 e {ζi} ⊆ X⭒ de modo que ζi ∈ 𝜕f(xi) para
todo i ∈ ℕ, seja ζ um ponto de acumulação de {ζi} (que existe pelos fatos de que, sendo K o posto
de f como aplicação lipschitziana, {ζi} ⊆ BX⭒[0,K] e de que, pelo Corolário 178, este é compacto
fraco⭒). Sob essa suposição, fixado v ∈ X, a sequência {⟨v, ζi⟩} é limitada em ℝ e contém termos,
arbitrariamente, próximos a ⟨v, ζ⟩, o que permite extrair uma subsequência {ζj} de {ζi} de modo que
⟨v, ζj⟩ → ⟨v, ζ⟩. A partir disso, sabendo, da Propriedade 15, que f∘ é semicontínua superior, vem

f∘(x0; v) = lim
j→∞

f∘(xj; v) ≥ lim
j→∞

⟨v, ζj⟩ = ⟨v, ζ⟩.

Da arbitrariedade de v, concluímos que ζ ∈ 𝜕f(x0).

2.2.2 Regras de derivação

Propriedade 21 (página 199 de [11]). Para qualquer λ ∈ ℝ, vale 𝜕(λf)(x0) = λ𝜕f(x0).

Demonstração. Note que λf é um funcional lipschitziano de posto λK em uma vizinhança de x0. No
caso em que λ > 0, da Definição 14, (λf)∘(x0; ⋅) = λf∘(x0; ⋅), assim, como o gradiente generalizado
é convexo e, fracamente⭒, compacto, o resultado segue. Já no caso em que λ = −1, fixado ζ ∈ X⭒,
é válido que

ζ ∈ 𝜕(−f)(x0) ⇔ (−f)∘(x0; v) ≥ ⟨v, ζ⟩ ∀v ∈ X
Propriedade 15
⇐========⇒ f∘(x0; −v) ≥ ⟨v, ζ⟩ = ⟨−v, −ζ⟩ ∀v ∈ X

⇔ −ζ ∈ 𝜕f(x).
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Definição 22 (página 199 de [11]). O funcional f é dito regular em x0 se admite derivadas dire-
cionais usuais f′(x0; v) em relação a qualquer direção v ∈ X e f∘(x0; ⋅) = f′(x0; ⋅).

Teorema 23 (página 200 de [11]). Se f e g são lipschitzianos em uma vizinhança de x0, então,

𝜕(f + g)(x0) ⊆ 𝜕f(x0) + 𝜕g(x0).

Ainda, se f e g são regulares em x0, então, vale a igualdade.

Demonstração. O funcional de suporte do lado esquerdo da desigualdade é (f + g)∘(x0; ⋅), e o do
lado direito é f∘(x0; ⋅) + g∘(x0; ⋅), logo, a Propriedade 16 garante a inclusão desejada. Ainda, se f e
g são regulares em x0, então, qualquer v ∈ X satisfaz

f∘(x0; v) + g∘(x0; v) = f′(x0; v) + g′(x0; v) = (f + g)′(x0; v) ≤ (f + g)∘(x0; v).

Isto, em conjunto com a Propriedade 16, garante que (f + g)∘(x0; ⋅) = f∘(x0; ⋅) + g∘(x0; ⋅).

Propriedade 24 (página 201 de [11]). A combinação linear positiva de funcionais regulares em x0
resulta em um funcional regular em x0.

Demonstração. Supondo que f1,… , fn sejam funcionais regulares em x0 e sendo λ1,… , λn
≥ 0, todo v ∈ X satisfaz

(
n

∑
i=1

λifi)
′

(x0; v) =
n

∑
i=1

λif′i(x0; v) =
n

∑
i=1

λif∘i (x0; v) = (
n

∑
i=1

λifi)
∘

(x0; v).

Proposição 25 (página 201 de [11]). Se f1,… , fn são lipschitzianos em uma vizinhança de x0 e
λ1,… , λn ∈ ℝ, então, f ≔ ∑n

i=1 λifi é, também, lipschitziano em uma vizinhança de x0 e

𝜕f(x0) ⊆
n

∑
i=1

λi𝜕fi(x0).

Ainda, a igualdade vale se cada fi é regular e cada λi é não-negativo.

Lema 26 (página 201 de [11]). Dados x, y ∈ X, seja f∶ X → ℝ um funcional lipschitziano de
posto K em uma vizinhança (tubular) do segmento [x, y]— parametrizado por γ(t) = (1− t)x+ ty
com t ∈ [0, 1]. Nessas condições, a função g ≔ f ∘ γ é lipschitziana em ]0, 1[, e fixado t ∈ ]0, 1[,
qualquer η ∈ 𝜕g(t) admite um ζ ∈ 𝜕f(γ(t)) satisfazendo η = ⟨y − x, ζ⟩.

Demonstração. A continuidade lipschitziana de g é clara. Dito isso, para mostrar o resultado, é
suficiente mostrar que, para v ∈ {−1, 1}, vale max 𝜕g(t)v ≤ max {⟨y − x, ζ⟩v || ζ ∈ 𝜕f(γ(t))}. O
lado esquerdo dessa desigualdade coincide com g∘(t; v), que satisfaz
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g∘(t; v) = lim sup
s→t,λ↓0

g(s + λv) − g(s)
λ

= lim sup
s→t,λ↓0

f((1 − s − λv)x + (s + λv)y) − f((1 − s)x + sy)
λ

≤ lim sup
s→t,λ↓0

f(γ(s) + λv(y − x)) − f(γ(s))
λ ≤ f∘(γ(t); v(y − x))

= max{⟨v(y − x), ζ⟩ || ζ ∈ 𝜕f(γ(t))}.

Teorema 27 (página 201 de [11]). Nas condições do Lema 26, existem t0 ∈ ]0, 1[ e ζ ∈ 𝜕f(γ(t0))
de modo que f(y) − f(x) = ⟨y − x, ζ⟩.

Demonstração. Definindo θ(t) = (f∘γ)(t)+t[f(x)−f(y)], trata-se de uma função contínua cujo valor
em 0 e em 1 é f(x), o que mostra que ela admite um minimizador (ou maximizador) t0 ∈ ]0, 1[,
assim, da Proposição 19, 0 ∈ 𝜕θ(t0). Usando a Propriedade 21, a Proposição 25 e o Lema 26, o
resultado segue.

Corolário 28. Nas condições do Lema 26, existe t0 ∈ ]0, 1[ tal que f(y) − f(x) ≤ f∘(γ(t0); y − x).

Definição 29 (página 30 de [13]). Sendo Y um espaço de Banach real e x0 ∈ X, uma aplicação
F∶ X → Y é dita ser, estritamente, diferenciável em x0 se existe uma transformação linear
T∶ X → Y satisfazendo

lim
x→x0
t↓0

F(x + tv) − F(x)
t = T(v) ∀v ∈ X.

Nesse caso, T é denominada diferencial estrita de F em x0 e denotada por F′s(x0).

Teorema 30 (página 202 de [11]). Suponha que Y seja um espaço de Banach real, que F∶ X → Y
seja, estritamente, diferenciável em x0 e que g∶ Y → ℝ seja lipschitziano em uma vizinhança de
h(x0). Nessas condições, f ≔ g ∘ F é lipschitziano em uma vizinhança de x0, e vale

𝜕f(x0) ⊆ [F′s(x0)]⭒(𝜕g(F(x0))),

em que T⭒ denota a transformação adjunta de T. Se F′s(x0) for sobrejetiva, valerá a igualdade.

Demonstração. Fixado v ∈ X, tome sequências xi → x0 e ti ↓ 0 satisfazendo

lim
i↑∞

f(xi + tiv) − f(xi)
ti

= f∘(x0; v).

Do Teorema 27, para cada i ∈ ℕ alto o suficiente, existem zi ∈ [F(xi),F(xi+ tiv)] e ζi ∈ 𝜕g(zi)
de modo que

f(xi + tiv) − f(xi)
ti

= ⟨F(xi + tiv) − F(xi)
ti

, ζi⟩ .
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Sabendo que, da Proposição 18, a sequência ζi é limitada, do Corolário 178, ela admite uma
subsequência ζj que converge, fracamente⭒, para um certo ζ ∈ 𝜕g(F(x0)) pela Proposição 20,
logo,

f∘(x0; v) = lim
j→∞

f(xj + tjv) − f(xj)
tj

= ⟨[F′s(x0)](v), ζ⟩ = ⟨v, [F′s(x0)]⭒(ζ)⟩.

Agora, supondo que F′s(x0) seja sobrejetora, F associa cada vizinhança de x0 a uma vizinhança
de F(x0), assim, como

lim
x→x0,t↓0

F(x + tv) − F(x) − t[F′s(x0)](v)
t = 0,

segue que

g∘(F(x0); [F′s(x0)](v)) = lim sup
y→F(x0),t↓0

g(y + t[F′s(x0)](v)) − g(y)
t

= lim sup
x→x0,t↓0

g(F(x) + t[F′s(x0)](v)) − g(F(x))
t

= lim sup
x→x0,t↓0

f(x + tv) − f(x)
t = f∘(x0; v).

Como v é arbitrário, a igualdade entre os dois conjuntos fica mostrada.

Teorema 31 (página 203 de [11]). Suponha que F∶ X → ℝn seja lipschitziana de posto KF em uma
vizinhança de x0 e que g∶ ℝn → ℝ seja, estritamente, diferenciável em F(x0). Nessas condições,
f ≔ g ∘ F é lipschitziana em uma vizinhança de x0 e vale que

𝜕f(x0) = 𝜕⟨F, g′s(F(x0))⟩(x0).

Demonstração. Chamando h0 = g′s(F(x0)) e η = ⟨F, h0⟩, provaremos que, para ϵ > 0, existe uma
vizinhança Vϵ de x0 na qual f − η é lipschitziana de posto ϵ. De fato, fixados y, z na vizinhança de
x0 na qual f é lipschitziana, como, pelo Teorema do Valor Médio, existe u ∈ [F(y),F(z)] tal que
f(y) − f(z) = ⟨F(y) − F(z), g′s(u)⟩, temos que

(f − η)(y) − (f − η)(z) = ⟨F(y) − F(z), g′s(u)⟩ − ⟨F(y) − F(z), h0⟩
= ⟨F(y) − F(z), g′s(u) − h0⟩ ≤ ‖g′s(u) − h0‖(ℝn)⭒‖F(y) − F(z)‖ℝn

≤ KF‖g′s(u) − h0‖(ℝn)⭒‖y − z‖X,

logo, restringido y e z a uma bola fechada, suficientemente, pequena e centrada em x0, é possível
fazer com que KF‖g′s(u) − h0‖(ℝn)⭒ ≤ ϵ.

A partir disso, da Proposição 18 e do Teorema 23, segue que 𝜕f(x0) ⊆ 𝜕η(x0) + BX⭒[0, ϵ] e que
𝜕η(x0) ⊆ 𝜕f(x0) + BX⭒[0, ϵ], provando a igualdade.

Corolário 32 (página 204 de [11]). Se f e g são lipschitzianas em uma vizinhança de x0, então, o
produto fg, também é lipschitziano em vizinhança de x0 e vale que
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𝜕(fg)(x0) ⊆ f(x0)𝜕g(x0) + g(x0)𝜕f(x0).

Ainda, a igualdade vale se f e g forem regulares em x0 e o produto delas for não-negativo em tal
ponto.

Demonstração. ChamandoG a função produto das coordenadas eF = (f, g), é claro que fg = G∘F,
que a primeira é, estritamente, diferenciável e que a segunda é lipschitziana em uma vizinhança de
x0 — o posto dela concide com a raiz quadrada da somatória dos quadrados dos postos de f e g.
Sendo assim, do Teorema 31 e da Propriedade 16, vem

𝜕(fg)(x0) = 𝜕⟨(f, g); (g(x0), f(x0))⟩(x0)
= 𝜕[g(x0)f + f(x0)g](x0) ⊆ f(x0)𝜕g(x0) + g(x0)𝜕f(x0).

Se f e g forem regulares em x0 e cada uma delas for não-negativa em tal ponto, a inclusão torna-se
igualdade pela Propriedade 16, pois g(x0)f e f(x0)g são, nesse caso, regulares em x0. Já se ambas
forem não-positivas em x0, suas opostas são regulares e não-negativas em x0, logo, basta aplicar as
Propriedades 16 e 21 para obter a igualdade desejada.

2.3 Cones e polaridade

Os resultados dessa seção serão feitos sob a suposição de que X é um espaço de Banach real.

Definição 33 (página 30 de [21]). • Um conjunto K ⊆ X é denominado cone com vértice na
origem se λK = K para todo λ > 0;

• Sendo K um cone com vértice na origem, o conjunto x0+K é denominado cone com vértice
em x0;

• Um cone é denominado afiado se contém seu vértice e cego caso contrário, e é denominado
saliente se não contém subespaços de X não-triviais.

Lema 34 (página 30 de [21]). Supondo que K ⊆ X seja um cone com vértice em x0 e que f ∈ X⭒

seja tal que ⟨K, f⟩ admite uma cota superior α ∈ ℝ, o valor ⟨x0, f⟩ é, também, uma cota superior de
⟨K, f⟩.

Demonstração. Sendo y ∈ K, por definição, a semirreta {(1− t)x0+ ty ∣ t ≥ 0} ⊆ K, assim, como f
é linear e α é cota superior de ⟨K, f⟩, vale (1− t)⟨x0, f⟩ + t⟨y, f⟩ ≤ α para todo t ≥ 0. Em particular,
para todo n ∈ ℕ, sabendo que

(1 − n)⟨x0, f⟩ + n⟨y, f⟩ ≤ α ⇔ n⟨y, f⟩ ≤ α + (n − 1)⟨x0, f⟩ ⇔ ⟨y, f⟩ ≤ α
n + (1 − 1

n) ⟨x0, f⟩

e fazendo n ↑ ∞, obtemos ⟨y, f⟩ ≤ ⟨x0, f⟩. Da arbitrariedade de y, o resultado segue.
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Definição 35 (adaptado de [47]). Dois cones convexos C1,C2 ⊆ X são ditos transversais se
C1 − C2 = X (diferença de Kuratowski) e, fortemente, transversais se, além de transversais,
possuem interseção não-trivial.

Proposição 36 (página 239 de [43]). Se dois cones convexos não-vazios C1,C2 ⊆ X são insepa-
ráveis, então, eles são transversais. Também, se nenhum deles é um subespaço vetorial, então, eles
são, fortemente, transversais.

Demonstração. Sabendo que C1 − C2 é um cone convexo, se tal cone não coincide com X, então,
existe um λ ∈ X⭒ ⧵ {0} para o qual ⟨C1 − C2, λ⟩ ⊆ [0,∞[. Em particular, para x ∈ C1, r > 0 e
y ∈ C2, vale

⟨x, λ⟩ ≥ r⟨y, λ⟩ ∀x ∈ C1, y ∈ C2, r > 0,
r⟨x, λ⟩ ≥ ⟨y, λ⟩ ∀x ∈ C1, y ∈ C2, r > 0.

Fazendo r ↓ 0, é obtido ⟨C1, λ⟩ ⊆ [0,∞[ e ⟨C2, λ⟩ ⊆ ]− ∞, 0], o que prova que C1 e C2 são
separáveis. Isso contradiz a hipótese de inseparabilidade, portanto, C1 e C2 são transversais.
Agora, se C1 ∩ C2 = {0}, dado z ∈ C2, existem x ∈ C1 e y ∈ C2 satisfazendo z = x− y, então,

z + y = x ∈ C1 ∩ C2 = {0}, o que mostra que z = −y e, consequentemente, −z ∈ C2. Sabendo
que isso vale para qualquer z ∈ C2, a conclusão é que se trata de um subespaço, mas isso contradiz
a hipótese de que nenhum deles é subespaço. Portanto, eles são, fortemente, transversais.

Corolário 37 (página 31 de [21]). Nas condições do Lema 34, é válido que:

• Se um cone K de vértice x0 é separável de um conjunto A por um hiperplano fechado, então,
ele é separável, também, pelo hiperplano paralelo passando por seu vértice;

• Um cone convexo fechado é separável de qualquer semirreta emanando de seu vértice não
contida nele;

• Se dois cones K1 e K2 com vértice na origem são separados por um hiperplano, então, este
deve passar pela origem. Em particular, se K2 é um subespaço, então, ele deve ser subconjunto
do referido hiperplano.

Demonstração. • Supondo que o hiperplano de equação f = α separe A e K, α é uma cota
inferior de ⟨A, f⟩ e, do Lema 34, ⟨x0, f⟩ é cota superior de ⟨K, f⟩, o que mostra que este é,
também, uma cota inferior de ⟨A, f⟩, portanto, f = ⟨x0, f⟩ separa A de K;

• Supondo que K seja um cone de vértice x0 e x1 seja um ponto de uma semirreta emanando
do cone e não contida em K, segue que x1 ∉ K, assim, do Teorema 159, {x1} podem ser
separados por um hiperplano de equação f = α, o que acarreta que o hiperplano de equação
f = ⟨x0, f⟩ separa, também, {x1} e K. A partir disso, segue que ⟨(1− t)x0 + tx1, f⟩ = ⟨x0, f⟩ +
t(⟨x1, f⟩ − ⟨x0, f⟩) ≥ ⟨x0, f⟩ para qualquer t ≥ 0, o que mostra que f = ⟨x0, f⟩ separa o cone e
a semirreta;
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• Supondo que a equação de tal hiperplano seja f = α e tomando x1 ∈ K1 e x2 ∈ K2, para
cada n ∈ ℕ, vale ⟨ x1

n
, f⟩ ≥ α ≥ ⟨ x2

n
, f⟩, assim, fazendo n → ∞, a continuidade de f garante

que ⟨0, f⟩ ≥ α ≥ ⟨0, f⟩, o que mostra que α = ⟨0, f⟩ = 0. Portanto, o hiperplano deve passar
pela origem.

Agora, se K2 é subespaço, então, dado x ∈ K2, vale ⟨x, f⟩, ⟨−x, f⟩ ≤ 0, o que mostra que
⟨x, f⟩ = 0. Portanto, K2 está contido no hiperplano de equação f = 0.

Teorema 38 (página 32 de [21]). Sendo K um cone convexo com vértice na origem e interior não-
-vazio e L um subespaço quer intercepte intK, se g ∈ X⭒ é não-positivo em K ∩ L, então, existe
f ∈ X⭒ contínuo que coincide com g em L e é não-positivo em K.

Demonstração. No caso em que g ≡ 0 em L, o funcional f ≡ 0 satisfaz as condições requeridas.
Supondo, assim, g ≢ 0 em L e chamando Q1 = ker g, trata-se de um cone convexo e não-vazio
(contém a origem) que é disjunto de intK: de fato, se existisse x0 ∈ Q1 ∩ intK, existiria, pela
continuidade e linearidade de g, um ponto x1 ∈ L ∩ K satisfazendo g(x1) > 0, o que contradiz a
hipótese. Assim, do Teorema 159, existe um hiperplano separando Q1 e intK, o que implica, pelo
item 3 do Corolário 37, na existência de um funcional linear h∶ X → ℝ contínuo negativo em
intK e nulo em Q1.

Agora, chamando Q2 = (ker h) ∩ L, como h se anula em Q1, vale Q1 ⊆ Q2, assim, do Lema
172, h|L ≡ 0 ou h|L = λg para algum λ ≠ 0. O primeiro caso é impossível pelo fato de que h é
negativo em intK ∩ L, que, por hipótese, é não-vazio, assim, o segundo caso é o que ocorre. Mais
ainda, como g e h possuem o mesmo sinal em K∩L, o número λ deve ser positivo, portanto, pondo
f = λg, o resultado segue.

Definição 39 (página 72 de [11]). Sendo K um cone com vértice na origem, o cone K▵ definido a
seguir é denominado cone polar de K:

• Se K ⊆ X, K▵ é formado pelos funcionais f ∈ X⭒ para os quais 0 é cota superior de ⟨K, f⟩;

• Se K ⊆ X⭒, K▵ é formado pela interseção das imagens inversas de ]− ∞, 0] por todos os
funcionais de K.

Da definição, é possível afirmar que K▵ é um cone convexo afiado com vértice na origem.

Propriedade 40 (página 33 de [21]). O cone K▵ é fechado na topologia mais fraca de seu espaço.

Demonstração. • K ⊆ X: tome fi
⭒
⇀ f0. Dado x ∈ K, vale ⟨x, fi⟩ ≤ 0 para todo i ∈ ℕ, assim,

⟨x, f0⟩ = lim⟨x, fi⟩ ≤ 0. Isso mostra que f0 ∈ K▵;

• K ⊆ X⭒: tome xi ⇀ x0. Dado f ∈ K, vale ⟨xi, f⟩ ≤ 0 para todo i ∈ ℕ, assim, ⟨x0, f⟩ =
lim⟨xi, f⟩ ≤ 0. Isso mostra que x0 ∈ K▵.
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Propriedade 41 (página 34 de [21]). Sendo K1,K2 ⊆ X cones com vértice na origem, se K1 ⊆
K2 ⊆ X, então, K▵1 ⊇ K▵2 .

Propriedade 42 (página 33 de [21]). O cone polar de K coincide com o de K e o de coK.

Demonstração. • K ⊆ X: tomando f um funcional linear contínuo e não-positivo em K, seja
x ∈ K. Se x ∈ K, é imediato que ⟨x, f⟩ ≤ 0. Senão, x é ponto de acumulação de K, desse
modo, caso ⟨x, f⟩ > 0, f−1(]0,∞[) seria uma vizinhança de x e, consequentemente, conteria
pontos de K, o que implica que ⟨x, f⟩ ≤ 0. Portanto, K▵ ⊆ K

▵
. Já a outra inclusão segue da

Propriedade 41. Portanto, os cones polares de K e K coincidem.

Agora, tomando f um funcional linear contínuo e não-positivo em K, como cada ponto de
coK é combinação convexa de pontos de K, a linearidade de f garante que f é não-positivo
em coK. Já a outra inclusão segue da Propriedade 41. Portanto, os cones polares de K e
coK coincidem;

• K ⊆ X⭒: tomando x um ponto no qual todo elemento de K assume valor não-positivo, seja
f ∈ K. Se f ∈ K, é imediato que ⟨x, f⟩ ≤ 0. Senão, f é ponto de acumulação de K, desse
modo, caso ⟨x, f⟩ > 0, a imagem inversa de ]0,∞[ por ⟨x, ⋅⟩ seria uma vizinhança de f e,
consequentemente, conteria pontos de K, o que implica que ⟨x, f⟩ ≤ 0. Portanto, K▵ ⊆ K

▵
.

Já a outra inclusão segue da Propriedade 41. Portanto, os cones polares de K e K coincidem.

Agora, tomando x um ponto no qual todo elemento de K assume valor não-positivo, como
cada elemento de coK é combinação convexa de elementos de K, cada elemento daquele
assume valores não-positivos em x. Já a outra inclusão segue da Propriedade 41. Portanto,
os cones polares de K e coK coincidem;

Propriedade 43. Sendo K1,K2 cones com vértice na origem, (K1 × K2)▵ = K▵1 × K▵2 .

Demonstração. • K1,K2 ⊆ X: supondo que f = (f1, f2) ∈ (K1 ×K2)▵, para quaisquer x1 ∈ K1
e x2 ∈ K2, vale ⟨x1, f1⟩ = ⟨(x1, 0); f⟩ ≤ 0 e ⟨x2, f2⟩ = ⟨(0, x2); f⟩ ≤ 0, assim, f1 ∈ K▵1 e
f2 ∈ K▵2 , ou seja, f ∈ K▵1 × K▵2 . Reciprocamente, supondo que f = (f1, f2) ∈ K▵1 + K▵2 , para
qualquer x = (x1, x2) ∈ K1 × K2, vale que ⟨x, f⟩ = ⟨x1, f1⟩ + ⟨x2, f2⟩ ≤ 0, o que mostra que
f ∈ (K1 × K2)▵;

• K1,K2 ⊆ X⭒: supondo que x = (x1, x2) ∈ (K1 × K2)▵, para quaisquer f1 ∈ K1 e f2 ∈ K2,
vale ⟨x1, f1⟩ = ⟨x; (f1, 0)⟩ ≤ 0 e ⟨x2, f2⟩ = ⟨x; (0, f2)⟩ ≤ 0, assim, x1 ∈ K▵1 e x2 ∈ K▵2 , ou
seja, x ∈ K▵1 × K▵2 . Reciprocamente, supondo que x = (x1, x2) ∈ K▵1 × K▵2 , para qualquer
f = (f1, f2) ∈ K1×K2, vale que ⟨x, f⟩ = ⟨x1, f1⟩+⟨x2, f2⟩ ≤ 0, o quemostra que f ∈ (K1×K2)▵.

Propriedade 44 (página 34 de [21]). Sendo {Kα ∣ α ∈ A} uma coleção de cones com vértice na
origem,
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(⋃
α∈A

Kα)
▵

= ⋂
α∈A

K▵α .

Demonstração. • {Kα ∣ α ∈ A} ⊆ X: sendo f ∈ (⋃α∈A Kα)
▵
, em particular, dados α ∈ A

e x ∈ Kα, vale ⟨x, f⟩ ≤ 0, assim, f ∈ ⋂α∈A K
▵
α . Reciprocamente, se f ∈ ⋂α∈A K

▵
α , então,

dados α ∈ A e x ∈ Kα, vale ⟨x, f⟩ ≤ 0, o que mostra que f ∈ (⋃α∈A Kα)
▵
;

• {Kα ∣ α ∈ A} ⊆ X⭒: sendo x ∈ (⋃α∈A Kα)
▵
, em particular, dados α ∈ A e f ∈ Kα, vale

⟨x, f⟩ ≤ 0, assim, x ∈ ⋂α∈A K
▵
α . Reciprocamente, se x ∈ ⋂α∈A K

▵
α , então, dados α ∈ A e

f ∈ Kα, vale ⟨x, f⟩ ≤ 0, o que mostra que x ∈ (⋃α∈A Kα)
▵
.

Propriedade 45 (página 34 de [11]). O cone polar de K▵ coincide com a envoltória convexa
fechada de K.

Demonstração. Da Propriedade 42, o cone polar de coK coincide com o de K, assim:

• Dado x ∈ coK, qualquer f ∈ K▵ satisfaz ⟨x, f⟩ ≤ 0, o que mostra que x ∈ K▵▵. Por outro
lado, se x ∉ coK, do Teorema 159, existe f ∈ X⭒ que é positivo em x e negativo em coK, o
que, da Propriedade 42, acarreta f ∈ K▵, assim, x ∉ K▵▵;

• Dado f ∈ coK, qualquer x ∈ K▵ satisfaz ⟨x, f⟩ ≤ 0, o que mostra que f ∈ K▵▵. Por outro
lado, se f ∉ coK, do Teorema 159, existe x ∈ X no qual f assume valor positivo e no qual
qualquer coK assume valor negativo, o que, da Propriedade 42, acarreta x ∈ K▵, assim,
f ∉ K▵▵.

Propriedade 46 (página 34 de [21]). Se {Kα ∣ α ∈ A} é uma coleção de cones convexos e fechados
na topologia mais fraca de seu espaço, então,

(⋂
α∈A

Kα)
▵

= ∑
α∈A

K▵α .

Demonstração. Chamando de Q o fecho da referida somatória, como

co (⋃
α∈A

K▵α) = ∑
α∈A

K▵α ,

das Propriedades 42, 44 e 45, segue que

Q▵ = (∑
α∈A

K▵α)
▵

= (⋃
α∈A

K▵α)
▵

= ⋂
α∈A

K▵▵α = ⋂
α∈A

Kα,

o que permite afirmar, usando a Propriedade 45 novamente, que
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Q = Q▵▵ = (⋂
α∈A

Kα)
▵

.

Propriedade 47 (página 9 de [7]). Se K1,… ,Km ⊆ X são cones convexos e inseparáveis, então,
seus interiores relativos não são disjuntos.

Demonstração. Supondo que exista um inteiro ℓ < m para o qual
ℓ

⋂
i=1

riKi ≠ ∅,
ℓ+1

⋂
i=1

riKi = ∅,

do Teorema 195, o conjunto ⋂ℓ
i=1 Ki possui interior relativo não-vazio e os interiores deste e de

Kℓ+1 são disjuntos, assim, o Teorema 159 garante que Kℓ+1 é separável de⋂
ℓ
i=1 Ki e, consequen-

temente, de⋂i∈{1∶ m}⧵{ℓ+1} Ki, o que contradiz a hipótese de inseparabilidade.

Teorema 48 (página 7 de [7]). Dados K1,… ,Km ⊆ X⭒ cones, fracamente⭒, fechados, se K ≔
∑m

i=1 Ki não é, fracamente⭒, fechado, então, existem y1,… , ym não todos nulos cuja somatória é
nula e de modo que cada yi ∈ Ki.

Demonstração. Tomando x ∈ K ⧵ K, existe uma sequência {xj} ⊆ K tendendo a x, e podemos
escrever

xj =
m

∑
i=1

xi,j, xi,j ∈ Ki ∀i ∈ {1∶m}.

Pondo, agora, aj = max{|x1,j|,… , |xm,j|} para todo j ∈ ℕ, se aj ↛ ∞, ela seria uma sequência
limitada, o que permitiria encontrar, para cada i ∈ {1∶m} uma subsequência de {xi,j} convergente
(Corolário 178) e, consequentemente, concluir que x ∈ K. Agora, pondo yi,j =

xi,j
aj

para todos
i ∈ {1∶m} e j ∈ ℕ, vemos que max{|y1,j|,… , |ym,j|} = 1 para todo j ∈ ℕ, o que permite assumir,
sem perda de generalidade, que yi,j → yi para todo i ∈ {1∶m} (novamente, Corolário 178), e,
consequentemente, que, ao menos, um dos y é não-nulo e que cada yi ∈ Ki. Finalmente,

m

∑
i=1

yi = lim
j↑∞

m

∑
i=1

yi,j = lim
j↑∞

1
aj

m

∑
i=1

xi,j = lim
j↑∞

xj
aj
= 0.

Teorema 49 (página 6 de [7]). Dados K1,… ,Km ⊆ X cones convexos com vértice na origem, eles
são separáveis se, e somente se, existem y1,… , ym não todos nulos cuja somatória é nula e de modo
que cada yi ∈ K▵i .

Demonstração. Seja ℓ ∈ {1∶m − 1} o menor inteiro para o qual {K1,… ,Km} contém uma sub-
família separável de ℓ + 1 cones e assuma que K1 é separável de ⋂ℓ+1

i=2 Ki — não há perda de
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generalidade nessa suposição, uma vez que os cones em questão podem ser reordenados se neces-
sário. A partir disso, é possível encontrar f ∈ X⭒⧵{0} demodo que f ∈ K▵1 e que−f ∈ (⋂ℓ+1

i=2 Ki)
▵
.

Se ℓ = 1, o teorema está provado. Senão, como {K2,… ,Kℓ+1} não é uma família de cones sepa-
ráveis por conter menos que ℓ + 1 cones, a Propriedade 47 garante que ⋂ℓ+1

i=2 riKi ≠ ∅, assim,

do Teorema 195,⋂ℓ+1
i=2 Ki = ⋂ℓ+1

i=2 Ki. Disso e das Propriedades 42 e 46, temos que

−f ∈ (
ℓ+1

⋂
i=2

Ki)
▵

=
ℓ+1
∑
i=2

K▵i .

Se a somatória em questão for, fracamente⭒, fechada, claramente, existirão y2,… , yℓ+1 cuja
somatória é −f e de modo que cada yi ∈ K▵i , assim, basta por y0 = f e yℓ+2 = ⋯ = ym = 0 e
o resultado seguirá. Senão, do Teorema 48, existirão y2,… , yℓ+1 não todos nulos cuja somatória
é nula e de modo que cada yi ∈ K▵i , assim, basta por y0 = yℓ+2 = ⋯ = ym = 0 e o resultado
seguirá.

Reciprocamente, suponha que existam y1,… , ym não todos nulos, de somatória nula e de modo
que cada yi ∈ K▵i . Sendo j ∈ {1∶m} o índice do primeiro y não-nulo, temos que yj ∈ K▵j e que

⟨x, yj⟩ = − ∑
i∈{1∶ m}⧵{j}

⟨x, yi⟩,

assim, para x ∈ ⋂i∈{1∶ m}⧵{j} Ki, vale ⟨x, yj⟩ ≥ 0, o que mostra que o hiperplano y−1j (0) separa Kj

de⋂i∈{1∶ m}⧵{j} Ki.

2.3.1 Cones aproximantes de Boltjanskĳ

Estudaremos, agora, os cones aproximantes de Boltjanskĳ, cones que podem ser assumidos con-
vexos e que satisfazem uma propriedade denominada, por [50], de Princípio da Interseção.

Definição 50 (página 235 de [43]). Sejam A ⊆ ℝn e q ∈ A. Um cone K ⊆ ℝn é dito cone
aproximante de Boltjanskĳ para A em q se, para quaisquer {v1,… , vk} ⊆ K (com k ∈ ℕ) e
ϵ > 0, existem {v′1,… , v′k} ⊆ ℝn satisfazendo ‖vj − v′j‖ < ϵ para j ∈ {1∶ k}, δ > 0 e uma aplicação
contínua Ξ∶ [0, δ]k → A ∪ {q} satisfazendo

Ξ(z) = q +
k

∑
j=1

zjv′j + o(‖z‖). (2.1)

Propriedade 51 (página 237 de [43]). Se K é um cone aproximante de Boltjanskĳ para A em q,
então, o mesmo vale para sua envoltória convexa coK.

Demonstração. Comece tomando {v1,… , vk} ⊆ coK (com k ∈ ℕ) e ϵ > 0. Do Teorema de
Karatheodorí para Envoltórias Convexas, para cada j ∈ {1∶ k}, existem α1,j,… ,αn+1,j ≥ 0 com
somatória 1

k
e {v1,j,… , vn+1,j} ⊆ K de modo que

vj = k
n+1
∑
i=1

αi,jvi,j.
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Agora, sabendo que K é cone aproximante de Boltjanskĳ para A em q, para cada conjunto
{vi,1,… , vi,k}, existem {v′i,1,… , v′i,k} satisfazendo ‖vi,j − v′i,j‖ < ϵ para j ∈ {1∶ k}, δi > 0 e uma
aplicação contínua Ξi∶ [0, δi]k → A ∪ {q} satisfazendo

Ξi(z) = q +
k

∑
j=1

zjv′i,j + o(‖z‖). (2.2)

Definindo v′j = k∑n+1
i=1 αi,jv′i,j, temos que ‖vj − v′j‖ < ϵ para j ∈ {1∶ k}. Ainda, pondo αi =

∑k
j=1 αi,j e δ = min{δ1,… , δn+1}, a aplicação Ξ∶ [0, δ]k → A ∪ {q} definida por

Ξ(z) =
n+1
∑
i=1

αiΞi

é tal que

Ξ(z) = q +
n

∑
j=1

zj (
n+1
∑
i=1

αi,jv′i,j) + o(‖z‖) = q +
n

∑
j=1

zjv′j + o(‖z‖),

o que mostra que coK é um cone aproximante de Boltjanskĳ para A em q.

Teorema 52 (página 237 de [43]). Seℝn é um cone aproximante de Boltjanskĳ para A em q, então,
este é um ponto interior de A ∪ {q}.

Demonstração. A demonstração desse teorema será feita para q = 0, porém, quando q ≠ 0, uma
simples translação da aplicação Ξ estende tal resultado para todo o ℝn.

Colocando e0 = −∑n
i=1 ei, o conjunto {e0,… , en} é, afinamente, independente (isto é, nenhum

ponto pode ser escrito como combinação convexa dos demais), sendo assim, denotando sua en-
voltória convexa por S, todo s ∈ S pode ser escrito, unicamente, como uma combinação convexa
dos ei com coeficientes zi. Tais coeficientes serão colocados em um vetor z ∈ ℝn+1.

Por hipótese, dado ϵ > 0, existem v0,… , vn ∈ ℝn satisfazendo ‖ei − vi‖ < ϵ para i ∈ {0∶ n},
um número δ > 0 e uma aplicação contínua Ξ∶ [0, δ]n+1 → A ∪ {0} satisfazendo

Ξ(z) =
n

∑
i=0

zivi + o(‖z‖).

Escolha α > 0 de modo que Bℝn[0,α] ⊆ S e, para r > 0 pequeno o suficiente, defina a aplicação
Φr∶ S → ℝn por Φr(s) =

1
r
Ξ(rz). Para ϵ e r pequeno o suficiente, qualquer s ∈ S satisfaz

‖Φr(s) − s‖ =
‖
‖‖‖

n

∑
i=0

zi(vi − ei) +
o(r)
r
‖
‖‖‖
≤

n

∑
i=0

zi‖vi − ei‖ +
o(r)
r ≤ ϵ + o(r)

r ≤ α
2 .

Fixando q ∈ Bℝn [0, α
2
] e definindo a aplicação contínua F∶ S × Bℝn [0, α

2
] → Bℝn[0,α] por

F(s, q) = q − Φr(s) + s, da estimativa acima, F(⋅, q) pode ser vista como uma aplicação sobre
Bℝn[0,α], o que, pelo Teorema do Ponto Fixo de Brouwer2, garante que ela possui um ponto fixo
μ ∈ B [0, α

2
], o que é equivalente a Φr(μ) = q. Isso permite dizer que Φ−1

r (Bℝn [0, α
2
]) ⊆ S,

assim, Bℝn (0, rα
2
) ⊆ A ∪ {0}.

2Consulte a página 353 de [35]
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Teorema 53 (página 240 de [43]). Sendo A1,A2 ⊆ ℝn e q ∈ A1∩A2, se K1 e K2 são os respectivos
cones aproximantes de Boltjanskĳ para A1 e A2 para q e são, fortemente, transversais, então, q é
ponto limite de A1 ∩ A2.

Demonstração. Sem perda de generalidade, assumimos, novamente, que q = 0 e chamamos e0 =
−∑n

i=1 ei. Da transversalidade entre C1 e C2, é possível encontrar, para cada i ∈ {0∶ n}, fi ∈ C1
e gi ∈ C2 satisfazendo ei = fi − gi.

Ainda, como existe z ∈ C1 ∩C2 ⧵ {0}, é possível afirmar que, para cada m > 0, ei = (fi+mz)−
(gi + mz) com fi + mz ∈ C1 e gi + mz ∈ C2.

A envoltória convexa de {f0+mz,… , fn+mz}, sendo uma translação da de {f0,… , fn}, que é um
conjunto compacto, por mz, pode ser escolhida de modo a não conter a origem. Sendo assim, não
há perda de generalidade em assumir que envoltória convexa dos fi não contém o zero.
Novamente, chamando S a envoltória convexa de {e0,… , en}, todo s ∈ S pode ser escrito, uni-

camente, como uma combinação convexa dos ei com coeficientes zi, que serão colocados em um
vetor z ∈ ℝn+1.
Sabendo que C1 e C2 são cones aproximantes para A1 e A2 na origem, dado ϵ > 0, existem

vetores f′0,… , f′n e g′0,… , g′n satisfazendo ‖fi − f′i‖ <
ϵ

2
e ‖gi − g′i‖ <

ϵ

2
para i ∈ {0∶ n}, δ > 0 e

aplicações contínuas

Ξ1∶ [0, δ]n+1 → A1 ∪ {0}

z ↦
n

∑
i=0

zif′i + o(‖z‖),

Ξ2∶ [0, δ]n+1 → A2 ∪ {0}

z ↦
n

∑
i=0

zig′i + o(‖z‖).

Sendo B[0,α] ⊆ int S, para r > 0 pequeno, defina Φr∶ S → ℝn por

Φr(s) =
Ξ1(rz) − Ξ2(rz)

r ,

para r e ϵ pequenos o suficiente, vale

‖Φr(s) − s‖ =
‖
‖‖‖

n

∑
i=0

zi(f′i − g′i) +
o(r)
r −

n

∑
i=0

ziei
‖
‖‖‖
=
‖
‖‖‖

n

∑
i=0

zi(fi − f′i) +
n

∑
i=0

zi(g′i − gi) +
o(r)
r
‖
‖‖‖

≤ ϵ + o(r)
r ≤ α

2 .

Mais uma vez, do Teorema do Ponto Fixo de Brouwer, Φ−1
r (Bℝn [0, α

2
]) ⊆ S, em particular,

existe zr = (z0,r,… , zn,r) ∈ S satisfazendo Ξ1(rzr) = Ξ2(rzr).
Afirmação. Ξ1(rzr) ≠ 0.

De fato, como
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Ξ1(rzr)
r =

n

∑
i=0

zi,rf′i +
o(r)
r

e a primeira parcela pertence à envoltória convexa dos vetores {f′0,… , f′n}, como a correspondente
envoltória dos vetores {f0,… , fn} não contém a origem (foi assumido acima sem perda de gene-
ralidade) e ambas são conjuntos compactos, escolhendo ϵ > 0 pequeno o suficiente, é possível
garantir que aquela não contém, também, a origem, o que, escolhendo r > 0 pequeno o suficiente,
garante que Ξ1(rzr) ≠ 0.

Desse modo, o ponto q∶ Ξ1(rzr) ∈ A1∩A2 ⧵ {0} pertence a Bℝn (0, rα
2
). Da arbitrariedade de r

e do fato de qualquer vizinhança da origem contém uma bola do tipo Bℝn (0, rα
2
), concluímos que

q é ponto limite de A1 ∩ A2.

Definição 54 (página 72 de [50]). A seguinte propriedade é denominada Princípio da Interseção:
dados C1,… ,Cm ⊆ ℝn, se, para cada i ∈ {1∶m}, o cone Ki é aproximante de Ci em um ponto x0,
e os cones K1,… ,Km são inseparáveis, então, x0 é ponto de acumulação de⋂m

i=1 Ci.

Corolário 55. Os cones aproximantes de Boltjanskĳ satisfazem o Princípio da Interseção.

Demonstração. Segue da Proposição 36 e do Teorema 53.

2.4 Princípios Variacionais

2.4.1 Penalização exata

Os resultados a seguir serão feitos supondo que X é espaço de Banach real.

Definição 56 (página 210 de [11]). Dado S ⊆ X, função dS∶ X → [0,∞[ definida por dS(x) =
dist(x, S) é denominada função distância associada a S.

Propriedade 57 (página 210 de [11]). A função dS é, globalmente, lipschitziana de posto um.

Demonstração. Dados x1, x2 ∈ X, da desigualdade triangular, qualquer y ∈ S satisfaz dS(x1) −
‖x1 − x2‖X ≤ ‖x1 − y‖X − ‖x1 − x2‖X ≤ ‖x2 − y‖X, assim, tomando ínfimo do lado direito e
rearranjando a desigualdade, vem dS(x1) − dS(x2) ≤ ‖x1 − x2‖X.

Proposição 58 (página 211 de [11]). Dado S ⊆ X um conjunto fechado, suponha que f∶ X → ℝ
seja lipschitziano de posto M em um aberto U contendo S. Nessas condições:

• Se x⭒ ∈ S minimiza f em tal conjunto, então, o funcional f + MdS atinge mínimo em U no
ponto x⭒;

• Se x⭒ ∈ U minimiza f+ M̃dS em tal conjunto para algum M̃ > M, então, x⭒ ∈ S e minimiza
f em tal conjunto.
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Demonstração. • Supondo que x⭒ ∈ S minimiza f em tal conjunto, sejam x ∈ U e ϵ > 0 e
escolha s ∈ S de modo que ‖x − s‖ ≤ dS(x) + ϵ. O fato de que x⭒ minimiza f em S e a
continuidade lipschitziana de f garantem que

f(x⭒) ≤ f(s) ≤ f(x) +M‖s − x‖X ≤ f(x) +MdS(x) +Mϵ.

Fazendo ϵ ↓ 0, obtemos que x⭒ minimiza f +MdS em U;

• Supondo que x⭒ ∈ U minimiza f + M̃dS em tal conjunto com M̃ > M, se x⭒ ∈ S, então, o
fato de que tal conjunto é fechado garante que dS(x⭒) > 0, o que permite escolher s ∈ S de
modo que

‖s − x⭒‖X <
M̃
MdS(x⭒).

Ainda, da continuidade lipschitziana de f, segue que f(s) ≤ f(x⭒) +M‖s− x⭒‖X, logo, como
x⭒ minimiza f + M̃dS em U, vale que

f(x⭒) + M̃dS(x⭒) ≤ f(s) ≤ f(x⭒) +M‖s − x⭒‖X < f(x⭒) + M̃dS(x⭒) (absurdo!)

Portanto, x⭒ ∈ S e minimiza f em tal conjunto.

2.4.2 Princípio Variacional de Ekeland

Teorema 59 (página 112 de [48]). Dados g∶ X → ℝ semicontínuo inferior e x0 ∈ X, suponha
que existem números λ,α > 0 satisfazendo

g(x0) ≤ inf g(X) + λα. (2.3)

Nessas condições, existe x⭒ ∈ BX[x0, λ] que minimiza x ↦ g(x) +α‖x− x⭒‖X e satisfaz g(x⭒) ≤
g(x0).

Demonstração. Defina a multifunção T∶ X ⇝ X por T(x) = {y ∈ X ∣ g(y) + α‖x − y‖X ≤ g(x)}.
Dados x ∈ X e {yi} ⊆ T(x) tendendo a y ∈ X, a semicontinuidade inferior de g garante que

g(y) + α‖x − y‖X = g(y) + α lim
i↑∞

‖x − yi‖X ≤ lim inf
i↑∞

g(yi) + α lim inf
i↑∞

‖x − yi‖X ≤ g(x),

o que mostra que y ∈ T(x) e, consequentemente, que T assume, somente, valores fechados.

Afirmação. Para todos x, y ∈ X, y ∈ T(x) ⇒ T(y) ⊆ T(x).
De fato, dado z ∈ T(y), temos que

g(z) + α‖x − z‖X ≤ g(z) + α‖y − z‖X + α‖x − y‖X ≤ g(y) + α‖x − y‖X ≤ g(x),

o que mostra que z ∈ T(x).
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Agora, definindo ξ∶ X → ℝ por ξ(x) = inf(g ∘ T)(x), como ξ(x) ≤ g(x) − α‖x− y‖X para todo
y ∈ T(x), segue que diam T(x) ≤ 2

α
[g(x) − ξ(x)]. Ainda, dessa definição, é possível construir uma

sequência {xi} ⊆ X escolhendo, para cada j ∈ ℤ+, xj+1 ∈ T(xj) satisfazendo g(xj+1) − ξ(xj) ≤
1
2j
.

Para cada i ∈ ℤ+, como T(xi+1) ⊆ T(xi), vale ξ(xi) ≤ ξ(xi+1), logo, como ξ ≤ g em X,

ξ(xi+1) ≤ g(xi+1) ≤ ξ(xi) +
1
2i ≤ ξ(xi+1) +

1
2i .

Isso mostra que 0 ≤ g(xi+1) − ξ(xi+1) ≤
1
2i
, então, qualquer i ∈ ℤ+ satisfaz

diamT(xi+1) ≤
1

2i−1α ,

o que acarreta que {T(xi) ∣ i ∈ ℕ} é uma família de conjuntos encaixados em ordem decres-
cente cujos diâmetros tendem a zero para i ↑ ∞. A partir disso, {xi} é sequência de Cauchy e,
consequentemente, converge a x⭒ ∈ X, o que mostra que

∞

⋂
i=0

T(xi) = {x⭒},

logo, g(x⭒) + α‖x0 − x⭒‖X ≤ g(x0). Também, da afirmação provada, T(x⭒) = {x⭒}, logo, x ≠
x⭒ ⇒ g(x⭒) < g(x) + α‖x − x⭒‖X. Por fim,

g(x⭒) + α‖x0 − x⭒‖X ≤ g(x0) ≤ inf g(X) + λα ≤ g(x⭒) + λα,

o que mostra que ‖x0 − x⭒‖X ≤ λ.
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3 Princípio de Pontrjagin

3.1 Problemas de controle ótimo

Nessa seção, apresentaremos os problemas de otimização que serão trabalhados neste capítulo.
O trabalho, aqui, é baseado em [1].

3.1.1 Problemas sentido-estrito

Começaremos com o problema original, no qual a variável temporal é independente e, por causa
disso, tal problema não apresenta impulsos.

Hipótese 1 (páginas 818 e 819 de [1]). Considere:

• Um conjunto fechado 𝒯 ⊆ [0,∞[ × ℝn, que será denominado conjunto alvo;

• Um compacto A ⊆ ℝq e um cone fechado C ⊆ ℝm formado pelo produto cartesiano de
um cone fechado de ℝm1 contendo os eixos canônicos por um cone saliente fechado de ℝm2;
tanto A quanto C serão denominados conjuntos de controle;

• Uma aplicação f ∈ 𝒞0(ℝn × A; ℝn) cujas primeiras n derivadas parciais de primeira ordem
são contínuas, que será denominada dinâmica de derrapagem;

• Campos de vetores g1,… , gm ∈ 𝒞1(ℝn, ℝn);

• Uma função ℓ∶ ℝn × C × A → ℝ definida por ℓ(x, u, a) = ℓ0(x, a) + ℓ1(x, u) com ℓ0 e a
função recessão

ℓ̂1(x,w0,w) ≔ lim
r→w0

rℓ1 (x,
w
r )

sendo contínuas e tendo as primeiras n derivadas parciais de primeira ordem contínuas; ℓ
será denominada lagrangiano;

• A função Ψ ∈ 𝒞1(ℝ × ℝn, ℝ), que será chamada custo final.

Antes de prosseguir, introduzimos algumas notações que podem ser úteis para o texto:

• A norma de Lp (p ∈ [1,∞]) será denotada por ‖ ⋅ ‖p;

• As bolas aberta e fechada de centro x0 ∈ Lp (p ∈ [1,∞]) e raio r > 0 serão denotadas,
respectivamente, por Bp(x0, r) e Bp[x0, r].
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Definição 60 (página 819 de [1]). O conjuntoU consistindo de todas as ternas (T, u, a) satisfazendo
T > 0, u ∈ L1([0,T];C) e a ∈ L1([0,T];A) é denominado conjunto de controle sentido-estrito.

Definição 61 (página 819 de [1]). Dados (T, u, a) ∈ U e (x, v) uma solução de Karatheodorí de

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

̇x = f(x, a) +
m

∑
i=1

gi(x)ui,

̇v = |u|,
(x, v)(0) = ( ̌x, 0),

(3.1)

a quintúpla (T, u, a, x, v) é denominada processo sentido-estrito. Ainda, esse processo é denomi-
nado factível se (T, x(T)) ∈ 𝒯 e v(T) ∈ [0,K], em que K ∈ [0,∞].

Com todos esses conceitos, é possível introduzir o problema de controle ótimo sentido-estrito

⎧
⎨
⎩

minimizar Ψ(T, x(T)) +∫
T

0
ℓ(x, u, a)(t) dt

sobre todos os processos sentido-estrito factíveis (T, u, a, x, v).
(3.2)

Definição 62 (página 819 de [1]). Um processo sentido-estrito factível (T, u, a, x, v) é denominado
minimizador sentido-estrito local se existe δ > 0 de modo que qualquer processo sentido-estrito
(T, u, a, x, v) verificando dist ((T, x, v); (T, x, v)) < δ (a distância, aqui, é a usual para espaços-
-produto) satisfaz

Ψ (T, x (T)) +∫
T

0
ℓ(x, u, a)(t) dt ≤ Ψ(T, x(T)) +∫

T

0
ℓ(x, u, a)(t) dt. (3.3)

Se esta desigualdade vale para qualquer processo sentido-estrito factível, (T, u, a, x, v) é chamado
minimizador sentido-estrito global.

3.1.2 Problemas espaço-temporais

Passaremos, agora, ao problema mais geral, que parametriza tanto as variáveis temporal e es-
pacial e permite, com isso, um caráter impulsivo. Antes disso, porém, dado um funcional f, seu
ínfimo essencial, ou seja, o maior r ∈ ℝ para o qual a medida de Lebesgue de f−1(]− ∞, r[) é
nula, será denotado por ess inf f.

Definição 63 (página 820 de [1]). O conjunto 𝒲 das quadrúplas (S,w0,w,α) satisfazendo S >
0, w0 ∈ L∞([0, S]; [0,∞[), w ∈ L∞([0, S];C), α ∈ L∞([0, S];A) e ess inf(w0 + |w|) > 0 é
denominado conjunto de controle espaço-temporal.

Definição 64 (página 820 de [1]). Dados (S,w0,w,α) ∈ 𝒲 e (y0, y, β) uma solução Karatheodorí
de



47

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪
⎩

̇y0 = w0,

̇y = f(y,α)w0 +
m

∑
i=1

gi(y)wi,

β̇ = |w|,
(y0, y, β)(0) = (0, ̌x, 0)

(3.4)

o processo (S,w0,w,α, y, y0, β) é denominado processo espaço-temporal. Mais ainda, ele é cha-
mado factível se (y0, y)(S) ∈ 𝔗 e β(S) ∈ [0,K].

A partir disso, é possível introduzir o problema espaço-temporal

⎧
⎨
⎩

minimizar Ψ(y0, y)(S) +∫
S

0
ℓe(y,w0,w,α)(s) ds

sobre todos os processos espaço-temporais factíveis (S,w0,w,α, y0, y, β),
(3.5)

em que o lagrangiano extendido ℓe∶ ℝn × [0,∞[ × C × A → ℝ é definido por ℓe(y,w0,w,α) =
ℓ0(y,α)w0 + ℓ̂1(y,w0,w).

Propriedade 65 (página 820 de [1]). Dada uma função crescente, bĳetiva e bilipschitziana ς∶ [0, S] →
[0, S̃], e definindo, para cada (S,w0,w,α, y, y0, β),

(w̃0, w̃) = [(w0,w) ∘ ς−1]
dς−1
ds ,

(α̃, ỹ0, ̃y, β̃) = (α, y0, y, β) ∘ ς−1,

(S,w0,w,α, y, y0, β) é um processo espaço-temporal para (3.5) se, e somente se, (S̃, w̃0, w̃, α̃, ̃y, ỹ0,
β̃) também o é, e os custos coincidem.

Demonstração. Claramente, se (S,w0,w,α, y, y0, β) é um processo espaço-temporal para (3.5),
então,

dỹ0
ds = ( ̇y0 ∘ ς−1)

dς−1
ds = (w0 ∘ ς−1)

dς−1
ds = w̃0,

d ̃y
ds = ( ̇y ∘ ς−1) dς

−1

ds = {[f(y,α)w0 +
m

∑
i=1

gi(y)wi] ∘ ς−1}
dς−1
ds

= {f( ̃y, α̃) (w0 ∘ ς−1) +
m

∑
i=1

gi( ̃y) (wi ∘ ς−1)}
dς−1
ds = f( ̃y, α̃)w̃0

+
m

∑
i=1

gi( ̃y)w̃i,

dβ̃
ds = (β̇ ∘ ς−1) dς

−1

ds = ||w ∘ ς−1|| dς
−1

ds = |w̃|,

(ỹ0, ̃y, β̃) (0) = (y0, y, β) ∘ ς−1(0) = (ỹ0, ̃y, β̃) (0) = (0, ̌x, 0),
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o que mostra que (S̃, w̃0, w̃, α̃, ̃y, ỹ0, β̃) o faz também.
Agora, se (S̃, w̃0, w̃, α̃, ̃y, ỹ0, β̃) é um processo espaço-temporal para (3.5), como

(w0,w) = [(w̃0, w̃) ∘ ς] ̇ς
(α, y0, y, β) = (α̃, ỹ0, ̃y, β̃) ∘ ς,

então,

̇y0 = (dỹ0ds ∘ ς) ̇ς = (w̃0 ∘ ς) ̇ς = w0,

d ̃y
ds = ( ̇y ∘ ς) ̇ς = {[f( ̃y, α̃)w̃0 +

m

∑
i=1

gi( ̃y)w̃i] ∘ ς} ̇ς

= {f(y,α)(w̃0 ∘ ς) +
m

∑
i=1

gi(y)(w̃i ∘ ς)} ̇ς = f(y,α)w0 +
m

∑
i=1

gi(y)wi,

β̇ = (dβ̃ds ∘ ς) ̇ς = |w̃ ∘ ς| ̇ς = |w|,

(y0, y, β)(0) = (ỹ0, ̃y, β̃) ∘ ς(0) = (y0, y, β)(0) = (0, ̌x, 0),

o que mostra que (S,w0,w,α, y, y0, β) o é também.
Por fim,

Ψ(ỹ0, ̃y)(S̃) +∫
S̃

0
ℓe( ̃y, w̃0, w̃, α̃)(s) ds = Ψ(y0, y) ((ς−1 ∘ ς) (S))

+∫
ς(S)

0
ℓe(y,w0,w,α)(ς−1(s))

dς−1
ds ds

= Ψ(y0, y)(S) +∫
S

0
ℓe(y,w0,w,α)(s) ds,

o que mostra que os custos coincidem.

Definição 66 (página 820 de [1]). Um processo espaço-temporal factível (S,w0,w,α, y0, y, β) é
denominado minimizador espaço-temporal local se existe δ > 0 tal que qualquer processo es-
paço-temporal factível (S,w0,w,α, y0, y, β) verificando

dist ((S, y0, y, β); (S, y0, y, β)) < δ

satisfaz

Ψ(y0, y) (S) +∫
S

0
ℓe(y,w0,w,α)(s) ds ≤ Ψ(y0, y)(S) +∫

S

0
ℓe(y,w0,w,α)(s) ds. (3.6)

Se essa desigualdade vale para qualquer processo espaço-temporal, (S,w0,w,α, y0, y, β) é cha-
mado minimizador espaço-temporal global.
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A partir dessa propriedade, é possível estabelecer uma relação ∼ de equivalência entre dois
processos: (S,w0,w,α, y, y0, β) é equivalente a (S̃, w̃0, w̃, α̃, ̃y, ỹ0, β̃) se, e somente se, existe uma
ς∶ [0, S] → [0, S̃] com as características exibidas na Propriedade 65.

Combinando essa definição com o lema anterior e notando que uma aplicação bilipschitziana
associa pontos de uma bola aberta a pontos de outra bola aberta, surge o seguinte resultado:

Proposição 67 (página 820 de [1]). Um processo espaço-temporal factível (S,w0,w,α, y0, y, β) é
um minimizador local (respectivamente, global) se, e somente se, todo processo equivalente por ∼
também é um minimizador local (respectivamente, global).

O resultado acima permite considerar (3.5) como um problema no espaço quociente e, conse-
quentemente, permite substituir qualquer processo factível por sua parametrização canônica.

Definição 68 (página 821 de [1]). Dado um processo (S,w0,w,α, y0, y, β) e colocando ς(s) =
∫s
0 [w0(r) + |w(r)|] dr, o processo (Sc,w0,c,wc,αc, y0,c, yc, βc) definido por

Sc = ς(S),

(w0,c,wc) = [(w0,w) ∘ ς−1]
dς−1
ds ,

(αc, y0,c, yc, βc) = (α, y0, y, β) ∘ ς−1
(3.7)

é denominado parametrização canônica de (S,w0,w,α,y0,y,β).

Definição 69 (página 821 de [1]). Oconjunto a seguir é denominado conjunto de controle espaço-
-temporal canônico

𝒲c = {(S,w0,w,α) ∈ 𝒲 || w0(s) + |w(s)| = 1 ∀̇s ∈ [0, S]} ,

e seus elementos são denominados controles espaço-temporais canônicos.

Incorporando os problemas sentido-estrito neles

Dado (T, u, a, x, v) um processo sentido-estrito, pondo

ς(t) = ∫
t

0
[1 + |u(τ)|] dτ,

S = ς(T),
y0 = ς−1∶ [0, S] → [0,T],

(3.8)

o processo

(S,w0,w,α, y0, y, β) ≔ (S, ̇y0, (u ∘ y0) ̇y0, a ∘ y0, y0, x ∘ y0, v ∘ y0) (3.9)

é um processo espaço-temporal canônico com w0 > 0 quase sempre. Também, dado um processo
(S,w0,w,α, y0, y, β) com w0 > 0 quase sempre, a função y0∶ [0, S] → [0,T] — definida por
y0(s) = ∫s

0 w0(τ) dτ, é crescente e bĳetiva — possui uma inversa ς ∈ 𝒜𝒞([0,T]; [0, S]) e
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(T, u, a, x, v) ≔ (T, (w ∘ ς) ̇ς,α ∘ ς, y ∘ ς, β ∘ ς)

é um processo sentido-estrito. Logo, o conjunto de controle sentido-estrito pode ser identificado
com o conjunto dos processos espaço-temporais satisfazendo w0 > 0 quase sempre.

Proposição 70 (página 821 de [1]). Um processo sentido-estrito (T, u, a, x, v) é um minimizador
local para (3.2) se, e somente se, o processo espaço-temporal (S,w0,w,α, y0, y, β) definido como
em (3.8) e (3.9) é um minimizador local para (3.5) sobre todos os processos factíveis satisfazendo
w0 > 0 quase sempre.

Como visto, quando w0 > 0 quase sempre, o problema (3.5) nada mais é do que uma repa-
rametrização do (3.2). Porém, permitindo que w0 se anule em um conjunto de medida positiva,
pode-se observar o aparecimento de impulsos, isto é, intervalos na variável s nos quais a variável
temporal permanece constante, resultando em “evolução instantânea” das variáveis de controle
e de estado. No caso mais extremo que w0 = 0 quase sempre, o processo correspondente só
apresenta evoluções instantâneas das variáveis de controle e estado, o que o caracteriza como,
totalmente, impulsivo.

Não é objetivo deste capítulo estudar problemas sentido-estrito e/ou, totalmente, impulsivos,
porém, ainda assim, apresentamos uma versão do Princípio de Pontrjagin para aqueles — e que
melhora um resultado obtido por [10] — e condições de posto para ocorrência destes.

3.2 Versão de primeira ordem

O foco desta seção é apresentar uma versão do Princípio de Pontrjagin de primeira ordem para o
problema (3.5) e algumas de suas consequências, em especial, uma “concorrência” entre as funções
hamiltonianas impulsiva e de derrapagem. O trabalho, aqui, é baseado em [1].
Devido à independência de taxa do problema (3.5), um minimizador deste será assumido canô-

nico. Pondo W = {(w0,w) ∈ [0,∞[ × C ∣ w0 + |w| = 1}, considere a função hamiltoniana
não-maximizada H∶ ℝn × ℝ × ℝn × ℝ × ℝ × [0,∞[ × C × A → ℝ definida por

H(x, p0, p,π, λ,w0,w, a) = p0w0 + ⟨p; f(x, a)w0 +
m

∑
i=1

gi(x)wi⟩ + π|w| − λℓe(x,w0,w, a)

e a hamiltoniana regular 𝔥∶ ℝn×ℝ×ℝn×ℝ×ℝ → ℝ formada maximizando a expressão acima
nas últimas três variáveis quando (w0,w) ∈ W e a ∈ A.

Teorema 71 (página 822 de [1]). Se (S,w0,w,α, y0, y, β) é um minimizador local para (3.5),
então, para cada cone aproximante de Boltjanskĳ Γ para 𝒯 em (y0, y) (S), existem p0 ∈ ℝ,
p ∈ 𝒜𝒞([0, S]; ℝn), π ∈ ]−∞, 0] e λ ∈ [0,∞[ satisfazendo:

• (Não-trivialidade) Nem todos entre p0, p e λ são nulos. Mais ainda, se y0 (S) > 0, então, p e
λ não podem ser nulos ao mesmo tempo;
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• (Não-transversalidade)

(p0, p (S)) ∈ −λ∇Ψ ((y0, y) (S))

π ∈ {
{0} se β (S) < K,

]0,∞[ se β (S) = K;

(3.10)

• (Equação adjunta) Para quase todo s ∈ [0, S],

ṗ(s) = −𝜕H𝜕x (y(s), p(s),π, λ,w0(s),w(s),α(s)) ; (3.11)

• (Maximização de primeira ordem) Para quase todo s ∈ [0, S],

H (y(s), p0, p(s),π, λ,w0(s),w(s),α(s)) = 𝔥 (y(s), p0, p(s),π, λ) ; (3.12)

• (Anulação da hamiltoniana) Para todo s ∈ [0, S],

𝔥 (y(s), p0, p(s),π, λ) = 0. (3.13)

A demonstração desse teorema pode ser feita ignorando o raciocínio relativo às variações tipo-
-colchete na seção 3.5 e repetindo o restante.

Definição 72 (página 823 de [1]). Um processo (S,w0,w,α, y0, y, β) é um extremal se existe
algum multiplicador (p0, p,π, λ) satisfazendo as condições. Mais ainda, tal extremal é denomi-
nado normal se nenhuma escolha de multiplicador satisfaz λ = 0; anormal caso contrário; e,
estritamente, anormal se qualquer escolha de multiplicador satisfaz λ = 0.

Defina, agora, a hamiltoniana impulsiva 𝔥imp∶ ℝn×ℝ×ℝn×ℝ → ℝ e a derrapante 𝔥der∶ ℝn×
ℝn × ℝ × ℝ → ℝ por

𝔥der(x, p0, p, λ) = max{p0 + ⟨p, f(x, a)⟩ − λℓ0(x, a) ∣ a ∈ A},

𝔥imp(x, p,π, λ) = max {⟨p,
m

∑
i=1

gi(x)wi⟩ + π − λℓ1(x,w)
||||
w ∈ C ∩ 𝕊m−1} .

Corolário 73 (página 823 de [1]). Dados um extremal (S,w0,w,α, y0, y, β) e (p0, p,π, λ), existe
um conjunto nulo𝒩 ⊆ [0, S] tal que, para todo s ∈ [0, S] ⧵ 𝒩,

0 = 𝔥(y(s), p0, p(s),π, λ) = max {𝔥der (y(s), p0, p(s), λ) ; 𝔥imp (y(s), p(s),π, λ)} , (3.14)
0 = w0(s) [p0 + ⟨p(s); f(y(s),α(s))⟩ − λℓ0(y(s),α(s))] , (3.15)

0 = ⟨p(s),
m

∑
i=1
(gi ∘ y)(s)wi(s)⟩ + π|w(s)| − λℓ1(y(s),w(s)). (3.16)

Em particular,
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• Se algum s ∈ [0, S] ⧵ 𝒩 satisfaz 𝔥der(y(s), p0, p(s), λ) < 0, então, w0(s) = 0 e

⟨p(s),
m

∑
i=1
(gi ∘ y)(s)wi(s)⟩ + π − λℓ1(y(s),w(s)) = 𝔥imp(y(s), p(s),π, λ) = 0;

• Se algum s ∈ [0, S] ⧵ 𝒩 satisfaz 𝔥imp (y(s), p(s),π, λ) < 0, então, w(s) = 0 e

p0 + ⟨p(s); f(y(s),α(s))⟩ − λℓ0(y(s),α(s)) = 𝔥der(y(s), p(s),π, λ) = 0.

Demonstração. De (3.13), qualquer s ∈ [0, S] satisfaz

p0w0 + ⟨p(s); f(y(s), a)w0 +
m

∑
i=1

(gi ∘ y) (s)wi⟩ + π|w| − λ [ℓ0(y(s), a)w0 + ℓ1(y(s),w)] ≤ 0

para todo (w0,w, a) ∈ W × A. Em particular, escolhendo w = 0, vale w0 = 1 e

p0 + ⟨p(s); f(y(s), a)⟩ − λℓ0(y(s), a) ≤ 0 ∀a ∈ A,

enquanto que, para w0 = 0, é obtido que

⟨p(s),
m

∑
i=1
(gi ∘ y)(s)wi⟩ ∀(w, a) ∈ C × A, |w| = 1.

A partir disso, 𝔥der(y(s), p(s),π, λ) ≤ 0 e 𝔥imp(y(s),π, λ) ≤ 0, o que permite afirmar, por (3.13)
novamente, que o máximo dos dois é zero. Tomando 𝒩 ⊆ [0, S] o conjunto nulo sobre cujo
complementar é verificada (3.12), fica demonstrada (3.14).

Ainda, se s ∈ [0, S] ⧵ 𝒩, por (3.12) e (3.13), vale

0 = w0(s)[p0 + ⟨p(s); f(y(s),α(s))⟩ − λℓ0(y(s),α(s))]

+ ⟨p(s);
m

∑
i=1
(gi ∘ y)(s)wi(s)⟩ + π|w(s)| − λℓ1(y(s),w(s)).

Como cada uma das parcelas é não-negativa pelas duas desigualdades acima, ficam provadas
(3.15) e (3.16).
Para provar o primeiro item, supondo 𝔥der(y(s), p(s),π, λ) < 0, (3.15) implica w0(s) = 0 e

|w(s)| = 1, o que prova o item por (3.16). Finalmente, para provar o segundo item, supondo
𝔥imp(y(s), p(s),π, λ) < 0, a 1-homogeneidade positiva de H com respeito a (w0,w) e (3.16) im-
plicam w(s) = 0, logo, w0(s) = 1 e o resultado fica provado por (3.15).

Os vetores canônicos dos espaços euclidianos serão denotados por ej.

Corolário 74 (página 824 de [1]). Sendo (S,w0,w,α, y0, y, β) um extremal canônico para (3.5)
ligado a um multiplicador (p0, p,π, λ), se

π = 0, λℓe(y(s), 0, ±ei, a) = 0 ∀s ∈ [0, S] , i ∈ {1∶m1}, (3.17)
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então, ⟨p(s), (gi ∘ y)(s)⟩ = 0 para todo s ∈ [0, S] e i ∈ {1∶m1}.

Demonstração. Por (3.13) e da definição da hamiltoniana, dados s ∈ [0, S] e (w0,w, a) ∈ W× A,
vale

p0w0 + ⟨p(s); f(y(s), a)w0 +
m

∑
i=1
(gi ∘ y)(s)wi⟩ + π|w| − λ[ℓ0(y(s), a)w0 + ℓ1(y(s),w)] ≤ 0.

Escolhendo, em particular, w0 = 0 e w = ±ei para i ∈ {1∶m1}, o resultado fica provado.

Observação 75 (página 824 de [1]). Do Teorema 71, π = 0 quando β(S) < K. Mais ainda, a
hipótese λℓe(y(s), 0, ±ei, a) = 0 é satisfeita quando (S,w0,w,α, y0, y, β) é um extremal anormal
ou quando ℓ̂1(x, 0,w) = 0 para quaisquer x ∈ ℝn e w ∈ ℝm1 × {0}m2 .

3.3 Versão de alta ordem

O foco desta seção é apresentar a versão de alta ordem do Princípio de Pontrjagin para o pro-
blema (3.5) e algumas de suas consequências.

Teorema 76 (página 825 de [1]). Assumindo que a Hipótese 1 é satisfeita com ℓ̂1(⋅, 0, ⋅) ≡ 0, se
(S,w0,w,α, y0, y, β) é um minimizador para (3.5) satisfazendo β (S) < K, então, para cada cone
aproximante de Boltjanskĳ Γ para o alvo 𝒯 em (y0, y) (S), existem p0 ∈ ℝ, p ∈ 𝒜𝒞 ([0, S] ; ℝn)
e λ ∈ [0,∞[ satisfazendo todas as condições do Teorema 71 e verificando

0 = ⟨p(s), (gi ∘ y)(s)⟩ ∀s ∈ [0, S] , i ∈ {1∶m1}, (3.18)
0 = ⟨p(s), (B ∘ y)(s)⟩ ∀s ∈ [0, S] , B ∈ 𝔅0. (3.19)

Corolário 77 (páginas 825 e 826 de [1]). Assumindo que a Hipótese 1 é satisfeita com ℓ̂1(⋅, 0, ⋅) ≡
0, se (S,w0,w,α, y0, y, β) é um minimizador para (3.5) satisfazendo β (S) < K, então, para cada
cone aproximante de Boltjanskĳ Γ para o alvo𝒯 em (y0, y) (S), sejam p0 ∈ ℝ, p ∈ 𝒜𝒞([0, S]; ℝn)
e λ ∈ [0,∞[ satisfazendo todas as condições do Teorema 76. Sob essas condições, para cada
B ∈ 𝔅1 ∪ {g1,… , gm}, vale

⟨p; [fα,B] (y)w0 +
m

∑
j=m1+1

[gj,B](y)wj⟩ = −λ ⟨𝜕ℓ
e

𝜕x (y,w0,w,α);B(y)⟩ (3.20)

quase sempre em [0, S]. Em particular, se m1 = m e a condição

λ ⟨𝜕ℓ
e

𝜕x (y,w0,w,α);B(y)⟩ = 0 (3.21)

é satisfeita quase sempre em [0, S], então,

⟨p; [fα,B] (y)w0⟩ = 0 (3.22)

quase sempre em [0, S].
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Demonstração. Em primeiro lugar, fixando i ∈ {1∶m1}, derivar, formalmente, a correspondente
igualdade em (3.19) em relação a t fornece

0 = ⟨ṗ,B(y)⟩ + ⟨p, JxB(y)
dy
dt ⟩

= −⟨p, Jxfα(y)w0 +
m

∑
i=1

gi(y)wi⟩ + λ ⟨ℓe(y,w0,w,α);B(y)⟩

+ ⟨p; JxB(y) [fα(y)w0 +
m

∑
i=1

gi(y)wi]⟩

⇔ −λ ⟨ℓe(y,w0,w,α);B(y)⟩ = ⟨p, Jxfα(y)B(y) − JxB(y)fα(y)⟩w0

+ ⟨p;
m

∑
i=1

[JxB(y)gi(y) + Jxgi(y)B(y)]wi⟩

−λ ⟨ℓe(y,w0,w,α);B(y)⟩ = ⟨p; [fα,B] (y)w0 +
m

∑
i=1
[gi,B]wi⟩

quase sempre em [0, S]. Dito isso, se B ∈ 𝔅1, segue que [gi,B] ∈ 𝔅0 para i ∈ {1∶m1}, logo,
por (3.19), ⟨p; [gi,B]⟩ = 0 para i ∈ {1∶m1}, o que mostra (3.20) para esse caso. Senão, para
B ∈ {g1,… , gm}, (3.18) garante que as contas valem ainda assim, o que prova (3.20) para esse
caso.

Finalmente, (3.22) segue de uma simples substituição de (3.21) em (3.20).

Observação 78 (página 826 de [1]). A condição (3.21) pode ser verificada se λ = 0 (isto é, no
caso anormal) ou se ℓ0 e ℓ1 são independentes de x e ℓ̂1(0, ⋅) ≡ 0 (o problema de tempo mínimo
é um exemplo de onde isso se aplica).

3.3.1 Sistemas lineares

Tome C e Ematrizes reais de ordem n×n e n×m respectivamente, e considere o sistema linear
̇x = Cx + Eu.
Pondo f(x) ≔ Cx e gi como o campo de vetores constante e igual à iª coluna de E, como

[gi, gj] = Ei ⋅ Ej − Ej ⋅ Ei = 0 para todo i ∈ {1∶m} e j ∈ {1∶ n}, todos os colchetes de Lie de
qualquer ordem se anulam. Mais ainda, (3.18) é reduzida a

pE ≡ 0, (3.23)

enquanto, devido a (3.21), a equação adjunta é lida ṗ = −pC, o que, diferenciando (3.23) n − 1
vezes, fornece

pCjE = 0 ∀j ∈ {1∶ n − 1}. (3.24)
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3.3.2 Processos, totalmente, impulsivos

O objetivo dessa subseção é destacar as condições necessárias/suficientes para que um processo
ótimo (S,w0,w,α, y0, y, β) seja, totalmente, impulsivo, isto é, evolua de modo instantâneo, o que
significa que y0 (S) = 0 e, consequentemente, w0 = 0 quase sempre em [0, S].

Para tal objetivo, duas condições de posto são dadas:

1. Condições de posto 𝒞0-pontuais em x ∈ ℝn:

(1.1)x Existem r ∈ ℕ e colchetes de Lie iterados B1,… ,Br ∈ 𝔅0 satisfazendo

span {B1(x),… ,Br(x), g1(x),… , gm1(x)} = ℝn; (3.25)

(1.2)x Para cada a ∈ A, existem r, k ∈ ℕ e colchetes de Lie iterados B1,… ,Br ∈ 𝔅0 e
B̂1,… , B̂k ∈ 𝔅1 satisfazendo

span {B1(x),… ,Br(x), [fa, B̂1] (x),… , [fa, B̂k] (x), g1(x),… , gm1(x),
[fa, g1] (x),… , [fa, gm1] (x)} = ℝn.

(3.26)

2. Condição de Controlabilidade de Kalman: o sistema é linear da forma ̇x = Cx + Eu e sua
matriz de controlabilidade [E CE ⋯ Cn−1E] possui posto n.

Hipótese 2 (página 827 de [1]). Além dos itens da Hipótese 1, suponha que

6. O alvo é invariante por tempo, isto é, da forma 𝒯 = ℝ × 𝒯 com 𝒯 ⊆ ℝn;

7. O custo final Ψ é independente do tempo;

8. O lagrangiano ℓ é, estritamente, positivo e ℓ̂1(⋅, 0, ⋅) ≡ 0.

Lema 79 (página 827 de [1]). Assumindo 1 a 8 naHipótese 2 e sendo π = 0, para cada subconjunto
ℐ ⊆ [0, S] de medida positiva, não vale

p = 0 e ℓe(y,w0,w,α) > 0 quase sempre em ℐ (3.27)
nem

p = 0 e 𝜕ℓe
𝜕x (y,w0,w,α) ≠ 0 quase sempre em ℐ. (3.28)

Demonstração. Do item 7 da Hipótese 2, é obtido que Γ = ℝ × Γ̂ com Γ̂ um cone de ℝn, assim,
do item 8 desta e da identidade Γ⟂ = {0}× Γ̂⟂, a condição de não-transversalidade fornece p0 = 0.

Assumindo que (3.27) valha emumconjunto ℐ ⊆ [0, S] demedida positiva, como (p0, p(s),π) =
(0, 0, 0) para todo s ∈ ℐ, a igualdade (3.13) fornece λℓe ∘ (y,w0,w,α)(s) = 0 para quase todo
s ∈ ℐ, assim, por (3.27), λ = 0.

Agora, assumindo a validade de (3.28) em um conjunto ℐ ⊆ [0, S] de medida positiva, como
(p0, p(s),π) = (0, 0, 0) para todo s ∈ ℐ, a igualdade (3.11) fornece λ𝜕ℓ

e

𝜕x
(y(s),w0(s),w(s),α(s)) =

0 para quase todo s ∈ ℐ, assim, por (3.28), λ = 0.



56

Escolhendo, agora, ̂s ∈ ℐ de modo que p( ̂s) = 0, como, em qualquer caso, λ = 0, a equação
adjunta é linear em p, o que mostra que p ≡ 0 em [0, S]. Sendo assim, (p0, p,π, λ) = (0, 0, 0, 0),
o que contradiz a condição de não-trivialidade.

Teorema 80 (página 827 de [1]). Assumindo a Hipótese 2, sejam (S,w0,w,α, y0, y, β) um minimi-
zador local canônico para (3.5) satisfazendo β (S) < K e (p0, p, λ) um multiplicador como no Teo-
rema 76. Sob tais condições, se uma das condições abaixo é satisfeita, então, (S,w0,w,α, y0, y, β)
é, totalmente, impulsivo:

1. Para cada s ∈ [0, S], (1.1)y(s) é satisfeita;

2. Para cada s ∈ [0, S], (1.2)y(s) é satisfeita e

J ≔ {s ∈ [0, S] || (1.1)y(s) não vale} ≠ ∅.

Mais ainda, m1 = m e λ𝜕ℓ
e

𝜕x
(y(s),w0(s),w(s),α(s)) = 0 para quase todo s ∈ J;

3. O sistema é linear, a Condição de Controlabilidade de Kalman é satisfeita e λ𝜕ℓ
e

𝜕x
∘(y,w0,w,α)

(s) = 0 para quase todo s ∈ [0, S].

Demonstração. O primeiro passo é notar que, como β (S) < K, π = 0.
Supondo que o item 1 da hipótese seja verificado, para cada s ∈ [0, S], por (1.1)y(s), existem

um natural r e colchetes de Lie iterados B1,… ,Br ∈ 𝔅0 satisfazendo (3.25) e, em vista de (3.18)
e (3.19), qualquer s ∈ [0, S] satisfaz

⟨p(s), (gi ∘ y)(s)⟩ = 0,
⟨p(s), (Bj ∘ y)(s)⟩ = 0

para i ∈ {1∶m1} e j ∈ {1∶ r}, o que prova que p ≡ 0 em [0, S].
Assuma, por absurdo, que existe um subconjunto de medida positiva ℐ ⊆ [0, S] no qual w0 > 0

quase sempre. Da 1-homogeneidade da função ℓ em relação aw0, isto implica ℓe(y0, y,w0,w,α) >
0 quase sempre em ℐ, o que contradiz o Lema 79.

Agora, assumindo a validade do item 2 da hipótese, se s ∈ [0, S] ⧵ J, o raciocínio acima garante
que p(s) = 0. Senão, se J é um conjunto nulo, o mesmo vale pela continuidade de p. Caso
contŕario, para quase todo s ∈ J e a ≔ α(s), por (1.2)y(s), existem naturais r, k e colchetes de
Lie iterados B1,… ,Br ∈ 𝔅0 e B̂1,… , B̂k ∈ 𝔅1 satisfazendo (3.26), assim, para quase todo s ∈ J,
(3.18), (3.19) e (3.22) garantem que

⟨p(s), (gi ∘ y)(s)⟩ = 0, ⟨p(s), (Bj ∘ y)(s)⟩ = 0,
⟨p(s); [fα(s), gi]⟩ (y(s)) = 0, ⟨p(s); fα(s), B̂ℓ⟩ (y(s)) = 0
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para todos i ∈ {1∶m}, j ∈ {1∶ r} e ℓ ∈ {1∶ k}. Isso mostra que p ≡ 0 quase sempre em J, assim,
a continuidade de p garante que isso vale sempre em [0, S]. Novamente, assumindo a existência
de um subconjunto de medida positiva ℐ ⊆ [0, S] no qual w0 > 0 quase sempre, a argumentação
segue como acima.

Finalmente, assumindo a validade do item 3 da hipótese, (3.23) e (3.24) garantem que p ≡ 0
em [0, S], o que permite continuar a argumentação como nos casos anteriores.

3.3.3 Processos não impulsivos

Quando o processo (S,w0,w,α, y0, y, β) não é impulsivo, ou seja, w0 > 0 quase sempre em
[0, S], o Teorema 76 pode ser reescrito em função do parâmetro temporal t introduzindo a hamil-
toniana não-maximizada para (3.2)ℋ∶ ℝn × ℝn × ℝ × C × A → ℝ dada por

ℋ(x, 𝔭, λ, u, a) = ⟨𝔭; f(x, a) +
m

∑
i=1

gi(x)ui⟩ − λℓ(x, u, a).

Teorema 81 (página 829 de [1]). Assumindo que a Hipótese 1 é satisfeita com ℓ̂1(⋅, 0, ⋅) ≡ 0,
sendo (S,w0,w,α, y0, y, β) um minimizador espaço-temporal local não-impulsivo para (3.5), isto é,
que verifica w0 > 0 quase sempre em [0, S], suponha β (S) < K.

Sob tais condições, se (T, u, a, x, v) é o minimizador sentido-estrito para (3.2), então, para
cada cone aproximante de Boltjanskĳ Γ para o alvo 𝒯 em (T, x (T)), existem p0 ∈ ℝ, 𝔭 ∈
𝒜𝒞 ([0,T] ; ℝn) e λ ≥ 0 satisfazendo as seguintes condições:

• (Não-trivialidade) Nem todos entre 𝔭 e λ são nulos;

• (Não-transversalidade)

(p0, 𝔭 (T)) ∈ [−λ∇Ψ (T, x (T)) − Γ⟂] ;

• (Equação adjunta)

𝔭̇(t) = −𝜕ℋ𝜕x (x(t), 𝔭(t), λ, u(t), a(t)) ∀̇t ∈ [0,T] ;

• (Maximização de primeira ordem)

ℋ (x(t), 𝔭(t), λ, u(t), a(t)) = max {ℋ (x(t), 𝔭(t), λ, u, a) || u ∈ C, a ∈ A}
= −p0 ∀̇t ∈ [0,T];

• (Anulamento do produto)

0 = ⟨𝔭(t); (gi ∘ x)(t)⟩ ∀t ∈ [0,T], i ∈ {1∶m1},
0 = ⟨𝔭(t); (B ∘ x)(t)⟩ ∀t ∈ [0,T], B ∈ 𝔅0.
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Ainda, se T é livre, então, p0 = 0.

Demonstração. Definindo ς como em (3.8) e 𝔭 = p ∘ ς e aplicando o Teorema 76:

• Como ς é bilipschitziana e crescente, 𝔭 é nula se, e somente se, p também o faz, o que mostra
a não-trivialidade;

•

𝔭 (T) = (p ∘ ς) (T) = p (S) ,
T = y0 (S)

x (T) = (y ∘ ς) (T) = y (S) ,

o que mostra a não-transversalidade;

• Sabendo que H é 1-homogênea em relação a w0 e w, quase todo t ∈ [0,T] satisfaz

𝔭̇(t) = (ṗ ∘ ς)(t)dςdt = −𝜕H𝜕x (y, p, 0, λ,w0,w,α) ∘ ς(t)
dς
dt

= −𝜕H𝜕x (x(t), 𝔭(t), 0, λ, 1, u(t), a(t)) = −𝜕ℋ𝜕x (x(t), 𝔭(t), λ, u(t), a(t)) ∀̇t ∈ [0,T] ,

o que mostra a validade da equação adjunta;

• Sabendo queℋ(x, 𝔭, λ, u, a) = H(x, p0, 𝔭, 0, λ, 1, u, a)−p0 para quaisquer x, 𝔭 ∈ ℝn, λ ∈ ℝ,
u ∈ C e a ∈ A,

ℋ(x(t), 𝔭(t), λ, u(t), a(t)) = H(x(t), p0, 𝔭(t), 0, λ, 1, u(t), a(t)) − p0
= max {H(x(t), p0, 𝔭(t), 0, λ, 1, u, a) || u ∈ C, a ∈ A} − p0
= −p0 = max {ℋ(x(t), p0, 𝔭(t), λ, u, a) || u ∈ C, a ∈ A}
∀̇t ∈ [0,T] ;

•

⟨𝔭(t), (gi ∘ x)(t)⟩ = ⟨p, gi(y)⟩ ∘ ς(s) ∀t ∈ [0,T] , i ∈ {1∶m1},
⟨𝔭(t), (B ∘ x)(t)⟩ = ⟨p,B(y)⟩ ∘ ς(s) ∀t ∈ [0,T] , B ∈ 𝔅0,

o que mostra, devido à bĳetividade de ς, o anulamento do produto.
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3.4 Exemplo de aplicação

O exemplo a seguir, retirado de [1], mostra como condições necessárias de alta ordem podem
ser usada para filtrar extremais obtido com condições de primeira ordem.

Defina funções g1, g2, g3∶ ℝ4 → ℝ4 por

g1(x) = e1 −
x2
2 e3,

g2(x) = e2 +
x1
2 e3,

g3(x) = x3e4,

e considere o problema de controle ótimo:

⎧
⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪
⎩

minimizar x4(1) +∫
1

0
[x23(t) + x24(t)] dt

sujeito a u∶ [0, 1] → ℝ3 mensurável e x ∈ 𝒜𝒞 ([0, 1]; ℝ4) satisfazendo
̇x = g1(x)u1 + g2(x)u2 + g3(x)u3 quase sempre em [0, 1],
x(0) = e1,

x1(1) = x2(1) = 0 e x4(1) ≥ −1
2.

(3.29)

Adicionando a equação ̇x5 = x23 + x24 e redefinindo x = (x1,… , x5) e definindo ĝ1, ĝ2, ĝ3∶
ℝ5 → ℝ5 adicionando uma componente zero a g1, g2 e g3 respectivamente, o correspondente
problema espaço-temporal se torna

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎩

minimizar y4(S) + y5(S)
sujeito a S > 0, w0, y0∶ [0, S] → [0,∞[, w∶ [0, S] → ℝ3 e y ∈ [0, S] → ℝ5

satisfazendo
̇y0 = w0 e ̇y = w0 (y23 + y24) e5 + ĝ1(y)w1 + ĝ2(y)w2 + ĝ3(y)w3

quase sempre em [0, S],
y0(0) = 0, y(0) = e1,

y0(S) = 1, y1(S) = y2(S) = 0 e y4(S) ≥ −1
2.

(3.30)

Considerando o processo (2, ŵ0, ŵ, ŷ0, ̂y) onde

ŵ0(s) =
1
2 ∀̇s ∈ [0, 2] ŵ(s) = −1

2e1 ∀̇s ∈ [0, 2],

ŷ0(s) =
s
2 ∀̇s ∈ [0, 2] ̂y(s) = (1 − s

2) e1 ∀̇s ∈ [0, 2],

e o custo final ligado a ele é, claramente, zero.
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Afirmação. Tal processo é um extremal para (3.30).

Claramente, escolhendo Γ ≔ ℝ3×{(0, 0, 0)} como cone aproximante de Boltjanskĳ para o alvo
{1} × 𝒯 × ℝ no ponto final (ŷ0, ̂y)(2), como

H(y, p0, p,w0,w) = p0w0

+ p [12 (y
2
3 + y24) e5 −

1
2 (e1 −

y2
2 e3)w1 + (e2 +

y1
2 e3)w2 + y3e4w3]

= p0w0 + w0 (y23 + y24) p5 + (p1 −
y2
2 p3)w1 + (p2 +

y1
2 p3)w2

+ y3p4w3

= (p0w0 + p1w1 + p2w2) +
p3w2
2 y1 −

p3w1
2 y2 + p4w3y3 + p5w0y23

+ p5w0y24,

é possível reescrever a condição de não-transversalidade e a equação adjunta como

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎩

ṗ0 = 0,

ṗ1 = −p3ŵ2
2 = 0,

ṗ2 =
p3ŵ1
2 = −p3

4 ,

ṗ3 = −p4ŵ3 − 2p5ŵ0 ̂y3 = 0,
ṗ4 = −2p5ŷ4ŵ0 = 0,
ṗ5 = 0,

∀̇s ∈ [0, S]

(p0, p(2)) ∈ −λ(e5 + e6) − ℝ3 × {(0, 0, 0)}

com λ ≥ 0, o que mostra que p0, p1 e p2 são constantes reais arbitrárias, p3 ≡ 0 e p4 = p5 ≡ −λ.
Mais ainda, (3.12) e (3.13) garantem que

0 = p0ŵ0 + p1ŵ1 + p2ŵ2 =
p0 − p1

2 ,

0 ≥ p0w0 + p1w1 + p2w2

para quaisquer w0 ≥ 0 e w ∈ ℝ3 satisfazendo w0 + |w| = 1. Em particular:

• Escolhendo w0 = 1 e w = 0, obtemos p0 = 0;

• Escolhendo w0 = 0 e w = ±e1, obtemos p1 = 0;

• Escolhendo w0 = 0 e w = ±e2, obtemos p2 = 0.

Para qualquer λ ≥ 0, o processo dado e o multiplicador (p0, p, λ) = λ(e6 − e5 − e4) satisfaz as
condições do Teorema 71.
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Entretanto, sabendo que

[ĝ1, ĝ2] = [ e3
2

0 0 0 0] (e1 −
x2
2 e3) − [0 − e3

2
0 0 0] (e2 +

x1
2 e3)

= e3
2 + e3

2 = e3
e, consequentemente,

[[ĝ1, ĝ2] , ĝ3] = [0 0 e4 0 0] e3 = e4,

a condição (3.19) garante que p4 = 0, o que prova que λ = 0 e, consequentemente, (p0, p, λ) =
(0, 0, 0). Portanto, não existe um multiplicador para o qual todas as condições do Teorema 76 são
satisfeitas, o que mostra que (2, ŵ0, ŵ, ŷ0, ̂y) não é um minimizador.

Por outro lado, pondo S = 2 + √1 + 4π e ρ = 1
√1+4π

, o controle espaço-temporal (S,w0,w)
definido por

(w0,w)(s) = {
[1
2

−1
2

0 0]
t

para s ∈ [0, 2[,

ρ [0 2√π sen (2πρ(s − 2)) 2√π cos (2πρ(s − 2)) 1]
t

para s ∈ [2, S]

é ótimo. De fato, as equações diferenciais em (3.30) são dadas por

dy0
ds = {

1
2 se s ∈ [0, 2],

0 se s ∈ [2, S] ,

dy
ds =

⎧
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎩

[−1
2

0 y2
2

0 y3
2+y4

2

2
]
t

se s ∈ [0, 2],

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

2√πρ sen (2πρ(s − 2))
2√πρ cos (2πρ(s − 2))

y1√πρ cos (2πρ(s − 2)) − y2√πρ sen (2πρ(s − 2))
y3ρ
0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

se s ∈ [2, S] ,

assim:
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s ∈ [0, 2] ⇒

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎩

y0(s) =
s
2,

y1(s) = 1 − s
2,

y2(s) = 0,
y3(s) = 0,
y4(s) = 0,
y5(s) = 0,

s ∈ [2, S] ⇒

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎩

y0(s) = 1,

y1(s) =
1 − cos (2πρ(s − 2))

√π
,

y2(s) =
sen (2πρ(s − 2))

√π
,

y3(s) =
sen (2πρ(s − 2))

2π + ρ(2 − s),

y4(s) =
1 − cos (2πρ(s − 2))

4π2 + ρ2 (−2 + 2s − s2
2 ) ,

y5(s) = 0

o que mostra que

y0 (S) = 1, y1 (S) = 0,
y2 (S) = 0, y3(S) = −1,

y4 (S) = −1
2, y5 (S) = 0,

e isso significa que tal processo satisfaz as condições de contorno em (3.30). Ainda, o custo final
associado é −1

2
, que é o menor valor possível.

Escolhendo Γ ≔ ℝ3 × {0} × ]− ∞, 0] × {0} como o cone aproximante de Boltjanskĳ para o
conjunto {1} × 𝒯 × ℝ no ponto (ŷ0, ̂y)(2), a condição de não-transversalidade é lida

(p0, p (S)) ∈ −λ(e5 + e6) − ℝ3 × {0} × ]−∞, 0] × {0}

com λ ≥ 0, o que fornece

(p0, p (S)) = [c0 c1 c2 0 c4 − λ −λ]
t

com c0, c1, c2 ∈ ℝ e c4 ≥ 0. Escolhendo c0 = c1 = c2 = 0, c4 = 1 e λ = 1, é obtido
o multiplicador não-trivial (p0, p, λ) ≡ e7 − e6, que satisfaz as condições do Teorema 76. Em
particular, a condição (3.19) é satisfeita pelo fato de que a quinta componente dos campos de
vetores e dos colchetes de Lie gerados por eles se anulam.
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3.5 Demonstrando a versão de alta ordem

Nesta seção, demonstramos o Teorema 76 utilizando o raciocínio de [1].
Nas hipóteses do Teorema 76, o primeiro passo será reescalonar o problema (3.5) para fixar o

instante final. Paralelo a isso, vamos usar, também, a notação mais compacta

Fe(x,w0,w, a) = f(x, a)w0 +
m

∑
i=1

gi(x)wi ∀(x,w0,w, a) ∈ ℝn × [0,∞[ × C × A,

Fe(s) = Fe(y,w0,w,α)(s), ℓe(s) = ℓe(y,w0,w,α)(s) ∀̇s ∈ [0, S] .

Definição 82. A seção S de𝒲 relativa a S é denominada conjunto de controle espaço-temporal
reescalonado e denotada por𝒲S.

Definição 83 (página 832 de [1]). Fixando ρ > 0, para cada (w0,w,α) ∈ 𝒲S, ζ ∈ L∞ ([0, S] ; [−ρ, ρ])
e (y0, y, yn+1, β) uma solução de Karatheodorí de

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪
⎩

̇y0 = w0(1 + ζ),
̇y = Fe(y,w0,w,α)(1 + ζ),

̇yn+1 = ℓe(y,w0,w,α)(1 + ζ),
β̇ = |w|(1 + ζ),

(y0, y, yn+1, β) = (0, ̌x, 0, 0),

(3.31)

o processo (w0,w,α, ζ, y0, y, yn+1, β) é denominado processo espaço-temporal reescalonado, e é
factível se (y0, y) (S) ∈ 𝒯 e β (S) ∈ [0,K].

A partir de tal construção, é possível definir o problema espaço-temporal reescalonado por

{
minimizar Ψ (y0 (S) , y (S)) + yn+1 (S)
sobre processos reescalonados factíveis (w0,w,α, ζ, y0, y, yn+1, β) .

(3.32)

Definição 84. A solução (w0,w,α, 0, y0, y, yn+1, β) é denominada processo espaço-temporal re-
escalonado referencial.

Como, para todo s ∈ [0, S],

y0(s) − y0(s) = ∫
s

0
{w0(τ) [1 + ζ(τ)] − w0(τ)} dτ

= ∫
s

0
[1 + ζ(τ)] [w0(τ) − w0(τ)] dτ +∫

s

0
ζ(τ)w0(τ) dτ,
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y(s) − y(s) = ∫
s

0
{[Fe ∘ (y,w0,w,α)](τ)[1 + ζ(τ)] − Fe(y,w0,w,α)(τ)} dτ

= ∫
s

0
[1 + ζ(τ)] [Fe(y,w0,w,α) − Fe(y,w0,w,α)](τ) dτ

+∫
s

0
ζ(τ)Fe (y(τ),w0(τ),w(τ),α(τ)) dτ,

yn+1(s) − yn+1(s) = ∫
s

0
{[ℓe ∘ (y,w0,w,α)](τ)[1 + ζ(τ)] − ℓe(y,w0,w,α)(τ)} dτ

= ∫
s

0
[1 + ζ(τ)] [ℓe(y,w0,w,α) − ℓe(y,w0,w,α)](τ) dτ

+∫
s

0
ζ(τ)ℓe (y(τ),w0(τ),w(τ),α(τ)) dτ,

β(s) − β(s) = ∫
s

0
{|w(τ)| [1 + ζ(τ)] − |w(τ)|} dτ

= ∫
s

0
[1 + ζ(τ)] [|w(τ)| − |w(τ)|] dτ +∫

s

0
ζ(τ)|w(τ)| dτ,

segue que

|y0(s) − y0(s)| ≤ (1 + ρ)∫
s

0
||w0(τ) − w0(τ)|| dτ + ρ∫

s

0
|w0|(τ) dτ,

|y(s) − y(s)| ≤ (1 + ρ)∫
s

0
||[Fe(y,w0,w,α) − Fe(y,w0,w,α)](τ)|| dτ

+ ρ∫
s

0
||Fe(y(τ),w0(τ),w(τ),α(τ))|| dτ,

||yn+1(s) − yn+1(s)|| ≤ (1 + ρ)∫
s

0
||[ℓe(y,w0,w,α) − ℓe(y,w0,w,α)](τ)|| dτ

+ ρ∫
s

0
||ℓe(y(τ),w0(τ),w(τ),α(τ))|| dτ,

||β(s) − β(s)|| ≤ (1 + ρ)∫
s

0
|||w(τ)| − |w(τ)||| dτ + ρ∫

s

0
|w(τ)| dτ,

o que mostra que, para ρ > 0 pequeno o suficiente, o processo referencial é um minimizador
local do problema (3.32), assim, como a demonstração considerará, somente, as trajetórias próxi-
mas à referencial (y0, y), e os controles assumirão valores em um conjunto compacto, utilizando
argumentos de truncamento e sequências de mollifiers, a seguinte hipótese será feita:

Hipótese 3 (página 832 de [1]). Todas as afirmações da Hipótese 1 são válidas, a continuidade de
ℓe, f, de todas as gis, das derivadas parciais de todas essas funções em x e de todos os colchetes de
Lie iterados B ∈ 𝔅0 são uniformes, e todas as funções citadas são limitadas.
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3.5.1 Aproximações das variáveis de controle

Definição 85 (página 833 de [1]). O conjunto W × A × [−ρ, ρ] será chamado conjunto gerador
de variações de agulha, e o conjunto 𝔅0 será chamado conjunto gerador de variações tipo-
-colchete. A união 𝔇 desses dois conjuntos será chamada conjunto gerador de variações, e seus
elementos serão chamados geradores de variação de comprimento h ∈ ℕ.

A qualquer g ∈ 𝔇 e qualquer instante s ∈ ]0, S[, é possível associar uma variação espaço-
-temporal infinitesimal da trajetória referencial (y0, y, yn+1, β). Antes disso, porém, vamos denotar
o conjunto do pontos de Lebesgue da função (w0,Fe, ℓe, |w|) no intervalo ]0, S[ por L0,S.

Variações de agulha e tipo-colchete

Definição 86 (página 833 de [1]). Para cada s ∈ L0,S e cada n = (w0,w, a, ζ) ∈ W×A× [−ρ, ρ],
o vetor a seguir é denominado variação de agulha:

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

vn,s,0
vn,s
vn,s,n+1
vn,s,β

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=
⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

w0(1 + ζ) − w0(s)
Fe(y(s),w0,w, a)(1 + ζ) − Fe(s)
ℓe(y(s),w0,w, a)(1 + ζ) − ℓe(s)

|w|(1 + ζ) − |w(s)|

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

. (3.33)

Já para cada s ∈ ]0, S[ e B ∈ 𝔅0, o vetor a seguir é denominado variação tipo-colchete:

⎡
⎢
⎢
⎣

vB,s,0
vB,s
vB,s,n+1

⎤
⎥
⎥
⎦
=
⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0
(B ∘ y)(s)

r(B)
0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

. (3.34)

Aproximações de agulha

Definição 87 (página 833 de [1]). Tome n = (w0,w, a, ζ) um gerador de variação de agulha
e s ∈ ]0, S[. Para cada (w′

0,w′,α′, ζ′) ∈ L∞ ([0, S] ;W × A × [−ρ, ρ]), a família de funções
{(w′

0,w′,α′, ζ′)
n,s,ϵ

|| ϵ ∈ [0, s]}, em que cada elemento é definido por

(w′
0,w′,α′, ζ′)

n,s,ϵ (s) = {
(w0,w, a, ζ) se s ∈ [s − ϵ, s],
(w′

0,w′,α′, ζ′) (s) caso contrário,
(3.35)

é denominada família de aproximações de agulha para o controle (w′
0,w′,α′, ζ′) em s corres-

pondente a n.
Para o próximo resultado, denotaremos por

F′(y0, y, yn+1, β,w0,w,α) = (w0;Fe(y,w0,w, a); ℓe(y,w0,w, a); |w|)

e por M′ a solução matricial fundamental da equação

V̇ = JxF′ (y0, y, yn+1, β,w0,w,α)V.
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• Como a primeira e última coluna de JxF′ são garantidas nulas, o (1, j)º e (n+3, j)º elementos
de M′ são δ1,j e δn+3,j (números de Kronecker) para todo j ∈ {1∶ n + 3}. Mais ainda, o
mesmo pode ser dito para o (j, 1)º e (j, n + 3)º elementos respectivamente;

• Como a submatriz de JxF′ compreendendo da segunda à (n+ 1)ª coluna coincide com JxFe,
segue que, chamando M como solução de

V̇ = JxFe(y,w0,w,α)V, (3.36)

a submatriz de M′ compreendendo da segunda à (n + 1)ª coluna coincide com M;

• Pela Regra da Cadeia, o (r, n+ 2)º elemento da derivada deM′ (que será chamado μr breve-
mente) é o produto interno do gradiente de ℓe com a rª coluna de M para todo r ∈ {1∶ n};

• O (n + 2, n + 2)º elemento de M′ é um.

Proposição 88 (página 834 de [1]). Assumindo s ∈ L0,S, para qualquer gerador n = (w0,w, a, ζ) ∈
W × A × [−ρ, ρ] e qualquer s ∈ ]s, S], vale

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

y0,ϵ(s) − y0(s)
yϵ(s) − y(s)

yn+1,ϵ(s) − yn+1(s)
βϵ(s) − β(s)

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

= ϵM′(s, s)
⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

vn,s,0
vn,s
vn,s,n+1
vn,s,β

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

+ o(ϵ),

em que, para cada ϵ ∈ [0, s], (y0,ϵ; yϵ; yn+1,ϵ; βϵ) é a solução de (3.31) correspondente à aproximação
(w0,w,α, 0)n,s,ϵ.

Demonstração. Em primeiro lugar, sabendo das definições de y0,ϵ e βϵ e que s ∈ L0,S, obtemos

dy0,ϵ
dϵ (s)

|||ϵ=0
= lim

ϵ↓0
1
ϵ ∫

s

s−ϵ
[w0(1 + ζ) − w0(τ)] dτ = w0(1 + ζ) + 1

ϵ limϵ↓0 ∫
ϵ

s−ϵ
w0(τ) dτ

= w0(1 + ζ) − w0(s) = vn,s,0,

dβϵ
dϵ (s)

|||ϵ=0
= lim

ϵ↓0
1
ϵ ∫

s

s−ϵ
[|w|(1 + ζ) − |w(τ)|] dτ = |w|(1 + ζ) + 1

ϵ limϵ↓0 |w(τ)| dτ

= |w|(1 + ζ) − |w(s)| = vn,s,β.

O fato de que s ∈ L0,S garante, também, que
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dyϵ
dϵ (s)

|||ϵ=0
= lim

ϵ↓0
1
ϵ ∫

s

s−ϵ
[Fe(yϵ(τ),w0,w, a)(1 + ζ) − Fe(τ)] dτ

= vn,s + lim
ϵ↓0

{1 + ζ
ϵ ∫

s

s−ϵ
[Fe(yϵ(τ),w0,w, a) − Fe(y(s),w0,w, a)] dτ

+1
ϵ ∫

ϵ

s−ϵ
[Fe(s) − Fe(τ)] dτ}

= vn,s + lim
ϵ↓0

1 + ζ
ϵ ∫

s

s−ϵ
[Fe(yϵ(τ),w0,w, a) − Fe(y(s),w0,w, a)] dτ.

Sabendo que existe K > 0 para o qual ‖yϵ−y(s)‖∞ ≤ Kϵ e que Fe é lipschitziana na componente
x, vale

||Fe(yϵ(s),w0,w, a) − Fe(y(s),w0,w, a)|| ≤ lipx(Fe)Kϵ,

assim, como
||||
∫

s

s−ϵ
[Fe(yϵ(τ),w0,w, a) − Fe(y(s),w0,w, a)] dτ

||||
≤ ∫

s

s−ϵ
lipx(Fe)Kϵ dτ = o(ϵ),

é obtido que
dyϵ
dϵ (s)

|||ϵ=0
= vn,s.

Repetindo o argumento para ℓe, obtemos
dyn+1,ϵ
dϵ (s)|||ϵ=0

= vn,s,n+1.

Finalmente, como M′ é a derivada do fluxo de s para s, o resultado fica provado.

Lema 89 (página 834 de [1]). Assuma aHipótese 3 com ℓ̂1(⋅, 0, ⋅) ≡ 0 e fixe um ponto (y′0, y′, y′n+1,
β′) ∈ ℝ×ℝn×ℝ×ℝ e a ∈ A. Sob tais condições, dado um colchete de Lie B ∈ 𝔅0 de comprimento

h, existe ϵ > 0 para a qual, dado s ∈ ]0, ϵ
1
h [, existe um controle constante por partes (wB,s,0;wB,s)

em que a primeira componente se anula em [0, s] e a segunda assume valores nos vetores canônicos
e/ou em seus opostos e de modo que, tomando (y0, y, yn+1, b) como solução de (3.31) correspondente
a (wB,s,0;wB,s; a; 0) e à condição inicial (y′0, y′, y′n+1, β′), segue que

(y0, yn+1)(ς) = (y′0, y′n+1), b(ς) = β′ + ς ∀ς ∈ [0, s],

y(s) = y′ + [ s
r(B)]

h

+ o(sh).

Aproximações tipo-colchete

Definição 90 (página 835 de [1]). Fixe s ∈ ]0, S[ e seja B ∈ 𝔅0 um gerador de variação tipo-
-colchete de comprimento h. Dado ϵ > 0 como no Lema 89, ponha o seguinte alongamento ϵ
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γϵ∶ [s − 2ϵ
1
h , s − ϵ

1
h ] → [s − 2ϵ

1
h , s]

s ↦ (s − 2ϵ
1
h ) + 2 [s − (s − 2ϵ

1
h )] .

(3.37)

Dados (w′
0,w′,α′, ζ′) ∈ L∞ ([0, S] ;W × A × [−ρ, ρ]), a ∈ A e 𝔴

B,ϵ
1
h
como no Lema 89, o

conjunto {(w′
0,w′,α′, ζ′)

B,s,ϵ
||| ϵ ∈ ]0, ϵ[ e 2ϵ

1
h < s} dos elementos definidos por

(w′
0,w′,α′, ζ′)

B,s,ϵ (s) =

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

(2w′
0, 2w′,α′, ζ′) ∘ γϵ(s) se s ∈ [s − 2ϵ

1
h ] ,

(0,w
B,ϵ

1
h
(s − (s − ϵ

1
h )) , a, ζ′) se s ∈ [s − ϵ

1
h , s] ,

(w′
0,w′,α′, ζ′) (s) nos outros casos

(3.38)

é denominado família de aproximações tipo-colchete para o controle (w′
0,w′,α′, ζ′) em s cor-

respondente a B.

Proposição 91 (página 835 de [1]). Considere um gerador B ∈ 𝔅0 de comprimento h e, para cada
s ∈ ]0, S[ e ϵ > 0 como na Definição 90, sejam (w0,w,α, 0)B,s,ϵ uma aproximação tipo-colchete
para o controle (w0,w,α, 0) em s correspondente a B e (y0,ϵ; yϵ; yn+1,ϵ; βϵ) a solução correspondente
de (3.31). Sob tais condições, cada s ∈ ]s, S] satisfaz

⎡
⎢
⎢
⎣

y0,ϵ(s) − y0(s)
yϵ(s) − y(s)

yn+1,ϵ(s) − yn+1(s)

⎤
⎥
⎥
⎦
= ϵM′(s, s)

⎡
⎢
⎢
⎣

vB,s,0
vB,s
vB,s,n+1

⎤
⎥
⎥
⎦
+ o(ϵ)

⎡
⎢
⎢
⎣

0
1
1

⎤
⎥
⎥
⎦

e βϵ(s) − β(s) = ϵ
1
h .

Demonstração. Em primeiro lugar,

y0 (γϵ(s)) = 2∫
s

s−2ϵ
1
h

w0 (γϵ(τ)) dτ = ∫
s

s−2ϵ
1
h

(2w0) ∘ γϵ(τ) dτ = y0,ϵ(s)

y(γϵ(s)) = 2∫
s

s−2ϵ
1
h

Fe(y,w0,w,α) ∘ γϵ(τ) dτ = ∫
s

s−2ϵ
1
h

Fe(y, 2w0, 2w,α)(γϵ(τ)) dτ

= yϵ(s)

yn+1(γϵ(s)) = 2∫
s

s−2ϵ
1
h

ℓe(y,w0,w,α) ∘ γϵ(τ) dτ = ∫
s

s−2ϵ
1
h

ℓe(y, 2w0, 2w,α)(γϵ(τ)) dτ

= yn+1,ϵ(s),

para todo s ∈ [s − 2ϵ
1
h , s − ϵ

1
h ], o que, de (3.31), (90) e da definição de ℓe, mostra que y0,ϵ(s) =

y0,ϵ (s − ϵ
1
h ) = y0(s), yn+1,ϵ(s) = yn+1,ϵ (s − ϵ

1
h ) = yn+1(s). Ainda, chamando w

B,ϵ
1
h
o controle do

Lema 89 associado a B, vale
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yϵ(s) − y(s) = ∫
s

s−ϵ
1
h

[
m

∑
i=1
(gi ∘ yϵ)(s)w

B,ϵ
1
h ,i
(s − (s − ϵ

1
h )))] ds

= ∫
ϵ
1
h

0
(gi ∘ yϵ) (s + (s − ϵ

1
h )))𝔴

B,ϵ
1
h ,i
(s) ds.

Ainda, denominando yϵ a solução de

̇y =
m

∑
i=1

gi(y)w
B,ϵ

1
h ,i
,

y(0) = y(s),

do Lema 89, segue

yϵ(s) − y(s) − [ ϵ
1
h

r(B)]
h

(B ∘ y)(s) = yϵ (ϵ
1
h ) − y(s) − ϵ(B ∘ y)(s)[r(B)]h = o(ϵ),

o que mostra que yϵ(s) − y(s) = ϵ (B∘y)(s)
[r(B)]h

+ o(ϵ), assim, comoM′ é a derivada do fluxo de s para s,
a segunda igualdade fica provada.

Finalmente, βϵ(s) − β(s) = βϵ(s) − β(s) = ϵ
1
h .

3.5.2 Aproximações compostas

Sendo g ∈ 𝔇 e s ∈ ]0, S[, para cada ϵ > 0, coloque o seguinte operador:

𝒜g,s,ϵ∶ L∞ ([0, S] ; [0,∞[ × C × A × [−ρ, ρ]) → L∞ ([0, S] ; [0,∞[ × C × A × [−ρ, ρ])
(w0,w,α, ζ) ↦ (w0,w,α, ζ)g,s,ϵ.

Proposição 92 (página 836 de [1]). Fixe N ∈ ℕ. Sendo g⃗ ≔ (g1,… , gN) uma N-úpla de geradores
de variação com respectivos comprimentos h⃗ ≔ (h1,… , hN), tome ⃗s ≔ (s1,… , sN) ∈ ]0, S[

N

com coordenadas crescentes e tal que, quando hj = 1, o respectivo sj ∈ L0,S. Ainda, para cada
⃗ϵ ≔ (ϵ1,… , ϵN) ∈ ]0,∞[N pequeno o suficiente, ponha

(w0,ϵ⃗,wϵ⃗,αϵ⃗, ζϵ⃗) = 𝒜gN,sN,ϵN ∘ ⋯ ∘ 𝒜g1,s1,ϵ1(w0,w,α, 0) (3.39)

e denote por (w0,ϵ⃗,wϵ⃗,αϵ⃗, ζϵ⃗, y0,ϵ⃗, yϵ⃗, yn+1,ϵ⃗, βϵ⃗) seu processo correspondente.
Sob tais condições, para todo s ∈ ]sN, S], vale
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⎡
⎢
⎢
⎣

y0,ϵ⃗(s) − y0(s)
yϵ⃗(s) − y(s)

yn+1,ϵ⃗(s) − yn+1(s)

⎤
⎥
⎥
⎦
=

N

∑
j=1

ϵjM′ (s, sj)
⎡
⎢
⎢
⎣

vgj,sj,0
vgj,sj
vgj,sj,n+1

⎤
⎥
⎥
⎦
+ o(| ⃗ϵ|) (3.40)

βϵ⃗(s) − β(s) = ∑
j∈I1

ϵj [|wj|(1 + ζj) − ||w (sj)||] + o(| ⃗ϵ|) + ∑
j∈{1∶N}⧵I1

ϵ
1
hj
j , (3.41)

em que I1 é o conjunto de todos os j tais que hj = 1.

Demonstração. Para N = 1, o resultado segue das Proposições 88 e 91.
Assumindo, agora, que o resultado vale para N − 1 com N ∈ {2∶∞}, sendo (y0, y, yn+1,

β)N e (y0, y, yn+1, β)N−1 as trajetórias associadas com todas as variações e com as N− 1 primeiras
variações respectivamente, vale

⎡
⎢
⎢
⎣

y0,N−1(sN) − y0(sN)
yN−1(sN) − y(sN)

yn+1,N−1(sN) − yn+1(sN)

⎤
⎥
⎥
⎦
=

N−1
∑
j=1

ϵj
⎡
⎢
⎢
⎣

vgj,sj,0
M (sN, sj) vgj,sj

μ(s, sj)vgj,sj + vgj,sj,n+1

⎤
⎥
⎥
⎦
+ o

⎛
⎜⎜
⎝

|
|
|
|
|

⎡
⎢
⎢
⎣

ϵ1
⋯
ϵN−1

⎤
⎥
⎥
⎦

|
|
|
|
|

⎞
⎟⎟
⎠

(3.42)

e, chamando I1,N−1 o conjunto de índices de {1∶N − 1} para o qual hj = 1,

βN−1(sN)−β(sN) = ∑
j∈I1,N−1

ϵj [|wj|(1 + ζj) − |w (sj) |]+o
⎛
⎜⎜
⎝

|
|
|
|
|

⎡
⎢
⎢
⎣

ϵ1
⋯
ϵN−1

⎤
⎥
⎥
⎦

|
|
|
|
|

⎞
⎟⎟
⎠
+ ∑

j∈{1∶N−1}⧵I1,N−1

ϵ
1
hj
j . (3.43)

Mostrando que

⎡
⎢
⎢
⎣

y0,N(sN) − y0,N−1(sN)
yN(sN) − yN−1(sN)

yn+1,N(sN) − yN−1(sN)

⎤
⎥
⎥
⎦
= ϵN

⎡
⎢
⎢
⎣

vgN,sN,0
vgN,sN

vgN,sN,n+1

⎤
⎥
⎥
⎦
+ o(| ⃗ϵ|) (3.44)

e que

βN(sN) − βN−1(sN) = {
ϵN [|wN|(1 + ζN) − ||w(sN)||] + o(|ϵN|) se hN = 1,

ϵ
1
hN
N se hN ≥ 2,

(3.45)

o resultado ficará provado para N.
Começamos com o caso em que hN ≥ 2. Aqui, gN = BN ∈ 𝔅0, e, utilizando argumentos

análogos a alguns utilizados na demonstração da Proposição 91,

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

y0,N
yN

yn+1,N
βN

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

(sN − ϵ
1
hN
N ) =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

y0,N−1
yN−1

yn+1,N−1
βN−1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

(sN),
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o que mostra que y0,N(sN) − y0,N−1(sN) = 0, yn+1,N(sN) − yn+1,N−1(sN) = 0, βN(sN) − βN−1(sN) =

ϵ
1
hN
N , enquanto, chamando w

BN,ϵ
1
hN
N

o controle do Lema 89,

yN(sN) − yN−1(sN) = ∫
sN

sN−ϵ
1
hN
N

[
m

∑
i=1
(gi ∘ yN)(s)w

BN,ϵ
1
hN
N ,i

(s − (sN − ϵ
1
hN
N ))] ds

= ∫
ϵ
1
hN
N

0
[(gi ∘ yN) (s − (sN − ϵ

1
hN
N ))𝔴

BN,ϵ
1
hN
N ,i

(s)] ds.

Agora, chamando yN a solução de

̇y =
m

∑
i=1

gi(y)w
BN,ϵ

1
hN
N ,i

,

y(0) = yN−1(sN),

vale yN(sN) = yN (ϵ
1
hN
N ) e, pelo Lema 89,

yN(sN) − yN−1(sN) −
⎡
⎢
⎢
⎣

ϵ
1
hN
N

r(BN)
⎤
⎥
⎥
⎦

hN

(BN ∘ y)(sN)

= yN (ϵ
1
hN
N ) − yN−1(sN) −

ϵN
[r(BN)]hN

(BN ∘ yN−1) (sN)

+ ϵN
[r(BN)]hN

[(BN ∘ yN−1)(sN) − (BN ∘ yN)(sN)]

= o(ϵN) +
ϵN

[r(BN)]hN
[(BN ∘ yN−1)(sN) − (BN ∘ yN)(sN)] .

Da continuidade de BN e da hipótese de indução, segue

|||
ϵN

[r(BN)]hN
[(BN ∘ yN−1)(sN) − (BN ∘ yN)(sN)]

||| ≤
ϵN

[r(BN)]hN
ωBN (|yN−1(sN) − y(sN)|)

≤ ϵN
[r(BN)]hN

O (
N−1
∑
i=1

ϵi) ,

em que ωBN denota o módulo de continuidade de BN. Portanto,

yN(sN) − yN−1(sN) =
ϵN

[r(BN)]hN
(BN ∘ y)(sN) + o(| ⃗ϵ|),

o que mostra (3.44) e (3.45).

Agora, passamos para o caso hN = 1. Nesse caso, gN = (w0,N,wN, aN, ζN), e vale
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yN(sN) − yN−1(sN)

= ∫
sN

sN−ϵN
[Fe(yN(s),w0,N,wN, aN)(1 + ζN) − Fe(yN−1(s),w0(s),w(s),α(s))] ds

= ∫
sN

sN−ϵN
[r1(s) + r2 + r3(s)] ds,

com

r1(s) = (1 + ζN) [Fe(yN(s),w0,N,wN, aN) − Fe(y(sN),w0,N,wN, aN)] ,
r2 = Fe(y(sN),w0,N,wN, aN)(1 + ζN) − Fe(sN),

r3(s) = Fe (sN) − Fe(yN−1(s),w0(s),w(s),α(s)).

O primeiro passo é estimar r1. Para s ∈ [sN − ϵN, sN], a continuidade lipschitziana da aplicação
entrada-saída garante que ‖yN − yN−1‖∞ = O(ϵN), a hipótese de indução, que ‖yN−1 − y‖∞ =
O (∑N−1

i=1 ϵi), e a continuidade lipschitziana da trajetória referencial, que ‖y − y(sN)‖∞ = O(ϵN),
assim, ‖yN − y(sN)‖∞ = O(| ⃗ϵ|), o que mostra que

||||
∫

sN

sN−ϵN
r1(s) ds

||||
≤ lip(Fe)∫

sN

sN−ϵN
|yN(s) − y(sN)| ds = O(| ⃗ϵ|).

Sabendo que sN ∈ L0,S, vale

||||
∫

sN

sN−ϵN
r3(s) ds

||||
≤
||||
∫

sN

sN−ϵN
[Fe(sN) − Fe(s)] ds

||||

+
||||
∫

sN

sN−ϵN
[Fe(s) − Fe(yN−1(s),w0(s),w(s),α(s))] ds

||||

≤ o(ϵN) + ϵNO (
||||

N−1
∑
i=1

ϵiei
||||
) ,

assim, yN(sN) − yN−1(sN) = ϵNr2 + o(| ⃗ϵ|), o que mostra a segunda igualdade em (3.44). Analoga-
mente, a terceira igualdade em (3.44) segue. Por fim, a primeira igualdade em (3.44) e a igualdade
em (3.45) são triviais.

3.5.3 Separação de conjuntos

Conjuntos atingíveis

Dado (w0,w,α, ζ, y0, y, yn+1, β) um processo factível de (3.32), introduzimos a componente de
custo total yc ≔ Ψ(y0, y) + yn+1 e colocamos yc ≔ Ψ(y0, y) + yn+1.
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Definição 93 (página 839 de [1]). Para qualquer δ > 0, definimos o conjunto δ atingível ℛδ

como o conjunto das imagens, em S, de quadrúplas (y0, y, yc, β) cuja distância até a quadrúpla
referencial (y0, y, yc, β) é menor que δ. Ainda, definimosℛ′

δ como sua projeção nas três primeiras
coordenadas.

Agora, sendo N ∈ ℕ, g⃗ ∈ 𝔇N e ⃗s como na Proposição 92, defina o conjunto E′ dos elementos
da forma M (s, sj) [vgj,sj,0 vgj,sj vgj,sj,n+1]

t
com j ∈ {1∶N}, e, no caso em que todos os gj são

geradores de variações de agulha, o conjunto E dos elementos da forma

M (s, sj)
⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

vgj,sj,0
vgj,sj

vgj,sj,n+1
vgj,sj,β

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

com j ∈ {1∶N}. Aqui, E′ é a projeção de E em ℝ × ℝn × ℝ.
Por último, defina os cones convexos R e R′ gerados por E e E′.

Proposição 94 (página 839 de [1]). Nas condições da Definição 93, são válidas as seguintes afir-
mações:

• Oconjunto R′ é um cone aproximante de Boltjanskĳ para o conjuntoℛ′
δ no ponto (y0, y, yc) (S);

• Quando todos os gj são variações de agulha, o conjunto R é um cone aproximante de Bolt-
janskĳ para ℛ em (y0, y, yc, β) (S).

Demonstração. Pondo yc,ϵ⃗ = Ψ ∘ (y0,ϵ⃗, yϵ⃗)(s) + yℓ,ϵ⃗, de (3.40), segue que

yc,ϵ⃗ (S) − yc (S) = Ψ ∘ (y0,ϵ⃗, yϵ⃗)(s) + yn+1,ϵ⃗ −Ψ ∘ (y0, y) (s) + yn+1

=
N

∑
j=1

ϵj [
𝜕Ψ
𝜕t (S) v0,cj,sj +

𝜕Ψ
𝜕x (S) ⋅M (S, sj) + ⟨μ (S, sj) ; vgj,sj⟩ + vgj,sj,n+1]

+ o(| ⃗ϵ|),

o que mostra, pela Proposição 92 e seguindo um raciocínio análogo à Propriedade 51, o segundo
item.

Para provar o primeiro, para ϵ > 0 pequeno o suficiente, defina a função F∶ [0,∞[N∩B [0, ϵ] →
ℝ×ℝN×ℝ colocando F( ⃗ϵ) = (y0,ϵ⃗ (S) , yϵ⃗ (S) , yc,ϵ⃗ (S)). De maneira análoga ao que foi feito acima
e pela Proposição 92, temos

F( ⃗ϵ) = (y0 (S) , y (S) , yc (S))

+
N

∑
j=1

⎡⎢⎢⎢
⎣

v0,gj,sj
M (S, sj) vgj,sj

𝜕Ψ
𝜕t
(S) vgj,sj,0 +

𝜕Ψ
𝜕x
(S) ⋅M (S, sj) ⋅ vgj,sj + ⟨μ (S, sj) ; vgj,sj⟩ + vgj,sj,n+1

⎤⎥⎥⎥
⎦

,
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o que termina a demonstração pela Proposição 92 e seguindo um raciocínio análogo à Propriedade
51.

Agora, considere o conjunto lucrável 𝒫 e sua projeção 𝒫′ definido como

𝒫 = 𝒯 × ]−∞, yc (S)[ × [0,K] ∪ {(y0, y, yc, β) (S)} ,
𝒫′ = 𝒯 × ]−∞, yc (S)[ ∪ {(y0, y, yc) (S)} ,

e seja Γ um cone aproximante de Boltjanskĳ para o alvo 𝔗 em (y0, y) (S). É possível verificar que

P ≔ Γ × ]−∞, 0] × {0},
P′ ≔ Γ × ]−∞, 0]

são cones aproximantes de Boltjanskĳ para 𝒫 e 𝒫′ em (y0, y, yc) (S) respectivamente.

Proposição 95 (página 840 de [1]). Existe δ > 0 tal que 𝒫′ e ℛ′
δ são, localmente, separados em

(y0, y, yc) (S).

Demonstração. Supondo que 𝒫 e ℛ′
δ não são, localmente, separados em (y0, y, yc) (S), dado δ ∈

]0,K − β (S)[, existe um processo (S,w0,w,α, ζ, y0, y, yn+1, β) de (3.31) satisfazendo

(y0, y, yc) (S) ∈ ℛ′
δ ∩ 𝒫′, dist ((y0, y, yc, β); (y0, y, yc, β)) < δ.

Isto mostra que β (S) ≤ δ + β (S) < K, assim, o ponto final (y0, y, yc, β) (S) ∈ ℛδ ∩ 𝒫, o que
implica que, para cada δ ∈ ]0,K − β (S)[, os conjuntos 𝒫 e ℛδ não são, localmente, separados, o
que contradiz a otimalidade local do processo referencial.

A partir desse resultado, como P′ não é subespaço, a Proposição 36 e o Teorema 53 garantem a
existência de (ξ0, ξ, ξc) ∈ ℝ × ℝn × ℝ ⧵ {(0, 0, 0)} satisfazendo

⟨(v0, v, vc); (ξ0, ξ, ξc)⟩ ≤ 0 ∀(v0, v, vc) ∈ R′

⟨(v0, v, vc); (ξ0, ξ, ξc)⟩ ≥ 0 ∀(v0, v, vc) ∈ P′.

Em particular, escolhendo (0, 0, vc) ∈ P′, segue que ξc ≤ 0, o que permite escolher λ = −ξc
e, escolhendo (ξ0, ξ, 0) ∈ P′, segue que (ξ0, ξ) ∈ (−Γ′)⟂ e (ξ0, ξ, ξc) ⋅ (v0, v, vc) ≤ 0 para todo
(v0, v, vc) ∈ R′, que, pela definição de R′, é equivalente a

[ξ0 − λ𝜕Ψ𝜕t (S)] v0,gj,sj + [ξ − λ𝜕Ψ𝜕x (S)] ⋅M (S, sj) ⋅ vgj,sj

− λ [⟨μ (S, sj) ; vgj,sj⟩ + vgj,sj,n+1] ≤ 0 ∀j ∈ {1∶N}.

Agora, colocando
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(p0, p)(s) = (ξ0 − λ𝜕Ψ𝜕t (S) ,M (S, s) [ξ − λ𝜕Ψ𝜕x (S)] − λμ (S, s)) ,

o multiplicador (p0, p, λ) com p0 ∈ ℝ, p ∈ 𝒜𝒞 ([0, S] ; ℝn) e λ ∈ [0,∞[ satisfaz a condição de
não-trivialidade e (3.10). Mais ainda, pela definição de M (S, ⋅) e μ (S, ⋅),

ṗ = 𝜕M
𝜕s (S, ⋅) [ξ − λ𝜕Ψ𝜕x (S)] − λ

𝜕μ
𝜕s (S, ⋅)

= 𝜕Fe

𝜕x (y,w0,w,α) ⋅M (S, ⋅) ⋅ [ξ − λ𝜕Ψ𝜕x (S)] − λ∇ℓe ⋅M (S, ⋅)

= −𝜕H𝜕x (y, p, 0, λ,w0,w,α) ,

o que significa que p soluciona (3.11). Finalmente, como p0v0,gj,sj+⟨p (sj) ; vgj,sj⟩−λvgj,sj,n+1 ≤ 0
para todo j ∈ {1∶N}, para um gerador de variação de agulha cj = (w0,j,wj, aj, ζj), vale

H (y (sj) , p0, p (sj) , 0, λ,w0,j(1 + ζj),wj(1 + ζj), aj)
≤ H (y (sj) , p0, p (sj) , 0, λ,w0 (sj) ,w (sj) ,α (sj)) ,

enquanto que, para um gerador de variação tipo-colchete cj = Bj, vale

⟨p (sj) ; (Bj ∘ y) (sj))⟩ ≤ 0.

3.5.4 Extensão por Interseção Finita

Do raciocínio acima, foi obtido que as desigualdades

p0vg,s + ⟨p(s); vg,s⟩ − λvg,s ≤ 0 (3.46)
H(y(s), p0, p(s), 0, λ,w0(1 + ζ),w(1 + ζ), a) (3.47)

≤ H(y(s), p0, p(s), 0, λ,w0(s),w(s),α(s))

valem para todos os conjuntos da forma F = {(s1, g1) ;… ; (sN, gN)} em que todos os sis pertencem
a ]0, S[ e crescem e todos os gis pertencem a 𝔇.

Agora, sabendo que a função (w0,Fe, ℓe, |w|) é mensurável em L0,S, pelo Teorema de Lusin,
existe uma sequência {Ek} de conjuntos disjuntos cuja união possui medida cheia em L0,S e de
modo que a restrição de uma função a qualquer um dos conjuntos fornece uma função contínua.

Tomando, para cada k ∈ ℕ, Dk como o conjunto de pontos de densidade de Ek, isto é, pontos s
satisfazendo o limite

lim
δ↓0

med([s − δ, s + δ] ∩ Ek)
2δ = 1,

do Teorema da Densidade de Lebesgue, cadaDk possui a mesmamedida correspondente Ek, assim,
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o conjunto D ≔ ⋃∞
k=1Dk possui a mesma medida de L0,S — que é S pelo Teorema do Conjunto

dos Pontos de Lebesgue.

Definição 96 (página 841 de [1]). Dado F um subconjunto arbitrário de D×𝔇, chamamos Λ(F)
o conjunto de todas as triplas unitárias (p0, p, λ) ∈ ℝ × ℝn × [0,∞[ tais que, ao colocar p(⋅) =
pM (S, ⋅):

• (p0, p (S)) + λ∇Ψ (S) ∈ −Γ⟂;

• Dado (s, g) ∈ F, para g = (w0,w, a, ζ), vale

H(y(s), p0, p(s), 0, λ,w0(1 + ζ),w(1 + ζ), a) ≤ H(y(s), p0, p(s), 0, λ,w0(s),w(s),α(s)),

enquanto que, para c = B ∈ 𝔅0, vale p(s) ⋅ (B ∘ y)(s) ≤ 0.

Proposição 97 (página 841 de [1]). Para cada F ⊆ D × 𝔇, o conjunto Λ(F) é compacto, e, para
cada F1,F2 ⊆ D ×𝔇, Λ(F1 ∪ F2) = Λ(F1) ∩ Λ(F2).

Demonstração. Para mostrar que Λ(F) é compacto para cada F ⊆ D × 𝔇, basta mostrar que tal
conjunto é fechado, já que se trata de um subconjunto da esfera unitária.

Tomando {(p0,k, pk, λk) || k ∈ ℕ} ⊆ Λ(F) e pondo pk(⋅) = pkM (S, ⋅) para cada k ∈ ℕ, é possível
assumir, sem perda de generalidade, que essa sequência converge para algum ponto (p0, p, λ) ∈
𝕊n+1, o que implica, entre outros, que pk → p uniformemente. Dito isso:

• Sabendo que Γ⟂ é um conjunto fechado, como (p0,k, pk (S)) + λk∇Ψ (S) ∈ −Γ⟂ para cada
k ∈ ℕ, temos (p0, p (S)) + λ∇Ψ (S) ∈ −Γ⟂;

• Dado (s, g) ∈ F, para g = (w0,w, a, ζ), vale

H (y(s), p0,k, pk(s), 0, λk,w0(1 + ζ),w(1 + ζ), a)
≤ H (y(s), p0,k, pk(s), 0, λk,w0(s),w(s),α(s))

para todo k ∈ ℕ, assim, como H é contínua, fica provado que

H (y(s), p0, p(s), 0, λ,w0(1 + ζ),w(1 + ζ), a)
≤ H (y(s), p0, p(s), 0, λ,w0(s),w(s),α(s)) .

Já para g = B ∈ 𝔅0, vale ⟨pk(s); (B ∘ y)(s)⟩ ≤ 0 para todo k ∈ ℕ, assim, como o produto
interno é contínuo, vale g = B ∈ 𝔅0, vale ⟨p(s); (B ∘ y)(s)⟩ ≤ 0.

Isso mostra que (p0, p, λ) ∈ Λ(F), como desejado.
Agora, por definição, Λ(F1∪F2) ⊆ Λ(F1) e Λ(F1∪F2) ⊆ Λ(F2), o quemostra queΛ(F1∪F2) ⊆

Λ(F1) ∩ Λ(F2). Reciprocamente, supondo que (p0, p, λ) ∈ Λ(F1) ∩ Λ(F2):
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• É claro que (p0, p (S)) + λ∇Ψ (S) ∈ −Γ⟂;

• Dado (s, g) ∈ F1, para g = (w0,w, a, ζ), vale

H (y(s), p0, p(s), 0, λ,w0(1 + ζ),w(1 + ζ), a)
≤ H (y(s), p0, p(s), 0, λ,w0(s),w(s),α(s)) ,

enquanto que, para g = B ∈ 𝔅0, vale p(s) ⋅ (B ∘ y)(s) ≤ 0. O mesmo se aplica para qualquer
(s, g) ∈ F2, portanto, se aplica a (s, g) ∈ F1 ∪ F2. Isso mostra que (p0, p, λ) ∈ Λ(F1 ∪ F2).

Como visto, Λ(F) ≠ ∅ para todos conjuntos finitos F com instantes ascendentes. Para mostrar
queΛ(F) ≠ ∅ para todos conjuntos finitosF = {(s1, c1) ;… ; (sN, cN)} ⊆ D×𝔇 com instantes não-
-descendentes, começamos notando que, como cada sj pertence a algum Dk(j), podemos construir,
para cada j ∈ {1∶N}, uma sequência {sj,i} ⊆ Dk(j) convergindo para sj tal que, para todo i ∈ ℕ,
s1,i < ⋯ < sN,i.

Colocando Fi ≔ {(s1,i, g1) ;… ; (sN,i, gN)}, segue λ(Fi) ≠ ∅, o que permite escolher algum
(p0,i, pi, λi) ∈ Λ(Fi). Sabendo que {(p0,i, pi, λi)} ⊆ 𝕊n+1 para todo i ∈ ℕ, tomando uma sub-
sequência se necessário, é possível assumir (p0,i, pi, λi) → (p0, p, λ) ∈ 𝕊n+1, assim, usando a con-
vergência da correspondente sequência pi para a correspondente função p em conjunto com propri-
edades de fechamento de cones aproximantes de Boltjanskĳ, pode ser visto que (p0, p, λ) ∈ Λ(F).

Com este conhecimento e utilizando a Proposição 97, pode ser concluído que a coleção Λ(F)
para F ⊆ D × 𝔇 finito é uma coleção de conjuntos compactos com a propriedade da interseção
finita, assim, a interseção de todos os elementos da família não é vazia, o que implica

Λ(D ×𝔇) = Λ( ⋃
cardF<∞

F) = ⋂
cardF<∞

Λ(F) ≠ ∅

(a última igualdade pode ser mostrada da mesma forma que a Proposição 97). Isto significa que
existe um multiplicador não-trivial tal que, ao colocar p(⋅) = pM (S, ⋅), para todos os instantes
s ∈ D (um conjunto de medida cheia), vale

𝔥 (y(s), p0, p(s), 0, λ)
= H (y(s), p0, p(s), 0, λ,w0(s),w(s),α(s))

= max {H (y(s), p0, p(s), 0, λ,w0(1 + ζ),w(1 + ζ), a)||| (w0,w, a, ζ) ∈ W × A × [−1
2 ,

1
2]}

= max {(1 + ζ)𝔥 (y(s), p0, p(s), 0, λ) ||| ζ ∈ [−1
2 ,

1
2]} ,

0 ≥ ⟨p,B ∘ y⟩(s) ∀B ∈ 𝔅0.
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A primeira igualdade coincide com (3.12) enquanto que a última implica (3.13). Finalmente,
dado que B ∈ 𝔅0 ⇔ −B ∈ 𝔅0, a desigualdade se torna uma igualdade para todo B ∈ 𝔅0,
implicando (3.19). Isto conclui a prova do Teorema 76.
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4 Formalismo de Dubovickĳ-Miljutin com
cone tangente

4.1 Introdução

Neste capítulo, abordaremos uma versão do Formalismo de Dubovickĳ-Miljutin que utiliza o
cone tangente de Clarke, introduzido em [12]. Ela é baseada, principalmente, em conceitos e
resultados encontrados em [13], porém, com o principal resultado inspirado em [50]. Como já
comentado, embora tal artigo apresente um resultado desse caráter, ele pode ser estendido, a prin-
cípio, para espaços de Hilbert, pois utiliza conceitos de ângulo e compacidade da bola unitária.
No entanto, dado que o conjunto de controles do problema (1.3) é localizado em um espaço L∞,
que não é espaço de Hilbert nem apresenta propriedades “boas” (como a reflexividade, para saber
mais, consulte [9] e [11]).

4.2 Cones especiais

Os resultados dessa seção serão formulados supondo queX é um espaço de Banach real e f∶ X →
ℝ é lipschitziano de posto K > 0 em uma vizinhança de um ponto x0 ∈ X.

4.2.1 Cone contingente

Definição 98 (página 21 de [11]). SejamQ ⊆ X e x0 ∈ Q. Um vetor v ∈ X é denominado direção
contingente a Q em x0 se

lim inf
t↓0

dQ(x0 + tv)
t = 0.

O conjunto delas será denotado por ℭ(Q; x0).

Propriedade 99. ℭ(Q; x0) é um cone, fortemente, fechado com vértice na origem.

Demonstração. O fato de que ℭ(Q; x0) é, fortemente, fechado segue das Proposições 183 e 184.
Agora, fixados v ∈ ℭ(Q; x0) e α ≥ 0: se α ≠ 0, então,

lim inf
t↓0

dQ(x0 + t(αv))
t = α lim inf

t↓0

dQ(x0 + (αt)v)
αt = 0

o que mostra que αv ∈ ℭ(Q; x0); já no caso em que α = 0, temos que 0 ∈ ℭ(Q; x0), portanto, tal
conjunto é um cone com vértice na origem.

Proposição 100 (página 30 de [11]). Se Q ⊆ X é convexo e x0 ∈ Q, então, ℭ(Q; x0) é convexo e
coincide com o fecho de
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⋃
t>0

Q − x0
t .

Demonstração. Chamando a união em questão de Σ, é claro que esta é um cone com vértice na
origem. Ainda, dados u1, u2 ∈ Σ, existem t1, t2 > 0 demodo que x0+tiui ∈ Q para todo i ∈ {1, 2},
então, a convexidade de Q garante que

x0 +
t1t2

t1 + t2
(u1 + u2) = (1 − t1

t1 + t2
) (x0 + t1u1) +

t1
t1 + t2

(x0 + t2u2) ∈ Q,

o que mostra que u1 + u2 ∈ Σ e, consequentemente, que tal cone é convexo.
Dito isso, da Definição 98, é claro que ℭ(Q; x0) ⊆ Σ. Agora, fixando v ∈ Σ, existem q ∈ Q

e t > 0 de modo que x0 + tv = q, e, dada ti ↓ 0, existe ι ∈ ℕ de modo que i ≥ ι ⇒ xi ≔
(1 − ti)x0 + tiq ∈ Q, logo

i ≥ ι ⇒ xi − x0
tti

= q − x0
t = v,

o que mostra que v ∈ ℭ(Q; x0). Da Propriedade 99, só pode ocorrer que ℭ(Q; x0) = Σ.

Corolário 101. Se Q ⊆ X é convexo e x0 ∈ Q, então, Q ⊆ x0 + ℭ(Q; x0).

Propriedade 102 (página 124 de [4]). • Dados Q1,… ,Qn ⊆ X e x0 ∈ Q ≔ ⋂n
i=1Qi,

ℭ(Q; x0) ⊆
n

⋂
i=1

ℭ(Qi; x0);

• Dados Q1,… ,Qn ⊆ X e x0 ∈ Q ≔ ⋃n
i=1Qi,

ℭ(Q; x0) =
n

⋃
i=1

ℭ(Qi; x0);

• Dados Qi ⊆ Xi e xi,0 ∈ Qi para i ∈ {1∶ n} e pondo Q =∏n
i=1Qi e x0 = (x1,0,… , xn,0),

ℭ(Q; x0) ⊆
n

∏
i=1

ℭ(Qi; xi,0).

4.2.2 Cone tangente

Definição 103 (página 212 de [11]). Sendo Q ⊆ X e x0 ∈ Q, um vetor v ∈ X é denominado
direção tangente a Q em x0 se d∘Q(x0; v) = 0. O conjunto delas será denotado por 𝔗(Q; x0).

Propriedade 104. 𝔗(Q; x0) é um cone convexo e, fortemente, fechado com vértice na origem.

Demonstração. Dados v1, v2 ∈ 𝔗(Q; x0) e α1,α2 ≥ 0, da Propriedade 15, temos que d∘Q(x0;α1v1+
α2v2) ≤ α1d∘Q(x0; v1) + α2d∘Q(x0; v2) = 0, logo, como d∘Q(x0; ⋅) nunca assume valores negativos
dado que dQ atinge mínimo em x0, só pode ocorrer d∘Q(x0;α1v1 + α2v2), o que mostra que α1v1 +
α2v2 ∈ 𝔗(Q; x0) e, consequentemente, que tal conjunto é um cone convexo com vértice na origem.



81

Ainda, dada {vi} ⊆ 𝔗(Q; x0) tendendo a v ∈ X, também da Propriedade 15, temos que d∘Q(x0; v) =
lim d∘Q(x0; vi) = 0, o que mostra que v ∈ 𝔗(Q; x0) e, consequentemente, que tal conjunto é,
fortemente, fechado.

Proposição 105. Sendo Q ⊆ X, para todo x0 ∈ Q, vale

𝔗(Q; x0) = lim inf
x→x0,t↓0

Q − x
t .

Demonstração. Supondo que v ∈ 𝔗(Q; x0), sejam xi → x0 e ti ↓ 0. Nessas condições,

0 = d∘Q(x0; v) = lim
i↑∞

dQ(xi + tiv) − dQ(xi)
ti

= lim
i↑∞

dQ(xi + tiv)
ti

e, usando a definição da função distância, para cada i ∈ ℕ, é possível encontrar si ∈ Q satisfazendo
‖xi + tiv − si‖X ≤ dQ(xi + tiv) −

1
i
, então, pondo vi =

si−xi
ti

, vem

lim
i↑∞

‖vi − v‖X = lim
i↑∞

ti‖xi + tiv − si‖X = 0.

Reciprocamente, suponha que v seja tal que: para cada xi → x0 e ti ↓ 0, existe vi → v tal que
xi + tivi ∈ Q para todo i ∈ ℕ. Dadas yi → x0 e ti ↓ 0 tais que

lim
i↑∞

dQ(yi + tiv) − dQ(yi)
ti

= d∘Q(x0; v),

escolha, para cada i ∈ ℕ, um si ∈ Q satisfazendo ‖si − yi‖X ≤ dQ(yi) +
ti
i
. Nessas condições, é

fácil ver que si → x0, o que, por hipótese, garante a existência de uma sequência vi → v tal que
si + tivi ∈ Q para todo i ∈ ℕ, assim, da continuidade lipschitziana de dQ com posto 1, segue

dQ(yi + tiv) ≤ dQ(si + tivi) + ‖yi − si‖X + ti‖v − vi‖X ≤ dQ(yi) + ti (‖v − vi‖X +
1
i ) ,

o que, fazendo i ↑ ∞, acarreta que d∘Q(x0; v) = 0, ou seja, que v ∈ 𝔗(Q; x0).

Proposição 106. Sendo Q ⊆ X, para todo x0 ∈ Q, 𝔗(Q; x0) é o cone polar de [0,∞[𝜕dQ(x0).

Demonstração. Chame Σ = [0,∞[𝜕dQ(x0). Fixado v ∈ 𝔗(Q; x0), para quaisquer ζ ∈ 𝜕dQ(x0) e
α ≥ 0, vale ⟨αζ, v⟩ = α⟨ζ, v⟩ ≤ αd∘Q(x0; v) = 0, o que mostra que v ∈ Σ▵. Reciprocamente, fixado
v ∈ Σ▵, em particular, ⟨ζ, v⟩ ≤ 0 para todo ζ ∈ 𝜕dQ(x0), o que mostra que d∘Q(x0; v) ≤ 0, então,
como tal derivada é não-negativa, ela deve se anular, o que mostra que v ∈ 𝔗(Q; x0).

Proposição 107 (página 212 de [11]). Dados X e Y espaços de Banach, Q1 ⊆ X e Q2 ⊆ Y, para
qualquer (x0, y0) ∈ X × Y, 𝔗(Q1 × Q2; (x0, y0)) = 𝔗(Q1; x0) × 𝔗(Q2; y0).

Demonstração. Fixado (v,w) ∈ 𝔗(Q1 × Q2; (x0, y0)), tome sequências xi → x0, yi → y0 e ti ↓ 0.
Da Proposição 105, existe vi → v e wi → w tal que xi + tivi ∈ Q1 e yi + tiwi ∈ Q2 para todo
i ∈ ℕ, logo, a mesma proposição garante que (v,w) ∈ 𝔗(Q1; x0) × 𝔗(Q2; y0). Agora, fixado
(v,w) ∈ 𝔗(Q1; x0) × 𝔗(Q2; y0), tome sequências (xi, yi) → (x0, y0) e ti ↓ 0. Da Proposição 105,
existe (vi,wi) → (v,w) de modo que (xi + tivi, yi + tiwi) ∈ Q1 × Q2 para todo i ∈ ℕ, portanto, a
mesma proposição garante que (v,w) ∈ 𝔗(Q1 × Q2; (x0, y0)).
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Teorema 108 (página 59 de [13]). Sendo f∶ X → ℝ lipschitziano em uma vizinhança de x0, o
epígrafo de f∘(x0; ⋅) é 𝔗(epi f; (x0, f(x0))).

Demonstração. Supondo que (v, r) ∈ 𝔗(epi f; (x0, f(x0))), escolha sequências xi → x0 e ti ↓ 0 de
modo que

lim
i↑∞

f(xi + tiv) − f(xi)
ti

= f∘(x0; v).

Sabendo que (xi, f(xi)) é uma sequência no epígrafo de f tendendo a (x0, f(x0)), da Proposição
105, existe uma sequência (vi, ri) → (v, r) de modo que (xi, f(xi)) + ti(vi, ri) ∈ epi f para todo
i ∈ ℕ, o que acarreta que

f(xi + tivi) − f(xi)
ti

≤ ri ∀i ∈ ℕ.

Fazendo i ↑ ∞, obtemos que f∘(x0; v) ≤ r.
Reciprocamente, supondo que v ∈ X e r ≥ f∘(x0; v), sejam {(xi, yi)} ⊆ epi f tendendo a (x0, f(x0))

e ti ↓ 0. Pondo, para cada i ∈ ℕ,

ri = sup {r, f(xi + tiv) − f(xi)
ti

} ,

do Teorema do Confronto, ri → r para i → ∞ e yi + tiri ≥ yi + [f(xi + tiv) − f(xi)] ≥ f(xi + tiv)
para todo i ∈ ℕ, o que mostra que a sequência (v, ri) → (v, r) satisfaz (xi, yi) + ti(v, ri) ∈ epi f
para todo i ∈ ℕ. Portanto, pela Proposição 105, (v, r) ∈ 𝔗(epi f; (x0, f(x0))).

4.2.3 Cone hipertangente

Definição 109 (página 57 de [13]). Sendo Q ⊆ X e x0 ∈ Q, um vetor v ∈ X é denominado
direção hipertangente a Q em x0 se existe ϵ > 0 para o qual BQ(x0, ϵ) + ]0, ϵ[BX(v, ϵ) ⊆ Q. O
conjunto delas será denotado por ℌ(Q; x0).

Propriedade 110. ℌ(Q; x0) é um cone convexo e, fortemente, aberto com vértice na origem que
está incluso em 𝔗(Q; x0).

Demonstração. Dados v ∈ ℌ(Q; x0) e α > 0, existe ϵ > 0 tal como na Definição 109, desse modo,

α > 1 ⇒ BQ (x0,
ϵ
α) + ]0, ϵα[BX (αv,

ϵ
α) ⊆ BQ(x0, ϵ) + ]0, ϵα[BX(αv,αϵ) ⊆ Q,

α < 1 ⇒ BQ(x0,αϵ) + ]0,αϵ[BX(αv,αϵ) ⊆ BQ(x0, ϵ) + ]0, ϵα[BX(αv,αϵ) ⊆ Q,

o que mostra que αv ∈ ℌ(Q; x0) e, consequentemente, que tal conjunto é um cone convexo com
vértice na origem. Ainda, dado v ∈ ℌ(Q; x0) e sendo ϵ > 0 como na Definição 109, não é
difícil ver que, para todo w ∈ BX(v, ϵ), existe um δ ∈ ]0, ϵ[ para o qual BX(w, δ) ⊆ BX(v, ϵ)
e, consequentemente, para o qual BQ(x0, δ) + ]0, δ[BX(w, δ) ⊆ Q, o que mostra que BX(v, ϵ) ⊆
ℌ(Q; x0) e, consequentemente, que tal conjunto é aberto forte. Por fim, dado v ∈ ℌ(Q; x0), da
Definição 109, vemos que d∘Q(x0; v) = 0, o que mostra, pela Definição 103, que v ∈ 𝔗(Q; x0).
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Proposição 111 (página 57 de [13]). Se ℌ(Q; x0) não é vazio, então, ele coincide com o interior
forte de 𝔗(Q; x0).

Demonstração. Pelo que foi mostrado na Propriedade 110, basta mostrar que int𝔗(Q; x0)
⊆ ℌ(Q; x0). Dados v1 ∈ ℌ(Q; x0) e v2 ∈ 𝔗(Q; x0), da Definição 109 e como consequência da
Proposição 105, existem ϵ1, ϵ2 > 0 para os quais

BQ(x0, ϵ1) + ]0, ϵ1[BX(v1, ϵ1) ⊆ Q (4.1)

BQ(x0, ϵ2) + ]0, ϵ2[BX (v2,
ϵ1
2 ) ⊆ Q, (4.2)

logo, ponha ϵ = inf {ϵ2,
ϵ1
2
, ϵ1
1+ϵ1+‖v2‖

}.
Afirmação. BQ(x0, ϵ) + ]0, ϵ[BX(v1 + v2, ϵ) ⊆ Q.
De fato, sendo v um elemento do lado esquerdo da inclusão, existem x ∈ BQ(x0, ϵ), t ∈ ]0, ϵ[ e

u ∈ BX(0, 1) para os quais v = x + t(v1 + v2 + ϵu), o fato de que ϵ ≤ ϵ2 permite afirmar, de (4.2),
que existe w ∈ BX(0, 1) para o qual y + t (v2 −

ϵ1
2
w) ∈ Q, e esse vetor pertence a BQ(x0, ϵ1), pois

||x + t (v2 −
ϵ1
2w) − x0|| ≤ ϵ + ϵ(ϵ1 + ‖v2‖) < ϵ1,

consequentemente, (4.1) garante que x + t [(v2 −
ϵ1
2
w) + BX(v1, ϵ1)] ⊆ Q. A partir disso, como é

possível escrever

v = x + t
⎡⎢⎢⎢
⎣
(v2 −

ϵ1
2w) + v1 + ϵu + ϵ1

2w⏟⎵⎵⎵⏟⎵⎵⎵⏟
∈BX(v1,ϵ1)

⎤⎥⎥⎥
⎦
,

a conclusão é que v ∈ Q.

A partir disso, segue que ℌ(Q; x0) + 𝔗(Q; x0) ⊆ ℌ(Q; x0). Finalmente, dado v ∈ int𝔗(Q; x0),
qualquer w ∈ ℌ(Q; x0) admite um λ > 0 para o qual v − λw ∈ 𝔗(Q; x0), portanto, como λ ∈
ℌ(Q; x0), vale v ∈ ℌ(Q; x0).

4.2.4 Cone normal estrito

Definição 112 (página 21 de [11]). Dados Q ⊆ X e x0 ∈ Q, o cone normal estrito a Q em x0 é
o polar de ℭ(Q; x0). Ele será denotado por 𝔑̂(Q; x0).

Proposição 113 (página 30 de [11]). Se Q ⊆ X é convexo e x0 ∈ Q, então, 𝔑̂(Q; x0) = (Q− x0)▵.

Demonstração. Sabendo que (Q − x0)▵ é um cone, a Proposição 100 e as Propriedades 42 e 44
garantem que

𝔑̂(Q; x0) = ⋂
t>0

(Q − x0)▵
t = (Q − x0)▵.
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4.2.5 Cone normal

Definição 114 (página 212 de [11]). Sendo Q ⊆ X e x0 ∈ Q, o cone normal a Q em x0 é o polar
de 𝔗(Q; x0). Ele será denotado por 𝔑(Q; x0).

Proposição 115 (página 213 de [11]). Dados Q ⊆ X e x0 ∈ Q, vale que𝔑(Q; x0) = [0,∞[𝜕dQ(x0)
e 𝔗(Q; x0) = [𝔑(Q; x0)]▵.

Demonstração. Sabendo que 𝜕dQ(x0) é, por definição, convexo, o conjunto Σ ≔ [0,∞[
𝜕dQ(x0) é um cone convexo comvértice na origem, então, a primeira afirmação segue da Proposição
106 e da Propriedade 45. Já a segunda segue da primeira e da Propriedade 42.

Proposição 116. Dados X e Y espaços de Banach, Q1 ⊆ X e Q2 ⊆ Y, para qualquer (x0, y0) ∈
X × Y, 𝔑(Q1 × Q2; (x0, y0)) = 𝔑(Q1; x0) × 𝔑(Q2; y0).

Proposição 117 (página 61 de [13]). Um elemento ζ ∈ X⭒ pertence a 𝜕f(x0) se, e somente se,
(ζ, −1) ∈ 𝔑(epi f; (x0, f(x0))).

Demonstração. Por definição, ζ ∈ 𝜕f(x0) se, e somente se, f∘(x0; v) ≥ ⟨v, ζ⟩ para todo v ∈ X, e
isto equivale a dizer que, para todos v ∈ X e r ≥ f∘(x0; v), vale ⟨(v, r); (ζ, −1)⟩ ≤ 0. Do Teorema
108, isto equivale a dizer que. para todos (v, r) ∈ 𝔗(epi f; (x0, f(x0))), ⟨(v, r); (ζ, −1)⟩ ≤ 0, o que
equivale, pela Definição 114, a dizer que

(ζ, −1) ∈ 𝔑(epi f; (x0, f(x0))).

Definição 118. Dado Q ⊆ X, a função indicadora de Q é definida como

ψQ(x) = {
0 se x ∈ Q,
∞ caso contrário.

Proposição 119. Sendo Q ⊆ X e x0 ∈ Q, o cone normal a Q em x0 é o gradiente generalizado de
ψQ em x0.

Demonstração. Pela Proposição 117, ζ ∈ 𝜕ψQ(x0) se, e somente se, (ζ, −1) ∈ 𝔑(epiψQ;
(x0, 0)), desse modo, como epiψQ = Q × [0,∞[, a Proposição 116 garante a equivalência entre
este pertencimento e ζ ∈ 𝔑(Q; x0) e −1 ∈ 𝔑([0,∞[; 0) =]−∞, 0], o que prova o resultado.

4.2.6 Relações entre os cones

Proposição 120. Se Q ⊆ X e x0 ∈ Q, então, 𝔗(Q; x0) ⊆ ℭ(Q; x0).

Demonstração. Segue da Definição 98 e das Proposições 105 e 184.

Corolário 121. Se Q ⊆ X e x0 ∈ Q, então, 𝔑(Q; x0) ⊇ 𝔑̂(Q; x0).
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Teorema 122 (adaptado da página 130 de [4]). Se Q é fechado e x0 ∈ Q, então,

𝔗(Q; x0) = lim inf
x→x0

ℭ(Q; x).

Demonstração. Dado v ∈ 𝔗(Q; x0), seja xi → x0. Dada ti ↓ 0, é possível encontrar ϵi ↓ 0 de modo
que t ∈ ]0, ti] ⇒ dQ(xi + tv) < ϵit, logo, para todo i ∈ ℕ,

lim
δ↓0

inf {
dQ(xi + tv)

t
||| t ∈ ]0, δ]} = lim inf

t↓0

dQ(xi + tv)
t < ϵi.

Sabendo que, para todo j ∈ ℕ,

inf {
dQ(xi + tv)

t
||| i ≥ j, t ∈ ]0, δ]} ≤ inf {

dQ(xj + tv)
t

||| t ∈ ]0, δ]} ,

segue, do Teorema do Confronto, que

lim inf
i↑∞,t↓0

dQ(xi + tv)
t = 0,

portanto, pela Proposição 183, vale que v ∈ lim infx→x0 ℭ(Q; x).
Para mostrar a inclusão recíproca, tome v ∈ lim infx→x0 ℭ(Q; x) unitário. Para todo ϵ > 0, existe

i0 ∈ ℕ tal que

i ≥ i0, x ∈ BQ [x0,
1
i ] ⇒ BX [v,

ϵ
2] ∩ ℭ(Q; x) ≠ ∅. (4.3)

Supondo que v ∉ 𝔗(Q; x0), é possível encontrar ϵ0 ∈ ]0, 1
4
[ e sequências {xi} ⊆ BQ[0,

1
2i
] e

{ti} ⊆ ]0, 1
4i
[ de modo que cada conjunto BX[xi + tiv, tiϵ0] é disjunto de Q. Agora, fixando ι ∈ ℕ

de modo que (4.3) seja satisfeita para ι e ϵ0, ponha

K ≔ Q ∩ ( ⋃
a∈[0,tι]

BX[xι + av, aϵ0]) .

Do Teorema 59 aplicado a x ↦ −‖x − xι‖X, existe z ∈ K de modo que qualquer x ∈ K satisfaz

‖x − xι‖X ≤ ‖z − xι‖X +
ϵ0

1 + ϵ0
‖z − x‖X. (4.4)

Da disjunção entre BX[xι + tιv, tιϵ0] e K, é possível afirmar que z pode ser escrito como z =
xι + (1 − α)tιwι com α ∈ ]0, 1] e ‖wι − v‖X ≤ ϵ0.
Afirmação.

⋃
a∈[0,αtι]

BX[z + av, aϵ0] ⊆ ⋃
a∈[0,tι]

BX[xι + av, aϵ0].

Claramente, dados a ∈ [0,αtι] e y ∈ BX[z + av, aϵ0], pondo b = a + (1 − α)tι ∈ [0, tι], vale
que

‖y − (xι + bv)‖X ≤ ‖(z + av) − (xι + bv)‖X + ‖y − (z + av)‖X
≤ ‖(1 − α)tιwι + (a − b)v‖X + aϵ0 ≤ aϵ0 + (1 − α)tιϵ0 = bϵ0,
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o que mostra que y ∈ BX[xι + bv, bϵ0].

Ainda, como ‖z − xι‖X ≤ (1 − α)tι(1 + ϵ0), segue que

‖z − x0‖X ≤ (1 − α)tι(1 + ϵ0) + ‖xι − x0‖X ≤
1
4ι (1 +

1
4) +

1
2ι =

13
16ι <

1
ι ,

então, (4.3) garante que a existência de u ∈ ℭ(Q; z) ∩ B [v, ϵ0
2
]. Da definição do cone contingente,

existem sequências uj → u e sj ↓ 0 de modo que z + kjuj ∈ Q para todo j ∈ ℕ, e, da afirmação
provada, z + kjuj ∈ BX[xι + tιv, tιϵ0] para j grande o suficiente, assim, existe p ∈ ℕ para o qual
z + kpup ∈ K e ‖up − v‖X ≤ ϵ0. Substituindo x = z + kpup em (4.4), vem

[(1 − α)tι + kp]‖wι‖X − kp‖up − wι‖X ≤ ‖[(1 − α)tι + kp]wι − kp(up − wι)‖X
= ‖(z + kpup) − xι‖X
≤ (1 − α)tι‖wι‖X +

ϵ0
1 + ϵ0

kp‖up‖X,

ou seja, kp(1 + ϵ0)(‖wι‖X − ‖up − wι‖X) ≤ kpϵ0‖up‖X. Sabendo que ‖up − wι‖X ≤ 2ϵ0 e que
‖up‖X ≤ 1 + ϵ0, obtemos que 1 − ϵ0 ≤ ‖wι‖X ≤ 3ϵ0, porém, isso contradiz o fato de que 4ϵ0 < 1.
Com a contradição, fica mostrado que v ∈ 𝔗(Q; x0).

Definição 123 (página 215 de [11]). Dados Q ⊆ X e x0 ∈ Q, o conjunto Q é dito regular em x0
se 𝔗(Q; x0) = ℭ(Q; x0).

Proposição 124 (página 215 de [11]). Dados Q ⊆ X e x0 ∈ Q, Q é regular em x0 se, e somente
se, 𝔑(Q; x0) = 𝔑̂(Q; x0).

Demonstração. Supondo que Q seja regular em x0, segue que 𝔗(Q; x0) = ℭ(Q; x0), portanto,
tomar polaridade implica que 𝔑(Q; x0) = 𝔑̂(Q; x0). Reciprocamente, se 𝔑(Q; x0) = 𝔑̂(Q; x0), as
Proposições 115 e 120 e a Propriedade 45 garantem que

𝔗(Q; x0) = [𝔑(Q; x0)]▵ = [𝔑̂(Q; x0)]
▵
= {[ℭ(Q; x0)]▵}▵ ⊇ ℭ(Q; x0) ⊇ 𝔗(Q; x0),

o que mostra que 𝔗(Q; x0) = ℭ(Q; x0) e, consequentemente, que Q é regular em x0.

Propriedade 125 (página 215 de [11]). Se Q é convexo e fechado e x0 ∈ Q, então, Q é regular
em x0 e

𝔗(Q; x0) = ℭ(Q; x0) = ⋃
t>0

Q − x0
t ,

𝔑(Q; x0) = 𝔑̂(Q; x0) = (Q − x0)▵.

Demonstração. Comecemos provando que 𝜕dQ(x0) ⊆ 𝔑̂(Q; x0). De fato, sabendo que dQ é con-
vexa, dado ζ ∈ 𝜕dQ(x0), temos que ⟨x − x0, ζ⟩ ≤ dQ(x) − dQ(x0) = 0 para todo x ∈ Q, assim, da
Proposição 113, ζ ∈ 𝔑̂(Q; x0). A partir disso, como 𝔑̂(Q; x0) é cone fechado, a Proposição 115
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garante que 𝔑(Q; x0) ⊆ 𝔑̂(Q; x0), o que, em conjunto com o Corolário 121, mostra que ambos
são iguais, portanto, da Proposição 124, Q é regular em x0.

As demais igualdades seguem por polaridade e das Proposições 113 e 100.

4.3 Formulando o formalismo

4.3.1 Diferenciais gerais de funcionais com valores na reta estendida

Nesta subseção, os resultados serão formulados supondo que X é um espaço de Banach real, e
será usada a notação (x,α) ↓f x0 para indicar que (x,α) ∈ epi f e (x,α) → (x0, f(x0)).

Teorema 126 (página 96 de [13]). Sendo f∶ X → [−∞,∞] finito em x0, o cone tangente ao
epígrafo de f em (x0, f(x0)) é o epígrafo do funcional f∘(x0; ⋅)∶ X → [−∞,∞] definido por

f∘(x0; v) = lim
ϵ↓0

lim sup
(x,α)↓fx0

t↓0

inf { f(x + tw) − α
t

||| w ∈ BX(v, ϵ)} . (4.5)

Demonstração. Em primeiro lugar, seja (v, r) ∈ 𝔗(epi f; (x0, f(x0))). Dados (xi,αi) ↓f x0 e ti ↓ 0,
da Proposição 105, existe uma sequência (vi, ri) tendendo a (v, r) para a qual (xi,αi) + t(vi, ri) ∈
epi f para todo i ∈ ℕ, isto é, satisfazendo αi + tiri ≥ f para todo i ∈ ℕ. A partir disso, dado ϵ > 0,
como existe i0 ∈ ℕ para o qual i > i0 ⇒ vi ∈ BX(v, ϵ), ri ∈ ]r − ϵ, r + ϵ[, segue que

i > i0 ⇒ inf { f(xi) + tiw) − αi
ti

||| w ∈ BX(v, ϵ)} ≤ ri < r + ϵ.

Isso mostra que, para todo ϵ > 0,

lim sup
(x,α)↓fx0

t↓0

inf { f(x + tw) − α
t

||| w ∈ BX(v, ϵ)} ≤ r,

portanto, f∘(x0; v) ≤ r.
Reciprocamente, supondo que v ∈ X e r ∈ ℝ sejam tais que f∘(x0; v) ≤ r, sejam (xi,αi) ↓f x0 e

ti ↓ 0. Para cada n ∈ ℕ, existe um ϵn <
1
n
para o qual

lim sup
(x,α)↓fx0

t↓0

inf { f(x + tw) − α
t

||| w ∈ BX(v, ϵn)} ≤ r + 1
n ,

desse modo, como (xi,αi) ↓f 0 e ti ↓ 0, deve existir um índice ι(n) para o qual

inf {
f (xι(n) + tι(n)w) − αι(n)

tι(n)

||||
w ∈ BX(v, ϵn)} ≤ r + 2

n ,

e, consequentemente, um vetor vι(n) ∈ BX(v, ϵn) para o qual
f (xι(n) + tι(n)vι(n)) − αι(n)

tι(n)
≤ r + 3

n .

Definindo, agora,
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rι(n) = sup {r,
f (xι(n) + tι(n)vι(n)) − αι(n)

tι(n)
} ,

segue que αι(n) + tι(n)rι(n) ≥ f (xι(n) + tι(n)vι(n)) para todo n ∈ ℕ e que (vι(n), rι(n)) → (v, r),
portanto, a Proposição 105 garante que (v, r) ∈ 𝔗(epi f; (x0, f(x0))).

Definição 127 (página 61 de [13]). Dados f∶ X → [−∞,∞] e x0 ∈ X um ponto no qual f assume
valor finito, a diferencial geral de f em x0, denotada por 𝜕f(x0), é o conjunto dos ζ ∈ X⭒ para os
quais (ζ, −1) ∈ 𝔑(epi f; (x0, f(x0))).

Corolário 128 (página 97 de [13]). 𝜕f(x0) = ∅ se, e somente se, f∘(x0; 0) = −∞. Caso contrário,

𝜕f(x0) = {ζ ∈ X⭒ ∣ ⟨v, ζ⟩ ≤ f∘(x0; v) ∀v ∈ X},
f∘(x0; v) = sup⟨v, 𝜕f(x0)⟩.

Demonstração. Do teorema e definição anteriores, é possível afirmar que ζ ∈ 𝜕f(x0) se, e somente,
⟨v, ζ⟩ ≤ r para todos (v, r) ∈ 𝔗(epi f; (x0, f(x0)) = epi f∘(x0; ⋅), ou seja, para todos (v, r) ∈
X × [−∞,∞] para os quais f∘(x0; v) ≤ r. No caso em que f∘(x0; v) = −∞, não existe ζ que
satisfaça tais condições e, consequentemente, 𝜕f(x0) = ∅, e, como f∘(x0; ⋅) é, positivamente, 1-
homogênea e semicontínua inferior, ela vale −∞ em algum vetor v ∈ X se, e somente se, o faz no
vetor nulo, o que mostra que 𝜕f(x0) = ∅ ⇔ f∘(x0; 0) = −∞.

Agora, quando f∘(x0; ⋅) > g ≡ −∞, em particular, temos que ζ ∈ 𝜕f(x0) se, e somente, ⟨v, ζ⟩ ≤
f∘(x0; v) para todo v ∈ X, e isso equivale a dizer que f∘(x0; ⋅) é o funcional de suporte de 𝜕f(x0).

Definição 129 (página 98 de [13]). O funcional f é dito, lipschitziano em x0 e na direção v0 ∈ X
se é finito em x0 e a quantidade

f+(x0; v0) ≔ lim sup
(x,α)↓fx0
v→v0
t↓0

f(x + tv) − α
t

não é∞. Caso exista uma direção v ∈ X para o qual isso acontece, f será dito, direcionalmente,
lipschitziano em x0.

O conjunto das direções v ∈ X de modo que f é lipschitziano em x0 e em v será denotado por
𝔏(f; x0).

Proposição 130 (página 98 de [13]). O funcional f é, direcionalmente, lipschitziano em x0 em uma
direção v0 se, e somente se, existe β ∈ ℝ para o qual (v0, β) é hipertangente a epi f em (x0, f(x0)).

Demonstração. Supondo, em primeiro lugar, que (v0, β) seja hipertangente a epi f em (x0,
f(x0)), por definição, existe ϵ > 0 para o qual

Bepi f((x0, f(x0)); ϵ) + ]0, ϵ[BX×ℝ((v0, β); ϵ) ⊆ epi f,
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assim, sempre que (x,α) ∈ epi f está próximo a (x0, f(x0)) e v está próximo a v0, vale α+tβ ≥ f(x+
tv), o que mostra que f+(x0; v0) < β e, consequentemente, que f é, direcionalmente, lipschitziano
em x0 na direção v0.

Reciprocamente, supondo que f seja, direcionalmente, lipschitziano em x0 em uma direção v0 e
sendo β > f+(x0; v0), para todo (x,α) ∈ epi f próximo a (x0, f(x0)), para todo v próximo a v0 e
para todo t > 0 próximo a zero, vale

f(x + tv) − α
t < β,

o que mostra que (v0, β) é hipertangente a epi f em (x0, f(x0)).

Corolário 131 (página 99 de [13]). Se f+(x0; v) < ∞, então, essa quantidade coincide com o
ínfimo dos β ∈ ℝ para os quais (v, β) é hipertangente a epi f em (x0, f(x0)).

Teorema 132 (página 100 de [13]). Sendo f finito em x0 e supondo que 𝔏(f; x0) ≠ ∅, este é
o interior das direções para as quais a derivada direcional geral de f em x0 é finita é f∘(x0; ⋅) é
contínua e coincide com f+(x0; ⋅) em tal conjunto.

Demonstração. Como ℌ(epi f; (x0, f(x0))) é não-vazio por suposição, a Proposição 130 garante

que 𝔏(f; x0) = ΠX(ℌ(epi f; (x0, f(x0)))), e o Teorema 126 garante que

ℌ(epi f; (x0, f(x0))) = int𝔗(epi f; (x0, f(x0))),

o que, significa que, para mostrar a primeira afirmação do teorema, é suficiente mostrar que

ΠX(ℌ(epi f; (x0, f(x0)))) = int{v ∈ X ∣ f∘(x0; v) < ∞}.

Se v0 pertence à projeção, existe β ∈ ℝ para o qual (v0, β) ∈ ℌ(epi f; (x0, f(x0))), assim, o
Teorema 126 garante que (v0, β) ∈ int epi f∘(x0; ⋅). A partir disso, f∘(x0; v) < ∞ para todo v
próximo o suficiente a v0, o que mostra que v0 pertence ao interior no lado direito.

Reciprocamente, se v0 pertence ao interior no lado direito, existem ϵ > 0 e β0 ∈ ℝ para os quais
v ∈ BX[v0, ϵ] ⇒ f∘(x0; v) < β0 − 1, o que mostra que todo (v, β) próximo a (v0, β0) pertence a
epi f∘(x0; ⋅) = 𝔗(epi f; (x0, f(x0))), o que mostra que (v0, β0) ∈ ℌ(epi f; (x0, f(x0))).

Agora, sabendo que existe v0 para o qual f∘(x0; v0) < ∞, trata-se de um funcional convexo que
é limitado em uma vizinhança de v0, logo, a Proposição 153 garante que f∘(x0; ⋅) é contínuo em
𝔏(f; x0).

Finalmente, sabendo que 𝔗(epi f; (x0, f(x0))) = epi f∘(x0; ⋅) e usando o Corolário 131, obtemos
que

f∘(x0; v) = inf {β ∈ ℝ || (v, β) ∈ 𝔗(epi f; (x0, f(x0)))} ,

f+(x0; v) = inf {β ∈ ℝ || (v, β) ∈ ℌ(epi f; (x0, f(x0)))} ,
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logo, a igualdade ℌ(epi f; (x0, f(x0))) = int𝔗(epi f; (x0, f(x0))) garante que f+(x0; v) = f∘(x0; v).

Propriedade 133 (página 103 de [13]). Sendo f1, f2 finitos em x0 e f2, direcionalmente, lipschitzi-
anos neste, se

{v ∣ f∘1(x0; v) < ∞} ∩ int{v ∣ f∘2(x0; v) < ∞} ≠ ∅, (4.6)

então, (f1 + f2)∘(x0; v) ≤ f∘1(x0; v) + f∘2(x0; v).

Demonstração. Em primeiro lugar, denotaremos por f0 = f1 + f2 e ℓi = f∘i (x0; ⋅) para todo i ∈
{0∶ 2}. Dito isso, sendoDi = ℓ−1i ([−∞,∞[) para todo i ∈ {0∶ 2}, v0 ∈ D1∩ intD2 e β > ℓ2(v0),
do Teorema 132, para algum δ > 0,

t ∈ ]0, δ[,
x ∈ BX[x0, δ],
v ∈ BX[v, δ], α2 ∈ [f2(y), f2(y) + δ[

⎫⎪
⎬⎪
⎭

⇒ f2(x + tv) − α2
t < β.

Sabendo que, da Definição 129,

ℓ0(v0) = lim
ϵ↓0

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

lim sup
(x,α1)↓f1x0
(x,α2)↓f2x0

t↓0

inf { f1(x + tv) − α1
t + f2(x + tv) − α2

t
||| w ∈ BX[v, ϵ]}

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

,

é possível afirmar que

ℓ0(x0; v0) ≤ lim
ϵ↓0

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

lim sup
(x,α1)↓f1x0
(x,α2)↓f2x0

t↓0

inf { f1(x + tv) − α1
t + β ||| w ∈ BX[v, ϵ]}

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

= ℓ1(v0) + β,

logo, fazer β ↓ ℓ2(v0) fornece ℓ0(v0) ≤ ℓ1(v0) + ℓ2(v0).
Agora, retiramos a hipótese de que v0 é elemento da interseção em (4.6). Se ℓ1(v0) ou ℓ2(v0)

assumem valor∞, a desigualdade é, claramente, válida. Já no caso em que ambas as derivadas são
finitas, v0 ∈ D1 ∩D2 e, por (4.6), vale D1 ∩ intD2 ∋ ̃v, assim, da Propriedade 151, (1− ϵ)v0 + ϵ ̃v
para ϵ ∈ ]0, 1[, o que mostra que

ℓ0((1 − ϵ)v0 + ϵ ̃v) ≤ ℓ1((1 − ϵ)v0 + ϵ ̃v) + ℓ2((1 − ϵ)v0 + ϵ ̃v).

Por fim, a convexidade e semicontinuidade inferior da derivada direcional permite fazer ϵ ↓ 0 e
concluir que ℓ0(v0) ≤ ℓ1(v0) + ℓ2(v0).

Teorema 134 (página 102 de [13]). Nas condições da Propriedade 133, 𝜕(f1+ f2)(x0) ⊆ 𝜕f1(x0)+
𝜕f2(x0).



91

Demonstração. Se ℓ1(0) ou ℓ2(0) assume valor −∞, então, o mesmo vale para ℓ0(0), o que mos-
tra, pelo Corolário 128, que os gradientes generalizados de f1, f2 e da soma em x0 são vazios, o
que garante o resultado. Senão, sabendo que as derivadas direcionais gerais são sublineares, vale
ℓ1(0) = ℓ2(0) = 0, o que mostra que

𝜕f0(x0) = {ζ ∈ X⭒ ∣ ⟨v, ζ⟩ ≤ ℓ0(v) ∀v ∈ X} = {ζ ∈ X⭒ ∣ ⟨v, ζ⟩ ≤ (ℓ1 + ℓ2)(v) ∀v ∈ X}
= 𝜕(ℓ1 + ℓ2)(0).

Utilizando (4.6), é possível afirmar que 𝜕(ℓ1 + ℓ2)(0) = 𝜕ℓ1(0) + 𝜕ℓ2(0) = 𝜕f1(x0) + 𝜕f2(x0),
o que, em conjunto com a cadeia de desigualdades acima, mostra que 𝜕(f1 + f2)(x0)
⊆ 𝜕f1(x0) + 𝜕f2(x0).

Corolário 135 (página 105 de [13]). SendoQ1,Q2 ⊆ X e x0 ∈ Q1∩Q2, suponha queQ2 admita, ao
menos, uma direção v hipertangente em x0 e que 𝔗(Q1; x0) intercepte ℌ(Q2; x0). Nessas condições,

𝔗(Q1 ∩ Q2; x0) ⊇ 𝔗(Q1; x0) ∩ 𝔗(Q2; x0), (4.7)
𝔑(Q1 ∩ Q2; x0) ⊆ 𝔑(Q1; x0) + 𝔑(Q2; x0). (4.8)

Demonstração. Sabemos que

• Pela Proposição 130, ψQ2 é, direcionalmente, lipschitziano;

• Pela Propriedade 110, o interior forte de 𝔗(Q2; x0) é ℌ(Q2; x0);

• Pelo Teorema 126, ψ∘
Qi
(x0; v) < 0 se, e somente se, v ∈ 𝔗(Qi; x0) para todo i ∈ {1, 2}.

A partir disso, aplicando o Teorema 134 a ψQ1 e ψQ2 , a Proposição 119 garante (4.8). Já (4.7)
é garantida aplicando polaridade a (4.8) e usando a Proposição 115 e a Propriedade 41.

4.3.2 Resultado principal

Proposição 136 (adaptado da página 76 de [50]). Sendo Q1,… ,Qm ⊆ X, x0 ∈ Q ≔ ⋂m
i=1Qi e

supondo que cada um dos conjuntos Qi para i ∈ {2∶m} admita, ao menos, uma direção hipertan-
gente em x0 e

𝔗(Q1; x0) ∩ [
m

⋂
i=2

ℌ(Qi; x0)] ≠ ∅,

se 𝔗(Q1; x0),… , 𝔗(Qm; x0) são inseparáveis e, ao menos, um deles não é subespaço, então, x0 é
ponto de acumulação de Q.

Demonstração. Se x0 for ponto isolado deQ, então, 𝔗(Q; x0) = {0}, e a inseparabilidade garantirá,
pela Propriedade 47, que⋂m

i=1 ri𝔗(Qi; x0) ≠ ∅. Mais ainda, tal interseção não contém a origem
pelo fato de que, ao menos, um cone tangente não é subespaço, porém, do Corolário 135, o vetor
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nulo é o único elemento comum aos cones 𝔗(Q1; x0),… , 𝔗(Qm; x0). Essa contradição mostra que
x0 deve ser ponto de acumulação de Qm+1.

Como consequência desse resultado e do Teorema 49, temos o último e principal resultado do
capítulo. Para tal, consideraremos um funcional f∶ X → [−∞,∞], conjuntos C1,… ,Cn ⊆ X e
x0 ∈ C ≔ ⋂n

i=1 Ci.

Teorema 137. Sendo f, direcionalmente, lipschitziano em x0, suponha que cada um dos conjuntos
Ci para i ∈ {1∶ n} admita, ao menos, uma direção hipertangente em x0 e

𝔗 (f−1([−∞, f(x0)]); x0) ∩ [
n

⋂
i=1

ℌ(Ci; x0)] ≠ ∅.

Nessas condições, se x0 minimiza, local e estritamente, f em C, então, existem y0,… , ym não todos
nulos cuja somatória é nula e de modo que y0 ∈ 𝔑 (f−1([−∞, f(x0)]); x0) e yi ∈ 𝔑(Ci; x0) para
todo i ∈ {1∶ n}.

Demonstração. O fato de que x0 é minimizador local estrito de f emCmostra que tal ponto é ponto
isolado de f−1([−∞, f(x0)]) ∩ C, desse modo, a Proposição 136 garante que os cones tangentes
em x0 são separáveis. Do Teorema 49, isso significa que existem y0,… , ym não todos nulos cuja
somatória é nula e de modo que y0 ∈ [𝔗 (f−1([−∞, f(x0)]); x0)]

▵ e yi ∈ [𝔗(Ci; x0)]▵ para todo
i ∈ {1∶ n}. Por fim, a Definição 114 garante o resultado.
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5 Considerações finais e próximos passos

Diante do exposto neste trabalho, de acordo com o nosso conhecimento, o resultado mais geral
em relação ao Princípio de Pontrjagin para o problema (1.3), enunciado no Teorema 76 desta
dissertação, apresenta condições de otimalidade usando os colchetes de Lie para filtrar extremais,
previamente, obtidos, o que foi bem demonstrado através do exemplo da seção 3.4. Entretanto,
o problema (1.3) não contém restrições extras nas variáveis de estado — por exemplo, uma do
tipo A(t, x(t), u(t)) ≤ x(t) ≤ B(t, x(t), u(t)). Restrições como estas são abordadas em [48] e [11],
porém, apenas condições de primeira ordem são formuladas utilizando a abordagem de inclusões
diferenciais, de modo que se torna interessante adaptar a abordagem geométrica para restrições
deste caráter. Também, como visto, a dinâmica é afim e o crescimento do lagrangiano é sublinear
nas variáveis de controle, embora este último facilite o aparecimento de impulsos1, é interessante
investigar o resultado apresentado permitindo dinâmicas quadráticas e lagrangiano de crescimento
linear. Por fim, é interessante investigar condições de normalidade e não-degeneração como as
encontradas em [33] e [34].

Já em relação ao formalismo de Dubovickĳ-Miljutin, o Teorema 137 é, possivelmente, um
resultado original construído a partir de resultados encontrados em [11, 13, 21, 50, 42, 51] e
de espírito similar à encontrada em [27], pois não é de conhecimento do autor a existência de
resultados similares ou mais gerais em outras obras literárias. No entanto, o número de referên-
cias consultado é baixo, sendo necessário maior investigação (não realizada por falta de tempo)
para resolver essa questão — por exemplo, o artigo [37] trata condições de otimalidade de alta or-
dem utilizando o formalismo de Dubovickĳ-Miljutin através das chamadas pré-derivadas estritas..
Ainda, é interessante investigar mais propriedades dos cones hipertangentes para tentar eliminar
essa hipótese ou enfraquecê-la, pois o requerimento de hipertangência pode se mostrar demasiado
restritivo, sem mencionar a necessidade de não-disjunção de diversos conjuntos. Mesmo assim,
acredito que esta represente uma melhora— ainda que pequena— em relação à proposta de [15].
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A Conceitos de Análise Funcional

Este capítulo apresenta conceitos e resultados de Análise Funcional necessários para compre-
ender melhor os conteúdos da dissertação. Mais especificamente, apresenta o Teorema de Hahn-
-Banach de extensão de funcionais lineares dominados por sublineares, uma visão geral sobre
topologias fracas encontrada em [11] com alguns resultados de [9], [17] e [21], dentre os quais se
destaca o Teorema 159 de separação de conjuntos convexos, e resultados básicos sobre espaços
vetoriais normados e suas topologias — forte, fraca e fraca⭒.

A.1 Teorema de Hahn-Banach

Definição 138. Seja P um conjunto não-vazio. Uma relação ⪯ é dita relação de ordem parcial
se:

• x ∈ P ⇒ x ⪯ x — essa propriedade é denominada reflexividade;

• Se x, y ∈ P são tais que x ⪯ y e y ⪯ x, então, x = y — essa propriedade é denominada
antissimetria;

• Se x, y, z ∈ P são tais que x ⪯ y e y ⪯ z, então, x ⪯ z — essa propriedade é denominada
transitividade.

Nesse caso, o par (P, ⪯) é denominado conjunto, parcialmente, ordenado — quando não
houver confusão sobre a relação de ordem usada, será dito, simplesmente, que P é um conjunto,
parcialmente, ordenado.

Quando a relação de ordem parcial também conseguir comparar quaisquer dois elementos de P,
ela será dita total e P será chamado conjunto, totalmente, ordenado.

Definição 139 (páginas 1 e 2 de [9]). Seja P, um conjunto parcialmente, ordenado.

• Dado Q ⊆ P, um elemento c ∈ P é cota superior de Q se qualquer a ∈ Q satisfaz a ⪯ c;

• Um elemento m ∈ P é maximal de P se não precede nenhum elemento distinto dele;

• O conjunto P é denominado indutivo se todo subconjunto Q ⊆ P, totalmente, ordenado
admite cota superior.

Lema 140 (página 2 de [9]). Todo conjunto não-vazio e indutivo admite elemento maximal.

Para os próximos resultados, X é um espaço vetorial real.

Definição 141 (página 1 de [9]). Um funcional p∶ X → ℝ é dito sublinear se satisfaz
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• x, y ∈ X ⇒ p(x + y) ≤ p(x) + p(y)— essa propriedade é denominada subaditividade;

• x ∈ X,α ≥ 0 ⇒ p(αx) = αp(x) — essa propriedade é denominada 1-homogeneidade
não-negativa.

Se a primeira desigualdade for uma igualdade (a propriedade em questão passa a ser chamada
aditividade) e a segunda igualdade valer para todo α ∈ ℝ (nesse caso, retira-se o “não-negativa”
e denomina-se a propriedade de 1-homogeneidade), então, o funcional será chamado linear.

Definição 142. O conjunto de todos os funcionais lineares com domínio em X é denominado dual
algébrico de X e denotado por X′.

Dessa definição, é claro que os funcionais sublineares constituem um conjunto “mais amplo” do
que os lineares.

Teorema 143 (página 1 de [9]). Sendo p∶ X → ℝ, L um subespaço vetorial de X e g∶ L → ℝ um
funcional dominado, superiormente, por p em L, existe um funcional linear f∶ X → ℝ estendendo
g para todo o espaço X e dominado, superiormente, por p em X.

Demonstração. Considere o conjunto P dos funcionais lineares h que estendem g para um certo
subespaço Dh de X e são dominados, superiormente, por p em seus domínios. Por construção, tal
conjunto contém g e, consequentemente, não é vazio. Ainda, é possível definir a seguinte relação
de ordem parcial: h1 ⪯ h2 se, e somente se, Dh1 ⊆ Dh2 e h2 estende h1 — a verificação de que esta
é uma relação de ordem parcial, embora não seja difícil, será omitida por não ser o foco do estudo.

Afirmação. O conjunto P é indutivo com a relação ⪯.

Tomando Q = {hi ∣ i ∈ I} ⊆ P um conjunto, totalmente, ordenado e definindo Dh como a soma
dosDhi para i ∈ I e h∶ Dh → ℝ de modo que h = hi emDhi , não é difícil verificar que o funcional
linear h construído é um elemento de P e estende cada um dos hi para Dh, assim, como Dhi ⊆ Dh,
tal funcional é cota superior de Q em P.

Pelo Lema 140, P admite um elemento maximal f.

Afirmação. O domínio Df de f é todo o espaço X.

Supondo que isso não aconteça e tomando x0 ∈ X ⧵ Df, para x1, x2 ∈ Df, vale

f(x1) + f(x2) = f(x1 + x2) ≤ p(x1 + x2) ≤ p(x1 − x0) + p(x0 + x2),

ou, de maneira equivalente,

f(x1) − p(x1 − x0) ≤ p(x0 + x2) − f(x2). (A.1)

Agora, considerando os conjuntos W e Z formados, respectivamente, por elementos do lado
esquerdo e direito de (A.1), é possível afirmar que r1 ≔ supW ≤ infZ ≕ r2, o que permite
encontrar α ∈ [r1, r2] e definir



101

h∶ Df + [x0] → ℝ
x + λx0 ↦ f(x) + λα.

Claramente, h é um funcional linear e estende f para Df+ [x0], o que implica que h é dominado,
superiormente, por p em Df. Ainda, para λ > 0 e x ∈ Df,

h(x + λx0) = f(x) + λα ≤ f(x) + λp (x0 +
x
λ) − f(x) = p(x + λx0),

enquanto, para λ = −μ < 0,

h(x + λx0) = f(x) − μα ≤ f(x) − f(x) + μp (yμ − x0) = p(y − μx0) = p(x + λx0),

o que mostra que h é dominado, superiormente, por p em Df + [x0], consequentemente, f ≺ h, o
que contradiz o fato de que f é maximal.

Com essa afirmação mostrada, o resultado segue.

A.2 Topologias fracas

Além de supor que X é espaço vetorial real, os resultados daqui serão feitos supondo que Φ ⊆ X′

é um espaço vetorial separante, isto é, para x ∈ X ⧵ {0}, existe φ ∈ Φ que não se anula em x.
Nessas condições:

• Para φ ∈ Φ e x ∈ X, o valor φ(x) será denotado por ⟨x,φ⟩;

• Para φ ∈ Φ e Y ⊆ X, o conjunto φ(Y) será denotado por ⟨Y,φ⟩;

• Para Ψ ⊆ Φ e x ∈ X, o conjunto das imagens dos elementos de Ψ por x será denotado por
⟨x,Ψ⟩;

Lema 144 (página 48 de [11]). A coleção de todos os conjuntos V(x0,φ, ϵ) ≔ {x ∈ X∶ |⟨x −
x0,φ⟩| < ϵ} para x0 ∈ X, φ ∈ Φ e ϵ > 0 forma uma subbase para uma topologia em X.

Demonstração. Dado x0 ∈ X, não é difícil ver que

x0 ∈ ⋂
φ∈Φ,ϵ>0

V(x0,φ, ϵ).

A topologia gerada pelos conjuntos V(x0,φ, ϵ) ≔ {x ∈ X∶ |⟨x−x0,φ⟩| < ϵ} com x0 ∈ X, φ ∈ Φ
e ϵ > 0 será denotada ς(X,Φ).

Proposição 145 (página 48 de [11]). A topologia ς(X,Φ) é a mais fraca na qual todos os funcionais
φ ∈ Φ são contínuos.
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Demonstração. Seja τ uma topologia na qual todos os funcionais φ ∈ Φ são contínuos. Dados
x0 ∈ X, φ ∈ Φ e ϵ > 0, temos que V(x0,φ, ϵ) = φ−1(]⟨x0,φ⟩− ϵ, ⟨x0,φ⟩+ ϵ[) ∈ τ pela continuidade
de φ, portanto, ς(X,Φ) ⊆ τ.

Definição 146 (página 48 de [11]). A topologia ς(X,Φ) é denominada topologia fraca de X
induzida por Φ.

Propriedade 147 (página 48 de [11]). Fixados x0 ∈ X, φ ∈ Φ e ϵ > 0, vale que V(x0,φ, ϵ) =
x0 + V(0,φ, ϵ), e qualquer t > 0 satisfaz V(0,φ, tϵ) = tV(0,φ, ϵ).

Demonstração. Para todo x ∈ X, temos que

x ∈ V(x0,φ, ϵ) ⇔ |⟨x − x0,φ⟩| < ϵ ⇔ x − x0 ∈ V(0,φ, ϵ)
x ∈ V(0,φ, tϵ) ⇔ t ||⟨

x
t ,φ⟩

|| = |⟨x,φ⟩| < tϵ ⇔ x ∈ tV(0,φ, ϵ).

Para o próximo teorema e outros resultados, xi
Φ
⇀ x indicará que {xi} converge para x na topologia

fraca de X induzida por Φ.

Teorema 148 (páginas 48 e 49 de [11]). • A coleção de interseções

⋂
i∈I

V(0,φi, ϵ)

para I ⊆ ℕ finito, {φi ∣ i ∈ I} ⊆ Φ e ϵ > 0 é uma base local de ς(X,Φ) na origem;

• (X, ς(X,Φ)) é um espaço de Hausdorff, e — para as respectivas topologias-produto — as
aplicações (x, u) ↦ x + u e (t, x) ↦ tx são contínuas;

• Dados x0 ∈ X, U ∈ ς(X,Φ) e t ≠ 0, tanto x0 + U quanto tU são elementos de ς(X,Φ);

• Φ é o conjunto de todos os funcionais lineares contínuos em (X, ς(X,Φ));

• Dados {xi} ⊆ X e x0 ∈ X, xi
Φ
⇀ x0 se, e somente se, ⟨xi,φ⟩ → ⟨x0,φ⟩ para todo φ ∈ Φ;

• Sendo Y um espaço topológico, a aplicação ψ∶ Y → (X, ς(X,Φ)) é contínua se, e somente,
φ ∘ ψ∶ Y → ℝ é contínua para todo φ ∈ Φ.

Demonstração. • Tomando I ⊆ ℕ finito, sejam {xi ∣ i ∈ I} ⊆ X, {φi ∣ i ∈ I} ⊆ Φ e
{ϵi ∣ i ∈ I} ⊆ ]0,∞[ de modo que

0 ∈⋂
i∈I

V(xi,φi, ϵi).

A partir disso, temos que |⟨xi,φi⟩| < ϵi para todo i ∈ I, assim, escolhendo ϵ = min{ϵi −
|⟨xi,φi⟩| ∣ i ∈ I}, vemos que



103

⋂
i∈I

V(0,φi, ϵ) ⊆ ⋂
i∈I

V(xi,φi, ϵi);

• Tome x, y ∈ X pontos distintos. Sabendo que Φ é separante, existe φ ∈ Φ tal que φ(x) ≠
φ(y), então, como a reta usual é espaço de Hausdorff, existe ϵ > 0 de modo que ]⟨x,φ⟩ −
ϵ, ⟨x,φ⟩ + ϵ[ é disjunto de ]⟨y,φ⟩ − ϵ, ⟨y,φ⟩ + ϵ[, o que mostra que V(x,φ, ϵ) ∩V(y,φ, ϵ) = ∅.

Agora, sendo W ∈ ς(X,Φ) uma vizinhança de 0, do primeiro item, existem I ⊆ ℕ finito,
{φi ∣ i ∈ I} ⊆ Φ e ϵ > 0 de modo que

⋂
i∈I

V(0,φi, ϵ) ⊆ W,

assim,

x, u ∈⋂
i∈I

V (0,φi,
ϵ
2) ⇒ x + u ∈⋂

i∈I
V(0,φi, ϵ),

t > 0, x ∈⋂
i∈I

V (0,φi,
ϵ
t) ⇒ tx ∈⋂

i∈I
V(0,φi, ϵ).

o que confirma a continuidade das aplicações;

• Do primeiro item e do Lema 144, para cada x ∈ U, existem I(x) ⊆ ℕ, {φi ∣ i ∈ I(x)} ⊆ Φ e
ϵ(x) > 0 de modo que

U = ⋃
x∈U,ϵ(x)>0

[ ⋂
i∈I(x)

V(x,φ, ϵ(x))] ,

assim, a Propriedade 147 garante que

x0 + U = ⋃
x∈U,ϵ(x)>0

[ ⋂
i∈I(x)

V(x + x0,φ, ϵ(x))] ,

tU = ⋃
x∈U,ϵ(x)>0

[ ⋂
i∈I(x)

V(tx,φ, |t|ϵ(x))] ,

o que mostra que tanto x0 + U quanto tU são abertos;

• Os elementos de Φ são contínuos na topologia ς(X,Φ) por construção. Agora, sendo f0 um
funcional linear contínuo em ς(X,Φ), tal funcional é limitado em algum conjunto da forma

⋂
i∈I

V(0,φi, ϵ)

com I ⊆ ℕ finito, {φi ∣ i ∈ I} ⊆ Φ e ϵ > 0, então, existe um M > 0 para o qual, a princípio,
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x ∈⋂
i∈I

kerφi ⇒ |f0(x)| ≤ M.

Porém, sabendo que x pode ser substituído por kx para qualquer k ∈ ℤ, é verdade que f se
anula na interseção dos núcleos dos φi, logo, f0 deve ser uma combinação linear destes, o que
mostra que f0 ∈ Φ;

• Se xi
Φ
⇀ x0, então, como Φ é o conjunto dos funcionais lineares contínuos, qualquer φ ∈ Φ

satisfaz ⟨xi,φ⟩ → ⟨x0,φ⟩. Agora, se {xi} ⊆ X é tal que ⟨xi,φ⟩ → ⟨x0,φ⟩ para todo φ ∈ Φ,
seja W uma vizinhança de x0 em ς(X,Φ). Sabendo que ele contém um conjunto da forma

⋂
j∈J

V(x0,φj, ϵ)

com J ⊆ ℕ finito, {φj ∣ j ∈ J} ⊆ Φ e ϵ > 0, existe ν∶ J → ℕ para a qual i ≥ ν(j) ⇒
|⟨xi − x,φj⟩| < ϵ, então, pondo ι = max ν(J), vem

i ≥ ι ⇒ xi ∈⋂
j∈J

V(x0,φ, ϵ) ⊆ W,

o que confirma que xi
Φ
⇀ x0;

• Se ψ∶ Y → (X, ς(X,Φ)) é contínua, então, é claro que φ ∘ ψ é contínua para todo φ ∈ Φ.
Reciprocamente, sendo φ ∘ ψ é contínua para todo φ ∈ Φ, seja U um aberto em X. Do
primeiro item e do Lema 144, para cada x ∈ U, existem I(x) ⊆ ℕ, {φi ∣ i ∈ I(x)} ⊆ Φ e
ϵ(x) > 0 de modo que

U = ⋃
x∈U,ϵ(x)>0

[ ⋂
i∈I(x)

V(x,φ, ϵ(x))] ,

assim,

ψ−1(U) = ⋃
x∈U,ϵ(x)>0

[ ⋂
i∈I(x)

φ−1(V(x,φ, ϵ(x)))] ,

o que mostra que ψ−1(U) é aberto. Portanto, ψ é contínua.

Definição 149 (páginas 16 e 44 de [21]). • Um funcional f∶ X → [−∞,∞] é dito convexo
se, fixados x, y ∈ X, qualquer t ∈ [0, 1] satisfaz

f((1 − t)x + ty) ≤ (1 − t)f(x) + tf(y); (A.2)

• Um subconjunto S ⊆ X é dito convexo se, dados x, y ∈ S, {(1 − t)x + ty ∣ t ∈ [0, 1]} ⊆ S.
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Propriedade 150 (páginas 44 e 45 de [21]). Toda combinação linear positiva de funcionais con-
vexos é um funcional convexo, e a envoltória superior de funcionais convexos é, também, um fun-
cional convexo. Ainda, a imagem inversa de uma semirreta por um funcional convexo é convexa,
e a interseção de conjuntos convexos é convexa.

Propriedade 151 (página 16 de [21]). Se A é convexo, x ∈ A e y ∈ Å, então, dado λ ∈ [0, 1[, o
ponto λx + (1 − λ)y ∈ Å.

Demonstração. Sabendo que y ∈ Å, é possível encontrar uma vizinhança V ⊆ A de y, assim, a
convexidade de A garante que cada um dos abertos λx + (1 − λ)V ⊆ A para λ ∈ [0, 1[, o que,
sabendo que cada um deles é uma vizinhança do correspondente ponto λx + (1 − λ)y, prova o
resultado.

Lema 152 (página 11 de [17]). Se um funcional f convexo é limitado, superiormente, em uma
vizinhança de um ponto x0 ∈ X, então, ele é contínuo em tal ponto.

Demonstração. Definindo o funcional g∶ X → [−∞,∞] por g(v) = f(x0 + v) − f(x0), trata-se de
um funcional convexo, já que, para v1, v2 ∈ X e t ∈ [0, 1], vale

g((1 − t)v1 + tv2) = f((1 − t)(x0 + v1) + t(x0 + v2)) − f(x0)
≤ (1 − t)[f(x0 + v1) − f(x0)] + t[f(x0 + v2) − f(x0)]
= (1 − t)g(v1) + tg(v2),

e que satisfaz g(0) = 0. Dito isso, seja V ∈ ς(X,Φ) uma vizinhança da origem para a qual
f(V) ⊆ ]− ∞, a] com a ∈ ℝ. Definindo W = V ∩ (−V), trata-se de uma vizinhança simétrica da
origem e, dado ϵ ∈ ]0, 1[, a convexidade de g garante que

v ∈ ϵW ⇒ {
g(v) ≤ (1 − ϵ)g(0) + ϵg (vϵ ) ≤ ϵa

g(−v) ≤ (1 − ϵ)g(0) + ϵg (−v
ϵ ) ≤ ϵa

−g(v)≤g(−v)
========⇒ g(v) ∈ [−ϵa, ϵa],

o que mostra a continuidade deste na origem, portanto, f é contínuo em x.

Proposição 153 (página 12 de [17]). Sendo f∶ X → [−∞,∞] um funcional convexo, as seguintes
afirmações são equivalentes:

• Existe um aberto não-vazio A no qual f não coincide, totalmente, com −∞ e está limitado,
superiormente, por uma constante a < ∞;

• f não assume valor −∞ em um ponto sequer, é finita em, ao menos um ponto e contínua no
interior do conjunto D = X ⧵ f−1(∞), que não é vazio.

Demonstração. Se a segunda afirmação é válida, então, por definição, existe uma vizinhança A da
origem satisfazendo f(A) ⊆ [f(0) − 1, f(0) + 1], o que mostra a primeira afirmação.
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Reciprocamente, sendo a primeira afirmação válida, A ⊆ D̊ e, ao fixar u ∈ A⧵f−1(−∞), o Lema
152 garantirá que f é contínuo em u e, consequentemente, finito em uma vizinhança deste, o que
mostra que f não assume valor−∞ em um ponto sequer. Ainda, para qualquer v ∈ intD, existe um
ρ > 1 para o qual w ≔ u+ ρ(v− u) ∈ D̊, assim, definindo h∶ A → X por h(x) = w+ ρ−1

ρ
(x−w),

vale que

h(u) = w + ρ − 1
ρ (u − w) = u + ρ(v − u) + (1 − ρ)(v − u) = v

e que h(A) é uma vizinhança de v tal que todo elemento v′ dela satisfaz

f(v′) = f (wρ + ρ − 1
ρ h−1(v′)) ≤ f(w)

ρ + ρ − 1
ρ f ∘ h−1(v′) ≤ a + F(w) − a

ρ .

Do Lema 152, a conclusão é que f é contínua em v e, consequentemente, no interior de seu
domínio efetivo, o que mostra a segunda afirmação.

Definição 154 (página 4 de [9]). Dados g ∈ X′ não-nulo e α ∈ ℝ, o conjunto g−1(α) = {x ∈ X ∣
g(x) = α} é denominado hiperplano afim de equação g = α.

Definição 155 (adaptado das páginas 5 de [9], 41 de [11] e 72 de [50]). Sendo A,B ⊆ X não-
-vazios, o hiperplano de equação ζ = α separa A e B se sup⟨A, ζ⟩ ≤ α e inf⟨B, ζ⟩ ≥ α e separa,
estritamente, A e B se existe ϵ > 0 para o qual sup⟨A, ζ⟩ ≤ α− ϵ e inf⟨B, ζ⟩ ≥ α+ ϵ. Ainda, sendo
A1,… ,Am ⊆ X não-vazios, tais conjuntos são ditos separáveis se existe um hiperplano separando
um deles da interseção dos demais.

Definição 156 (adaptado da página 6 de [9]). Sendo C ∈ ς(X,Φ) um aberto convexo contendo a
origem, o funcional

x ↦ inf {α > 0 ||
x
α ∈ C}

é denominado calibre de C e denotado por pC.

Lema 157 (adaptado das páginas 5 e 6 de [9]). Sendo C ∈ ς(X,Φ) um convexo contendo a origem,
pC é um funcional sublinear, e C = p−1C ([0, 1[).

Demonstração. Supondo que x ∈ C, o fato de que tal conjunto é aberto garante a existência de
ϵ(x) > 0 para o qual [1 + ϵ(x)]x ∈ C, o que mostra que pC(x) ≤

1
1+ϵ(x)

< 1. Reciprocamente, se
pC(x) < 1, existe α ∈ ]0, 1[ para o qual x

α
∈ C, então, a convexidade de tal conjunto e o fato de

que este contém a origem mostram que x = α x

α
+ (1 − α)0 ∈ C. Portanto, C = p−1C ([0, 1[).

Agora, dado t > 0, segue que

pC(tx) = inf {α > 0 ||
tx
α ∈ C} = inf {tαt > 0

||||
x
α

t

∈ C} = t inf {β > 0 |||
x
β ∈ C} = tpC(x).

Ainda, fixados x, y ∈ E, seja ϵ > 0. Sabendo que

pC (
x

pC(x) + ϵ
) = pC(x)

pC(x) + ϵ
< 1, pC (

y
pC(y) + ϵ

) = pC(y)
pC(y) + ϵ

< 1,
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segue que x

pC(x)+ϵ
, y

pC(y)+ϵ
∈ C, logo, escolhendo t = pC(x)+ϵ

pC(x)+pC(y)+2ϵ
∈ [0, 1], a convexidade de C

garante que

C ∋ pC(x) + ϵ
pC(x) + pC(y) + 2ϵ

x
pC(x) + ϵ

+ pC(y) + ϵ
pC(x) + pC(y) + 2ϵ

y
pC(y) + ϵ

= x + y
pC(x) + pC(y) + 2ϵ ,

o quemostra que pC(x+y) < pC(x)+pC(y)+2ϵ. Fazendo ϵ ↓ 0, segue que pC(x+y) ≤ pC(x)+pC(y),
portanto, pC é sublinear.

Lema 158 (adaptado da página 6 de [9]). Sendo C ∈ ς(X,Φ) um convexo não-vazio e x0 ∈ X ⧵C,
existe ζ ∈ Φ para o qual ⟨x0, ζ⟩ é cota superior de ⟨C, ζ⟩.

Demonstração. Supondo que 0 ∈ C, seja pC o calibre de C. Considerando o subespaço vetorial
[x0] e o funcional linear definido por tx0 ↦ t: se t > 0, então, pelo Lema 157, t ≤ tpC(x0) =
pC(tx0); senão, t ≤ 0 ≤ pC(tx0). De qualquer modo, tal funcional é dominado, superiormente,
por pC em [x0], então, o Teorema 143 garante a existência de ζ ∈ X′ que o estende e é dominado,
superiormente, por pC.

Dos Lemas 157 e 152, é possível afirmar que ζ é contínuo, e o Lema 157 garante, também, que
x ∈ C ⇒ ⟨x, ζ⟩ ≤ pC(x) < 1 = ⟨x0, ζ⟩, portanto, ⟨x0, ζ⟩ é cota superior de ⟨C, ζ⟩.

No caso em que 0 ∉ C, considerando x1 ∈ C, x̃0 ≔ x0 − x1 e C̃ ≔ C − x1, este é um aberto
convexo contendo a origem, o que permite aplicar o raciocínio acima e obter ζ ∈ Φ para o qual
⟨x̃0, ζ⟩ é cota superior de ⟨C̃, ζ⟩, o que equivale, como tal funcional é linear, a ⟨x0, ζ⟩ ser cota superior
de ⟨C, ζ⟩.

Teorema 159 (página 50 de [11]). Sendo A,B ⊆ X convexos não-vazios e disjuntos:

• Se A ∈ ς(X,Φ), então, existe um hiperplano fechado separando A e B;

• Se A é fechado em ς(X,Φ) e B é compacto nesta, então, existe um hiperplano fechado sepa-
rando, estritamente, os dois.

Demonstração. • Definindo C = A − B, como A e B não são vazios, o mesmo vale para C.
Ainda, dados x, y ∈ C, existem xA, yA ∈ A e xB, yB ∈ B tais que x = xA − xB e y = yA − yB,
assim, para todo t ∈ [0, 1], as convexidades de A e B garantem que

(1 − t)x + ty = (1 − t)xA − (1 − t)xB + tyA − tyB
= [(1 − t)xA + tyA] − [(1 − t)xB + tyB] ∈ C.

Mais ainda, C = ⋃y∈B(A − y) ∈ ς(X,Φ) (Teorema 148), e a disjunção de A e B garante
que 0 ∉ C. A partir disso e do Lema 158, existe ζ ∈ Φ que é negativo em C, o que mostra
que ⟨x, ζ⟩ < ⟨y, ζ⟩ para todos x ∈ A e y ∈ B, assim, chamando α a média aritmética entre
sup⟨A, ζ⟩ e inf⟨B, ζ⟩, o hiperplano de equação ζ = α separa A e B;
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• Do Teorema 148, cada ponto y ∈ B admite um convexo Vy ∈ ς(X,Φ) disjunto de A, e a
coleção {Vy ∣ y ∈ B} forma uma cobertura aberta de B. Da compacidade deste, existem
n ∈ ℕ e y1,… , yn ∈ B cujos correspondentes convexos V1,… ,Vn ∈ ς(X,Φ) cobrem B,
assim, o aberto

V ≔
n

⋂
i=1
(Vi − yi) ∈ ς(X,Φ)

é um convexo contendo a origem tal que V+ B é disjunto de A. Aplicando o primeiro item,
encontramos um ζ ∈ Φ de modo que sup⟨A, ζ⟩ ≤ inf⟨V + B, ζ⟩, assim, como ⟨B, ζ⟩ é um
subconjunto compacto do aberto ⟨V+B, ζ⟩, vale sup⟨A, ζ⟩ < inf⟨B, ζ⟩. Chamando α a média
aritmética entre sup⟨A, ζ⟩ e inf⟨B, ζ⟩, o hiperplano de equação ζ = α separa, estritamente, A
e B.

Corolário 160 (adaptado da página 8 de [9]). Se Y ⊆ X é um subespaço vetorial não-denso, então,
existe ζ ∈ Φ não-nulo que se anula, identicamente, em Y.

Demonstração. Sendo x0 ∈ X ⧵ Y, o conjunto Y é fechado, convexo e não-vazio, e {x0} é um
compacto convexo não-vazio que é disjunto deste, assim, o Teorema 159 garante a existência de
um hiperplano fechado de equação ζ = α separando, estritamente, os dois. Em particular, isso
acarreta que ⟨kx, ζ⟩ < α para todos x ∈ Y e k ∈ ℤ, assim, qualquer n ∈ ℕ satisfaz

−α
n < ⟨x, ζ⟩ < α

n ∀x ∈ Y.

Fazendo n ↑ ∞, concluímos que ζ se anula, identicamente, em Y.

Observação 161 (página 8 de [9]). É mais frequente a utilização da recíproca desse corolário: “se
Y ⊆ X é um subespaço vetorial no qual o único funcional que se anula é o funcional nulo, então, Y
é denso em X.”

A.3 Espaços normados

Os resultados, aqui, serão feitos supondo que X é espaço vetorial real.

Definição 162. Uma norma em X é um funcional ‖ ⋅ ‖X∶ X → [0,∞[ 1-homogêneo e subadi-
tivo que se anula, somente, no vetor nulo de X — funcionais com essa última propriedade são
denominados definidos positivos.

Nesse caso, o par (X, ‖⋅‖X) é denominado espaço vetorial real normado—novamente, quando
não houver confusão da norma, será dito que X é espaço vetorial real normado.

Proposição 163. A aplicação distX∶ X × X → [0,∞[ definida por distX(x, y) = ‖x − y‖X é
uma métrica em X, e tanto a soma quanto a multiplicação por escalar são contínuas na topologia
determinada por essa métrica.
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A bola fechada, nesta métrica, de centro x0 ∈ X e raio r > 0 será denotada, em geral por
BX[x0, r], e a correspondente bola aberta será denotada por BX(x0, r). Com essa métrica, X torna-
-se um espaço métrico sobre o qual é possível definir os conceitos de sequências convergentes e de
Cauchy e de conjuntos abertos, fechados, limitados, compactos e, sequencialmente, compactos.

Definição 164. X é dito espaço de Banach se o espaço (X, distX) é completo.

Proposição 165. A aplicação f ↦ sup{|f(x)| ∣ x ∈ BX[0, 1]} é uma norma em X′.

Demonstração. Claramente, o funcional em questão nunca assume valores negativos, e ele é nulo
se, e somente se, o correspondente elemento de X′ se anula em BX[0, 1], o que, pela linearidade de
tal elemento, é equivalente ao seu anulamento em X, logo, tal funcional é positivo definido.

Ainda, dados f, g ∈ X′ e α ∈ ℝ, vale que

sup{|f(x) + g(x)| ∣ x ∈ BX[0, 1]} ≤ sup{|f(x)| + |g(x)| ∣ x ∈ BX[0, 1]}
≤ sup{|f(x)| ∣ x ∈ BX[0, 1]} + sup{|g(x)| ∣ x ∈ BX[0, 1]}

sup{|αf(x)| ∣ x ∈ BX[0, 1]} = sup{|α||f(x)| ∣ x ∈ BX[0, 1]}
= |α| sup{|f(x)| ∣ x ∈ BX[0, 1]},

o que mostra que tal funcional é subaditivo e 1-homogêneo. Portanto, tal funcional é uma norma.

Definição 166. O espaço vetorial X′ munido da norma da Proposição 165 é denominado dual
topológico de X e denotado por X⭒.

Lema 167. Sendo f ∈ X⭒,

• Qualquer x ∈ X satisfaz |⟨x, f⟩| ≤ ‖f‖X⭒‖x‖X;

• Quaisquer x ∈ X e r > 0 satisfazem sup |⟨BX[x, r]; f⟩| ≥ ‖f‖X⭒r.

Demonstração. • A desigualdade é imediata para x = 0. Já para x ≠ 0, temos que

|⟨x, f⟩| = ‖x‖X
|||⟨

x
‖x‖X

, f⟩||| ≤ ‖f‖X⭒‖x‖X;

• (adaptada de [45]) Sabendo que BX[x, r] = x ± rBX[0, 1], qualquer ξ ∈ BX[0, 1] satisfaz

sup{|⟨x + rξ, f⟩|, |⟨x − rξ, f⟩|} ≥ |⟨x + rξ, f⟩| + |⟨x − rξ, f⟩|
2 ≥ r|⟨ξ, f⟩|,

logo, basta tomar o supremo para ξ variando em BX[0, 1] e o resultado seguirá.

A partir disso, fica claro que todo funcional de X⭒ é contínuo em X.
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Teorema 168. X⭒ é um espaço de Banach.

Demonstração. Sendo {fi} ⊆ X⭒ uma sequência de Cauchy, para todo ϵ > 0, existe ι ∈ ℕ para o
qual i, j ≥ ι ⇒ ‖fi − fj‖X⭒ < ϵ, ou seja, i, j ≥ ι ⇒ |⟨x, fi − fj⟩| < ϵ‖x‖X. Sabendo que, fixado ϵ0 > 0,
é possível escolher, para cada x ∈ X, um ϵx > 0 de modo que ϵ(x)‖x‖X < ϵ0, fica mostrado que
{⟨x, fi⟩} é uma sequência de Cauchy emℝ. A partir disso, dado x ∈ X existe um único y ∈ ℝ tal que
⟨x, fi⟩ → y, o que permite construir um funcional f∶ X → ℝ associando cada x ao correspondente
y.

Afirmação. f ∈ X⭒.

De fato, dados x1, x2 ∈ X e α1,α2 ∈ ℝ, vale que

f(α1x1 + α2x2) = lim
i↑∞

⟨α1x1 + α2x2, fi⟩ = α1 limi↑∞⟨x1, fi⟩ + α2 limi↑∞⟨x2, fi⟩

= α1f(x1) + α2f(x2),

o que mostra que f é linear. Ainda, dados x ∈ X e i, j ≥ ι,

|⟨x, fi − f⟩| ≤ |⟨x, fi − fj⟩| + |⟨x, fj − f⟩| < ϵ‖x‖X + |⟨x, fj − f⟩|

assim, ao fazer j ↑ ∞, segue que |⟨x, fi − f⟩| ≤ ϵ‖x‖X para todo i ≥ ι, o que permite afirmar que
fi − f é lipschitziano em X para todo i ≥ ι, logo, f = fi − (fi − f) é contínuo também.

Por fim, não é difícil ver que i ≥ ι ⇒ ‖fi − f‖X⭒‖ < ϵ, o que mostra que fi → f. Portanto, X⭒ é
espaço de Banach.

Proposição 169. Todo subconjunto de X⭒, pontualmente, limitado é limitado em norma.

Demonstração. Supondo que K ⊆ X⭒ seja um conjunto ilimitado, em particular, para todo i ∈ ℕ,
existe um fi ∈ K para o qual ‖fi‖X⭒ >

3
5
8i+1. Ainda:

• Do Lema 167, sup ||⟨BX [0,
1
4
] ; f1⟩|| ≥

1
4
‖f1‖X⭒ , assim, da definição de supremo, existe um

x1 ∈ BX [0,
1
4
] satisfazendo |⟨x1, f1⟩| ≥ sup ||⟨BX [0,

1
2
] ; f1⟩|| −

1
16
‖f1‖X⭒ ≥

3
16
‖f1‖X⭒;

• Agora, do Lema 167, vale, também, que sup ||⟨BX [x1,
1
16
] ; f2⟩|| ≥

1
16
‖f2‖X⭒ , assim, da defi-

nição de supremo, existe um x2 ∈ BX [x1,
1
16
] satisfazendo

|⟨x2, f2⟩| ≥ sup |||⟨BX [x1,
1
16] ; f2⟩

||| −
1
64‖f2‖X⭒ ≥

3
64‖f2‖X⭒;

• Continuando esse raciocínio, construímos uma sequência {xi} ⊆ X satisfazendo ‖xi−xi−1‖ ≤
1
4i
e |⟨xi, fi⟩| ≥

3
4i+1

‖fi‖X⭒ para todo i ∈ ℤ+ — aqui, x0 = 0.

Essa sequência é de Cauchy, já que
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j > i ⇒ ‖xj − xi‖ ≤
j−i
∑
ℓ=1

‖xi+ℓ − xi+ℓ−1‖ ≤
j−i
∑
ℓ=1

1
4i+ℓ ≤

1
4i+1

∞
∑
ℓ=1

1
4ℓ−1 =

1
3 ⋅ 4i ,

j = i ⇒ ‖xj − xi‖ = 0,

j < i ⇒ ‖xj − xi‖ ≤
1

3 ⋅ 4j ,

o que mostra que ela tende a um certo ponto x ∈ X. A partir disso, segue que ‖x− xi‖ ≤ 2−i para
todo i ∈ ℤ+, logo,

3
4i+1 ‖fi‖X⭒ ≤ |⟨xi, fi⟩| ≤ |⟨xi − x, fi⟩| + |⟨x, fi⟩| ≤

1
3 ⋅ 4i ‖fi‖X⭒ + |⟨x, fi⟩|,

o que equivale a dizer que

|⟨x, fi⟩| ≥ (3 − 4
3)

1
4i+1 ‖fi‖X⭒ =

5
3

1
4i+1 ‖fi‖X⭒ > 2i+1.

Isso mostra que K não é, pontualmente, limitado.

Proposição 170 (página 3 de [9]). Sendo M ⊆ X um subespaço vetorial e g∶ M → ℝ, existe
f ∈ X⭒ cuja norma coincide com a de g.

Demonstração. Como g ∈ M⭒, do Lema 167, segue que ⟨x, g⟩ ≤ ‖g‖X⭒‖x‖X para todo x ∈ M,
assim, do Teorema 143, existe f ∈ X′ estendendo g e satisfazendo f(x) ≤ ‖g‖X⭒‖x‖X.

A linearidade de f ∈ X⭒ permite, também, afirmar que −f(x) ≤ f(−x) ≤ ‖g‖X⭒‖− x‖X =
‖g‖X⭒‖x‖X, então, f ∈ X⭒ e ‖f‖X⭒ ≤ ‖g‖X⭒ . Por outro lado,

‖g‖X⭒ = sup{|g(x)| ∣ x ∈ M ∩ BX[0, 1]} = sup{|f(x)| ∣ x ∈ M ∩ BX[0, 1]}
≤ sup{|f(x)| ∣ x ∈ BX[0, 1]} = ‖f‖,

portanto, ‖f‖X⭒ = ‖g‖X⭒ .

Corolário 171 (página 3 de [9]). Para todo x0 ∈ X, existe f0 ∈ X⭒ tal que ‖f0‖X⭒ = ‖x0‖X e
⟨x0, f0⟩ = ‖x0‖2X.

Demonstração. Considere o subespaço [x0] ⊆ X e o funcional g∶ [x0] → ℝ dado por g(tx0) =
t‖x0‖2X. Dados λ1, λ2, t1, t2 ∈ ℝ, vale que

g(λ1t1x0 + λ2t2x0) = g((λ1t1 + λ2t2)x0) = (λ1t1 + λ2t2)‖x0‖2X = λ1t1‖x0‖2X + λ2t2‖x0‖2X
= λ1g(t1x0) + λ2g(t2x0),

o que mostra que g é linear. Ainda, |⟨tx0, g⟩| = ‖x0‖2X|t| = ‖x0‖X‖tx0‖X, para todo t ∈ ℝ, o que
mostra que ‖g‖X⭒ = ‖x0‖X, logo, da Proposição 170, existe f0 ∈ X⭒ satisfazendo ‖f0‖X⭒ = ‖x0‖X e
⟨tx0, f0⟩ = t‖x0‖2X para todo t ∈ ℝ. Em particular, para t = 1, vale ⟨x0, f0⟩ = ‖x0‖2X.
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Lema 172 (página 14 de [21]). Se f1, f2 ∈ X⭒, Q1 = ker f1 e Q2 = ker f2 são tais que Q1 ⊆ Q2,
então, f2 = 0 (consequentemente, Q2 = X) ou existe λ ≠ 0 tal que f1 = λf2 (consequentemente,
Q1 = Q2).

A.3.1 Topologias fracas em espaços normados

Topologia fraca

O corolário acima garante que X⭒ é separante, o que permite considerar a topologia fraca indu-
zida em X por X⭒. Por ser uma topologia de elevada importância, esta será chamada, simplesmente,
de topologia fraca de X (com elementos denominados abertos fracos), enquanto que a topologia
original de X (isto é, a induzida pela norma) será chamada topologia forte de X (com elementos
denominados abertos fortes).

Como todos os elementos de X⭒ são contínuos na topologia forte de X, esta contém a topologia
fraca de tal espaço.

Proposição 173 (página 51 de [11]). As topologias fraca e forte de X coincidem se, e somente se,
X é dimensão finita.

Demonstração. Se X é de dimensão finita, então, existem n ∈ ℕ e uma isometria linear T∶ X →
ℝn, o que mostra que, para r > 0, o conjunto T(BX(0, r)) é uma vizinhança da origem em ℝn, o
que significa que ela contém um conjunto da forma {u ∈ ℝn∶ |⟨u, ei⟩| < ϵ ∀i ∈ {1∶ n}}, em que
ϵ > 0 e os ei são os vetores canônicos de ℝn. Isto implica que BX(0, r) contém um conjunto da
forma {x ∈ X∶ |⟨T(x), ei⟩| < ϵ ∀i ∈ {1∶ n}}, que é um aberto fraco pelo fato de que x ↦ ⟨T(x), ei⟩
é um funcional linear contínuo para cada i ∈ {1∶ n}.

Agora, seja X de dimensão infinita. Sendo W uma vizinhança fraca da origem, ele contém um
conjunto da forma⋂n

i=1 V(0,φi, ϵ) com ϵ > 0 e {φ1,… ,φn} ⊆ X⭒. Ainda, a transformação linear
x ↦ ∑n

i=1⟨x,φi⟩ei não pode ser injetiva, já que, nesse caso, X seria isomorfo a um subespaço de
dimensão finita deℝn, o que mostra que existe x0 ≠ 0 para o qual ⟨x,φi⟩ = 0 para todo i ∈ {1∶ n},
consequentemente, [x0] ⊆ W. Sabendo que BX(0, 1) não contém um subespaço não-trivial sequer,
ela não pode ser aberto fraco de X.

Teorema 174 (página 52 de [11]). Sendo C ⊆ X convexo, os fechos de C em relação às topologias
fraca e forte coincidem.

Demonstração. Sendo Cw e Cs os fechos fraco e forte respectivamente, como cada aberto fraco é
um aberto forte, cada fechado fraco é, também, um fechado forte, o que, pela definição do fecho
como o menor fechado contendo o conjunto, mostra que Cs ⊆ Cw.
Agora, sendo x ∉ Cs, do Teorema 159, existem ζ ∈ X⭒ e α ∈ ℝ satisfazendo ⟨x, ζ⟩ < α ≤

inf⟨Cs, ζ⟩, assim, o conjunto ζ−1([α,∞[) é um fechado fraco contendo C que não contém x, o que
mostra que x ∉ Cw.
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Corolário 175 (página 61 de [9]). Sendo x0 ∈ X, se xi ⇀ x0, então, existe uma sequência {yi} ⊆ X
tendendo a x0 fortemente.

Demonstração. Denotando, por C, a envoltória convexa de {xi}, trata-se de um fechado fraco que é
convexo, assim, do Teorema 174, tal conjunto é fechado forte, o quemostra que existe {yi} tendendo
a x0 fortemente.

Topologia fraca⭒

Além de X⭒, outro conjunto de funcionais lineares que é separante é o conjunto Φ das avaliações
de funcionais lineares, ou seja, dado ζ ∈ X⭒, cada elemento de Φ é da forma ζ ↦ ⟨x, ζ⟩ para
x ∈ X. A correspondente topologia fraca induzida será chamada topologia fraca⭒ de X⭒ (com
elementos denominados abertos fracos⭒). Essa topologia é, em alguns casos, chamada topologia
da convergência pontual pelo fato de que, do Teorema 148, uma sequência converge nessa topologia
se, e somente se, ela converge pontualmente.

Apesar de ser possível mostrar que essa topologia é mais fraca que a topologia fraca de X⭒, esse
não será o foco do trabalho, de modo que a demonstração será omitida.

Proposição 176 (página 54 de [11]). Supondo que Σ ⊆ X⭒ seja um convexo não-vazio e fechado
fraco⭒ e que ζ ∈ X⭒ ⧵ Σ, existem x ∈ X e α ∈ ℝ tais que inf⟨x,Σ⟩ ≤ α < ⟨x, ζ⟩.

Teorema 177 (página 55 de [11]). Sendo V uma vizinhança forte da origem em X, o conjunto Γ dos
funcionais lineares contínuos cuja imagem por V é subconjunto de [−1, 1] é um compacto fraco⭒

em X⭒.

Demonstração. Chamando de P o conjunto dos funcionais de domínio em X, a topologia produto
τp de P é, por definição, a topologia mais fraca que preserva a continuidade das aplicações ζ ↦ ζ(x),
fica evidente que a topologia fraca⭒ de X⭒ coincide com a topologia induzida por τp em X⭒. Ainda,
como o limite fraco⭒ de funcionais lineares contínuos é um funcional linear contínuo e o conjunto
[−1, 1] é fechado, o conjunto Γ é fechado fraco⭒. Mais ainda, fixando ζ ∈ Γ, dado x ∈ X, existe
tx > 0 para o qual txx ∈ V, assim, ⟨x, ζ⟩ ∈ [− 1

tx
, 1
tx
], o que mostra que

Γ ⊆∏
x∈X

[− 1
tx
, 1tx

] .

O conjunto à direita é compacto pelo Teorema de Tihonov1, portanto, Γ é compacto em τp, o
que prova o teorema.

Corolário 178 (página 55 de [11]). Todo conjunto fechado fraco⭒ e limitado é compacto fraco⭒.
Ainda, se X é um espaço de Banach, então, todo compacto fraco⭒ é fechado fraco⭒ e limitado.

Demonstração. Supondo que K seja compacto fraco⭒, como, pelo Teorema 148, tal espaço é de
Hausdorff, K é um conjunto fechado. Ainda, a imagem de K por qualquer ζ ↦ ⟨x, ζ⟩ é um conjunto
compacto e, consequentemente, limitado, assim, pela Proposição 169, K é limitado.
1Esse teorema e sua demonstração podem ser encontrados nas páginas 230 a 234 de [35].
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Reciprocamente, supondo que K seja fechado fraco⭒ e limitado, existem ζ ∈ K e r > 0 tais
que K ⊆ BX⭒[ζ, r], logo, como este é compacto fraco⭒ (Teorema 177 combinado ao fato de que
translações e homotetias são homeomorfismos), o conjunto K é compacto fraco⭒ também.
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B Multifunções e limites

Este breve capítulo apresenta alguns conceitos e propriedades relativos a multifunções e seus
limites que são necessários para compreender alguns resultados da dissertação. As referências,
aqui, são [4] e [48], e os resultados serão formulados supondo que X é espaço de Banach real e Y
é um espaço vetorial real normado.

Definição 179 (adaptada da página 64 de [48]). Uma aplicação Γ∶ X → ℘(Y) (contradomínio é
o conjunto das partes de Y) é denominadamultifunção de X a Y e denotada por Γ∶ X ⇝ Y.

Definição 180 (página 34 de [4]). Seja Γ∶ X ⇝ Y:

• O gráfico de Γ é o conjunto dos pares (x, y) ∈ X × Y para os quais y ∈ Γ(x). Ele será
denotado por gr Γ;

• A inversa de Γ é a multifunção que associa cada y0 ∈ Y à seção y do gráfico de Γ relativa a
y0. Ela será denotada por Γ−1∶ Y ⇝ X;

• O domínio efetivo de Γ é o conjunto dos elementos de X cujas imagens por Γ não são vazias.
Ele será denotado por def Γ;

Definição 181 (página 41 de [4]). • Dado x0 ∈ X, uma multifunção Γ∶ X ⇝ Y é dita lips-
chitziana em torno de x0 se existem ℓ > 0 e uma vizinhança U ⊆ def Γ de x0 de modo que
x1, x2 ∈ U ⇒ Γ(x1) ⊆ Γ(x2) + ℓ‖x1 − x2‖BY[0, 1].

• Dados Γ∶ X ⇝ Y e (x0, y0) ∈ gr Γ, a multifunção Γ é dita ser pseudo-lipschitziana em
(x0, y0) se existem ℓ > 0 e vizinhanças U ⊆ def Γ de x0 e V de y0 de modo que x1, x2 ∈
U ⇒ Γ(x1) ∩ V ⊆ Γ(x2) + ℓ‖x1 − x2‖BY[0, 1].

Definição 182 (adaptada da página 63 de [48]). Sejam Γ∶ X ⇝ Y e x0 um ponto de acumulação
de X.

• O limite inferior de Γ para x → x0 é o conjunto dos pontos ξ para os quais, dada uma
sequência xi → x0, existe uma sequência ξi → ξ satisfazendo ξi ∈ Γ(xi) para todo i ∈ ℕ;

• O limite superior de Γ para x → x0 é o conjunto dos pontos ξ para os quais existem
sequências xi → x0 e ξi → ξ satisfazendo ξi ∈ Γ(xi) para todo i ∈ ℕ.

Proposição 183 (adaptada da página 63 de [48]). Nas condições da Definição 182, vale

lim inf
x→x0

Γ(x) = {ξ ∈ Y
||||
lim sup
x→x0

dist (ξ,Γ(x)) = 0} ,

lim sup
x→x0

Γ(x) = {ξ ∈ Y ||| lim inf
x→x0

dist (ξ,Γ(x)) = 0} .
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Demonstração. Fixe ξ ∈ lim infx→x0 Γ(x). Dada xi → x0, existe ξi → ξ satisfazendo ξi ∈ Γ(xi)
para todo i ∈ ℕ, segue que dist (ξ,Γ(xi)) ≤ |ξ − ξi| → 0, o que mostra que

lim sup
x→x0

dist (ξ,Γ(x)) = 0.

Reciprocamente, supondo que ξ ∈ Y satisfaça lim supx→x0
dist (ξ,Γ(x)) = 0, defina α(ξ; δ) =

sup {dist (ξ,Γ(x)) || x ∈ B(x, δ)}, tome xi → x0 e escolha, para cada i ∈ ℕ, um ξi ∈ Γ(xi) de modo
que

dist (ξ,Γ(xi)) ≤ ‖ξ − ξi‖Y <
3
2 dist (ξ,Γ(xi))

se Γ(xi) ≠ ∅ ou ξi = ξ caso contrário. Como α(ξ; δ) ↓ 0 para δ ↓ 0 e xi → x0, é possível afirmar
que dist (ξ,Γ(xi)) → 0, e isso mostra que ξi → ξ, portanto, ξ ∈ lim infx→x0 Γ(x).

Agora, tomando ξ ∈ lim supx→x0
Γ(x), existem sequências xi → x0 e ξi → ξ satisfazendo

ξi ∈ Γ(xi) para todo i ∈ ℕ, assim, dist (ξ,Γ(xi)) ≤ ‖ξ − ξi‖Y → 0, o que mostra que

lim inf
x→x0

dist (ξ,Γ(x)) = 0.

Reciprocamente, supondo que ξ ∈ Y satisfaça lim infx→x0 dist (ξ,Γ(x)) = 0, escolha, para cada
i ∈ ℕ, um xi ∈ Y cuja distância até x0 seja menor que 1

i
e de modo que dist (ξ,Γ(xi)) <

2
3i
e um

ξi ∈ Γ(xi) satisfazendo

dist (ξ,Γ(xi)) ≤ |ξ − ξi| <
3
2 dist (ξ,Γ(xi)) <

1
i

se Γ(xi) ≠ ∅ ou ξi = ξ caso contrário. A partir dessas escolhas, temos que ξi → ξ, portanto,
ξ ∈ lim supx→x0

Γ(x).

Proposição 184 (adaptada da página 63 de [48]). Para todo x0 ∈ X, os limites superior e inferior
de Γ para x → x0 são fechados, e aquele inclui este.

Demonstração. Para esta demonstração, serão usadas as caracterizações encontradas na Proposição
183.

• Tome uma sequência {ξi} ⊆ lim infx→x0 Γ(x) tendendo a ξ ∈ X. Fixado ϵ > 0, existe um
i0 ∈ ℕ para o qual ||ξ − ξi0 || <

ϵ

2
, e existe um δ0 > 0 para o qual δ < δ0 ⇒ α (ξi0 ; δ) <

ϵ

2
,

logo,

δ < δ0 ⇒ α(ξ; δ) ≤ ||ξi0 − ξ|| + α (ξi0 ; δ) <
ϵ
2 +

ϵ
2 = ϵ,

o que mostra que ξ ∈ lim infx→x0 Γ(x) e, consequentemente, que tal conjunto é fechado;

• Tome uma sequência {ξi} ⊆ lim supx→x0
Γ(x) tendendo a ξ ∈ Y e defina

β(ξ; δ) = inf {dist (ξ,Γ(x)) || x ∈ B(x, δ)} .
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Fixado ϵ > 0, existe um i0 ∈ ℕ para o qual ||ξ − ξi0 || <
ϵ

2
, e existe δ0 > 0 para o qual

δ < δ0 ⇒ β (ξi0 ; δ) <
ϵ

2
, assim,

δ < δ0 ⇒ β(ξ; δ) ≤ ||ξi0 − ξ|| + β (ξi0 ; δ) <
ϵ
2 +

ϵ
2 = ϵ,

o que mostra que ξ ∈ lim supx→x0
Γ(x) e, consequentemente, que tal conjunto é fechado;

• Dado ξ ∈ Y, vale que

ξ ∈ lim inf
x→x0

Γ(x) ⇒ lim sup
x→x0

dist (ξ,Γ(x)) = 0 ⇒ lim inf
x→x0

dist (ξ,Γ(x)) = 0

⇒ ξ ∈ lim sup
x→x0

Γ(x).
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C Envoltória afim e interior relativo

Este breve capítulo apresenta os conceitos de envoltória afim e interior relativo e algumas de
suas propriedades encontrados em [42] e [51] e que são necessários para compreender o raciocínio
usado na seção 2.4 e no Capítulo 4. Os resultados, aqui, serão feitos sob a suposição de que X é
espaço vetorial topológico, localmente, convexo.

Definição 185 (página 1 de [51]). Um conjunto A ⊆ X é dito afim se, dados x, y ∈ A e λ ∈ ℝ,
λx + (1 − λ)y ∈ A.

Propriedade 186 (páginas 1 e 2 de [51]). • A afinidade de um conjunto A ⊆ X é equivalente
à existência de um subespaço Y ⊆ X e de um ponto a ∈ X para os quais A = a + Y;

• Se {Ai ∣ i ∈ I} ⊆ X é uma família de conjuntos afins, então, A ≔ ⋂i∈I Ai é, também, um
conjunto afim.

Definição 187 (página 2 de [51]). Dado um conjunto A ⊆ X, o menor subconjunto afim de X
contendo A é denominado envoltória afim de A.

Definição 188 (adaptada da página 2 de [51]). Dados {x1,… , xm} ⊆ X, uma combinação afim de
elementos desse conjunto é um elemento da forma∑m

i=1 λixi com λi ∈ ℝ para todo i ∈ {1∶m} e
∑m

i=1 λi = 1.

Propriedade 189 (página 2 de [51]). A envoltória afim de A é o conjunto de todas as combinações
afins de elementos de A.

Demonstração. Seja B o conjunto das referidas combinações.
Afirmação. B é um conjunto afim.

De fato, dados x, y ∈ B, existem I, J ⊆ ℕ e {xi ∣ i ∈ I}, {yj ∣ j ∈ J} ⊆ A e {λi ∣ i ∈ I}, {μj ∣ j ∈
J} ⊆ ℝ tais que as somatórias dos λi e dos μj é igual a um e que x é combinação afim dos xi com
correspondentes coeficientes λi e y é combinação afim dos yj com correspondentes coeficientes μj,
logo, dado λ ∈ ℝ,

(1 − λ)x + λy = ∑
i∈I
(1 − λ)λixi +∑

j∈J
λμjyj,

∑
i∈I
(1 − λ)λi +∑

j∈J
λμj = (1 − λ)∑

i∈I
λi + λ∑

j∈J
μj = (1 − λ) + λ = 1,

o que mostra que (1 − λ)x + λy ∈ B.

Dito isso, como B contém A, segue que B ⊇ affA. Para mostrar a inclusão contrária, usaremos
indução no número de argumentos da combinação. Claramente, todo elemento de A é, também,
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elemento de affA, e, pelo fato de affA ser afim, qualquer combinação afim de dois elementos de
A é elemento de affA. Fixando ν ∈ ℕ e supondo que qualquer combinação afim de ν elementos
de A é elemento de affA, sejam x1,… , xν+1 ∈ A e λ1,… , λν+1 ∈ ℝ cuja somatória valha um. Se,
ao menos, um dos λi é nulo, a combinação afim x dos xi com coeficientes λi possui, na verdade,
ν ou menos elementos, o que já faz dela elemento de affA; senão, ao menos um dos elementos é
diferente de um (digamos, λν+1), logo,

x =
ν+1
∑
i=1

λixi = (1 − λν+1)
ν

∑
i=1

λi
1 − λν+1

xi
⏟⎵⎵⎵⏟⎵⎵⎵⏟

∈affA

+λν+1 xν+1⏟
∈affA

∈ affA.

A partir disso, concluímos que B ⊆ affA.

Definição 190. Sendo C ⊆ X um convexo, o interior relativo de C é o interior de tal conjunto em
relação à topologia induzida na envoltória afim dele pela topologia do espaço. Ele será denotado
por riC.

Teorema 191 (página 45 de [42]). Sendo C ⊆ X um convexo, se x ∈ riC e y ∈ C, então,
(1 − λ)x + λy ∈ riC para todo λ ∈ [0, 1[.

Demonstração. Fixado λ ∈ [0, 1[, como y ∈ C, toda bola centrada em y intercepta C, o que
implica que y ∈ C + BX(0, ϵ), logo,

BX((1 − λ)x + λy, ϵ) ⊆ (1 − λ)x + λ[C + BX(0, ϵ)] + BX(0, ϵ)

= (1 − λ) [x + 1 + λ
1 − λBX(0, ϵ)] + λC = (1 − λ)BX (x,

1 + λ
1 − λϵ) + λC.

A interseção deste último conjunto com affC é subconjunto de (1 − λ)C + λC = C para ϵ > 0
pequeno o suficiente, pois x ∈ riC por hipótese.

Teorema 192 (página 46 de [42]). Dado C ⊆ X um convexo, riC = C e riC = riC.

Demonstração. Sabendo que riC ⊆ C, vale que riC ⊆ C. Por outro lado, dados y ∈ C e x ∈ riC,
o Teorema 191 garante que o segmento ligando x a y está, exceto, possivelmente, pelo ponto y,
contido em C, o que mostra que y ∈ riC. Portanto, riC = C.
Agora, como as envoltórias afins de C e de C coincidem, é válido que riC ⊇ riC. Reciproca-

mente, dado z ∈ riC, sendo x ∈ riC, para valores μ > 1 para os quais μ−1 é pequeno o suficiente,
o ponto y = (1−μ)x+μz = z−(μ−1)(x− z) pertence a riC ⊆ C, e vale que z = (1 − 1

μ
) x+ 1

μ
y,

logo, o Teorema 191 garante que z ∈ riC.

Corolário 193 (página 46 de [11]). Sendo C1,C2 ⊆ X, C1 = C2 se, e somente se, riC1 = riC2.

Proposição 194 (página 47 de [11]). Sendo C ⊆ X um convexo de interior relativo não-vazio,
z ∈ riC se, e somente se, para cada x ∈ C, existe μ > 1 tal que (1 − μ)x + μz ∈ C (em outras
palavras, cada segmento contido emC tendo z como extremidade pode ser prolongado sem “escapar”
de C).
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Demonstração. Claramente, se z ∈ riC, então, a própria definição de interior relativo garante que
cada segmento contido em C tendo z como extremidade pode ser prolongado sem “escapar” de
C. Reciprocamente, sendo z ∈ C tal que cada segmento contido em C tendo z como extremidade
pode ser prolongado sem “escapar” de C e x ∈ riC, tomando μ > 1 e y = (1 − μ)x + μz como
hipotetizado, segue que z = (1 − 1

μ
) x + 1

μ
y, logo, o Teorema 191 garante que z ∈ riC.

Teorema 195 (página 47 de [11]). Sendo {Ci ∣ i ∈ I} ⊆ X convexos cujos interiores relativos
possuem, ao menos, um ponto em comum,

⋂
i∈I

Ci =⋂
i∈I

Ci.

Ainda, se I é finito, então,

ri⋂
i∈I

Ci =⋂
i∈I

riCi.

Demonstração. Fixado x ∈ ⋂i∈I riCi, para todo y ∈ ⋂i∈I Ci, o vetor (1 − λ)x + λy ∈ ⋂i∈I riCi

para todo λ ∈ [0, 1[ (Teorema 191), logo, como y é o limite desse vetor para λ ↑ 1, vale que

⋂
i∈I

Ci ⊆⋂
i∈I

riCi ⊆⋂
i∈I

Ci =⋂
i∈I

Ci,

o que mostra a igualdade relativa aos fechos e que⋂i∈I Ci e⋂i∈I riCi possuem o mesmo fecho.
Do Corolário 193, os interiores relativos de tais conjuntos devem coincidir, o que mostra que

ri⋂
i∈I

Ci ⊆⋂
i∈I

riCi.

Agora, sendo I finito e dado z ∈ ⋂i∈I Ci, seja ℓ um segmento de ⋂i∈I Ci com extremidade
em z. Fixado i ∈ I, ℓ pode ser prolongado sem “escapar” de cada um dos Ci (Proposição 194),
assim, a finitude do conjunto I garante a existência de um prolongamento de ℓ que não “escapa”
de⋂i∈I Ci, o que mostra, pela Proposição 194, que z ∈ ri⋂i∈I Ci.
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