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RESUMO

Os conceitos de teoria da informagdo, apresentados por Claude E. Shannon em 1948, continuam
sendo até hoje, indispensdveis para a compreensdo, desenvolvimento e aprimoramento dos esquemas
de codificagdo de canal. Aos dados de interesse s@o adicionados dados de redundancia, a fim de se
garantir a integridade dos mesmos, além da busca pela maior capacidade de canal possivel. Dentre as
técnicas de codificagdo de canal candidatas a utilizacdo nas aplicacdes dos sistemas de comunicagao de
quinta geracdo (5G) estdo os codigos polares, apresentados em 2009 por Erdal Arikan em sua forma
ndo-sistemdtica, com melhor desempenho em relacdo a taxa de erro de bit, BER (Bit Error Rate) e
menor complexidade que os codigos turbo e LDPC (Low Density Parity Check). Em 2011, Arikan
apresentou a forma sistemadtica dos cddigos polares, com o intuito de se obter vantagens em termos de
desempenho de BER, pois nesses € possivel identificar os bits de informac¢do na mensagem codificada.
Dessa forma, neste trabalho sera realizado o estudo das estratégias de codificacio e decodificagao,
nas formas ndo-sistemadtica e sistematica, dos cddigos polares. Além disso, serd implementado um
algoritmo computacional para comparar o desempenho de ambas em cendrios para sistemas de quinta
geracdo. Por fim, os resultados mostraram que o uso dos cddigos de verificacdo de redundancia ciclica,
CRC (Cyclic Redundancy Check), melhora consideravelmente o desempenho dos cédigos polares

sistematicos ao analisar-se a taxa de erro de frame, FER (Frame Error Rate).

PALAVRAS-CHAVE: Codificacdo de Canal. Cédigos Polares. Sistemdticos. Redundancia Ciclica.

Taxa de Erro de Bit. Taxa de Erro de Frame.



ABSTRACT

The concepts of information theory, presented by Claude E. Shannon in 1948, continue to be, until today,
indispensable for understanding, developing and improving channel coding schemes. Redundancy data
is added to the data of interest in order to guarantee their integrity, in addition to the pursuit for the
best possible channel capacity. Among the channel coding techniques which are candidates for being
used on the applications of the fifth generation (5G) of communication systems are the polar codes,
presented in 2009 by Erdal Arikan in their non-systematic form, with better performance in relation
to BER (Bit Error Rate) and less complexity than the turbo and LDPC (Low Density Parity Check)
codes. In 2011, Arikan presented the systematic form of polar codes, seeking advantages in terms of
BER performance, as it is possible to identify the bits of information in the encoded message. In such
manner, the study of the strategies of coding and decoding of polar codes, on its non-systematic and
systematic form will be done in this work. Furthermore, a computational algorithm was implemented
to compare the performance of both in scenarios for fifth generation systems. Finally, results showed
that the use of CRC (Cyclic Redundancy Check) codes improved considerably the performance of

systematic polar codes when analyzing the frame error rate, FER.

KEYWORDS: Polar Codes. Systematic. Coding. Cyclic Redundancy Check. Bit Error Rate. Frame

Error Rate.
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1 INTRODUCAO

A demanda por banda larga mével e de qualidade serd cada vez maior, principalmente devido ao
aumento do consumo de videos em ultra-alta defini¢ao, como os de 4K UHD (Ultra High Definition) e
os de 8K UHD, e também devido ao crescimento no nimero de conexdes entre maquinas, seja nas
industrias, no campo, em residéncias ou nas cidades inteligentes. Desde o surgimento das redes de
comunicacdo moveis de primeira geracao (1G), a constante busca pelo aprimoramento dos meios
de comunicagdo tem levado ao aperfeicoamento das tecnologias e sua natural substitui¢ao por uma
geracao mais recente que atenda as necessidades de cada época. Hoje, as redes méveis de quinta
geracao (5G) devem atender trés requisitos principais [SGPPP 2017]: banda larga massiva, xMBB
(extreme Mobile Broadband), a qual deve ser capaz de entregar uma taxa de dados sob demanda
na ordem de gigabits por segundo; conexao massiva de bilhdes de sensores e maquinas, mMTC
(massive Machine-Type Communication); e comunicacao ultraconfidvel e de baixa laténcia, uRLLC
(ultra-Reliable Low-Latency Communication).

Em abril de 2019, a Coreia do Sul foi o primeiro pais a ter uma rede SG comercial implementada,
e espera-se que esse pais tenha, até 2025, aproximadamente 60% de seus usudrios moveis utilizando
essas redes. No mesmo més, as primeiras redes comerciais de quinta geragdo foram lancadas nos
Estados Unidos, nas cidades de Chicago e Minedpolis. J4 no continente europeu, a Suica foi o primeiro
pais a ser contemplado. Em novembro do mesmo ano, foi a vez da China, onde hoje, as cidades de
Pequim e Shenzhen j4 possuem cobertura total 5G [GSA 2022]. No Brasil, os primeiros testes das
redes 5G foram realizadas em julho de 2020, entretanto, a primeira rede comercial do chamado 5G
puro, em 3,5 GHz, foi lancada em 6 de julho de 2022, na capital federal, Brasilia. Atualmente, ja
existem estudos e pesquisas em andamento para as redes moveis de 6*. geracao, 6G, as quais podem
utilizar frequéncias na casa dos Terahertz e envolver aplicacdes como Internet de todas as coisas (IoE),
e telepresenca holografica [Saad, Bennis e Chen 2020, Alwis et al. 2021]].

Uma das maneiras de se garantir a integridade e confiabilidade nesses sistemas € através do uso de
esquemas de codifica¢do de canal, apresentado por Claude E. Shannon na década de 1940 [SHANNON
1948]. A fim de garantir que os dados recebidos através de um canal ruidoso sejam 0s mesmos que
os dados enviados antes da transmissio, o transmissor adiciona bits de redundancia a esses dados,
em outras palavras, codifica a mensagem, e o receptor implementa algoritmos capazes de decifrar
esses dados, ou seja, decodificar a mensagem recebida e recuperar a mensagem original. Quanto
mais aprimorados forem os esquemas de codificacdo, melhor pode ser o desempenho dos sistemas de
comunicacao.

Com relagao as geracdes dos sistemas de comunicagdes moveis, os cddigos turbo [Berrou, Glavieux
e Thitimajshima 1993 tém sido utilizados desde a segunda geracdo (2G) até a quarta geracao (4G)
dos sistemas de comunicacdo sem fio [Shah, Vyavahare e Jain 2015]]. Para os sistemas de quinta
geracdo de comunicagdes sem fio, apesar de ja estar em funcionamento, ainda h4 debates sobre qual a
melhor estratégia de codificacdo de canal utilizar para novas aplicac¢des, sendo que os cédigos turbo,
os cddigos de verificacdo de paridade de baixa densidade, LDPC (Low Density Parity Check) € os
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cddigos polares sdo os possiveis candidatos [Patil, Pawar e Saquib 2020].

Os codigos polares [Arikan 2009], propostos por Erdal Arikan em 2009, sdo cédigos do tipo bloco
que tém apresentado um melhor desempenho em relacdo a taxa de erro de bit, BER (Bit Error Rate)
e menor complexidade que os cédigos turbo e LDPC, que tém desempenho compardvel aos limites
de Shannon, o que torna os cédigos polares forte candidatos para serem utilizados na codificacdo e
decodificagdo de canal nas aplicacdes dos sistemas de comunicagdes méveis 5SG [Bioglio, Condo e
Land 2021]).

Apesar de terem sido inicialmente apresentados em sua forma ndo-sistemadtica, ou seja, a palavra-
cddigo ndo apresenta o bloco dos bits de informac¢ao em sua composi¢ao, Arikan apresentou, em
2011, a estratégia de codificacdo sistematica de codigos polares [Arikan 2011]], tendo em vista a
demonstracao de que essa estratégia pode oferecer vantagens em termos de desempenho de BER.

Os cddigos polares, nao-sistemdticos ou sistemdticos, quando aplicados a blocos de comprimentos
curtos ou médios nem sempre apresentam desempenho satisfatorio, principalmente quando sua decodi-
ficacdo € realizada através do decodificador por cancelamento sucessivo, entretanto para blocos de
comprimentos longos o desempenho € superior [Tal e Vardy 2011]]. Assim, foi proposto o uso de um
esquema de decodificacao utilizando-se um decodificador por cancelamento sucessivo em lista, que
considera caminhos em cada estdgio de decodificacdo, de forma que uma tnica palavra seja selecionada
no ultimo estdgio da decodificacdo. A utilizacdo de cddigos de verificagdo de redundancia ciclica,
CRC (Cyclic Redundancy Check), atrelados a esse decodificador aumenta ainda mais o desempenho
dos cédigos polares. Os CRCs sdo capazes de prever qual palavra-cédigo na lista foi a transmitida,
caso a mesma seja apresentada nessa lista, até alcancando desempenho superior que os c6digos turbo e
LDPC [Li1, Shen e Tse 2012,/Niu e Chen 2012, Baicheva e Kazakov 2019].

No presente trabalho analisaremos o desempenho de cédigos polares sistematicos em cendrios
para sistemas 5G, além da comparacdo do desempenho dos mesmos em relagdo aos c6digos nao-
sistemdticos, cujo estudos ji foram apresentados em [MARTAO 2018, TERCAS 2019]. As simulacdes
computacionais serdo realizadas em linguagem de programacao Python, que € uma linguagem de
codigo aberto, permitindo assim amplo uso, sem a necessidade de aquisi¢c@o de licencas. Para essas
simulagdes, palavras de comprimento & serdo codificadas e transmitidas através de um canal com ruido
aditivo Gaussiano branco, AWGN (Additive White Gaussian Noise) e decodificadas por um receptor,
permitindo-se assim avaliar a BER, e a taxa de erro de frame, FER (Frame Error Rate).

A organizacdo dos capitulos deste trabalho se dd da seguinte forma: o Capitulo [2] abordara
uma revisao dos conceitos de teoria da informacao e codificacdo de canal; o Capitulo |3| apresentara
conceitos pertinentes aos codigos ciclicos e os cédigos de verificacao de redundancia ciclica; o
Capitulo ] apresentard os codigos polares e estratégias de codificacdo e decodificagio, ndo-sistematicos
e sistemdticos, para os mesmos; o Capitulo [5] introduzird os pardmetros a serem analisados nas
simulagdes das implementagdes computacionais e os resultados atingidos; a finalizacao deste trabalho

se dard no Capitulo[6] onde apresentaremos as conclusdes obtidas.
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2 REVISAO CONCEITUAL

O presente capitulo tem o objetivo de desenvolver uma revisdo conceitual dos conceitos de Teoria
da Informacgao e Codificac@o, que sao primordiais para a compreensao e evolucao deste trabalho.
Apresentaremos inicialmente as defini¢des e exemplos dos conceitos de entropia, informacdo mitua,
capacidade de canal e alguns tipos de canais. Posteriormente, para o estudo da codificacao de canal,
apresentaremos as definicoes e exemplos de cddigos de bloco lineares. Podemos encontrar as defini¢oes
mais relevantes deste capitulo nas referéncias [[Cover e Thomas 2006, Haykin 2001} Roth 2006, Ryan e
Lin 2009,|Lin e Costello 2004].

2.1 TEORIA DA INFORMACAO

Em 1948, Claude E. Shannon apresentou os conceitos que hoje sao conhecidos como Teoria da
Informacao [SHANNON 194§]], sua teoria envolvia conceitos de matematica, engenharia e ciéncias,
temas esses que raramente eram combinados em um unico estudo. Nela Shannon apresentou seus
estudos sobre armazenamento, quantificacdo e comunicac¢do da informag¢do, com o propdsito de
estabelecer os limites das operagdes das comunicagdes e do processamento digital de sinais.

Seja X uma varidvel aleatéria discreta com alfabeto X e funcdo massa de probabilidade, PMF
(Probability Mass Function)

p(z) = Pr{X =z}, z € X. (2.1)

A entropia € a medida de incerteza de uma varidvel aleatoria.

Definicdo 2.1.1 A entropia H(X) de uma varidvel aleatéria discreta X é definida por:

H(X)=—> p(x)log,p(z). [bits] (2.2)

zeX

Por convencdo, definiremos 0log 0 = 0, através da continuidade, desde que zlog(z) — 0, a
medida que z — 0. Observemos que a adicdo de termos de probabilidade nula nédo altera o valor
da entropia. Percebamos também que a entropia é uma funcao da distribuicdo de X, e que ndo é
dependente dos valores que a varidvel aleatéria X pode tomar, mas sim de suas probabilidades.

A esperanga de uma varidvel aleatéria g(X) é

Eylg(X)] =) g(z)p(x), (2.3)

reX
quando a PMF ¢ entendida pelo contexto, entdo E,[g(X )] = E[g(X)]. Temos um interesse peculiar

na esperanga autorreferencial de g(X ) sob p(z) quando g(X) = log Lﬁ} . A entropia de X também

xX
pode ser interpretada como o valor esperado de uma varidvel aleatéria log Lﬁ} , conforme X se define

de acordo com a PMF p(x),
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H(X)=E, [log Lﬁ” . (2.4)

Lema 2.1.1 H(X) > 0, pois 0 < p(z) < 1, implicando que log [ :

m} > 0,

Exemplo 2.1.1 Consideremos uma PMF p(x) com os valores definidos como

7

—, Se T = a;

xX=J"1 (2.5)
%, sex =b.

Através de (2.3), podemos calcular a entropia

7 7\ 3 3
HX)=—|“log, (=) + Zlog, [ — )| ~0,s8.
(X) {10 082 (10) TR (10)} 0,88

Definicio 2.1.2 A entropia conjunta H(X,Y') de um par de varidveis aleatérias discretas (X,Y)

com uma distribuicdo conjunta p(x,y) é definida como

—> > plx,y)logp(x,y), 2.6)

zeX yeY

€p0d€ ser expressa conio
H(X,Y) = —Ellog p(X, V)] @.7)

Definicao 2.1.3 Se (X,Y) é um par de varidveis aleatdrias discretas com distribui¢do conjunta p(z,y),

entdo a entropia condicional é definida por:

H(Y|X) = E[-logp(ylz)] = = Y > plz,y)log p(xly). (2.8)

rzeX yey

A medida da quantidade de informacao que uma varidvel aleatéria contém sobre outra varidvel
aleatdria € definida como informac¢dao mitua, em outras palavras, € a redugdo na incerteza de uma
variavel aleatdria devido ao conhecimento de outra. Dessa forma, poderemos utilizar essa grandeza
para quantificar a eficiéncia de uma transmissao através de um canal, sendo que quanto mais dependente

uma varidvel for da outra, maior serd a informagao miitua e maior serd a confiabilidade da transmissao.

Definicao 2.1.4 Sejam X e Y duas varidveis aleatorias com distribuicdo de probabilidade conjunta
p(z,y) e PMF marginais p(x) e p(y). A informacdo miitua é a entropia relativa entre a distribui¢do

conjunta e o produto distribuicdo p(x)p(y),

=> ) plw,y)log, [M} : (2.9)

S p(x)p(y)

também podemos escrever

I[(X;Y)=H(X) - HX|Y), (2.10)
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I(X;Y)=H(Y) - HY|X), @2.11)
I(X;Y)=HX)+HY) - HX,Y). (2.12)

Os conceitos de entropia podem ser estendidos as varidveis aleatdrias continuas. A entropia
diferencial, que € a entropia associada a uma variavel aleatdria continua, esta relacionada ao menor
comprimento de descricdo e € similar, de muitas maneiras, a entropia de uma varidvel aleatéria discreta.

Seja X uma varidvel aleatéria continua com fun¢do densidade de probabilidade, PDF (Probability
Density Function)

F(X)=Pla< X <b = /b f(z)da. (2.13)

Definicao 2.1.5 A entropia diferencial h(X) de uma varidvel aleatdria continua com densidade f(x)

é definida como
- / f(x)log f(z)dz, (2.14)
S
em que S é o grupo de suporte de uma varidvel aleatoria.

Semelhantemente ao caso discreto, a entropia diferencial s6 tem dependéncia com a densidade
de probabilidade da variavel aleatéria. Do caso discreto, pode-se estender a definicdo de entropia

diferencial de uma tnica varidvel aleatdria a um par de varidveis aleatdrias.

Definicao 2.1.6 A entropia diferencial de um par de varidveis aleatdrias continuas (X,Y') fungdo

densidade de probabilidade conjunta f(x,y) é definida como

h(X,Y) /f z,y) log f(z,y)dzdy. (2.15)

Definicio 2.1.7 Se (X,Y) tem funcdo densidade de probabilidade conjunta f(x,y), podemos definir

a entropia diferencial condicional h(x|y) como

B(X|Y) = /fxymy<mw@ 2.16)

Como f(z|y) = ( Y podemos escrever:

)
hX|Y) = h(X,Y) = h(Y). (2.17)

Definicio 2.1.8 A informacdo miitua 1(X;Y") entre duas varidveis aleatérias com densidade conjunta

f(z,y) é definida:

f(z,y)

1GY) /fxybgb@>@

} dzdy. (2.18)



21

Analogamente ao caso discreto, sao validas as seguintes relacdes:

I(X;Y) = h(X) = h(X|Y), (2.19)
I(X;Y) =h(Y) - h(Y|X), (2.20)
I[(X;Y) = h(X) + h(Y) — h(X,Y). (2.21)

A caracterizagdo da capacidade de canal (o logaritmo do nimero de sinais distinguiveis) como a

maxima informac¢do mutua € o centro e um dos conceitos mais importantes da Teoria da Informacao.

Definicao 2.1.9 Definimos um canal discreto como sendo um sistema consistindo de entrada X, um
alfabeto de saida 'Y e uma matriz de transi¢do de probabilidade p(y|x) que expressa a probabilidade

de receber o simbolo y dado que enviamos o simbolo .

Figura 1 — Sistema de comunicacao.

n n -~
W X Y A\
—' codificador —b canal —’ decodificador —}
p(y|x) L r
estimativa da
mensagem

mensagem

Fonte: préprio autor.

O canal € dito ser sem memoria se a distribui¢do probabilidade de saida depender somente da

entrada e for condicionalmente independente das entradas ou saidas do canal anterior.

Definicao 2.1.10 Definimos a capacidade de informacdo de um canal discreto sem memdoria como:

C=maxI(X;Y), (2.22)

p(z)

em que o mdximo € tomado sobre todas as possiveis distribuicdes da entrda p(x).

O 2° Teorema de Shannon define que a capacidade de informagao do canal € igual a capacidade
operacional do canal. Veremos agora alguns tipos de canais.

Exemplo 2.1.2 O canal bindrio sem ruido é aquele no qual qualquer bit é recebido sem erro, conforme
apresenta a Portanto, um bit sem erro poder ser transmitido por uso do canal, e a capacidade
é de 1 bit, que pode ser calculada através da capacidade de informag¢do C' = max I(X;Y) = 1 bit,

obtida utilizando-se p(z) = (%, %) )
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Figura 2 — Canal bindrio sem ruido.

0 > 0

1 > 1

Fonte: préprio autor.

Exemplo 2.1.3 O canal ruidoso com saidas ndao-sobrepostas, apresentado na|Figura 3| tém 2 saidas
possiveis para cada uma das 2 entradas. Apesar de parecer ser ruidoso, ndo é, pois a saida é uma
consequéncia aleatoria da entrada, mas a entrada pode ser determinada através da saida, assim cada

bit transmitido pode ser recuperado sem erro. A capacidade do canal também é 1 bit por transmissdo.

Figura 3 — Canal ruidoso com saidas ndo-sobrepostas.

]2 1

1/9 2

19 3

2/3 4

Fonte: préprio autor.

Exemplo 2.1.4 O canal bindrio simétrico, BSC (Binary Symmetric Channel), apresentado na
tem os simbolos de entrada complementados com probabilidade p. Ele é o modelo mais simples de um
canal com erros, mas ainda captura a maior parte da complexidade de problemas gerais. Quando um

erro ocorre, 0 € recebido como 1 e vice-versa. Os bits recebidos ndo revelam onde os erros ocorreram.



Figura 4 — BSC.

1-p

1 > 1
1-p

Fonte: préprio autor.

Podemos calcular a capacidade desse canal através da informacdo miitua e entropia.

I(X;Y) = H(Y) - HY[X),

I(X;Y) Zp H(Y|X =),

I(X;Y) = )= pla)H
I(X;Y)=H(Y)—-H(p) <1-H(p).

23

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

A inequagdo em segue, pois Y é uma varidvel aleatéria bindria. A igualdade é atingida quando

a distribuicdo de entrada é uniforme, como mostra a equagdao (2.27).

C=1-H(p).

(2.27)

Exemplo 2.1.5 A analogia do BSC no qual alguns bits sdo perdidos (em vez de corrompidos) é o

canal bindrio com apagamento, BEC (Binary Erasure Channel), apresentado na Neste canal

uma fracdo p dos bits é apagada. O receptor sabe quais bits foram apagados. Ele tem duas entradas e

trés saidas.

Figura 5 — BEC.

1-p
0 > 0
p
X e Y
p
1 > 1
1-p

Fonte: préprio autor.
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Podemos calcular a capacidade desse canal como

C=maxI(X;Y)=max(H(Y)—- H(Y|X)) =max H(Y) — H(p), (2.28)

p(z) p(z) p(z)

considerando Pr(X = 1) = m, temos que
C=maxH(Y)— H(p) =max(1 —p)H(r) + H(p) — H(p) = max(1 — p)H (7). (2.29)

Logo,
C=1-np. (2.30)

Exemplo 2.1.6 O canal gaussiano, apresentado na é o alfabeto continuo de canal mais
importante; é um canal de tempo discreto com saida Y; no tempo (i), em que Y; é a soma da entrada

X; e o ruido Z;, esse ruido vem de uma distribuicdo gaussiana com varidncia o2, de acordo com

2.31),
=X+ Z;, Zi ~ N, 2.31)

Figura 6 — Canal gaussiano.

Z;

v
Xj > @ > Y

Fonte: préprio autor.

considera-se que o ruido Z; é independente do sinal X;. Esse canal é um modelo para alguns canais de
comunicag¢do comuns, como de telefone com e sem fio e links satelitais. Se ndo houver consideracoes,
a capacidade deste canal pode ser infinita. Podemos calcular a capacidade de informagdo desse canal,

considerando uma restrigdo de poténcia:

1 P
C= max I(X;Y)==log|(1+ — ), [bits/transmissdo] (2.32)
EX2<P 2 N

o mdximo é obtido quando X ~ N (0, P). Se houver limitagédo de banda, a capacidade do canal é
dada por , na qual B é a banda [Hz|, P é a poténcia do sinal, N é o ruido, e /% é a razdo
sinal-ruido, SNR (Signal-Noise Ratio), [dB].

C = Blog (1 + ’%) . [bits/s] (2.33)
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2.2 CODIFICACAO DE CANAL

A codificagdo de canal é uma estratégia implementada em sistemas de comunicagao digitais, através
da insercdo de bits adicionais, conhecidos como bits de paridade, na mensagem a ser transmitida, o que
permite que erros causados por exemplo, devido ao ruido, interferéncia ou fading, sejam detectados
e corrigidos, através do uso de determinadas técnicas. Apresentaremos a seguir os cddigos de bloco

lineares, um dos mais importantes tipos de cddigos corretores de erros.

2.2.1 Cddigos de Bloco Lineares

Dizemos que um cédigo bindrio € linear se quaisquer duas palavras-codigo desse c6digo podem
ser adicionadas em uma soma mddulo-2 para produzir uma terceira palavra-c6digo no cédigo.

Consideremos um cédigo de bloco linear com pardmetros (n, k), no qual & bits de uma mensagem
a ser transmitida sdo transformados em uma palavra-cédigo de n bits adicionando (n — k) bits de
paridade ou bits de redundancia, os quais sdo determinados de acordo com a técnica a ser utilizada. Os
codigos de bloco nos quais os bits de mensagens sio transmitidos de maneira inalterada sdo chamados
de cdédigos sistematicos.

A apresenta o um c6digo de bloco linear sistematico. Temos que (mg, My, ..., Mg_1)
constitui um bloco de mensagem de & bits e o bloco (bg, by, ..., b,_r_1) denota os (n — k) bits de

paridade na palavra-cédigo.

Figura 7 — Cdédigo de bloco linear sistematico.

Mg, My, ..., Mk by, by, ..., brk1
—~N ~
bits de mensagem bits de paridade

Fonte: proprio autor.

Definicdo 2.2.1 Seja F,; = GF(q) um corpo finito (de Galois) com q elementos. Um cddigo de bloco
linear C com pardmetros (n, k) sobre F, é um subespago vetorial de F, o com k elementos. O cddigo C

possui 2% palavras-cédigo, que sdo as combinacées lineares distintas e que geram o conjunto completo
Cl=M=¢" eR=(log,M)/n =k/néataxa de cidigo.

de C. Dessa forma,

Exemplo 2.2.1 Avaliemos um cédigo C com pardmetros (3,2), determinando a taxa de codificagdo, a
quantidade de palavras-cédigo e quais sdo elas. Podemos relacionar os pardmetros (n, k) a (3,2),
logon = 3 ek = 2. A taxa de codificacdo é dada por R = % = % O cédigo possui ¢* = 23 = 8

palavras-codigo, que sdo:
C = {000, 001,010,011, 100,101, 110,111}.

Definiciio 2.2.2 Seja u = (ug, ui, ..., u,) um vetor em F'. O peso de Hamming, denotado por wy,(u),

é o niimero de componentes ndo-nulas nesse vetor. O menor peso de todas as palavras-codigo em um
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codigo de bloco, Wy, (C) ou simplesmente w(C), é denominado peso minimo de Hamming ou peso

minimo, e matematicamente é descrito por
w(C) = min{w(u) : v € C,v # 0}. (2.34)

Definicio 2.2.3 A distdncia minima de um cédigo de bloco linear C, denotada por d,;,,(C), é definida

como a menor distdncia de Hamming entre duas palavras-codigo diferentes em C, ou seja,
pnin(C) = min{d(u,v) : u,v € C,u # v}. (2.35)

Utilizando-se do fato de que d(u,v) = w(u + v), podemos provar que d(C) = w(C), a partir de

@.35):

dmin(C) = min{d(u,v) : u,v € C,u # v}
= min{w(u+v) : u,v € C,u # w}
=min{w(z) : x € C,z # 0}
= w(C).

(2.36)

Exemplo 2.2.2 Avaliemos o cédigo C = {000, 101,010, 111}. A distdncia de Hamming entre cada

um dos vetores é:

dg (000, 101) = 2, dy(101,010) = 3, dy(010,111) = 2.
dz(000,010) = 1, dp(101,111) = 1,
dg(000,111) = 3,

Analisando cada um dos resultados, podemos chegar a conclusdo de que a distancia minima de
Hamming desse codigo é d(C) = 1. Agora determinemos o peso de cada uma das palavras-codigo

desse codigo:
wpy (000) =0, wy(101) = 2, wy (010) =1, wy(111) = 3.

Portanto, o peso minimo de Hamming desse codigo é w(C) = 1. Também verificou-se que d(C) =

w(C).

Adicionando a distancia minima d de um cédigo de bloco linear C, podemos agora caracterizar

este codigo pelos parametros (n, k, d).

Teorema 2.2.1 A capacidade de deteccdo de erros de um codigo de bloco linear C com pardametros

(n,k,d) éde (d — 1) erros, enquanto que a capacidade de corre¢do é de (%) erros.

Seja C um cédigo de bloco linear com pardmetros (n, k, d), como C é um subespago vetorial

k-dimensional de F, € possivel encontrar & vetores linearmente independentes que geram C. Podemos
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arranjar tais vetores como linhas de uma matriz k£ x n, que serd denominada matriz geradora do

cédigo C.

Definicao 2.2.4 A matriz G cujas linhas geram o codigo de bloco linear C é denominada matriz

geradora de C, e apresentada por

go 90,0 901 ---  Gon—1
G— g.l _ g%,o 9%,1 .- 91,7—1 7 2.37)
k-1 9k-1,0 YGk-11 -+ Gk—1n—1

em que gio = (i1, -, Gim—1), para 0 < i < k.

Se u = (ug, uy,...,u,_1) € amensagem a ser codificada, entdo a palavra-codigo é dada por:
)
g
VZU'G:<U0,U1,...,Uk_1)' !
(2.38)
k-1

=upLo + U181 + ... + Up_18k—1-

De (2.38) vemos que um cédigo linear (n, k) é completamente especificado pelas k linhas da matriz
geradora G, dessa forma o codificador somente necessita armazenar as k linhas de G para formar uma

combinagdo linear dessas mesmas linhas, com base na mensagem u.
Definicao 2.2.5 Uma matriz geradora é chamada sistemdtica se tem sua forma como:

G = [Hk p} , (2.39)
na qual I, é a matriz identidade de k x k, ou de ordem k, jd P é uma matriz de ordem k x (n — k).

Exemplo 2.2.3 A palavra-cédigo v = (1010110), de um cédigo com pardmetros (7, 3) € recebida
e desejamos saber qual foi a mensagem enviada, conhecendo-se a matriz geradora G, na forma

sistemdtica:

1001101
G=|0100101
0011011
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A mensagem enviada é u = (uguius), portanto, utilizando-se , obtemos:

(

UOZL
u1:0,
U2:17

UO+U2:O,
up +up =1,

ngl,

\UO+U1+U2:0.

Identificamos que todas as equagdes foram satisfeitas, logo, por associagcdo temos que u = (101) foi a

mensagem enviada.

Definicio 2.2.6 Se uma matriz geradora de um cédigo de bloco linear C com pardmetros (n, k, d)

estd em sua forma sistemdtica, entdo hd uma matriz correspondente, denominada matriz controle de

paridade
H = []In_k IPT}
1 O e 0 p070 p170 e hk_1’0
01 ... 0 Po,1 P11 ce hk,1’1 (240)
00 o1 pon—k—1 Pia—k—1 --- hk—l,n—k—l_

Pode-se provar que G - H? = (. Assim, para verificarmos se um vetor recebido v é uma palavra-
codigo de C, basta verificar se
v-HT =0 (2.41)

Caso essa igualdade nao seja atingida, entdo o vetor recebido nao pertence ao codigo.

Exemplo 2.2.4 Consideremos um codigo C com pardametros (8, 3) e matriz geradora

1 0001101

01 001110
G =

0O 01 00111

00011011

Desejamos verificar se as mensagens recebidas
vp = (01001110), e

vy = (11001101),
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pertencem ao codigo. A partir da matriz G, podemos determinar a matriz H conforme , jd que
a mesma se encontra na forma sistemdtica, caso contrdrio seria necessdrio que realizar operagoes

elementares entre as linhas da matriz de modo a tornd-la sistemdtica,

11011000
11100100

H — [Hn_k PT} - [—PT ]In_k]:
011100710
10110001

Para verificarmos a condigdo (2.41), devemos encontrar a matriz controle de paridade transposta:

HT =

o oo R R O R
o O R OO R Rk o
O R O O R R R O
_— O O O R = O

Finalmente:

vo - H? = (01001110) - H" = (0000),
v, - HT = (11001101) - H" = (1110),

e entdo, podemos concluir que vy € C, e vi ¢ C.

2.2.2 Decodificacdo

Suponhamos que em uma transmissao, ¢ seja o vetor transmitido e r seja o vetor recebido. Caso
¢ = r, entdo podemos afirmar que ndo houve erros na transmissdo, entretanto, caso ¢ # r, entao houve

erro(s) na transmissao.

Definicao 2.2.7 O vetor erro, €, é definido por

e=r—c. (2.42)

Exemplo 2.2.5 Se c = (1100110011) foi o vetor transmitido e r = (1000100011) foi o vetor recebido,

queremos determinar e. Utilizando (2.42)), temos que:
e=r—c=(1100110011) — (1000100011) = (0100010000).
Definicao 2.2.8 O vetor sindrome, s, é definido por

s =rH”. (2.43)
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A partir de relagdes entre a matriz controle de paridade H e o vetor erro e, temos:

eH” = (r — ¢)H” = rH” — QHT’ — rHT. (2.44)

Dessa forma, dizemos que r e e possuem a mesma sindrome.

2.2.2.1 Algoritmo para Correcdo de 1 Erro

Seja C um c6digo de bloco linear com distancia minima d > 3, vetor transmitido c, vetor recebido
r, e vetor erro e. Se r e e, possuem a mesma sindrome, ou seja, eH’ = rH” = 0, podemos dizer que
ndo houve erros durante a transmissdo e consideramos r = c.

Caso eH” # 0, e ocorreu apenas 1 erro na transmissdo, entdo e = (0,...,q,...,0),com a # 0
na i-ésima posi¢io. Logo eH’ = ah;, sendo que h; é a i-ésima coluna da matriz controle de paridade.

Para o vetor recebido, fazemos o processo inverso

rH = ah;, (2.45)

e assim, o vetor erro e serd apenas o vetor com todas as componentes nulas, salvo na i-€sima posi¢ao,

a, na qual OCorreu o €1ro.

Exemplo 2.2.6 Em uma transmissdo, considere v = (01111) o vetor recebido. Conhecendo-se H,

desejamos determinar a quantidade de erros, e caso essa quantidade seja igual a um, corrigi-lo. Se

11100
H=1]0 1010
00001

Inicialmente, encontramos H* : i )
100

110

H" = [1 0 0

010

0 0 1]

e assim,

rH” = (001).

A sindrome s = (001) se refere a 5°. coluna de H, por isso e = (00001), entdo:
c=r+e=(01111) + (00001) = (01110).

Desta vez, verificamos que cH! = 0, portanto o erro foi corrigido.
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3 CODIGOS CICLICOS E CODIGOS CRC

Este capitulo apresentard um estudo sobre os cddigos ciclicos e mais especificamente sobre
uma categoria de codigos ciclicos conhecida como verificagao de redundancia ciclica, CRC (Cyclic
Redundancy Check), que sdo essencialmente um tipo de codigos de blocos lineares. As principais
referéncias deste capitulo foram [Forouzan 2008, Morelos-Zaragoza 2006, Murata e Ochiai 2017,
Baicheva e Kazakov 2019].

3.1 CODIGOS CICLICOS

Os cddigos ciclicos s@o codigos de bloco lineares, entretanto t€ém uma caracteristica especial: se

uma palavra-c6digo € deslocada ciclicamente, ou seja, em rotacao, obtemos outra palavra-codigo.

Definicao 3.1.1 Um cddigo ciclico C' é um cddigo de bloco linear (n, k), com a propriedade de que
todo deslocamento ciclico de uma palavra-codigo resulta em outra palavra-codigo. Os deslocamentos
ciclicos de qualquer palavra finita (co, c1, . . ., c,—1) € C sdo gerados através da escrita da sequéncia
e do deslocamentos dos bits para a esquerda ou direita, quantas vezes for conveniente, de forma que o

bit de uma extremidade se desloque ciclicamente para a outra, tal que:

(Cn1,C05- -, Cn2) € C,

de forma que todas a n-uplas sdao palavras-codigos do codigo, entdo:
(Cn—Qa Cn—15--- 7cn—3) € Ca

(Cn737 Cp—2, ... 7cn71) € Ca

(c1,¢2, ..., Cn1,¢0) € C.
Exemplo 3.1.1 Consideremos um cédigo (3,2) dado por
¢ ={000,011,101, 110}.
Podemos observar que todos os deslocamentos ciclicos das palavras-cédigo sdo palavras-codigo.

A representacdo dos codigos ciclicos também pode ser feita utilizando-se polindmios de grau
(n — 1), com coeficientes zeros e uns no caso de cédigos bindrios, de forma que o polindmio nulo
equivale a palavra nula, e que os (2¥ — 1) polindmios ndo nulos sdo as palavras-c6digo nio nulas.

Assim,

c=(co,C1y...,cno1) > c(x) =co+eix+ ...+ cp1a" (3.1
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Podemos obter os demais polindmios por meio da multiplicagdo de ¢(z) por x:

rxc@)=xx(cotart...+cp2" ) =co1 Feor+ex . o™l (3.2)

A codificagdo dos cddigos ciclicos pode ser realizada utilizando um polindmio g(z), denominado
polindmio gerador. Este polindmio é tnico e deve satisfazer as condi¢des de ter grau (n — k) e ser um

divisor de (z" + 1), ou seja, fazendo
g9(z)

IR G

obtém-se resto 0. Dessa forma, c¢(x) € uma palavra-cddigo se, e somente se, g(x) for um divisor de

c(x).

Exemplo 3.1.2 Desejamos comprovar se o polinomio g(x) = 1 + x + 2 é de fato um polinémio
gerador de um cédigo ciclico com pardametros (7,4). Inicialmente, observamos que g(x) tem grau
7—4 = 3. Além disso, para verificar que g(x) é um polindmio gerador de um cédigo (7, 4), precisamos
verificar que ele é um divisor de x" + 1. Utilizando a Equagao3.3] e realizando a divisdo médulo-2 de
polinémios, temos que o quociente é v* + 12 + 1 = 1 e o resto é igual a zero. Portanto, o polindmio

em questdo é o polinémio gerador.

Por serem cddigos de blocos lineares, os cddigos ciclicos podem ser obtidos aplicando a codificagio
em uma mensagem de comprimento k, transformando-a em uma palavra-cédigo de comprimento n.

Seja C' um cédigo ciclico (n, k) com polindmio gerador
9 X)=go+ nX + g X>+ ...+ g X"
Para uma mensagem m = (mq, my, - -+ ,my_1) de comprimento %, na forma polinomial temos
m(z) = mg +mix + - 4+ my_ 2"t (3.4)

Para codificar, inicialmente realizamos a multiplicagdo de m(z) por "% de modo a obter um polind-
mio de grau maior ou igual a n — k. Apos isso, divide-se " *m(z) pelo polindmio gerador g(x) de
grau (n — k), obtendo-se o resto (). Adiciona-se o resto 7(x) a " *m(x), tendo como resultado o

polindmio cédigo ¢(x). Assim, a palavra-cédigo serd dada na forma polinomial por
“m(x). (3.5)

Exemplo 3.1.3 Desejamos codificar a mensagem m = (1001) em um cédigo com parametros (7,4),
com polinémio gerador g(x) = 1 + x + x. Podemos representd-la em sua forma polinomial como
m(x) = 1+ 2. Fazendo a multiplicacdo por x" % = 23, temos x3m(z) = 23(1 + 23) = 23 + 25,

dividindo-se por g(x), temos como resto b(x) = x + 2% De forma que a palavra-cédigo polinomial é:

c(z) = r(z) + 2®m(z) = 2 + 2> + 2° + 25,
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Tabela 1 — Sindromes de erros

Lider Polindmio lider Polindmio sindrome Sindrome

0000000 0 0 000
1000000 1 1 100
0100000 x x 010
0010000 x? x? 001
0001000 3 1+x 110
0000100 zt x + 2 011
0000010 x° 1+ 2+ 22 111
0000001 8 1+ 2? 101

Fonte: préprio autor.

em notagdo bindria, ¢ = (0111001).

A decodificagdo de um cddigo ciclico pode ser feita utilizando o vetor sindrome assim como
visto nos cddigos de bloco lineares. Se o vetor sindrome s encontrado for diferente do vetor nulo,
consideramos que houve erro na transmissao e, se possivel, utilizamos uma estratégia de decodificagdao
para encontrar este erro.

Sejac = (cg, c1, . . ., 1) apalavra-cédigo transmitida por um canal ruidosoe ¢ = (¢, ¢}, ..., ¢l 1)

/

a palavra recebida. Na forma polinomial, temos que ¢ (x) = ¢, + ¢jz,...,c,_,

2"~ 1. O polindmio
sindrome s(z) de ¢(x), que tem grau (n — k — 1) ou menor, serd o resto da divisdo de ¢/(x) pelo

polinémio gerador g(z), ou seja,

c(z) = q(x)g(x) + s(x). (3.6)

Se ndo houver erros na transmissao, s(x) = 0, ou seja, a palavra recebida serd considerada a palava
enviada. Caso haja erros na transmissao, teremos s(x) # 0. Como os c6digos ciclicos sdo cédigos de

bloco lineares, tem-se que a sindrome da palavra recebida € igual a sindrome do erro. Se,

d(z) = c(x) + e(x), (3.7

em que e(x) € o polindmio erro, entdo o polindmio sindrome de ¢’ (x) e e(x) sdo iguais. Conhecendo-se

a tabela da sindrome dos erros, é possivel corrigir a palavra recebida.

Exemplo 3.1.4 Consideremos o cédigo (7,4) com polinémio gerador g(x) = 1 + x + x3 e polindémio
controle de paridade h(z) = 1+ z + 2° + z'. Este c¢édigo é capaz de corrigir 1 erro e tem
tabela sindrome apresentada na Tabela Seja r = (0110001) a palavra recebida, temos que
d(x) = x + 2% + 2% A sindrome de () é o resto da divisdo de (x + x* + 2°) /(1 + x + x3), que tem

como resultado s(x) = 1 + z, que pela Tabela[l| nos mostra que e(x) = x*. Portanto,

c(z) = d(z) + e(x)

:x+x2+x6—l—x3.
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3.2 CODIGOS CRC

O primeiro registro dos codigos de verificacdo de redundancia ciclica, CRC (Cyclic Redundancy
Check), datam de 1961, através da publicacdo realizada por W. Wesley Peterson, esses codigos sdao
um tipo de c6digos de bloco lineares (n, k), que fazem o uso das mesmas estratégias de codificacdo e
decodificacdo dos codigos ciclicos, ou seja, utilizando um polindmio g(z) de grau n — k chamado de
polindmio gerador. Porém, no caso dos cédigos CRC o g(x) nem sempre serd um divisor de =" + 1
como visto em (3.3)), ele serd serd apenas predefinido e conhecido por ambas as partes do sistema.
Dessa forma, os cédigos CRC obtidos s@o na maioria dos casos c6digos nao-ciclicos.

Esses codigos também s@o um tipo de cddigo de detec¢do de erro sistemdtico, onde um grupo de
bits de controle de erro, os quais s@o o resto de uma divisao de um polindmio de mensagem por um
polindmio gerador, sdo inseridos no final do bloco de mensagem, conforme apresenta o esquematico
da[Figura §| E além da capacidade de corregdo de erros de bits, possuem capacidade consideravel para

a detec¢do de erros em rajada, que sdo varios erros em um mesmo bloco.

Figura 8 — Geracao e verificagao de CRC.

‘ bits de mensagem | 00...0 | | bits de mensagem I CRC ‘
(n-k) bits l

i (n-k+1) bits l

Transmissor Receptor

Fonte: proprio autor.

Definicio 3.2.1 Um cddigo de verificagdo de redunddncia ciclica CRC, de pardmetros (n, k), é aquele
no qual os k bits de uma mensagem m sdo codificados em uma palavra-codigo de n bits através da
adicdo de ¢ = n — k bits obtidos utilizando um gerador g predefinido de n — k + 1 bits. Na forma
polinomial, o resto r(x) obtido da divisdo de x"*m(z) pelo gerador g(x) de graun — k, é adicionado

a 2" *m(z) de modo a obtermos o polindmio cédigo, ou seja,

co(z) = 2" Fm(z) + r(z) (3.8)

~1 -2
=Cp1 VT VT + . 1 + .

Ao resto (ou redunddncia) r = (Ty_g_1,"n—k—2,...,71,70) de tamanho ¢ = n — k chamamos de
q-CRC.

De acordo com a defini¢do anterior, a codificagdo CRC ¢€ realizada da mesma forma que a codifi-
cagdo de um codigo ciclico. O resto da divisdo r de tamanho ¢ = n — k£ também conhecidos como
bits de verificacdo de paridade ou redundancia, € o vetor ¢-CRC utilizado em muitas aplicacdes para

incorporar alguma outra técnica de codificacio e decodificagdo.

Exemplo 3.2.1 Consideremos a mensagem m = (10110111), a ser codificada por um codificador

CRC com pardmetros (12,8) e um gerador previamente estabelecido como g = (10011) com 5 bits.
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Podemos escrever a mensagem bem como o gerador na forma polinomial

m(z) =2 +2° + 2 + 2 + 4+ 1,
g(zr) =z +2' + 1.

A mensagem m(x) serd aumentada em q = 11 — 7 = 4 bits, tornando-se
v'm(r) = 2" + 2% + 2% + 28 + 27 + 2

Através da divisdao de polinomios médulo-2, podemos encontrar o resto ou redunddncia:

o+ 2+ 2B+ 25+ 2%+ 2t |2t o'+ 1
o't + 2+ 2’ 7+ 2o+ 2P
27+ 2+ 2%+ 2P+ 2t
0+ 20+ 2P
o7+ xt
o+ i+ 28
o
Desta forma, obtemos a polindmio cédigo c(x) = z' + 2% + 2% + 2% + 2% + 2* + 2%, ou

equivalentemente a palavra-cédigo ¢ = (101101111000) e resto 4-CRC r = (1000).

Analogamente a decodificacdo de codigos ciclicos, a decodificacdo de um cédigo CRC pode ser
feita através do cdlculo da sindrome. Os bits sdo recebidos pelo decodificador, que similarmente ao
codificador realiza a divisao médulo-2. A sindrome, que € o resto desta divisdo € analisada, de forma
que se a sindrome for composta somente por bits zeros, ndo houve erros na transmissao, logo retira-se
os bits adicionais do CRC e obtém-se a mensagem original. Entretanto, se houver algum bit ndo-nulo,
infere-se que houve erros na transmissao e aplica-se um algoritmo de decodifica¢cdo apropriado para a
aplicacdo. Neste trabalho, iremos utilizar os cédigos CRC atrelados aos cddigos polares sisteméticos,
os quais serdo apresentados no Capitulo[] Veremos neste caso que um algoritmo de decodificagio
para um cddigo CRC serd apresentado juntamente com um algoritmo de decodificagdo para codigos

polares sistemdticos.

Exemplo 3.2.2 Consideremos um cédigo CRC de parametros (12, 8) com polindémio gerador predefi-
nido g(x):
g(z) = 2" + 2% + 1.

Suponhamos que a palavra recebida foi ¢ = (110011000011) que na forma polinomial pode ser
escrita como
d(z)=a" + 2 + 2" + 2% + 2" 40,

Através da divisdo de polindmios médulo-2, encontramos a sindrome (1100), que nos diz que a
transmissdo teve erros, pois s # 0. Assim, é necessdrio aplicar uma estratégia de decodificacdo

adequada para identificar esse erro.
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4 CODIGOS POLARES

Este capitulo tem o intuito de apresentar os cddigos polares, que foram introduzidos pela primeira
vez em 2009 por Erdal Arikan. Esses c6digos possibilitam uma transmissdo de blocos de tamanho
longos préximos ao limite de Shannon.

De maneira prética, nenhum canal possui a capacidade de evitar a totalidade dos efeitos de ruido
nos sinais transmitidos, entretanto, a busca por métodos para a reducdo desses efeitos com a finalidade
de uma reproducao mais fiel foi um dos fatores responsaveis pelo desenvolvimento dessa técnica. Estes
codigos sdo derivados da polarizacdo de canal, técnica em que os canais s@o classificados como canais
ruidosos, ruins, e canais bons. Dessa forma, os bits de informag¢do sao transmitidos somente através
dos canais bons, que sdo os canais com maior capacidade, a fim de que o efeito de ruido seja menor.

A Secdo . T| apresenta a técnica da polarizagdo de canal, posteriormente na Segao {.2] apresenta-se
a codificacdo ndo-sistemdtica e sistemdtica dos codigos polares. Ja as técnicas de decodificacdo
por cancelamento sucessivo, no caso nao-sistematico, e por cancelamento sucessivo em lista, no
caso sistematico, sdo apresentadas na Secdo [4.3] As principais referéncias desta se¢do podem ser
encontradas em [Arikan 2009, Lu e Goto 2011} Sasoglu 2011,|Erazo 2017, Presman 2015, Wang et al|
2019,[Sarkis et al. 2015, Vangala, Hong e Viterbo 2016, Arikan 2011].

4.1 POLARIZACAO DE CANAIS

Consideremos um canal bindrio discreto e sem memoria, B-DMC (Binary-Discrete Memoryless

Channel, W com alfabeto de entrada X bindrio e alfabeto de saida Y, tal que:

W:X —Y. .1

Podemos expandir esse canal para representar N = 2", n € Z™, usos de W, de forma que
Wy : XY — YV, 4.2)

e com probabilidade de transi¢do dada por

Wy (yN)zM) HW yilz). (4.3)

O parametro de interesse principal para analisar a eficiéncia deste canal € a capacidade dada por

W (y|z)
2305 W) S (l0) + 3 (1) &4

yey ZL‘EX
em que /(1) é a taxa mais alta na qual a comunica¢io em W, com entradas de igual frequéncia, é
possivel.

Iniciamos o processo recursivo para mostrar como € realizada a combinacdo dos canais, com o
canal W, 2 W, ou seja, N = 2° = 1 c6pia do canal W, como mostrado na figura|Figura 9



Figura 9 — Canal bindrio sem memoria.

X Y

—» W >

Fonte: préprio autor.
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Para o canal N = 2, ilustrado na figura (Figura 10)), temos a combinag¢do de 2 canais IV, ou seja,

Wy =X? —Y?
sendo as probabilidades de transi¢ao dadas por

Wa(yi|uy) = W (yiur & Us)W (ya|us).

Figura 10 — Canal 5.

u1 X 1
W Yy

A 4
\ 4

\ 4

g \%%

Fonte: préprio autor.

4.5)

(4.6)

Utilizando as probabilidades de transi¢do, podemos obter as entradas x; € x5y, partindo-se de u,

e uy e da matriz geradora, que representa as combinagdes desse sistema, sendo que, X = (x1, 2),

u = (u1,us) e Go é a matriz geradora, descrita a partir de W5.

2 _ 2
x; = uiGa.

10
1 1|

O canal para N = 4, ilustrado na figura [Figura 11| é a combinac¢do de dois canais W,

Gy =

Wy Xt — Y4

4.7)

(4.8)

4.9)



39

Figura 11 — Canal W;.

U, U, X, Y,
e - W =
u2 v2 x2 y2
' 1 W =
AN /
N Ve
N /
N / I/Va
N e
Vs N
Ve N
U ’ ) v X y
s N 3 1 3
G W =
U4 U4 x2 y
4
Fomm - Y =
R, W,
W,

Fonte: préprio autor.

Para esse nivel de recursdo temos que as probabilidades de transicao sao:

Wi(ytluy) = Wa(yi|lur @ us, uz @ wa) Wa(ys|ua, ua), (4.10)

em que R, representa a operacdo de permuta¢do que mapeia as entradas s} = (s, 5o, 53, 54) para

4 _ .
v = (317 83, 52, 84), ou seja,

st ot @.11)

Analogamente, podemos descrever a matriz geradora por

1 000

1 010
Gy = 4.12
lt1oo0 &1

1111

E, assim

x; = uiGy. (4.13)
O préximo nivel de recursdo € o canal combinado para N = 8, apresentado na [Figura 12] Nesse

caso, hd a combinacdo de duas cépias de Wj.
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We: X® — V8. (4.14)
Figura 12 — Canal W.
u, N Si v X, Y,
N e A
u, S, V. X, Y-
7 N 7/
\ 7
\ L7 AN .7
N
\\ . 4 >< W,
\ L7 N
N
Y o Ss 2% U . > X Ys
N \ AV N
\ /
\ /
u, S, \\ // Uy X4 y4
N2 e e
\ /\ /
\\ // \ / W
< \\ // R, 2
X
A W,
;oo I
u / N
/ \
5 D Ss ! Iy Y Na o X5 Ys
D AN v - ]
/ \
/ \
/ \
Us Ss / \ vo Xs yc
/
N N/ A N 7 7
» N z
/ N N N7 w,
/ AN » N
N 7/
u S // ® ! N
7 7 N v, s N X, Y,
] [ a8 P
u, S | 08 ‘‘‘‘‘‘ X, Y,
RB R4 m
W,
WS
Fonte: préprio autor.

Temos também neste caso a permutagdo do vetor de entradas uf sendo transformado em s?, através

de:

ou seja,

u

S9i—1 = Ugi—1 D Ui, € S9; = Ug;, para 1 <1 < 8§,

§:<U1,UQ,U3...,'U/8) —>s?:(51,32,53,...

788)~

(4.15)

(4.16)

Dessa forma, o bloco Rg operara sobre s° através de uma matriz de permutacio, descrita por
8 1
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100 000O00O0
00 100O0O0O0
00001O0O0O0
00 00O0O0OT1O
Ry = 4.17)
01 000O0O0O
00010000
0000O0T1O0O0
0000000 1]
Podemos também obter as probabilidades de transi¢dao do canal, conforme
Ws(y3|ud) = W(yf|ur ® ug, us ® uy, us ® ug, uy © ug). (4.18)
Dessa forma, podemos calcular 2% a partir de u$
X} = G, (4.19)
em que i i
100 00O0O0O0
10001000
10100000
10101010
Gg - 5 (420)
11000000
11001100
11110000
11111111

¢ a matriz geradora para N = 8.

Podemos generalizar a recursdo para um canal geral Wy, apresentado na[Figura 13 com N = 27,
n > 0, de entradas X{V e saidas y{v , com um bloco de permutacdo Ry e duas copias de Wi,
independentes entre si.

Podemos verificar que a primeira cOpia independente de Wy, recebe somente as entradas de
indice impar, de forma semelhante, a segunda copia independente de Wy, recebe somente as entradas
de indice par, isso ocorre devido a permutacio realizada por Ry .

A entrada u’ em Wy € transformada em s, através de , desta vez porém com (1 < i < N/2):

S9i—1 = Ugi—1 D Ug;, € So; = Usy;, paral <i < N/2. (4.21)

O operador R realiza a permutacdo conhecida como embaralhamento reverso, de forma a trans-

formar s{ em v{, que serd a entrada das copias de Wy

N N
87 —> U] = (81,83, -y SN_1,52, 54, -+, SN)- (4.22)
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Figura 13 — Canal Wy.

u1 m SI U1 y1
u, S, U, Yy 2
u(N/Z)- 1 . s(N/z)—1 U(N/z) -1 y(N/z) -1
N
u S
(N/2) (N/2) U(N/z) y (N/2)
I/1{N/2)
u(N/g) +1 S S(N/z) +1 U(N/2) +1 y(N/z) +1
U
S
u(N/2 )+ 2 (N/2) +2 U(N/z) +2 y (N/2)+2
uN 1 sN -1 vN -1 y N-1
Y
N'Y
uN Sy 13\, Yy
R, Wavze)
W

Fonte: préprio autor.

Podemos entdo, mapear x1' através de u¥ e da matriz geradora

xV =ulGy. (4.23)

O processo de divisdo de canais se d4 entdo através da divisao de W em um conjunto de canais
de W,
WP X — YV x XL 1<i< N, (4.24)

definidos pelas probabilidades de transicao,

7 i— 1
Wz(v) (1 ui ) £ Z FWN (y|uy) (4.25)
ulN exN-1

i+1
onde (y¥|ud') sdo a saida e a entrada de W(i), respectivamente, com o propdsito de definirmos quais

serdo os canais bons e quais serdo 0s canais ruins para a comunicagao.
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O processo de célculo da probabilidades de transicao para quaisquer tipos de canais ndo € trivial,
de forma que, se analisarmos um canal BEC com probabilidade de apagamento e = 1/2, como feito

por [Arikan 2009], verificamos a simplificacdo dos célculos das capacidades para cada canal, como

mostram (4.26) e (4.27):

I (Wﬁi‘”) —1 (WJN/ 2’>2 , (4.26)
I (W}ﬁ“) —of (W}N/ 2>> .y <m<N/2>>2. 4.27)

Nessa caso, I(W;) = 1 — e; os canais bons serdo descritos por W™ e os canais ruins por W~

Exemplo 4.1.1 Vamos determinar as capacidades de canais BEC com probabilidade de apagamento
p = 0,4 através do método de polarizacdo de canal com N = 1,2, 4e8. Para N = 1, podemos

calcular a capacidade com o auxilio de ([2.30):

IW)=1-—p=1-0,4=0,6.

Figura 14 — Exemplo de canal W;.

xl y 1

)W | I

Fonte: proprio autor.

Para N = 2 , 0s canais W~ e W, dividem a capacidade total; podemos calculd-las

através de:

(W)? =0,6%=0, 36,
I(W) — I(W)? =2(0,6) — 0,6% = 0, 84.

~
iy
S
-
I
[\] ~

Como a capacidade de 1(W ™) é menor que a de I(W™), esse canal serd congelado e a comunicagdo

se dard através de I(W™).

Figura 15 — Exemplo de canal W,.

W- X, Y,
U, i . W A
wt X
u, w =

Fonte: préprio autor.
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De maneira semelhante, para N = 4 (Figura 16) a capacidade serd dividida em 4 canais; podemos

determinar a capacidade de cada canal da seguinte forma:

( ) =I1(W™)? = (0,36)* = 0, 1296,
IW=H) =2I(W™) — I(W™)? = 2(0,36) — (0,36)* = 0, 5904,
( ) =I(W™)? = (0,84)* = 0, 7056,

(W) =2

Figura 16 — Exemplo de canal W,.

U w w X, Y,
D T w —

u, w o w " X Y-
. o W -

w w - X, .

U, 5 & W Y,

+
Uy w e w X, W y4

Fonte: préprio autor.

Verificamos que os canais I(W*7) e (W) possuem as maiores capacidades, portanto a comuni-
cacdo se dard através destes, enquanto que 1(W~") e [(W~7) serdo congelados. Para N = 8, a

capacidade serd dividida em 8 canais, e de maneira similar a anterior, podemos calcular as mesmas:

IW="")=I(W~")%? = (0,1296)% = 0, 01679616,
(W) = 2I(W~) — (W) = 2(0,1296) — (0, 1296) = 0, 24240384,
I(W=+7) = I(W™)2 = (0,5904)% = 0, 34857216,
(W) = 2I(W™) — I(W~")? = 2(0,5904) — (0,5904)* = 0, 83222784,
I(WH=7) = I(W*+)2 = (0,7056)% = 0, 49787136,
[(W*=+) = 21(W+) — T(W+™)2 = 2(0,7056) — (0, 7056)? = 0, 91332864,
I(W*7) = I(WHH)2 = (0,9744)% = 0, 94945536,
I(WHH) =2I(WH) — I(W )2 = 2(0,9744) — (0,9744)? = 0,99934464.

Observamos que os canais com as menores capacidades sao I(W~—7), I[(W~=1), I[W~7) e
I(W*=7), jd os canais (W =), [(W*=1), [(W*T7) e [(W*+T) possuem as maiores capacidades,
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Figura 17 — Exemplo de canal W.

u, w w~ w- X, Y,
) ] W I,
u, w7 W'T w X, V.
A\ D w .
u, W w* w - x y
- S D 3 A" I3
u, w Wt w
‘ N & T w Y,
—
U w w w - X, -
> 4 2 w %
+-+ -+ +
u, W w w X, y
A W I
++- +- -
u, w 5 w w \/ x, W Yy,
u, w +++ w*t wt X, w v,

Fonte: préprio autor.

portanto congelamos os de menores capacidade e escolhemos os canais com as maiores capacidades

para a transmissao.

Através do exemplo anterior, podemos verificar que a medida que aumentamos o numero de canais,
as capacidades dos 2%V canais tende a 0 ou a 1. Nos canais bons, a capacidade tende a 1 e nos canais
ruins a capacidade tende a 0.

4.2 CODIFICACAO

Nesta se¢@o apresentamos os dois tipos de codificagdo polar. Primeiramente, na Subsecaod.2.1]
apresentamos a estratégia de codificacao ndo-sistematica dos cédigos polares, e posteriormente, na
Subseciaol.2.2] a estratégia de codificacdo sistemadtica dos cédigos polares, em que € possivel identificar

a mensagem original.

4.2.1 Codificacao Nao-Sistemadtica

A codificacdo polar ndo-sistematica segue a codificac@o obtida pela técnica de polarizacao de canal

apresentada na Segao[d.T|e é determinada através de:

xV =ulGy, (4.28)
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sendo
o xVN = (2,7 ) e XN € t lavra-c6digo;
1 = (21,72,...,2N € um vetor palavra-c6digo;
o 11V XN 2 de inf ~ .
uy' = (ug,us,...,uy) € € um vetor de informacgao;

* GGy € a matriz geradora de dimensdes N X N,

emque N = 2", paran > 0.

Para o caso em que N = 2, vimos que a matriz geradora de dimensdes 2 x 2 € expressa como:

Gy =

10
=F 4.29
1 ] .29

Essa matriz primitiva também € conhecida como kernel de Arikan, ou simplesmente kernel. Podemos
definir uma matriz geradora de dimensdes arbitrarias através do produto tensorial de matrizes, também

conhecido como produto de Kronecker, de forma que

Gy = ByF®", (4.30)
By é a matriz permutacio de inversdo de bit dada por
By = Ry(Bnj2 ® 1) 4.31)
e F®" é a poténcia de Kronecker definida por
F"=FQF®... (nvezes). (4.32)

Atualmente, a fim de simplificar a implementacao de cddigos polares, € mais comum a utilizagao
de

F®n71 0

_ ®n __
GN - F o F®n—1 F®n—1

, (4.33)

sendo que por definicio F®! = F'e F®? = 1. Para essa implementac¢io, a equacio de codificacdo
torna-se:
xV =a) e, (4.34)

sendo que 01} é a mensagem reordenada ap6s sua passagem pela matriz de permutag@o.

Exemplo 4.2.1 Desejamos obter F*" para N = 1,2, 4 e 8. Podemos utilizar a equa¢do para

obter a poténcia de Kronecker para cada um dos casos:

e N =1:
F®0 = M .
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- N=2
per _ |[FS 0 :[1 0]‘
F®OF®O 1 1
- N=4
1000
per_ |[F?1 0] 1100
FOU P9 11 0 10
1111
- N=%8§ ] ]
10000000
11000000
10100000
pes _[F®2 0] 11110000
F2 F®2| 110001000
11001100
10101010
11111111

O vetor palavra-cédigo resultante de x para um codificador ndo-sistemadtico pode ser representado

como uma co-classe de Gy

X =uGy = usGa P ugeGye, (4.35)
em que
* (G4 € uma submatriz de Gy, construida pelas linhas de indices em A, (u4 : u; € A).
* G 4 € uma submatriz de Gy, construida pelas linhas de indices em A€, (u4e : u; € A°).
® Upe = U — Uy.

Definicao 4.2.1 Cddigos polares ndo-sistemdticos sdo caracterizados através dos pardmetros (N, k, A, piac),
em que N é o comprimento da palavra-codigo, k é a dimensdo do codigo que define o tamanho do

conjunto A formado pelas linhas de G ndo congeladas e as linhas congeladas sdo representadas por

fLac.

Exemplo 4.2.2 Desejamos codificar a mensagem u = (10110010) através de um codificador polar
ndo-sistemdtico com parametros (8,4,{4,6,7,8},(0,0,0,0)). Inicialmente, identificamos os parametros

do codigo:
e N =38, é o comprimento do cédigo,
e k=4, ¢ adimensdo do cidigo,

« A={4,6,7,8.
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Sabemos, por , que Gy = ByF®", como N = 8, logo, temos que Gg = BgF®3. Podemos
calcular Bg recursivamente através de (4.31)):

Bg = Rs(By ® 1),
B, = R4(Bg (%) Ig),

By = Ry(By ® I).
Determinemos a matriz permuta¢do Bs:

G ) o | R

Substituimos entdo By na equagdo para o cdlculo de By,

B2:

By = Ry(By ® I)
1000 1000|/[1L 000 1000
oo 1ol f|tol{toly [o01o0/|o010 0010
_010()([01][01])_0100 0100 |0100
000 1 0001|0001 000 1
Podemos agora substituir B, na equacdo para o cdlculo de Bg:
Bs = Rg(Ry ® I)
(100000 0 0
00100000
00001000 1000
00000010 0010 10
o1 000000 0100@01]
00010000 000 1
00000100
0000000 1]
10000000/ [tooo0oo0o0o00] [tooo0o0o0o0 0]
00100000|/[01000000 00001000
00001000/[00001000 00100000
loooo0o0010[{{00000100 (00000010
01000000/ ]|0010000O0 |010000°¢00
00010000/[00010000 00000100
00000100/[00000O0TLO0 00010000
00000001 [0000000O0 0000000 1

Com Bsg, podemos utilizar a equacdo para obtermos a matriz geradora Gg:
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c o o0 o o o o —~
cC o0 o o O —
cC o0 o0 o —~H O —
o O OO O A ™™ =
== ===
cC O - 4 O O — —
o 4 oo 4 O —H O -
_11111111_
'c 0o 0o 00 o0 o0 H OO0 oo oo O
cC oo 0 CcC o0 C OO0 0 0O Oo —
O OO0 o0 0 400 OO0 000 HO
O H O 0O 0 0 00 O HO HO H O —
O 000 00 0O OO0 00O O — —
OO+ O 0O o0 OO0 A A0 O H
e R = T = R S R S o S S e Sl W o S R R R
—- O 0O 0O 0O 0 OO —H oo = = =~

Gg — BgF®3

S} temos que:

Finalmente, através de |4

= uélgGg

8
1=

X

o O 0 o0 o o o
e T e Rl e B R e S o B S
O O O O O +H O
O A O —A O —A O
O O O O o o A
O O A A O O —H
o O o O —A = —
11111111_

=

o

(@)

S

—

—

—

Al

[11111101].



50

O mesmo resultado pode ser obtido com a utilizagdo de ({#.34):

X = @ P

(1000000 0]
11000000
10100000
:[10101011]11110000
10001000
11001100
10101010
11111111
= [11111101].

4.2.2 Codificacao Sistematica

A codificacdo sistematica de cédigos polares foi proposta por Arikan em 2011, visto que um dos
obstdculos para o uso das implementacdes em hardware dos codificadores polares nao-sisteméticos € a
alta demanda de recursos computacionais para se obter a mensagem enviada. Apesar da codificacio
sistemdtica apresentar maior complexidade que a codificacdo ndo-sistemaética, ha vantagens em relagdo
ao desempenho de BER.

A principal propriedade que diferencia uma palavra-codigo proveniente de um codificador polar
sistemético de um codificador polar ndo-sistemético € que nela os bits ndo congelados do vetor de
mensagem aparecem de maneira explicita na palavra-cédigo.

Comecaremos nossa andlise através da Equagao [4.35] Para isso, dividiremos a palavra-cédigo em

X = =g + Zpge, sendo que B é um sub-conjunto arbitrdrio de {1,..., N}. Assim, temos que
XB :uAGAB@LIAcGAcB, (436)
e
xpe = UAG ape ® UpeGacpe, (4.37)

em que G4 € uma submatriz de (G, que consiste do vetor de elementos G, ;, @ € A, j € B; as outras
submatrizes sdo definidas do mesmo modo. Nosso objetivo é encontrar codificadores sistematicos nos
quais xp desempenha o mesmo papel de u nos codificadores ndo-sistematicos, mantendo-se u 4¢

fixo.

Definicao 4.2.2 Para qualquer codigo polar definido por um codificador polar ndo-sistemdtico com
pardmetros (A, uyc), hd um codificador sistemdtico com pardmetros (B, u,c), se, e somente se, A e

B tém o mesmo niimero de elementos e G g é uma matriz inversivel.

Se as condicoes apresentadas na Definicdo {.2.2] sdo satisfeitas, o mapeamento de xp +— x =

(xp,xp) pode ser realizado através do calculo de
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uy = (xg — ugeGacp)(Gap) ™t (4.38)

Assim, o resultado encontrado em (4.38)) pode ser utilizado para o célculo de (4.37). Desenvolveremos
a Equacio de forma a evidenciar Gy :

F®n71 0

_ ®n __
GN_F o F®n—1 F®n—1

(4.39)

Gny2 0N/2]
Gna Gap|

Verificamos que a matriz geradora descrita em (4.39) ¢ uma matriz triangular inferior, na qual
a diagonal principal é composta de uns, também podemos mencionar que uma matriz inversivel e
que Gy~ ' = Gy. Similarmente, toda submatriz (G )44 de Gy, com A C {1,..., N} também
¢ uma matriz triangular inferior e possui uns em sua diagonal principal, logo também € inversivel.
Observemos que a codificacdo sistematica pode ser realizada com complexidade O(N log N), através

da solugdo da equagao

x = uGy, (4.40)

dado (uye,x,4). Separemos a palavra-cédigo sistemdtica em duas partes, x(*), metade inicial da
palavra, e x(?), metade final da palavra, ou seja:

x = (xV,x?), (4.41)
de forma que,
x(M = (x1,...,2N/2),
X(Q) = (xN/2+17 s 7*TN)'

Podemos estender esse raciocinio a u, e assim reescrever (4.40]) como:

G 0
(x(l), X(Q)) _ (u(l)7 u(2)) N/2 N/2 (4.42)
Gni2 Gnpo
Precisamos entdo encontrar a solug¢ao para:
x® = u® Gy, (4.43)

dado (ufg),xfg)), e Ay ={i e {l,...,N/2} : i+ N/2 € A}. Supondo que (4.43) foi resolvida,

entdo podemos escrever que

xM = uMGyy +x?), (4.44)

e posteriormente, podemos rearranjar a equacdo anterior, de forma a evidenciar x(V) e x(?.

(xV = x®) = uMGy)s. (4.45)
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Para resolvermos (4.45)), temos u(Al% e (x— X(2))A1, sendoque A; = {i € {1,...,N/2}:1 € A}.
A complexidade para a resolucio total do problema pode ser descrita através de:

Xy < 2XN/2 + aN, (4.46)

onde,

* Xy representa o caso de maior complexidade para a resolucdo de (4.43) dentre todas as
possibilidades de escolha para A,.

* aN, para alguma constante «, representa o trabalho necessario para a realizacdo das operagdes

de subtragdo entre xfi) e xfjl), substituicdo do resultado em (4.45)), e entdo, a adicdo de x; a
(X(l) — X(Q))_

As inequagdes recursivas descritas por (4.46) estabelecem o limite de complexidade:

Xy < aNlog, N. (4.47)

Exemplo 4.2.3 Considerando um codigo polar sistemdtico com parametros

(8,4,{4,6,7,8},(0,0,0,0)),

desejamos utilizar as equagoes recursivas de Arikan para realizar a codificacdo polar sistemdtica da

mensagem u = (00010001). Inicialmente, precisamos definir, para este caso, as matrizes apresentadas
nas Equagéesd.36)e Ga, Gape, Gacp € G acpe, a partir de Gg. Temos que:

Gsin Gsue Gsun  Gsus 1000
(Ge)ap = Gsiy Gsoe Gsern  Ges _ 0100 |
Gsiowy Gsie Gspn G 0010
Gsisny Gswe Gssr Gsee 1111
Gs.. Gsue Gsin Gsus 0000
(Ge)ape — Gsny Gspe Gspr Gses _ 0000 |
Gsisny Gsie Gsar G 0000
GS(s 1) GB(s 6) G8<5,7) Gg(5 8) _0 00 O_
Gsiny Gsua Gsus  Gsus 1110
(Ge)aes — Gsiy Gseo Gses G _ 1101 |
Gsiryy Gspo Gsps Gsas 1 011
Gssny Gses Gses G 111 1]
Gs.,y Gsua Gsis Gsos 1000
(Ge)sepe = Gsy Gspo Gsps Gss 1100
Gsisny G Gsis G 1010
Gsiyy Gsio Gsis Gsges 1 001
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Sabemos que xp, por se tratar de uma codificacdo sistemdtica, obrigatoriamente terd os mesmos
elementos das linhas ndo-congeladas da mensagem original. Como u = 00010001, definimos
xp = (uy ug uy ug) = (1001). De forma semelhante, sabemos que u - é definida pelas linhas
congeladas da mensagem original, logo u,. = (0000). Assim temos todos os elementos necessdrios

para calcular {#.38):

Uy = (XB — uAcGAcB)(GAB)_l

1110 1 000
1 101 0100
= | (1001) — (0000)
1 011 0010
1 111 1111
1 000
0100
= (1001 = (0111).
( ) 0010 ( )
1111
Substituimos entdo u em (#.37):
Xpe = UAG Ape © UG gepe
0000 1 0 00
0 00 1 100
— (1001) & (0000) = (1001).
0000 1 010
0000 1 001

Em posse de xp = (1001) e xg = (1001), obtemos a palavra-cddigo sistemdtica x = (10011001).

Outro método possivel para a codificacdo polar sistemdtica € através do uso de dois codificadores
polares ndo-sistemdticos em série. Para este codificador polar sistematico, inicialmente possuimos a
mensagem u = (uq, Uy, . .., uy), de comprimento NN, que é a entrada do primeiro subcircuito. Os bits
congelados dessa mensagem definem as linhas congeladas do circuito completo.

O primeiro subcircuito realiza a operagdo de multiplicagdo da mensagem u pela matriz F®",

conforme apresenta a equagéo [4.48] o vetor x’ é a saida do primeiro circuito.

uF®" =x. (4.48)

Ap6s isso, os bits de x’ relativos as entradas congeladas, ou seja, que ndo pertencem a A, sdo
igualados a zero, e esse novo vetor, denominado u/, é a entrada do segundo subcircuito. Podemos

entdo obter a palavra-codigo sistemadtica através de

u' e = x. (4.49)
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O circuito codificador sistematico da[Figura 18] ilustra a realizacdo dessas operacdes para o caso
no qual N = 8.

Figura 18 — Codificador sistemético para N = 8.
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Fonte: préprio autor.

Exemplo 4.2.4 Utilizando o circuito codificador sistemdtico da desejamos codificar a
mensagem u = (00010001), com o intuito de obter como palavra-cédigo o mesmo resultado do
Exemplo por isso, consideraremos os mesmos parametros. Como primeiro passo, identificamos
que as linhas ndo-congeladas do codificador sdo as linhas 4, 6, 7 e 8, dessa forma, temos que as
linhas 1, 2, 3 e 5 sdo congeladas. Como entrada do primeiro subcircuito da (extremidade
esquerda) temos a mensagem u = (00010001), sendo que os bits representados em negrito sdo as
linhas congeladas. Realizando as operacdes de soma modulo-2, no sentido da esquerda para direita,
obtemos x' = (00001111), como saida do primeiro circuito. Através da operacdo de congelamento
dos bits de X' referentes as linhas congeladas 1, 2, 3 e 5, obtemos o vetor W' = (00000111), que é a
entrada do segundo subcircuito; semelhantemente ao primeiro subcircuito, realizamos as operacoes e
obtemos como saida do segundo subcircuito a palavra-cédigo sistemdtica x = (10011001), que é a
mesma palavra-codigo do exemplo anterior. Podemos verificar que os bits da mensagem  referentes

as linhas ndo congeladas aparecem de maneira explicita em x:

(00010001),
x = (10011001).

u

4.3 DECODIFICACAO

Nesta se¢do apresentamos a decodificagdo de cédigos polares. Inicialmente, na Subsecdo [4.3.1]
apresentaremos um algoritmo de decodificacdo para os cddigos polares ndo-sistematicos através

de cancelamento sucessivo, SC (Successive Cancellation). Ja na Subsecao 4.3.2| apresentaremos o
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Figura 19 — Exemplo de codificacio sistematica.

u=0 o o (] 0 O 1 x, =1
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Fonte: préprio autor.

decodificador por cancelamento sucessivo em lista, SCL (Successive Cancellation List) para c6digos
polares sistemdticos e em [4.3.2.1] serd apresentado o uso dos CRCs atrelados a cddigos polares
sistematicos.

4.3.1 Decodificacdo Nao-Sistemadtica

Consideremos que x é a palavra-c6digo de um codificador polar e que y¥ é a mensagem recebida
apOs a transmissdo através de um canal IWy. A tarefa do decodificador por cancelamento sucessivo SC
que serd apresentado a seguir € determinar Gf’, como a mensagem original uf, a partir de (y", u.).
Devido ao conhecimento prévio das linhas congeladas, podemos evitar erros de decodificagdo com
mais facilidade nas mesmas, dessa forma, a verdadeira tarefa se encontra em determinar Gi4 igual a u4.

Para isso, teremos que:

. A Wi, seie A
0 = , , (4.50)
LY (yY, 057! sei € A,

em que L%) (yN, ‘) é araziio de verossimilhanga, LR (Likelihood Rate), dada por:

Wi (yN7ﬁz_1|uZ:0)
A , 0, se L —F———= > 1.
LYy i) = 8D .51)
)

Wiy, ol ui=0
1, se oaiy Ju 1.
WN(Y1 yUg |ui:1

A

Podemos determinar LR com o uso das relagdes de recursao:

b) +1
flab) = AL 4.52)
g(a,b, ;) = a'~2i=1p, (4.53)

Dessa forma, a partir das Equagdes @.51] podemos construir uma rede de fluxo de razdo de
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verossimilhanga, ou seja, um decodificador por cancelamento sucessivo, onde atualizamos LR ao
longo das rotas, esse decodificador é apresentado na Arikan introduziu uma ordem de
decodificacdo na qual a complexidade computacional provou-se ser O(N log(NN)). Esse tipo de

codificacao pode ser classificado como decodificacao de belief propagation em tal grafico de fator.

Figura 20 — Decodificador por cancelamento sucessivo para um bloco de tamanho N = 8.

1 1
Lt; « /D‘ Lrl)
0 o @)
LY, « g LY
><:§_. 19000,

® o @
L, < f LY
(4)
L, <

6) <
L, <

6 o
LY <

m
L” <
LY

Fonte: préprio autor.

Exemplo 4.3.1 Uma transmissdo obteve o vetory:

y = (1,883;2,4848; —2, 2381; 2, 4803; 0, 7942; —2, 4148; —1, 3290; 0, 2813).

Sabemos que o cddigo é definido pelos pardametros (8,4,{4,6,7,8}),(0,0,0,0) e que a transmissdo
foi realizada através de um canal AWGN no qual E,/Ny = 1 dB. Deseja-se decodificar a mensagem
a fim de identificar a mensagem original transmitida. Podemos utilizar as Equacdes .52} .53 [{4.50 e
K.51|e decodificar a mensagem recebida através do método de cancelamento sucessivo. A

nos apresenta o sentido da decodificagcdo e as operacoes que sdo realizadas em cada uma das etapas

da decodificacado.

» Etapa 1: inicialmente, determinamos os nos de primeiro estdgio possiveis de serem calculados

somente com as informagoes originais.
. (1)
— Cdlculo de Ly’ :

1,8883 - 2,4848) + 1
180 = £ (L, 1) = f(1,8883;2, 4848) = . : = 1,3016.
A f(1,8883;2, 4848) 1,8883 + 2,4848 ’
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— Cdleulo de LY :

—2,2381-2,4803) +1

18 = f (L8, L") = f(~2,2381;2,4803) = ( — -1 .
2 _>f 1 »+1 f( ) 38 ) < 803) —2,2381+2,4803 8,7909
— Cdlculo de LS’):
0,7942 - (—2,4148)) + 1
L (L(5) L(6)> — 1(0.7942; 2, 4148) = ! — 0, 5664.
2 _>f 1 1 f(? ) ) ) 0,7942+(—2,4148) s
— Cdlculo de Lg):
~1,3290 - 0,2813) + 1
L <L(7) L(8)> — f(—1.3290:0,9813) = 1 i —_ .
o =~ fL L f(=1,3290;0,2813) 13200 4 0.2813 0, 5976

Determinamos entdo os nos de segundo estdgio possiveis de serem calculados com as informa-

coes obtidas:

— Cdleulo de LV:

1) = f (L4, 187) = £(1,3016; ~ 18, 7909)

_ (1,3016- (=18, 7909) +1 _, 515
1,3016 + (—18,7909)

— Cdlculo de Lf):

L9 <L§5),L(27)) = £(1,3016; —18, 7909)

1 (=
_ (1,3016 - (=18,7909)) +1 _ o205,
1,3016 + (—18,7909)

Em posse dos elementos determinados anteriormente, somos capazes de calcular um dos nos de

terceiro estdgio:

— Cdlculo de L :

1 7 (19,20) = (1311321, 2025

_ (13413 (=21,2025) +1 ) o)y
1,3413 + (—21,2025)

Como L\ =1,3413 > 1, logo @, = 0.

» Etapa 2: as informacoes obtidas na Etapa I nos permitem determinar outro né de terceiro

estdagio.
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— Cdlculo de LY :
L — g (L, 1,0y ) = 1,341307200(-21,2025) = ~28, 4389,

Apesar de LS) = —28,4389, temos conhecimento de que se trata de um bit congelado, portanto

IALQIO.

» Etapa 3: utilizando elementos calculados na Etapa 1, somos capazes de determinar outros nos

de segundo estdgio.

— Calculo de LY :
L) = g (L, 189 1) = 1, 30160200 (~18,7000) = —24, 4582,
— Calculo de L\":

L7 = g (L8, 15 105) = 0,56640-2) (~0,5076) = ~0,3385.

.13 7 : ~ .. . 3
Os nos Li ) e Li ) fornecem-nos as informagodes necessdrias para a determinagdo de Lé ).

— Cdlculo de Lég) :

1O g (Lff’)7 ng)) = f(—24,4582; —0,3385)

—24,4582 - (— 1
(24,4582 - (—0,3385)) + _ _0.3742.
—24, 4582 + (—0, 3385)

Apesar de LS’) = —0, 3385, sabemos que se trata de um bit congelado, portanto iz = 0.

» Etapa 4: as informagées obtidas na Etapa 3 nos permitem calcular o no de terceiro estdgio Lg).

— Cdlculo de Lg) :

LY &g (Lff’), Lf),ag) — g(—24,4582; —0, 3385, 0)
= —24, 45820720 (0, 3385) = 8, 2791.

Como Lg) = 8,2791 > 1, logo u4 = 0.
» Etapa 5: calculamos os demais nés de primeiro estdgio com as informacoes obtidas anterior-

mente.
— Cdleulo de LY
ng) — g (Lgl), LgQ), ﬁl ) 7/)/2 5>, ’&3 ©® ﬁ4>

= g(1,8813;2,4848:0® 0 ® 0 @ 0) = g(1,8813;2,4848;0)
= 1,8813(172(0)(2,4848) = 4, 6920.
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— Cdleulo de I

Lgl) —> g <L§3)7 L§4)7 ﬁ'g @ ’&4)
= g(—2,2381;2,4803;0 @ 0) = g(—2,2381;2,4803;0)
= —2,23811720) (2 4803) = —5, 5512.

— Cdlculo de L§6) :

LY &y (L§5>, L9 a4, 0 a4>
= g(0,7942; —2,4148;0 ® 0) = ¢(0, 7942; —2, 4148;0)
= —2,23810720)(2,4803) = —1,9178.

— Calculo de LY :

L =g <L§7>, L®, a4> = ¢(0,7942; —2, 4148; 0)
= —1,3290172)(0, 2813) = —0, 3738.

Utilizando os valores obtidos para os nos de primeiro estdgio, calculamos outros nés de segundo

estdgio:

— Calculo de L) :

SN (Lg),Lg)) — f(4,68920; —5,5512)

4,68920 - (—5,5512)) + 1
_ (4,68920 - (=5,5512)) + — 20,1506,
(4,68920 + (—5,5512))

— Cdlculo de Lff) :

1O (L§6>,L§>> — f(—1,9178; —0,3738)

(—1,9178 - (—=0,3738)) + 1
_ = —0,7492.
—1,9178 4 (—0,3738) ’

Com os valores de Lf) e Liﬁ) podemos calcular o no Lg), de terceiro estdgio:
— Cdlculo de Lg):

Lg) Ny (L?,LEP) = f(29,1506; —0, 7492)

_ (291506 (-0, 7492) +1 _ ) ong
29,1506 + (—0, 7492)

Apesar de Léz) = —0,7338 < 1, sabemos que se trata de uma linha congelada, portanto s = .
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» Etapa 6: podemos determinar outro no de terceiro estdgio com informagoes obtidas na Etapa 5.
— Cdlculo de LéG) :
LY g <Lff), L', a5) = ¢(29, 1506; —0, 7492; 0)

= 29,1506 720) (—0, 7492) = —21, 8396.

Como L'® = —21,8396 < 1, logo g = 1.
* Etapa 7: calculamos os nos restantes de segundo estdgio:

— Cdlculo de L514) :

180 = g (1, L8 its @ ) = 9(4,6920; ~5,5512;0 & 1)

= g(4,6920; —5,5512; 1) = 4, 69201 ~2W)(—5 5512) = —1,1831.
— Cdlculo de Lff) :

L® &g <L§6>,Lg8),@6> — g(—1,9178; —0,7338: 1)
= —1,9178172(1)(—0, 7338) = 0, 3826.

L4 8 . ~ .. . 4
Os nos Lfl Ve Li ) fornecem-nos as informagcoes necessdrias para o cdlculo de Lé ).

— Cdlculo de ng :

LY f (LEP,LEE’) — £(—1,1831;0, 3826) = (_;1?2211308?68)2; L 0 6838,

Como LY = —0,6838 < 1, portanto i; = 1.

» Etapa 8: determinamos o noé remanescente de terceiro estdgio.
— Calculo de LY :
L =g (LE{", LY, a7) — g(—1,1831;0,3826; 1)
= —1,18310721)(0, 3826) = —0, 3234.

Como L'¥) = —0,3234 < 1, logo i = 1.

Apds a determinagdo de cada um dos elementos de G = (1, . . ., Ug), podemos escrever que o

vetor decodificado é tt = (00010101).



Figura 21 — Exemplo de decodificagdo nao-sistemdtica por cancelamento sucessivo.
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1,8883

2,4848

-2,2381

2,4803

0,7942

-2,4148

-1,3290

0,2813

Para o processo de decodificacao dos cédigos polares sisteméticos, o decodificador por cancela-

mento sucessivo em lista, SCL (Successive Cancellation List) é apresentado em [Arli 2020]. Este

método consiste na utilizacdo de um decodificador composto de trés sub-estdgios. O primeiro sub-

estdgio € um decodificador polar ndo-sistemético, o segundo sub-estdgio é um codificador polar

nao-sistemdtico e o terceiro sub-estidgio € um seletor, conforme podemos observar na|Figura 22} que

descreve o processo completo de codificacdo e decodificagdo de cddigos polares sisteméticos.

Figura 22 — Codifica¢do e decodificacdo de cédigos polares sisteméticos.
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nao-sistematico
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y >

Decodificador polar sistematico

Fonte: préprio autor.
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Uma mensagem € codificada por um codificador sistemadtico, posteriormente, a palavra-cédigo é
transmitida através de um canal ruidoso, como um BEC, BSC ou AWGN, e entdo a saida desse canal,
y, € recepcionada pelo decodificador sistematico.

O decodificador polar sistemdtico tem como objetivo e fun¢do gerar uma mensagem estimada G que
corresponda a mensagem original u. Entretanto, em vez de realizar uma decodificacdo polar sistematica
direta, o decodificador realiza em seu primeiro estdgio uma decodificacdo ndo-sistematica projetada
para um c6digo ndo-sistemdtico C'. Esse c6digo C' possui 0 mesmo conjunto de palavras-c6digo que o
cédigo sistemdtico C', mas utiliza um mapeamento diferente de mensagens para palavras-cédigo. Dessa
forma, a mensagem y é decodificada e torna-se ', através de um decodificador por cancelamento
sucessivo em lista, SCL. Diferentemente do decodificador SC, que mantém somente um caminho
L (ou lista) para a decodificacdo, o SCL tem como caracteristica principal dividir cada caminho de
decodificagdo em dois caminhos diferentes. Em um dos caminhos temos #; = 0, € no outro caminho
temos ; = 1 (se u; for um bit ndo-congelado). A medida que a quantidade de caminhos aumenta
além da quantidade pré-definida de L, o decodificador SCL desconsidera os caminhos ou listas menos
provaveis e mantém somente as listas mais provaveis [Li, Shen e Tse 2012, Tal e Vardy 2011].

Em seu segundo estdgio, o decodificador possui um codificador nao-sistematico para o cddigo nao-
sistemético C, que codifica a mensagem estimada ndo-sistemdtica i’ para obter uma palavra-cédigo
ndo-sistemdtica X . Em seu estagio final, o decodificador sistemdtico possui um seletor que emite como
saida uma estimagdo i da mensagem original, fazendo 1 = Xg. Vamos explicar melhor a aplicac¢ao
deste decodificador através do exemplo a seguir; devido a complexidade dos cédlculos aritméticos para
demonstragdo do uso do decodificador por cancelamento sucessivo em lista para valores de L maiores
que 1, demonstraremos os célculos para L igual a 1, e nas simula¢gdes computacionais apresentaremos

os resultados para L maiores que 1.

Exemplo 4.3.2 Consideremos que a mensagem u = [00010101] foi codificada através de um codi-
ficador polar sistemdtico e que a palavra-cédigo resultante é x = [01010101]. Sabendo que essa
palavra-cédigo foi transmitida através de um canal AWGN no qual E,/Ny = 1 dB e que o vetor

recebido foi
y = (1,2204;1,4903; 2, 1278; —2,5714; 0, 3169; 0, 2567; —0, 7311; —0, 2785).

Utilizando a estratégia de decodifica¢do proposta na desejamos decodificar a mensagem
recebida, de forma que a mensagem estimada 4, seja igual a mensagem original, u. Iniciamos o
processo de decodificacdo polar sistemdtica pelo primeiro estdgio do decodificador, o qual se trata de

um decodificador polar ndo-sistemdtico através da decodificagcdo por SCL com L igual a 1.

* Etapa 1: determinamos os nos de primeiro estdgio possiveis, Lgl), Lég), LY, Lm, posterior-

. . L. 1 5 . :
mente, os nos de segundo estdgio possiveis, Lfl ), L ), e finalmente, um dos nos de terceiro

estdgio, Lél).

(1,2204 - 1,4903) + 1
1,2204 + 1,4903

180 — f (£, L) = £(1,2204;1,4903) = = 1,0399.
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2,1278 - —2,5714) + 1
2,1278 + (—2,5714)
(0,3169 - 0,2567) + 1
(0,3169 + 0, 2567)
(—0,7311 - (—0,2785)) + 1
—0,7311 + (-0, 2785)

=10, 0799.

L — f (L, 14") = £(2,1278; ~2,5714) = (

1 = 1 (L, 1) = £(0,3169;0,2567) = = 1,8852.

= —1,1922.

1O f (L§7>,L§8)) = f(—0,73114(—0,2785)) =

AR (LS),LS’)) — f(1,0399; 10,0799)

(1,0399 - 10,0799) + 1
— =1,0326.
1,0399 + 10,0799 ’

L® (L;m,Lg)) = £(1,8852; —1,1922)

1,8852- (—1,1922)) + 1
_ (1,8852 - (—1,1922)) + — —1,8000.
(1,8852 4 (—1,1922))

L0 = f (£, 157) = f(1,0826;—1,8000)

1 o —
_ (1,0326 - (—=1,8000)) + 1 _ 11118,
1,0326(—1,8000)

Como L{" = 1,1118 > 1, logo i1y = 0.
» Etapa 2: com informacodes obtidas na etapa 1, podemos determinar outro no de terceiro estdgio,
LY.
L = g (280, L8 i ) = 1,08260-200(~1,8000) = 1, 8586.
Como LY = —1,8586 > 1, logo 5 = 0.

» Etapa 3: com informagcées obtidas na Etapa 1, podemos determinar outro nos de segundo

estdgio, Lf’), Lf), e de terceiro estdgio, Lég).

L — g (18, 18, 40>) = 1,0899% 200 (10,0799) = 10,4817,

LD = g (L8, L5 iz ) = 1,8852020)(~1,1922) = —2, 2475,

B0 o (10, 140) = poa0 8172 2075

(10,4817 - (—2,2475)) + 1
_ = —2,7395.
(10,4817 + (—2, 2475)) ’
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Como LY =2,7395 > 1, logo i3 = 0.

* Etapa 4: as informacodes obtidas na etapa 3 nos permitem calcular outro no de terceiro estdgio,
70
8 .

L0 g (Lf), L§17>77;L3) = (10, 4817; —2, 2475: 0)

= 10,4817172) (2 2475) = —23, 5573.

Como L) = —23,5573 < 1, logo 114 = 1.

» Etapa 5: utilizando-se das informacoes obtidas até o momento, podemos calcular os nos de

primeiro estdgio, L(22), Lgl), ng), Lgs), outros nos de segundo estdgio, Lf) e Lf) e do no de

terceiro estdgio, ng).

1 = g (L8, 18, i @ iy @ i3 @ )
= ¢(1,2204;1,4903;0 0 0 0) = g(1,2204; 1,4903;0)
= 1,2204072)(1,4903) = 1, 8188.

189 = g (L8, LY g & s
= ¢((2,1278; —2,5714; 0 @ 0) = g(2,1278; —2,5714;0)
= 2,127817200) (2 5714) = —5,4714.

1Y = g (19,00, 12 0 @)
= ¢(0,3169; 0,2567;0 & 0) = g(0, 3169; 0, 2567; 0)
= 0,31691729(0, 2567) = 0, 0813.

L9 g <L§7),L§8>,a4) = g(—0,7311; —0, 2785; 0)

= —0,73110720)(—0,2785) = 0, 2036.

L 5 f (L52>,Lg4>) — £(1,8188; —5,4714)

(1,8188 - —5,4714) + 1
_ = 2,4506.
(1,8188 + (—5,4714)) ~ ~
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1O (L§6>7L;8>) = £(0,0813; 0, 2036)

(0,0813-0,2036) + 1
= = 3,5674.
0,0813 + 0,2036 ’

1@ g (Lff),Lff)) = f(2,4506; 3, 5674)

(2,4506 - 3,5674) + 1
2,4506 + 3,5674 ’

Como L) =1,6189 > 1, logo fi5 = 0.
» Etapa 6: as informacoes obtidas na etapa 5 nos possibilitam a determinacdo do no Lé6), de
terceiro estdgio.
LY &g (Lff), Lff),as) — ¢(2,4506; 3, 5674; 0)

= 2,450611720)(3 5674) = 8, 7423.

Como ng) = 8,7423 > 1, logo G = 0.

» Etapa 7: podemos determinar, com os resultados obtidos na etapas anteriores, 0s nos remanes-

centes de segundo estdgio, Lffl) e Lf), e do no Lgl), de terceiro estdgio.

LY &g (Lg2>, LY a5 @ aﬁ) = g(1,8188; —5,4714:0 @ 1)
= g(1,8188; —5,4714; 1) = 1,81881 21 (5 4714) = —3,0083.

L' =g <L§6), Lf%%) = ¢(0,0813;0,2036; 1)
= 0,08131721)(0, 2036) = 2, 5030.

(—3,0083 - 2,5030) + 1

= 12,9208.
—3,0083 + 2, 5030 ’

I g (Lg;@, Lf)) — £(—3,0083;2,5030) =

Como LY = 12,9208 > 1, logo iy = 0.

» Etapa 8: os resultados obtidos na etapa anterior nos permitem calcular o ultimo no de terceiro

L. 8
estagio remanescente, Lé )
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L® g (LE(”, Lf),a?) — ¢(—3,0083; 2,5030; 1)
= —3,0083172M)(2,5030) = —0, 8320.

Como L'® = —0,8320 < 1, logo g = 1.

Assim, determinamos que a mensagem estimada ndo-sistemdtica é 0 = [00000011]. No segundo
estdgio do decodificador, temos um codificador polar ndo-sistemdtico, o qual realiza as seguintes

operagdes, baseado em (#.34):

% =0 F%

(1000000 0
11000000
10100000

_fooooory] |* L0000
10001000
11001100
10101010
11111111

= [01010101].

. s . . . . s ~7
No terceiro estdgio do decodificador, o seletor seleciona a parte sistemdtica de X , que corresponde
as posicoes {4,6,7,8}, a fim de se obter a estimagdo da mensagem original, portanto & = [00010101].
Se compararmos a mensagem estimada a mensagem original, u, verificamos que ndo houve erro na

transmissao.

4.3.2.1 Uso de Cédigos CRC na Decodificacdao de Cédigos Polares Sisteméticos

Dentre as diversas aplicacdes dos codigos CRC, podemos citar seu uso atrelado a cédigos polares
com o objetivo de aumentar o desempenho do sistema. O decodificador por cancelamento suces-
sivo em lista, SCL, utilizados para decodificar c6digos polares sisteméticos tem como uma de suas
caracteristicas que a palavra-codigo correta a ser decodificada estd na lista de decodificacdo, porém
ndo € necessariamente sempre a palavra-cédigo mais provédvel. Dessa forma, uma das maneiras de
se aumentar a probabilidade de que a palavra-c6digo correta seja a escolhida da lista € através da
combinag¢do de um cédigo CRC ao decodificador SCL.

Neste caso, o sistema de transmissao, apresentado na[Figura 23] é composto por um codificador
CRC, onde os k£ bits de informacdo sao codificados em N bits, através da adicao de N — k bits
de paridade (redundancia). Estes bits redundantes serdo adicionados a informacao para permitir a
identificac@o correta da mensagem, posteriormente no decodificador. Essa sequéncia € entdo codificada

pelo codificador polar, para entdo ser modulada e transmitida através de um canal. Ressalta-se que,
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devido a adi¢do dos bits de redundancia, os c6digos polares sistemdticos com CRC passam a ser
descritos pelos pardmetros (N, k + ¢), em ¢ = N — k representam os ¢-CRC bits redundantes do
codigo CRC. No receptor, a probabilidade € calculada a partir do sinal recebido e entdo € transmitida ao
decodificador em lista com CRC, onde os caminhos L das palavras-cédigo possiveis do decodificador
em lista sdo testados pelo detector de CRC, a partir do caminho com maior probabilidade. Quando a
palavra-cédigo possivel € determinada como correta pelo decodificador CRC, os k bits de informagao

correspondentes sdo considerados como os bits transmitidos e os demais bits sdo zerados.

Figura 23 — Concatenagdo de cédigos polares e cédigos CRC.

k bits Codificador |c=k+qbitsy (odificador N bits
m— S
CRC Polar
W
Sequéncias
candidatas
JCandidatas
k bits s Decodificador
« " | Decodificador

—_—
Checagem de
resultados

Fonte: proprio autor.
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5 RESULTADOS E DISCUSSAO

Detalharemos neste capitulo os resultados da implementagdo computacional e as simula¢des que
foram realizadas através do uso de uma rotina de programacao em linguagem Python. Com o intuito de
obter-se resultados precisos, as simulacdes foram repetidas uma grande quantidade de vezes, conforme
descreve o método de Monte Carlo, que é fundamentado na Lei dos Grandes Numeros € no Teorema
Central do Limite [Jacoboni e Lugli 2011].

A partir de distribui¢des de probabilidade, as simulacdes de Monte Carlo podem efetuar amostra-
gens aleatdrias com a repeti¢cao do processo um elevado nimero de vezes, assim, € possivel, através
de métodos estatisticos, como a média, analisar a amostra e obter uma aproximac¢do numérica do
resultado [ROSS 2011]].

Podemos estimar um evento de interesse A através de sendo que a quantidade de simulagdes é
N’ e a quantidade de ocorréncia de um determinado evento de interesse A é N ,.

!

N
P.(A)= lim -4
( ) N’linooN

(5.1)

A aplicagdo deste método para as simulagdes realizadas neste trabalho se deu com a repeticao
dos processos 10* vezes. Implementou-se um algoritmo computacional em um dispositivo com
processador Intel(R) Core(TM) i7-4710HQ CPU @2,50 GHz e 16,0 GB de RAM, que simula um
sistema de transmissdo no qual uma mensagem u de k bits aleatdrios € gerada, e que posteriormente
¢ codificada por um codificador polar, com taxa R = k/N = 0, 5, considerando-se um intervalo de
Ey/No de 0 a5 dB, e poténcia de ruido de 2 dBm. A palavra-cédigo x é entdo modulada através
de um modulador BPSK, e transmitida através de um canal AWGN, que introduz ruido. Recebe-se
a mensagem, que € demodulada e decodificada em i por um decodificador, sendo posteriormente
comparada a mensagem u transmitida. Caso haja erros, iremos contabilizd-los em relagdo a BER,
que apresenta a relacdo da quantidade de bits que tiveram erros pela quantidade de bits transmitidos,
e na FER, que apresenta a relagdo da quantidade de frames com erros, pela quantidade de frames
transmitidos. A FER € importante na anélise do desempenho do sistema em relag@o a erros de blocos,
ou erros em rajada. Ambos os pardmetros nos auxiliam a verificar o desempenho dos sistemas, e nos
permitem avalid-los em relagcdo a sua confiabilidade.

Alguns requisitos devem ser seguidos nos cendrios para os sistemas 5G, como BER menor ou igual
a 1075, valores de laténcia menores que 10 ms, levando em considera¢do que a mesma depende das
especificacdes dos dispositivos utilizados nesses sistemas, e a transmissao de pacotes curtos de até 512
bits [Popovski 2014,|Lema et al. 2017,|Popovski et al. 2019]]. A seguir, iremos apresentar os resultados
obtidos considerando a codificacao polar ndo-sistemdtica e sistemdtica. Para a decodificagdo, iremos
utilizar o decodificador por cancelamento sucessivo SC no caso nao-sistemédtico e o decodificador com
cancelamento sucessivo em lista SCL para o sistematico. No caso sistemadtico, ainda iremos adicionar
um co6digo CRC ao decodificador SCL de modo a verificar as alteracdes no desempenho do mesmo.
Como estamos interessados nos cendrios 5G, consideramos palavras de até 512 bits. Observamos que

a laténcia nao foi analisada neste trabalho, mas para o caso nao-sistematico resultados para laténcia



foram apresentados em [TERCAS 2019].

Para a codificacio polar ndo-sistemadtica, considerou-se os pardmetros mencionados anteriormente
e foram obtidas as curvas de BER em relacdo a SNR na e as curvas de FER em relacdo a
SNR na [Figura 25| Destaca-se que quando E,/Ny ~ 1,75 dB, todos os comprimentos de palavras
possuem a mesma BER e FER. Observou-se que anteriormente a esse ponto, as curvas referentes as
palavras-cédigo com comprimento maior apresentaram um desempenho inferior, entretanto, apds esse
ponto, o comportamento € 0 oposto, ou seja, quanto maior o comprimento da palavra-cédigo, melhor é

seu desempenho, sendo que as curvas tendem a valores de BER e FER de 10~° mais rapidamente, o

que € desejavel em cenérios 5G.

Figura 24 — Curvas de BER em relacdo a SNR para cédigos polares ndo-sistematicos com (N, k) =

(32, 16; 64, 32; 128, 64; 256, 128; 512, 256).
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Fonte: préprio autor.

Figura 25 — Curvas de FER em rela¢do a SNR para c6digos polares ndo-sistemdticos com (N, k) =

(32, 16; 64, 32; 128, 64; 256, 128; 512, 256).
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Inicialmente para os cddigos polares sistematicos, foram obtidas as curvas de BER em relagdo a
SNR na[Figura 26|e as curvas de FER em relagdo a SNR na[Figura 27| com os mesmos parametros
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descritos anteriormente. Foi considerado o decodificador SCL para L. = 1, que é o mesmo decodificador

SC porém adicionando um seletor para identificar as posi¢des sistematicas.

Figura 26 — Curvas de BER em relagdo a SNR para cdigos polares sistematicos com (N, k) =
(32,165 64, 32; 128, 64; 256, 128; 512, 256).
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Figura 27 — Curvas de FER em relagdo a SNR para cédigos polares sistemdticos com (N, k) =
(32,165 64, 32; 128, 64; 256, 128; 512, 256).
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Fonte: proprio autor.

Quando comparamos o desempenho dos cddigos polares nio-sistemdticos com os cddigos polares
sistemdticos, podemos verificar na[Figura 28| que os sistemdticos apresentam desempenho superior para
todos os tamanhos de palavras, e que tendem a valores de BER menores que 10~% mais rapidamente
que os ndo-sistemdticos. Quando analisamos a FER na figura[Figura 29] observamos que o desempenho
¢ semelhante para as duas estratégias de codificagdo.

Agora, iremos adicionar um c6digo CRC aos cédigos polares sistemdticos. Adicionou-se um
8-CRC com 8 bits redundantes em um decodificador SCL. Esta adi¢cdo altera os pardmetros desses

cédigos, inicialmente descritos por (N, k), passando a ser (N, k + 8). Com o intuito de avaliar o



71

comportamento dos cddigos polares sistematicos com CRC para diferentes tamanhos de lista, iniciamos
as simulagdes fixando N = 16 e variando o tamanho da listaem L = 2", comn = 0,...,5. As curvas
para BER e FER sio apresentadas na[Figura 30| e na[Figura 31] respectivamente. O comportamento

observado nas curvas é que para valores maiores de L, a convergéncia para valores menores de BER e

FER ocorre mais rapidamente, ou seja, o uso de uma lista maior, gera um desempenho melhor.

Figura 28 — Curvas de BER em relacdo a SNR para codigos polares ndo-sistemdticos e sistematicos
com (N, k) = (32, 16; 64, 32; 128, 64; 256, 125; 512, 256).
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Fonte: préprio autor.

Figura 29 — Curvas de FER em relacdo a SNR para cédigos polares nao-sistematicos e sistematicos
com (N, k) = (32,16; 64, 32; 128, 64; 256, 125; 512, 256).
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Fonte: préprio autor.

Como vimos, em cendrio de quinta geracdo 5G, € desejdvel se utilizar pacotes curtos de até 512
bits. Porém, para o dispositivo utilizado nas simulacdes deste trabalho ndo foi possivel considerar
tamanhos de listas grandes a medida que o comprimento das palavras também crescia. Dessa forma,
simulou-se um cendrio no qual fixou-se o comprimento da lista do decodificador SCLem L = 1, 0

que seria equivalente ao decodificador por cancelamento sucessivo SC, e comparou com os resultados
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Figura 30 — Curvas de BER em relacdo a SNR para cédigos polares sistematicos com parametros
(16, 16) para diferentes tamanhos de lista, L.
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Fonte: proprio autor.

Figura 31 — Curvas de FER em relagdo a SNR para c6digos polares sistemdticos com parametros
(16, 16) e diferentes tamanhos de lista, L.
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Fonte: préprio autor.

para L = 2, variando-se o tamanho das mensagens em N = 2" bits, comn = 5, ..., 9. Na[Figura 32|
validou-se que conforme aumenta-se o comprimento das palavras-cddigo, as curvas tendem a valores
de BER menores que 1075 mais rapidamente. Do mesmo modo, aumentando o tamanho da lista para
L = 2 em um mesmo comprimento de palavra-cédigo, a BER também convergird mais depressa para
10~%. Um comportamento similar é observado para as curvas de FER apresentada na [Figura 33|

Por fim, com o objetivo de comparar o desempenho dos c6digos polares ndo-sistematicos em
relacdo aos cédigos polares sistemadticos atrelados a um CRC e com tamanho de lista L = 2, simulou-se
os mesmos fazendo-se o uso de pardmetro semelhantes. A apresenta as curvas de BER
em relacdo a SNR para codigos polares ndo-sistematicos, representadas pelas linhas tracejadas e
pontilhadas, e para c6digos polares sistematicos, representadas pelas linhas continuas. Verificou-se

que, para as mensagens com parametros (128,72) e (512,264), os c6digos sistemdticos convergem mais
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rapidamente para valores de BER menores que 107%, entretanto o mesmo nfio ocorreu para os demais
comprimentos de palavras. Jd quando a FER ¢ analisada na[Figura 35 com excec@o da palavra com me-
nor comprimento, a com parametros (32,24), todas as demais mensagens codificadas sistematicamente
com o uso do CRC, apresentam desempenho superior que os das mensagens codificadas de forma
ndo-sistemadtica, ou seja, as curvas tendem a valores de FER menores que 10~° mais rapidamente que
as referentes a codificacdo ndo-sistematica. Desta forma, validou-se que para alguns casos especificos,
o uso do CRC atrelado aos cédigos polares sistematicos melhorou o desempenho em relacdo a taxa de
erro de bit, entretanto, ao analisar um conjunto de bits, ou seja, analisando-se a taxa de erro de frame,
verificou-se que, o uso do CRC melhorou consideravelmente o desempenho do sistema, tornando-o

superior em todos os casos, com excecdo de N = 32.

Figura 32 — Curvas de BER em relacdo a SNR para cddigos polares sistematicos com CRC e parametros
(N, k+8) = (32,24;64,40; 128, 72; 256, 136; 512,264), L = (1;2).
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Figura 33 — Curvas de FER em relacdo a SNR para cédigos polares sistematicos com CRC e parametros
(N, k+8) = (32,24;64, 40; 128, 72; 256, 136; 512,264), L = (1;2).
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Fonte: préprio autor.
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Figura 34 — Curvas de BER em relacao a SNR para c6digos polares nao-sistematicos e sistematicos

com CRC.
:355222-_,,
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Figura 35 — Curvas de FER em relacdo a SNR para cédigos polares nao-sistematicos e sistematicos

com CRC.
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Fonte: préprio autor.
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6 CONCLUSOES

Neste trabalho, realizamos um estudo de uma técnica de codifica¢do de canal designada como
codigos polares, que foram apresentados inicialmente em sua forma nao-sistematica, e posteriormente
em sua forma sistemdtica. Esse tipo de codificacdo € uma das candidatas a serem utilizadas nas
aplicagdes dos sistemas 5G.

Para isso apresentamos inicialmente uma revisao de teoria da informagao e codificagdo. Apoés isso,
os codigos ciclicos, que sdo cddigos de bloco lineares nos quais as palavras-cédigos sao deslocadas
ciclicamente foram apresentados a fim de introduzir os cédigos CRC, que sdo cddigos em que os bits
de redundancia sdo utilizados em algoritmos de decodificagdo para ajudar na melhorar a eficiéncia dos
sistemas de comunicacao.

Para a codificacao, os cédigos polares fazem o uso de uma técnica conhecida como polarizagao
de canal, a qual classifica os canais como bons ou ruins de acordo com a sua capacidade. Os canais
ruins s@o congelados, ou seja, ndo sdo utilizados para transmitir informagdo. A utilizacdo dos canais
bons aumenta o desempenho do sistema. Os cédigos polares sistemadticos, diferentemente dos codigos
polares ndo-sistematicos, tem como caracteristica principal apresentar, de maneira explicita na palavra-
codigo, os bits ndo congelados, o que aumenta o desempenho do sistema.

A técnica de decodificacdo por cancelamento sucessivo foi apresentada para os c6digos polares nao-
sistemadticos, que € um tipo de decodificacdo por mdxima verossimilhanga e que realiza a decodificacdo
através do caminho reverso, ou seja, quando um bit € inferido, o proximo bit dependera do anterior.
Para a decodificacdo polar sistemética, apresentou-se a técnica que € composta por trés sub-estigios,
sendo que o primeiro é um decodificador polar ndo-sistematico por cancelamento sucessivo em lista,
SCL, o segundo € um codificador polar ndo-sistemdtico e o terceiro € um seletor.

Para observar o comportamento dos c6digos polares nao-sistematicos e sistematicos, com e sem
CRC, implementou-se uma rotina de programacao em linguagem Python, da qual foi possivel obter
curvas de taxa de erro de bit e taxa de erro de frame em relago a razdo sinal ruido. Para ambos os tipos
de cédigo verificou-se que o aumento de N leva a diminui¢do da BER, de forma que foi preciso uma
SNR menor, ou seja, menos energia. Para os cddigos sistemdticos, também verificou-se que o aumento
do tamanho da lista L, do decodificador por cancelamento sucessivo em lista leva a uma diminui¢ao
ainda mais réapida.

Os dois tipos de codificac@o foram testados no cendrio com pacotes curtos de até 512 bits, para os
sistemas 5@, averiguando-se que ambos tém capacidade para atingir valores de BER e FER menores
que 107% num canal AWGN. Analisando-se as curvas de BER, quando comparamos os c6digos nio-
sistemadticos e os sistematicos sem CRC, verificou-se explicitamente um melhor desempenho dos
codigos sistematicos em relacdo a BER. Também verificou-se que a adicdo da redundancia de um
codigo CRC as palavras-codigo sistemdticas levou a um desempenho superior para os casos em que
N = 128 e N = 512, ja ao analisar as curvas de FER, com excec¢do de N = 32, a adi¢do do CRC
levou a um desempenho superior para todos os demais tamanhos.

Sugere-se, para trabalhos futuros, o estudo do comportamento e a anélise do desempenho dos
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codigos polares sistematicos atrelados ao uso de diferentes comprimentos de CRC, a utilizacao de
outros tipos de decodificadores e também outros pardmetros desejiveis em cendrios 5G, como a

laténcia no caso da codificacdo sistematica.
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