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RESUMO

O objetivo deste trabalho ¢ apresentar o conceito de classes de Chern para variedades
complexas possivelmente singulares, que pode ser obtido utilizando diferentes ferramentas
em vdrias areas da Matematica, mas que aqui sera explorado através da Geometria Algébrica.
Estas classes sdo elementos de um grupo, chamado grupo de Chow, que tem analogia com os
grupos de homologia da Topologia Algébrica e, na Topologia, representam uma obstrucao
para a extensao de campos de vetores e de r-referenciais no caso suave e a obstrucao da
existéncia de um referencial de vetores radiais no caso singular. Quando a variedade ¢ suave,
as classes de Chern estdo associadas ao fibrado tangente da variedade, ja no caso singular,
como ndo existe este fibrado vetorial, mais ferramentas sdo necessarias, onde o conceito de
classes de Segre ¢ fundamental.

Na finalizagdo sdo apresentados resultados para hipersuperficies complexas, relacionando

com o conceito de nimero de Milnor, no caso de singularidades isoladas.

Palavras—chave: Variedades. Grupo de Chow. Classes de Chern. Hipersuperficies

Complexas.



ABSTRACT

The objective of this work is to present the concept of Chern classes for possibly singular
complex varieties, which can be obtained using different tools in various areas of
Mathematics, but which will be explored here through Algebraic Geometry. These classes are
elements of a group, called Chow group, which has an analogy with the homology groups of
Algebraic Topology and, in Topology, they represent an obstruction to the extension of vector
fields and r-references in the smooth case and the obstruction of the existence of a frame of
radial vectors in the singular case.

When the variety is smooth, the Chern classes are associated with the tangent bundle of the
variety. In the singular case, as this vector bundle does not exist, more tools are needed, where
the concept of Segre classes is fundamental.

At the end, results are presented for complex hypersurfaces, relating to the concept of Milnor

number, in the case of isolated singularities.

Keywords: Varieties. Chow group. Chern classes. Complex Hypersurfaces.
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Introducao

As classes Chern de fibrados vetoriais desempenham um papel central na Geometria
e na Topologia. No caso de variedades complexas suaves, por definicao suas classes de
Chern sao aquelas de seu fibrado tangente. A generalizacao deste conceito para o caso
singular é através da busca por substitutos para o fibrado tangente. Nesta dire¢ao, surgem
algumas classes, através de diferentes ferramentas. Uma delas consiste em considerar a
uniao dos fibrados tangentes aos estratos de uma estratificacao da variedade e de considerar
a obstrugao a construcao de r-referenciais adaptados obtida por M.H. Schwartz [30]. Por
outro lado, pode-se considerar um fibrado especial, chamado de fibrado de Nash, obtido
a partir do fibrado tangente da parte suave da variedade e isso nos leva as classes de
Mather. Considerando as classes de Mather com “pesos apropriados” dados pelo obstrucao
local de Euler chega-se as classes MacPherson, que satisfazem as importantes propriedades
de funcionalidade previstas por uma conjectura de Deligne e Grothendieck ([20]). Foi
provado em [6] que as definigdes de M.H. Schwartz e de R. MacPherson sao as mesmas,
via o isomorfismo de Alexander, e a partir dai tais classes foram chamadas de classes de
Schwartz-MacPherson. Outra maneira de substituir o fibrado tangente, no caso de uma
variedade singular, é considerar o fibrado virtual. Com este fibrado surgem as classes de
Fulton e de Fulton-Jonhson, que coincidem no caso de hipersuperficies complexas ([9], [§]).
Mesmo no caso de hipersuperficies complexas, as classes de Fulton (Fulton-Jonhson) nao
sao iguais as de Schwartz-MacPherson. Esta diferenca pode ser interpretada no estudo dos
seus pontos singulares.

O enfoque deste trabalho é a obtencao destas defini¢oes usando ferramentas da Geome-
tria Algébrica, onde muitas das informacoes anteriores foram somente para contextualizar
e dar a importancia destes objetos. As classes de Chern sao vistas como elementos em um
grupo, chamado de grupo de Chow. Destacamos que ja é revelante para este trabalho a
descricao deste grupo e suas propriedades, onde muitas ferramentas foram necessarias.

Desta forma, o trabalho foi dividido em trés capitulos, onde no ultimo concretizamos a
descricao das classes, sendo os capitulos anteriores suporte para ele.

O primeiro capitulo tem por objetivo introduzir alguns conceitos algébricos, com intuito
de fixar notagoes e destacar resultados e propriedades necessarias para o desenvolvimento
do trabalho. A primeira secao é sobre médulos, destacando médulos especiais como médulo
graduado, produto tensorial de médulos, moédulo Noetheriano e Artiniano e algebras como
algebra tensorial e a algebra simétrica. Na sequéncia, a secao de conjuntos algébricos
afins mostra como objetos algébricos e geométricos estao relacionados. Por fim, a secao
de categorias deste capitulo visa apresentar defini¢oes a fim de introduzir de forma breve
algumas nomenclaturas que podem ser usadas durante o trabalho. Vale notar que, apesar
de citarmos conceitos de teoria de categorias em alguns momentos, este trabalho nao busca
explicar em detalhes tais conceitos.

O segundo capitulo deste trabalho é dedicado ao estudo de esquemas, estruturas ma-
tematicas que expandem as nocgoes de variedades algébricas afins. Esse capitulo foi dividido
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em sete secoes. Na primeira secao estudamos feixes, objetos que permitem, a partir de in-
formacoes locais, obter informagoes globais de espagos topoldgicos. O préximo passo, na
Secao 2, é apresentar o conceito de espectro de um anel e obter um feixe especial. Através
dele ¢é definido o conceito de esquemas afins e, a partir disso, o conceito geral de esque-
mas é apresentado. Sao destacadas algumas propriedades e tipos especificos de esquemas
sao apresentados como esquema integral e esquema sobre um corpo. Destacamos o con-
ceito de subesquema fechado, que pode ser interpretado a partir de um subfeixe especial
e que é usado por todo o decorrer do texto. Na Secao 3 estudamos variedades, que sao
esquemas especiais que possuem paralelos com as variedades algébricas afins, e proprieda-
des especificas deste tipo de esquema voltadas ao desenvolvimento do capitulo seguinte.
A Secao 4 descreve o conceito de fibrados vetoriais neste contexto, destacando fibrados
especiais como fibrado dual, produto tensorial de fibrados, fibrado projetivo, fibrado Gras-
manniano, produto fibrado, fibrado tangente, pullback e fibrado tautolégico. O conceito
de hipersuperficie é apresentado, sendo o conjunto dos zeros de uma secao de um fibrado
de linha. Além disso, esta secao informa a correspondéncia biunivoca entre feixes local-
mente livres e fibrados vetoriais. Na Secao 5 vemos como obter o esquema produto fibrado,
necessario para a construcao de um morfismo especial, chamado morfismo diagonal, que
nos permite definir um importante tipo de morfismo, chamado de préprio, e a nocao de
esquemas suaves e singulares. A segao seguinte introduz divisores de Cartier em esquemas
integrais. Provamos também que divisores de Cartier efetivos podem ser vistos como su-
besquemas fechados desses esquemas integrais e ainda mostramos que toda hipersuperficie
é um divisor efetivo de Cartier. Por fim, a tltima segao se dedica a generalizar espectros
de anéis vistos na Secao 2 com o objetivo de definir cones normais e projetivos que sao
utilizados para estender as classes de Chern para esquemas singulares.

O dltimo capitulo é onde estudamos propriamente as classes de Chern, que esta dividido
em cinco sec¢oes. Inicialmente, na Secao 1, definimos e provamos propriedades do grupo no
qual essas classes pertencem, o grupo de Chow. Induzidos por morfismos entre esquemas
sao obtidos homomorfismos entre os grupos de Chow associados: push-forward e morfimo
imagem inversa. Em seguida, na segunda se¢ao, vemos como ¢ possivel associar divisores
de Cartier a elementos do grupo de Chow. A terceira se¢ao tem o objetivo de definir as
classes de Chern, inicialmente para fibrados de linha, onde o conceito de Divisor de Cartier
é essencial, e depois para fibrados vetoriais quaisquer, vistas como homomorfismos entre
grupos de Chow. A extensao para fibrados vetoriais quaisquer é feita através do fibrado
projetivo associado e das classes de Segre obtidas através dele. Finalizando esta secao, a
classe de Chern de um esquema suave é definida como a classe de Chern associada ao seu
fibrado tangente. Na Segao 4, o objetivo é estender a definicao de classe de Chern para
um esquema singular, onde nao temos mais o fibrado tangente associado. Nesta direcao,
algumas classes surgem. Neste processo uma ferramenta importante é o conceito de classe
de Segre de um cone, dando origem as classes de Fulton e as de Fulton-Johnson, que
coincidem no caso de hipersuperficies complexas. Depois é definido o Blow-up de Nash e o
fibrado de Nash para a obtencao das classes de Mather, que via obstrucao local de Euler,
se derivam nas classes de Schwartz-MacPherson. Por fim, na ultima secao particularizamos
nosso estudo a hipersuperficies complexas, associando as classes estudadas com nimeros
que dao informacoes geométricas do conjunto singular associado, importantes em Teoria
de Singularidades.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo recordamos alguns conceitos e resultados béasicos para o desenvolvimento
do nosso estudo, com o objetivo de fixar notagoes. Vamos assumir conhecidos muitos
conceitos algébricos e topoldgicos basicos, omitindo a demonstragao de alguns resultados.

As principais referéncias deste capitulo sao [34] e [15].

1.1 Modbdulos

Vamos considerar em todo o capitulo (A, +,-), ou simplesmente A, sendo um anel
comutativo com unidade 14, mesmo que para algumas defini¢oes isso nao seja necessario.

Definicao 1.1.1. Seja M um conjunto nao vazio tal que (M,®) € um grupo abeliano
dotado de uma multiplicacao por escalar

AxM—M
(a,m) — am
Dizemos que M é um A-mddulo se, para todo ay,as € A e m,my,mg € M, satisfaz:
1. 1aom =m;
2. (a1 - ag)m = ay(agm);
3. (a1 + ag)m = aym & agm;
4. ar(my @& mg) = aymy B agmes.

Dado N C M ¢€ dito um A-submddulo de M se com as operagoes que fazem M um
A-mddulo ele € um A-mddulo.

Defini¢ao 1.1.2. Dizemos que M é um A-mddulo simples se M # {0y} e seus iunicos
submddulos sao {0y} e M.

Definicao 1.1.3. Sejam A um anel e M um A-mddulo. Uma sequéncia xi,...,x, de
elementos de A € dita regular em M se x1 nao é um divisor de zero em M (¥ m # Oy
em M, xy-m # 0p), para todo i = 2,...,n, temos que x; ndo € divisor de zero em
M/ < T1yeeny, Tim1 >

Exemplo 1.1.4. Todo espaco vetorial sobre um corpo K é um K-mddulo.

12



1.1. Modulos 13

Exemplo 1.1.5. Todo grupo abeliano (G,4+) é um Z-mddulo, onde o produto por escalar
pode ser definido da sequinte forma: dados n € Z,g € G, ng :== g+ ---+ g (n vezes) se
n>0,ng:=e (n=0 ee elemento neutro de G) e ng := (—g) +---+ (—g) (—n vezes) se
n < 0.

Exemplo 1.1.6. Se (A, +,-) € um anel, ele pode ser visto como A-mddulo pois (A,+)
¢ grupo abeliano e para o produto por escalar usa-se a sequnda operagao do anel -. Os
submodulos de A como A-mddulos sao os seus ideais.

Dado I C A um ideal, o anel A/I = {a+1,a € A} é um A-mddulo, onde a soma mante-
mos a primeira operacao como anel e o produto por escalar € dado por

alb+1):=(a-b)+1I.

Exemplo 1.1.7. Seja N um submddulo de um A-mddulo M. O quociente M/N = {m +
N,m € M} pode ser visto como um A-médulo, onde as operacoes sao obtidas das operagoes
de M como A-mddulo, (my+ N)+ (ma+ N) := (m1+ma)+ N ea(m+ N) := (am) + N.

Exemplo 1.1.8. Dada uma familia {N;}ica de submddulos de um A-mddulo M, obtemos
um submodulo de M da sequinte maneira:

N = {3 ,ca i, a; € Nj e a; # Opr, exceto para um nimero finito},

onde Y cn @it D icabi = icalai +b;) ead o pai =, a0,
Denotamos este A-modulo por N = @,., N;, chamado de soma direta de submddulos.
Como caso particular temos a soma direta para anéis.

Definicao 1.1.9. Sejam M e N dois A-modulos. Uma aplicacio f: M — N € dita um
homomorfismo de A-mddulos se, para quaisquer my,mo € M e a € A, as condigcoes a
sequir sao satisfeitas:

a) f(mi+mg) = f(mq) + f(ma),
b) flami) = af(mi).

Além disso, os conjuntos ker(f) = {m € M ; f(m) =0x} e Im(f) = {f(m); m €
M} sao ditos o niicleo e a tmagem do homomorfismo f, respectivamente.

Observagao 1.1.10. E fdcil ver que os conjuntos ker(f) e Im(f) sao submddulos de M
e N, respectivamente. Assim como f~1(Q) e f(P) sao submddulos de M e N respectiva-
mente, para quaisquer submaodulos P e () de M e N, respectivamente.

Definicao 1.1.11. Dados M um A-modulo e S C A um subconjunto multiplicativo fechado
(S € fechado em relagao ao produto e 1 € S) a localizagdo de M por S, denotado por
STIM ¢ definido pelo quociente do conjunto M x S com a sequinte relacio de equivaléncia:

para (ay, 81), (az,$2) € M x S, (a1, 81) ~ (az,82) < It € S| t(sea; — s1a3) =0 em M.

A localizagao do anel A por S € a localizagdo de A por S wvisto como A-mddulo, que
denotamos por STLA.

Denotando a classe de equivaléncia de (a,s) por %, definimos as operagoes de soma e
produto de maneira usual

ay i Gz  S201 + 5102 o apaz  a1az

51 59 5152 51 52 8182'

Deste modo S™*M ¢é um S~ A-mddulo.
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Notagao: Seja p um ideal primo de A. Entao S = A — p é um subconjunto multiplicativo
fechado e denotamos S™'A por A,.

Proposicao 1.1.12. O anel A é reduzido (ndo possui elementos nilpotentes nao nulos) se,
e somente se, toda localizagcao A, é um anel reduzido, com p ideal primo de A.

Demonstragao. A demonstragao pode ser vista em [I7, Lema 1]. O

Observagao 1.1.13. Se A é um dominio e S = A—{0}, entao S~ A é um corpo, chamado
de corpo de fragoes de A.

Proposigao 1.1.14. Se um anel A é um dominio entdo o a localizagdo S~ A é um dominio.

Demonstracao. Por [34, Observacao 4.1.2], a localizacao pode ser vista como subanel do
corpo de fragoes de A. Portanto segue o esperado. O]

Definicao 1.1.15. Uma A-dlgebra ¢ um anel R junto com um homomorfismo de anéis
f:A— R que é um A-mddulo onde o produto é dado por

ab = f(a)b.

Note que todo anel A pode ser visto como uma A-dlgebra tomando simplesmente f o ho-
momorfismo identidade.

Dadas R, B A-dlgebras, dizemos que uma aplicacdo ¢ : R — B € um morfismo de
A-dlgebras se, para todo a € A e x,y € R, as condi¢oes a sequir sao satisfeitas

* ¢(ax) = ad(z)
e ¢(x+y)= o)+ oy)
o ¢(ry) = d(z)p(y).

Definicao 1.1.16. Sejam A um anel comutativo, B e M A-mddulos. Uma A-derivag¢ao
de B em M € uma aplicagao d : B — M que satisfaz, para todo x,y € B, as duas sequintes
condicoes:

(1) dimz +y) = md(z) + d(y),V m € A;
(i) d(zy) = yd(z) + d(y).

Denotamos por Dera(B, M) como sendo o conjunto
Dery(B,M) :={d: B — M; d é uma A-derivac¢io de B em M}.

Exemplo 1.1.17. Seja f: R"™ — R uma aplicagdo continua e diferencidvel. A diferencial
f':R"™ — R € uma R-derivagdo. De fato, sejam x,y € R™ e m € R, por propriedades da
soma de derivadas temos que f'(mzx +y) = f'(mzx) + f'(y). Agora, pela regra da cadeia,
seque que f'(mz) + f'(y) =mf'(z) + f'(y).

Além disso, a regra do produto garante que f'(xy) = yf' (x)+zxf'(y). Portanto f é uma
R-derwagao.

Da mesma forma provamos que a derivada de uma aplicagao f : C* — C ¢ uma C-
derivagao.

Em geral, esse conceito vale para diferenciais de aplicagoes f : C* — C™ no geral e sua
prova pode ser feita de maneira andloga.
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Definicao 1.1.18. Seja A um anel graduado, ou seja, A = @nzo A, com Ay Ay C Ay,
Dizemos que M ¢ um A-mddulo graduado se M tem uma decomposicao M = ®nzo M,
com AlMJ Q Mi+j~

Cada A-moédulo M, é chamado de n-ésima componente homogénea (ou graduada)
de M, enquanto um elemento m € M, é dito homogéneo de grau n.

Exemplo 1.1.19. Seja S um subconjunto de M, com M um A-mddulo. Considere N o
conjunto de todas as somas finitas de elementos de S. Definindo em N soma e produto por
escalar como no Ezemplo N € um A-mddulo, que € chamado A-mddulo gerado
por S.

Notagao: N = (S).
Se S € um conjunto finito, dizemos que N € finitamente gerado.

Exemplo 1.1.20. Sejam M e N A-mddulos. Tome

C = {Zaz‘(%’,yi) ;a; € A, (zi,y;) € M x Nyn € ]N}>
i=1

n n

onde Zai(xi,yi) + Zbl(x“y,) = Z(ai + b)) (i, y:), comb; =04 sei>mn (aquin < m,
i=1

i=1 =1
n n n

andlogo se m < n) e aZai(xi,yi) = Z(aai)(xi,yi) = Z(aai T, aa; Y;), que € um

i=1 i=1 i=1
A-mddulo.

Agora tome D o submddulo de C' gerado pelos elementos de C da forma
(I‘ + $/73/) - (1’73/) - (x/7y)7

(ﬁ,yﬁ—y/) - (Z’,y) - (l’,y/),
(a:zc,y) _CL(CU?y)a
(x,ay) _CL(mvy)'

Sendo D um submddulo de C, podemos tomar o quociente T = C/D, que é um A-
mddulo. Dado (z,y) € M x N, denotamos sua classe em T por x ® y.

Definigao 1.1.21. O A-mdédulo T construido acima € chamado o produto tensorial de
M e N e o denotamos por M @4 N, ou simplesmente M X N.

A definicao de produto tensorial nos permite associar a um modulo M uma nova estru-
tura de algebra que sera importante mais adiante.

Defini¢ao 1.1.22. Sejam T, (M) = M Q4 -+ @4 M (n-vezes), n >0, onde To(M) = A e
T(M)=@,~,Tn(M). Para quaisquer x € T,(M) ey € T,,(M), temos @y € T ym(M),
o que torna T(M) um anel graduado, chamado dlgebra tensorial de M.

Tomando I o ideal de T'(M) gerado pelos elementos m @ m’ —m' @ m, com m,m’ € M
(que € um ideal bilateral), denotamos por Sym,(M) ou Sym(M), o quociente T(M)/I e
chamamos de dlgebra simétrica de M.
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Veremos agora as condicoes de cadeia. Para isso considere S um conjunto e “ <” uma
relacao de ordem parcial em S, ou seja, “ <7 é uma relagao reflexiva, transitiva e se, para
todo z,y € S tais que x < y e y < x, temos que x = y.

Proposicao 1.1.23. Nas condicoes descritas acima sao equivalentes as condicoes a sequir:

(a) toda sequéncia x1 < xo < ... € estaciondria,

(b) todo subconjunto nao vazio de S possui elemento maximal.

Demonstracao. Suponha que a condi¢ao (a) é verdadeira e que (b) é falsa. Se (b) é falsa,
existe um subconjunto S’ de S que nao possui elemento maximal, ou seja, para todo x; € S’
existe x;11 tal que x; < x;41. Logo, podemos formar uma sequéncia nao estacionéria, o que
contradiz a condigao (a).

A reciproca é direta. [

Exemplo 1.1.24. Sejam M um A-mdédulo e S o conjunto dos submddulos de M. Sabemos
que C € uma relagao de ordem parcial em S.

Definigao 1.1.25. Seja {M;};cn uma familia de submddulos do A-mddulo M. Uma
sequéncia My C My C ... € chamada de cadeta crescente de submodulos de M. Da
mesma forma My D My DO ... € chamada cadeta decrescente de submddulos de M.

Chamamos de tamanho ou comprimento de uma cadeia (crescente ou decrescente)
a quantidade de submddulos distintos dela. Se esta quantidade for finita, dizemos que a
cadeia € finita.

Definicao 1.1.26. Nas condicoes da definicao acima, se toda cadeia crescente de submddulos
satisfaz as condigoes (a) e (b) da Proposi¢ao[1.1.23 dizemos que M € um mddulo Noethe-
riano. Nesse caso, a condigdo (a) é chamada condi¢cao de cadeia ascendente e (b) é
chamada condicao maximal.

Agora, se toda cadeia decrescente de submddulos satisfaz as condigoes (a) e (b), entdo
dizemos que M é um mddulo Artiniano. Nesse caso, a condi¢do (a) é chamada condi¢cao
de cadeia descendente e (b) é a condicao minimal.

Se M satisfaz a condicao de cadeia ascendente e a condi¢ao de cadeia descendente
dizemos simplesmente que M satisfaz as condigoes de cadeia.

Defini¢ao 1.1.27. Um anel A € dito Noetheriano (respectivamente Artiniano) se A
visto como A-mddulo for Noetheriano (respectivamente Artiniano).

Exemplo 1.1.28. Um corpo K ¢é Noetheriano pois os tnicos ideais (submddulos como
K-mddulo) sao os triviais.

A seguir listamos dois resultados importantes sobre médulo Noetheriano, necessarios ao
desenvolvimento do trabalho, mas que omitiremos as demonstracoes.

Proposicao 1.1.29. Se M ¢é um mdodulo Noetheriano, entao todo submddulo de M € fini-
tamente gerado.

Demonstracao. A demonstragao pode ser vista em [21, Teorema 6.2.1]. L]

Dado um anel A, A[zy,...,x,] denota o anel dos polinémios nas varidveis z1,. .., x,
com coeficientes em A.
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Teorema 1.1.30. Se A é um anel Noetheriano, entio Alx| é Noetheriano. Em especial,
seque de maneira indutiva que Alzy,...,x,] é Noetheriano.

Demonstragao. A demonstracao pode ser vista em [5, Teorema 7.5]. 0

Definicao 1.1.31. Dado M um A-mddulo, uma série de composi¢cao de M ¢ uma
cadeia de submodulos de M

0=MyC---CMC--CM,=M

que € mazximal, ou seja, cada quociente M; 1/M; é um mddulo simples.

Observacao 1.1.32. Se M admite uma série de composi¢cao
O=MyC---CM;C---CM,=M

entdo, para todo i ndao existe submdodulo M’ tal que M; C M' C M;,,. De fato, caso exis-
tisse, a inclusao trivial de M’ em M;,1/M; seria submédulo de M; 1/M;, porém M; 1/ M;
¢ simples, logo M' = M; 1 ou M' = M;.

Nem todo A-médulo admite uma série de composigao (finita). O préximo resultado da
condicoes para que isso ocorra.

Proposicao 1.1.33. Um A-mddulo M tem uma série de composicao finita se, e somente
se, satisfaz as condigoes de cadeia, ou seja, M é um A-modulo Noetheriano e Artiniano.

Demonstracao. A demonstragao pode ser vista em [34, Teorema 7.2.4 (1)]. H
Outra propriedade importante é sobre o tamanho de uma série de composicao:

Proposicao 1.1.34. Se um A-mddulo admite uma série de composicao finita entdo todas
as suas séries de composicao tém o mesmo tamanho.

Demonstracao. A demonstragao pode ser vista em [34, Teorema 7.2.4 (2)]. O
Deste modo, temos bem definido o seguinte conceito:

Definicao 1.1.35. Seja M um A-mdodulo. O comprimento de M sobre A, denotado por
[a(M), é o tamanho de uma série de composi¢io de M. Quando M admite uma série
de composicao finita, dizemos que M tem comprimento finito. O comprimento de
um anel A é seu comprimento visto como A-mddulo, denotado porl4(A) ou simplesmente

I(A).
Lema 1.1.36. Sejam M, M’ e M" A-mddulos de comprimento finito e

0= ML MmL M o
uma sequéncia exata. Entao La(M) = 1a(M') + 14(M").

Demonstracao. Como a sequéncia é exata temos que I'm(f) = ker(g), portanto segue que
M" = M/Im(f). Com isso, podemos sem perda de generalidade supor que M’ C M e
M" = M/M'. Por hipdtese, M’ possui comprimento finito. Suponha que o comprimento
de M’ seja m, entao existe uma série de composicao

O=M,C--Cc M, =M (1.1)
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Temos que todo submédulo M; de M” é da forma M; /M, em que M; um submédulo
de M. Portanto, uma série de composicao de comprimento n de M” é da forma

0= My/M C---C My/M' C---C M,/M =M".

Por hipétese, g é um homomorfismo de médulos, portanto g~*(M;/M’) = M/ é um
submodulo de M. Note ainda que

“1(Wly/ M) = g7 (0) = kex(g) = Im(f) = M’ = .

Como M; C M;,y, segue que M/ = g~ (M;/M') C g~ (M1 /M') = M/, Disso e da
cadeia ([1.1)), podemos construir a cadeia a seguir

O=M)C---CM =M=M]cC---CM'=M. (1.2)

Basta mostrar que esta cadeia ¢ uma série de composigao de M, pois ela tem tamanho
n 4+ m. De fato, suponha que exista um submoédulo M # 0 de M que pode ser inserido na
cadeia ([1.2)). Existem as seguintes possibilidades:

o M! , C M C M, paraalgum i € {1,...,m};

e M/, C M cC M/, para algum i € {1,...,n}.

Se M!_, C M C M, entao M esté na cadeia de M’, o que resulta em um absurdo, pois
esta cadela ¢ uma série de composicao de M’. !
Agora se M ¢ M C MY, entdo

g(M]') € g(M) C g(M[.y) = g9 (M;/M")) € g(M') € g(g™" (Mi1/M"))

e como g ¢ sobrejetora, M/M’ C M/M' C MZH/M o que é um absurdo, pois
MO/M’ e C M o/M' = M" é uma série de composigao de M"”. Logo, segue o
esperado. O

Teorema 1.1.37. Sejam A um anel de comprimento finito e a,b € A, tais que a,b nao

dividem zero. Portanto
() = (@) (@),

Demonstracao. Considere a sequéncia

0— Ap A4, 0,
o) " (ab) " a

com f(z+ (b)) = ar+ (ab) e g(z + (ab)) = z+ (a). Vejamos que f e g estdo bem definidas.

Note que, se x+ (b) = y+ (b), entdao x —y € (b), e, portanto, existe z tal que zb = z —y.
Agora note que ax — ay = a(r — y) = a(zb) = z(ab), entdo z(ab) € (ab). Dessa forma,
segue ax + (ab) = ay + (ab), ou seja, f estd bem definida.

De forma analoga ¢é possivel mostrar que g também esta bem definida.

Além disso, é facil ver que f e g sao homomorfismos de A-mddulos. Pelo Lema [1.1.36],
basta mostrar que a sequéncia é exata.
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Mostremos primeiramente que f é injetora. De fato, dados = + (b) e y + (b) tais que
f(z+ (b)) = f(y + (b)) temos

ax + (ab) = ay + (ab) = ax —ay = kab = ax —ay —kab = a(vr —y —kb) =0 = x —y = kb.

Portanto, segue que = + (b) =y + (b), ou seja, f é injetora.

Provemos que g é sobrejetiva. Para isto, basta notar que, dado x + (a) € A/{a), com
x € A, tomando z + (ab) € A/(ab), temos g(x + (ab)) = x + (a). Com isso g é sobrejetiva.

S6 nos resta mostrar que ker(g) = I'm(f).

Seja x + (ab) € Im(f). Assim, existe y + (b) € %, tal que f(y + (b)) = x + (ab), ou
seja, ay + (ab) = x + (ab). Deste modo,

ay + (ab) = x + (ab) = x — ay € (ab) = x — ay = kab = x = (y + kb)a,

para algum k € A. Logo, g(z + (ab)) = (y + kb)a + (a) = 0+ (a), e isso prova que
Im(f) C ker(g).

Mostremos agora que ker(g) C Im(f).

Tome um elemento =+ (ab) € ker(g). Assim, g(x + (ab)) = 0, ou seja, z+ (a) = 0. Com
isso, © € (a) = x = ak, para algum k € A . Portanto f(k + (b)) = ak + (ab) = x + (ab),
ou seja, ker(g) € Im(f). Dessa forma a sequéncia é exata e, pelo lema anterior segue o
esperado. O

Definig¢ao 1.1.38. A dimensao de Krull de um anel A, que denotamos por dimg,..;(A),
¢ o supremo dos comprimentos das cadeias de seus ideais primos ordenados por inclusao
estrita.

Observacgao 1.1.39. Vimos que se A € um anel noetheriano, qualquer cadeia de ideais
¢ estactondria e, portanto finita e o comprimento do anel estd bem definido e é finito.
Porém a dimensao de Krull pode ser infinita mesmo no caso de anéis noetherianos (ver

(24, A1, Exemplo 1]) .

Exemplo 1.1.40. Um corpo tem dimensao de Krull 0. Um dominio de ideais principais

que nao € um corpo tem dimensao 1. O anel de polinomios Klxy,...,x,] tem dimensdo de
Krull n.

1.2 Conjuntos algébricos afins

O objetivo agora é mostrar como objetos algébricos e geométricos estao relacionados.
Também vemos como tais objetos podem ser usados para a criagao de novos ambientes que
propiciam corpos interessantes.

Nesta secao denotamos por K um corpo qualquer.

Definigao 1.2.1. Defina A% = {(ay,...,a,); a; € K, ¥V i}, chamado espag¢o algébrico
afim n-dimensional, ou simplesmente espago afim n-dimensional.

Exemplo 1.2.2. Dois ezemplos claros de espagos afins n-dimensionais sao R" = A} e
C" = Ag.

Dados a = (ag, . .., a,),b = (by,...,b,) € A" considere a seguinte relagio

a~bs I Ne K — {0} tal que b = Aa.
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E facil ver que ~ é uma relacao de equivaléncia. De fato, note que se a ~ b, entao existe
A€ K, com \ # 0, tal que

b:)\a:>a:§b:>b~a.

Definicao 1.2.3. O conjunto das classes de equivaléncia da relagao anterior € chamado
espaco projetivo n dimensional sobre o corpo K, denotado por P}, ou seja,

ko= (AR ={0})/ ~.

Notagao: Dado a = (ag, . ..,a,) € A% denotamos sua classe em P% por (ag : --- : a,)
e dizemos que essas sao as coordenadas homogéneas de a.

Perceba que os elementos de P podem ser interpretados como o conjunto de retas de
A’}(H que passam pela origem. Tal interpretacao é importante nao sé pela interpretacao
geométrica da relagao de equivaléncia como também ¢ a linguagem que serd usada em
alguns momentos no decorrer do texto.

Nos espagos afins podemos por meio de zeros de polinémios definir novos conjuntos.

Defini¢ao 1.2.4. Dado S C K|xy,...,x,| um subconjunto qualquer, defina
V(S)={peAk; f(p) =0,V feS}C AL
Chamamos V(S) de conjunto algébrico afim sobre K.

Exemplo 1.2.5. Seja f = 2*+y*—1 € Rlz,y|. Tomando S = {f}, temos que V(S) C A%
¢ uma circunferéncia de raio 1 com centro em (0,0).

Exemplo 1.2.6. Da mesma forma que o exemplo anterior podemos ver que S = {xy—1} C
R[z,y] nos dd V(S) uma hipérbole, S; = {y — x*} nos dd V(S;) uma pardbola, etc.

Seguem algumas propriedades deste conceito.

Proposicao 1.2.7. Sejam S C K|xy,...,x,] um ideal e {(S) o ideal gerado por S. Entao
V((5)) = V(S).

Demonstragao. Sejap € V(({S)). Entao f(p) = 0 para todo f de (S). Como S C (S) entao
f(p) =0 para todo f € S, ou seja, p € V(5).

Agora, tome p € V(S). Se f € (S), entao f = g1f1 +---+ g-fr, com g; € K[xy,..., 2]
e fieS VYi=1,...,r. Comop € V(S), para todo i, f;(p) = 0, entdao (g;fi)(p) =
9i(p) fi(p) = 9:(p).0 = 0 e, portanto, f(p) = 0. Logo, p € V((S)). O

Logo, para obter conjuntos algébricos afins consideramos exatamente os ideais do anel
de polinomios.

Proposicao 1.2.8. Sejam I,J ideais de Klzi,...,x,] e {I;} uma familia de ideais de
Klxq,...,x,). Temos que

i) ICJ=V(J)CV();
i) V(I.J) = V() UV(J);
m) ﬂz V(Ii) = V(Zz ]i)'
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Demonstracao. i) Considere p € V(.J), entdo temos f(p) = 0, para todo f € J, além disso,
como I C J, temos que f(p) = 0 para todo f € I. Portanto p € V(I), o que implica na
inclusao V(J) C V(I).

ii) Percebaque IJ C IelJ C J. Peloitem i) temos que V(1) CV(IJ)eV(J) CV(IJ),
logo V(I) UV (J) C V(L)

Seja p € V(IJ). Entao temos duas opgoes: p € V(I) ou p ¢ V(I). O primeiro caso
terfamos diretamente que V' (IJ) C V(1)U V(J), portanto nos falta verificar o segundo
Caso.

Se p ¢ V(I), entdao existe f € I tal que f(p) # 0. Tome g € J qualquer. Como
fg € 1J, devemos ter (fg)(p) = 0, ou seja, g(p) = 0 implicando p € V(J). Com isso,
V(IJ)CV(I)uV(J), o que prova a igualdade.

iii) Note que (|J; 1;) = (3>_, I;). Considere p € (), V(I;) e tome f € |J, I; qualquer, entao
existe um indice j tal que f € I}, e, como p € V/(I;), segue que f(p) =0ep e V(, L;), ou
seja, (), V(L) SV (>, L)

Agora, perceba que I; C |, I;, logo, pelo item i), temos que V(|J I;) € V(I;) para todo
indice j. Portanto V (|, I;) C (), V (i), o que prova o esperado. O

Podemos agora fazer algo analogo para um conjunto no espaco afim obtendo um con-
junto no anel de polinomios.

Definigao 1.2.9. Seja X C A% um subconjunto qualquer. Defina
I(X):={feKlzxy,...,z,]; f(p)=0,Vpe X}

E ficil ver que I(X) ¢é um ideal de K|x1,..., ], que chamamos de ideal associado
de X.

Observacgao 1.2.10. Da mesma forma que feito para V', seque que, dados X,Y dois con-
guntos algébricos afins tais que X CY temos que I1(Y') C I(X). De fato, tome f € I(Y),
entio f(p) =0 para todop € Y. Como X CY seque que f(p) = 0 para todo p € X. Logo
fel(X).

As definigoes anteriores estabelecem uma relacao entre objetos algébricos e geométricos,
como segue:

V:{SC K[xy,...,z,]; Sideal} — {conjuntos algébricos afins de A%}
S Co V(S)

I': {conjuntos algébricos afins de A%} — {5 C Klz1,...,x,]; S ideal}
X — 1(X) '

Porém nao é possivel considerar uma como a inversa da outra. Entretanto, Hilbert nos
fornece em seu famoso Teorema dos Zeros de Hilbert uma caracterizacao precisa para os
zeros de polindmios sobre um corpo algebricamente fechado. Apresentamos esse resultado
a seguir, dando uma ideia da demonstracao sé referenciando algumas informagoes.

Teorema 1.2.11. (Teorema dos Zeros de Hilbert) Sejam K um corpo algebricamente
fechado e S C Klxy,...,x,] um ideal. Entio I(V(S)) = V/S, em que /S denota o ideal
radical de S.
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Demonstra¢do. Primeiramente, note que v/S C I(V(S)). Seja f € v/S. Entdo existe r € N
tal que " € S. Com isso, dado p € V(5)

ff(p)=0= f(p)"=0= f(p) =0.

Portanto f € I(V(S)), ou seja, v/S C I(V(S)).

Mostremos agora que I(V(S)) C V/S.

Como K é Noetheriano (Exemplo [1.1.28)), pelo Teorema [1.1.30] segue que K |[z1, ...,z
é Noetheriano. Além disso, pela Proposicao @ todo ideal de K[z, ...,x,] é finitamente
gerado. Entao existem fi,..., f, tais que S = (fi,..., fr). Considere agora g € I(V(95))
qualquer e considere o corpo L = K(z1,...,x,) (o corpo de fragdes de Klzy,...,x,]).
Além disso, considere Sy ideal de K[x1,..., Ty, Tpy1] tal que So = (f1,..., fr, 9Tni1 — 1).
Denote ¢; == gxp,11 — 1.

Vamos mostrar que V(Sp) = (). Suponha por absurdo que V(Sy) # 0. Tome b € V(Sp).
Sabemos que b é da forma b = (', b,,41), com V' € A% e b, € K. Com isso, por definigdo
segue que

Li)Y=0=beV(S), Vie{l,...,r}.

Pelo fato de g € I(V(S)), temos que g(b') = 0, assim g;(b) = g(b')b,+1 —1 = —1 # 0. Logo,
como g; € Sp, entdao b ¢ V(Sp), o que é um absurdo, ou seja, V(Sg) = 0.

Em [31 Proposigao A.9] é provado que, se K é algebricamente fechado e Sy é préprio,
entao V(Sy) # . Como vimos que V(Sp) = 0 temos que Sy = Klzy,...,2,41]. Entdo,

existem aq,...,q,, 3 € K[xy,...,2,41] tais que
l=aifi + -+ afr + B8(9Tns1 — 1). (1.3)
Para cada i € {1,...,r} considere F; = f;a; € L[x,+1]. Existe algum d suficientemente

grande tal que, para cada ¢, pode-se escrever
d
o = Qo + X1 Tpt1 + 00+ Qg g,
com oy; € K[zy,...,x,) e j€{0,...,d}.

Caso g = 0, temos que g € VS, o0 que provaria o resultado, suponha entéo g # 0. Dessa
forma, podemos considerar 1/g € L.

Note que
1 1
F; <§) = (ficio + fiinTpsr + -+ + fictiazip,,) (5) =
1 1 fiw
= ficio + ficii— + -+ fiia— = —,
g g g
com u; = g? + ang? -+ iy € Kz, ..., 1)

Com isso, pela igualdade (|1.3)), temos que

g g g g

_ flul frur

A T s gl = flu e f, €8,
9 9

pois u; € Kl[x1,...,2,], para todo i € {1,...,r}. Portanto, g € v/S, o que prova o
teorema. ]
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Com este resultado, segue de maneira direta o corolario a seguir.

Corolario 1.2.12. Nas condicoes do Teorema dos Zeros de Hilbert temos que

V:{S C Klxy,...,x,]; S €ideal radical} — {conjuntos algébricos afins de A%}
S Co V(S)

I: {conguntos algébricos afins de A%} — {S C Klxy,...,2,]; S € ideal radical}
X — I(X) '
sao bijecoes, com Vt=JeJ 1=V,
Proposicao 1.2.13. Se X € um conjunto algébrico afim irredutivel, entao I(X) € primo.

Demonstracao. Primeiramente, note que se X C V(I(X)). De fato, tome p € X, entao,
para todo f € I(X) temos que f(p) = 0 e, comisso, p € V({(X)) . Portanto, X C V(I(X)).

Sejam f, g tais que fg € I(X). Entao (f){g) = (fg) C I(X). Pela Proposicao [1.2.8]
(item i) temos V(I(X)) C V({f){g)). Como X C V(I(X)), segue que

X =XnV(I(X)) cXnV({f)g) = XnV({(f)u(XNV((g)) € X,

onde a ultima igualdade segue da Proposicao m (item ii). Com isso, segue que X =
(XNV{{fHU(XNV({g))), e, pelo fato de X ser irredutivel, devemos ter X = X NV ({f))
ou X = X NV({g)). Portanto,
X CV((f) ou X CV((g)). (1.4)
Sabemos pelo Teorema dos Zeros de Hilbert que v/(f) = I(V((f))) e v/{g9) = I(V({g)))-
Logo, pela Observagao e por (1.4) temos que
Felf) SV =1V{[)) CI(X) ou g€ (g) (g9 =I1V({g)) € I(X).
O que prova que I(X) é primo. ]

Definicao 1.2.14. O anel de coordenadas de X ¢é definido como o anel quociente

Observacao 1.2.15. O anel de coordenadas K[X] possui uma estrutura de K-dlgebra via
0 homomorfismo de anéis

K —  K[X]
a — a+I(X)’

assim como K|z, ..., x,] possui uma estrutura de K-dlgebra, considerando a inclusao i :
K — Klzy,...,2,].

Vamos agora definir uma topologia em A .

Proposicao 1.2.16. O conjunto
T:={UCA%L; U=A% —-V(I), I ideal de K[z1,...,z,]}

define uma topologia em A
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Demonstragao. Primeiramente note que V(0) = A% e que ) = V/(1), entao
D=A" A" =A" —V(0)erT e Ag=A"% -0 =A" V(1) er

Portanto ), A% € 7.
Agora, tome uma familia {U;};e; C 7 tal que U; = A% — V(I;). Pelo item (iii) da
Proposigao [I.2.§ temos

Uui =A%k - VL) =Ax - (\VI) = A% = V(D _ L),

iel iel iel iel
em que a segunda igualdade segue pelas leis de Morgan. Agora, pelo item (ii) da mesma
proposicao segue que

m m

N0 = A% = V) = &% — Vi) = A% — V(T .. 1)

i=1 i=1
com a segunda igualdade ocorrendo novamente pelas leis de Morgan. O]

Com isso, 7 é uma topologia em A%, com U; sendo os abertos dessa topologia e V(U;)
os fechados, chamada de Topologia de Zariski.

A partir de agora nesta secao vamos considerar X um conjunto algébrico afim com a
topologia de Zariski induzida, ou seja, os abertos de X serao da forma X NU;, com U; € 7.

Definicao 1.2.17. Seja X um espaco topoldgico. Definimos a dimensao de X como
o supremo do conjunto dos inteiros nao negativos m para 0s quais exriste uma cadeia de
fechados irredutiveis Zy C Z1 C -+ € Z,, de X. Vamos denotar este supremo como dim X .

A dimensao de um conjunto algébrico afim € a sua dimensdo como espaco topoldgico,
com a topologia de Zariski.

Teorema 1.2.18. Se X C A’ € um conjunto algébrico afim, entio K[X] tem dimensdo
de Krull finita e dim X = dimg,. K[X] < n.

Demonstracao. Considere a projegao 7 : Klxy,...,x,] — K[X] que leva F — F + [(X).
Sabendo que a projegao 7 é sobrejetiva, temos dim gy K[X| < dimgpy K21, ..., 2,] = n.

Seja A o conjunto dos inteiros nao-negativos tais que dim X = sup A e seja B o conjunto
de inteiros nao-negativos tais que dim .. K[X] = sup B.

1. Afirmamos que r < dimg,.; K[X], Vr € A. De fato, seja r € A. Entao, existe uma
cadeia de fechados irredutiveis

o S-S 2, CX

de X. Assim, pela Observacao [1.2.10] ideal induzido por um conjunto algébrico afim
produz uma cadeia

I(X) C 1) € I(Zy 1) G - € 1(Z)

de ideais de K{z1,...,x,] que contém I(X). Deste modo, no anel quociente K[X| =
Klxq,..., 2,

1(X)

, temos uma cadeia de ideais primos
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1Z) 1Z) o 1(Z)
I(x) =

I(Zy)
I(X)

de K[X]. Logo, r <1 < ) < dimg, K[X] e, com isso, dim X < dim g,y K[X].

2. Afirmamos que s < dim X, Vs € B. De fato, seja s € B. Entao existe uma cadeia de
ideais primos

RCPC---CP=P

=

de K[X]. Para cada i € {0,1,...,s} podemos escrever P, = %, onde Q; é um
ideal primo de K|x1,..., 2, que contém I(X). As inclusdes acima e as propriedades

classicas da projecao quociente 7 implicam que

I(X)CQo G Qi & S Qs

pois as inclusoes sao mantidas ao aplicarmos a imagem inversa da projecao quociente,
porém a imagem inversa dessa projecao quociente é o ();.

Pela Proposi¢ao temos
VI(Qs) & - S V(Q) CVI(X)) =X,

que é uma cadeia de fechados de X e como cada Q); é primo, entao V' (Q;) é irredutivel
(Corolario . Portanto, temos uma cadeia de fechados irredutiveis de X, entao
temos s inclusoes, e pela definicao da dimensao, obtemos que s < dim X e disso segue
que dimg K[X] = sup B < dim X. Portanto, dim X = dim g,y K[X].

m
Corolario 1.2.19. Se dim X =n — 1 entdo I(X) = (f).
Definicao 1.2.20. Uma funcao f : X — K ¢é chamada polinomial se existir F' €
K [zy,...,2,] tal que f(p) = F(p), Vpe X.
Observacao 1.2.21. Com as operacoes de soma, produto e produto por escalar em K

usuais, claramente K[X|:={f: X — K | f € fung¢ao polinomial} é uma K-dlgebra.

Proposicao 1.2.22. K[X] e IN([X] sao isomorfos como K-dlgebras.

Demonstracao. Considere a aplicagao

v: Klxy,...,z,] — K[X]
F = X — K
p = Fp)

Podemos ver facilmente que ¢ é um homomorfismo de anéis.

Diretamente da definicao de fungao polinomial temos que ¢ ¢é sobrejetiva.

Agora, dado F € keryp, entdo ¢(F) = 0, ou seja, F(p) = 0,V p € X, mostrando
que kero C I(X). Para mostrar que I(X) C ker g, tomamos 7" € I(X), logo, T'(p) =
0,V p € X e entao temos que T é a funcao nula, concluindo que T estd em ker . Assim
ker p = I(X).

Pelo Teorema dos Isomorfismo (de anéis), temos o seguinte isomorfismo de anéis
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7 K[X] =Kol g(x]

I(X) R
F+1(X) = F: X — K
p = Fp)
que podemos ver facilmente que é um isomorfismo K-algebras. O

A partir desse resultado, podemos ver os elementos de K[X] como elementos de K[X].

Definicao 1.2.23. Um conjunto algébrico afim X € dito uma variedade algébrica afim
se X for irredutivel, ou seja, X mao pode ser escrito como a unido de dois conjuntos
algébricos afins proprios.

No que segue, as variedades algébricas afins sao denotadas por V ao invés de X.

Primeiramente, lembramos que se estamos com V um conjunto algébrico afim irre-

dutivel, entdo temos que I(V) é um ideal primo de K|zy,...,z,] (Proposicao [1.2.13)) e,
. _ Klz1,...,xn] 2 s . ~

com isso, K[V] = oy - ¢ um dominio e podemos considerar seu corpo de fragoes,

denotado por K(V) (Observagao [1.1.13).
Assim um elemento de K (V') é da forma g = {(h, k) € K|[VIx(K[V])*| (f,g9) ~ (h,k)},

onde (f,g) ~ (h,k) < f.k=g.hem K[V].
Agora vamos definir um importante anel associado ao corpo de fracoes do anel de

coordenadas de uma variedade algébrica afim.
Para p um ponto de uma variedade algébrica afim V', denotamos

Ovy = {35 9.h € KIV), hip) £0} C (V).

que com as operagoes anteriores é um anel.
E facil mostrar que seu tnico ideal maximal é

myy = {:9,h € K[V, 9(p) = 0,h(p) # 0}

Definicao 1.2.24. Chamamos Oy, de anel local de V' em p.

Definicao 1.2.25. Para cada aberto U de V', defina

ﬁv(U) = ﬂ ﬁ\/’p,

peU

que € um anel e recebe o nome de anel de fungoes regulares, onde seus elementos sao
chamados de fungoes regulares em U.

Vejamos agora uma outra definicao para funcoes regulares, que mostramos na sequéncia

ser equivalente a anterior, lembrando que K[V] e e K[V] sao isomorfos como K-algebras.

Definicao 1.2.26. Seja U um aberto de V. Uma aplicagio ¢ : U — K € chamada
regular em p € U se houwver uma vizinhangca W de p em U tal que haja polinomios
f,g9 € Klzy,...,2,] com g(q) # 0 e ¢(q) = % para todos os ¢ € W. Dizemos que ¢ €
regular em U, se for reqular em todos os pontos em U.
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Lema 1.2.27. As Definicoes|1.2.25 e |1.2.20 sdo equivalentes.

Demonstracao. E claro que um elemento do anel de fungoes regulares em U determina uma
fungdo regular no sentido da Definigao [1.2.26]

Por outro lado, tomemos ¢ : U — A uma fungao regular no sentido da Definicao
1.2.26{. Seja p € U um ponto qualquer, entdo existem polinomios f, g tais que g(q) # 0

e ¢(q) = % para todos os pontos ¢ em alguma vizinhanca W de p. Afirmamos que

% € K(V) é o elemento no anel das funcoes regulares que buscamos.
Na verdade, tudo o que temos a mostrar é que este elemento nao depende das escolhas
que nos fizemos. Entdo seja p’ € U outro ponto (ndo necessariamente distinto de p),

e suponha que existem polindémios f’,¢" tal que 5 = ]gc—: para alguma vizinhanca W’ de
p. Entao fg = gf em W N W’ é denso em V (ver [I0, Observagao 1.3.17]), ou seja,
fg' —gf € I(V). Portanto L = L e K(V). O

Definicao 1.2.28. Sejam Vi e V5 wvariedades algébricas afins. Uma aplicagcao continua
p Vi — V4 € dita um morfismo se para todo aberto U C V5 e toda func¢ao reqular

[ € 6, (U), a composta 9*(f) = [ o lurw) ¢ regular, ou seja, 5*(f) € O (v H(U)).

Exemplo 1.2.29. A aplicacdo identidade € um morfismo de variedades algébricas afins,
pois dada id : V — V', V wariedade algébrica afim, temos id*(f) = foid|ly = foid = f.

Se [ € regular, entao id*(f) € regular.

1.3 Categorias

O intuito desta se¢ao é apresentar brevemente o conceito de teoria de categorias com o
objetivo de introduzir a linguagem que aparecera em alguns momentos durante o decorrer
do texto.

Definicao 1.3.1. Uma categoria C' consiste dos sequintes itens:

1. Uma classe de objetos, denotada por ob(C');

2. Para cada dois objetos X, Y € ob(C') existe um conjunto Morf.(X,Y') cujos elementos
sao chamados de morfismos ou C-morfismos de X em Y. Um elemento f €
Morfo(X,Y) € denotado por f : X —Y;

3. Dados X,Y,Z quaisquer de ob(C') existe uma operagdo
o: Morfo(X,Y) x Morf.(Y,Z) — Morf.(X, Z)

(f,9)—>gof

chamada composi¢cao e tal operagao € associativa, e, eriste o morfismo identi-
dade idx € Morf.(X, X) tal que, dado f € Morfo(X,Y) e g € Morf.(Y,X), temos
tdyog=ge foidy = f.

Exemplo 1.3.2. e C' composto por conjuntos e Morfo(X,Y) o conjunto das fun¢oes
de X emY junto da composi¢ao usual de funcoes é conhecida como categoria dos
conjuntos;

e Da mesma forma tomando T espagos topoldgicos e Morf.(X,Y') fungoes continuas;
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o Anéis e morfismos de anéis também formam categorias.

Definicao 1.3.3. Sejam C e D categorias. Um funtor covariante (respectivamente
contravariante) % : C — D € uma aplicagcdo que:

e Cada X € 0b(C) € associado a um iunico F(X) € ob(D);

e Cada morfismo f : X — Y, com X,Y € 0b(C) € associado a um unico morfismo
F(f): F(X)— F(Y) (respectivamente F (f) : F(Y) = F(X)).

Ainda, para cada funtor ¥ as condicoes

o F(idx) = idz(x), para todo objeto X da categoria C;
P

ara todo X,Y,Z € ob(C), f: X =Y eg:Y — Z morfismos, temos F(f og) =
F(g) o Z(f) (respectivamente F(f og) = F(f) o .F(g)).

Perceba que nesse caso um funtor pode ser interpretado como uma ”funcao”entre ca-
tegorias, dessa forma, oferece uma forma de alternar entre as categorias que existem um
funtor entre elas.

Exemplo 1.3.4. (175 ) Categoria de um espago topolégico X associado a sua to-
pologia 7x:

Seja X um espago topologico. Considere Tx a topologia em X. Seja 7% tal que os
objetos de 7% sao os elementos de Tx e para cada U,V € Tx, temos que

iy : U — V (inclusao), seU CV

morr (U, V) = { 0 (aplicagao nula), seU 'V

com a composi¢ao usual de fungoes. Concluindo que 7% é uma categoria. Agora, tendo
a no¢do da categoria que definimos acima, podemos definir pré-feixes.



Capitulo 2

Generalizacao do caso afim

Este capitulo visa inicialmente introduzir e desenvolver o conceito de esquemas, que
ampliam a nocao de variedade algébrica afim. Para isso, o conceito de feixes é fundamental.

Na sequéncia sao apresentadas as variedades algébricas, ou simplesmente variedades,
um tipo especifico de esquema que permite ambientes com propriedades importantes para
o que ¢ desenvolvido no trabalho. Dentre as ferramentas neste contexto estao os fibrados
vetoriais, que sao variedades munidas de um morfismo especial.

Com todas essas ferramentas podemos entao definir divisores de Cartier, objetos defi-
nidos por meio de feixes de esquemas e que serao objetos fundamentais na continuidade do
trabalho.

Por fim, a ultima secao se dedica a construir esquemas nao somente a partir de anéis,
mas também a partir de um feixe qualquer, e, a partir deles, construir o blow-up de um
esquema ao longo de um subesquema fechado que garante um ambiente mais adequado de
se trabalhar em algumas situacoes.

Assim como no capitulo anterior, descrevemos somente o necessario para o entendimento
do trabalho, fixando notagoes e algumas demonstragoes sao omitidas.

Nesse capitulo A continua sendo um anel comutativo com unidade e X é um espaco
topoldgico.

As referéncias para este capitulo sao [I1], [I5] e [32].

2.1 Feixes

O objetivo desta secao é definir estruturas que nos permitem, a partir de informacgoes
locais de um espaco topoldgico, obter suas informacoes globais.

Definicao 2.1.1. Seja % uma colegdo de abertos de X. Um pré-feixe F de anéis (res-
pectivamente grupos, modulos, A-dlgebras, ...) em X, é uma familia F = {F(U)}yew,
indexados pelos abertos de X, tal que, para cada par de abertos U' C U € dado um homomor-
fismo de anéis (respectivamente grupos, mddulos, A-dlgebras, ...) pyy = F(U) — F(U')
que satisfaz:

i) puu € a aplicacao identidade para todo U;

it) Para toda inclusio U CV C W de conjuntos abertos, temos que

Pv,U © PWyV = PW,U-

29
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Cada aplicagio pyy « F (V) — F(U) é chamada aplicagdo de restrigao e os ele-
mentos de F(U) sao chamados de se¢oes de .F sobre U.

Notacao: Para s € .Z(V), usamos sy ou s|y para denotar py(s). Chamamos {sy}y de
secao de .Z se sy € Z#(U), para todo U.
Em alguns momentos podemos denotar .% (U) por I'(U, %).

Exemplo 2.1.2. Seja X = R. Defina F(U) :={f:U — R; f € limitada}, com U aberto
de R. Com as operagoes usuais de soma e multiplicagao de fungoes reais, temos que F (U)
¢ um anel para todo aberto U C R.

Agora, dado V- C U, tome pyy(f) = flv a restrigio usual de fungoes, que satisfaz as
condigoes i) e ii) da defini¢ao de pré-feizes. Portanto, {F(U)}ucr definem um pré-feize
de anéis em R.

Definigao 2.1.3. Um feixe .7 de anéis (respectivamente grupos, mddulos, A-dlgebras, ...)
em X € um pré-feize de anéis (respectivamente grupos, mddulos, A-dlgebras, ...) em X
que satisfaz:

iii) Para todo aberto U e para toda cobertura aberta {V;} de U, comV; C U, se s € F(U)
é tal que sy, = 0 para todo i, entao s = 0;

w) Para quaisquer abertos U,V e secoesr € F(U) e s € F(V), se runy = Suny, entao
eriste t € Z(UUYV) tal que ty =1 ety = s.

A partir de um feixe de anéis podemos definir um feixe de médulos.

Definicao 2.1.4. Seja .F um feize de anéis em X. Um feixe de . -maodulos é um feize
de modulos G em X, tal que

i) para cada aberto U C X, 4 (U) é um F (U)-mddulo;
ii) para todos U' C U abertos de X, s1,50 € 9(U) e A € F(U) temos
PU,U'(S1 + 82) = PU,U'(Sl) + PU,U'(S2) € PU,U'()\Sl) = P/U,U/(/\)PU,Uf(Sl);
onde pyy e p’U7U, sao as aplicagoes de restricao de G e F, respectivamente.

Exemplo 2.1.5. Dado F um feize de anéis (respectivamente grupos, mddulos, A-dlgebras,
...) em X, com aplicagoes de restri¢io pyy (U C U abertos de X ), podemos considerar
um feize F" de anéis (respectivamente grupos, mddulos, A-dlgebras, ...) em X dado por

FU) =P Zi(U), U € aberto de X, F(U) = F(U), Vi € {1,...,n}
=1

e aplicagoes de restricio pyy @ F(U) © - @& F(U) - FU') @ - @ F(U') tal que
Pu (81, 80) = (pupr(s1), - HOUU’(Sn))

Podemos também definir feixes por meio de categorias, como veremos na observagao a
seguir.
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Observacao 2.1.6. De maneira geral, € possivel definir feixes e pré-feizes utilizando ca-
tegorias e funtores. Considere a categoria Ty do Exemplo [1.5.4) e seja € uma catego-
ria qualquer. Um pré-feixe de elementos em € sobre X € um funtor contravariante
F 1% — € tal que para cada par de abertos V.U em X, com V C U, a imagem do
morfismo iyy 1V — U pelo funtor .# denotada por

puyv : FU) = F(V)
cumpre as condig¢oes:
i) Se U ¢ uma aberto de X, entao puy = idzw);
ii) Se W,V,U sao abertos de X, com W CV C U, entio puw = pv.w © pu.v-

Agora, um feixze de elementos em € sobre X é um pré-feive F : 7% — € tal que, para

toda cole¢ao {U;}ier de abertos em X e U = J,.; U; temos que

1) (Injetividade) Para todos f,g € F(U) tais que puu,(f) = puu,(g) para todo i € I,
tem-se f = g;

2) (Colagem) Para cada elemento (f;)ier € e F (U;) tal que

pu.vinu; (fi) = pu,vino, (f;),V i, €1
existe f € F(U) tal que pyy, = fi, para todo i € 1.

A partir deste momento vamos considerar pré-feixes e feixes de anéis, a nao ser que
especificado.

Note que, todo feixe é um pré-feixe, porém espera-se que nem todo pré-feixe seja feixe.
O exemplo a seguir nos mostrara isto.

Exemplo 2.1.7. O pré-feize do Exemplo ndo € feize. De fato, tome f(z) = x a
fungao identidade e tome U; = {x € R ; |z| < i} C R, comi € N. A funcio f; = fl|u, €
limitada em U; para todo i € IN.

Se ezistisse s € F(R) tal que sy, = fi, entio s(x) = x = Id(z), para todo x € R.
Porém f = Id nao € limitada em R, contrariando o item iv) da defini¢ao de feizes.

A seguir alguns exemplos de feixes.

Exemplo 2.1.8. Seja X = R". Para cada aberto U C R", tome
FU)={f:U—R";f € continua},

que com as operagoes usuais forma um anel. Além disso, se tomarmos pyy dada por
puv(f) = flv a restri¢io trivial, vemos claramente que .F € um pré-feivze em R"™. O fato
das fungoes em F (U) serem continuas, implicam na existéncia das fungoes que satisfazem
as condigoes iii) e iv) da definicao de feize. FEste feize é chamado feixe das fungoes
continuas em X.

Da mesma forma, podemos definir o feixe das funcoes holomorfas em C", que de-
notamos por Ocgn ou O,, e das fungoes meromorfas em C", que denotamos por #,,.

As mesmas defini¢oes podem ser aplicadas se X € uma variedade algébrica afim real ou
complexa em vez de apenas R™ ou C".
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Exemplo 2.1.9. Seja X C A% uwma variedade algébrica afim. Para cada aberto U C X
considere o anel Ox(U) de fungoes requlares em U (Definicoes|1.2.25 ou|1.2.26)).

Dados U,U" com U C U e p € Ox(U'), com ¢ : U — K, podemos tomar pyy: :
Ox(U) = Ox(U') dada por p(p) = ¢lpr € Ox(U’). Chamamos esse feize de feixe das
funcgoes regulares ou feixe estrutural de X.

Denotamos por 0% tal que O%(U) = Ox(U) - fung¢do nula, para todo aberto U C X.

Definicao 2.1.10. Sejam % e 4 feixes em X. Dizemos que 4 é um subfeixe de ¥ se
G(U) C F(U), para todo aberto U de X e as aplicagies de restri¢io de G sao restrigoes

das aplicagoes de restricao de .F. Um subfeize & de um feixe F# €é chamado feixe de
tdeais se S (U) é um ideal de F(U), para todo aberto U de X.

A seguir vemos uma forma de relacionar feixes em um espago topolégico em comum.

Definicao 2.1.11. Sejam & e .F feizes em X. Um morfismo de feixes [ : & — G €
uma cole¢ao de homomorfismos

{fv: FU)— 4 (U), U aberto de X}

tal que, para todo par de abertos U,U" de X com U C U, os diagramas
FU)~9(U)

pU,U’j LVU,U’
F ) I qgur)

comutam, onde pyy e Yuur sao as aplicagoes de restricio pyy @ F(U) — F(U') e
Yo 9 (U) = 4 (U'), respectivamente.

Ressaltamos que a definicao anterior considera feixes em X na mesma categoria. Em
particular, quando temos um feixe ¢ de .%-médulos em X e como todo feixe de anéis pode
ser visto como um feixe de médulos, podemos considerar um morfismo entre ¢4 e .% ou .#".

Nomenclatura:

e f é sobrejetivo ou epimorfismo se f;; é sobrejetivo para todo U C X aberto;
e f é injetivo ou monomorfismo se fi; ¢ injetivo para todo U C X aberto;

e f ¢é bijetivo ou isomorfismo se fy; é bijetivo para todo U C X aberto.

Exemplo 2.1.12. Seja f: & — F um morfismo de feizes. Considere cole¢do
ker(f) = {ker(f)(U), U aberto de X}, onde ker(f)(U) = ker fy € &(U).

Para abertos U' C U, a aplicagao de restrigao pyyr associada a esta colegdo € a restri¢ao
da aplicagdo de restri¢io pyy do feize &, ou seja, para s € ker(f)(U), puu(s) := puu(s) €
ker(f)(U"), formando um subfeize de &.

Através de aplicacoes continuas, podemos obter um feixe a partir de outro.
Nas préximas definicoes . é um feixe em X.



2.1. Feixes 33

Definicao 2.1.13. Seja f : X — Y wma aplicacao continua de espagos topoldgicos. Defina
o feixe chamado imagem direta de ¥ por f, denotado por f..%#, o feize em Y onde
[ ZFU) = F(f 1)), em que U CY € um aberto qualquer e as aplicagoes de restri¢io
puur sdo as aplicagoes de restricao pyy do feive F, onde V. = f~HU) e V' = f~Y(U"),
que sao abertos de X pois f € continua.

Definigcao 2.1.14. Seja U um aberto de X com a topologia induzida de X. Considere a
aplicagao de inclusao i : U — X, denotamos por F |y a imagem direta de F por i, ou seja,
Flv = i.#. Chamamos ¥ |y de feixe restricdao de F em U.

Com o intuito de entender o comportamento de um feixe em torno de um determinado
ponto, vamos considerar a seguinte relagao, que é uma relacao de equivaléncia.

Seja . um feixe em X e p € X. Para (U, s) e (V,t) com U e V abertos de X contendo
pseFU)ete F(V),

(U,s) ~ (V,t) & Jum aberto W CU NV com p € W, tal que sy = ty.

Definicao 2.1.15. O conjunto de todas as classes da relacao anterior € chamado stalk de
F em p e o denotamos por F,. Um elemento (U, s|, de #, é chamado germe em p.

Definicao 2.1.16. Chamamos de suporte de .¥ o conjunto
supp(F) ={x € X ; F, # 0}.

Observacao 2.1.17. Se .% ¢ um feixze de grupos abelianos em X e p € X, entdo podemos
munir o stalk #, com uma estrutura de grupos abelianos da sequinte forma:
Dados [U, s, e [V, t], dois elementos em #,, definimos a operag¢ao

U, sl + [V, t], := [UNV, puoav(s) + pvoav(t)]p-

O elemento neutro € [X,0],, e o elemento oposto de [U,s], é [U,—sl,. Além disso, se
F for um feize de anéis, podemos definir a multiplicacao de forma andloga

[U, S]p . [V» t]p = [U N V7,0U,Umv(3> . pV,UﬁV(t)]p:

onde o elemento neutro € [X,1],, tornando %, um anel.

Para cada x € X e U aberto contendo z, temos o seguinte homomorfismo p¥ : Z(U) —
F., com pY(s) = [U, s],.

Proposigao 2.1.18. Se .F ¢é um feize em X e pY(s) = pY(t) para todo x € U, com
s,t € F(U), entao s =t.

Demonstragio. Sendo pY(s) = pY(t), entao
U, sl =[U,t]l, = (U,s) ~ (Ut) =3I W C U aberto,x € W | sy = tw = sy —tw = 0.
Agora, como .# é um feixe, segue que s —t = 0, ou seja, s = t. O]

A proposigao acima nos mostra que os elementos de .#(U) de um feixe .# podem ser
especificados como uma famfilia de germes {s, € .7, }.cv.
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Proposicao 2.1.19. Seja . um feize em X. Para todo U C X aberto, a aplicacao
ﬁ(U) — erngx

S = ([U7 S}I)CEEU
¢ injetiva.

Demonstragao. Suponha por absurdo que existam s, s’ € % (U) que sao levados ao mesmo
elemento em cada stalk .%,, para todo x. Portanto, para todo x € U existe uma vizinhanca
V, C U de z tal que s|y, = §'|y,. Com isso, como isso ocorre para todo x € U, existe uma
cobertura aberta {V, },cy de U. Logo, pela condigao (iv) da definigdo de feixes, segue que
s =g H

Observagao 2.1.20. Sejam [ : . F — 4 um morfismo de feizes em X e p € X um ponto.
Podemos induzir uma aplicacao f, entre os stalks, chamada morfismo nos stalks, dada
por

fp: Fp— %9,

Fo(U, slp) = [U, fu(s)lp,

com s € F(U) e|U,s], € ., uma classe. E ficil ver que f, estd bem definida e que é um
homomorfismo de anéis.

Notacao: Sabendo que s € .#(U), podemos simplesmente denotar a classe [U, s}, por [s].

Proposigao 2.1.21. Seja f : & — % um morfismo de feixes em X. Entdo

1. f € injetivo se, e somente se, a aplicacao induzida f, : &, — F, € injetiva para o0s
stalks em todos os pontos p.

2. [ € sobrejetivo se, e somente se, a aplicagao induzida f, : &, = F, € sobrejetiva para
0s stalks em todos os pontos p.

, . L . _ P
3. f € um isomorfismo se, e somente se, a aplicagao induzida f, : &, — F, € um
isomorfismo para os stalks em todos os pontos p.

Demonstracao. 1. Suponhamos que f ¢é injetora.

Seja s € &(U). Se [s] € ker(f,), entao f,([s]) = [0] € .%,. Como f,([s]) = [fp(s)], temos
[fp(s)] = [0] e, com isso, existe V' C U, f,(s)|v = 0. Portanto, fi(s) = 0 e fy é injetora,
pois f é injetora. Disso segue que sy = 0, implicando que [s] = [0]. Portanto f, é injetora.

Reciprocamente, suponhamos que f, ¢ injetiva para todo ponto p. Tomemos uma secao
se &(U). Se s € ker(f), entdo f(s) =0€ .Z#(U) e, para cada ponto p € U, [f(s)] = [0] €
7

Uma vez que f, é injetiva, isso implica que [s] = [0] € &,, ou seja, existe um subconjunto
aberto U, com p € U, tal que s|y, = 0 € &(U,). Aplicando a propriedade de colagem a
cobertura aberta {U,} de U, concluimos que s =0 € &(U).

2. Suponhamos que f ¢ sobrejetora, mostremos que f, também é sobrejetora.

Seja [s] € .#,. Entao significa que s € .#(U) onde U é um aberto de X contendo p.
Sendo f é sobrejetora, entao fy : &(U) — % (U) é sobrejetora. Portanto como s € % (U)
entdo existe r € &(U) tal que fy(r) =s.

Deste modo, f,([r]) = [fu(r)] = [s], como queriamos.
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Agora seja U um aberto de X. Mostremos que fy : &(U) — % (U) é sobrejetora. Tome
s € Z(U), entdo [s] € Fp para algum p. Como f, é sobrejetora, existe [r] € &, tal que
fp([r]) = [s], ou seja, [fu(r)] = [s]. Logo, existe uma vizinhanga U, de p, com U, C U tal
que fy(r)U, = sy,. Aplicando a propriedade de colagem a cobertura aberta {U,} de U,
concluimos que fy(r) = s.

3. E combinagao dos itens 1 e 2. O

Agora vamos relacionar o stalk do feixe das fungoes regulares 0'x em um ponto p, (Ox),,
com o anel local Ox, (Definicao |1.2.24)).

Proposicao 2.1.22. (Ox), e Ox, sao isomorfos.

Demonstragao. Lembre que, por definigdo, Ox(U) C Ox, C K(X) para todo p € U
(U C X é um aberto).
Mostremos que a aplicagao

L (ﬁX)p — ﬁva
[s] =S

estd bem definida, e é bijetora, pois da maneira que tomamos, é facil ver que é homomor-
fismo. Dado um par (U,s), com p € U e s € Ox(U), vemos que s € Ox, determina um
elemento do anel local. Se tivermos outro par (U’,s') equivalente, entdo s e s’ coincidem
em algum V com p € V. C UNU’ por definigao, entao elas determinam o mesmo elemento
em Ox (V) e, portanto, em Oy ,. Com isso, mostramos que esta bem definida e ¢é injetora.

Por outro lado, se s € Ox, é um elemento do anel local, nés podemos escreve-la como
s =y onde f, g sdo polinomios tais que g(p) # 0. Entao deve existir uma vizinhanga U de
p onde g é diferente de 0, e, portanto, (U, s) definem um elemento no stalk de Oy em p. E
assim, é sobrejetora, portanto, um isomorfismo. O

A partir de agora vamos denotar por Oy, o stalk de Ox em p. Em geral, dado um feixe
Fx em X denotamos seu stalk em p por Fx,,.

Definicao 2.1.23. Sejam X um espaco topologico, Y C X subespaco de X e Fx um feize
de anéis em X. Defina

yX,Y = m ﬁx,p,

peY

que € um anel.

Lembremos pelo Exemplo que nem todo pré-feixe é um feixe. Porém, dado um
pré-feixe qualquer, segue uma forma de construir um feixe a partir dele.

Seja .# um pré-feixe em X. Para cada aberto U C X, considere
F(U) :={(53) €My T, ; IWCU ,z€W , t e FW)|YweW, s, =t,}.

Seja 7 : Z(U) — Z(V), V C U, dado pela projecao trivial de e %y — ey Zy.
Pela estrutura de pré-feixe de .# e tomando 7 como aplicagao de restri¢ao pode-se verificar
que # é um feixe.

Definigao 2.1.24. O feize F construido ¢ chamado feize associado ao pré-feive F .

Com isso, podemos definir o feixe a seguir.
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O"

Sl%

Definigao 2.1.25. Seja ¥ um subfeize de um feize # em X. O feixze quociente = ¢ o
feize associado ao pré-feize dado pela colegao {‘?(U) UCX aberto} e com aplicacoes de

restrigao induzidas ao quociente, py; ., que fazem o diagrama

7(0)
Py U’\ -
v’ F(U')
y(U/> _— (U7

comutar, onde pyyr sao as aplicagoes de restrigao de F e my, Ty as projegoes quociente

de F(U) e F(U') nos quocientes ]E(Ujg e igg:g, respectivamente.

Seja 4 um feixe de #-mddulos em X. Como para todo aberto U, ¢4 (U) é um .7 (U)-
médulo, entdo podemos considerar Sym gz (9(U)) (Definicao |1.1.22).  Denote por
Sym 59 (U) = Sym zn¥(U), que definem um pré-feixe Sym ;% em X.

Definicao 2.1.26. Chamamos de feixe das dlgebras simétricas de X com relacao a
G o feize associado ao pré-feive Sym ;9 .

Definicao 2.1.27. Sejam % um feixe de anéis em X e 4G um feize de ¥ -mddulos em X.

a) 9 é dito livre de posto r se 4 ¢ isomorfo F'.

b) & é dito localmente livre de posto r se X pode ser coberto por abertos U tal que
G|y é um feize livre de posto .

c) 9 € coerente com X e ¥ se

(i) todo p € X possui uma vizinhan¢a aberta U C X tal que eziste um morfismo
sobrejetivo F"|y — 9|v para algum natural n. Quando isso acontece dizemos que 4 é do
tipo finito sobre 7 ;

(u) para todo aberto U C X, qualquer natural n e qualquer morfismo ¢ : F"|y — 9|v
de F-maodulos, o ker ¢ € do tipo finito.

Proposicao 2.1.28. Se ¥ € coerente com X e F entao Supp(¥) é um subconjunto fechado
de X.

Demonstracao. Pode ser vista em [12, A.7 Fato 1] O

2.2 Esquemas

Esta secao aborda a nocao de esquema, onde entendemos como esquemas estendem os
conceitos desenvolvidos anteriormente no caso de conjuntos algébricos afins.

Definicao 2.2.1. Chamamos de espectro de A e denotamos por Spec A o conjunto de
todos os ideais primos de A, ou seja,

Spec A= {p C A; p ideal primo}.

Os ideais primos de A sdo chamados pontos do Spec A.

Observacao 2.2.2. Dado f : A — B um homomorfismo de anéis qualquer € possivel
induzir um morfismo entre f': Spec B — Spec A. De fato, basta tomar f'(p) = f~(p),
com p C B ideal primo. Nesse caso dizemos que [’ € induzido por f.
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A seguir definimos estruturas analogas ao caso afim.
Definigao 2.2.3. Seja S C A um subconjunto qualquer. Definimos
V(S):={p €SpecA; S Cp}.
Observagao 2.2.4. Analogamente ao feito no caso de conjuntos algébricos afins, temos
que V(S) = V({S)),
Desse modo podemos sempre considerar S como sendo um ideal de A.

Definigao 2.2.5. Seja X C Spec(A), definimos

I(X):=()»

peX

Vamos enunciar a seguir algumas propriedades envolvendo esses conceitos omitindo a
demonstracao, que segue de maneira analoga ao caso afim.

Proposicao 2.2.6. As sequintes afirmacoes sao verdadeiras:

(1) Se a,b C A sao ideais, entao V(ab) = V(a) U V(b). Em particular, dados
ag, A1, ..., 0y, ideais de A, entdao V(apay ... a,) = V(ag) UV (ay)U---UV(ay);

(2) Se {ar}ren € uma familia de ideais de A, entao V(3 _\cp 0x) = [aep V(a2);
(3) Se a,b C A sao ideais e a C b, entio V(b) C V(a);
(4) Se X, Y C Spec(A) e X C Y, entio I(Y) C I(X);
(5) Se X, Y C Spec(A), entao (X UY) =1(X)NI(Y);
(6) (Teorema dos Zeros de Hilbert) Para todo ideal a de A, vale I(V(a)) = v/a;
(7) V(A) =0 e V({(0)) = Spec A.

Corolario 2.2.7. V(a) = V(y/a), V a ideal de A.

Demonstragdo. De fato, como a C +/a, pelo item (3) da Proposi¢ao temos V(v/a) C
V(a). Para mostrar que V(a) C V(y/a) utilizamos duas propriedades de radical de um
ideal, que somente indicaremos a referéncia.

Tome p € V(a). Logo, p é um ideal primo que contém a. Por propriedade (ver [5]
Proposigao 1.14]) /a = ﬂva q, com q ideal primo. Deste modo,

Va=(lac(la=vpr=r

aCq pCq

onde a tltima igualdade segue de propriedade de radical de um ideal primo (ver [5, Pro-
posigao 1.13]). Assim, p = v/a C V(y/a), o que prova o resultado. O

Observagao 2.2.8. Com os itens (1), (2) e (7) anteriores vemos que os conjuntos do
tipo V(S), com S C A ideal, satisfazem os axiomas de conjunto fechado de um espago
topoldgico. Portanto, podemos munir Spec A de uma topologia, declarando que um conjunto
U C SpecA € aberto se Spec A — U = V(S) para algum S C A ideal. Note que essa
topologia € parecida com o caso de conjuntos algébricos afins (Proposz'gdo e também
a chamaremos de topologia de Zarisk:.
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Com uma topologia definida em Spec A, podemos considerar feixes em Spec A. Como a
topologia de Spec A é semelhante a topologia de um espago algébrico afim, vamos construir
um feixe em Spec A semelhante ao feixe do Exemplo [2.1.9

Para p € Spec A, seja A, a localizacdo de A por S = A — p (Defini¢ao [1.1.11]) e para
cada aberto U C Spec A seja

Ospec A(U) = { = (¢p)pev, ¢p € Ay | para cadap € U, 3V C U vizinhanca de p

ef,geAjcomgéqep,=f/gec Ay, VgeV},

que é um anel. Para abertos U, U’ de Spec A com U’ C U, seja pu,u((¢p)pev) = (©p)pevr,
que satisfazem as condigoes de feixe, tornando Ogpec 4 um feixe.

Definicao 2.2.9. O feize Ospec 4 € chamado de feixe estrutural ou feixze estrutura de
Spec A.

A partir de agora todos os espectros de anéis estarao munidos de seu feixe estrutural.
A observagoes a seguir mostram uma forma de interpretar um elemento de Ogpec a(U)
e a caracterizagao de sua localizagao.

Observagao 2.2.10. Note que podemos considerar um elemento (py)per € OSpeca COMO
uma fungao. De fato, basta notar que o conjunto Ospec aA(U) pode ser visto como o conjunto
de todas as funcgoes p : U — UpeU A, tal que ¢(p) € A, para todo p, e, além disso, para
todo p existe uma vizinhanca V' de p, com V C U, e elementos f,g € A tais que, para todo

qgeV temos f € qep(q) =[f/g em A,.

Observagao 2.2.11. Além disso, dado p € Spec A um ponto qualquer, temos que o stalk
OSpec ap = Ay. A demonstracao dessa afirmacao pode ser vista em [15, Proposi¢io 2.2 (a)].

Antes de propriamente definirmos os esquemas, vejamos a definicao.

Definigao 2.2.12. Um espaco anelado é um par (X, .F) consistindo de espago topoldgico
X e um feize F em X. Além disso, dizemos que o espaco anelado (X, F) é um espago

localmente anelado se, para cada p € X, o stalk F, € um anel local.

Exemplo 2.2.13. (Spec A, Ospec 4) € um espago anelado.

Definigao 2.2.14. Sejam (X,.7) e (Y,¥9) dois espacos anelados. Um morfismo de
espacos anelados de (X,.F) em (Y,9) é um par (f, f*) no qual f : X — Y € uma
funcdo continua entre espacos topoldgicos e f#* : 4 — f.F € um morfismo de feizes.
Um isomorfismo de espacos anelados é um morfismo de espacos anelados que possui
wmversa que também € morfismo de espacos anelados.

Podemos definir um morfismo especial para o caso do espectro de um anel, como segue.

Definigao 2.2.15. Sejam A e B anéis e (f, f#) : (Spec B, Ospec B) — (Spec A, Ospec 4) um
morfismo de espacos anelados. Chamamos (f, f#) de morfismo local se para quaisquer
U C SpecA e p € Spec B, com f(p) € U, e qualquer ¢ € Ospec a(U) temos

P(f(p)) = 0= (fF(©)(p) =0.

Agora vamos considerar um tipo especial de espago anelado.
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Definigao 2.2.16. Um esquema afim ¢é um espaco anelado (X, Fx) tal que (X, Fx)
¢ isomorfo a (Spec A, Ospec 4), para algum anel A. Um esquema ¢é um espago anelado
(X, Zx) tal que, para todo P € X, existe uma vizinhanga U de P de tal forma que
(U, Zx|v) € um esquema afim, onde Fx|y € o feize restrigao visto na Defini¢do [2.1.14)
Chamamos um esquema afim (U, Fx|y) = (Spec A, Ospec 4) de aberto afim do esquema
(X, Zx). Por simplicidade escrevemos U = Spec A.

Por defini¢ao, sabemos que todo esquema pode ter seu espago topoldgico base coberto
por abertos U; tais que (U;, Zx|y,) é um esquema afim. Porém esse fato pode ser visto de
forma mais geral.

Proposicao 2.2.17. Seja (X, Zx) um esquema e U C X um aberto de X. Entdo o espago
anelado (U, Fx|vu) € um esquema.

Demonstragao. Para a demonstracao veja [I1), Proposigao 3.2] [

Definigao 2.2.18. O esquema (U, Zx|y) da proposi¢io acima € chamado subesquema
aberto do esquema (X, Fx).

Pelo fato de esquemas possuirem propriedades locais, é possivel se utilizar desse fato a
fim de construir novos esquemas a partir de esquemas ja existentes.

Definicao 2.2.19. Sejam {(U;, Zv,) }ier € {(Uij, Fu,;) bijer, colegoes de esquemas quais-
quer, com U;; C U; para todo j, e {(¢i, goz?)}iel uma cole¢ao de morfismos entre (Uj, Fu,;)
e (Ui, Zu,,)- Se a tripla ({(Us, Zv,)Yier. {(Usj, Fu,,) Yiger, {(ij, 07) Yier) satisfaz:

e para todo i,j € I temos que (Uyj, Fu,;) € um subesquema aberto de (Us;, Fy,),

e para todo i,j € I a restri¢ao ((pij,gpfj) Uiz, Fu,
fismo de esquemas tal que

u,;) = (Ui, Zuilu,) € um isomor-

a) (Ui, Fu,,) = (Ui, Zu,) para todo i € I,
b) (Spkju 90]?5]) o (onm QO;%) = (kaza Spk;#z) em Uzj N Uki; para todos iaja k € I.

entdao dizemos que essa tripla satisfaz as condicoes de colagem e é chamada de in-
formacao de colagem,

Proposicao 2.2.20. Seja ({(Us, Zv,) Yier, {(Uij, Fu,,) Yijer, {(@ij, gof;)}iel) uma informagao
de colagem. Entdo existe um esquema (X, Fx) junto de uma colegio de morfismos { (1,7 ) -
(U;, Zu,) — (X, Fx)} tal que

e ©; é um isomorfismo de U; em um subesquema aberto de (X, Fx), para todo 1,
o (V5,070 (i 0l) = (Ui, ]) em (Uy, Fu,,;) para todo i, j € 1,
o X = Uzd}Z(Ul?);

o (VY;(Up)Napy(Uy), Fx
todo 1,7 € 1.

s wy)) = Wi W) (U, Fu,,)) = (b, 1) (Ui, Fu,,)) para

Demonstrac¢ao. Para a demonstracao veja [I1), Proposigao 3.10). O
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Definigao 2.2.21. O esquema (X,.Zx) da proposicao acima é dito a colagem da in-
formagdo de colagem ({(Us, Zv,) Yier, {(Usj, Fuv,) Yijger: { (i, 055 ) Yier)-

Como o esquema (X, .Z#x) é um espago anelado podemos nos utilizar dos morfismos de
espacos anelados para definir aplica¢oes entre esquemas.

Definigao 2.2.22. Um morfismo de esquemas (f, [7) : (X, Zx) — (Y, Fy) € um
morfismo como espacos anelados tal que para todo ponto x € X, todo aberto afim U C X
(U = Spec A) de x, e todo aberto afim V CY (V = Spec B) com f(U) C 'V, devemos ter
que o morfismo (f, f#) : (U, Zx|v) = (V, Zy|v) € local. E dizemos simplesmente que sdo
isomorfos se existir um morfismo que possui inversa que também € morfismo.

A definicao a seguir tem como propésito introduzir a nomenclatura de alguns esquemas
especificos.

Definigao 2.2.23. Dizemos que
e Um esquema (X, Fx) € dito irredutivel se X ¢ irredutivel como espago topoldgico,

o Um esquema (X, Fx) € dito reduzido se os anéis Fx(U) sao reduzidos, ou seja,
nao possuem elementos nilpotentes nao nulos, para todo U C X.

o Um esquema (X, Fx) € dito integral se para todo aberto afim U = Spec A C X o
anel A € um dominio.

o Seja (Y, Zy) um esquema. Um esquema sobre Y é um esquema (X, Fx) tal que
existe um morfismo de esquemas (X, Fx) — (Y, Zy). Dizemos que (X, Fx) € um
esquema sobre um corpo K se (X, %x) for um esquema sobre Spec K.

Vamos agora ver algumas propriedades desses esquemas e, em especial, ver a relacao
entre um esquema integral e um esquema que é reduzido e irredutivel.

Lema 2.2.24. Um esquema (X, Fx) € reduzido se, e somente se, Fx , € um anel reduzido,
para todo x € X.

Demonstragao. Seja [U, f|. € Fx, nao nulo, com f um representante. Logo f # 0.
Como (X, Zx) é reduzido, entdo Fx(U) é um anel reduzido e f™ # 0 para todo n.
Como [U, f]* = [U, f"]s, que segue direto da definigdo, temos [U, f]* # 0 para todo n.
Portanto .Zx , ¢ reduzido.
Considere agora .Fx , reduzido e suponha por absurdo que (X,.Z#x) nao é reduzido.
Entao existe f € Zx(U) tal que f* = 0 para algum n. Dessa forma, para cada = € U
temos [U, f]? = [U, f"]. = 0, o que é absurdo, pois .Zx , é reduzido. ]

Observagao 2.2.25. Um esquema afim (Spec A, Ospec 4) € Teduzido se, e somente se, A
¢ um anel reduzido. De fato, sabemos da Proposicao que se A € um anel reduzido
entao qualquer localizagao A, € reduzida. Como

Ospec A(U) = { = (@p)pev, ¥p € Ay | para cadap € U, 3V C U vizinhanga dep

ef,ge Ajcomgdqeps=f/ge A, VqeV},

temos que @, nao é nilpotente para todo p, logo ¢ nao é nilpotente. Com isso, temos que
Ospec aA(U) € reduzido para todo U e, por consequéncia temos que (Spec A, Ogpec a) € um
esquema reduzido.

A reciproca seque de forma andloga também pela Proposicao[1.1.13
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Com isso, juntando as informacoes discutidas acima podemos enunciar a proposicao a
seguir.

Proposicao 2.2.26. Dado (X, %x) um esquema, as afirmagoes a sequir sao equivalentes.

a) (X, Zx) € um esquema reduzido.

b) Existe uma cole¢ao {U; = Spec A; }ier de abertos afins de (X, Fx), em que {U;}icr €
uma cobertura de X e Fx(U;) € reduzido para todo i € I.

Demonstracao. Suponha inicialmente que (X, .#x) é reduzido. Como (X, .Zx) é esquema
segue que para todo x € X existe um aberto afim U; C X tal que z € U; = Spec A;, ou
seja, o conjunto dos abertos afins U; forma uma cobertura de X e, por definigao, .Zx (U;)
¢é reduzido.

Reciprocamente considere {U; = Spec A; };c; uma cobertura de abertos afins de (X, Zx)
como em b). Para cada x € X existe U; = Spec A4;, com Fx (U;) reduzido. Com isso, Fx ,
é reduzido para todo x € X. De fato, tome [U, s] € Fx , qualquer. Pela definicao de germe
temos que

reU=2zecUNU;#0

como Fx (U;) é reduzido segue que s|f; # 0, para todo n € IN, ou seja, s" # 0 para todo
n € IN. Portanto
[U,s"] =[U,s|" #0, VneN.

Logo, #x , ¢ reduzido para todo x € X e pelo Lema [2.2.24] segue que (X, .Zx) é reduzido.
]

Proposicao 2.2.27. Seja (X, Zx) um esquema e Y um subconjunto ndo vazio, fechado
e irredutivel de X. Entao Y possui um tnico ponto g tal que {g} =Y, chamado ponto
genérico de Y.

Demonstragao. Como Y # (), sejay € Y. Como (X, %x) é um esquema e y € Y C X,
existe um aberto afim U = Spec A de X tal que y € U. Logo Y NU # 0.

Vamos inicialmente mostrar que Y NU possui um tinico ponto genérico. Como Y NU # ()
temos que Y N U é um fechado de U (com a topologia de U sendo a topologia induzida
de X). Logo, Y NU = V(a) para algum ideal a € A (os fechados de U = Spec A sao
da forma V' (a)). Note que ainda que y/a é um ideal primo de A e, pela Proposigao m,
vaeVa) =YnU.

Vejamos que /a é o ponto genérico de Y NU. De fato, como V' (a) é fechado em Y NU
segue que {v/a} CYNU. Tome p € YNU e seja U’ um aberto de Y NU, com p € U’, entao
U'=(YNU)NU” para algum aberto U” C U. Portanto U” = Spec A — V (b), para algum
b ideal de A. Como p € U”, entdo b ¢ p. Além disso, pela demonstragao do Corolério
temos va Cp, entao b ¢ \/a. Logo /a € U”, e, portanto, y/a € U N (Y NU) =U’,
ou seja, U' N {y/a} # 0. Assim p estd em {\/a} em Y NU, o que mostra que g = \/a é
ponto genérico de Y NU.

Vamos mostrar agora que g é tnico. De fato, suponha que exista h € Y N U ponto
genérico de Y N U. Entao, pelo Corolario [2.2.

heYNnU=V(a)=V(Ha)=V(g)

e, com isso, g C h. Logo, devemos mostrar que h C g. Suponha por absurdo que h ¢ g.
Entao g € (Y NU)N (SpecA—V(h)) CY NU e, deste modo, (Y NU) N (Spec A — V(h))
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é um aberto de Y N U nao vazio. Como h é ponto genérico de Y N U segue que [(Y NU)N
(Spec A — V' (h))]N{h} # 0, ou seja, h ¢ V(h), o que é absurdo. Logo g = h.

O objetivo agora é mostrar que Y possui um tnico ponto genérico. Vejamos antes que
os pontos genéricos de cada Y NU sao os mesmos. De fato, sejam U e U’ dois abertos afins
de X com UNY e U NY nao vazios e g, h seus pontos genéricos, respectivamente. Note
que (Y NU)N (Y NU") # 0. De fato, suponha que nao ocorra, entao

Y=Y-0=Y—-(¥YnU)NYNU)=Y-YNnU)UY —(YNnU)) =

=Y -U)uY-U)=¥nNnX-U)Uu¥n(X-U").

Como Y N(X —U) e Y N(X —U') sao disjuntos segue que Y é redutivel, o que é absurdo.
Logo, (YNU)N(Y NU’) # (. Portanto, tomando p € (Y NU)N(Y NU'), entao p € UNT’
e por isso, existe um aberto afim W de X tal que p € W C U NU’. Como W é um aberto
de X ep € W segue que g,h € YNW ep e (YNU')NW. Vimos que Y NU’ é {h}, entéo
h €Y NW. Além disso, também temos que g, h sao dois pontos genéricos de Y N W. De
fato, note que

YAW=¥nw)n¥YnU)=x¥nWw)n{g}

e de forma andloga Y N W = (Y N W) N {h}. Portanto, como g e h sdo pontos genéricos
de Y N'W, segue pelo provado anteriormente que g = h. L

Devemos agora mostrar que Y possui ponto genérico que serd g. De fato, {g} C Y.
Sejam p € Y e U um aberto de Y tal que p € U. Como U é aberto, existe U’ aberto de X
tal que U = Y NU’, e, portanto, p € U’. Por [II], Proposicao 3.2] existe um aberto afim
U CUtalquep € U7, entaop € YNU” CYNU' =U. Comisso, UN{g} # 0 = p € {g},
ou seja, Y = @ em Y. Portanto g é ponto genérico de Y.

Por fim, basta mostrar que g é tinico em Y. De fato, suponha que existam g, h pontos
genéricos de Y. Pelo fato de X ser esquema, existem abertos afins U e U’ tais que g € U
e h € U. Note que h € U, pois como g € Y NU que é fecho de {h} em Y, entdo
(Y NU)N{h} # 0, ou seja, h € Y NU. Com isso terfamos que g, h seriam dois pontos
genéricos de Y N U, pois

YNU=(NU)NY = (Y NnU){g}

e da mesma forma para h, assim teriamos g, h pontos genéricos de Y N U, ou seja, pelo
visto acima segue que g = h. O

Proposicao 2.2.28. Seja (X, Zx) um esquema. As afirmagoes a sequir sio equivalentes.

a) (X, Fx) é esquema irredutivel.

b) Eziste uma cole¢cao {U; = Spec A;}icr de abertos afins de (X, Zx), com {U;}ier
cobertura de X, tal que U; = Spec A; € irredutivel para todo i € I, e, para todos
1,7 € I, temos UZF\IU]#Q

c) X # 0 e todo aberto afim U = Spec A de (X, Fx) ndo vazio € irredutivel.

Demonstragao. Suponha a). Sabemos que se (X, %x) é irredutivel, pela Proposicao
anterior existe g € X tal que g é um ponto genérico, ou seja, {g} NU # () para todo aberto
U de X. Dessa forma, para quaisquer U e U’ abertos de X temos UNU’ # () e, em especial,
segue que todo U = Spec A é irredutivel. De fato, suponha que existam V, V"’ abertos de
Utaisque VNV =0eU =V UV’ Sabemos que V=UNW e V' =UNW’' onde W
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e W' sao abertos de X. Como ¢ é genérico temos que g € W e g € W/, ouseja, ge Ve
g€eV' eV NV £, o que é absurdo. Com isso, provamos b) e ¢).

Suponha agora que ocorre b). Suponha por absurdo que X = Z;UZ, é a uniao disjunta
de dois conjuntos fechados de X. Por hipétese X = J,.; U;. Com isso, como para cada
i € I temos g € U;, com g sendo o ponto genérico de U;, temos que U; C Z; (k = 1,2).
Note que podemos supor sem perda de generalidade que k = 1, dessa forma, como cada U;
é irredutivel segue que U; C Z; para todo ¢ € I. Portanto Z; = X e Zy = (), provando a).

Por fim, é facil ver que c¢) implica em b). Com isso, provamos o resultado. n
Teorema 2.2.29. Um esquema (X, Fx) € integral se, e somente se, é reduzido e irredutivel.

Demonstracao. Suponha inicialmente que (X,.Zx) seja reduzido e irredutivel. Seja U =
Spec A um aberto afim de X. Pelo Lema [2.2.28] para todo aberto afim U = Spec A de
X é irredutivel e, por [I9] Proposigao 1.2], segue que o conjunto dos elementos nilpotentes
de A é um ideal primo. Agora, pela Observacao se (X, Zx) for reduzido, entao A
também ¢é reduzido. Portanto, segue que o conjunto dos elementos nilpotentes de A é (0)
e ¢ um ideal primo de A. Dessa forma, segue que A é um dominio. Como isso vale para
todo aberto afim U = Spec A de X, temos que (X, .Zx) ¢ integral.

Suponha agora (X, Zx ) integral. Seja U = Spec A um aberto afim qualquer de X. Com
isso, A é dominio, ou seja, também é um anel reduzido, logo, novamente pela Observacao
U = Spec A é reduzido. Note ainda, que pelo item c¢) da Proposicao temos
que (X, Fx) é reduzido. Além disso, como A é dominio segue que o conjunto dos elementos
nilpotentes de A é gerado por 0 e que (0) é primo. Portanto, por [19, Proposigao 1.2] segue
que U = Spec A é irredutivel. n

Definigao 2.2.30. Um morfismo de esquemas (f, f#) : (Z, F7) — (X, Fx) € dito imersdo
fechada se f é um homeomorfismo entre Z e um conjunto fechado de X e o homomor-
fismo de feizes f#* . Fx — f.Fz € sobrejetivo. Nesse caso, dizemos que (Z,Fz) é um
subesquema fechado de (X, Fx).

Podemos definir o conceito de dimensao de um esquema como segue.

Definicao 2.2.31. A dimensdo de um esquema (X, %x) denotada por dim(X, x), € a
dimensao de X como espago topoldgico (Defini¢ao . Se (V, Fy) é um subesquema
fechado de um esquema (X, Fx), a codimensao de (V,.Zy) em (X, Fx) € o supremo dos
inteiros d da cadeia crescente

V=WcW& - GViCX,

em que (Vi, Zyly,) € subesquema fechado de (X, Fx) para todo i.

Observagao 2.2.32. Dado um esquema (Z,.%z), onde Z € subconjunto fechado de X nao
faz com que ele seja um subesquema fechado de (X, %x). Agora, dado Z C X conjunto
fechado do espago topoldgico X o esquema (Z, Fx|z) € subesquema fechado de (X, Fx),
pois Fxlz = i.(Fx), em que i : Z — X € a inclusao (Definigoes |2.1.15 e|2.1.14). Em
geral, caso nao especificado, um subesquema fechado Z de X serd da forma (Z, Fx|z).

Observagao 2.2.33. Sejam (X, Fx) = (Spec A, Ospec 4) um esquema afim e a um ideal
de A. Como a € ideal de A, entdo o quociente A/a € um anel, portanto podemos considerar
Spec(A/a). Dado p C V(a) ideal primo temos que p/a serd um ideal primo de A/a,
portanto podemos construir a aplicacao

i:V(a) = Spec(A/a)
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p—p/a

Efcicz'l ver que ker i = 0. Além disso, também € direto que i € sobrejetiva. Com isso,
temos que V(a) = Spec(A/a). Considere Fy ) o feize em V(a) tal que (V(a), Fy () =
(Spec(A/a), Ospec(asa))-

Considere o homomorfismo de inclusao trivial A — A/a e o morfismo induzido i :
Spec A/a — Spec A como wvisto na Observagao . Tome i* : Ospec A — 1xOSpec(A/a)
dado pelas aplicagoes sobrejetivas zﬁ 2 (@p)per — (0p/a)per, ou seja, i € sobrejetiva.

Como i € a inclusdo de um subconjunto fechado em um esquema afim e i” sobrejetiva,

seque que o morfismo de esquemas (i,i%) é uma imersao fechada e, portanto, temos que
(V(a), Pv()) € um subesquema fechado de (X, Fx).

A observacao anterior da como exemplo de subesquema fechado de um esquema afim
um esquema que também é afim. Tal fato nao é coincidéncia, o préximo resultado mostra
que todo subesquema fechado de um esquema afim é um esquema afim.

No teorema que vird seguir utilizaremos o abuso de notacao V(a) para denotar os
subesquemas fechados Spec(A/a) para um ideal a qualquer.

Teorema 2.2.34. Seja (X, Fx) = (Spec A, Ospec 4) um esquema afim. Para todo ideal
a C A a aplicagio a — V(a) entre os ideais de A e o conjunto de subesquemas fechados de
X € bijetiva.

Demonstragao. Para a demonstragao desse resultado veja [11], Teorema 3.42] [

Apresentadas as propriedades acima o objetivo agora é associar a um esquema integral
a no¢ao de corpo de fungoes como feito no caso afim, para isso provamos duas proposicoes
que possibilitam tal defini¢ao.

Proposicao 2.2.35. Se (X, .Zx) € integral entdo Fx , € um corpo, com g o ponto genérico
de X.

Demonstragao. Como (X, Fx) é irredutivel, pela Proposi(;éoexiste g e é inico. Seja
U = Spec A aberto afim de X, entao, como {g} é denso segue que g € U. Agora, dado um
aberto U' C X, com g € U’ é facil ver que [U’,s|, = [UNU', pv.unuv(s)]y, em que p é a
fungao restricao do feixe .#x. De fato, para isso basta notar que para qualquer W aberto
de X tal que W C UNU’ temos que W C U’ e s|w = purunv(s)|w. Com isso, podemos
calcular o stalk .#y 4 olhando apenas para o aberto afim U = Spec A, ou seja, Fx g = Fy .
Como feito na demonstracao da Proposicao temos que o ponto genérico g é dado
por
I(XNU)=1(U) = I(Spec A) = I(V({0))) = 1/(0).

Pela Observacao [2.2.11] temos que Fy, = A\/@. Agora, como (X, Zx) também é

reduzido segue por definicao que A nao tem elementos nilpotentes, entao g = (0) = {0}.
Portanto,

Fxg=Fvg = Aoy

Como A ¢ dominio, pela Observagao [1.1.13, Aoy é o corpo de fracoes de A, ou seja, Fx 4
é corpo. O

Definigao 2.2.36. Sejam (X, Zx) um esquema integral e g o ponto genérico de X. Chama-
mos o corpo Fx 4 de corpo de funcoes racionais ou, simplesmente corpo de funcoes,
de (X, Zx) e o denotamos por R(X).
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Observacao 2.2.37. Perceba que a definicao de subesquema fechado exige que o morfismo
i seja sobrejetivo, portanto, aplicando o teorema do isomorfismo para todo aberto do es-
quema, tomando keri# , temos que i 1 Fx [(keri*) — i, F, € isomorfismo. Portanto note

que, dado um subesquema fechado Z de X, da Definicao |2.1.10] temos que & = keri? ¢

um feize de ideais de Fx. Pela unicidade do keri” de um homomorfismo, temos que & é
unico.

A observacao acima garante que a definicao a seguir faca sentido.

Definigao 2.2.38. Seja (Y, Fy) um subesquema fechado de um esquema (X, Fx) e (i,i*) :
(Y, Fy) — (X, Fx) o morfismo de inclusio (i é a inclusao de espagos topoldgicos e i*
inclusao de feizes) . Definimos o feixze ideal de (Y, Zy) em (X, Zx) como sendo Iy =
keri# do morfismo i : Fx — i, Fx.

Com isso, vimos que existe uma forma de associar feixes e subesquemas fechados. Em
geral, é possivel fazer uma relagao biunivoca entre feixes especificos e subesquemas fechados.

Proposicao 2.2.39. Um feize & serd um feize ideal de um subesquema fechado (Z,.F z)
de (X, Fx) se, e somente se, & € coerente.

Demonstracao. A demonstragao da proposicao acima é trabalhosa, porém pode ser vista
com detalhes em [I1], Proposigao 7.32]. O

Por fim, vamos agora a algumas propriedades e defini¢oes que surgem de morfismos de
esquemas, em especial para subesquemas fechados.

Observagao 2.2.40. Sejam (X, Zx) = (Spec A, Ogpeca) € (Y, Fy) = (Spec B, Ospec B)
dois esquemas afins e (f, %) : (X, Zx) — (Y, Fy) uma aplicacio de esquemas induzida
pelo homomorfismo ¢ : B — A, ou seja, f(p) = ¢ ' (p). Se Z C Y for um subesquema
fechado, entao (f, f#)1((Z, F 7)) € subesquema fechado de (X, Fx) e Z =2V (p(b)A), para
algum b.

De fato, pelo Teorema temos que Z = V(b) para algum ideal b C B. Agora note
que

U2y ={TeX; fI)eZ} ={I €SpecA; Cp '(I)}.

Porém p(b) C I, e portanto seque
[I€SpecA; Cp (I} = {I € SpecA; p(B)A C I} = V(ip(b)A).

Portanto, f~1(Z) = V(p(b)A) e, pelo Teorema|2.2.54), seque que (f~1(Z), Fx|s-1(2)) €
subesquema fechado de X.

Definigao 2.2.41. Chamamos o esquema (f~'(Z), Fx|s-1(z)) de pullback de (Z,F7)
sobre o esquema (X, Fx) em relagio ao morfismo f.

Vamos agora, a partir da nogao de pullback de esquemas afins, estender o conceito de
pullback para esquemas quaisquer.

Observacao 2.2.42. Sejam (X, #x) e (Y, Fy) esquemas quaisquer, (Z,Fz) um subes-
quema fechado de (Y, Zy) e (f, f*) : (X, Zx) — (Y, Fy) uma aplicagdo de esquemas.
Tome {W,} uma cobertura de abertos afins (como espagos topologicos) de (Y, Fy) e {Uap}
uma cobertura aberta de abertos afins (como espagos topoldgicos) de (X, Fx) tais que

f({Uas}) € W
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Denote por fop = flu,,, com fap : Spec Aag — Spec Bo. Para cada o tome Z, =
Z NW,, que sera um fechado de Spec B,. Portanto f,s serd um morfismo de esquemas
afins e Z, um fechado de Spec B,,, podendo assim fazer o pullback de Z, sobre U,p.

Por fim, podemos definir o pullback para um esquema qualquer.

Definigao 2.2.43. O pullback ou imagem inversa de (Z,.% ;) sobre (X, Fx) em relagao
ao morfismo (f, ) serd a colagem dos esquemas afins (f~1(Zy), Fx|f(Za)).

2.3 Variedades

Veremos nesta secao a nocao de variedades algébricas, ou simplesmente variedades, um
novo tipo de esquema e que possui paralelos com as variedades algébricas afins.
Antes de definir propriamente este conceito, vejamos a defini¢ao a seguir.

Definicao 2.3.1. Um esquema (X, Fx) sobre (Y, Zy) € dito do tipo finito sobre (Y, Fy)
se existe uma cole¢ao de abertos afins V; = Spec B; de (Y, .Zy) tal que existe uma colegdo
{U; ;}Yier que o espago topoldgico do esquema (f, f#)"1((Vi, Zv|v,)) pode ser coberto por
{Ui tier € (Uiy, Zu, ;) = (Spec A j, Fpeca, ;) € esquema afim, com cada A;; sendo uma
B;-dlgebra finitamente gerada.

Definigao 2.3.2. Dizemos que um esquema (X, Zx) é um esquema algébrico se X é
esquema sobre um corpo e do tipo finito sobre esse corpo. Se um esquema € algébrico, redu-
zido e irredutivel dizemos que esse esquema é uma variedade algébrica ou simplesmente
variedade.

Observagao 2.3.3. Sabemos que se um esquema (V, Fy) € uma variedade algébrica entao
V' possui um 1nico ponto genérico g, jd que €, por defini¢cao, um esquema integral e, por-
tanto, podemos considerar o corpo de fungoes R(V). Logo variedades algébricas também
possuem um corpo de fung¢oes racionais como no caso afim.

Exemplo 2.3.4. Seja (X, Fx) um esquema, com X Hausdorff e Fx um feize de C-
A/lgebms, que € subfeize do feize das fungoes continuas de X. Dizemos que (X, Fx) €
uma varitedade complexa, se, para todo x € X, existe uma vizinhanca U de X tal que
(U, O |ly) = (W, Ocnlw), em que W é um dominio em C" e Ogn|w € o feize de fungoes
holomorfas de W (Exemplo .

Neste caso temos que (X, Fx) é uma variedade. Pela defini¢ao, seque que (X, Fx) €
um esquema algébrico. Além disso, um dominio de C" € um espaco conexo e, portanto,
wrredutivel.  Assim, pela Proposicao (X, Zx) € irredutivel. Por fim, dada uma
fungao holomorfa de W f # 0 qualquer temos que f™ # 0, fazendo com que Ocn|w seja
um anel reduzido e, pela Proposig:do (X, Zx) seja reduzido.

O teorema a seguir mostra que variedades algébricas afins vistas no Capitulo 1 de fato
sao generalizadas por esquemas. Dessa forma, vemos que variedades e variedades algébricas
afins estao relacionadas por ambas serem tipos especificos de esquemas.

Teorema 2.3.5. Seja K um corpo algebricamente fechado. Eziste um funtort : Var(K) —
Sch(K) da categoria das variedades algébricas afins sobre K e os esquemas sobre K, onde
Sch(K) denota a categoria dos esquemas sobre K.

Demonstracao. Veja [I5], Proposigao 2.6]. ]
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Definigao 2.3.6. Dizemos que (V, %) € uma subvariedade algébrica (ou simplesmente
subvariedade) de um esquema algébrico (X, Zx) se (V, Zy) € um subesquema fechado,
reduzido e irredutivel de (X, Zx).

Observagao 2.3.7. Sejam (X, %x) um esquema algébrico e (V, Fy) uma subvariedade de
(X, Zx). Como (V, Fy) € variedade, entao é irredutivel e, com isso existe g € V tal que g
¢ ponto genérico de V. Efcicz'l ver que Fxy = Fx 4. De fato, lembre da Deﬁnigdo
que Fxy = ﬂpev Fxp. Se mostrarmos que Fx, C Fx, para todo p € V provamos o
esperado.

Seja (U, s], € Fx,p, comp € V qualquer e U C X um aberto que contém p. Como
g € genérico, seque que g € U NV, ou seja, g € U. Portanto, pela definicao de germe
(Defini¢ao temos (U, s], = [U, sy € x4, provando o esperado.

Como V' € variedade faz sentido considerar R(V'), ja que V' € integral. Note ainda que é
facil ver que Fy 4 = i;(;’, em que Ix € o ideal associado de X. Como R(V) = Fy,4 = %’z,
seque que Ix 4 = ///)(,79 ¢ o ideal maximal de Fx,. Além disso, pelo observado acima
temos que Fx 4 = Fxy e que Mxy C Fxg = Fxy, ou seja, dada ¢ € R(V) podemos
representar ¢ = a/b, com a,b € Fxy.

Em geral morfismos de variedades sao simplesmente morfismos entre esquemas, porém,
pelo fato de variedades serem um tipo especial de esquema, podemos estudar tipos es-
pecificos de morfismos que ocorrem entre variedades.

Definigao 2.3.8. Sejam (X, Zx), (Y, Fy) esquemas algébricos e (f, f7) : (X, Fx) —
(Y, Zy) um morfismo de esquemas. Dizemos que (f, f#) é flat se para toda subvariedade
(V, %v) de (X, Zx), com W = f(V) subvariedade de Y, temos que, para todo homomor-
fismo linear injetivo ¢ : M — L de Fwy-mddulos (Defini¢oes|2.1.25 e|2.1.4)), temos que

o homomorfismo (Defini¢ao|1.1.21

O Ry Fvx i MRz, Fvx = LRz, Fvx

me fem)® f

¢ um homomorfismo injetivo (nesse caso dizemos que Fy x é um Fyy-mdbdulo flat). Em
geral, um morfismo flat f : X — Y possui dimensao relativa n se para toda subvariedade
V deY e toda componente irredutivel V' de f~*(V), vale dim V' =n + dim V.

Definigao 2.3.9. Seja (f, f#) : (V, Fv) — (M, Fun) um morfismo de variedades. Chama-
mos (f, f#) de morfismo dominante se Imf ¢é denso em M.

Proposicao 2.3.10. Seja f : (V, Fyv) — (M, Fp) um morfismo dominante de variedades.
Sejam v € V ew € M seus pontos genéricos. Entao f(v) = w.

Demonstragao. Sabe-se que o ponto genérico é tinico, portanto, se provarmos que f(v) é
denso em M segue o esperado.

Lembre que é suficiente mostrar que {f(v)} NU # (), para todo U aberto de M. Seja
U C M um aberto qualquer. Temos que f(V)NU # 0, j& que f é dominante. Logo, existe
x € V tal que f(z) € U. Como v é ponto genérico, entao f~1(U) N {v} # 0. Portanto

Un{f)}#90. O

Observagao 2.3.11. Se tomarmos (V, #y) uma variedade de (X, Fx) e M = f(V),
teremos que fly : (V, Zv) — M é um morfismo dominante de variedades. Portanto, dados
veV em e M os pontos genéricos, pela Proposicao[2.3.10) temos que f(v) = m.



2.3. Variedades 48

Agora, seja Spec(B) um aberto afim de M tal que m € Spec(B) e tome f~(Spec(B)).
Pelo fato de f ser continua seque que f~'(Spec(B)) € um aberto de V, além disso, como
v € ponto genérico, v € f~'(Spec(B)). Podemos tomar um aberto afim Spec(A), com
v € Spec(A) e f(Spec(A)) C f~1(Spec(B)), logo, podemos restringir f|spec(a) : Spec(A) —
Spec(B).

De forma andloga a feita na demonstracao da Proposicao ¢ possivel provar que
OSpec(B)m = Frm- Agora, se M € variedade, por defini¢io temos que M é um esquema
reduzido e pelo Lema [2.2.24] Farm € reduzido, entdo Ospec(p)m € reduzido.

Como flspeca € dominante seque por [11, Coroldrio 2.11] que f¥# : Fyym — Fyp €
injetora. Pela defini¢io temos Fyrm = R(M) e Fy, = R(V), ou seja, f induziu uma
inclusao entre os corpos de fungoes de Ve M e portanto dim(M) < dim(V').

Definicao 2.3.12. Sejam (X, Fx) uma variedade e (V, %) uma subvariedade de (X, Fx)

de codimensdo 1. Dada ¢ € R(X)* (Defini¢cdo , que pela Observagao [2.5.7 pode ser
escrita como ¢ = a/b, com a,b € Fx v, definimos a ordem de ¢ ao longo de V como

sendo
o<1 () =1 ()

Nesta defini¢ao é exigido que (V,.%y) seja de codimensdo 1 para que ZFxy seja de
comprimento finito (ver [8, Lema A.3]).

A fim de facilitar a notagao denote Fxy = A.

Ao dizer que o conceito acima estd bem definido queremos dizer que, se a fungao ¢
possuir duas representagoes, sendo tais representacoes a/b e ¢/d, entao o valor ordy (¢) nao
se altera.

De fato, escolhidas as representagoes, temos que a/b = ¢/d, entdo, pela construgao do

corpo de fungoes, segue que ad = cb. Portanto l<<a—‘2> =1 (c—‘%) . Aplicando o Lema

[[.1.37 temos entao

() ) =) = () = () () =1 () (@)

O que garante que a Definicao [2.3.12) esta bem definida.

Proposicao 2.3.13. Sejam (X, Fx) uma variedade, (V, Fy) uma subvariedade de (X, Fx),
p=ua/be R(X)* ey =c/de R(X)*. Entdo valem as propriedades a sequir

(i) ordy (p¢') = ordy () + ordy (¢');
(i) ordy (p=') = —ordy ().

Demonstragao. Note que ordy (p¢') = ordy (

i (i) = ()~ ()

Agora, pelo Teorema temos

(o)~ G =) =1 (8) ) (@) -
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() () () () mrenn

(ii) Sabemos que ¢! = (%)_1 = 2. Logo,

ordy (¢~') = ordy (2) = (%) —1 (%) = —ordy ().

2.4 Fibrados vetoriais

A partir dessa secao denotamos um esquema ou variedade simplesmente por seu espaco
topoldgico, ou seja, se (X, %x) é um esquema ou variedade, denotamos apenas por X. Da
mesma forma os morfismos (f, f#) sao denotados simplesmente por f.

Veremos nesta secao que fibrados vetoriais sao estruturas associadas a variedades e
possuem localmente propriedades de espacos vetoriais.

Defini¢ao 2.4.1. Um fibrado vetorial E de posto r em um esquema X (ou fibrado
vetorial de posto r de base X ) é uma variedade E (e portanto um esquema sobre um
corpo K ) junto com um morfismo p : E — X (chamado morfismo estrutural) que
satisfaz as condicoes a sequir:

a) Eziste uma cobertura aberta {U;}icr de X e isomorfismos @; de Ey, = p~(U;) em
U; x V', com V espago vetorial sobre K de dimensao r;

b) Para cada i,j a composi¢do
goiocpj_l:UiﬂUj xV =UnU; xV
¢ um isomorfismo dado por

(z,v) = (i 0 95 )(@,v) = (z, g5(2)v),

onde g;; : U;NU; — GL(r,K), chamada func¢do de transicdo, com GL(r,K) o
conjunto das matrizes v X r invertiveis com coeficientes em K, que estao relacionados
com os operadores invertiveis em V.

Se E for um fibrado vetorial de posto 1 entao E é chamado fibrado linha.

Os morfismos ¢; da definicao acima sao ditos a trivializagao do fibrado vetorial, ou
que trivializam o fibrado vetorial. Além disso, dado x € X chamamos p~'({z}) = E, de
fibra de F.

Observagao 2.4.2. Sendo um fibrado vetorial E uma variedade, e portanto um esquema
algébrico, ele € um esquema sobre um corpo K. Assim, na definicdo, para cada indice 1,
Ey, 2U; xV, comV espago vetorial sobre esse corpo K.

Observacao 2.4.3. Lembre que um espaco vetorial V' de dimensdo v sobre um corpo K
¢ isomorfo ao produto cartesiano de r copias de K, ou seja, V = K". Além disso, na
Definicao adotamos a notacao A% para denotar K.
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Tome E um fibrado vetorial de posto r em um esquema X e U; C X um aberto afim tal
que Ey, = U; x V. Dessa forma, podemos considerar Ey, = U; x Al

Assim, a depender da situagao, usamos V ou A..

Observagao 2.4.4. Em [32, Pg. 54] vemos € possivel definir um fibrado vetorial E em X
a partir da uniao de fibras E,, com v € X. Tome E = |J,.x E., se existe uma cobertura
aberta {U;} de X tal que Ey, = U; x V', para algum espago vetorial V, entdo E € um fibrado
vetorial.

Exemplo 2.4.5. Seja E um fibrado vetorial em X e {U;} uma cobertura aberta de X como
no item a) da Defini¢cdo m Para cada Ey, considere Ep; == U; X V*, onde V* € o espago
dual de V. Além disso, considere a informagdo de colagem ({Ep;, = U; x V*}, {E(*]imUj =
(Ui nU;) x V*} iy 2 By, = Efau,}), onde di; sao os morfismos de inclusoes. Com
1880, podemos considerar a colagem E* das colegoes da informacdo de colagem.

Sejam E e F fibrados vetoriais sobre X. Para cada x € X temos que E, = {x} xV =V
e F, 2o x V' 2V comV eV’ espacos vetoriais. Com isso, podemos considerar o
produto tensorial E, @ F, = {z} x (V. ® V'), para todo x € X. Pela Observagao |2.4.4
E®F =,cx Ex ® F, € um fibrado vetorial.

Definicao 2.4.6. Os fibrados vetoriais E* e E ® F construidos no exemplo acima sao
chamados fibrado dual de E e produto tensorial entre E e F', respectivamente.

Teorema 2.4.7. Existe uma correspondéncia biunivoca entre os feixzes localmente livres de
posto r e fibrados vetoriais de posto r.

Demonstracdo. Seja p : & — X um fibrado vetorial de posto r. Defina o feixe ¢4 de X

dado pelos abertos
GU)={s:U— E; pos=idy}.

E facil ver que esse é um feixe de .Zx-modulos. Localmente, em algum aberto U de X
tal que p é da forma p: U x A — U, temos que

GU)={s:U— AL}

Portanto, um elemento do feixe ¢ é visto localmente como r func¢ées independentes. Em
outras palavras, 4|y ¢ isomorfo a .Zx|j;, o que, por definigao, faz de ¢4 um feixe localmente
livre.

Provemos a reciproca. Seja ¢4 um feixe localmente livre. Considere {U;} uma cobertura
aberta de X tal que existem isomorfismos ¢; : 9|y, — Fx|j,. Considere as coleces de
esquemas {U; x A%} e {U; NU; x A} junto dos morfismos de inclusao trivial, que nos
dao uma informacao de colagem, obtendo um esquema pela colagem. Além disso, vemos
que @; o goj_l ¢ um isomorfismo de feixes de .#x-maédulos e sao lineares em A'.. Portanto, a
cobertura aberta {U;} junto dos morfismos ¢; sdo uma trivializagao de um fibrado vetorial,
provando o resultado. O

Definicao 2.4.8. Uma secao de um fibrado vetorialp : E — X € um morfismos: X — E
tal que pos = Idx. Em particular, se uma se¢do s é dada por s(x) = 0,, onde 0, € o vetor
nulo de E,, chamamos de se¢ao nula de E. Denotamos o conjunto de secoes do fibrado
vetorial por £ (F).

Dadas sy e sy segoes, definimos uma se¢do 1+ so dada por (s1+ 52)(z) = s1(x) + s2(z)
para todo x € X.
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Observacao 2.4.9. Note que Z(E) com a operacao + forma um grupo abeliano. A ve-
rificacao € feita de forma andloga ao que pode ser feito para o caso de fungoes, como

comentado no Exemplo[2.1.9

O objetivo agora é analisar como as secoes de fibrados vetoriais podem ser expressas
por expressoes locais.

Seja s uma secao de um fibrado vetorial p : E — X de posto r. Tome {U;} uma
cobertura afim de X de forma que ¢; : p~1(U;) — U; x V sejam a trivializagao do fibrado
vetorial F que, pela definigao, temos que ¢;(p~1(U;)) = U; x A’

Também pela defini¢ao, denotando U;; = U; N Uj, temos que

gpiogpj_l : Ul] X A;{ — Uz] X A;(,

onde ¢; 0 ;! (2,v) = (, gi;(x)v), com g;; como na defini¢ao de fibrado vetorial.
Considerando s : X — E e p; : p~1(U;) — U; x A%, faz sentido considerar a composigao
i osly, 1 U — U; x A, O [32, Exemplo 6.1] garante que existe s; € ZFx(U;)" tal que

pi o sly,(z) = (z, 5:(2)),

e ainda, para todo x € Ujj;, temos a igualdade

©i © sﬁfl(ﬂfasj(l‘)) = i o sy, (z) = @i o sy, (7).

Portanto, segue que g;; 0 s; = s; em Fx(U;;)" para quaisquer 4, j.
Da mesma forma, dadas s; como definido acima, existird apenas uma secao s tal que s
terd tais s; como informacoes locais.

Definicao 2.4.10. Os elementos s; apresentados na construgao acima sao ditos expressoes
locais da secao s.

Podemos, a partir dessa descricao de segoes, definir uma estrutura importante no es-
quema X que vemos no exemplo a seguir.

Exemplo 2.4.11. Seja p: E — X um fibrado vetorial e s uma se¢cao. O zero-esquema
de s, denotado por Z(s), € o subesquema fechado dado por

Z(s) ={x e X; s(z) =0,}.

Se E é um fibrado linha, chamamos esse zero-esquema de hipersuperficie.

Note que Z(s) € de fato um subesquema fechado de X. Sabemos que o conjunto de
zeros de um morfismo de espagos topoldgicos € fechado, além disso, o feize de Z(s) é dado
simplesmente por Fx|z). Com isso, Z(s) € subesquema fechado.

Exemplo 2.4.12. Seja E um fibrado de linha em X tal que E e X sejam variedades
complezxas. Se uma hipersuperficie Z de X € dada por uma fun¢ao holomorfa s : X — FE,
ou seja, Z = Z(s), dizemos que Z € uma hipersuperficie compleza.

Observacao 2.4.13. Sejam E um fibrado vetorial de posto r em X e x € E um ponto
qualquer. Como E ¢é localmente isomorfo a um espago vetorial de posto r podemos associar
a x coordenadas x1,...,x, e representd-lo por v = (x1,...,2,), nesse caso dizemos que
T1,...,T, Sao as coordenadas locais de x.
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Exemplo 2.4.14. Seja E um fibrado vetorial de postor em X e {U;} uma cobertura aberta
de X como no item a) da Defini¢ao . Sabemos que para cada U; temos Ey, = U; x V.
Além disso, pela Observagao [2.4.3 temos que V = A, dessa forma faz sentido considerar
P(V) = P(A%), chamado espago projetivo de V (Defini¢io[1.2.5).

Agora, para cada Ey, seja P(Ey,) = U; x P(V). Considere a informacdo de colagem
{P(Ev,) }, AP(Ev,nu;) b, i« P(Euinu,) — P(Bu,av,)}), com ii; os morfismos identidade.
Com isso, podemos considerar a colagem P(E) desta informagdao de colagem.

Definicao 2.4.15. O esquema construido acima é chamado fibrado projetivo de E.

Observagao 2.4.16. Pela Observagao o fibrado projetivo de E pode ser escrito como
P(E) = Uyex P(Ez).

Em geral, dado um espaco vetorial de dimensao r, podemos considerar os subespacos
vetoriais de dimensao m < r, para m # 1 se r > 3, obtendo um fibrado vetorial de maneira
analoga ao fibrado projetivo. Dessa forma, é natural o caso geral que vemos a seguir,
comecando por espacos vetoriais.

Definigao 2.4.17. Seja V' um espago vetorial de dimensaor. A Grasmanniana Gr(m,V)
é o conjunto de todos os subespacos vetoriais de dimensao m de V', com m < r.

De forma totalmente andloga ao fibrado projetivo, dado E um fibrado vetorial de posto
rem X em € N, comm < r, definimos o fibrado Grasmanniano Gr(m,E) dado
pela colagem de ({U; x Gr(m, Ey,)},{U; N U; x Gr(m, Ey,nu,)}, i © Gr(m, Eyau;) —
Gr(m, Ey;nu,)}), sendo i;; os morfismos identidade.

Observagao 2.4.18. Seja V' um espago vetorial qualquer. Tome a Grasmanniana Gr(1,V).
Note que, Gr(1,V) é o conjunto de todos os subespagos vetoriais l; de dimensao 1 de V.
Perceba que pelo fato de l; ser subespago vetorial para todo i devemos ter {0} C l;. Além
disso, como l; possui dimensdo 1 entdo l; é uma reta. Portanto Gr(1,V) € o conjunto
de todas as retas de V' passando pela origem, o que coincide com a defini¢ao de P(V).
Portanto o fibrado Grasmanniano Gr(1, E) coincide com o fibrado projetivo P(E).

Definicao 2.4.19. Seja p : E — X um fibrado vetorial. Dizemos que uma subvariedade
fechada F de E é um subfibrado vetorial se F, = F' N E, sao subespacos vetoriais de
E,, para todo x € X, tal que F, junto da aplica¢io p|r : F — X, e as estruturas induzidas
de espagos vetoriais formam um fibrado vetorial.

Exemplo 2.4.20. Seja V' um espago vetorial de dimensaon+1 e P(V') seu espago projetivo.
E fdcil ver que, tomando 7 P(V)xV — P(V) a projecao da primeira coordenada w(l,v) =
I, P(V) x V € um fibrado vetorial de posto n + 1 em P(V). De fato, basta notar que
P(V) xV = Uepan{l} x V, e, como V tem dimensio n + 1, o resultado segue pela
Observagio [2.4.4 Agora, considere o conjunto E' de pares (I,v) tais que | € P(V) e
vel CV. Note que E' CP(V) x V, portanto podemos considerar o morfismo p : E' —
P(V), com p = n|p. E ficil ver que E é um fibrado vetorial em P(V) de posto 1 cujo
morfismo estrutural € dado por g E' — P(V). O fibrado vetorial E' é chamado fibrado
tautologico de V', que é um subfibrado vetorial de P(V') x V.

2.5 Produto fibrado

Nesta secao vemos uma maneira de obter um esquema, necessario para a construcao de
um morfismo especial, chamado morfismo diagonal, que nos permite definir um importante
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tipo de morfismo, chamado de préprio, e a nocao de esquemas singulares. Também por
meio de produto fibrado é possivel estender os fibrados tautolégicos de espagos vetoriais,
visto no Exemplo [2.4.20] para fibrados vetoriais em geral.

Definigao 2.5.1. Sejam X e Y dois esquemas sobre um esquema S (Defini¢ao .
Um produto fibrado de X e Y sobre S é um esquema X XgY junto de dois morfismos
Tx X XgY = X eny : X xXgY — Y, chamados morfismos projecao, tais que o
diagrama a sequir comuta

XxsY 25 Y
ﬂxl ly
X —2* 39

e, para todo esquema Z e morfismos f 1 Z — X eg: Z —Y tais que o diagrama

AR

A

X —— 85
comuta existe um unico 0 : Z — X XgY tal que f =nmx 00 e g=my 0of.
Proposicao 2.5.2. Todo produto fibrado € unico a menos de isomorfismos.

Demonstragao. Ver [15, Teorema 3.3]. O

O exemplo a seguir, além de mostrar que a partir de um morfismo de esquemas qual-
quer sempre é possivel obter um produto fibrado, apresenta um morfismo importante ao
desenvolvimento do trabalho.

Exemplo 2.5.3. Seja f : X — Y morfismo de esquemas, ou seja, pela Defini¢ao
X € um esquema sobre Y. Além disso, como a identidade i : Y — Y € um morfismo de
esquemas € possivel tomar o produto fibrado X Xy X, pois X eY sao esquemas sobre Y.
Tomando o morfismo identidade idx : X — X, considere o morfismo A : X — X Xy X,
tal que idx = mx o A. Em diagrama

X Idx
\\\A
\A -,
X xy X—X
Idx le lf
X Y

f

Chamamos o morfismo A de morfismo diagonal.
Proposicao 2.5.4. A: X — A(X) € um homeomorfismo de espagos topoldgicos.
Demonstracao. Primeiramente, note que, pelo fato de idy = mx oA, segue que A é injetora,

pois
Az) = Aly) = mx(A(z)) = mx(A(y)) = 2 = .
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Além disso, sabemos que A : X — A(X) é sobrejetiva, ja que o contradominio coincide
com a imagem. Portanto temos que A : X — A(X) é bijetora. Nos resta mostrar que A e
sua inversa sao continuas.

Sabemos que A é uma aplicacdo continua entre espacos topolégicos (Definigao .
Como mx o A ¢ a identidade de X, temos que a restri¢do mx|a(x) serd a inversa de A, que
é continua. Logo, A : X — A(X) é homeomorfismo. O

Com o morfismo diagonal podemos definir os seguintes morfismos.

Definigao 2.5.5. Sejam X e Y esquemas.

o Um morfismo de esquemas f : X — Y € dito separado se A(X) € um subesquema
fechado de X xy X, com A sendo o morfismo diagonal.

e Seja f: X — Y um morfismo de esquemas. Dizemos que f é universalmente fe-
chado se para todo esquema Z sobreY a projecao wy : X Xy Z — Z é uma aplicacao
fechada. Se f for separado, do tipo finito e universalmente fechado chamamos f de
Proprio.

Se' Y = {p} e o morfismo trivial f : X =Y, dado por f(x) = p para todo x € X, é
proprio entao dizemos que X é completo.

Observacao 2.5.6. Sejam X e Y esquemas e f : X — Y um morfismo separado. Pela
definicao temos que A(X) € um subesquema fechado de X, com A : X — X Xy X. Lembre
que, pela Definicao temos que A(X) € um subesquema fechado se, e somente se, A
¢ uma imersao fechada. Portanto, temos que f € separado se A : X — X Xy X € uma
imersao fechada.

Observacgao 2.5.7. Note que a nogcao de separabilidade em esquemas € andloga a um
dos axiomas de separacao de topologia. Primeiramente lembre que um dos axiomas de
separabilidade em espacos topologicos ocorre se X é Hausdorff. Além disso, temos que X
¢ Hausdorff se, e somente se, A' = {(z,z); v € X} C X x X, também chamado diagonal,
¢ um conjunto fechado. Dessa forma, vemos que A(X) C X xy X expande o conceito da
diagonal A" = {(z,z); x € X} C X x X de espagos topoldgicos.

Vamos agora apresentar algumas propriedades de morfismos proprios.

Proposicao 2.5.8. Todo morfismo proprio € fechado como aplicacao entre espacos to-
poldgicos.

Demonstracdao. Seja f : X — Y um morfismo préprio. Considere Y como um esquema
sobre Y por meio do morfismo identidade idy. Além disso, como f : X — Y é um
morfismo de esquemas, temos que X é um esquema sobre Y. Portanto, temos o produto
fibrado X Xy Y e o diagrama a seguir comuta

X xyY 25 Y

wxl lz'dy

x 1 sy

Seja F' um fechado de X, como 7y é continua, segue que 7y (F) é um fechado de
X Xy Y. Como f é propria, entao f é universalmente fechada, logo temos que que 7y é
uma aplicacdo fechada, e, portanto, my (75" (F)) é fechado de Y.
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Perceba que mx é sobrejetora. De fato, tome x € X e f(z) € Y, com isso x e f(x) sdo
levados aos mesmos pontos pelos morfismos f e idy. Portanto deve existir z € X xy Y tal
que Tx(z) =z e y(2) = f(x).

Agora note, como idy oy = f o mx, temos

my(rx (F)) = idy (ny (7' (F))) = f(mx (7% (F))) = f(F)
Portanto f ¢é fechada. O]

Observagao 2.5.9. Seja (f, f7) : (X, Zx) — (Y, Fy) um morfismo préprio de esquemas
e (Z,Fz) um subesquema fechado de (X, Fx) entao, utilizando a Proposi¢ao[2.5.8 acima
temos que (f(Z), Py |sz)) serd um subesquema fechado de (Y, Fy ). Além disso, se (Z, Fz)
¢ um subesquema fechado e irredutivel, entio (f(Z), Py |sz)) € um subesquema fechado e
irredutivel. De fato, pela afirmagao acima (f(Z), Fy|sz)) € um subesquema fechado de
(Y, Zy), portanto nos resta mostrar que € irredutivel.

Agora, se f(Z) = Uy U Uy € uma uniao disjunta de fechados e tomando a restri¢ao
flz : Z — f(2), que € sobrejetiva, entdo f|, (Ui UUs) = f|,*(Uy) U f|;*(Us) = Z serdo
dois fechados disjuntos de Z. Pelo fato de Z ser irredutivel, temos que Z = f]gl(Ui) para
algum i € {1,2}.

Novamente utilizando a sobrejetividade de f|,*, seque f|z(f|;*(U;)) = Ui, ou seja, f(Z)
é irredutivel.

Proposicao 2.5.10. Seja f : X — Y wm morfismo qualquer de esquemas e Z C'Y um
subesquema fechado de Y. O pullback f~(Z) (Defini¢ao ¢ isomorfo ao produto
Z Xy X.

Demonstragao. A explicagao desse resultado é desenvolvida em [32], Capitulo 4, Secao 4.1].
O

Observacgao 2.5.11. Seja Z C Y wum subesquema fechado de Y. Com 1isso, existe uma
imersao fechada i : Z — Y (Defini¢ao . Tome agora f : X — Z um morfismo
de esquemas qualquer. Note ainda que X ¢ um esquema sobre Y. De fato, basta tomar
f'=foi: X =Y. Portanto, como Z e X sao esquemas sobre Y, podemos considerar o
produto fibrado Z xy X.

Em [32, p. /1] é mostrado que existe um morfismo j : Z Xy X — X que é uma imersao
fechada, ou seja, Z Xy X € um subesquema fechado de X. Agora, pela Proposi¢cao
acima, temos que Z Xy X = f~Y(Z) e, portanto, seque que existe uma imersdo fechada de
f~YZ) em X. Logo, f~1(Z) é subesquema fechado de X .

Agora, apresentadas as propriedades de morfismos préprios, utilizamos o morfismo di-
agonal para definir a nocao de esquemas singulares e suaves. Para isso, antes é necessario
o exemplo a seguir em que apresentamos um novo feixe especial.

Exemplo 2.5.12. A aplicagao A define uma aplicagao entre X e A(X). Note que se A for
um morfismo separado, temos que A(X) é um subesquema fechado e, portanto, possui seu
feize ideal Ia(x) (Definigao . Caso A nao seja um morfismo separado, entao, pelo
feito na demonstracao de [15, Coroldrio 4.2/, existe um subesquema aberto W C X xy X
tal que A(X) € subesquema fechado de W. Com isso, podemos considerar Ixx) o feize
ideal de A(X) em W.

Chamamos de feixe relativo de diferenciais de X sobre Y o feixe



2.5. Produto fibrado 56

Notagao: Se Y = Spec(K), para K corpo, entao denotamos {2y,y simplesmente por .
Com as defini¢oes e exemplos acima podemos definir quando esquemas sao singulares.

Definigao 2.5.13. Seja f : X — Y um morfismo de esquemas algébricos sobre K. Dizemos
que f € suave se f for um morfismo flat (Deﬁm’gdo e Qx/y for um feize localmente
livre (Definigdo . Neste caso dizemos que X € suave sobre Y .

Dizemos que X é um esquema suave se X for suave sobre Spec(K). Se X nao for
suave chamamos X de singular.

Agora vamos associar um fibrado vetorial especial a um esquema suave. Vemos que a
proposicao a seguir garante que tal fibrado vetorial existe.

Teorema 2.5.14. Seja X uma variedade suave sobre um corpo K de dimensao n. FEntao
Qx € um feize localmente livre de dimensdo n.

Demonstracao. Para a demonstracao desse resultado veja [15, Teorema 8.17]. O]

Observacgao 2.5.15. Seja X uma variedade suave sobre um corpo K. Pelo Teorema
acima temos que 2x € um feize localmente livre. Agora, pelo Teorema [2.4.7 existe um
fibrado wvetorial isomorfo ao feixe relativo de diferenciais Q2x que, abusando de notacdo,
denotamos também por Qx.

Portanto, como Qx € um fibrado vetorial de posto n em X, existe um morfismo de
esquemas p : Qx — X, onde p~'(z) é isomorfo a um fibrado vetorial de posto n.

Definicao 2.5.16. Seja X uwma variedade suave. Definimos o fibrado tangente de X,
denotado por T'X, como sendo o fibrado dual V% (Defini¢ao .

As expressoes locais de uma se¢ao podem ser utilizadas para definirmos um subesquema
fechado especifico de uma hipersuperficie.

Exemplo 2.5.17. Sejam X uma variedade suave de dimensdo n e Z uma hipersuperficie
wrredutivel de X dada por uma secao s de um fibrado linha £. Pelo Teorema
temos que Qx é um feize localmente livre, entao, pelo Teorema [2.].7 seque que Qx € um
feixze localmente livre de posto n. Com isso, faz sentido considerar o produto tensorial
Ox ® L que é um fibrado vetorial em X. Por [15, Obsertvacio 8.9.2] existe um morfismo
d, chamado derivada, das secoes de L em Qx @ £ tal que, dadas secoes s1 e sy de L,
temos d(s1 + s2) = ds; + dsy e d(s182) = s1d(s2) + s2d(s1). Como ds é uma se¢ao de
Qx ® Z podemos considerar seu zero-esquema Z(ds) chamado subesquema singular de
Z, que denotamos por JZ.

Lembre que a se¢ao s possui expressoes locais s; € Fx(U;)" que sao dadas por s; =

(Si1,---,8in), com n sendo a dimensdo de Qx, e s;; € Fx(U;). Com isso, denotamos
dsly, = ds; = d(si1,...,8m) = (0si1,...,08y), onde 0s;; sio ditas derivadas parciais
de s.

Suponha agora que X seja uma variedade complexa e Z C X uma hipersuperficie com-
pleza definida por uma se¢ao holomorfa s. Pelo [15, Exemplo 8.12.1] temos que o o subes-
quema singular de Z ¢é definido localmente pelos zeros das derivadas parciais das expressoes
locais de s.

Definicao 2.5.18. Seja Z C X wuma hipersuperficie complexa definida por uma se¢ao
holomorfa s. Dizemos que p € Z € uma singularidade de Z se p corresponde a um ponto
que anula as deriwadas parciais das expressoes locais de s, como descrito anteriormente.
E dizemos que essa singularidade ¢ isolada, se existe uma vizinhanga deste ponto, tal que
nesta vizinhang¢a nao tem mais nenhuma singularidade exceto este ponto.
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Pela descricao anterior e Proposicoes 2.2.39] e [2.1.28], pode-se mostrar o resultado.

Proposicao 2.5.19. Sep é um ponto singular de Z entao p é o suporte de uma componente
wrredutivel de JZ.

Demonstrac¢ao. A afirmagao pode ser vista em [4, p. 446]. ]

Por fim, com produtos fibrados temos a possibilidade de criar um novo fibrado vetorial
analogo ao fibrado tautoldgico visto no Exemplo [2.4.20] para fibrados vetoriais quaisquer.
Para isso, considere F um fibrado vetorial em X e f : X’ — X um morfismo. Com isso
podemos considerar o produto fibrado sobre X, E' = E x x X'. Além disso, pela definicao
de produto fibrado existe um morfismo de projegao 7 : £/ — X'.

O resultado a seguir mostra que E’ é um fibrado vetorial e que 7 é seu morfismo
estrutural.

Proposigao 2.5.20. E' = E xx X' é um fibrado vetorial.

Demonstracao. De fato, como E é um fibrado vetorial em X, existe uma cobertura aberta
{U;} de X tal que Ey, = U; x V', com V um espago vetorial. Considere agora U = f~1(U,).
Entao, por [32, Exemplo 6.2] temos que Ej, = E xy U =2 U’ x V. Dessa forma, dado
x € X, temos que E/ = {x} x V e, pela Observacao segue que E' = | J, .y £, ¢ um
fibrado vetorial. ]

Definicao 2.5.21. O fibrado vetorial E' construido acima é chamado pullback do fibrado
vetorial E por f, denotado por f*E.

Com o pullback de fibrado vetorial definido, vemos no exemplo a seguir que podemos
construir o fibrado tautoldgico para um fibrado vetorial E qualquer.

Exemplo 2.5.22. Sejam E um fibrado vetorial de posto r em X, P(E) seu fibrado projetivo
ep:P(E)— X seu morfismo estrutural. Como p € uma aplica¢io de espagos topoldgicos
podemos considerar o fibrado vetorial p*E que estd contido no fibrado P(FE), dessa forma,
existe um morfismo estrutural p’ : p*E — X e uma cobertura aberta {U;};cr de X com tal
que p~H(U;)) 2 U; x V, onde V € um espago vetorial de dimensdo r.

Note que localmente em U;NU; temos que p*E C (U;NU;) xP(E,)xV, com x € U;NU;.
Podemos considerar o subfibrado vetorial de posto 1 de p*E dado definido localmente pelos
elementos a = (ay : -+ a,) € P(E,) ey = (y1,...,y,) €V tais que apy; = ayy para todo
k.le{l,...;r} e(U;NU;) xaxy Cp'E. Se E for um espago vetorial essa construgdo
coincide com o fibrado tautologico visto no Exemplo|2.4.20, com isso, estendendo o conceito
para fibrados vetoriais quaisquer.

Definigao 2.5.23. O fibrado de linha construido acima é denotado por Fg(—1) e dito o
fibrado tautologico de F.

Observagao 2.5.24. Como Fg(—1) possui posto 1, podemos considerar seu fibrado dual,
que também serd um fibrado linha, que denotamos por Fg(1) e é chamado fibrado tau-
tologico quociente.



2.6. Divisores de Cartier 58

2.6 Divisores de Cartier

A partir desta secao até o final do trabalho todo esquema sera algébrico sobre um corpo
K algebricamente fechado de caracteristica 0. Além disso, nesta segdo em especial por
esquema estamos nos referindo a um esquema integral (Definicao [2.2.23)).

Sendo (X, Zx) um esquema integral, pela Proposicao , sabemos que ele é um
esquema reduzido e irredutivel, portanto todo anel % x(U), com U C X conjunto aberto,
¢ um dominio. Com isso, para todo conjunto aberto U de X podemos considerar o corpo
de fragoes A (U) de Fx(U).

Considere 7y as inclusoes my @ Fx(U) — A (U) (ou seja, my(z) — z/1 € A (U))
para todo U e tome as aplicagoes de restrigao py; tais que, para todo U, U’ abertos de X
com U’ C U, o diagrama a seguir comuta

Fx(U) ——x3(U)

Pu,u’ l lplU,U’

Fx(U") —% 23U,

em que py sao as aplicagoes de restrigao do feixe Fy.

E facil ver que os anéis Ay (U) junto das aplicagoes Py definem um pré-feixe de anéis.
Dessa forma, podemos considerar seu feixe associado, que denotamos por #x.

Em [T, Observagao 9.29] mostra-se que #x(U) = R(U) (Defini¢ao [2.2.36]). Portanto,
no decorrer do trabalho podemos utilizar propriedades de R(U) para trabalhar com os
elementos de #x. Além disso, ainda por [I1, Observagao 9.29], temos que .#x (U) pode ser
visto como um ideal de #x (U) para todo U aberto de X. Dessa forma, podemos considerar
o feixe quociente /. Z#% (Definigao [2.1.25). Em especial, temos que £y /F% também é
um feixe de grupos abelianos cuja operacao é a multiplicacao. Nesta secao, trabalhamos
com H# [.F% sendo um feixe de grupos abelianos com a operagao sendo a multiplicagao.

Como X é um aberto de X podemos fazer a definicao a seguir.

Definicao 2.6.1. Um divisor de Cartier em um esquema X € um elemento D de
Div(X) := (¢ F3)(X).

A observacao a seguir mostra que, dado um divisor D, podemos representa-lo por meio
de uma cobertura aberta {U;} de X associando a cada aberto U; um elemento de #x (U;).

Observagao 2.6.2. Sendo D um divisor de Cartier, pela Definicao D = (s;) €
Hpex () F%)e tal que, para cada x € X, existe um aberto W, que o contém e t €
(AL F5) (W) com sy = by, Y w € W, Deste modo, {W,}rex € uma cobertura aberta de
X e localmente a representatividade de D € inica.

Para facilitar a notagdo, vamos denotar esta cobertura aberta por {U;}icr, fi = fi +
Fx(Us) € (A3 F5)(Us) e D = ({Us}ticr, { fitier) wma representagio de D.

Logo, ({U;}ier, { fitier) € {Vi}ies, {gj}jes) sao representagoes de um mesmo divisor de
Cartier se, e somente se, fz’|UmV}9j|l_Ji1mvj € Fx(U;NV;), para todo i, j. De fato, suponha que
filvinv, 95 Z,ilﬁvj € Fx(UiNV;) para todo i, j. Dessa forma, temos que fi|y,av,+F % (UiNV;) =
gilviav, + Fx (Ui NVj) sao o mesmo elemento h;; em (Hy [ Fx)(U; N'Vj). Portanto, pelo
item (iv) da Observag:do existe uma se¢do h € (/. Fx)(X) tal que hly,nv, = hiy,
ou seja, a partir das representagoes chegamos a uma mesma se¢io h de (K. F%)(X)
provando a ida. A reciproca seque de forma direta.
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Dessa forma, associamos um divisor de Cartier D a uma dupla ({U;}ier, { fitier) tal
que f; ﬁilm/j e Zx(U,nVj).

UinVv; 9j
Definicao 2.6.3. Os elementos f; sao chamados equacoes locais de D em Us;.

Observacao 2.6.4. Sejam D e E dois divisores de Cartier em X. Com isso, D e E sao
dados por duas secoes f e g de K| F%, respectivamente. Vimos na Observagdo que
existem coberturas abertas {U;} e {V;} tais que flu, = f] e glv, = g;, com f{ = fi+ F%(U;)
e g; = gj + Fx(V;). Dessa forma temos que fglv.nv, = filv.av,gilviav, + F5(Us N V).

Dessa forma, se D = ({U;}ier, {fitier) € E = ({vj}jes,{9;}jes) temos que o divisor
dado por fg € representado por ({U; N V;}iserus, {figitijervs), que € chamado de soma
dos divisores D e E e denotado por D + E.

Exemplo 2.6.5. Sejam X = X; U X, C IP(A%) a uniao de duas retas distintas X1 e Xs
p € X1 N Xy € a intersecio dessas retas. Como X| e X, sdo retas de P(A3,) temos que
X1 2 P(A%) e que Xy = P(A%). Sabemos que P(A3.) € isomorfo a um espago vetorial
de dimensdao 2. Com isso, X1 e Xy sao duas retas concorrentes em um espacgo vetorial de
dimensdo 2. Portanto, ezxiste um polinomio P € K [x,y| tal que X;UXy = V(P). Logo, X €
uma variedade algébrica afim (Deﬁm’ng. Além disso, pelo Teorema temos que
X € uma variedade e, portanto, X é um esquema integral. Considere agora q € (X1 — X3),
ou seja, ¢ € X tal que q # p e tome os conjuntos U = X — {q} eV = X; — {p}.

Perceba que U e V' sdo abertos de X e que {U,V'} forma uma cobertura aberta de X.
Como esquemas generalizam o conceito de variedades algébricas afins, temos que Hx(U) =
R(U) para todo aberto U de X. Considere f(x) =1 e g(x) = x — q para todo x € X. Note

que [ # 0 em X, portanto podemos tomar o quociente g/f € K[X]| (Defini¢ao |1.2.14).
Logo D = ({U,V},{g9u/fu,9v/fv}) € um divisor de Cartier de X.

Observagao 2.6.6. Sejam D = ({U}ier, {fi}ticr) € E = ({Vj}jes,{9;}jes) dois divi-
sores de Cartier em X. Pela Observagao ¢ fdcil ver que os divisores de Cartier
em X dados por D' = ({U; N Vj}z‘,jeIUJa{fij}i,jeIuJ = {fi|Vj}i,jEIUJ) e B' = ({U:i N
ViYijeros, {9ijtijeros = {9jlu, Yijerus) sao iguais aos divisores de Cartier D e E, respecti-
vamente. Portanto, sempre podemos considerar sem perda de generalidade que os divisores
de Cartier D e E sao da forma D = ({U;}ier, {fi}icr) € E = ({Ui}ier, {i}tier)-

A partir de agora, durante o decorrer do trabalho, utilizamos o abuso de notacao (U;, f;)
para se referir ao divisor ({U; }ier, {fi}ier). Também denotamos simplesmente por f;f; a
multiplicacao f;|v,nu, f;

UiﬂUj

Definicao 2.6.7. Dada f € #*(X) invertivel e uma cobertura aberta {U;}ier de X, temos
que flu, € Hx(U;) portanto (U, fi = flu,) € um dwisor de Cartier chamado divisor
principal de Cartier e denotamos o conjunto dos divisores principais de Cartier em X
por PDiv(X).

Observagio 2.6.8. E facil ver que PDiv(X) forma um subgrupo de Div(X). De fato,
sejam D = (Uy, f;), D' = (U, ;). Note que —D' = (Us,g;'), entio temos que D — D' =
(Ui, fi9;Y). Como D e D' sdo principais, seque que existem f, g € Hx(X) tais que fi = f|u,
e g; = g|U;. Portanto, como fg~' € R(X), seque que fig;' = fg~ 'y, ou seja, D — D' é
divisor principal. Logo, PDiv (X) € subgrupo de Div (X).

Proposicao 2.6.9. Seja D = (U, f;) um divisor. Entao D é um divisor de Cartier prin-
cipal se, e somente se, f; = f; em Uy; = U; NUj, para todo t,5 € 1.
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Demonstragao. Suponha D principal. Entao existe f € #(X) tal que f; = f|u, para todo
1. Portanto

f’i UiﬁUj = f UiﬂUj = f] UmUj'
Agora suponha que f; = f; em U;; para todo 7, j. Note que as f; satisfazem o item (iv)
da Definigao 2.1.3] entdo existe f € #{(X) invertivel tal que f|y, = f; em U;, V1. O

Definigao 2.6.10. Um divisor de Cartier D = (U, f;) € dito efetivo se f; € % (U;) para
todo 1.

Podemos fazer uma importante associacao entre divisores efetivos e subesquemas fecha-
dos, mencionada na observacao a seguir.

Observagao 2.6.11. Seja D = (U, f;) um divisor de Cartier efetivo em X. Sabemos que
fi € F%(U;) para todo i. Em [11, Observagao 11.25] mostra-se que existe um subesquema
fechado Y C X tal que Y NU; = V(f:), em que V(f;) = {z € U; ; fi(x) = 0}, para todo
1. Dessa forma, utilizamos as equacoes locais de D para construir um subesquema fechado
Y de X. De forma andloga seque a reciproca. Para mais detalhes veja [11, Observagao
11.25].

Com a observagao acima concluimos que é possivel associar a um divisor de Cartier
efetivo um subesquema fechado. Chamamos esse esquema especial de esquema associado
ao divisor D e, abusando de notacao, denotamos tal esquema simplesmente por D.

Lembre pela Observagao que uma segao f; do feixe £ (U;) pode ser vista com
uma fungao que vai de U; em um corpo. Temos ainda pelo explicado em [32, p. 56] que um
fibrado vetorial pode ser obtido a partir de suas fungoes de transi¢ao, dessa forma podemos
fazer a definicao a seguir.

Definigao 2.6.12. Seja D = (U;, f;) um divisor de Cartier em X . Defina Fx (D) o fibrado
linha definido pelas funcgoes de transicao f;; = fifj_1 em U;; = U; NU; chamado fibrado
linha associado a D.

Proposigao 2.6.13. Seja £ um fibrado linha de X. Entao existe um divisor de Cartier
D em X tal que Fx (D) coincide com L.

Demonstragao. Seja {U;};c; uma cobertura aberta de X. Como % é fibrado linha, existem
fi; funcoes de transicao que definem Z.

Fixe um indice iy e defina f; = f;;,- Podemos entao formar o divisor de Cartier D =
(Us, fi). Agora note que, Fx (D) é dado por fifj_l = fiiofijo- Como sao funcoes de transigao
de .Z, satisfazem a condigao fi;, fjj, = fij, ouseja, Fx (D) e £ possuem as mesmas fungoes
de transicao e, portanto, definem o mesmo fibrado linha. O

Proposicao 2.6.14. Seja £ um fibrado linha em X e s uma secao de . O zero-esquema
Z(s) é um divisor de Cartier efetivo em X.

Demonstragao. Segue direto da Observacao [2.6.11] [

Proposicao 2.6.15. Nas condi¢oes da Proposi¢cao anterior temos que o fibrado
vetorial Fx(Z(s)) € isomorfo ao fibrado £ .

Demonstragao. Sabemos que as fungoes de transicao de % (Z(s)) sao sisj_l (Definigao
2.6.13). Sejam (f;;) as fungoes que definem fibrado .Z. Pelo fato discutido das expressoes
locais temos que

s; = fijsj € Fv(Uy),
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portanto, podemos reescrever f;; = sisj_l. Com isso, vemos que as funcoes que definem
ambos os fibrados vetoriais coincidem, logo sao isomorfos. O

Observacao 2.6.16. Sejam X wma variedade e Z uma hipersuperficie de X dada por
uma secao s de um fibrado linha £ . Pela Proposicao acima temos que o subesquema
singular de Z (Ezemplo ¢ dado pelo zero-esquema de uma segao de Qx @ Fx(Z(s)).

2.7 Espectro relativo e projetivo

O objetivo desta segao ¢é estender o conceito de espectro de anéis para feixes quaisquer.
Dessa forma, o objetivo é obter um esquema a partir de um tipo especifico de feixe de anéis.
Comecamos com a proposicao a seguir que garante a existéncia de um esquema especifico.

Proposicao 2.7.1. Sejam (X, Fx) um esquema e 4 um feize coerente com X e Fx
(Deﬁnig:do tal que 4 também é um feize de Fx-dlgebras (Definigcao m) Existe
um unico esquema, que denotamos por Specx¥, e morfismo f : Specxd — X tal que, para
todo aberto afim U C X, f~1(U) = Spec4(U) e para toda inclusio de abertos afins V C U,
o morfismo f~1(V) — f~Y(U) € induzido pela aplicacao de restricio 4(U) — 4(V) como
feito na Observagao [2.2.5

Demonstracao. Para a demonstracao veja [11], p. 370]. O]

Definigao 2.7.2. O esquema Specy9 apresentado na proposi¢ao acima é chamado espec-
tro relativo do feixe Fx por 9.

O objetivo agora é construir um esquema de forma analoga feito acima, porém, a ideia
agora ¢é considerar apenas ideais primos especificos de anéis especiais.

Definicao 2.7.3. Sejam A = @, 5, An um anel graduado (Definicio e Ay =
@d21 Ag. Defina

ProjA:={p C A; AL € p ep € ideal homogéneo primo, ou seja, um ideal primo gerado

por homogéneos (Defini¢do }.

Observagao 2.7.4. Note que se p € um ideal homogéneo primo entdo também € ideal
primo, portanto ProjA C SpecA.

Da mesma forma que fizemos em SpecA construiremos uma topologia em ProjA e mais
tarde veremos que a topologia construida ¢é induzida pela topologia do espectro do anel.

Definigao 2.7.5. Seja A anel graduado como anteriormente e I C A, um ideal homogéneo.
Defina
Vi(I):={p € ProjA; I Cp}

Proposicao 2.7.6. Dado A anel graduado. Entao
a) N, Villi) =Vi(3o, L), com {I;} uma cole¢io de ideais homogéneos;
b) Vi (0) = ProjA;
c) Vi(Ay) =0;
d) Vo(I) UV (J)=Vi(INJ), com I,J ideais homogéneos.
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Demonstracao. Pelo fato de ProjA ser subconjunto de Spec A a demonstragao segue de
forma exatamente andloga nesse caso. [

Observagao 2.7.7. Seja I C A um ideal qualquer. Pela constru¢ao vemos que V(I) N
ProjA =V (I), com I, sendo o ideal homogéneo gerado pelos homogéneos de I. De fato,
mostremos primeiramente que V (I,) N ProjA =V, (I,). Temos

V(In) N ProjA = {p € Spec A ;I Cp}N{p € ProjA; I, Cp} =

={p € ProjA ; I, C p} = Vi (Ip).

Sabemos que I, C I, entao pela Proposicao |2.2.0 seque que
V(I) CV(Iy) = V()N ProjA C V(1) N ProjA = V(1) = V(I) N ProjA C V. (Iy).

Além disso, € facil ver que Vi (I) C V(I) N ProjA, provando a igualdade V(I) N ProjA =
Vi(lp).

Com isso, tomando V (I,) como fechados de uma topologia, seque que ProjA carrega a
topologia de Zariski induzida de A.

O objetivo agora é nos utilizar das semelhancas entre ProjA e Spec A e, de forma
semelhante, associar a ProjA um feixe de anéis andlogo ao feixe estrutural de Spec A
(Definigao . Para isso fazemos a construcao a seguir.

Vamos agora associar um feixe ao ProjA que também é chamado de feixe estrutural.
Seja A um anel graduado e tome o espago topoldgico ProjA. Para cada aberto U C ProjA
defina yProj 1(U) o conjunto de todas as funcoes da forma

fiU—) UA(p),

peU

com A, sendo o subanel dos elementos homogéneos de mesmo grau de A, tal que

1) f(p) € Aw);

2) Existe um aberto V' C U, com p € V e elementos homogéneos s,t de mesmo grau tal
que, para todo q ideal primo, t ¢ g e f(q) = s/t.

Perceba que a construcgao é andloga a feita para o caso de Spec A, onde, nesse caso, sao
levados em consideracao os elementos homogéneos. Portanto, a demonstracao de que os
anéis ‘gProj 4(U) formam um feixe também serd analoga.

Dessa forma, tomando ProjA temos que (ProjA, yProj 1) forma um espago anelado que
denotamos também simplesmente por ProjA.

Seja (X, Z#x) um esquema e o/ um feixe coerente tal que para cada aberto afim U de
X o anel &7 (U) é uma Zx(U)-algebra graduada, ou seja, o7 (U) pode ser decomposto da
forma o7 (U) = @, %, (U). Com isso, podemos enunciar a proposicao a seguir.

Proposicao 2.7.8. Seja X um esquema e &/ um feize coerente como acima. FEntdao
existe um esquema, denotado Proj</ e chamado espectro projetivo, e um morfismo

m : Projof — X tal que, para todo U C X aberto afim, existe um isomorfismo my :
7Y U) — Proj (U).

Demonstracao. Para a demonstracao veja [I1l, Proposigao 13.5]. O]

A seguir trabalhamos um novo tipo de esquema e mostramos que esse esquema pode
ser construido a partir do espectro projetivo de um feixe especifico.
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Definicao 2.7.9. Sejam X um esquema e Y um subesquema fechado. O blow-up de
X ao longo de Y é um esquema, denotado por Bly X, e um morfismo m : Bly X — X
tal que o pullback m=(Y") (Definigao ¢ um subesquema fechado tal que existe uma
cobertura aberta {U;} e =Y (Y)NU; 2 V(f;) para alguma segdo f;, e, sen’ : X' — X é um
morfismo tal que 7'~1(Y) é um divisor de Cartier efetivo, entdo existe um tinico morfismo
g: X' — BlyX tal que 7’ =mwog.

A seguir mostramos alguns exemplos de blow-up.

Exemplo 2.7.10. Sejam X C A% uma variedade algébrica afim e f1, ..., fr € K[z1,...,x,]
polinomios que nao se anulam todos simultaneamente em X. Sabemos que U = X —
V(fi,.. o, fr) =X =V({f1,..., fr)) € um subconjunto aberto de X. Além disso, note que

existe um morfismo
f:U—PA%)

p= (fi(p) s+ fr(p)-
Considere o grdfico de f

G(f)={(p,f(p)); pe U} C X xP(A%).

O blow-up de X em (f1,...,[f,) € o fecho de G(f) em X x P(A%) (ver [10, Construgio
4.3.2)).

Exemplo 2.7.11. Suponha que U C C" é um subconjunto aberto, que claramente serd uma
variedade complexa de dimensaon, e Z C U é uma hipersuperficie dos zeros de uma funcao

holomorfa f : U — C. Seja #¢ o ideal jacobiano (g—f, . gf de f, onde (z1,...,2,)
21 Zn
sio as coordenadas padrao de C". Além disso, #; ¢ um fechado de C". Considere o

blow-up w : Bl ,,U — U de f#;. Como estamos em C podemos descrevé-lo da sequinte

forma:
, of of ,
Pelo exemplo anterior o blow-up de | ——,...,=—— | em Z € o fecho de

0z Oz,
{((F0 o),

Note que, por propriedades de espago vetorial, temos que P(Ag) = ]P(A”), com P(AP)
sendo o dual de P(Ag). Além disso, sabemos que se, dado x € U, tal que 5= ( ) # 0 para
algum i € {1,...,n}, entdo x é um ponto ndao-singular. Portanto, se E(Z) € o conjunto
dos pontos singulares de Z, temos que x ¢ Z. Com isso, podemos reescrever Bl , U como

af

()7&0 ze{1,...,n}}§Z><IP(A%)-

Bly,U = {(e.0) € U PAR) |2 ¢ 5(2), 1= | g5t 3L )] |

O resultado a seguir nos dé a forma de construir o blow-up de um esquema X ao longo
de um subesquema fechado Y de X.

Teorema 2.7.12. Seja X um esquema, Y C X um subesquema fechado e Sy C Fx o
feize ideal associado a'Y . Entio Proj (s, -#5) € o blow-up de X ao longo de'Y'.

Demonstragao. Veja [11, Proposi¢ao 13.92]. O
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A partir dos espectros relativos e projetivos podemos construir o exemplo a seguir.

Exemplo 2.7.13. Seja X um esquema. Considere um esquema C' tal que C' = Spec(S*),
com S*=8"DS @ ... € um feive de Fx-dlgebras graduadas, Fx — S° € sobrejetiva, S*
¢ coerente e S* é gerado por S*. Chamamos C' de cone sobre X .
Agora, se Y € um subesquema fechado de um esquema X e Fy o feixze ideal de Y em
X, podemos construir o %onne normal Cy X deY em X como sendo o cone definido pelo
‘Y

feixe de Fx-dlgebras ®— =5, ou seja,
<Y

Oy X = Spec (@ %) )

n>0 7Y
Note que se Y = X, entao Sy =0 e, com isso, Cy X = CxX = 0.

Em particular, considere o feize quociente

Como Ny X € um feive de Fx- dlgebras, faz sentido considerar Sym g (AyX) e o cone

C = Spec(Symz (A5 X))
Da mesma forma podemos fazer os processos acima para o esquema projetivo.

Chamamos de cone projetivo de S* o esquema C = Proj(S*) que também pode ser
denotado como P(C). Considere agora z uma varidvel e tome o feize S*[z] dado pelos
anéis S*[2](U) = S;[2](U) & Si[z](U) & ..., onde cada S;[z](U) = SY(U) & S 'z|(U) &
CSHEE(U) @ SP2H(U) e cada ST[2F)(U) € o anel de polinémios na varidvel 2* de SH(U).
Com isso, pela construcao seque que S*[z] € um feixe de Fx-dlgebras graduadas, entdo
podemos considerar os cones C®1 = Spec(S*[z]) e o cone projetivo P(C®1) = Proj(S*[z]),
chamado completamento projetivo de C.

Para finalizar, vamos caracterizar o cone normal Cy X, para um caso particular.

Definicao 2.7.14. Sejam X e Y esquemas e i : Y — X uma imersao fechada. Dizemos
que i € uma tmersao regular de dimensao r se, para todoy € Y existe um aberto U de X
tal que i(y) € U e o feize ideal Fiyynu € gerado por uma sequéncia reqular de comprimento
r.

Exemplo 2.7.15. Se Z ¢ uma hipersuperficie de M uma variedade suave, entaoi : Z — M
¢ uma imersao reqular (ver [8, Secao B.7.6]).

Proposicao 2.7.16. Seja X um esquema ei:Y — X uma imersao fechada. Se i for uma
imersao reqular e Sy o feire ideal de Y em X, entao Ny X € um fibrado vetorial e seu
dual Ny X (chamado fibrado normal) é isomorfo a Cy X.

Demonstracao. Veja [8, Segao B.6.2]. ]



Capitulo 3

Classes de Chern

O objetivo deste trabalho é estudar o conceito de classes caracteristicas para varieda-
des possivelmente singulares. Este conceito pode ser apresentado utilizando ferramentas
de Topologia Algébrica, Geometria Diferencial ou, como é feito neste trabalho, Geome-
tria Algébrica. Estas classes sao elementos de um grupo, chamado grupo de Chow, que
descrevemos neste capitulo.

Quando a variedade é nao singular, tais elementos estao associados ao fibrado tangente
da variedade, ja no caso singular, como nao existe este fibrado vetorial, mais ferramentas
serao necessarias, onde o conceito de classes de Segre é fundamental.

Finalizamos apresentando resultados para o caso de hipersuperficies complexas.

Lembrando que desde o capitulo anterior quando aparecer esquema estamos conside-
rando esquema algébrico e uma variedade é um esquema (algébrico) reduzido e irredutivel.

As principais referéncias deste capitulo sao [§] e [36].

3.1 Grupo de Chow

Para cada k > 0, Z;(X) denota o conjunto das somas formais ZnVV, onde V' é uma

%
subvariedade de X de dimensao k e os coeficientes ny € Z.

Em Z;(X) é definido uma operacao soma, somando os coeficientes inteiros associados
a mesma subvariedade. Claramente Z;(X) com esta operacao é um grupo abeliano.

Definicao 3.1.1. Chamamos cada elemento de Zy(X) de k-ciclo de X e Zp(X) grupo
de ciclos de dimensao k ou, simplesmente, grupo dos k-ciclos de X .
Denote por

Z(X) = P Zu(X).

Dado o = Z nyV € Zy(X), definimos seu suporte, denotado por |a| ou Supp «, por
%
la| =, V, onde ny # 0.
Proposicao 3.1.2. Z,(X) é um conjunto enumerdvel.

Demonstragao. Perceba que se provarmos que Zi(X) é enumeravel entdao segue Z,(X) é
enumeravel, pois Z,(X) serd a soma enumeravel de conjuntos enumeraveis.

65
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Seja C,, o subconjunto de Z(X) formado pelos k-ciclos Z nyV onde a quantidade de

v
ny # 0 é igual a m. Deste modo, podemos escrever Z(X) = Z Chn.

m
Como, para todom, C,, = A C {(n1,...,nm); ni € Z,Vie{l,...,m}} =7Zx---x7Z,
que é enumeravel, portanto, segue o resultado. O

No que segue, lembremos que dada uma subvariedade W C X, R(W) é o corpo de
funcoes visto na Definicao [2.2.36]

Definicao 3.1.3. Sejam {X;}; componentes irredutiveis de X (com estrutura reduzida). O
ciclo fundamental de X ¢ [X|:=) m;X; € Z,(X), onde m; = (Fx x,;). Chamamos o
valor m; de multiplicidade geométrica de X; em X.

O objetivo agora é definir um k-ciclo especial, utilizando o conceito de ordem visto no

capitulo anterior (Definigao [2.3.12)).

Definicao 3.1.4. Sejam W uma subvariedade de dimensio k + 1 de X e ¢ € R(W)*.
Chamamos de ciclo associado a ¢ o k-ciclo dado por:

div(p) := Z ordy (p)V,

com V wvariando no conjunto de todas as subvariedades de W de codimensao 1.

Denotamos por By(X) o conjunto de Z;(X) formado por todos os ciclos a € Z(X) tal
que,
a= Z div(¢;)
para um numero finito de subvariedades W; de X, com ¢; € R(W;)*.

Proposicao 3.1.5. O conjunto Bi(X) € um subgrupo de Zy(X).

Demonstracao. Sejam «, f dois elementos de By(X), se mostrarmos que o — 3 € By(X)
provamos que By (X) é subgrupo de Z;(X).
Pela defini¢ao os elementos « e [ sao da forma

o= Zdiv((ﬂi) e B= ZdiV(’}/j),

el jed

respectivamente. Podemos tomar um mesmo conjunto de indices 7' (T = I U J) para « e
B. De fato, tome «a = Zdiv(got) e = Zdiv(%) de forma que

teT teT
_ o, osetel o Jn seted
T, se t¢1 Tl L setgJ

Dessa forma, como div(1) = 0 realmente podemos tomar « e 8 como descritos acima.
Note agora que,

a—f= Zdiv(gpt) — Zdiv(%) = Z(div(gpt) —div(y)) =
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Z ( Z ordy (¢;)V — Z ordv(%)V> = Z ( Z (ordy (¢¢) — ordv(%))V> :

t VW VW t VW
Pela Proposicao [2.3.13] temos

a—B=) < > (ordy (g )) = div(e; ),

t Vcwy

e, pelo fato de R(W)* ser um corpo e v, # 0, temos que ¢;y, ' € R(W;)*. Portanto
a— B € Bi(X). O

Com relacao a este subgrupo, construimos uma relagao entre os elementos de Z(X).

Definicao 3.1.6. Dois k-ciclos de X, o e 8, sdo ditos racionalmente equivalentes se
— B € Bp(X).

Notacao: o ~p 3 ou, simplesmente, a ~ f3.

Proposicao 3.1.7. A relagcdao ~r € de equivaléncia.

Demonstracao. Note primeiramente que, utilizando a Proposicao [2.3.13] temos
a—oa= Z(div(gpz) div(e;)) Zdlv (pisp; Zord(l),

e como 1 € R(W), temos que a ~ a.
Se a ~ 3, entao

a—BEB(X)=a—-B=> div(g)

para uma quantidade finita ¢; € R(W;).

Agora,
B—a=—(a—=pF) =) —divig) =Y > —ordy(p)V
i i VCW;
_Z Z ordy (p; 1)V = Zdlv ©;') € Bp(X),
i VCW;

onde a pentltima igualdade segue da Proposicao [2.3.13
Nos falta mostrar que se @ ~ 5 e § ~ v entao a ~ 7.

Se a ~ 3, entao a — 3 = Zdiv(gpi) e, se J~y,entao f—vy = Zdiv(wj).

Tome um conjunto de indices 7" de forma a podermos escrever a — 3 = Z div(p) e
t

f—v= Z div(¢;), da mesma forma como feito na Proposic¢ao [3.1.5, com ¢t € T..

t
Note que

@y == BB oy =D (dive) +div()) =37 3 (ordv(e) V o+ ordy() V)

t VcW;

- Z Z ordy (@) V Zle 1) € Br(X),

t VCW:

onde a pentltima igualdade segue da Proposicao |2 novamente. O
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Usualmente dizemos que um elemento a € By(X) é racionalmente equivalente a
zero e denotamos por o ~ 0.

Observagao 3.1.8. Pelo fato de B(X) ser subgrupo de Zy(X) (que é abeliano), podemos

tomar o grupo quociente g’;g))

Além disso note que
an~f=a—PF€ByX)=a+ By(X) =5+ Bi(X),

Zy(X)
By (X)
dois elementos a e B sdao racionalmente equivalentes se definirem o mesmo elemento em

Z(X)

onde a+ B(X) e 8+ Bp(X) sdo as classes de a e 5 em respectivamente. Portanto

B(X)" Assim
Zp(X)  Zp(X)
Bi(X)  ~p
Definicao 3.1.9. Chamamos de grupo das classes de k-ciclos, que denotamos por
Ak(X), o grupo quociente Zk(X).
By(X)

Notagao: Dado u € Ai(X), podemos denotar u = a + By (X) com a € Z(X).
Observacgao 3.1.10. Caso necessdrio, convencionamos que para k negativo, Ax(X) = 0.

Definicao 3.1.11. Chamamos de grupo de Chow de X o grupo graduado

A(X) = P Au(X).

k>0

Exemplo 3.1.12. Se X ¢ um esquema de dimensao n, entio B,(X) = 0 pois se a €
B, (X), temos a = ), div(y;), onde ¢; € R(W;)*, com W, subvariedade de X com di-
mensao n + 1, que nao existe pois dimW; < dimX = n. Portanto, An,(X) = Z,(X).

Lembre pela Proposi¢ao que Z,(X) € enumerdvel, portanto temos que
An(X)=2Z,(X) =2 Z.

Exemplo 3.1.13. Se X € um esquema de dimension ek >n, Z;(X) =0 e Ax(X) = 0.
De fato, pela defini¢ao temos que Zi(X) € o conjunto dos ciclos Y ., ny'V, com V sendo
uma subvariedade de dimensao k de X. Como X possui dimensao n < k, ndo temos

subvariedade de dimensao maior que o esquema em que estd contida. Portanto temos que

Zi(X) =0 e, consequentemente, Ax(X) = g’;g% =0.

Segue da construcao dos objetos anteriores o seguinte resultado:

Proposicao 3.1.14. Seja X um esquema tal que X € uma uniao disjunta de esquemas
Xi,...,X;, entao

Zp(X) = @ka) e Ap(X) :@Ak(){i).

O objetivo agora é apresentar formas de relacionar ciclos entre esquemas distintos.
Naturalmente, tal relagao surge a partir de morfismos de esquemas, que podera ser estendida
a elementos do grupo de Chow.
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Definicao 3.1.15. Sejam f : X — Y um morfismo proprio de esquemas, V uma subva-
riedade de X e W = f(V'). Defina

(V) := deg(V/W)W,

onde deg(V/W) € o grau da extensao [R(V) : R(W)] (ou seja, é a dimensdo do corpo R(V
visto como espago vetorial sobre o corpo R(W)) se dim(W) = dim(V') e 0 se dim(W) <
dim(V).

Observacao 3.1.16. Note que a definicao faz sentido. De fato, primeiramente note que
pela Observagao [2.5.9W = f(V) é uma subvariedade de Y com dim(W) < dim(V'). Além
disso, também pela Observagao(2.5.9, o morfismo f induz uma inclusao de R(W) em R(V)
e [R(V): R(W)] < c0.

Como podemos tomar f,(V') para qualquer subvariedade V' de X, entao é possivel
estender por linearidade, obtendo a aplicagao

Observacao 3.1.17. Sea =), nyV € Z,(X),
Fola) =D v f(V) = nvdeg(V/F(V)) F(V).

Note que se dim(V') > dim(f(V)), entdao deg(V/f(V)) = 0. Logo, as parcelas que ndio
sao iguais a zero sao quando dim f(V) = dim(V') = k e, portanto, f.(a) € Zp(Y).

Observacao 3.1.18. Claramente f, € um homomorfismo de grupos pois dado o =, ny'V
€ B = vavv em Zk(X),

fla+B) = [ (Z(nv + va) =y (v +my) f(V)
%
= EV an*(V) + EV my fo(V) = f*(a) + f(B)-
Proposicao 3.1.19. Sejam f : X =Y e g :Y — Z morfismos proprios de esquemas,
entdo (go f)e = geo fu

Demonstracdo. Pela definicao, basta mostrar que dada uma subvariedade V' de dimensao
kde X, (g0 f).(V) = (9.0 £)(V).

Como os morfismos sao proprios, dim(go f)(V) < dim f(V) < dim V. Assim, temos 4
possibilidades:

i) dim(go f)(V) < dim f(V) < dim V;

Neste caso,

deg(V/(g o f)(V)) = 0= 0.0 = deg(V/f(V)).deg(f(V)/(g o [)(V)).

ii) dim(g o f)(V) < dim f(V) = dim V;
Neste caso,

deg(V/(go /)(V)) =0 =[R(V) : R(f(V))].0 = deg(V/f(V)).deg(f(V)/(g © f)(V)).
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iii) dim(g o f)(V) = dim f(V) < dim V;
Neste caso,
deg(V/(go f)(V)) = 0=0.[R(f(V)) : R((go f)(V))] = deg(V/f(V)).deg(f(V)/(go f)(V)).
iv) dim(g o f)(V) = dim f(V) = dim V.
Por propriedades de extensoes de corpos temos

[R(V) : B((g o /)(V)] = [R(V) : ROF(V)LR(F(V)) : B((g o /)(V))].

Deste modo,

deg(V/(g o [)(V)) = deg(V/f(V)).deg(f(V)/(g o [)(V)),

como nos itens anteriores.
Portanto,

(g0f)«(V) = deg(V/(gof)(V)) (gof)(V) = (deg(V/f(V)).deg(f(V))/(g o f)(V))) (gof)(V)

deg(V/f(V))-9:(f(V)) = g(deg(V/F (V) f(V)) = g:(f(V])) = (g 0 f)(V).
O

Para estender a aplicacao f, para os grupos de Chow correspondentes, precisamos do
seguinte resultado, que omitiremos parte da demonstracao.

Proposigao 3.1.20. Seja f: X — Y uma aplicagio propria, entao fo(Br(X)) C Br(Y)

Demonstracao. Seja a € By(X). Deste modo

mwzﬂ@}mmozzymmm»

Seja «; = div(ip;), onde p; € R(W;) com W; uma subvariedade de X. Assim, podemos
pensar em «; € Bi(W;). Se W; é uma variedade, entao f(W;) é uma variedade pois f é
um morfismo préprio. Por [8, Proposicao 1.4, f.(div(y;)) = 0 se dim f(W;) < dimW; e
fe(div(gp;)) = div(N(p;)) se dim f(W;) = dim W, onde N (p;) é um ciclo especial, chamado
de ciclo norma de ¢;, que aparece na demonstragao do resultado citado. O

Definicao 3.1.21. Dado f : X — Y um morfismo proprio, chamamos de push-forward
de f a aplicagao 3
f* : Ak<X) — Ak(Y),

induzida pela aplicagio f., ou seja, f.(a+ Bp(X)) = fu(a) + B(Y).
Observacao 3.1.22. Perceba que f. estd bem definida. De fato, dado o + Br(X) =

B+ Bi(X) temos o — f € By(X). Pela Proposi¢do fela — B) € Bi(Y'). Por outro
lado, pela Observagao[3.1.18, f, € homomorfismo, entio f.(c)— f.(8) = fu(a—p) € By(Y).

Assim £.(0) + By(Y) = £.(8) + B(Y) e, portanto, fu(a + By(X)) = f.(8 + B(Y)).

Além disso, f, € um homomorfismo de grupos pois f, € um homomorfismo de grupos.



3.1. Grupo de Chow 71

A fim de facilitar a notacao faremos o abuso de denotar f. simplesmente por f, quando
nao houver risco de confusao.

O objetivo agora é, dado um morfismo de esquemas f : X — Y, definir uma outra
forma de relacionar os grupos A,(X) com A, (Y).

Definicao 3.1.23. Sejam f: X — Y um morfismo de esquemas e V uma subvariedade de
Y. Defina

Fv=1rm
onde f~Y(V) € o subesquema imagem inversa de V (Definigdo .

Observacao 3.1.24. Podemos estender por linearidade e obtemos um homomorfismo

[72.(Y) = Z.(X),

> Vi) nifV;

que chamamos de morfismo imagem inversa de f (para ciclos).

Lembre que, no caso de morfismos push-forward (para ciclos) a Proposi(;éomostra
que (g o f)« = fi 0 g«, porém é possivel mostrar que no caso do morfismo imagem inversa
nem sempre isso ocorre (ver [30, Exemplo 4.2]). Isso ocorrerd para morfismos especiais, os
morfismos flats (Defini¢ao , que sao os que vamos utilizar. Neste caso, se f: X — Y
um morfismo flat de dimensao relativa n,

[ Zk(Y) = Zin(X),V k.

Antes disso, precisamos do seguinte resultado, que somente daremos a ideia da demons-
tracao, omitindo algumas justificativas algébricas.

Proposicao 3.1.25. Seja f : X — Y um morfismo flat de dimensdo relativa n. Entao,
para todo subesquema fechado Z de'Y

2=z

Demonstra¢cao. Como um esquema pode ser visto como um subesquema fechado dele
mesmo, podemos considerar f: f~}(Z) — Z, que ainda ¢ flat.

Sejam V uma componente irredutivel de f~*(Z) e W = f(V). Considere A = Fyyy e
B = F-1(z)v . Pode-se mostrar (ver [36, Proposicao 4.4]) que

I5(B) = La(A).lp(K,(A) @4 B),

onde K,.(A) é o corpo residual de A.

Por definigao, temos que o coeficiente de V' em [X] é Ig(B) e, pelo provado acima,
temos que lg(B) é [4(A) vezes o coeficiente [p(K,.(A) ®4 B) de V em [f~'W], provando o
esperado. O

Portanto, podemos agora ver um caso em que (go f)* = g* o f*.

Corolario 3.1.26. Sejam f: X =Y eqg:Y — Z morfismos flat de dimensao relativa m
e n, respectivamente. Entao

(go /) (V)= (fTog)(V),
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para toda subvariedade V' de Z.

Demonstragao. Tome V uma subvariedade qualquer de Z (que é um subesquema fechado

de Z), entao
(go £ (V)=Ilgo )V =[f"lg7H(V))

Lembre da Observacao [2.2.40] que ¢g7!(V) é um subesquema fechado, logo, aplicando a
proposicao acima temos

]

Também podemos estender a aplicacao f* aos grupos de Chow, a aplicacao é andloga
a aplicagao f,, porém o processo nao é simples e pode ser visto em [8, Teorema 1.7].

Proposicao 3.1.27. No diagrama comutativo a sequir f € flat e de dimensao relativa n e
g € proprio.

x Ly
A
x Ty

Entao g, o f"* = f*o g,
A demonstracao da proposigao acima pode ser vista em [36, Proposicao 4.6].

Teorema 3.1.28. Sejam Y um subesquema fechado de (X, %x) eU = X =Y o subesquema
aberto de X dado por (U, Fx|v). Tomando as inclusoes i : Y — X e j: U — X, temos
que a sequéncia

Ap(Y) 2 Au(X) L A (U) = 0

¢ exata.

Demonstracao. Precisamos mostrar que j* é sobrejetiva e I'm i, = ker j*.

Inicialmente mostremos que j* é sobrejetiva. De fato, seja v = Y a,V, € Zy(U) e
para cada n considere o fecho V,, de V,, em X, que é uma subvariedade de X. Portanto,
tomando [ = Zn anvn, temos que

Zanj Zan _1 Zanv NU] = ZanVn:a.

Entao j*(6 + Be(X)) = j*(8) + Bx(U) = a + Bg(U), provando que j* é sobrejetiva.

Mostremos que Im 1, C kerj*. Note que, dada uma subvariedade V de X tal que
J5(V) = 0, temos que VN U = (). Dessa forma, dado a = Y .a;V; € A,(X) temos que
J (o) = 0se V;NU =  para todo V;, ou seja, V; € Y. Portanto, dado 5 =", b;Vi € Ax(Y)
temos que i, (8) = Y. ;i (V;) = >, ¢;Vi, entdo, como V; € Y segue j*(i.(8)) = 0.

Reciprocamente considere agora um ciclo ) a,V, + Bi(X) € Ai(X) em ker j*, ou
seja, » . g (Vo) = >, an(Vo, NU) € Bi(U). Logo > a,V, NU = > div(p,), com
s € R(Ws) e Wy sendo uma subvariedade de U.

Para cada subvariedade W, de U, considere o fecho W, de W, em X. Além disso é facil
ver diretamente da Defini¢ao que Fx, = Fy, para um p € U, em especial vale
para g o ponto genérico de W, que também é ponto genérico de W,. Com isso, temos que
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Fxq = Fuy, ou seja, R(W,) = R(W,). Pelo feito na demonstracio da Proposi¢io m
podemos considerar ) a,V, e > div(ps) com o mesmo conjunto de fndices n. Como
R(W,) = R(W,,) temos que

O aVa) =D divign) = 5O anVa) = Y div(e,) = 0=

=5 (O aVo =Y _div(p,)) =0,

n

portanto, pelo discutido anteriormente, temos que ) a,V,,—>_ div(y,) = i, para algum
B e Ap(Y). O
Observacgao 3.1.29. Sejam X; e Xy subesquemas fechados de X. Considere a aplica¢ao
¢ Ak(Xy) @ Ap(X2) = A(X1 U Xy) tal que ¢p(udv) = (i1)«(u) — (i2)«(v), onde i; : X; —

X1 U Xy, j=1,2 sdo as inclusoes. Pode-se mostrar que a aplicacao estd bem definida e é
sobrejetora. Além disso, Ker ¢ = Ap(X1 N Xs). Deste modo,

Ap(X1) ® Ap(Xs)
Ak(X7 N Xo)

Ap(X1 U X,) =

Exemplo 3.1.30. Como A% possui dimensao n, pelo Exemplo que Ap (A7) =
Z.. Além disso, pelo Exemplo temos que A;(A%) = 0 sei < n. Agora, em [10,
Proposicio 9.1.14] temos que o homomorfismo p* = Ag(A% %) — AL(A%) € sobrejetivo para
todo k, em que p : A% — A’}{k ¢ o morfismo proje¢ao. Como por [10, Exemplo 9.1.8]
Ao(A"F) =0 e com as informagées discutidas acima, temos

s~ | 7, se k=mn;
Ap(Ag) = { 0, caso contrdrio.

Exemplo 3.1.31. Seja X = {z125 = 0} C P(A%) a unido de duas retas projetivas
X = X1 U Xy que se encontram na origem.

Como X1 N Xy € a origem, entio A;(X; N Xs) = 0 e usando a Observagao no
indice 1 temos

Al(X) = Al(Xl U XQ) = Al(Xl) & Al(Xg)

Pelo Ezemplo [3.1.13 temos A1(X1) = Z1(X1) e Ax(X2) = Zo(Xs).

Agora, note que, por propriedades de espago projetivo temos que qualquer ponto de X;
¢ racionalmente equivalente, e, da mesma forma temos que isto ocorre para Xo. Porém,
X1 N Xy # 0, jd que possuem a origem em comum, portanto todos os pontos de X sao
racionalmente equivalentes. Entao temos Ag(X) = By(X).

Pelo fato de By(X) C Zy(X), e, como provado na Proposi¢ao Zo(X) € enu-
merdvel, temos entao que By(X) também o serd, ou seja, By(X) = Z.

Deste modo Ay(X) = Z S Z e Ay(X) = Z.

Exemplo 3.1.32. Sejam P(A%) ei € {1,...,n}. Temos que A;(P(AX)) = ZP(ALY),
ou seja, Ai(IP(A”KH)) ¢ gerado por um espago projetivo de dimensao i. De fato, vamos
provar por inducao sobre n.

Se k = n temos por [10, Exemplo 9.1.5] que, dado um esquema X de dimensdo n, o
grupo Ap(X) = 7 € localmente livre e gerado por X, ou seja, Ap(X) = ZX. Isso implica
que A,(P(A%)) = ZIP(AY). Em especial, temos que vale para o caso n = 1.

Suponha por inducio que A;(P(A%)) = ZP(AYY), com i < n.
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Vamos agora provar para n.

Note que P(A%) —P(A%) =2 A% Considere agora i : P(A%) — P(A%) ej: A% —
P(A%MY) as inclusdes triviais. Com isso, pelo Teorema temos que a sequéncia abaizo
¢ exata

Aj(P(AG) 2 A(P(AKT) L5 Ai(A) — 0.

Sabemos ainda pelo Exemplo que A;(A%) = 0 para todo i # n, entdo temos que
1« € sobrejetiva para todo © # n pelo fato da sequéncia ser exata. Com isso, dado =
S bV o€ Aj(P(AET) eziste a € Aj(P(AY)) tal que i.(o) = B. Lembre da hipdtese
de inducio que A;(P(A%)) = ZP(A%Y), entio a = Y, a,P(AY"). Note que i.(a) =
S ami P(AYY) = 3 b i(P(ARY), como i @ P(A%) — P(AS) € a inclusdo trivial,
seque que i(P(A%1)) 2 P(ATY) em P(A%E). Portanto 8=, bnP(AY!) provando que
P(A7) = ZP(ALY).

3.2 Ciclos associados a divisores de Cartier

Agora vamos estudar uma forma de associar ciclos a divisores de Cartier em um esquema
X, mostrando como seus grupos se comportam um em relacdo ao outro. Tendo tal asso-
ciacao podemos utiliza-la para criar uma relagao de equivaléncia entre divisores de Cartier
e ver como tal relagao se comporta em relacao aos grupos de ciclos vistos anteriormente.

Inicialmente vamos querer associar um numero a um divisor de Cartier em X para
cada subvariedade V' C X. Antes, para que esteja bem definido, precisamos do seguinte
resultado.

Proposicao 3.2.1. Sejam D = (U;, f;) um divisor de Cartier em X eV uma subvariedade
X. Entao, para todo i,j tais que VNU; £ 0 e VNU; # 0, temos ordy (f;) = ordy(f;).

Demonstragao. Pela Proposicao [2.6.2) temos que f;/f; € R(X) é invertivel em U; N Uj,

entao temos F F
ordy (fi/f;) =1 (<f7fv>) =1 ( <)1(>V) -0

Entéao, com a igualdade ordy (f;/f;) = 0 e a Proposicao [2.3.13] temos que

0 = ordy(fi/f;) = ordv(fi) — ordv(f;) = ordy(f;) = ordy (f;).

]

Definicao 3.2.2. Dado D = (U, f;) um divisor de Cartier em X, para cada subvariedade
V de X, € definida a ordem de D em V', denotada por ordy (D), como sendo

ordy (D) = ordy(f;) para algum i tal que U; NV # ).

Isso é necessario para fazer uma associacao direta entre divisores de Cartier e ciclos de
Z.(X) como veremos a seguir.

Defini¢ao 3.2.3. Seja D = (U;, f;) um divisor de Cartier em X. Chamamos de ciclo
assoctado a D o sequinte ciclo:

D] = Z ordy (D) V,

|4

onde V' sao subvariedades de X de codimensao 1.
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Dessa forma, se X possui dimensao n, é possivel construir uma aplicacao entre o grupo
dos divisores de Cartier de X, Div(X), e Z,,_1(X) levando um divisor de Cartier D ao seu
ciclo associado.

Observagao 3.2.4. Se D é um divisor de Cartier principal em X, entao D = (U, f), com
fi = flv, para alguma f € R(X). Com isso,

(D] =" ordy(f) V = div(f) € Ba_1(X).

Proposicao 3.2.5. A aplicacao ¢ : Div (X) — Z,_1(X), dada por ¢(D) = [D] é um
homomorfismo.

Demonstracao. De fato, sejam D e E divisores de Cartier em X.
Pela Observacgao [2.6.6] podemos considerar sem perda de generalidade D = (U, f;) e
E = (U;, gi). Assim, D + E = (U;, f;9;) (Observagao [2.6.4]). Deste modo,

o(D+E)=[D+E] = Zordv(D +E)V = Zordv(figi) vV

= Zordv(fi) V + ZordV(gi> V - (:O(D) + SO(E)7

onde a quarta igualdade é garantida pela Proposicao [2.3.13] Portanto ¢ é um homomor-
fismo. O

Tendo agora uma ligacao entre ciclos e divisores de Cartier podemos estender o conceito
de equivaléncia racional de ciclos, como visto na Definicao [3.1.6] para divisores de Cartier
simplesmente olhando para seus ciclos associados.

Definigao 3.2.6. Sejam D e D' divisores de Cartier em X. Diremos que D e D' sdo
racionalmente equivalentes se [D] e [D'] sao racionalmente equivalentes.

Proposigcao 3.2.7. Sejam D e D' divisores de Cartier X. Se D — D’ é um divisor de
Cartier principal em X, entdo D e D' sdo racionalmente equivalentes.

Demonstragao. Se D — D' é um divisor de Cartier principal em X, pela Observacao |3.2.4
(D —D'] € B,1(X).

Lembre pela Proposi¢ao que [D— D'| = [D]—[D'], portanto [D]—[D’'] € B,_1(X),
o que prova que D e D’ sao racionalmente equivalentes. O

Observacao 3.2.8. Podemos estender a aplicacao da Proposicao para o grupo de
Chow. Lembrando que Div(X) e PDiv(X) sdo os grupos dos divisores de Cartier e dos
divisores de Cartier principais em X, respectivamente, e Pic(X) := % 0 grupo de
Picard de X, considere a aplicagcdo ¢ : Pic(X) — A,—1(X), dada por ¢(D + PDiv(X)) :=
©(D) + B,—1(X).

Vejamos que ¢ estd bem definida. Tome D+ PDiv(X) = E+ PDiv(X). Logo D—E €
PDiv(X), ou seja, D—E € um divisor de Cartier principal em X. Pela ProposigdoMD
e E sdo racionalmente equivalentes, ou seja, existe k tal que [D]—[E] = [D—E] € B, _1(X).
Assim

0=I[D—E]+ Bna(X) = ¢(D = E) + Bp1(X) = (¢(D) + ¢(E)) + Bna(X) =
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= (p(D) + Bp-1(X)) + (¢(E) + Bu1(X)),

onde a terceira igualdade vem do fato de ¢ ser homomorfismo de anéis (Proposi¢do .
Portanto o(D) + B, 1(X) = ¢(F) + B,_1(X), ou seja, ¢(D + PDiv(X)) = ¢(F +
PDiv(X)).

Exemplo 3.2.9. Se X for uma curva projetiva suave. Pelo fato de X ser uma curva temos
que a dimensao do esquema X € 1. Além disso, toda curva projetiva € definida por uma
secao v : X — K, com K um corpo, dessa forma temos que X € um esquema algébrico e
uma variedade.

Entao, por [36, p. 50/, Zo(X) = Div(X) e também By(X) = PDiv(X). Com isso, pela
observagao feita acima, teremos Ag(X) = Pic(X).

3.3 Classes de Chern - caso suave

As classes caracteristicas apresentadas estao associadas a variedades complexas. Inici-
almente vamos considerar o caso sem singularidades, com isso, temos o fibrado tangente
bem definido. Porém estes objetos sao mais gerais, podendo ser definidos para qualquer
fibrado vetorial. A obtencao do conceito inicia-se com fibrados de linha, para depois consi-
derar fibrados vetoriais de posto qualquer e, por ultimo, particularizamos para um fibrado
especifico, o fibrado tangente.

Dado um fibrado de linha .Z sobre X e V um subvariedade de X de dimensao k,
existe C' um divisor de Cartier em V tal que #y(C) = Z|y (Proposi¢ao [2.6.13). Pela
Definicao 3.2.3] [C] € Zx_1(V'). Pela Observagao podemos associar a C' um elemento
de Ay_1(V), que por simplicidade também vamos denotar por [C], ou seja,

[C] :=@(C + PDiv(V)).

Vamos considerar a inclusao i : V' — X. Assim i*([C]) € Ax—1(X).

Definicao 3.3.1. Sejam £ — X wum fibrado linha, V uma subvariedade de X e C o
divisor de Cartier em V' descrito anteriormente. O elemento i*[C] € chamado a 1% classe
de Chern de £ com respeito a 'V e denotada por

a(L) NV =i ([0)).

Observacao 3.3.2. Note que a primeira classe de Chern estd bem definida. De fato, sejam
C,C" dois divisores de Cartier em V tais que Fy(C) e Fy(C') sejam isomorfos a Ly .
Com isso seque que C e C' sdo racionalmente equivalentes, e, portanto, definem o mesmo
elemento em Ap_1(V).

Observacao 3.3.3. Podemos entao estender por linearidade o conceito de classes de Chern
como feito para classes de interse¢ao para um morfismo c1(ZL)N : Z.(X) — A.(X). De
fato, seja o € Z.(X) com a = Y, nyV, entio ci(ZL) Na =Y ,ny a(L)NV, que
claramente é um homomorfismo de grupos. Em especial, isso implica que, dados o, 3 €

Z,(X), temos 1 (L) N(a+P) =a(ZL)Na+ca(ZL)Ng.
Proposicao 3.3.4. O homomorfismo definido acima satisfaz as sequintes propriedades:

(a) Seja f: X' — X um morfismo flat, entdo para todo o € Z,(X) e todo fibrado linha
£ de X temos
ffla(@)na)=a(f*2)N fae A(X);
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(b) Seja p : X — Y um morfismo proprio, entdao para todo o € Z.(Y) e todo fibrado
linha £ de X temos

p(c1(p*Z) Na) =1 (L) Np.(a).

Demonstracao. (a) Perceba que podemos supor sem perda de generalidade que o« = V' para
alguma subvariedade de X pois ¢;N e f* sdo homomorfismos de grupos (Observagao m
e Observacao [3.1.24]).

Também podemos supor sem perda de generalidade que V = X pois f*(¢;(Z)NV) =
@([C)) = *(f*([D) = i*(f*(c1(ZL)N X)), onde i : V — X ¢é a inclusao, C é o
divisor de Cartier em V tal que #y(C) = Z|y e D é o divisor de Cartier em X tal que
Fx(D)=2.

Sendo D tal que Fx(D) = £, entao Fx/(f'D) = f*%. Suponha que D é um divisor
efetivo de Cartier, entao D é um subesquema fechado de X, com isso, pela Proposicao
temos que f*[D] = [f~1(D)]. Note agora que, por definicao temos

a(ZL)NV =[D] = ff(a(L)nV) = f*[D]

D)) = (T (D) NfTV] = el T (L) N [V

Portanto,
FOI=[fT(D)] = f(a(Z)nV) = a(Fx(f*ZL) N V.

Vamos mostrar agora o caso em que D é um divisor de Cartier qualquer. Considere
W' C X' uma subvariedade de X’ que aparece em f*[D] e em [f*D]. Sabemos que

(D] =) aWo= f D] = anf W= anf 'W,,

portanto W’ = f~'W para alguma subvariedade W = W,, de X. Como W ¢ subvariedade,
entao W é um subesquema fechado e irredutivel de X e, pela Proposigao [2.2.27] segue
que existe um tunico ponto genérico g de W. Considere um aberto U/ de X tal que U; =
U NW # ), entao U; é um aberto de W e g € U,. E facil ver que, diretamente da
Definicao Fxyg = Fu1 g, além disso, pela Observagao Fxv = Fxg4, OU seja,
Fxg=Fui g = Fuvnw-

Como a,, ¢ o coeficiente de W’ temos por definicao que

9}(\/) (ﬁU.’ Ume)
a, =ordy (D) =1l — ) =1 ——— | = ordy D\y:
v =1 (T il view (Dloy)

para algum i tal que U;NW # (), com D|y, = (Uj’, fi= fi]f];), em que {UJ’} é uma cobertura
aberta de U/. Dessa forma, podemos calcular o coeficiente de W restringindo X a U; sem
perda de informacoes. Como isso vale para toda subvariedade W concluimos em geral que
f*[D] = [f~1(D)]. Logo, segue da mesma forma que

[(ea(Z)nV) = a(Fx (L) N[V,

provando o resultado.
(b) No caso em que p é a inclusdo de uma subvariedade X C Y a igualdade segue das
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definigoes feitas. Para o caso geral veja [36, Proposi¢ao 7.1 (4)]. ]

Proposicao 3.3.5. Se a € Z,(X) € racionalmente equivalente a zero, entdo c1(Z)Na = 0.
Logo, o homomorfismo ¢1(:Z£)N pode ser estendido a A.(X).

Demonstragao. Se o é racionalmente equivalente a zero temos que a = ), div(y;), com
; € R(V;)* e V; subvariedade de X. Note que, pelo fato de ¢;(:Z)N ser um homomorfismo,
podemos supor sem perda de generalidade que a = div(p) para algum ¢ € R(V), com V
subvariedade e X.

Tome D o divisor de Cartier tal que .#y (D) = Z|y e D' o divisor de Cartier principal
dado por ¢. Perceba que

(L) Na=c(ZL)N[D] =alF (D)D)

Seja .Zy (D) o fibrado associado ao divisor de Cartier D'. Pelo Teorema [3.3.7] podemos
trocar D por D’ na igualdade acima, ou seja,

c(Fv(D)) N [D'] = c1(Fv(D'))NI[D].

Note que, da mesma forma que a feita para «, podemos considerar sem perda de generali-
dade que [D] =V’ e, com isso, temos ¢;(Fy (D)) N [D] = c1(Fy (D)) NV".

Por defini¢do, temos que ¢;(%y(D")) N V' = [Dy], com D; um divisor de Cartier tal
que Fy:(Dy) = Fy(D')|yr. Dessa forma, pela construcao de Fy(D') (Definicao [2.6.12)),
devemos ter que D; é um divisor de Cartier principal. De fato, sabemos pela definigao de
fibrado associado que as fungoes de restrigao de %y (D’) sao dadas pela restrigao de ¢ a
subconjuntos abertos, portanto, D; é definido por ¢|y+, ou seja, Dy é um divisor de Cartier
principal.

Portanto, pela Observacgao segue que [D;] = 0 em A, (X) provando o esperado. [

Com isso, podemos estender ¢; ()N ao grupo de Chow A, (X).

Observagao 3.3.6. Como o homomorfismo ¢,(£)N pode ser estendido a A.(X), também
vale que dados a, B € A (X), ci(ZL)N(a+pP) =car(L)Na+c(Z)Np.

Teorema 3.3.7. Sejam £ e L' dois fibrados linha em X. Entao, para todo o € A.(X)
temos

()N (c(Z)Nna)=c (L) N (e (L) Na).
Demonstra¢ao. A demonstragao pode ser vista em [8, Proposi¢ao 2.5]. ]
Notacao: Indutivamente definimos o seguinte elemento
(L) Na=c(L)N (L) Nna).
Proposicao 3.3.8. Para todos o, f € A(X) temos
a(@)'n(a+B)=ca(L) Nna+ca(L)ng.

Demonstracao. Provemos por indugao sobre d.

Note que o caso d = 1 segue da Observagao [3.3.6
Suponha que ¢ (L)' N (a+ f) = e1i(L) N+ (L) N B
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Por fim, provemos para d. Note
()N (a+8)=ca(L)N(a(L) n(a+B)),
que pela hipétese de inducio temos
(@) Nn(a+B)=c(L)N (L) ' Nna+ (L) np) =
=c ()N (L) Nna)+ei(L)N (L) np) =a(@) ' Na+ca (L) N B,
como esperado. O

O proximo passo ¢é a definicao de outra classe, que é necesséaria para definir as classes
de Chern para fibrados vetoriais de posto qualquer.

Seja p : F — X um fibrado vetorial de posto e + 1. Entao podemos considerar o
fibrado projetivo associado p : P(E) — X de posto e (Defini¢ao 2.4.15). Seja (1) o
fibrado tautoldgico quociente de E (Definigao .

Em [8, B.2.5] afirma-se que o morfismo p : P(F) — X é um morfismo flat se, e

somente se, para toda subvariedade V' de P(E), com p(V) = W, temos que Fp(g),y é um
Fgw-mbdulo flat. Com isso, é possivel ver que p é flat, entao podemos considerar p, e p*.

Definigao 3.3.9. Dado a € Ax(X), defina
si(E)Na = p.(ci(Fp(1) Np*a) € Ap_i(X),

chamada i-éstma classe de Segre do fibrado E e com isso, podemos definir a classe
total de Segre como

Notagao: s(F)Na = (Z si(E)> Na=> (si(E)Na).

=0 =0

Observagao 3.3.10. Sabemos que, pela Pmposigdo c1(Fe(1))4T'N é homomorfismo,

pela Observagao P« € homomorfismo e pela Observacao p* € homomorfismo.
Portanto, s;(E)N é homomorfismo para todo i. Consequentemente s(E)N é homomorfismo.

Proposicao 3.3.11. Valem as sequintes propriedades:
(a) so(E)=1.
(b) si(E)=0sei<0 oui>dimX.
¢) (naturalidade) Se g : X' — X € um morfismo flat, « € A,(X) e E' = g*E, entdo
(c) ( g g
si("E)N g a=g*(si(E) Na).
(d) (formula de proje¢io) Se g : X' — X € um morfismo proprio e f € A (X') entdo,

9+(5i(g"E) N B) = si(E) N g.3.
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(e) (comutatividade) Se E e F' sao fibrados vetoriais sobre X e a € A (X) entao,

si(E)N(sj(F)Na) =s;(F)N(si(E) Na).
(f) Se £ € um fibrado linha, entio $;(.L) = —c1(ZL).

Demonstracao. Provemos inicialmente (c).

(¢) Dado o morfismo g, considere o fibrado E’ = g*E pullback de 7 por g (Definicao[2.5.21).
Dessa forma, podemos também considerar o fibrado projetivo associado p’ : P(E') — X’ e
temos que o seguinte diagrama é comutativo:

P(E") L~ P(E)
A
X' X

Note que pela definicao
si(g"E)Ng'a = p,(cr(Fp (1) Np g a).

Pelo fato do diagrama acima ser comutativo temos que po g’ = gop', e, com isso, segue
(pog)* = (gop)*. Além disso, pelo Corolario temos que (po ¢)* = g* op* e
(gop')* =p™ og*, entdao p'* o g* = ¢’* o p* e, com isso, segue

Pu(er(Fe ()T Np g a) = pi(a(d” Fe(1)™ Ng*p a).

Aplicando o primeiro item da Proposicao na igualdade acima segue

si(g"E)Ng*a = plg*(ci(Fp (1) Np*a).

Por fim, a Proposicao garante que

si(g"E) Ng*a = g'pu(er(Fp(1) T Np'a) = g (si(E) Na),

com a ultima igualdade dada pela definicao das classes de Segre. De forma analoga é
possivel provar (d).
Vamos agora mostrar (e). Seja B = P(E) x x P(F) e considere o diagrama

B—".P(F)
‘| .
P(E) X

onde, F' é um fibrado vetorial com b = posto(F), ¢’ é a projecao de P(E) xx P(F) em
P(E) e p' é a projecao de P(E) x x P(F) em P(F). Pela Definic¢do [3.3.9

si(B) Nsj(F)Na = p.(a(Fe()) T Np e (Fr(1) Ng a).
Agora, aplicando a Proposicao a expressao acima ¢ igual a

pler(Fp(1) T N gp™ (ef(Fr(1))™ N a)).
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Aplicando o item (a) da Proposigao , temos que a expressao acima é igual a
pe(er(Fp(1)T N (" Fe()™ NP g a).
Além disso, Proposicao m-(a) também garante que a expressao acima ¢é igual a
ped.(ci(q" Fp() T N (a (" Fe(1)) NP g a).

Agora, pelo Teorema garante a comutatividade das classes de Chern, ou seja,
a(Z)N(a(Z Na))=c(Z)N(a(Z)Na)). Em especial, podemos reescrever a iltima
expressao como

a0 (c1(p”" Fp (1) 0 (ea(¢" Fp(1)) T N g"p a)).
Por fim, novamente pela Proposigao (a), segue que
= ¢.(ar(Fp(1))"™ Nplg* (erf(Fr(1) T Npa)).

Por definigao, a igualdade acima é s;(F) N s;(E) N a, o que prova o item (e).

Provemos (b). Queremos mostrar que s;(E) Na = 0se i < 0 oui > dimX. Note
que, analogamente a demonstracao da Proposigao podemos supor sem perda de ge-
neralidade que o = V, com V sendo uma subvariedade de dimensao k£ de X. Considere
i:V — X ainclusdo trivial. Pela férmula de projecao (item (d)) podemos assumir X =V,
com isso, temos que s;(E) N X € Ax_;(X). Agora, se i < 0 segue que k — i > k, ou seja,
k —i é maior que a dimensao de X. Portanto, pelo Exemplo segue que Ag_;(X) =0,
ou seja, s;(E)NX =0. Agorasei > dim X = k, entdo k —i < i —1i = 0. Pela Observagao
segue também que Ap_;(X) = 0.

Provemos agora (a). Note que so(E) = 1 é equivalente a mostrar que so(F) N a = a.
Agora, analogamente a prova do item (b), podemos supor sem perda de generalidade que
a=VeV =X, com V subvariedade de dimensao k£ de X. Note que, por definicao,

so(E) N X = pu(er(Fp(1))" Np X).

Vimos no meio do Exemplo que Ap(X) = ZX, entdo, como so(F) N X € Ap(X),
temos so(E£) N X = mX para algum m € Z.

Como E é fibrado vetorial em X, existe U aberto de X tal que £ = U x B, tal que B ¢
um espaco vetorial de dimensao e. Sabemos que ]P(A?l) é um espaco vetorial de dimensao
e, portanto podemos substituir B por P(A%!) e temos que £ =2 U x P(ASH).

Considere agora j : U — X a inclusao de U em X, que é um morfismo flat. Pelo item
(c) temos que

Perceba agora que existem secoes de F g, (1) tal que o zero-esquema delas ¢ X x P(ASH),
ou seja, X x P(AS!) ¢ um divisor de Cartier e, além disso, por [8, Proposicio 3.1] temos
que ¢1(Fp, (1) NP(A%) x X = P(A% ") x X. Dessa forma, temos que ¢;(Fg, (1)) N
P(A%) x X @ P(A)) x X. Além disso, temos que

so(Elu) Nj*X = pu(er(Fp(1) 7 NP(A%) x X) = j*(P(Af) x X) = j*(pto x X) = j*X.

Logo, mj*X = j*X = m = 1, provando o resultado.
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Por fim, provemos o item (f). Primeiramente, por [8, B.5.5] p*Z* — Z¢(1) é um
isomorfismo, onde .Z* é o fibrado dual de .. Além disso, temos que . é um fibrado linha
e, portanto, possui posto igual a 1. Dessa forma, por definicao temos que

si(E) Na = p.ai(Fe(l) Np'a).
Agora, como p*.£* — Z (1) é isomorfismo e pelo item (a) da Proposi¢ao temos que
s1(E) Na = pa(p’Z”) Np'a) = pp(a(L7) Na).

Temos ainda que X = P(.Z) e por [8, Proposicao 2.5 (e)], temos que ¢;(:£*) Na =
—c1(Z) Na, entdo
sitE)Na=c¢(ZL)Na=—-q(ZL)Na

0 que prova o resultado. O

Vamos agora estender o conceito de classes de Chern para fibrados vetoriais quaisquer.
Seja E um fibrado vetorial em um esquema X. Considere a série de poténcias formal

si(F) = f: si(EV =14 s1(E)t + so(E)* + . ..

Definicao 3.3.12. O polinémzio de Chern de E, denotado por
a(E) =) _a(B)0 =1+ (Bt +a(E) + ...,
=0

€ a série de poténcias onde co(E) = 1,¢1(E) = —s1(E), c2(E) = s1(E)?—s2(E), ..., cn(E) =
—$1(E)cn1(F) — s2(E)epo(E) — -+ — sp(E). Aqui s;(E) sao vistos como endomorfismos
de A.(X), com produtos denotando a composi¢ao.

Observacao 3.3.13. Note que da defini¢ao acima temos que, para todo i > 2, ¢;(E) =
(—1)'det(S), onde S é a matriz

s1(E) so(E) s3(E) ... si1(E)  si(F)

1 S1 (E) 82<E) Ce Si_g(E) Si_l(E)

s=1 0 1 s1(E) ... si—3(E) si—a(F)
0 0 0 1 s

Proposicao 3.3.14. Sejam £ e um fibrado linha em X e E um fibrado vetorial em X.
Entao

(a) c,(Z) =0 para todo n > 1.

(b) (naturalidade) Se g : X' — X é um morfismo flat e o € A,.(X) entdo,
G(gE)Nga=g"(c¢(F)Na).

(¢) (férmula de projeg¢io) Se g : X' — X é um morfismo préprio e f € A.(X') entdo,

g«(ci(g"E) N B) = ci(E) N g.. 3.
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(d) (comutatividade) Se E e F sdo fibrados vetoriais sobre X e a € A.(X) entao,

G(E)N(¢j(F)Na)=c(F)N(c¢(E)Na).

Demonstragdo. Os itens (b), (c), (d) seguem dos itens (c), (d) e (e) da Proposicao [3.3.11]
respectivamente, pois as classes totais de Chern sao polinomios nas classes de Segre. Prove-
mos (a). Lembre que ¢, (&) = —51(L)cn-1(ZL) — - - — 5,(Z), além disso, pela Proposi¢ao
item (b) temos que s,(.¢) = 0 para todo n > r, onde r é o posto de .Z. Como
£ é um fibrado linha, temos que r = 1. Dessa forma, segue também que ¢,(%) = 0 se
n > 1. [l

O item (a) da proposi¢do acima também ¢é valido para fibrados vetoriais em geral,
entretanto sua demonstracao é complexa e depende de artificios e resultados nao abordados
neste trabalho. Porém, tal demonstracao pode ser vista em [8, Proposi¢ao 3.2 (a)]

Definigcao 3.3.15. A classe total de Chern de E ¢é definida por
c(E)=c(E)+c(E)+c(E)+ -+ (B),

onde r € o posto de E.

Notagao: ¢(F)Na = (Z cl(E)> Na = Z(CZ(E) N«), onde r é o posto de E.
i=0 i=0

Proposigao 3.3.16. A classe total de Chern de E € um homomorfismo.

Demonstragao. Pela Observagao [3.3.10) s;(F)N é homomorfismo para todo i, portanto,

como cada ¢;(F)N estd em funcao de classes de Segre, segue de maneira direta o esperado.
m

Observagao 3.3.17. Se £ ¢ um fibrado linha em X, entao ¢;(£) = 1+ c1(ZL)t. De
convergéncia de série de poténcias temos que

-1 __ 1 _ 1 _ S i [T
AL = P T TTa@) ;(_1) alL)t.

Em geral, da andlise temos que qualquer polinomio possui série de poténcias inversa,
em especial, dado um fibrado vetorial E de posto r em X, o polindmio ¢;(FE) = co(E)t +
c1(ENt + co( EYt? + - - + ¢, (E)t" possui série de poténcias inversa

ci(B)™' = Cy(E) + CL(E)t + Co(E)t? + ...

Pode-se mostrar que os coeficientes C;(E) = s;(E), Vi € IN. Por isso, podemos dizer
que ci(E) € a série de poténcias inversa de s;(E) (ou vice-versa). Além disso, C;(E) =0
para todo i > r, onde r € o posto de E.

Definigao 3.3.18. Chamamos ¢ ' (E) =14+ Cy(E)+Cy(E)+---+ C.(E) de classe total
de Chern inversa de E.

Proposigao 3.3.19. Seja E um fibrado vetorial de posto e +1 em X ep: E — X seu

morfismo estrutural. Entdao

e+1

Y E)Na=p, (Z(cl(%u))eﬂ‘ N p*a> .

=0
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Demonstracao. Da observacao anterior

cHE)Na=1+Ci(E)Na+ -+ Co(E)Na=1+s(E)Na+ -+ s (E)Na=

14p, (er(Zp(1) T Npta)+- - +p. (a(Fp(1) T Npta) = p. (Z(Cl(«%(l))e*i N p*a) :

onde a ultima igualdade segue do fato de p, ser um homomorfismo. m

Observacgao 3.3.20. De maneira andloga a Observagdo|3.3.1(0, ¢ (E)N é um homomor-
fismo.

Como podemos ver s;(E) como endomorfismos de A.(X), com produto denotando a
composigao, ¢;(E) - ¢;(E') (ou simplesmente ¢;(E)c;(E’) é um endomorfismo em A, (X),
onde (¢;(E) - ¢;(E'))(a) = ¢;(E) N (¢;(E') Na), onde E e E’ sao fibrados vetoriais sobre X.

Observacao 3.3.21. Com a notacao anterior, temos duas propriedades importantes:
1) cY(E) - ¢(E) € o operador identidade.
2) Para qualquer sequéncia exata de fibrados vetoriais em X,

0—-FE —-FE—E" —0,

temos ¢, (E) = ¢, (E") e (E"), ou seja, cx(E) =3, ci(E) - ¢;(E").
A demonstragao pode ser vista em [8, Teorema 3.2 dJ.

Proposigao 3.3.22. Se c(&)Na =S, entdo a = (L)' N}3.

Demonstragio. ¢(Z)Na = B = (LN ((ZL)Na) =cH(L)NB = (L) -
(c())(a)=cH(L)NB=a=Ida)=c(ZL)NS. O
Na proxima definicao vamos definir o conceito de classe de Chern para um esquema

suave X. Para isso vamos considerar o seu fibrado tangente T'X (Defini¢ao [2.5.16) e, por
abuso de notagao vamos considerar [X] em A.(X), (ou seja, [X] + B.(X) € A.(X)).

Definicao 3.3.23. Seja X um esquema suave. A classe de Chern de X, denotada por
c(X), € dada por
co(X) :=c(TX)N[X].

Exemplo 3.3.24. Considere o espago projetivo IP(A?{“) e seu fibrado tautologico associado
ﬁlp(A?(ﬂ)(l). Sabemos que P(A%) ¢ um esquema suave, portanto faz sentido considerar

seu fibrado tangente TP(AMY). Por [8, Apendice B.5.8], existe uma sequéncia exata
0 = Fpiantty = Fpganit) ()Y = TPARH) — 0.
A partir dessa sequéncia temos por [8, Exemplo 3.2.11] que
o(TP(AE)) = (1+ er(Fp(apey (D))"
Utilizando H = cl(f]P(A?{H))(l), que pode ser identificado com hiperplano em P(A%),

podemos reescrever
(TP(AG)) = (14 H)™.
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3.4 Classes de Chern - caso singular

O préximo passo é estender a definicao de classe de Chern para um esquema que nao
seja suave. Note que no caso de esquema suave, temos o fibrado tangente associado, que
nao existe em esquemas singulares.

Nesta direcao, algumas classes surgem. Vamos apresentar algumas e compara-las.

Seja X um esquema e C' um cone sobre X (Exemplo . Entao C' = Spec §* com
S* = S%® St@ ... é um feixe de Fx-dlgebras graduadas, .#x — S° é sobrejetiva, S!
é coerente e S* é gerado por S'. Podemos entdao considerar o cone P(C' & 1) = S*[2] e
q: P(C®1) - X a proje¢ao em X. Lembre ainda que, como C' @ 1 é um esquema,
podemos considerar o fibrado .-Z¢a1(1), que por simplicidade denotamos por % (1).

Definicao 3.4.1. Definimos a classe de Segre do cone C' como sendo
s(C) = q. <Z a(Z(1)'n[P(ICes 1)]) :
i>0
em que [P(C @ 1)] € o ciclo associado ao esquema P(C' @ 1).

Seja Y um subesquema fechado de X. Pelo Exemplo [2.7.13|é possivel considerar o cone
Cy X, portanto podemos fazer a definicao a seguir.

Definicao 3.4.2. A classe de Segre deY em X, denotada por s(Y, X) € dada por
s(Y, X) == s(Cy X).

Proposicao 3.4.3. Suponha que o cone C seja isomorfo a um fibrado vetorial em X, entao

Demonstracao. Seja q : P(C' @ 1) — X a aplicagao de proje¢ao como mostrada no inicio
da segao. Lembre que ¢*[X] = [¢7'(X)] e que ¢ é sobrejetiva, entao ¢*[X] = [P(C & 1)].
Além disso, como C' é um fibrado vetorial em X, segue que C' @ 1 também é um fibrado

vetorial em X. Com isso, é possivel considerar ¢=*(C & 1) N [X].
Pela Proposicao [3.3.19

H(CaNIX] =4 (Zm(%m)i : q*m) 4. (Dq(ﬂ(mi nP(Ce m) —5(0)
Considere a sequéncia exata natural

0—-C—-Cpl—1—0.

Pela Observagao [3.3.21f temos ¢ (C' @ 1) = ¢ }(C)c (1) = ¢ }(C). Dessa forma,

Coroldrio 3.4.4. Sei:Y — X € uma imersao regular (ver Defini¢ao|2.7.14}), entao

s(Y, X) = c HNy X) N [X].
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Demonstracao. Por definicao temos s(Y, X) = s(CyX) e pela Proposigao [2.7.16| temos
que Cy X é isomorfo ao fibrado normal Ny X, que é um fibrado vetorial. Portanto, pela
Proposigao [3.4.3 acima, segue que

s(Y, X) = e (Ny X) N [X].

]

Proposicao 3.4.5. Sejam C,...,C, as componentes irredutiveis do cone C, m; a multi-
plicidade geométrica de C; em C (Defini¢ao . Entao

= ij‘S(CJ)

Demonstragao. Em [I3], Corolario 8.3.2] mostra-se que existe uma correspondéncia biunivoca
entre as componentes irredutiveis de C' e as componentes irredutiveis de P(C' @ 1), ou seja,

possuem a mesma quantidade de componentes irredutiveis e as mesmas multiplicidades

geométricas. Do fato de P(C; & 1) serem as componentes irredutiveis de P(C' & 1), o ciclo

fundamental de P(C & 1) é dado por

P(C ®1)] ij (C; @ 1)).

Entao

s(C) = q. (Z (Zm] 0@1]>>

>0

Como pela Observacao c1(:Z(1))N é um homomorfismo vemos que

(Z m; <Z (Z 1)) N[PC; @ 1)])) .

>0

Por fim, como pela Observacao |3.1.22] ¢, também é um homomorfismo temos

Zm]q* (Z F(1)N[P(C; @ 1)]) = ijs((])

>0

0 que prova o esperado. 0

Corolario 3.4.6. Seja X um esquema de dimesao pura d, Xi,..., X, suas componentes
wrredutiveis e m; a multiplicidade geométrica de X; em X. Se'Y € um subesquema fechado
de X eY; =Y NX;, entao

= mys(V;, X;)

Demonstracao. E possivel mostrar que as componentes irredutiveis de Cy X sao os cones
Cy,X;. Com isso, o resultado segue da proposicao anterior.
O

Para apresentar um exemplo do conceito de classes de Segre é utilizado o software
Macaulay 2, que pode ser encontrado em [7], onde a biblioteca usada é [14].
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Observacao 3.4.7. Lembre pelo Exemplo que para o caso dos espagos projetivos,
seus grupos de Chow sdo gerados por subespacos lineares de dimensdao menor ou igual a
dimensao do espago projetivo base, ou seja, tomando X = IP(A?(H) e k < n, temos que
A(X) = Z[H)] com H um subespaco linear de dimensio k de P(AY). Dessa forma,
sabemos que um elemento a € A.(X) serd da forma o =) ;ngH, com ng € Z.

Assim para subesquemas fechados Y C X = ]P(A?{“), temos que

s(V.X) =Y nyH, ny € Z.
H

Lembre que para todo subesquema fechado Y de X existe .y um feixe ideal associado.
Em geral pode ser comum a notacao s(.#y, X) para denotar s(Y, X).

Exemplo 3.4.8. Seja X = P? (onde P* = P(AE™)). Considere em X os ideais Q) =
(x129), Q2 = (173), Q3 = (z2x3), tome [ = Q1N Q2N Q3 ei: 1 — X ainclusao.

Como I é a unido de trés retas (identificadas com P, subespaco linear de dimensao 1
ou codimensdo 2, denotadas por H?) através de um ponto (identificado com P°, subespago
linear de dimensdo 0 ou codimensdo 3, denotadas por H?), temos que

i.s(1,P?) = nP’ + mP! = nH; + mH;.
Vamos agora utilizar o Pacote [1])] para determinar os inteiros n e m. Primeiramente
devemos carregar o pacote no programa da forma

i1 : load("SegreClasses.m2")

Agora, para definir o espago projetivo X = P? devemos escreve-lo como feito a sequir.
iz : X=0QQ[x8,x1,x2,x3]
2 = X

02 : PolynomialRing

O ideal I deve ser escrito como
i3 : I=ideal (x1*x2,x1*x3,x2*x3)
03 = ideal(zlz2, ziz3, z223)
03 : Ideal of X
Com isso, tendo os objetos definidos, temos os objetos necessdrios para utilizar a fung¢ao

de calcular as classes de Segre que o pacote oferece. Para isso, basta sequir as informacoes
a Sequir.

i4 : segre(I,ideal(B_X))

4= —10H} +3H?
Dessa forma vemos que i,s(I,P3) = 3H} — 10HZ, ou seja, n =3 e m = —10.

Seja X um subesquema fechado de uma variedade suave M. Como M é suave, temos que
é possivel considerar seu espaco tangente T'M (Definicao [2.5.16]) e, em especial, podemos
considerar sua restrigao TM|x. Com isso, podemos fazer a defini¢ao a seguir.
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Definicao 3.4.9. A classe de Fulton de X ¢ definida por
cr(X) i =c(TM|x)Ns(X,M) € A(X)

Como X é subesquema fechado de M existe Zx o feixe ideal de X em M. Considere
o feixe quociente Nx M = Fx/F3 (Exemplo 2.7.13)) e o cone C' = Spec(Sym z, (ANxM)).
Denotando s(C') por s(Ax M) podemos fazer a defini¢do a seguir.

Definicao 3.4.10. A classe de Fulton-Johnson de X ¢ definida por
CFJ(X) = C(TM’)() N 8(«/VXM) S A*(X)

Observagao 3.4.11. Sei: Y — X € uma tmersao reqular entao, pela Proposi¢do
(M X) = ¢«(NyX) = ¢(CyX). Pela Proposicio [3.4.9 s(MX) = s(CyX) = s(Y, X).
Entao neste caso as classes de Fulton-Johnson e de Fulton coincidem. Em particular,

coincidem para hipersuperficies (Exemplo

Proposicao 3.4.12. As classes cp(X) e cpy(X) independem da escolha da variedade M
(da imersdo).

Demonstragao. Para a demonstracao veja [9]. O

Proposicao 3.4.13. Seja X uma variedade suave. Entao
cr(X) =cps(X) =c(TX)N[X].

Demonstracao. Como X é uma variedade suave, podemos supor X imerso nele mesmo
e esta imersao ¢é regular, entao podemos considerar X = M. Pela observagao anterior,
cry(X) = cp(X). Inicialmente mostremos que s(X, X) = [X].

Vimos no Exemplo que CxX = 0. Pela Proposigao 2.7.16, NxX = CxX = 0.
Logo NxX é um fibrado vetorial de dimensao 0. Portanto, ¢(NxX) = ¢o(NxX) = 1 e,
com isso, ¢(NxX)™! = 1. Usando o Coroldrio temos

s(X,X)=c ' (NyxX)NX =1Nn[X] = [X].
Deste modo, cpj(X) = cp(X) =c(TX)Ns(X, X) =c(TX)N[X]. O

Observacao 3.4.14. A proposicio anterior mostra que as classes de Fulton e Fulton-
Johnson coincidem com a classe total de Chern vista na secao anterior no caso de variedade
suave. Dessa forma, elas sdo uma generalizagao para o caso singular.

Para a proxima generalizacao de classe de Chern é necessario a construcao de um fibrado
vetorial especial.

Seja M uma variedade suave de dimensao m, entao temos o fibrado tangente T'M. Para
n < m, denote por G = Gr(n,TM) o fibrado grasmaniano associado a T'M (Definigao
. A fibra GG, sobre x € M é o conjunto dos n-planos de T, M. Um elemento de G
pode ser considerado da forma (z, P) onde x € M e P € G,.

Seja X C M uma subvariedade de dimensao n < m.

Denote por X, 0 conjunto dos pontos regulares de X. Como X,,; € X C M, seja
i+ Xieg = M a inclusdo e considere ¢ : X,ee — G, com ¢(x) = (7, Ty Xieg)-

Definicao 3.4.15. O fecho da imagem ¢(X,oy) em G € dito o blow-up de Nash de X,
que vamos denotar por X .
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Seja v : X > Xa projecao natural. Os elementos descritos anteriormente configuram
o seguinte diagrama:

Xe—3q
| 27
Kpeg —— M

Seja T o fibrado tautolégico de G (Definigao [2.5.23))

Definigao 3.4.16. O fibrado de Nash de X, denotado por T, € a restricio do fibrado T
aX.

X(L:ij(—’ﬂz
S— QS

[

Definicao 3.4.17. A classe de Mather de X ¢ definida por

cra(X) = vi(e(T) N [X]).

Observagao 3.4.18. Quando X € suave, o blow-up de Nash de X € isomorfo a X e o seu
fibrado de Nash € o seu fibrado tangente. Portanto, a classe de Mather também generaliza
a classe de Chern para o caso singular.

Através desta definicao podemos considerar um homomorfismo de grupos, como segue:

CMa : Z(X) = Al(X)

> omYi =Y mi eara(Y).

Pode-se estender ao grupo de Chow, ¢, : Au(X) = A(X).
O proximo passo € alterar os coeficientes da classe de Mather, gerando uma nova classe.
Para isso precisamos de alguns conceitos preliminares.

Definicao 3.4.19. Seja X um esquema (sobre um corpo K ). Definimos o grau de um
ciclo ), nyV € Z,(X) como

/XZnVV = ZnV[R(V) . K,

onde [R(V) : K] é o grau da extensdo de corpos.

Pode-se estender [, a um morfismo [ : A,(X) — Z. Utilizamos este morfismo para a
préxima definicao.
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Definicao 3.4.20. A obstrucao de FEuler de X em p € definida por
Fu,X = / T 1) 1 s(v(p), X).

O objetivo agora é apresentar o conceito de funcao construtivel e como a obstrugao de
Euler se relaciona com tais objetos.

Definicao 3.4.21. Uma funcao construtivel em X € uma funcao ¢ : X — 7. que pode
ser escrita como
90 = Z nW]'Wa
w

com W wariando por todas as subvariedades de X, 1yy(p) =0 sep ¢ W e Lyy(p) = 1 se
pEeW, nw €Z enw # 0 apenas para um numero finito de subvariedades. Denotamos o
conjunto das fungoes construtiveis por F(X).

Observagao 3.4.22. Defina a operag¢ao + dada por
+:F(X)x F(X) — F(X)

(p1,p2) = ©1 + V2,

onde (p1 + ©2)(p) := @1(p) + ¢2(p) € a soma usual de Z. Com a opera¢io + € facil ver
que F(X) forma um grupo abeliano.

Para cada ponto p € X defina o morfismo

Eu, : Z,(X) = F(X)

Z m;Y; — Z m; Eu,Y;

Pode-se estender Eu, a um morfismo Eu, : A,(X) — F(X), que é um isomorfismo (ver
[20, Lema 2]). Com isso, temos o resultado a seguir.

Corolario 3.4.23. Toda fungao construtivel pode ser escrita como uma combinacao linear
de obstrucgoes de Fuler.

Considere ¢, : F(X) — A,(X) dada por ¢, := ¢pq 0 Buy!

Definigao 3.4.24. A classe de Schwartz-MacPherson de X, denotada por csp(X), é
definida como sendo cgp(X) := c.(1y).

Com isso, podemos definir de forma direta a classe a seguir.

Definicao 3.4.25. A classe de Milnor de X, denotada por #(X), € definida por
AM(X) = (=1)"(cp(X) — csm (X)),

onde n € a dimensao de X.

Note que as classes de Chern no caso de X singular definidas sdo as classes totais (em
A, (X)). Podemos considerar em cada nivel (A4;(X)).
Assim, a i-ésima classe de Milnor é .Z;(X) := (—=1)"((cr)i(X) — (csnr)i(X)).

Observagao 3.4.26. Seja Z uma hipersuperficie complexa em uma variedade M suave.
Ser=dimJZ, entio #;(Z) =0 sei #1,...,r (ver [33])
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3.5 Caso de hipersuperficie complexa

Nesta secao particularizamos nosso estudo a hipersuperficies complexas.

A Fibragao de Milnor de fungoes holomorfas introduzida em [22] é um objeto funda-
mental para o estudo da topologia local de hipersuperficies complexas. Quando a funcao
holomorfa f : C* — C possui um ponto singular isolado, a hipersuperficie V(f) = f~1(0)
numa vizinhanca desta singularidade tem um numero associado, o chamado nimero de
Milnor de f nesta singularidade, que é o invariante numérico mais importante associado a
uma hipersuperficie complexa com singularidade isolada. A literatura sobre o nimero de
Milnor é vasta e nos referimos, por exemplo, ao [18] para um relato recente sobre o assunto.
E um invariante topoldgico, facilmente computavel e determina o tipo de homeomorfismo
da fibra Milnor.

Quando Z é uma hipersuperficie complexa, dada por uma secao s de um fibrado linha .7,
7 ¢é definido localmente pelos zeros das expressoes locais de s, que sao funcoes holomorfas.
Se Z tem singularidades isoladas, ou seja, as expressoes locais tém singularidades isoladas,
temos nimeros de Milnor associados;

O objetivo é ver que as classes Segre de uma hipersuperficie com singularidades isoladas
fornecem uma estrutura algébrica natural para tratar seus numeros de Milnor. Além de
observar que as classes de Milnor, definidas anteriormente, tém esse nome pois no caso de
uma hipersuperficie com singularidade isolada, temos somente uma classe nao nula e ela é
a soma dos seus nimeros de Milnor.

Vamos inicialmente apresentar algumas defini¢coes usando fungoes holomorfas.

Definicao 3.5.1. Seja f : C" — C uma funcgao holomorfa. Dizemos que f ¢ singular em

p € C" (p é um ponto singular ou singularidade de f) se Vf(p) = (g—i(p), cee %(p)) =
(0,---,0). Em especial, dizemos que p é uma singularidade isolada de f se p for a inica

singularidade em alguma vizinhanga de p.

Quando o intuito é estudar o comportamento da funcao perto da sua singularidade,
consideramos o germe associado.

Considere o feixe 0, das fung¢oes holomorfas em C™ (Exemplo . Denote por f :
(C*,p) = C o germe de f em p, (0,), o stalk de 0,, em p (Defini¢ao e Jf oideal
jacobiano do germe f, ou seja, o ideal gerado pelas derivadas parciais deste germe.

Vamos definir um ntmero neste contexto, mas que originalmente aparece no Teorema
da Fibracao de Milnor, por isso o nome.

Definigao 3.5.2. O nimero de Milnor do germe f (ou o nimero de Milnor de f em
p), denotador por p(f) (ou p(f)(p)). €

p(f)(p) = dime(En)p/J f-
Proposigao 3.5.3. Se p é uma singularidade isolada de [ entio u(f)(p) < oc.
Demonstragao. Ver [12, Lema 2.3]. O

Seja Z uma hipersuperficie em uma variedade complexa suave M (Z é o zero de uma
secao holomorfa de um fibrado de linha . em M) e p uma singularidade isolada de Z, ou
seja, dado JZ o subesquema singular de Z, p é o suporte de uma componente irredutivel
de JZ (Proposicao [2.5.19).

Como M é uma variedade complexa suave, localmente temos que M é isomorfo a um
dominio de C" (Exemplo , com isso, existem parametros locais zy,..., 2z, para M em
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p. Pelo Exemplo |2.5.17, localmente JZ = < of . ﬁ>, onde f é a funcao holomorfa que

921 ) Oz,
localmente define Z e p’ é o ponto em C™ associado a p, que é uma singularidade isolada
de f.

Definicao 3.5.4. Nas condigoes e notagoes anteriores, o numero de Milnor de Z em
p, denotador por u(Z,p), €

w(Z,p) == p(f)(P).

Pela definicao de fibrado vetorial, é possivel mostrar que o nimero definido independe
da expressao local da secao.

Exemplo 3.5.5. Considere X = A% = C? ¢ Z € a variedade associada ao ideal gerado
por x1(z3 + z3) no plano X. Assim Z = Z(s), onde s(xy,z3) = x1(x3 + 23). Note que
V(s) = (322 + x5, x122). Note que a origem (0,0) € C? é o inico ponto que anula V(s),
entao (0,0) é uma singularidade isolada de s (e de Z). Como estamos em C? podemos
interpretar Oy como sendo o conjunto de séries de poténcia convergentes C{xq,x2}. Como

C{zy1,...2,}/V(s) = C{1, 21,23, 2o, 1179, T3 79, 75},

entdo u(Z,(0,0)) = u(s)((0,0)) = 7.

Seja X um esquema de dimensao pura.
Dado V uma subvariedade de X, é possivel escrever

s(V, X) = mis[V] + termos de dimensao inferior (ver [4, (6.29) p. 441])

O inteiro mis é chamado de multiplicidade de X ao longo de V.
Definimos isso em geral para quando W é um subesquema fechado de X.

Definicao 3.5.6. A multiplicidade de X ao longo de W em uma componente irredutivel
V' (de W) € o coeficiente de [V] em s(W, X).

Essa definicao faz sentido pelo Corolario [3.4.6|

Proposicao 3.5.7. Seja Z uma hipersuperficie em uma variedade complexa suave M. Seja
p um ponto singular isolado de Z e p o subesquema fechado de JZ tal que o seu suporte €
p. Entao

s(p, M) = u(Z, p)[p]-
Demonstracao. Veja [, Proposi¢ao 6.3.9]. ]

No caso de hipersuperficie complexa compacta, Parusinski em [25] apresenta um niimero,
que generaliza o nimero de Milnor do caso de singularidade isolada.

Este niimero pode ser descrito usando a classe de Segre do subesquema singular asso-
ciado. Essa descri¢ao pode ser vista em [4, Proposigao 6.3.10] e usamos aqui como defini¢ao.

No que segue Z é uma hipersuperficie de M = P", mas destacando que o contexto
poderia ser uma pouco mais geral.

Definicao 3.5.8. O numero de Milnor-Parusinsk:i da hipersuperficie Z, denotado por
up(Z), € dado por

p(Z) = /c(TvM ® L) s(JZ, M).
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Para finalizar vamos somente citar dois resultados a respeito deste nimero, fazendo
associacao com a teoria vista. Como referéncias para as demonstracoes damos as que
seguem as defini¢oes originais dos conceitos envolvidos, mas em consonancia a linguagem
apresentada a referéncia é [4, Segao 6.4.6].

Proposicao 3.5.9. Se Z tem somente singularidades isoladas py,--- ,p, entdo
np(Z) = ZM(Z,M)‘
i=1

Demonstragao. Este resultado segue de [25, Proposicao 1.4]. ]

Proposicao 3.5.10. pp(Z) = [ M (Z), onde M (Z) € a classe de Milnor de Z (Defini¢ao

Demonstracao. Este resultado pode ser visto pelas caracterizagoes dadas por [26, Teorema
4] e [27, Teorema 0.2]. O

Observacao 3.5.11. No caso em que Z tem somente singularidades isoladas py,- - , pr,

M(Z) = My(Z) (Observagao e pelos resultados anteriores
MNZ) = pp(Z) = U Z,pi).
i=1

FEsta foi a motivag¢ao para o nome classe de Milnor de Z para A (7).



Conclusao

Este trabalho contribui para o estudo do conceito de classes de Chern oferecendo de
forma clara e objetiva as ferramentas algébricas necessarias para sua defini¢ao, desde o caso
classico de fibrados vetoriais, o caso de variedades suaves através do fibrado tangente, até
o caso de variedades singulares.

No caso singular, mostramos que todas as classes obtidas sao generalizacoes das classes
de Chern classica, coincidindo no caso suave.

Como aplicagao desta teoria ao estudo global das singularidades de uma variedade,
particularizamos o estudo a hipersuperficies complexas, associando as classes estudadas
com numeros que dao informagoes geométricas do conjunto singular associado, importantes
em Teoria de Singularidades.
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