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Lista de Simbolos

Simbolos Arabicos

coeficientes que acompanham os termos convectivos, caso bidimensional

coeficiente que acompanha a variavel nao diferencial, caso bidimensional

termo fonte

comprimento do elemento, caso unidimensional e maior aresta do elemento, no caso
bidimensional

condutividade térmica

variavel adicional na dire¢do x

variavel adicional na diregdo x aproximada no tempo

variavel adicional na dire¢do x aproximada no espago

variavel adicional na diregdo y aproximada no tempo
varidvel adicional na dire¢do y aproximada no espago
variavel adicional na dire¢do y

distribuigdo de temperatura aproximada no tempo
distribui¢do de temperatura aproximada no espago

distribui¢do de temperatura
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Simbolos Gregos

coeficiente que acompanha o termo transiente, caso unidimensional

coeficiente que acompanha o termo transiente, caso bidimensional

coeficiente que acompanha a variavel ndo diferencial, caso unidimensional
coeficiente que acompanha o termo convectivo, caso unidimensional
dominio de avaliag¢do do fenémeno

dominio do elemento, Q° c Q

= dx, caso unidimensional; = dxdy , no caso bidimensional

=d¢& , caso unidimensional; = d& dn, no caso bidimensional
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Resumo

Este trabalho trata da aplicagdo do Método dos Elementos Finitos nas variantes Galerkin,

Petrov-Galerkin e Minimos Quadrados para a solugdo das equagdes diferenciais que modelam os

fendmenos convectivo-difusivos definidos sobre os dominios uni e bidimensionais nos regimes
permanente e transiente. Para a discretizagdo temporal foi utilizado o Método Cranck-Nicolson e
na discretizagdo espacial foram utilizados elementos com dois, trés e quatro nds para o caso
unidimensional e elementos triangulares com trés e seis nos e elementos quadrilaterais com
quatro € oito nds para o caso bidimensional, no qual foram adotadas fung¢des de interpolagdo de
Lagrange nas coordenadas locais. Transformando toda a formulagdo do problema das
coordenadas globais para as coordenadas locais, 0 Método da Quadratura de Gauss-Legendre foi
utilizada para integragdo numérica dos coeficientes das matrizes dos elementos. Adicionalmente,
a formulacdo pelos trés métodos, um codigo computacional foi implementado para simular o

fendmeno proposto. Varias aplicagdes sdo apresentadas e discutidas.

Palavras-chave: Convecc¢do-Difusdo, Elementos Finitos, Galerkin, Petrov-Galerkin, Minimos

Quadrados.
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Abstract

This work deals with application of the Finite Element Method in its variants Galerkin,

Petrov-Galerkin and Least Squares for solving partial differential equations that model the

convective-diffusive phenomenon defined over one-dimensional and two-dimensional domains

under steady and non-steady conditions. To do time discretization it was used the
Cranck-Nicholson scheme and for spacial discretization it was used finite elements with two,
three and four nodes for the one-dimensional mesh, and triangular elements with three and six
nodes and quadrilateral elements with four and eight nodes for the two-dimensional mesh. The
interpolating functions were the Lagrange polynomials defined using a reference coordinate
system. Transforming all phenomenon formulation from the global coordinate system into the
reference system, then the Method of Gauss-Legendre Quadrature was used to numerically
integrate and obtain the coefficient matrix elements. Additionally, the formulation by using the
three methods variants was utilized to implement a computational code to simulate the proposed
phenomenon. Several applications for one and two-dimensional domains, steady and unsteady

regimes, are done, presented and discussed.

Keywords: Convection-Diffusion, Finite Element, Galerkin, Petrov-Galerkin, Least Squares.
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Capitulo 1

Introducao

Os projetos da engenharia moderna tém se tornado extremamente complexos,
caros e sujeitos a exigéncia de alta confiabilidade de seus resultados. Veiculos espaciais,
aeronaves e reatores nucleares sdo exemplos de projetos nos quais a confiabilidade ¢ de
crucial importancia. Outras preocupagdes associadas as tecnologias modernas tais como
a protecdo do meio ambiente, o controle térmico, poluigdo acustica e quimica, a
administragdo de recursos naturais e previsdo do tempo, tém forcado engenheiros a
reexaminar todos os métodos de anélise. Para um amplo entendimento, analistas
necessitam de modelos matematicos que possam ser usados para simular o
comportamento complexo de sistemas fisicos.

Em vérias aplicagbes praticas, tais como aquelas da mecénica dos solidos, da
mecénica dos fluidos, da termodindmica e outras, o comportamento de sistemas fisicos
sdo descritos por equagdes diferenciais parciais. Atualmente, o Método dos Elementos
Finitos tem se tornado um dos mais populares métodos para resolver tais equagdes. O
método implementado em cddigo computacional tem conquistado sucesso ao ser
aplicado a solugdo de problemas nos regimes permanente e transiente, lineares e
ndo-lineares para dominios uni, bi e tridimensionais.

O Meétodo dos Elementos Finitos foi inicialmente desenvolvido pelos
engenheiros de estrutura aerondutica em 1950 para analisar grandes sistemas de
elementos estruturais de aeronaves. Turner ef al. (1956) apresentou o primeiro trabalho
sobre o assunto, seguido por Clough (1960) e Argyris (1963) entre outros. A aplicagdo

do Método de Elementos Finitos para problemas nio-estruturais tais como escoamentos
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de fluidos e eletromagnetismo foi inicializado por Zienkiewicz e Cheung (1965). E
aplicagdes para uma vasta classe de problemas de interesse em mecénica ndo-linear
foram feitas por Oden e Wellford (1972).

Nesse método, um dominio continuo ¢ dividido em Elementos Finitos —
elementos de linha, triangulares, quadrilateros entre outros. Escolhendo adequadamente
os pontos, chamados de “nés”, dentro do elemento, as incognitas na equagdo diferencial
sdo escritas como uma combinagdo linear de fun¢des de interpolagdo apropriadas.
Usando Principios Variacionais ou Métodos dos Residuos Ponderados, as equagdes
diferenciais governantes sdo transformadas em “equagdes governantes de elementos
finitos”, para cada elemento isoladamente. Esses elementos locais sdo finalmente
reunidos para formar um sistema global de equagdes diferenciais com condigdes de
contorno €/ou inicial apropriadas. Os valores nodais das varidveis sdo determinados a
partir da solugdo do sistema algébrico.

Atualmente, apos mais de quatro décadas de desenvolvimento do Método dos
Elementos Finitos, pode-se dizer que nenhuma aproximagio universal para os diferentes
problemas da Mecanica dos Fluidos foi encontrada, nem qualquer formulagéo especifica
tem sido capaz de obter bons resultados para um dado problema variando os pardmetros
fisicos. No caso particular dos problemas de transporte convectivo-difusivo no regime
transiente € facil encontrar bons resultados para grandes valores dos termos difusivos, o
que nem sempre ocorre em situagdes convectivo dominante.

Neste trabalho o objetivo principal é realizar um estudo detalhado de trés
formulagdes numéricas, Galerkin, Petrov-Galerkin ¢ Minimos Quadrados (LSFEM —
Least Square Finite Element Method) e principalmente verificar a performance do
LSFEM. Adicionalmente a formulag@o pelos trés métodos, um codigo computacional
sera implementado para a solugdo da equagdo que governa o fendmeno convectivo-
difusivo visando compara-los em algumas variagdes dos pardmetros fisicos.

Primeiramente, sera estudado o Método de Galerkin. Esse é um Método dos
Residuos Ponderados e tem sido usado com sucesso em muitas aplicagdes da

engenharia, especialmente em Mecéanica dos Sélidos. No entanto, este método torna-se

instdvel e leva a solugdes oscilatérias quando é aplicado a problemas convectivo

dominantes.
Em seguida, analisa-se o Método Streamline-Upwind Petrov-Galerkin, que
consiste em introduzir um termo de perturbagdo adicional na dire¢do do vetor

velocidade as fungdes peso, visando eliminar as instabilidades que surgem no Método
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de Galerkin, e resultando em um método com boa estabilidade mas com um alto custo
de implementagdo computacional.

Finalmente estuda-se o Método dos Minimos Quadrados, que apresenta simetria

na formulagdo, solugdes suaves e um aumento no custo computacional.

Um estudo da formulagdo e dos fundamentos tedricos dos trés métodos €
apresentado, objetivando explicitar suas diferengas, suas vantagens e desvantagens,
convergéncia dos métodos, principalmente quando aplicados a problemas convectivo

dominantes.
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Capitulo 2

Revisao Bibliografica

H4 algumas décadas vérios autores vém utilizando Métodos dos Elementos Finitos
para solucionar problemas de transferéncia de calor e de mecanica dos fluidos.

Em muitos trabalhos o Método de Galerkin foi aplicado e se obteve excelentes
resultados quando se tratava de problemas difusivo dominantes. Em Feng (2001), o Método
dos Elementos Finitos de Galerkin foi utilizado para resolver computacionalmente varios
problemas eletrohidrodindmicos nao-lineares em que o coeficiente que acompanha o termo da
derivada de segunda ordem € maior que o coeficiente que acompanha o termo de primeira
ordem.

Howle (1996) faz um estudo da eficiéncia computacional de dois métodos numéricos
baseados na técnica Galerkin/Diferengas Finitas: Galerkin Reduzido e Pseudo-Espectral na
solugdo do problema de convecgdo no regime permanente de Rayleigh-Bénard. O autor, apos
apresentar a formulagdo de ambos os métodos, mostra um teste numérico que demonstra
graficamente que o método Pseudo-Espectral utiliza um numero maior de iteragdes que o de
Galerkin Reduzido para a convergéncia da solugio.

Como uma grande parcela dos problemas fisicos sdo convectivo dominantes, foi
necessario a utilizagdo de novos métodos para a solugdo desses problemas. Fernandes e
Pulino (1999) analisaram e solucionaram o problema de difusdo-convec¢do que modela a
evolugdo espago-tempo de manchas de 6leo no mar sob a influéncia de ventos, correntes
maritimas ¢ marés. Uma vez que esse problema apresenta, na maioria dos casos, um
coeficiente de convecgdo superior ao coeficiente de difusdo, o Método de Galerkin apresenta
um mau comportamento na sua solugdo, o que levou os autores a utilizarem outras

ferramentas para a solugdo do problema. Fernandes e Pulino (1999) utilizaram os Métodos
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que ndo apresenta bons resultados quando o problema ¢ avaliado por malhas de elementos

finitos ndo-estruturados. Entretanto, quando sdo utilizados métodos baseados nas Séries de
Taylor no tempo, Método Taylor-Galerkin, sdo apresentadas boas vantagens, entre elas uma
simples implementagdo e precisdo de terceira-ordem em problemas ndo-lineares. Para
finalizar, 0 Método dos Minimos Quadrados utilizado apresenta a simplicidade do método
Taylor-Galerkin e a estabilidade incondicional dos Métodos das Caracteristicas, no entanto,
sua precisdo € comprometida para nimeros de Courant maiores que a unidade.

No decorrer das décadas de aplicagdo do método de elementos finitos de minimos
quadrados foi constatado uma grave deficiéncia: baixa convergéncia para malhas menos
refinadas. Em razdo desse fato, varios autores comegaram a testar diferentes versdes do
Método dos Minimos Quadrados. Winterscheidt e Surana (1993) apresentaram uma versao-p
da formulagdo dos elementos finitos dos minimos quadrados da equag@o de convecgdo-
difusdo. A equagdo diferencial de segunda ordem que governa o problema convectivo-
difusivo é reduzida a um sistema de equagdes diferenciais de primeira ordem, para o qual a
formulagdo dos minimos quadrados € construida usando a mesma ordem de aproximagdo para
cada variavel dependente. Nesse trabalho, os autores utilizam-se da Regra da Quadratura de
Gauss para calcular os valores numéricos dos elementos de matrizes e vetores. Uma das
vantagens apresentadas, € o uso de uma regra de integracdo acurada, Quadratura de Gauss,
levando a erros funcionais muito menores quando comparados com regras de integragdo
reduzidas.

Bramble et al. (1998), introduzem e analisam dois Métodos dos Minimos Quadrados
para equagdes diferenciais elipticas de segunda-ordem com condigdes de contorno mistas. A
principal diferenga entre os dois métodos € a utilizagdo ou ndo de uma variavel adicional ao
fluxo de calor. Os autores analisam a convergéncia de duas solugdes, uma suave e outra
singular, apresentando tabelas e fazendo uma comparagdo entre o tamanho do lado, cada lado

analisado separadamente, o erro discreto L, e a norma do erro méaximo. Esse exemplo ¢

solucionado sem nenhuma variavel adicional. Muitos outros trabalhos podem ser encontrados
na literatura envolvendo o Método dos Minimos Quadrados, entre eles o de Cai et al. (1994)
no qual trabalham basicamente com sistemas de primeira ordem, Codina (2000) que analisou
0 Método dos Elementos Finitos estabilizado baseado na escala sub-malha e em aproximagdes
algébricas para as sub-escalas para a solu¢do de equagdes de difusdo-convecgdo-reagdo e
Shen et al. (2001) que tratam de problemas hidrodinamicos de dispositivos semicondutores.
Alguns autores se dedicaram a apresentar trabalhos visando comparar varios métodos

aplicados a um mesmo problema. Camprub et al. (2000) apresentam um estudo de trés
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Streamline Diffusion e Galerkin com fung¢des bolha e obtiveram bons resultados em suas
simula¢des numéricas. Fernandes e Pulino (1999) propuseram aplicar os métodos citados
anteriormente as equagdes de Navier-Stokes.

Em razdo de solugdes oscilatorias provindas da aplicagdo do Método de Galerkin em
problemas convectivo dominantes, muitos autores iniciaram o uso de outras técnicas, tais
como upwind e minimos quadrados. Consideravel sucesso foi alcangado em Almeida e Silva
(1997) mediante do uso do Método Petrov-Galerkin, principalmente em razdo da
possibilidade do uso de fungdes ponderadas descontinuas como primeiramente propostas por
Brooks e Hughes (1982). Esse método, Streamline Upwind Petrov-Galerkin (SUPG), que
consiste em adicionar um termo a fungdo peso na diregdo do escoamento visando estabilidade
numérica, fornece resultados que alcangaram uma taxa de convergéncia quase 6tima.

Apesar do sucesso alcangado na utilizagdo de métodos de upwind na solugdo de
problemas convectivo dominantes, alguns autores buscaram métodos mais robustos e
computacionalmente mais baratos, evitando a dificuldade da implementagdo da técnica
upwind. Virias vertentes do Método dos Minimos Quadrados foram utilizadas com o objetivo

de encontrar uma técnica mais acurada e com baixo custo computacional. Nguyen e Reynen

(1984) apresentam um esquema de elementos finitos dos minimos quadrados para problemas

advectivo-difusivos transientes para altos numeros de Peclet. Esse esquema visa eliminar
solugdes espurias. Os autores apresentam alguns exemplos, dentre eles um problema
convectivo-difusivo unidimensional transiente, no qual a solugdo analitica ¢ comparada com a
solugdo pelo Método dos Minimos Quadrados e com o Método de Galerkin, usando funcdes
de interpolagdo lineares, quadraticas e clbicas. Esse exemplo demonstra que o Método dos
Minimos Quadrados ¢ o que mais se aproxima da solugdo exata do problema. Um exemplo
bidimensional também ¢ apresentando, mostrando-se mais uma vez a eficiéncia do Método
dos Minimos Quadrados.

Donea e Quartapelle (1992) apresentam um Método dos Elementos Finitos para
resolver problemas transientes governados por equagdes lineares ou nao-lineares com termos
advectivo dominantes. Em razdo das inimeras dificuldades numéricas na simula¢io de
problemas permanentes e transientes com termo advectivo dominante apresentadas na
aplicag¢do do método classico de Galerkin, Donea e Quartapelle (1992) utilizam-se de alguns
métodos para a solugdo de tais problemas. O primeiro deles é o Método de Galerkin
Generalizado, que fornece excelentes resultados em razio de uma correta relagio entre as
variagdes espaciais e temporais expressadas por meio da teoria das caracteristicas. Os autores

também citam métodos de discretizagdo no tempo, dentre eles, o Método Explicito de Euler
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formulagdes numéricas de elementos finitos: Galerkin, Minimos Quadrados e Galerkin/
Minimos Quadrados, aplicados a problemas convectivo-difusivos. Os autores detalham
exemplos que implicam nas seguintes conclusdes: enquanto o Método de Galerkin leva a
solugdes oscilalorias, os Métodos dos Minimos Quadrados e o Galerkin/ Minimos Quadrados
atingem a estabilidade. Porém, o LSFEM possui duas notaveis desvantagens: um alto custo
computacional e solugdes divergentes para malhas menos refinadas. O Método Galerkin/
Minimos Quadrados leva a solugdes estaveis sem notavel aumento no custo computacional e
menor divergéncia da solugdo numeérica. Finalmente, os autores concluem que o Método dos
Minimos Quadrados possui maiores custos computacionais do que os Métodos de Galerkin e
de Galerkin/ Minimos Quadrados.

Codina (1998) compara varios métodos de elementos finitos para a solugdo da equagdo
de difusdo-conveccdo-reagdo. Entre eles, o autor mostra que o Método Classico de Streamline
Upwind Petrov-Galerkin (SUPG) € similar a versdo explicita do Método de Galerkin
Caracteristico (CG) e que o Método Taylor-Galerkin (TG) tem um efeito de estabilizag¢ao
similar a0 modelo de Escala Sub-Malha (SGS) e por fim, o autor desenvolve o Método
Galerkin/Minimos Quadrados. Apds descrever os conceitos basicos e as formulagdes dos
métodos citados anteriormente e realizar alguns testes numéricos, o autor faz uma comparagao
entre 0s métodos e cita conclusdes importantes, como no Método Petrov-Galerkin que, pode
gerar uma modificagdo na matriz massa associada com o Método de Galerkin original,
tornando-a ndo-simétrica caso a discretizagdo no tempo seja aplicada no residuo R. O mesmo
ocorre com 0 Método Galerkin/Minimos Quadrados.

Sabendo-se que as equagdes de Navier-Stokes, quando adequadamente manipuladas,
podem ser reduzidas a equagdes governantes de problemas convectivo-difusivos, ¢ importante
citar a grande aplicagdo do Método dos Elementos Finitos na solugdo de tais equagdes.
Bochev e Gunzburger (1994), utilizam o Método dos Minimos Quadrados para a solugéo
aproximada da equacgdo de Navier-Stokes que resulta em um sistema pressdo-velocidade-
vorticidade de primeira ordem. Entre as mais atrativas caracteristicas do método aplicado esta
a escolha dos espagos de aproximagdo que ndo sdo sujeitos a condi¢do de LBB,
Ladyzhenskaya-Babuska-Brezzi (Babuska, 1971; Brezzi 1974), e um tinico espago de fungdes
polinomiais continuas pode ser usado para aproximar todas as variaveis, resultando em um
sistema simétrico e positivo-definido de equagdes algébricas. Bochev e Gunzburger (1994)
comparam dois Métodos dos Elementos Finitos dos Minimos Quadrados. O primeiro ¢é

baseado na minimizagdo de um funcional quadratico que ¢é definido em termos da norma

indicada pela Teoria ADN, ja o segundo ¢ definido em termos da norma L,. Alguns
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exemplos numéricos sdo citados nesse trabalho, tendo como andlise principal os erros a partir

das normas L, e H'.

Tang e Tsang (1993) resolvem as equagdes de Navier-Stokes transientes e a equacao
de balango de energia, para um fluido incompressivel com propriedades constantes, numa
aproximagio de Boussinesq pelo Método dos Elementos Finitos dos Minimos Quadrados
baseados na formulagido velocidade-pressdo-vorticidade-temperatura-fluxo de calor e
discretizada no tempo pelo Método das Diferengas Finitas (Backward). O esquema de
discretizagdo leva a minimiza¢do do residuo na norma L para cada passo no tempo.
Utilizando elementos quadrilaterais bilineares isoparamétricos e uma integragio reduzida, os
autores demonstram que o Método dos Minimos Quadrados apresenta bons resultados na
aplicagdo a escoamentos incompressiveis transientes com convecgdo térmica. Outros
trabalhos nesta vertente foram apresentados, entre eles Jiang (1992), Harbord e Gellert (1991),
e Ruas (1997) que avaliou problemas de Navier-Stokes tridimensionais, utilizando o Método
Galerkin/ Minimos Quadrados e Burrel et al. (1995), que utilizaram o Método dos Elementos
Finitos dos Minimos Quadrados para a solugdo do transporte advectivo da polui¢do do ar e
obtiveram resultados promissores.

Ap6s analise de todos os trabalhos anteriormente citados, chega-se a conclusdo que o
Método dos Elementos Finitos ¢ uma poderosa ferramenta numérica para a solugdo de
problemas da Mecénica dos Fluidos e da Transferéncia de Calor. Neste trabalho sdo
comparadas trés variantes do Método dos Elementos Finitos para a solu¢do de fendmenos
convectivo-difusivos em regimes permanente e transiente em dominios uni e bidimensional.
Varias aplicagdes numéricas sdo apresentadas e em boa parte delas, analisa-se o erro da
solu¢do numérica da fung¢do u e de suas derivadas. No caso unidimensional serd avaliado a
derivada de u na diregdo x e ja no caso bidimensional, sdo avaliadas as derivadas nas

diregdes x e y. Também sera utilizado diferentes tipos de elementos, e variando-se todos os

parametros fisicos, contribuindo assim para enriquecer a literatura sobre o assunto.
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Capitulo 3

Conceitos Fundamentais

Neste capitulo apresentam-se alguns conceitos fundamentais que sdo necessarios

para o desenvolvimento do trabalho.

3.1 Funcionais — Primeira variagio

Seja a fungdo u € C”, define-se o funcional / como sendo uma fun¢do de um

conjunto de fungdes e suas derivadas,

I1=1 u,@,%,... ;
Ox Oy

A primeira variagdo de I, I, € definida como,

x

51=a—f5u+i5[6“]+...,

]
Ox

na qual du e 6(0u/dx) sdo respectivamente, variagdes arbitrarias de u € Ou/0x.

O operador variagdo § tem as seguintes propriedades:
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(3.1.3b)

{Joe)- [

S(u+v)=06u+dv, (3.1.3d)
OS(uv) =udv+vou =956(vu), (3.1.3¢)
O(cu) = céu (¢ constante), (3.1.30)

5F=a—Féx, +a—F5x2,naqual F=Fle:%) (3.1.3g)
0x, Ox,

3.2 Produto Interno, Norma e Espaco de Fungdes

Defini¢do 1. Diz-se que o espago vetorial Q € completo quando toda seqiiéncia
de Cauchy em Q é convergente.

Por exemplo, a reta é um espago métrico completo.

Defini¢dio 2. Um espago vetorial normado completo Q ¢ denominado de espago
de Banach.

R" é um espaco de Banach.

Definicdo 3. Um espago de Hilbert ¢ um espago vetorial 2, munido de um

produto interno e completo em relagdo a norma definida por esse produto interno.

Neste trabalho, necessita-se definir um espaco de fungdes quadraticas

integraveis em Q; H°(Q):
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H®(Q) = L,(Q) = {u : u édefinido eerJ‘ude < oo},

Q

Sendo a norma de u relacionada a esse espago, denotada por,

b, ={ [l

Expandindo-se para anorma L ,, no qual 1< p <, tem-se que,

Ip
b, = [l a0}
<

Assumindo-se que u,v € H°(Q), entdo seu produto interno é definido como

(u,v) = J.ude . (3.2.4)
Q

Também sera de grande importancia o espago H'(Q) consistindo de fungdes

com derivadas de primeira ordem quadraticas integraveis,

Hy(Q)={ueH'(Q):u=0emT}.

Esse espac¢o tem a norma associada,

N a 2 1/2
ol =[||u||; + ) = J

i=1 Hio

Para o espaco de fungdes H'(Q) pode também ser introduzido a semi-norma

" {Z

i=1
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Para a fungdo vetorial u com m componentes, tem-se o espago de produtos

Ly (Q) =[L,(Q)]" = {(tthy sty 1, € L (Q)}; (3.2.8a)

H' (Q)=[H' (Q)]" ={(u,,uy,...,u,,) 1u; € H'(Q)}, (3.2.9b)

m

e as correspondentes normas,

Il = > (2,100
J=l

= ol (32,100
J=1

Por fim, define-se a norma relativa z entre dois vetores u € v,

|- b A

}“;‘|
3.3 Fungdes de Interpolag¢io

Neste trabalho € necessario aproximar a solugdo exata u(x) da seguinte maneira,

supondo-se o caso unidimensional:

u(x) = u(x) = N,(x)u, + N, (x)u, +---+ N, (x)u,

w0 =3 N,

com as seguintes observagoes:

e Os pardmetros u; sdo os valores nodais;
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e A equagdo 3.3.1 define uma aproximagdo nodal,
e Asfungdes N,(x), i =1,2,...,n, sdo chamadas de fungdes de interpolagido.

A aproximagdo dada pela equagdo 3.3.1 serd valida se satisfizer as seguintes
relagdes:

a) l}(x|) =u(x,) =y,

ii(xz) =u(x,)=u,

u(xy)=u(xy)=u,.
b) Como u(x;)=u,, afungdo N, satisfaz

0 se i%j

Nj(x,-)={

1 se i=j

¢) O erro de aproximagdo

e(x) = u(x) —u(x)
€ nulo para todo ponto nodal x;,
e(x;)=0.

O mesmo raciocinio deve ser seguido para u(x, y).

Antes de detalhar todos os tipos de elementos que sdo utilizados neste trabalho,

apresenta-se o conceito de elemento de referéncia.

3.4 Elemento de Referéncia

Por simplicidade e facilidade, sdo utilizados elementos de referéncia para
mapear todos os tipos de elementos usados neste trabalho. E em conseqiiéncia todos os

elementos serdo mapeados para seus respectivos elementos de referéncia.
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Seja um elemento V" definido em um espago adimensional abstrato com uma
forma geométrica adequada e conveniente (Dhatt e Touzot, 1984). A geometria do
elemento de referéncia mapeara a geometria do elemento real usando expressoes de
transformagdo geométrica.

Por exemplo, seja a regido triangular mostrada na Figura 3.1.

3

V?’
©,0) an £ 1- x
E={¢ m S8

3%y
Elemento de Referéncia Flemenio Real

Figura 3.1 — Elemento de Referéncia (a esquerda) e Elemento Real (a direita).

Nesse caso, a transformagdo 7° define as coordenadas de cada ponto do
elemento real em termos das coordenadas abstratas & do correspondente ponto do

elemento de referéncia, conforme regra abaixo,

& - xf =x°(&), (3.4.1)

ou seja, 7° fornece a forma e a localizagdo do elemento real. Assim, ha uma diferente
transformagdo 7° para cada elemento real, e a equagdo (3.4.1) é melhor expressa como

segue,

T TN (3.4.2)

Para concluir, as transformagdes 7° sdo escolhidas satisfazendo as seguintes

propriedades:
e para cada ponto do elemento de referéncia V", ha um e somente um ponto

de um dado elemento real V' *;
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e o0s nos geométricos do elemento de referéncia correspondem aos nds
geomeétricos do elemento real;

e cada parcela do contorno do elemento de referéncia, definido pelos nds
geométricos do contorno, corresponde a porgdo do contorno do elemento real definido
pelo né correspondente.

3.5 Tipos de Elementos

Neste item sdo detalhados todos os tipos de elementos que sdo utilizados neste

trabalho e seus respectivos elementos de referéncia e fungdes de interpolagdo.

3.5.1 Elementos Unidimensionais

Elemento Linear (dois nés, C°)

Uy

Uy
1
x

2
1 ¢ 1

-1<£<1 xLx<x,

Flemento de Referéncia I/ Flemento Real /¢

Figura 3.2 — Elemento Linear com dois nds.

Para este elemento sdo utilizadas as fungGes de interpolagdo nodal e suas

respectivas derivadas apresentadas na Tabela 3.1.

Tabela 3.1 — Fungdes de Interpolagdo — Elemento Linear com dois nos.

Nés {N} {oN/0¢&)}

1 1-&)/2 an

2 (A+&)/2 1/2
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Elemento Quadritico com nés eqiiidistantes (trés nés, C°)

Uy
:

Uy
1
X

Z

X *txs
2

I2=

-1 £<1 x$x8x,
Flemento de Referéncia I/ Flemento Real I °

Figura 3.3 — Elemento Quadratico com trés nds

Para este elemento quadratico de trés nds sdo utilizadas as fungdes de

interpolac@o nodal e suas respectivas derivadas apresentadas na Tabela 3.2.

Tabela 3.2 - Fungdes de Interpolagdo — Elemento Quadratico.

Nés {N} {oN 10¢&}

1 —E1-8)/2 | (-1+28)/2
1-¢&2 -2
E(1+&)/2 (1+2£)/2

Elemento Cubico com nés eqiiidistantes (quatro nés, C°)

-1 £21 x $xLx,
Flemento de Referéncia [/ Flemento Real ¥ ¢

Figura 3.4 — Elemento Cibico com quatro nos.

Para o elemento cubico sdo utilizadas as fungdes de interpolagdo e suas

derivadas apresentadas na Tabela 3.3.
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Tabela 3.3 - Fungdes de Interpolagéo — Elemento Cubico.
Nés {N} {oN/10¢&)}

1 ~(1-&)(1-922)/16 (1+18£ -27£%)/16

9(1-&2)(1-3£)/16 | (—27-18& +81£%)/16

9(1-E2)(1+3&)/16 (27 -18£ -81£%)/16

—(1+E)1-9£2)/16 | (-1+18£+27£%)/16

3.5.2 Elementos Bidimensionais

Elemento Triangular Linear (trés nés, C°)

1 2
U Uy

E={¢ n) x={x ¥)

Flemento de Referéncia Elemenio Real

Figura 3.5 — Elemento triangular com trés nos.

Para o tridngulo de trés nds sdo utilizadas as fung¢des de interpola¢do e suas

respectivas derivadas apresentadas na Tabela 3.4.

Tabela 3.4 - Fungdes de Interpolagdo — Elemento triangular com trés nds.

Nés {N} {on/sog} | {oN/an)

1 1-&-7 o 4

& 1 0

n
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Elemento Triangular Quadritico (seis nés, C°)

£={¢ ) == X
Elemento de Referéncia Flementio Real

Figura 3.6 — Elemento triangular com seis nds.

Para o elemento triangular de seis nds sdo utilizadas as fun¢des de interpolagio e

suas respectivas derivadas apresentadas na Tabela 3.5.

Tabela 3.5 - Fungdes de Interpolagdo — Elemento triangular com seis nos.

Nés {N} {oN10¢} {oN10&}

1 —A(1-22) 1-42 1-44
4 4A-8) Y

-£(1-26) -1+4& 0
4n | 4

—-n(1-2n)

4ni

Na Tabela 3.5 a varidvel A édadopor: A=1-¢&-n.
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Elemento Quadrilateral Bilinear (quatro nés, C°)

1
i

£={¢ n) x=iE )
Flemenio de Referéncia Flemento Real

Figura 3.7 — Elemento quadrilateral com quatro nés.

As fungdes de interpolagdo que sdo utilizadas para o elemento quadrilateral de 4

nos e suas respectivas derivadas estdo apresentadas na Tabela 3.6.

Tabela 3.6 - Fungdes de Interpolagdo — Elemento quadrilateral com quatro nos.

Nés {oN 1€} {oN /on}

1 -1+n -1+§

1-7n -1-¢
1+&

-1-n 1-&
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Elemento Quadrilateral Quadritico Incompleto (oito nés, C°)

Bql-

E={¢& =)

Flemento de Referéncia

x={x »)

Elemento Real

Figura 3.8 — Elemento quadrilateral com oito nds

As fungdes N(&,7) e suas derivadas estdo apresentadas Tabela 3.7.

Tabela 3.7 - Fungdes de Interpolagdo — Elemento quadrilateral com oito nos.

Nos

)

{oN10&}

{oN /1 on}

1

_(1=80-mA+&+n)

4

(1-m)(25 +n)

4

(1-8)(S +2n)
4

(1-&")1-n)

={l~mE

~(1~&*)
2

2
(1+&)1-nf-1+&-7)
4

(1-n)2¢ -n)
4

(1+&)g -2n)
4

1+8)1-1°)
2

(-n%)
2

=

_d+o)d+mid-¢-mn)

(1+m)(28 +n)

4

4

(1+8)(& +2m)
4

(1-EH(1+n)
2

-(1+n)s

(1-£%)
2

_A=9)d+m+&-n)

(1+n)2¢£ -n)

4

4

—(1-8)(¢ —2n)

4

(1-&)(1-7n?)
2

_(1-n")
2

={l=cn

5
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Capitulo 4

Método dos Residuos Ponderados

4.1 Introducio

Neste trabalho, o objetivo é utilizar o Método dos Residuos Ponderados para obter

uma solugdo aproximada para a equagdo diferencial da forma,

X

m

vt F s P e shan b
, 0. ot

sujeito as condigdes de contorno,

Z[ka—ury”}+ku =gemT
Ox

n=1 n

no qual 7, sdo as componentes normais ao contorno com m,n=1w, w=1 quando o

problema for unidimensional, w=2 quando o problema for bidimensional, Q c R** e, em

razdo das condigdes de contorno serem adotadas invariantes no tempo, tem-se I' < "'

Introduz-se, para cada elemento, o seguinte conjunto de fung¢des na forma,
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na qual u, sdo fungdes do tempo constantes ¢ N, sdo as fungdes de interpolagdo descritas no

item (3.3). Tendo em vista que equagdo (4.2) é uma solu¢do aproximada, nota-se que,
substituindo-se a equagdo (4.2) na equagdo (4.1), isto ndo satisfaz exatamente a equag@o

diferencial governante. Assim define-se um residuo R como

| 0 ou ou ou
R= k A +Bu+ f+C—
Z ox, | Ox, . Ox ) ot

m=1 m

Introduz-se um conjunto de fungdes peso v, (i =1,2,..., Nnds) e define-se um produto

interno (R, v, ). Em seguida determina-se que este produto interno seja igual a zero,
(R,v,)=[ Rv,d2=0 (4.1.4)

o que num sentido ponderado é equivalente a for¢ar o erro de aproximag¢do da equagdo

diferencial a ser igual a zero na média.
Ha varios caminhos para se escolher as fung¢des peso v, . Neste trabalho, sdo utilizadas

as seguintes formulagdes:
(1) Método de Galerkin;
(2)  Método Petrov-Galerkin;
3) Método dos Minimos Quadrados;

Estes trés métodos estdo descritos a seguir.
4.2 Método de Galerkin

Para a introdugdo desta aproximagao, € necessario definir a formulagdo variacional do

problema (4.1), como segue: deve-se encontrar #° € V¢, com V¢ € H'(Q) tal que,

*3 4 ¥ ngs

.[ RvdQ=0, Wy el i=12.,N
Q°
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visto que

.'V"“‘
i Tl m—
uru = E Nu;
J=l

no qual N, , € o namero de nds em cada elemento.

nos

A equagdo (4.2.1) serd adotado v/ = N,, i=1,2,..,N,, , ou seja, a fungdo peso ¢ dada

nas *
como igual a fungdo de interpolagdo. A formulagdo pelo Método de Galerkin sera simétrica e
positiva-definida para problemas puramente difusivos ou quando o operador diferencial for

auto-adjunto.

4.3 Método Petrov-Galerkin

No Meétodo de Galerkin, as fungdes peso sdo continuas no interior do elemento. Na

formulag@o pelo Método Petrov-Galerkin, porém, sdo admitidas fun¢des peso da forma

M,=N,+6M, 4.3.1)
no qual N, sdo as mesmas fungdes utilizadas na equagdo (4.2.2) e M, é tal que

In/}f,. diymitl 4.3.2)
Q 2

no qual 4 ¢é o tamanho do elemento, comprimento para o elemento unidimensional e maior
aresta do elemento no caso bidimensional, e o sinal de +//2 depende do sinal de 4,,.
Vérias formas para M, sdo possiveis. Nesse trabalho utiliza-se a seguinte fungdo

descontinua,

it

= Al o (sinalde 4,,) (4.3.3)
xﬂ!

i

No caso em que € =0 o Método Petrov-Galerkin reduz-se ao Método de Galerkin.

Para 6 # 0, pode-se escolher um valor 6timo, dado por,
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1 |4)h
=0 = o 4.3.4a-b
|t9| B coth|Pe] ‘ | 5 Pe P ( )

1 1/2
no qual |A\=[Z f} , w=1 para o caso unidimensional € w=2 para o caso

i=l
bidimensional.

Seguindo-se as observagdes anteriores, deve-se encontrar um u¢ € V' tal que

nas

IR MidQ=0,  VYMfeV*, i=12,..N
R

Sendo

4.4 Método dos Minimos Quadrados

A terceira alternativa utilizada neste trabalho para obter a solugdo aproximada do

problema (4.1) € o Método dos Minimos Quadrados, cuja idéia basica é determinar u® € V*
para a minimizagdo da integral do quadrado do residuo definido pela (4.1.3).

Para tal, define-se um funcional quadratico

ox, | ox, or

i=1 i i

1) = |R@) :IQ.{ .w {ﬁ[ka_ﬁ]wi- 2%}+Bﬁ+f+c?} dx

paratodo ue¥V ={ue H'(0,L)}, no qual H' é o espaco de Hilbert de ordem 1 e i =1, w.

A condigdo necessdria para que u €V seja um minimizador do funcional / na

equacdo (4.4.1) € que na primeira variagao # resulte,

81 (u) = 2_[9‘. (SR)RAQ =0 ou L (BR)YRAQ = 0
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Neste método, utiliza-se um artificio para baixar a ordem do da equagdo diferencial
problema e conseqiientemente das fungdes peso e de interpolagdo envolvidas, da seguinte

maneira,

Observa-se que aplicando a equagio (4.4.3) na equagdo (4.1.1), tem-se que,

[‘%Mj—q Ba‘+f+C%=0,com i=lw,

Ox, X, t

i=1 i
resultando em um problema representado por um sistema de equagdes diferenciais parciais de
primeira ordem a 1+w incOgnitas, u e ¢;,, i=1,w, w=1, quando o problema for
unidimensional € w =2, quando o problema for bidimensional.

Fazendo-se uma analogia as formulagdes (4.2.1) e (4.3.6), Métodos de Galerkin e

Petrov-Galerkin respectivamente, a equagdo (4.4.2) pode ser reescrita da seguinte maneira

RvQ=0 (4.4.5)

o

no qual vi =JR. O sistema de equagdes algébricas gerado pela formulagdo do Método dos

Minimos Quadrados € simétrico e positivo-definido, de acordo com Jiang (1998).
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Capitulo 5

Integracido Numérica e Discretiza¢do Temporal

5.1 Introduc¢do — Quadratura de Gauss-Legendre

A avaliagdo das integrais da forma

Li':(x)dx I :L}'(x, y)dxdy (5.1.1)

de modo geral € dificil em razdo da forma complexa do integrando F. A integragdo
numérica ou quadratura numérica ¢ também requerida no caso em que o integrando é
avaliado inexato, como no elemento de Timoshenko, € no caso em que o integrando depende
somente da quantidade de pontos discretos que é conhecida (em problemas ndo-lineares).
Neste trabalho utiliza-se uma das formulas de quadraturas numéricas mais

comumentes usadas, a quadratura de Gauss-Legendre. A féormula requer que a integral
designada seja avaliada sobre um intervalo limitado e fechado [-1,1] para o caso
unidimensional e no intervalo [-1,1]x[-1,1] para o caso bidimensional. Isso requer uma
transformacdo do problema de coordenadas x para as coordenadas locais & e também das
coordenadas y para as coordenadas locais 7, para o caso bidimensional.

Os elementos de referéncia e suas respectivas fungdes de interpolagdo estdo detalhados
no Item 3.5.
A metodologia de Integracdo Numeérica para os casos uni e bidimensional e a

Discretizagdo Temporal, sdo apresentadas a seguir.
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5.2 Integracao Numérica — Caso Unidimensional
5.2.1 Aproximacido da Geometria

Nos capitulos 6 e 8, sera mostrado que as formulagdes pelos Métodos de Galerkin,
Petrov-Galerkin e dos Minimos Quadrados geram um sistema de equagdes algébricas € que
em cada coeficiente das matrizes estardo envolvidas integrais nas quais alguns termos sdo
derivadas das fungGes de interpolagdo com relagdo as coordenadas globais de x. Uma

transformacgdo na forma,

= F{E) (5.2.1.1)

é requerida a fim de reescrever as integrais em termos de & (-1<&<1). A fungdo f é

assumida sendo uma transformagao bijetora.
Aqui, aproxima-se a geometria da mesma maneira que sdo aproximadas as variaveis

dependentes. Esta aproximagdo pode ser escrita da seguinte forma,

na qual x; € a coordenada global do i- ésimo ndé do elemento Q° e N; sdo as fungdes
interpolantes de Lagrange de grau (Nnds —1), no qual Nnds ¢é igual a quantidade de nos em
cada elemento. A equa¢do (5.2.1.2) mapeia a forma geométrica do espagco x no espago &,
isto ¢, para qualquer dado &, a equagdo (5.2.1.2) leva ao correspondente x. A transformacao

dada por essa equagdo € essencial na avaliagdo das integrais pela Quadratura Gauss-Legendre.
Deve estar bem claro que esta transformagdo ndo € usada para escolher a real
geometria do elemento e sim, € usada para escrever as expressdes integrais envolvendo x em

termos das expressdes envolvendo £, ou seja,

[ Feas= [ Flew
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de modo que a Quadratura Gauss-Legendre pode ser usada para avaliar a integral no intervalo

[-1,1].
O elemento diferencial dx no sistema de coordenadas globais x, € relacionado com o

elemento diferencial d¢ no sistema de coordenadas naturais &, por,
dx
dx = :f-f_dé: =det(J)d¢, (5.2.1.4)

no qual (J) é o chamado Jacobiano da transformagio e

F (&) = F(x(&))det(J) (5.2.1.5)

Sendo det(J) =dx/d& e utilizando a equagdo (5.2.1.2), tem-se que,

I

Nnos Nnos e
R L {Zm#]:Zfﬁ (5.2.1.6)

dé  d¢ i

i=1

Define-se ainda a transformagdo da derivada da fungdo de interpolagdo em relagdo a

coordenada global para a coordenada local, da seguinte forma

dN; _dN;df 1 aN;

I

= : G217
dx  dé dx  det(J) d&

5.2.2 Quadratura de Gauss-Legendre

Neste procedimento determina-se previamente os pontos base, chamados pontos de

Gauss, de tal forma que a integragdo pode ser realizada como segue,

LbF(x)dx _ J-I‘ F(£)dé ~ Z F(E W, (522.1)

n=|

na qual w, sdo os fatores peso, &, sdo os pontos base e F ¢é o integrando transformado.
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Os fatores peso e os pontos de Gauss para a quadratura de Gauss-Legendre (5.2.2.1)

sdo listadas, para » =1,2,3, na Tabela (5.1).

Tabela 5.1 — Pontos e Pesos de Gauss.

Pontos &, Pesos w,

0.0000000000 2.0000000000
+0.5773502692 1.0000000000
0.0000000000 0.8888888889
+0.7745966692 0.5555555555

Sendo (5.2.2.1) uma expressdo polinomial, nota-se que para n pontos amostrais tem-
se 2n incognitas, w, e&, , e portanto um polindmio de grau (2n—1) que pode ser construido
e integrado exatamente. Assim, o erro é da ordem de O(h*").

Nas formulagdes por elementos finitos, encontram-se integrais nas quais os

integrandos F sdo fun¢des de x, y,(x) e das derivadas de y,(x) com relagdo a x. Para a

quadratura de Gauss-Legendre, deve-se transformar F(x)dx em F (‘g’)d<§ para utilizar a

equagdo (5.2.2.1). Por exemplo, considere a integral

Ty dw? d(;l/e
x;=| LY 5222
Y -",ia(X) dx dx ( )

Usando a regra da cadeia da diferenciagdo, tem-se que,

dwf(x):dl,z/f(é:)if_z 1 dy/ () (5.2.2.3)
dx dé  dx det(J) dé

Portanto, a integral (5.2.2.2) pode ser escrita, com a ajuda de (5.2.2.3) como,

1 dy; 1 dv; .
det(J) d& det(J) dé

())dE = D Ff (€, )w, (5.2.2.4)

=1

Ky = [ ax(&)
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Nnds

¢ dy* v
L2V Vi sy AU (5.2.2.5a-b)
det(J) d& dé o ds

3&‘; = a(ﬁ)

no qual » € o numero de pontos de Gauss e Nnos € o nimero de ndés no elemento.
Apenas para exemplificar, definem-se algumas integrais e seus respectivos numeros de

pontos e pesos de Gauss como apresentado na Tabela 5.2.

-\‘.-:d & d < LT ] Ry
K; =] —gi%dx, My =["vividx, Fr=|"vyia, (5.2.2.6a-¢)
Xy X Xy Xy

Tabela 5.2 — Numero de pontos de Gauss necessarios.

Numero de pontos de Gauss necessarios

Tipo de

K¢ M Fe
Elemento e

Linear 1 2 1
Quadratico 2 3 2
Cubico 3 3

Neste trabalho adota-se o raciocinio analogo ao utilizado na Tabela 5.2.

5.3 Integrac¢io Numérica — Caso Bidimensional

5.3.1 Transformagdo das Coordenadas

Assim como no caso unidimensional, os elementos das matrizes resultantes da
discretizagdo espacial do caso bidimensional envolvem as derivadas das func¢des de

interpolacdo, agora em relagdo as coordenadas globais x € y. As transformagdes necessarias

sdo da forma,

e=f(5) y=L£ (5.3.1.1a-b)
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para que seja possivel reescrever as integrais em termos de & e 1 (—1<&,7<1). As fungbes
f, e f, s@o consideradas transformagdes bijetoras.

As aproximagdes da geometria serdo feitas da seguinte forma,

Nnos Nnés

x= Y xyiEn) e => yiviEn) (5.3.1.2a-b)

i=1 i=1

na qual x; e y; sdo as coordenadas globais no i-ésimo né do elemento Q° e y;(§,n) sdo as
fungdes de interpolagdo de Lagrange. Neste trabalho sdo adotadas fungdes lineares e
quadraticas.

Neste trabalho, como ja citado nos Itens 3.5.2 e 3.5.3, serdo adotados para o caso
bidimensional, elementos triangulares e quadrilaterais para a discretizagdo espacial. Em
ambos os casos, devido as transformagOes das coordenadas globais, x e y, para as
coordenadas locais, £ e 7, € necessario definir as transformagdes das derivadas das fungdes

de interpolagdo. Pela regra da cadeia da diferenciagao parcial, tem-se que,

ON; _ON; ox ON; &

(5.3.1.3a)

o0&  ox 08 oy o&’

i

on ox 0n 0Oy On

Oy; _0yi ox 0vy; oy (5.3.1.3b)

ou, em notagdo matricial,

ON{ LANELA

& | _ o0& ox
e[ & | one (5.3.1.4)

on on| | o

na qual relaciona-se as derivadas de N; com as coordenadas globais e locais.

A matriz em (5.3.1.4) é chamada de matriz Jacobiana da transformagdo (5.3.1.2a-b)
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ox
o0&
o
on

(5.3.1.5)

No entanto, o sistema da Equagio (5.3.1.4) deve ser invertido, da seguinte maneira,

ON'¢
ox - eyl
BN: - (J )
Oy

oN?
74
ON?
on

(5.3.1.6)

Isso requer que a matriz Jacobiana seja ndo singular.

Entdo, é possivel escrever a relagdo (5.3.1.6) da seguinte forma,

oN; _oN; ot , aN; on
Ox o0& ox On ox

(5.3.1.7a)

1

o 05 Oy

ON; ON; 6_§+ oN; on

(5.3.1.7b)
on oy

nas quais,

ax Nnos . aN:

_ # Q-K_Nmis eaN;’
0 '’ o&’

= s B 5.3.1.8a-b
T Y; o¢ ( a-b)

Nnos 6N5’ :
2N gL Yy 2L (5.3.1.8¢-d)
on “F 7 on

Jj=

Para que seja possivel o calculo das derivadas das fungdes de interpolagdo, uma

condi¢do necessiria e suficiente para que a inversa da matriz Jacobiana exista, € que o
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determinante de (J), chamado de Jacobiano, seja ndo nulo em todos os pontos (&,7) em

Q°, ou seja

del == S (5.3.1.9)
0f on  on o&

As equagdes (5.3.1.7a-b) expressam as derivadas das fungdes de interpolagdo em

relagdo a x e y, nas quais estdo envolvidos os termos 6&/0x, 0&/0y, On/ox e On/dy que

podem apresentar divisdes por zero, por exemplo da seguinte maneira,

%=L,se @-c—z(},tem-seque %zl
ox Ox o0& ox 0
05

Para evitar esse fato, neste trabalho sera adotado a transformagdo dada por,

(5.3.1.10a)
on o0& 0& oOn

ox  det(J)

ON: 1 [ NS oy 6N1

ON; __1 [6_xaN,. E":EaNf} (5.3.1.10b)

i = - -
oy det(J)| on 0¢& 9o& on
Como ja mencionado neste trabalho, os dominios bidimensionais sdo discretizados
com elementos triangulares ou quadrilaterais. Por isso, no proximo Item apresenta-se as

integragdes para os casos de elementos triangulares ou quadrilaterais.

5.3.2 Integragao sobre o Elemento Quadrilateral

A formula da quadratura para integrais definidas sobre um elemento quadrilateral Q,

pode ser derivada pela formula da quadratura unidimensional apresentada no item 5.2.2.

Assim, tem-se que,
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LR F(&,md& dn = _[II U_:ll? & n)dn} = III [ZN:F (&n,)w, }dé &

F(&,,n,)w,w, (5.3.2.1)

no qual M e N denotam o nimero de pontos da quadratura nas diregdes & e 7, (£,,7,)

denota os pontos de Gauss, e w, e w, denotam os correspondentes pesos de Gauss.

Tabela 5.3 — Pontos e pesos de Gauss para o elemento quadrilateral com 4 nos.

n’ do ponto de

Gauss (1,J)
1 1;\[5 1
2 ~1/43
3 ~1/A3 | 143
4 /37| =13

S 1, W, Xw,

Tabela 5.4 — Pontos e pesos de Gauss para o elemento quadrilateral com 8 nos.

n° do ponto de
Gauss (1,J)
1 25/81

1, W X W,

2 40/81

3 25/81

40/81

64/81
40/81

25/81

40/81

25/81
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Nas Tabelas 5.3 e 5.4 estdo apresentadas as quantidade de pontos e pesos de Gauss,
respectivamente, para os elementos quadrilaterais de 4 e 8 nds e seus respectivos valores,

conforme Reddy (1993).

5.3.3 Integracio sobre o Elemento Triangular

Seguindo raciocinio analogo ao do elemento quadrilateral, para o elemento triangular

tem-se que,

J, Femagan =2 [Femanlas <1 [Z FEm,)w, }dé‘ -

1 M N
== D FEn,)wm, (5.33.1)

2 I1=1 J=I

no qual os termos envolvidos possuem as mesmas defini¢des citadas no item 5.3.2.
Nas Tabelas 5.5 e 5.6 estdo apresentados quantidade de pontos e pesos de Gauss,
respectivamente, para os elementos triangulares de 3 e 6 nds, e seus respectivos valores

conforme descrito em Reddy (1993).

Tabela 5.5 — Pontos e pesos de Gauss para o elemento triangular com 3 nés.

n’ do ponto de
Gauss (1,J)

1 27/48

2 25/48

3 25/48

4 25/48

& n, W, Xw,
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Tabela 5.6 — Pontos e pesos de Gauss para o elemento quadrilateral com 8 nos.

n° do ponto de
Gauss (1,J)

S

n,

W"; ) .Wj

1/3

1/3

0,225

0,797426985353

0,101286507323

0,125939180544

0,101286507323

0,797426985353

0,125939180544

0,101286507323

0,101286507323

0,125939180544

0,059715871789

0,470142064105

0,132394152788

0,470142064105

0,059715871789

0,132394152788

0,470142064105

0,470142064105

0,132394152788

5.3.4 Transformacio das integrais do contorno

Nas formulagdes pelos Métodos de Galerkin e Petrov-Galerkin surgem integréis ao
longo do contorno. Neste item, apresentam-se as transformagdes de coordenadas para essas
integrais.

A integral,
i I ()dr
e
€ escrita em termos da abscissa s ao longo da curva I, como,

(5.3.4.1)

1={()J.dr

Em geral, a abscissa s ¢ uma das variaveis £ ou 7. A curva ' geralmente

corresponde a um dos lados do elemento de referéncia. E por fim, define-se (Dhatt e Touzot,
1984),

(5.3.4.2a-b)




J, dependendo de qual lado do elemento de referéncia que corresponde a curva I".

5.4 Discretiza¢ao Temporal

Neste item s@o descritos esquemas de aproximagdes no tempo para converter equagoes
diferenciais no tempo em equagdes algébricas.

As equagdes uni e bidimensionais que sdo avaliadas neste trabalho sdo equagdes
parabdlicas, ou seja, sdo equagdes de primeira ordem no tempo.

Um método comumente utilizado para resolver problemas como os propostos neste
trabalho é o de aproximagdo da familia « , no qual uma média ponderada da derivada em
relacdo ao tempo da varidvel dependente € aproximada por dois passos consecutivos no

tempo, por meio de uma interpolagdo linear dos valores da variavel para os dois passos, como

segue

ou it} — 1

—_—

ot At

s+l

para 0<a <1 e te[t,t. ], com s=12,..,mt, sendo que mt é o nimero de passos no

5

tempo. Na equagdo (5.4.1), {}, refere-se ao valor das variaveis no passo “s” e At,,, =t —t

€0 (s+ 1)-ésimo passo no tempo.
Para os diferentes valores de a, obtém-se os seguintes esquemas de integra¢do

numérica conhecidos, Reddy (1993):

esquema de diferengas para frente (ou Euler) - condicionalmente estave
ordem de precisdao = O(At)

esquema Crank - Nicolson (estavel); O((At)?)

método de Galerkin (estavel); O((Af)?)

esquema de diferengas para tras (estavel); O(At)

Existem outras metodologias que poderiam ser usadas, tais como: Método Runge-
Kutta, Método Preditor-Corretor € Método de Gear. Neste trabalho, sera adotado o Método

Crank-Nicolson,a =1/2.
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Capitulo 6

Conveccao-Difusio Unidimensional

6.1 Equagio Modelo

Introduz-se aqui um estudo numérico da solu¢do da equagdo diferencial parcial que
modela o fenémeno convectivo-difusivo unidimensional genérico, definido no dominio
O=0xEcR?, Q, EcR (Q e = sio dominios unidimensionais limitados e fechados),

descrito como,

au(x N 0% u(x,t)
ot Ox? ox

+puCan) + f()-y 280D

=0 6.1.1)

na qual assume-se ¥, k, ¢ e y sendo constantes reais, x € Q =[a,b] e t e E=[t,,¢,], sendo
t; o instante inicial de tempo € ¢, o instante final de tempo. Essa equagdo estd sujeita as

condigdes de contorno de primeiro e segundo tipo bem como a condigdo inicial. Apenas por

simplicidade define-se u = u(x,t) e f = f(x).

6.2 Formulagdo pelo Método de Galerkin

A equagdo (6.1.1) pode ser escrita da seguinte forma,

Ju 0’u ou
‘P—=—k—— +y —
ot pr=if ya
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Seguindo-se a discretizagdo no tempo descrita na equagao (5.4.1), a fungdo u
aproximada pela fungdo ', ou seja

a‘sﬂ -

At

2~

—~

s+l

u ou v o’u ou

+u—-y—|| +f+|-—u+(-a k—+ i—y—
G i y@xﬂ - { Bl s )( TR

(6.2.2)

. .. ou .
Apos a discretizagdo no tempo a derivada parcial — € equivalente a derivada

A st
ordinaria —.
dx

Seguindo-se a discretizagdo espacial pelo Método de Galerkin, definida na equagéo
(4.5), obtém-se a seguinte equagdo integral

2o s+l
H N, dQ+jf N, dQ+
Ox Q

+¢u—y%]:l N, dQ=0=

on™ v o
k N, dO J' = radl I 2 , _
La = + nLM+‘;:¢¢ TN, A+ [ (cay)Z—Nda [ £ N

aZ
(- kS NdQ+J' [——+(1—a)¢} N, dQ— jy(l a)—N dQ=0 (62.3)

Para qualquer passo no tempo, a integragdo por partes do termo a seguir, torna-se

ON. ou
—dQ Nk— k—L——dQ 2.
.[n " ox? I Ox Ox (6:24)

Aplicando-se a equagdo (6.2.4) em (6.2.3), tem-se que

i s ¢ 1 UNEeSP ™,
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~ 5+l s+
ka—N-a“ dQ + j'[ +a¢r]u“'N dn+j (—ay)a“ N.dQ -

_[ kaN a [-—+(1 a)qﬁ)"“’N o Im a)aﬁsN Q) =

~ s s
—J'f A ST L e [T N (6.2.5)
Q ox 0.

r X r

Como as condigdes de contorno espaciais propostas para este problema s@o invariantes

no tempo, obtém-se,

~s+l
N i
Ox

r

Agora, faz-se a aproximacao da fungdo # pela fungdo #° da seguinte forma,

para qualquer passo no tempo e com Nnds sendo o numero de nos em cada elemento.

Substituindo-se a aproximagdo (6.2.7) na equagido (6.2.5), tem-se

oN, ON o
{*,J‘n,ak——wdﬂ + ‘:—+a¢]N Nyd (_ay)Na_dQ}-ﬂ.e

Ox Ox

0N, ON [__+ " 5” —
o ox ( a)¢] o [

aﬁ_ﬂl

* I

B —J'Q« N, dQ-Nk

com i, j=1,..,Nnos.
du g X WA
O termo N"kd_ , que esta relacionado com as condig¢des de contorno do problema,
X |-

possui as seguintes propriedades,
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Nk —

di _ O,foradcl‘ace\B
dx |

c,emI”

(6.2.9b)

{O, se a condi¢do de contorno € fungdo prescrita
c=

q ., para condigdo de fluxo prescrito

A partir da equagdo (6.2.8), obtém-se um sistema matricial com a seguinte forma,
(K14} +[BJas} = {F} (6.2.10)

Visto que as variaveis #* ja sdo conhecidas do passo anterior de tempo “s”, o sistema

linear algébrico (6.2.10) pode ser reescrito na forma,

[K){} = {F}-[B)a* ) 6.2.11)

na qual

ON. ON ON
K,..z—J‘ @ k—1—L 5y +j i+a|;z‘> N. N.dQ +J. (—ay)N, ——dQ
£ ar a| At J a

ox Ox
(6.2.12a)

ON .
B..=—I akai J
”

b o
dQ + ——+(1- N.N.dQ -
4 ox Ox rl"[ At ( o:)¢] Y

N -
—I y(l-a)N,—=d (6.2.12b)
o ox

F, = —Lr_ f N, dQ +(Termo de Contorno) . (6.2.12¢)

A partir das transformacdes de coordenadas globais para as locais (x — &), descritas

pelas equagdes (5.2.1.4) e (5.2.1.7), as equagdes (6.2.12a-c) sdo reescritas da forma,
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N, =
Ky =—[ ak S i +| {Emga]m N, det(J) dQ +
7~ )a " aen) oe og o | ar

N, _
+J.ﬁl_(—ay)N‘. o7, (62130

ON, _ _
B,__=_J' e i "dQ+I_ [—i+(1—a)¢]N,.deet(J)dQ—
d a det(J) o0& o0& a| At

oN,

—_[ﬁ._:v(l-a)N; ¥ dQ, (6.2.13b)

F, = —J‘ﬁ‘_ f N. dQ + (Termo de Contorno) . (6.2.13¢)

: . . Ou " :
Caso o problema esteja no regime permanente, ou seja, ‘Pa—zo, entdo o sistema
t

matricial é escrito da seguinte forma,
(K1} = {F} (6.2.14)

na qual,

:_J‘ w1 dN, dN,
o det(J) d& dé&

i

_ _ N, _
o +I_ 4 N, N, det(J) d2 —J'_ y N. 40,
o o d&

(6.2.15a)
F=- j - [ N, d%3 + (Termo de Contorno) (6.2.15b)

com i, j =1, Nnos.

6.3 Formulagido pelo Método Petrov-Galerkin

Visto que a tnica diferenga na formulagdo entre 0 Método Petrov-Galerkin e 0 Método

de Galerkin € a fungdo peso, analogamente tem-se o seguinte sistema matricial

[G] {ﬁ,s+1.c} - {F}_ [H]{ﬁse}
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na qual

1 OoM.ON, _— N } _
L, B i LdQ +| |—+ag¢ M, N, det(J)dQ +
Y -[ﬁ"akdet(.}) o o0& I‘ﬁ"[At ¢ o

ON

LdQ, (6.3.2a)
4

+ jﬁ (e y M,

ON. _
B..=—I gt P fdQ+j
! o det(J) & o0& o

[_%4,(1 -a)¢] M,N, det(J) dQ -

ON

LdQ, (6.3.3b)
0¢

-[_ra-om,

F =- j [ M, dQ3 +(Termo de Contorno) .

-

s 3 i ou g
com i,j=1,..,Nnos e o termo de contorno M,k—| contendo as mesmas caracteristicas
X
r

apresentadas nas equagdes (6.2.9a-b).

Para o problema em regime permanente, o sistema linear matricial ¢ escrito da

seguinte forma,
[Gl{a°} ={F}
no qual,

ON

ON, _ _ o
e =_J'_ gt MO +J'_ ¢ M, N, det(J)dQ2 —J'_ y M, —LdC
o o o Y

b det(J) o0& oO&

(6.3.52)

F, = —I_ f M, dQ (6.3.5b)
-

com i, j =1,..., Nnos.
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6.4 Formulacéo pelo Método dos Minimos Quadrados

Aplicando-se na equagdo (6.1.1) o que esta proposto nas equagoes (4.4.3) e (4.4.4),

obtém-se

(6.4.1b)

Primeiramente, deve-se discretizar o termo transiente da equagdo (6.4.1a), ou seja,

aproximar as fun¢des u e g, pelas fungdes u e g, resultando respectivamente,

~

~ ~ 541 ~ e |
—u=a|:aqr_¢ﬁ+ya—u] —f+(l—o:)[%+¢ﬁ+y2u—} : (6.4.2)
ox 0. Ox

Oox X

Substituindo-se a equagdo (6.4.2) na equagdo (6.4.1a), obtém-se o seguinte sistema de

equagdes diferenciais com duas equagdes e duas incognitas, dado por,

v [eg. . e ¥ 0G. ..
—uU-—a|—=-Qgu+y— +f+——u-(l-a)) —=-¢u +
i Eat e SRR a s

~ s+l
gk (6.4.3b)
Ox

(6.4.3a)

Seja u° e g; aproximagdes espaciais, respectivamente, de # e g, , para qualquer

passo no tempo, escritas da forma,

AVA
AVAYEY

1 2 3 4 5 6 7 unesp wl 12 13 14 15 1l 17

18



(6.4.4b)

Por simplicidade sera adotado N, = N,(x). Pode-se assim escrever as equagdes residuais das

equagoes (6.4.3a-b) da seguinte maneira:

(6.4.5b)

Substituindo as equagdes (6.4.4a-b) nas equagdes (6.4.5a-b), obtém-se,

Nnaos \nos

i "S+|{ |:—+CZ¢]ZN,-H]€ a;yz a "'H-](

Nuas
R(x)=-«a Z i

'\uroj Nnas Ni m‘li‘

-(l—a)z [-—+(1 a)q}]ZN,.ﬁ:‘—y(l a)z (6.4.6a)

Nugs Nnos N

Ry(x)= D NGihe +ky —Lise (6.4.6b)

X

i=l i=1

Como neste problema tem-se duas equagdes, o funcional é definido da seguinte

maneira
I(R,,R,) = IR,2 (x) dx+IR§(x) dx
Q 0
€ sua primeira variagdo € escrita da forma,

SI(R,,R,) = 2_[(512, )R, dx + 2_[(5}22 )R, dx =0
Q Q
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LE(SR, )R,dx+L£5R2)R2dx =0

com as seguintes propriedades,

@RJI 5 qA;H‘e
aq.;

. )

aRZ ~5+l.e a‘R2 ~5+le

ou s+l,e W q, » (64?[))

SR, =

nos quais,

oR,

aﬁs-rLe

¥ ON
=|—+a¢|N-ay—,
[At ¢] f ox

‘?}E'l =—a—, (6.4.8b)
57 ik Ox

- o ]
onsthe Ox

OR, _, 0N

OR,

et (6.4.8d)

Substituindo-se as equagdes (6.4.5a-b), (6.4.8a-b) e (6.4.9a-d) em (6.4.7), tem-se

¥ ON, ON,
—a N. - LS ;Stle E) ils *s+_|,e
IQ{{[A{ aé] i O.';/ ax :| u; li a ax J q.r.- }X

Nnés AN Wy Nnos Nuds o . X Nnés ON . .
X{_az J q*\;;l.e+[E_a¢}zNjﬁ;+l.e_a}/z S u;+1.e+f_(1_a)z J Qi:+
Jj=l J=1 i=l

ox Ox ox

=
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Nngs N Nués AN . i
[——+(1 a)¢]ZN iy j“'}dﬂ+_|.n{[kzl 6xJ :|5 a5 +
=

Nnos '\uos

+|:Mzm:ij}5éj+Jc} [ZN qs+| .e +kz J As+1ei|dQ 0 (649)
Jj=l

Reorganizando-se a equagdo (6.4.9) obtém-se

8 e xj (U, +U,)d+6 G2 xI (0, +0,)d =
a Q

:é'ﬁf*""xj.n‘F, dQ+5 G5 x LI_FE dQ  (6.4.10)

¥ ON. Nuds ON . - Nuos stl.e
U, =[[E+a¢]N aya—:|><[—a xf qul [ _a¢JZN ol

J=1

aN V"O‘ ; Nngs \nas
ik & "5+le (1 a)z (__+(1 a)éJZNJ *se_y(l_a)z } *s e:l

U |: :’ [%NJA:‘—JC'*']{%; J -5+|e}

Nnas AN

"‘"“a Nnos
Q I: a-——}x{—az “" [__a‘;ﬁ]ZN;““”_a}’Z J fHe

M:m Nnos \runs

-(l—a)z ““’ [+—+(l—a)¢)ZNu —y(l- a)z

Nnos - ’\"nma ; A;+| .
:[Nr']x Z:,quxj +k§,
Jj=
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N,
F2 —[—ag])(( f)

Partindo da hipétese que & 4" e & ¢3¢ sdo ndo identicamente nulos em todo o

dominio, para que a equagdo (6.4.10) seja satisfeita, deve-se ter

_[ (U, +U,)da =_[ F dQ (6.4.11a)
o (93

J' (0 +0,)d= J' _F,d0 (6.4.11b)

O que gera o sistema linear matricial,

A B uﬂs-l-l.e D E 1}5“8 }:I
+ —
BT c éiﬂ.e H G q“:.e Fz

Como 4" e q.'° ja sdo conhecidos do passo de tempo “s”, tem-se

o e GHE o)

Ox Ox Ox
(6.4.13a)

i ON, 0N,
(%+a¢]Nj—ay ’}-&-kzaN‘ ’}dﬂ

[ ON, .
g 2y | O aQ, (6.4.13b)
Oox ox 7

(6.4.13¢)
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N, ¥ aN_:'
™ }Xlﬁ[—zﬁ'(l“a’)(ﬁ]}v; —y(l—a)—a‘;—}dﬁl,
(6.4.13d)

(6.4.13¢)

(6.4.131)

ON, ¥ oN,
|~ E]x[[-5+(l—a)¢]Nj.—y(l—a) P }I’Q, (6.4.13g)

(6.4.13h)

(6.4.131)

com i, j =1,..., Nnos .

Transformando as coordenadas globais para locais (x — &) através da equagdes
(5.2.1.4) € (5.2.1.7), as equagdes (6.4.13a-1) sdo reescritas da forma:

4= {[[Lw]m- oy %H[Lw]m— a a_N_}
a || A det(J) & At 7 det(J) o0&

k* ©ON, 0N,

!

+
det(J)> o0& o0&

{[(im;ﬁ]m— ey %}x[—a aNf]Jrk%N}dﬁ, (6.4.14b)
1|\ A det(J) o& o o&

[ a? ON; 0N,
‘Ldet(J) o0& o&

_[~‘*i+a¢jfv,.~ N[, N__M@;}dﬁ,
L\ At At det(J) o0&

(6.4.14d)

} det(J) dQ, (6.4.14a)

+ N,.NJ] dQ (6.4.14¢)
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E..:J' [qub]w.- ay BN | Q-0 N |5 (6.4.14¢)
T Jar |\ Ar " det(J) & det(J) o& ’

if =I_ - (l_a) aN‘ aNJ dﬁs (6414f)
7o Jar det(J) o0& &

N Ll -2 - 1=, | s
85] H il a)qﬁ]Nj S a;}dg’ (6.4.14g)

ay ON, —
" st M 7 dQ 6.4.14h
det()) ag} S det(J)dQ2, ( )

(6.4.141)

com i, j=1,Nnos.

. ou y : ;
Para o problema em regime permanente, ‘¥ 5 =0, o sistema tera a seguinte forma,
t

(6.4.15)

B ¥ ﬂxqﬁNu 4 de N k2 dN!de
- det(J) d& 7 det(J) d& ) det(J)? dé dé

} det(J)dQ2

(6.4.16a)

N\ ( dN, oy
= “’W']x[_ ‘J+de* Nj.:|dQ, (6.4.16b)

' det(J) d& dé dé

dN,; =
c, :I_ L 5 dN, &, +N,N, [dQ
a°| det(J)* d& d& t
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Fo==[_r> [;ﬁ- N,

NG =
Fzzj_ P
o dcf

com i, j=1,..,Nnos.
J s

2 3 4 5 6

¥

dN,

- ——]det(.)') dQ, (6.4.16d)

det(J) dé

7

(6.4.16¢)
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Capitulo 7

Aplica¢oes Numéricas Unidimensionais

Neste capitulo sdo apresentadas algumas aplica¢cdes com o objetivo de comparar 0s
Métodos de Galerkin, Petrov-Galerkin e dos Minimos Quadrados, na solugao de problemas
convectivo-difusivos transientes unidimensionais. Para calcular o sistema linear foi utilizada a
subrotina LSLRG da biblioteca IMSL do Fortran 90/95.

Aplicagio 1: Difusdo Pura com termo fonte

Nesta aplicagdo, apresenta-se um problema puramente difusivo, com termo fonte,
geragdo, em um dominio x €[0,1] e com condi¢des de contorno do tipo fungdo prescrita, dada

por,

2

Equacgdo Governante: dx? =5 Dominio: x €[0,1]

Condig¢ées de Contorno: u(0)=0 e u(1)=0

u(x)= %(x2 - X)

Solucido Analitica:
du(x) = 2(2 x—1)
dx 2

O principal intuito é mostrar que para problemas deste tipo, os Métodos de Galerkin e

dos Minimos Quadrados apresentam bons resultados na solugdo numérica de u, até mesmo

52
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quando malhas consideradas grosseiras sdo utilizadas para discretizar o dominio,

Figura 7.1a-b. Vale ressaltar que o Método Petrov-Galerkin, quando y =0, reduz-se ao

Método de Galerkin.

—o— analitico % —0— analiticﬂ
—o— Galerkin j —o— Galerkin |
—+— LSFEM -0 —+— LSFEM

T T T T T T T
0.0 0.2 04 0.6
x

Figura 7.1a-b — Solugdo u(x) para malhas com 15 elementos com 2 nds cada (a esquerda) e

com 3 nos cada (a direita).

—o— analitico —o— analitico

—o— Galerkin —o— Galerkin

—+— LSFEM —+—LSFEM

Figura 7.1¢c-d — Solugdo du(x)/dx para malhas com 15 elementos com 2 nos cada

(a esquerda) e com 3 nos cada (a direita)

; & giae du |, :
Ao analisar a solug¢do numérica de o é possivel perceber que para um malha com 15
X

elementos com 2 nds cada o Método de Galerkin ndo apresenta bons resultado, 0 mesmo nao
acontece com o Método dos Minimos Quadrados, Figura 7.1c.

Nesta aplicagdo o Método de Galerkin apresenta melhores resultados para u do que

para d_u
dx

AVA
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Aplicacio 2: Convecgido-Difusdo com convec¢io dominante

Nesta aplicagdo, apresenta-se um teste numeérico, no qual o coeficiente que acompanha

o termo de convecgdo € consideravelmente maior que o coeficiente que acompanha o termo

de difusdo e as condig¢des de contorno sdo do tipo fungdo prescrita. Os resultados deste teste

numerico sao comparados com os resultados de Camprub et al. (2000).

2
Equagdo Governante: ]Oﬂ - 0,09d—? =0
dx dx

Dominio: 0<x<6 Condigoes de Contorno: u(0)=12 e u(6) =16

Solucdo Analitica: u(x) = LU cexp 0 +d
10 0,09

no qual ¢ = ed=l2—0’£c.

16 alsmania
Figura 7.2a-b - Comparagdes de resultados para uma malha de 15 elementos com 3 nés cada,
presente trabalho (a esquerda) e Camprub et al. (a direita)
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il e o et

am 200
100 slemanis

T
3
X

Figura 7.3a-b - Comparagdes de resultados para uma malha de 100 elementos com 3 nos cada,
presente trabalho (a esquerda) e Camprub et al. (a direita)

—C— Anelytical sokstion
—A— Galerkin method
—— Lerem

—¥— GLS method

T T T ¥ T T T T r r T . T 1200 * | L4 5 | ™ 1
0 1 2 3 4 5 6 oD0 2m 400 800
GOC mlaments

X
Figura 7.4a-b - Comparagdes de resultados para uma malha de 500 elementos com 3 nds cada,
presente trabalho (a esquerda) e Camprub et al. (a direita)

As Figuras 7.2 a 7.4 apresentam comparagdes de resultados do presente trabalho com
resultados de Camprub et al. (2000), o presente trabalho utiliza fun¢des de interpolag¢do de
Lagrange, enquanto o trabalho de Camproub et al. utiliza-se de fungdes de interpolagdo de
Hermite. Os resultados da coluna da esquerda sdo do presente trabalho, enquanto aqueles da
coluna da direita sdo de Camprub et al. (2000).

Pode-se observar que o Método de Galerkin apresenta oscilagdes numéricas para este
problema convectivo dominante, sendo tanto pior o resultado quanto mais grosseira for a
malha, Figura 7.2a. O refinamento da malha, como esperado, tende a eliminar as oscilagdes
do Método de Galerkin, Figura 7.4a. O Método Petrov-Galerkin, mesmo para a malha com 15
elementos, considerada grosseira, ja apresenta resultados satisfatorios. O pior resultado é

obtido pelo Método dos Minimos Quadrados quando este € resolvido com uma malha com 15

AVA
AVAYEY

3 4 5 6 7 unespwl 12 13 14 15 16 17 18



elementos, Figura 7.2a, resultado este que melhora com o refinamento da malha, Figura 7.4a.
O uso de polindmios de Hermite associados ao Método Galerkin/Minimos Quadrados obtém

bons resultados, como visto no trabalho de Camprub et. al (2000), Figura 7.4b.
Aplica¢do 3: Convecgio-Difusiio com variagdes do parametro y

Esta aplicagdo tem como finalidade analisar o comportamento da solu¢do numérica
pelos Métodos de Galerkin, Petrov-Galerkin e dos Minimos Quadrados de um problema
convectivo-difusivo com uma condigdo de contorno prescrita em x =0 e uma condi¢do de

contorno de fluxo prescrito em x =1, quando o coeficiente de convecgdo y € variado, €

todos os outros coeficientes descritos na equagdo (6.1.1) sdo considerados fixos para todos os

y , utilizando-se malhas com 15 e 30 elementos (3 nos cada elemento).

O pardmetro y sera variado entre: 107", 1, 5, 25, 50 € 100 .

2
Equagdo Governante: y@ - i; =0
du(x)

=

Dominio: 0 < x<1 Condigoes de Contorno: u(0)=5 e =10

Solu¢do Analitica: u(x) = = exp(y x)+d
Y

no qual ¢ = L g d =55
exp(y) Y

—o— analitico —o— analitico
—o— Galerkin —0— Galerkin
—a— Petrov-Galerkin —4— Petrov-Galerkin
—+— LSFEM —H=LSFEM

T T T v T T . T . T T T T T T - T - T - T
00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10
x

Figura 7.5a-b — Solug¢@o u(x) para malhas de 15 (a esquerda) e 30 (a direita) elementos com
3 nés cada, para y =107".
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—o— analitico

—o— Galerkin

—a— Petrov-Galerkin
—+— LSFEM

—o— analitico

—o— Galerkin

—a— Petrov-Galerkin
—+— LSFEM

Figura 7.6a-b — Solugdo u(x) para malhas de 15 (a esquerda) e 30 (a direita) elementos

com 3 nds cada, para y =1.

—o— analitico

—o— Galerkin

—a— Petrov-Galerkin
—+— LSFEM

—o— analitico

—o— Galerkin

—a— Petrov-Galerkin
—+— LSFEM

g T
08 10

Figura 7.7a-b — Solugdo u(x) para malhas de 15 (a esquerda) e 30 (a direita) elementos

com 3 nos cada, para y =5.

—o— analitico ] —o— analitico

—o— Galerkin : —o— Galerkin

—o— Petrov-Galerkin | —a— Petrov-Galerkin
—+—LSFEM —+— LSFEM

AAAASAASSsSsnlnsansnss

T T T T T " T ¥ T
0.0 02 04 x 0.6 0.8 10 T T T T T d T T
0.0 02 04 X 06 0.8 10

Figura 7.8a-b — Solugdo u(x) para malhas de 15 (a esquerda) e 30 (a direita) elementos

com 3 nds cada, para y =25.
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—o— analitico

—o— Galerkin

—a— Petrov-Galerkin
—+— LSFEM

AAaBsssstBssssRABBssRaRS

T ™ T - T + T - T - T T T
00 02 04 X 0.6 08 1.0 00 02

Figura 7.9a-b — Solugdo u(x) para malhas de 15 (a esquerda) e 30 (a direita) elementos com

3 nods cada, para ¥ =50.

—o— analitico

—o— Galerkin

—a&— Petrov-Galerkin
—+— LSFEM

-aumlaaaaaaﬂﬂwﬂg%

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T v T
00 0.2 04 x 06 08 10 00 02 04 x 086 08 10

Figura 7.10a-b — Solug@o u(x) para malhas de 15 (a esquerda) e 30 (a direita) elementos

com 3 noés cada, para y =100.

Percebe-se que utilizando malhas de 15 elementos e 30 elementos, cada elemento com
3 nos, bons resultados foram alcangados para y =107',1,5€25. As primeiras oscilagdes
foram apresentadas para y =50 para uma malha com 15 elementos, principalmente no

método de Galerkin. Uma observagdo importante neste exemplo, é que o Método dos
Minimos Quadrados foi 0 método que obteve melhor comportamento em todas as variagdes

de y e para malhas com 15 e 30 elementos.
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Aplica¢do 4: Convecc¢ao-Difusdo com condigdes de contorno do primeiro tipo e

com solug¢do analitica representada por uma fun¢do exponencial

Nas aplicagoes 4, 5, 6 € 7, introduz-se as normas L, € L, do erro na solugdo de u ¢
de du/dx para problemas convectivo dominantes, com o intuito de introduzir ferramentas de
medida que auxiliem na comparagdo dos resultados. A norma L, fornece uma medida global
do erro em todo o dominio, enquanto que a norma L_ fornece uma medida pontual, ou seja,

fornece o maior erro em todo o dominio. Para as analise das normas serdo adotados as

seguintes convengoes:

h=0,1 h=0,01 h =0,001

pequeno médio grande

refinamento refinamento refinamento

2
Equag¢do Governante: 10@—10" i 1; =
dx dx

Dominio: 0 < x<1 Condigdes de Contorno: u(0)=0 ¢ u(l)=1

u(x) = —— exp(100x) + d
Solucio Analitica: 100

il = cexp(100x)

_ 10 L g-_c
exp(100) -1 100

no qual ¢ =

Nesta aplicag¢@o, tem-se um problema convectivo-difusivo, no qual o coeficiente que

acompanha o termo convectivo € 100 vezes maior que o que acompanha o termo difusivo.

Al " . du ¢
Primeiramente, apresenta-se as solug¢des numéricas de u e — para h=0,1 até h=0,001.
X

Logo em seguida apresenta-se uma avaliagdo das normas L, e L, do erro no computo de u e

an para alguns valores de 4.
dx
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Analisando as Figuras 7.11a-b e 7.12a-b, € possivel perceber que para o caso no qual

h=0,1, Figura 7.11a e Figura 7.12a a solugéo numérica apresenta grandes oscilagdes para os

trés métodos, enquanto que para k= 0,001, Figura 7.11b e Figura 7.12b, os trés métodos

propostos neste trabalho fornecem bons resultados.

—o— analitico

—o— Galerkin

—a— Petrov-Galerkin
—+— LSFEM

e +_...=-'*'—-—+—->———-*‘—-—+

—o— analitico

—o— Galerkin

—a— Petrov-Galerkin
—+— LSFEM

—o— analitico

—o— Galerkin

—a&— Petrov-Galerkin
—+— LSFEM

du(x)/dx

—o— Galerkin
—a— Petrov-Galerkin
—+— LSFEM

&
1

- log (llefx)Il. )

o
PR B

X

h = 0,1 (aesquerda) e & =0,001 (a direita).

du(x)/dx

- log (lle)Il.)

20
-log(h)

—o— analitico

—o— Galerkin

—a— Petrov-Galerkin
—+— LSFEM

x

—o— Galerkin
—a&— Petrov-Galerkin
—+— LSFEM

T
20

-tog(h)

Figura 7.13a-b — Normas L, (a esquerda) e L, (a direita) do erro na solu¢do numérica de u .

6
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—o— Galerkin
—a— Petrov-Galerkin
—+— LSFEM

—o— Galerkin
—a— Petrov-Galerkin
—+—LSFEM

o
i -— i

-log(llefx)Il. )

.

- log (lle I, )

[
1

o
-

&

20 2:0
log(h) -log(h)

Figura 7.14a-b — Normas L, (a esquerda) e L, (a direita) do erro na solugdo numérica de d—”
X

A partir das Figuras 7.13a-b e 7.14a-b nota-se que o Método dos Minimos Quadrados
s6 ndo apresenta melhores resultados que os Métodos de Galerkin e Petrov-Galerkin na
avaliagdo da norma L, do erro na aproximagdo de u. Nota-se também que o Método
Petrov-Galerkin da melhores resultados para —log(h) < 2, depois vai piorando.

Na figura abaixo, procura-se ilustrar a analise que deve ser feita nas figuras de normas

de erro apresentadas neste trabalho.

—o— Galerkin
—a— Petrov-Galerkin
—+— L SFEM

-log ([k I, )

-log(h)

Figura 7.15 — Andlise da convergéncia da solugdo numérica

A Figura 7.14b foi dividida em duas partes, Figura 7.15. Na parte 1, P1, os resultados

demonstram que o logaritmo negativo da norma do erro é menor que zero, o que implica que

o erro propriamente dito é maior que 1. Ja na parte 2, P2, localizam-se os pontos no qual o

erro € menor que 1. Portanto, quanto menor for o erro, maior sera o logaritmo negativo deste
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erro. Em outras palavras: A convergéncia da solugdo sera melhor para as curvas mais ao alto
na figura, bem como aquelas com maiores coeficientes angulares. Na Figura 7.14b, por
exemplo, pode-se concluir que ja no terceiro ponto da analise, 4 =107, o Método dos
Minimos Quadrados ja apresenta um bom resultado, além disso, quanto mais refina-se a
malha menor € o erro, ou maior € o logaritmo negativo do erro. O mesmo ndo acontece com

os M¢todos de Galerkin e Petrov-Galerkin, que s6 apresentam resultados minimamente

razoaveis nos dois ultimos pontos, £ =1,66x10" e h=107".

Aplica¢ido 5: Convecgio-Difusdo com condigdes de contorno do primeiro e

segundo tipo e com solucio analitica representada por uma fun¢io exponencial

Como pode-se perceber logo abaixo, a tinica diferenca desta aplicagdo para a aplicagdo
4 sdo as condigdes de contorno. Nesta aplicagdo, tem-se a fungdo prescrita em x =0 e um

fluxo prescrito em x =1.

d’u
=

Equagdo Governante: 10ﬁ -10™ 0

dx dx

du(x)

Dominio: 0 < x<1 Condigées de Contorno: u(0)=1 e =15

u(x) = & exp(100x) + d
du(x)
dx

Solu¢io Analitica:

= cexp(100x)

— C‘
100

noqual c=——— e
exp(100)

As Figuras (7.16a-b) e (7.17a-b), apresentam as solugdes u(x) e d;;(x) ;
X
respectivamente, enquanto que as Figuras (7.18a-b) e (7.19a-b) fornecem as normas do erro
du(x)

X

no computo de u(x) e de
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iti —o— analitico
—o— analitico T as
—o— Galerkin .
= e i
—a— Petrov-Galerkin| T f;gg:q Galerkin
—+—LSFEM

T T T T T T B T v T bt T

0.0 02 0.4 0.6 . / 0.0 02 04 06
x X

Figura 7.16a-b — Solugdes numéricas de u para h = 0,1 (2 esquerda) e 4 = 0,001 (a direita)

—o— analitico —o— analitico

—o— Galerkin —o— Galerkin

—a— Petrov-Galerkin —a— Petrov-Galerkin
—+— LSFEM —+— LSFEM

—o— Galerkin —o— Galerkin
—a— Petrov-Galerkin —a— Petrov-Galerkin
—+— LSFEM

- log(lle (Il )

= log(lle,()ll, )

&0 20
-log(h)

-log(h)

Figura 7.18a-b — Normas L, (a esquerda) e L, (a direita) do erro na solu¢do numérica de u
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—o— Galerkin
—a— Petrov-Galerkin
—+— LSFEM

—o— Galerkin
—a— Petrov-Galerkin
—+—LSFEM

- tog(lle )l )
~Tog(il e pINI,)

20 ) ] 7 7 ' | ' 20
-log(h) -log(h)

Figura 7.19a-b — Normas L, (a esquerda) e L, (a direita) do erro na solugdo numérica de ng

Assim como na aplicagdo 4, para a malha com % =0,1, Figuras 7.16a e 7.17a, as
" v 5 du i s .
solugdes numéricas de u e — apresentam oscilagdes numéricas e para h =0,001 os trés
meétodos propostos apresentaram bons resultados. Analisando agora as normas L, € L, do
ol du " o
erro na aproximacgdo de u e T nota-se que em todos os casos 0 Método dos Minimos
X

Quadrados € o que apresenta melhores resultados. O Método Petrov-Galerkin apresenta

melhores resultados que 0 Método de Galerkin apenas nas malhas menos refinadas.

Aplicagdo 6: Convec¢ao-Difusio com condi¢des de contorno do primeiro tipo e

com soluciio analitica representada por fun¢ao exponenciais e trigonométricas
Nesta aplicagdo, tem-se como principal objetivo, analisar a solugdo numérica de um

problema em que a solugo analitica da equagdo diferencial que o representa ¢ dada por uma

combinac¢ao de fungdes exponenciais e trigonométricas.

2
Equagao Governante: d—? -1 0-‘{Ji +27u=0
dx dx

Dominio: 0 < x <1 Condigées de Contorno: u(0)=0 e u(l) =1

AVA
AVAYEY

1 2 3 4 5 6 7 unesp wl 12 13 14 15 16

17

18



no qual ¢ =

Solucdo Analitica:

u(x) =exp(5x)c sen(\/ix)
dz;(xx) = Sexp(5x)c sen(ﬁ x)+ exp(Sx)\E c cos(\/Ex)

1

exp(5) sen(ﬁ ) .

Neste caso, apresenta-se um problema com condigdes de contorno do tipo fungdo

prescrita nas duas extremidades do dominio, na aplicagdo 7 uma das condig¢des envolvidas

sera de fluxo prescrito.

du(x)/dx

—o— analitico

—o— Galerkin

—a— Petrov-Galerkin
—+— LSFEM

—o— analitico

—ao— Galerkin

—a— Petrov-Galerkin
—+— LSFEM

—o— analitico

—o— Galerkin

—a— Petrov-Galerkin
—+— LSFEM

—o— analitico

—o— Galerkin

—a— Petrov-Galerkin
—+—LSFEM

6
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—o— Galerkin | —o— Galerkin
—a— Petrov-Galerkin 1 —a— Petrov-Galerkin
—+—LSFEM —+— LSFEM

/ "’/"‘:/+
: / /+

- log (lle Il )

7

- log (lle (0, )

(X
i

o
il

£

20
-og(h)

20
-log(h)

Figura 7.22a-b — Normas L, (2 esquerda) e L, (a direita) do erro na solu¢do numérica de u

—o— Galerkin —o— Galerkin
—a— Petrov-Galerkin 1 —a— Petrov-Galerkin
—+— LSFEM —+— LSFEM

s
1

w
L

~Tog (lle ()T, )

- log (lle,(x)Il.,)

-
1

o
1

:/

/

1 , . , v . . . T
20 ; ' 1.0 1.5 20
-log(h) -log(h)

: d
Figura 7.23a-b — Normas L, (a esquerda) e L (a direita) do erro na solugdo numérica de d—u
X

Nas figuras 7.20a-b e 7.21a-b, tem-se que o Uinico caso no qual surge oscilagdes € na

~ I du
solugdo numérica de o com uma malha com A =0,1. Isto deve-se ao fato de que o
X

coeficiente que acompanha o termo convectivo ser apenas 10 vezes maior que o coeficiente

que acompanha o termo difusivo. Por exemplo, nas aplicagdes 4 e 5 a relagdo é de 100 vezes

! » ;. a du 5
maior. Para as solu¢des numéricas de u e com malha com A =0,001, bons resultados sdo
X

alcangados. Analisando-se as normas do erro, conclui-se que nesta aplicagdo o Método de

Galerkin € o que apresenta melhores resultados na solugdo numérica de u«, no entanto, para a
- — du g . % ; 5 o
solu¢do numeérica de d—, na medida que diminui-se 4, o Método dos Minimos Quadrados
Ix

apresenta melhores resultados. O Método Petrov-Galerkin ocupa uma posi¢do intermedidria

~ i v du
na comparag¢do das solugdes numéricas de u e T
X

AV
AVAYAY

1l 2 3 4 5 6 7 unespwl 12, 12 14 L5 16

17

18



Aplicacdo 7: Convecc¢do-Difusdo com condi¢coes de contorno do primeiro e
segundo tipo e com solucdo analitica representada por fung¢io exponenciais e

trigonométricas

Como ja dito anteriormente, este caso diferencia-se da aplicagdo 6 apenas nas
condi¢des de contorno, em x =0 tem-se uma condi¢do de contorno de fluxo prescrito,

enquanto que em x =1 tem-se uma condi¢do de contorno de fung¢do prescrita.

2
Equacdao Governante: e Z‘ —10@i +27u=0
dx dx

Dominio: 0 < x<1 Condigoes de Contorno: d:;(x) =15 e u(l) =1
X x=0

u(x) =exp(5x)|c, cos(\/ix) +¢; sen(\/Ex)]

Solicho Aualiics: dt;(x) = exp(Sx)[(Sc, + «Ecz )cos(v/2x) + (5¢, - \Ec] )Sen(ﬁx)]

5exp(=5) —15c0s(+/2)

ec V2e,
" Ssen(v2)-+2cos(2) 5

=3-

no qual ¢, =

—o— analitico | —o— analitico

—o— Galerkin —o— Galerkin

—a&— Petrov-Galerkin —a— Petrov-Galerkin
—+—LSFEM —+— LSFEM

Figura 7.24a-b — Solug@o numéricas de u para h = 0,1 (a esquerda) e & = 0,001 (a direita).
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du(x)/dx

—o— analitico

—o— Galerkin

—a— Petrov-Galerkin
—+— LSFEM

—o— analitico
—o— Galerkin

—a— Petrov-Galerkin
—+— LSFEM

i —o— Galerkin
—o— Galerkin .
—a— Petrov-Galerkin :: E’Se::rgvh-ﬂGalemm

—+— LSFEM
/ o
N g%///f//

*_____——-——9
24

e
1

“Tog e )

-4 T
20

-log{h)

Figura 7.26a-b — Normas L, (a esquerda) e L (a direita) do erro na solugdo numérica de u .

—o— Galerkin —o— Galerkin _
—a— Petrov-Galerkin 1 —a— Petrov-Galerkin
—+—LSFEM ) —+— LSFEM

“10g e 0NI,)

- log (llex)II,, )

2:0
-log(h)

Figura 7.27a-b — Normas L, (a esquerda) e L, (a direita) do erro na solu¢do numérica de =
X

Os resultados apresentados nas figuras 7.24a-b e 7.25a-b mostram que para malha com

h=0,1 péssimos resultados foram obtidos, principalmente para os resultados obtidos pelo
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: 0, " i du '
Método dos Minimos Quadrados na solu¢do numérica de e porém para malha com

h =0,001 bons resultados foram obtidos. No caso das normas do erro, 0 Método de Galerkin

apresentou os melhores resultados na solugdo numérica de u. O Método dos Minimos

Quadrados supera a eficiéncia dos resultados do Método Petrov-Galerkin a partir de

ok d - 5
h=1,66x10"". Para a solugio numérica de —u, 0 Método dos Minimos Quadrados apresenta
X

os melhores resultados a partir de 4 =25x10"*. Neste caso os Métodos de Galerkin e

Petrov-Galerkin apresentam resultados semelhantes.

= 5 du : : .
Vale ressaltar que na solu¢do numérica de % os trés métodos apresentados, sO

comegam a apresentar resultados considerados positivos a partir de um 4 =5x107, no qual o
logaritmo negativo de ¢ ¢ maior que zero.
Aplicacio 8: Difusdo Pura Transiente

Nesta aplicagdo apresenta-se um problema puramente difusivo governado pela

seguinte equagdo diferencial

ou(x,t) 0 u(x,t)
ot ox?

com x €[0,1] e >0, e as seguintes condigdes de contorno e inicial,

ou(x,t)

=0, u(l,t) =0 e u(x,0)=-10.
ox

x=0

A solug¢@o analitica deste problema dada por

u(x,t) = —20;‘ (;) e cos(B,x) e 9—“—(‘?;’—” L 20;‘(—1)” e P sen(f,x),
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2n+1)

na qual B, = 7 com n=123,..,0. Esta solugdo analitica pode ser encontrada em

Arpaci (1966), pagina 273.

Com intuito de analisar as normas L, e L, do erro das solugdes numéricas dos
Métodos de Galerkin e dos Minimos Quadrados comparados com a solugdo analitica da
equagio diferencial, serdo considerados /4 e At no intervalo 10 <h=Ar<107. As figuras
a seguir apresentam resultados da andlise das normas do erro nas simulagdes numéricas pelos
Métodos de Galerkin e dos Minimos Quadrados. Néo foi feita a simulagdo numérica pelo
Método Petrov-Galerkin pois o fendmeno de difusdo pura este método € idéntico ao de

Galerkin.

—ao— Galerkin
—o— LSFEM

Locd
n
1

—o— Galerkin
—o— LSFEM

®

=]
1
»
(=]
1

o
@
P
n
1

- log (|le,(x. 1l )
- log (lle,(x, 1)l )

o
>
" L
=
1

o
b
1

2:0 4 J d v : ' 2:0
-og(h) -log(h)
Figura 7.28a-b — Normas L, (a esquerda) e L (a direita) do erro na solugdo numérica de u

0.6

0.4

R 0.2 4 n‘/-c

s o
5 8
| T—— |

—o— Galerkin —o— Galerkin
—o— LSFEM . -0 —o— LSFEM
e, ]

g
L

- log (lle{x, NI )

o
g2 a4
RN S

20
-og(h)

Figura 7.29a-b — Normas L, (a esquerda) e L, (a direita) do erro na solugdo numérica de e
X

Analisando as figuras apresentadas, pode-se concluir que quanto menor o Af, menor

sdo as normas L, e L do erro para a fun¢do u, na qual o Método dos Minimos Quadrados

apresenta resultados ligeiramente melhores em ambas as normas. J&4 com relagdo as normas
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Ou , ) g g o
L, e L, do erro para =" ambos os métodos apresentam resultados praticamente inalteraveis
X

conforme o refinamento da malha, com a ressalva que para este caso o Método de Galerkin
apresentou melhores resultados, este fato é freqiiente em algumas aplicagdes, na qual o

“ganho” com o refinamento da malha ndo ¢ suficiente para apresentar melhora significativa
nas normas L, e L_, visto que com o refinamento da malha ocorre o aumento do numero de
nos. Para ilustrar de maneira mais clara este fato, a seguir, apresenta-se uma figura na qual
divide-se o valor da norma L, pela quantidade de nos em cada malha. Por exemplo, malhas
com 50 elementos de 3 nos cada, implica em um total de 101 nds, logo divide-se o valor da

norma L, desta malha por 101 nds. Os resultados sdo apresentados na figura a seguir.

—o— Galerkin
—o— LSFEM

2
g 2
2
8 2
14
t
E'

20
-tog(h)

Figura 7.30 - Norma L, do erro / (n° total de n6s na malha) para @

Aplicagdo 9: Convecciio-Difusdo Transiente com condi¢ées de contorno de

primeiro tipo

Nesta aplicagdo apresenta-se um problema convectivo-difusivo com termo convectivo

dominante, governado pela seguinte equagdo diferencial parcial,

2
ou(x,t) 10" 0 u(x,t) _10 ou(x,t)
ot ox’ 0x

com x €[0,1] e t > 0, e as seguintes condigdes inicial e de contorno,

u(x,0)=1, u(0,1)=0 e u(l,t)=1.
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i : pr ‘% ou
Com o objetivo de analisar o comportamento da solugdo numérica de u e - ao
X

longo do tempo, nesta aplicagdo sera adotado 4 = At =10 (500 elementos com 3 nds cada e

1000 passos no tempo, visto que o ultimo instante no tempo adotado sera ¢ =1). As figuras a
seguir apresentam resultados das simulagdes numéricas pelas trés formulagoes de Métodos

dos Elementos Finitos propostas neste trabalho.

—o— Solugdo Estado Permanente
—o— Galerkin
—a— Petrov-Galerkin

—o— Solugdo Estado Permanente
—o— Galerkin
—a&— Petrov-Galerkin

—x— LSFEM

—x— LSFEM

—o— Solugéo Estado Permanente
—o— Galerkin

—a— Petrov-Galerkin

—x— LSFEM

—o— Solugdo Estado Permanente
—o— Galerkin

—a— Petrov-Galerkin

—x— LSFEM

Figura 7.32a-b — Solugdes Numéricas de u para ¢ = 0,01 (a esquerda) e ¢ =1 (a direita)
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—o— Galerkin
—a— Petrov-Galerkin
—x— LSFEM

—o— Solugdo Estado Permanente

du(x,t)/dx

—o— Solugdo Estado Permanente
—o— Galerkin

—a— Petrov-Galerkin

—»— LSFEM

—o— Solugdo Estado Permanente
—o— Galerkin

—a&— Petrov-Galerkin

—x— LSFEM

—o— Solugdo Estado Permanente
—o— Galerkin

—a— Petrov-Galerkin

—x— LSFEM

du(x,t)/dx

Figura 7.34a-b — Solugdes Numeéricas de ‘—Zﬁ para ¢t = 0,01 (2 esquerda) e £ =1 (a direita)
X

A partir das Figuras 7.31a-b a 7.34a-b observa-se que as solugdes numéricas de u e de

ou = & i .
= do trés métodos adotados tendem a solugdo analitica no regime permanente ao longo do
X

tempo para a malha adotada, a menos da solugdo de %F{ pelo Método dos Minimos
X

Quadrados, que no ponto x =0, produz um resultado divergente com a solug¢do analitica.

Aplicacio 10: Conveccido-Difusdo Transiente com condi¢cdes de contorno de

primeiro e segundo tipo

Nesta aplicagdo apresentam-se solugdes numéricas ao longo do tempo do problema
com a mesma equagdo governante da aplicagdo 2, mas com as seguintes condi¢des de

contorno € inicial
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ou(x,t)

u(0,¢) =1, =15 e u(x,0) = 2.

x=]

naqual xe[0,1] ef>0.
O objetivo desta aplicagdo € o de analisar o comportamento da solu¢do numérica pelos
Meétodos de Galerkin, Petrov-Galerkin e dos Minimos Quadrados ao longo do tempo para um

problema cuja uma das condigdes de contorno é de fluxo prescrito. Para esta aplicagdo sera
adotado h=2,5x10" e At =107 (200 elementos com 3 nds cada e 1000 passos no tempo,

visto que nesta aplicagdo o Gltimo instante no tempo adotado também sera ¢ =1)

—o— Solugédo Estado Permanente 1 —o— Solugdo Estado Permanente
—o— Galerkin . —o— Galerkin

—a— Petrov-Galerkin 1 —a— Petrov-Galerkin

—x— LSFEM . —x— LSFEM

X

t =107 (a esquerda) e ¢ = 0,005 (a direita)

1,18

1,16 4

1,14 4

—o— Solugéo Estado Permanente
—o— Galerkin

—a— Petrov-Galerkin

1,08 4 —x— LSFEM

—o— Solugéo Estado Permanente Las

—o— Galerkin 110
—a&— Petrov-Galerkin 1
—x— LSFEM

1.06

1.04 +

1,02 4

1.00 +

0.98

x

Figura 7.36a-b — Solug¢des Numéricas de u para ¢t = 0,01 (2 esquerda) e ¢ =1 (a direita)
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—o— Solugdo Estado Permanente
—o— Galerkin

—a— Petrov-Galerkin

—x— LSFEM

du(x,t)/dx

—o— Galerkin
—a— Petrov-Galerkin
—x— LSFEM

—o— Solugdo Estado Permanente

0.0

0.2

—o— Solugdo Estado Permanente
—o— Galerkin

—a— Petrov-Galerkin_

—x— LSFEM

=107 (a esquerda) e ¢ = 0,005 (a direita)

—o— Solugdo Estado Permanente
——o— Galerkin

—a— Petrov-Galerkin

—»— LSFEM

du(x,t)/dx

Figura 7.38a-b — Solu¢des Numéricas de g_u para ¢ = 0,01 (a esquerda) e ¢ =1 (a direita)
X

Assim como na aplicag@o 9, as solugdes numéricas de u dos trés métodos tendem ao

longo do tempo a solugdo analitica no seu estado permanente. O mesmo acontece com as

p - ou 5 ; ; ,
solugdes numéricas de = pelos Método de Galerkin e Petrov-Galerkin, entretanto, o0 Método
X

dos Minimos Quadrados apresenta oscilagdes numéricas localizadas proximas a extremidade
x =0, Figura 7.38a-b.
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Capitulo 8

Convecciao-Difusio Bidimensional

8.1 Equagio Modelo

Introduz-se aqui um estudo numérico da equagdo diferencial parcial que modela o
fendmeno convectivo-difusivo bidimensional genérico definido no dominio ® =ExQ c R*,

ZcR, Qc R, nos quaisZ e Q sdo dominios limitados e fechados, descrito como,

w%+i(k%J+f~ ka—u +Axa—u+A,a—“+Bu+f=0
ot ox\ ox) oy\ oy ax | oy

na qual assume-se k= constante>0, wu=u(x,y,t), A =A4.(xy), A, =4,(xy),

B=B(x,y), y=y(x,y) e f=f(x,y),com x,y,t €R e condi¢gdes de contorno de primeiro

e segundo tipo bem como a condigio inicial.
8.2 Formulagdo pelo Método de Galerkin

A equagdo (8.1.1) pode ser escrita da seguinte maneira,

Ox

Wéi:_i[k@)—i k@ —A éE—A,—aﬂ—ﬂ?u—f.
ot ox

oy\ Oy * ox " Oy
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Seguindo-se a discretizagdo no tempo descrita na equagdo (5.4.1) que aproxima a

fun¢do u pela fungdo u , tem-se

s+l
Yive 0 (kgu—] 6 ka—u A‘_—ai+ Al.a—u+BE¢“ + f+
At axax) ol ay) Tax oy
H-Yira-a (kg‘i] AP AP aﬁm‘ % il 0. 822
At ox\ Ox 6y Oy gk .oy

Seguindo o que est4 definido na equag@o (4.2.1), obtém-se a seguinte equagdo integral,

dada por,

s+l
I L, oA {ka—“] L ey a—“+A %5 N +J' fN,dQ+
At ox\ ox ay oy ox Yoy g oo

ou o, ou on ou )
l_ =T =T i = . . -
+J.n{ ar i a)[ax[ 6x) ay(kay] “ox il ay+B H N;d2=0. (82.3)

Para qualquer passo no tempo, tem-se as seguintes integragdes por partes,

N, i[k %) alii]
ox

o 7 ox X
ou
_[ N, —[ ]dQ §N k~éy—sen6‘dl" j ————kadﬂ (8.2.4b)

Os detalhes das integragdes (8.2.4a-b) encontram-se em Dhatt e Touzot (1984), pagina

Substituindo-se as equagdes (8.2.4a-b) na equagio (8.2.3), tem-se
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s+l
ON . o “
k ,6_u+ — k@u + A, 6—“ +4, iF}Ehﬁ'w N,| dQ+

o oy \oy\ oy " ox oy
~s+l

cosé’a’l“+§ aNJ.kaL;
vy

+J' Yo - ayw| B2 ON; 1 9i 9N, Aai A, W, g sN dQ +
a| At ox ox oy dy ox oy :

senSdI“+J‘fN,. dQ+
I X Q

§ {ie aa § (1- ay = (8.2.5)

Da mesma maneira que no caso unidimensional, as condi¢des de contorno propostas

neste trabalho sdo invariantes no tempo, logo

g 3

sen9dl“+§ (I-a)N, kaa cos@ dl' +

~ 5+l ~ s+l

§aNJ.kau cosé’d[”+§ aN;k
F r

Ox oy

"“"S

§(1—a)N kaav

~ 5+l ~ 5+l
sen@dl = § N, k| cos8 L +senf o dr (8.2.6)
ox oy

Agora, faz-se a aproximagdo da fungdo u pela fungdo #° da seguinte forma

Nnos
~

H=ut = ZN;.(x,y)ﬁf
i=1
para qualquer passo no tempo e com Nnds sendo o nimero de nos em cada elemento.
Apenas por simplicidade daqui por diante serd adotado N, = N,(x,y).
Substituindo-se a aproximagdo (8.2.7) na equagdo (8.2.5) obtém-se a seguinte
equagdo,

[ arZhZ
Q- ox Ox

oN,
aQi;™ - a k2 2
nl‘

As+! aNj ~ 5 +]
dQ i+ +I N, e 4
oy ; ox

Q- "
oN, ON,

" aNj i W il o
adN, dQuj*‘”+I Y iaB|NN, dQ i J' (1- Lanas —
S (%) a\ At ox Ox

By G o oN,
L Qs I (-a) AN, —L dQ “+j (1-a) 4,N,—LdQ s
oy o e "N 5

~ 5+ ~ 5+
[——+(l—a]BJNN dQu’e ——I [N, dﬁ+§ N, k| cos® i +sen96“ dr
‘U A - re ox oy

(8.2.8)
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com i, j =1,..., Nnos.
Visto que o segundo termo do lado direito da equacdo (8.2.8) que carrega as

informagdes do contorno e #*° ja é conhecido do passo anterior de tempo “s”, tem-se 0

seguinte sistema

[Kfa <= {F) - [
nq qual

ON ON ON,
K, =-| L IR S "dQ+I a AN, —LdQ +
Qc ox Ox Q dy Oy Py B ox

oN,
+J' a AN, fdQ+J' (£+aBJN,.deQ (8.2.10a)
Q“ . Oy a\ At

0N, ON,

oN,; ON
=—| (-a)k———LdQ+ l-a)k—=
J Grokg g @l doig

oN, oN, "
+J’ (1-a) AN, dQ+J' (-a) AN, "dQ+I Y +(-a)B|NN,d0
Q° ' ox Q° : oy o\ At

(8.2.10b)
F = —IQ _f N, dQ + (Termo de Contorno) (8.2.10c)

com i, j=L1.Nnbs.
A vpartir das transformagdes de coordenadas globais para locais (x> &, y > 1)

descritas nas equagdes (5.3.1.7a-b) e (5.3.1.9), as equagdes (8.2.10a-c) sdo reescritas na

forma:

K, =-|_ ML da-| B g, @+ adN®, d+
a< det(J) a- det(J) a- °

+J‘_ aA,?NFCD4d§+J‘_ [i%m B]N,.Nj det(J)dl ,  (8.2.11a)
Q- af
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(l—a)k¢l®2d§+_ (1-a)k

H, =-
i~ Jae det(J) a- det(J)

— l;/ —
[ (-a)4,N0, 0+ | [ Y ra a)B]N‘NJ det(J)dQ2

o«

F,==(_.f N, det(J)dQ +(Termo de Contorno),

nos quais

o0& on

ox ON; 0x ON,

on 0  OF on

3

_gﬁaNj+a_xaNj
Yooen o o on’

com i, j =1....,Nnos .

,0, dﬁ+j_ (1-a) 4.N,®, dO+
A ,

(8.2.10b)

(8.2.10c)

(8.2.11a)

(8.2.11b)

(8.2.11¢)

(8.2.11d)

; i . Ou .
Caso o problema esteja em regime permanente, ou seja :,z/a— =0, tem-se o seguinte
t

sistema linear matricial

K} tF)
no qual

k
“W®3 4 (I)lle'i'

S
det(J)

A, _
+—2_®,N,+BN,N, |det(J) dC3,
det(J) :
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F = —J.ﬁ‘, f N, det(J) dQ + (Termo de Contorno), (8.2.13b)

no qual i, j =1,...,Nnés e ®,, ,, ®, e D, estdo definidos nas equagdes (8.2.11a-d).

8.3 Formulacio pelo Método Petrov-Galerkin

Assim como no caso unidimensional, a formulag¢do pelo Método Petrov-Galerkin €
analoga a formulag@o pelo Método de Galerkin, a menos da fungdo peso, sendo assim, tem-se

0 seguinte sistema matricial,

[shar<}={F}- [z} }

na qual

N ON N
su.=-_|‘ ak 22 ey, J’ ar fdQ+J' a AM,—L dQ+
Q ox Ox dy Oy Q¢ ox

oN v
+J' aAM, dQ+J' Y yaB|MN,do, (832a)
s A oy a“\ At !

Z, = k— JdQ+
j (-a) -

oN, N, "
+I (-a)AM, dQ+I (-a)AM, "dQ+J‘ Y 0-a)B|MN, 4,
Q* ox ar ' oy o\ At d

(8.3.2b)
F,=~=|_. f M, dQ+(Termo de Contorno), (8.3.3¢)

com i, j=1,..,Nnos.
A partir das transformagdes de coordenadas globais para locais (x > &, y > 1)

descritas nas equagdes (5.3.1.7a-b) e (5.1.3.9), as equagdes (7.3.3a-c) sdo reescritas da forma:

s..=—J'_ 2K WX, d- J' 22 NN, dQ+J' a ANX, d +
a« det(J) ac det(J) ac

+J._ a A, MN dQ+J. [£+a B]M,.N.dﬁ . (8.3.4a)
ac a\ At 4
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U)LY, (1_a)kN3N4 d§+J‘_ (1-a) A, MN, dQ+
a: det(J) a* det(J) Q- '

+ I_ (1-a) 4, MR, d§+J'_ (—-U-/—-l-(l—a)B]M,.deet(J)dﬁ, (8.3.4b)
Qr [l At

- —jﬁ _f M, det(J))dQ + (Termo de Contorno), (8.3.4¢)

nos quais

6?? o0& o0& an

_é&ﬁHJJ_EEfM4J
on 0 o0& on’

ox ON, éx ON,
N, = Wl
on o  OF on’

Ny =—

0x ON, , 0x N, (8.3.5d)
ary o8 9& on’

com i, j=1,..,Nnos.
J

Quando o problema atingir o seu regime permanente, tem-se o seguinte sistema linear
matricial

[s]ac }=

no. qual

- A,
S!-- -_—j —%Nﬁ\’} _ANSNA t\ N +
7 da| det(J) P det(J)’ det(J)

A _
+—2_N,N, +BM,N, |det(J) dC2, (8.3.7a)
det(J)

F,=—[_ f M, det(J) dQ +(Termo de Contomno), (8.3.7b)
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no qual i, j =1,..,Nnos e ¥, N,, X, e N, estdo definidos nas equagoes (8.3.5a-d).

8.4 Formulagio pelo Método dos Minimos Quadrados

Anéalogamente ao caso unidimensional, a aplicagdo do Método dos Minimos
Quadrados para fendmenos bidimensionais utiliza-se da adi¢do de duas equagdes auxiliares,

gerando um sistema de trés equagdes diferenciais parciais com trés incognitas, definidas como

segue

0q,
o ox oy fex oy

q, +kgli=0. (8.4.1b-c)

oy

Primeiramente, deve-se discretizar no tempo as equagdes (8.4.1a-c), fazendo uso das

fungdes aproximantes de u, g, e g, , respectivamente, pelas equagdes u, §, e ¢, , da

seguinte maneira

A, —-A —-Bi
Ox Oy ox oy

v

~stl _~s a'-v a"‘" —~ —~ s+l
u u =a|: e, 4, , ou ou } s

At
~ a"—'l 3 e 5
(o) 2es 2y _,4 O 4 F oo
ox Oy “ox T oy

(8.4.2b)

(8.4.2¢)

Agora, faz-se as aproximagdes espaciais em cada elemento das fungdes #, g, € ¢,

pelas fungdes 4°, g; e g}, da seguinte forma
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(8.4.3a-c)

para qualquer passo no tempo e com Nnos sendo o nimero de nés em cada elemento.
Apds definido as aproximagdes espaciais, pode-se escrever as equagdes residuais das

equagoes (8.4.2a-c) como segue

s+l
~ a*l
R, (x,y) = Y i+a _%__q_,_ 6u £ 4, a—M+Bu +f+
At ox Oy *ox " oy

~ 6" §
+H-Yitra-a) Dy +4, s + 4, LI (8.4.4a)
At ox “ox Yoy

R,(x,y) = x (8.4.4b)

Ry(x,y)=4, +k%

Substituindo-se as aproximagdes (8.4.3a-c) nas equagdes (8.4.4a-c), obtém-se

Nnos M:m '\-nos Nnds N
/! 1

R1(xsy)=—aZaN' gl az ‘q":’i‘*' Z ‘: gesH o

i=1

j!,’\"miv Nnos a N Nnos a N
- i i ~e.s

ZN,&;‘-‘ +f —(1—a)27;@:;‘ —(l—a)Z 5 0

i=l i=1

T

aN A | Niids aN A l}f/ Nnas A
—Lge M -4 Y — 4 4| -Z—+(1-a)B Nu’*, (8.4.5a
Z ax U, ( ) 3 Z ay u [ At ( ) :|z i ( )

i=1 i=1

Nnas
R,(x,y) = ZN}.@_‘:}“’ + kz ch g | (8.4.5b)

Ox

i=l

Nnos ‘\uos

Ry(x,y)= Y NG +kZ et

i=
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Como neste problema tem-se trés equagdes, o funcional é definido da seguinte maneira,
IR Ry, R) = [ Ri(x,)d+ [ Ri(ny)dQ+ [ Ri(xy)d0
Q Q° Q
€ sua primeira variagdo € escrita da forma

SI(R,,R,,R,) = 2J' (8RR, dQ + 2_[ (6R,)R, dQ +2J' (OR,)R, dQ2 =0
o [¢% ar

J'Q__ (6R,)R, dQ + J' _(6R,)R, d2+ J‘Q‘. (5R,)R, Q2 =0

com as seguintes propriedades, independente do passo de tempo

6R,=%5uf a'é‘: Ry
ou’ ag, " age

i

5::}JI

(8.4.7b)

(8.4.8d-)




oR, _, N,

I .

oR, _
ou’ oy 0q;,

Substituindo-se as equagdes (8.4.7a-c) e (8.4.8a-1) na equagdo (8.4.6) tem-se,

il s el [KWB]N,. sirt g Miggesm _
Ox (?y At Ox ’

e s+| } { Nnos aN Nnés AN Nuds N .
-

+1 ~e, .c+I J “e s+l
q:; Z q\J A,\’ Z J' +

jla Jlax

aNJ' ~e, s+ B MIOSN na s+l - 1 o
—a;—uj. +A+a z +f—( -(—a)z

Nnos Nnos

} “c's+1 +(]—(Z)A z J us [_a—+(l—a)B}ZN iy }dﬂ-ﬁ-

J=1

B aN L g T [ wnés . Mmsa A ]
= i 5uf,s+l +N,-5qff+l ZNJ e, :+I +kz i es+l dQ +
X

[ Nuds '\-uos

ON

J"J

) k__;é“es-bl_*_NcsqesH x ZN es+|+k2 J' "es+l

Oy |

Reorganizando-se a equagdo anterior, pode-se obter,

5:};’-“‘4 (U, xU, +U, +U, )dQ+8 G+ x I (Us XU, +U )dQ+8 G55
Q

I (U, xU, +U, )dQ =8 i x j_(—f)xUIdQ+5g‘ff’f” L_(-f)xUsdQ+
Qr 3

FEGI ¥ I (—=f)xU,d2 (8.4.9)

[K P 3] N,, (8.4.10a)
At
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Nnos aN Nnas aN 1 Nngs a N L
az i éf;Hl At z i ul;..i‘+1 +a Ar Z i e; 1 g
i=1 ay - i=1 ax I i=1 ay

Nnds Nnos Nnds
ON, ON, N

he s+1 i omes i ones =
-(1- a)E o —_—g —(l—a)E il ARt} Eﬁ —

i=l i=l

Nnos aN W }M:m
+(l-a)A4 L0t +|-—+(-a)B Na* 8.4.10b)
(-a)4,y —* > [ =) B> N (

I

i=1 i=l

Nnos Nuasa
k—x{ZNj"jj“ +kz s 1} (8.4.10¢)

Nngs L Nués AN J' Aes+I
ZNJ ges +kz (8.4.10d)

(8.4.10¢)

Nnaos Nﬂaj‘a
U6=N,.{ZN éfj*’+kz N, '} (8.4.10f)

J=1

. (8.4.10g)

oy

Nnos Nno.r
U =N, X{ZN g +kz al, '} (8.4.10h)

Para que a equagdo (8.4.9) seja satisfeita, deve-se ter, simultaneamente

Lr (U, xU, +U, +U,)dQ = In" (~f)xU, dQ, (8.4.11a)

I (U, xU, +U, O =I (~f)xU,dQ, (8.4.11b)
o o
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L (U, xU, +Us)dﬂ=.[n‘_(—f)><U7dQ, (8.4.11¢)

ou seja, du;", &g e &g}’ ndo sdo identicamente nulos em todo o dominio.

\ i

As equagdes (7.4.10a-c) geram o seguinte sistema linear matricial

4 B €
B" D Eg° ‘ (8.4.12)
c’" ET G

Visto que as varidveis u“*, ;" € ¢,” ja sdo conhecidas do passo anterior de tempo

“s7, o sistema (8.4.12) fica da seguinte forma,

{ﬁ es }

H I J
M k L{{ (8.4.13)
P s ol

;)

ON, ON; ON
‘.—’+[-y-/—+aBJN,. xla A, —~+a A, —-+
oy \ A *ox >

, ON, ON, dN, N,
+aB|N. |+k? + dQ, 8.4.14
] :| Ox Ox dy Oy } ( 2

N, N,
aA_,—+aA,.L+(K+aB]N,. o el L SRS
T oy At ox ax

(8.4.14b)

(8.4.14c)
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5

6

if

(8.4.14d)

(8.4.14¢)

(8.4.14f)

[Zt+a3) J {(i ~a)

+[- -Eit +(1-a) BJNJ- }} dQ, (8.4.14g)

oN,
dQ,  (8.4.14h)
X

NE ( . '1 Il)

/ +(-1+(1-a) B]N.]dﬂ,
At ’

(8.4.14j)

(8.4.14k)

(8.4.141)

J +[_£+(1—a)B]Nj}dQ,
At

(8.4.14m)
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(8.4.14n)

(8.4.140)

(8.4.14r)

A partir das transformagdes de coordenadas globais para locais (x > &, y —>7n)

descritas nas equagdes (5.3.1.7a-b) e (5.3.1.9), as equagdes (8.4.14a-0) sdo reescritas da

forma:

a A, a A, a A a A,
[ 2@, + 20, +| Lt BN, |x| =, +— 2D +
o || det() ' det()) det(J) © det(J

2 2
B]N2 +k—2d),(D, + _k—,<1>3c1>4 det(J) dQ, (8.4.15a)
det(J) © det(J)”

a A, -
B, J'_ i B WP ®3+[K+aB)N,. x(~a ®,)+kd,N, b dO
a: || det(J) det(J) At

(8.4.15b)

A ad, s
c,..=J‘_ i T, Pl ¢3+(£+aB]N,. x(~a ®,)+k®,N, +dQ
' Ja || det(V) det(J) At

(8.4.15¢)
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if

D —I [ D0, +NN]det(J)d§,

det(J)?

2

E, =I 2 00,d0,
: (

a* det(J)

det(J)?

2
G=|_ [ ? 9o +NN}det(J’)dﬁ,

+[2+ (1-a) B]N2 H det(J)dQ2,
At

o A,
Jy=|_ 24 5+ 20 0,4
& | det() ' det(J)

T oy

= L0y i,
a det(J)

(I-a)x

= ®,dQ,
Yo Ja det(s) !

(I-a)x

= dQ,
"o )a det(s) Y

H, =I_ K sl D, + i D, +[£+a B}N,}x[ﬁd—(l_a)[q” D, +
7 Jar| | det(J) det(J) At det(J)

""‘I—[M 0, + 2 [£+aB]N,1x[—(l—a)a>z]dﬁ,
7 Jar| det(J) det(J) At

a A, aA), 12 -
I (=f)x L o) o, detu)¢3+(At+aBJN,}det(J)dQ,
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(8.4.15d)

(8.4.15¢)

(8.4.15f)

(8.4.15g)

(8.4.15h)

(8.4.151)

(8.4.15))

(8.4.15k)

(8.4.15])

(8.4.15m)
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F, = j ~/)x(~a 4,0,)d0 (8.4.15n)

F, = J‘ﬁ. Nx(aa,0,)dq, (8.4.150)

nos quais

N, o,

) (8.2.11a)
on 0 0§ On

@y dN, oy N,
Y oonoE o& on’

(8.2.11b)

ox ON; 0Ox ON,

D, =———+— (8.2.11c¢)
on 6¢& 0¢ 617

ON, ox N,
s X GEPY, (8.2.11d)
“on 08 " 0¢ o7

Caso o problema em regime permanente, o sistema linear algébrico se reduzira a

seguinte forma,

(8.4.15)

= ®, + ——®, + BN, |x @, +——®,+BN, |+
det(J) det(J) det(J) det(J)

kI kZ

O D, +——— O, D, +det(J)dQ, 8.4.16a
det(J)> ' det(J)? “} o ( )

A . i
@, +——®, + BN, |x 1
det(J) det(J) det(J)

@2]+kcb,Nj}d§, (8.4.16b)
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A A i
C,J.:J‘_ _,+—2_®,+BN, |x| ——a, [+k®,N {dO, (8.4.16c)
a || det(J) det(J) det(J) g

1 i
& ~I_ [WCD.CDZ +N,-Nj]det(J)dQ, (8.4.16d)

..
if o

1 _
E, =.j O ®, dO 4.
I T WBehl108)

1 -
G, =| | —= N,
j J‘ﬁr [ det()’ o0, +N,N,Jdet(J) dQ, (8.4.161)

A.\' A}" —
= .[ﬁ,. i:det(.f) Dy + det(J) D, + BN;C|X (=f) det(J) dQ, (8.4.16g)

-

_®, fdQ, (8.4.16h)
o -

._! @, [dQ, (8.4.16i)
4

com z',j_ =1,..,Nnose @, ®,, ®, e O, descritos nas equagdes 8.2.11a-b.
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Capitulo 9

Aplicacoes Numéricas Bidimensionais

Nesse capitulo sdo apresentadas as solugdes numeéricas de problemas puramente
difusivos e convectivo-difusivos nos regimes permanente e transiente. Apenas para
conhecimento, todas as malhas utilizadas nas aplicagdes deste capitulo foram geradas no
software Ansys (1994). Para solugdo do sistema linear foi utilizado o Método Frontal. Nos
apéndices A e B, encontram-se respectivamente, tabelas de resultados numéricos e de tempos

de execugdo de algumas aplicagdes desse capitulo.
Aplicacio 1: Difusiio Pura com condi¢des de contorno de primeiro tipo

Nesta aplicag@o apresenta-se um caso puramente difusivo no regime permanente com

todas as condi¢des de contorno do tipo fungdo prescrita, vide Fig. 9.1.

2 2
0 u(x;y) .0 u(-x;,y) i
0 oy

Equag¢io Governante:

-
X

=0

Figura 9.1 — Geometria Cartesiana com condig¢des de contorno de primeiro tipo.

AVA
AVAYEY

cm 1 2 3 4 5 6 7 unespwl 12 13 14 15 1l 17

18



. . ,. . .. ou Ou
Inicialmente apresentam-se as solugdes analiticas e numéricas de u, = e P e logo

X Ad
em seguida serdo apresentadas as normas L, e L, do erro dessas fungdes na aplicagdo dos

Métodos de Galerkin e dos Minimos Quadrados.

A solug@o analitica para este caso € da forma,

s )= %Z senh[(2n +1)7z(1 - x)] sen[(2n +1) 7]

s sen[(2n + )] 2n+1

6u(x y) 42 cosh[(2n + D)7 (1—x)]
sen[(2n +1)7]

sen[(2n +1)ny],

n=0

ou(x,y) _ 4i senh[(2n+ D)7z (1 - x)]

Oy “~  sen[(2n+1)r] cos[(2n+1)my].

Vale ressaltar que para uma melhor analise das normas dos erros, foram adotadas
malhas nas quais todos os elementos fossem idénticos, no caso foram adotados quadrilateros
quadrados. A Figura 9.2 é um exemplo de malha adotada nesta aplica¢do, no qual trata-se de
uma malha com 1600 quadrilateros.

Para a anélise das normas foram adotadas malhas com quadrilateros com quatro e oito

nos, com o objetivo de analisar se uma malha com elementos quadrilaterais com oito nds

apresenta melhores resultados do que a com elementos quadrilaterais com quatro nos.

0.4

0.3

0.2

0.1

0

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
X

Figura 9.2 — Malha com 1600 elementos quadrilaterais.
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0 1
0 0.2 0.4 06 08 1
X

Figura 9.3 — Solug@o analitica de u(x,y).

00 0.2 0.4 0.6 : ; 0.4

X
Figura 9.4a-b — Solugdes numéricas de u(x, y) pelo Método de Galerkin (a esquerda) e pelo

Método dos Minimos Quadrados (a direita).

As solugdes analiticas e numéricas apresentadas na Figuras 9.3 4 9.7 foram calculadas

para uma malha com 1600 quadrilateros com 8 nos cada.
Analisando as figuras 9.3 e 9.4a-b, nota-se que as solugdes numéricas de u pelos

Métodos de Galerkin e dos Minimos Quadrados fornecem resultados satisfatérios.
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Figura 9.5 a-b — Solugdes analiticas de ou(x,y) (a esquerda) e w (a direita).
Y

Figura 9.6 a-b — Solugdes numéricas de a“—fa"’y—) (2 esquerda) e —6—“%‘& (a direita), pelo
x 'V

Método de Galerkin.

1l

Figura 9.7a-b — Solu¢des Numéricas de glj%’—J)—) (a esquerda) e
X

ou(x,y)
oy

(a direita), pelo

Método dos Minimos Quadrados.
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Assim como nas solugdes numéricas de u, os Métodos de Galerkin e dos Minimos

. 5 0 0
Quadrados obtiveram bons resultados nas solu¢des numéricas de a—u e —;— figuras 9.6a-b e
X Y

9.7a-b. Agora sera feita uma andlise mais detalhada da aplicagdo dos métodos numéricos

avaliando-se asnormas L, € L.

—o— Galerkin ] —o— Galerkin
—o—LSFEM —o—LSFEM

o

w0

@
I

o
o
4
1

- 1og (lle,(x:y)Il, )

1.'3 1.I3
-log(h) -log(h)

Figura 9.8a-b — Normas L, (a esquerda) e L (a direita) do erro na solu¢do numérica de u

para malhas discretizadas com elementos quadrilaterais com quatro nos.

)

—o— Galerkin
—o— LSFEM

- log (lle,(x;y)ll,

%

T v T T T v T
13 : i i : | i i 13
-logih) -log(h)

Figura 9.9a-b — Normas L, (a esquerda) e L, (a direita) do erro na solugdo numérica de u

para malhas discretiza das com elementos quadrilaterais com oito nos.
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—o— Galerkin p
| —o— LSFEM 1 [ D fg:fg;"

13 ; : ; o ; 13
-oa(h) -oa(h)

: - ‘o 0
Figura 9.10a-b — Normas L, (a esquerda) e L_ (a direita) do erro na solugdo numérica de a—u
X

para malhas discretizadas com elementos quadrilaterais com quatro nos.

—o— Galerkin * —o— Galerkin
—o— LSFEM v | —o— LSFEM

1B 1 : 13
-log(h) -log(h)

Figura 9.11a-b — Normas L, (a esquerda) e L_ (a direita) do erro na solugdo numérica de Z—u
X

para malhas discretizadas com elementos quadrilaterais com oito nds.

—o— Galerkin
—o— LSFEM —o— Galerkin
—o0— LSFEM

@
1

- 10g (e, (xY)Il, )

T b T
13 T 13
-log(h) -log(h)

. . N ey 0
Figura 9.12a-b — Normas L, (a esquerda) e L_ (a direita) do erro na solu¢do numérica de T“
oy

o,

para malhas discretizadas com elementos quadrilaterais com quatro nds.

AV
AVAYAY

3 4 5 6 7 unespwl 12, 12 14 15 16 17 18



—a— Galerkin
—o— LSFEM

—— . / —T
13 . . L J 5 ; 13
-log(h) -log(h)

. s ~ " 0
Figura 9.13a-b — Normas L, (a esquerda) e L_(a direita) do erro na solu¢do numérica de o

para malhas discretizadas com elementos quadrilaterais com oito nos.

A partir dos resultados fornecidos pelas figuras 9.9 a 9.13, observa-se que péssimos
resultados foram obtidos, resultados esses que ndo sdo evidenciados nas figuras 9.6a-b e
9.7a-b. Uma analise detalhada dos resultados foi feita, € constatou-se que os maiores erros

foram obtidos o qudo mais proximos os nos se localizavam dos vértices (x,y)=(0,0) e

(x,y)=(0,1). E em razdo destas regides serem de altos gradientes os erros se tornaram téo

significativos. Em outras palavras, as normas das derivadas ndo sdo boas porque existem duas

descontinuidades nos cantos. Portanto neste caso os Métodos de Galerkin e dos Minimos
Quadrados ndo apresentaram bons resultados na solu¢do numérica para as derivadas proximas

aos altos gradientes.

Aplicacdo 2: Difusido Pura com condi¢des de contorno do primeiro e segundo tipo

Nesta aplicagdo apresenta-se um problema puramente difusivo com termo fonte,
geragdo de energia, e com duas condigdes de contorno do tipo temperatura prescrita e duas de
isolamento, Fig. 9.14. Para a discretizagdo do dominio, foi utilizado uma malha com 3200
elementos triangulares com 3 e 6 nds cada, Fig. 9.15.

Do mesmo modo que na aplicagdo 1, serdo apresentadas as solugdes analiticas e

numeéricas e asnormas L, e L.

BCpIS - FEIS « UNESP

AV
AVAYAY

cm 1 2 3 4 5 6 7 unespwl 12, 13 14 15 16 1}

18



$=

Figura 9.14 — Geometria Cartesiana com condigdes de contorno de primeiro e segundo tipo.

2 2
0 u(x,y)+f3 u(x’y)+5=0

Equaciao Governante:
fARE po oy

A solugdo analitica desta aplica¢do é descrita logo a seguir,

u(x,y)=5><{ )~ 22( ) °:§h}f(’°“;};) s(;{"x)},

Ox

ouxy) { sz( )" cosh(A,) o x)}

cosh(4,)

n=0 H

6u(x y) 10 Z( 1)" senh(4,y) cos(A x)

cosh(4,)

n=0

noqual 4, =(2n+1)z/2 e n=0,1,2,....

0.4

03

0.2

0.1

0

0 01 02 03 04 0,5x0.6 07 08 09 1

Figura 9.15 — Malha com 3200 elementos triangulares.
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3 \\\\\ .

00 01 02 03 04 05 06 0.7 08 09 1

Figura 9.16 — Solugdo Analitica de u(x,y).

; :_—————-————h\ 1

0.2

N

01 02 03 04 05x06 07 08 09 1 0 0‘1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 9.17a-b Solug¢des numéricas de u(x, y) pelos Método de Galerkin (a esquerda) e pelo

Método dos Minimos Quadrados (a direita).

Nota-se nas figuras 9.16 e 9.17a-b que as solu¢des numéricas de u pelos Métodos de
Galerkin e dos Minimos Quadrados fornecem bons resultados. Vale ressaltar que nesta

aplica¢do, caso puramente difusivo, o Método Petrov-Galerkin reduz-se ao Método de

Galerkin, 4, = A, =0. Do mesmo modo, as solu¢des numéricas de Z—u e % pelos métodos
: X

utilizados apresentam bons resultados, Figuras 9.18 a 9.20.
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0.2 3

04 { /
| (| 1

0.8

]

OU 01 02 03 04 05 06 0? 0.9 A 02 03 04 O.SXO.B 07 08 09

Figura 9.18a-b — Solugdo analitica de (;—u (2 esquerda) e de % (a direita).
X

0.4

03

0/

0.2 "
wlh (

[i] 1 1 1 1
8

0 01 02 03 04 05 06 UT 0. 9 2 02 03 04 OfSXOfE 0!? 0.8 0?9
: 5 - ou . ou .. .. .
Figura 9.19a-b — Solu¢des numéricas de 6_ (a esquerda) e de g (a direita)

X

pelo Método de Galerkin.

1 1
09f sf 09
0.8 08
0.7 ; 07
0.6 § 06
05
0.4

T =
0.3 ~

i

w
0.2 R
OI (
1 | 1 | 1 | | 1 1

I I 1 1 | 1 1 |
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 02 03 04 D.SXO.G 07 08 09
X
. - = ou . ou ,, . .
Figura 9.20a-b — Solugdes numéricas de = (a esquerda) e de = (a direita)
X Y

pelo Método dos Minimos Quadrados.
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—o— Galerkin . —o— Galerkin
—O—LSFEM 1 —o— LSFEM

- log (llsfx¥)lk_)

w1 . “or b i 1,0
logth) -log (h)

Figura 9.21a-b — Normas L, (a esquerda) e L_ (a direita) do erro na solugdo numérica de

u(x,y) para malhas com elementos triangulares com trés nos.

m
(=]
1

—o— Galerkin —o— Galerkin
—o— LSFEM —o— LSFEM

i
wn
1

- log (llex¥)IL_)
b5

w
(=]
1

w121 o4 06 08 10
-log (h) -log (h)

Figura 9.22a-b — Normas L, (a esquerda) e L_ (a direita) do erro na solugdo numérica de

u(x,y) para malhas com elementos triangulares com seis nos.

—o— Galerkin
—o— LSFEM

—o— Galerkin
—o— LSFEM

b P

10 X R i ) 10
- log (h) -log (h)

Figura 9.23a-b — Normas L, (a esquerda) e L (a direita) do erro na solugdo numérica de g_u
X

para malhas com elementos triangulares com trés nds.
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28
26 —
—o— Galerkin 24 —o— Galerkin
—:n 20 ]
1.8
161
1.4
12
1,04
0.8
0.6
044
0.2

)

- log (le,,(x.y!

10
- log (h) - log (h)

T
1.0

: ol " e 0
Figura 9.24a-b — Normas L, (a esquerda) e L (a direita) do erro na solugdo numérica de Tu
ox

para malhas com elementos triangulares com seis nés.

—o— Galerkin
—o— Galerkin —o— LSFEM
—o— LSFEM

- 10g (lle, (xy)Il, )
ﬁ

w12 1a : . 10
-log (h) - log (h)

Figura 9.25a-b — Normas L, (a esquerda) e L, (a direita) do erro na solu¢do numérica de 22

para malhas com elementos triangulares com trés nos.

—o— Galerkin —ao— Galerkin
—o— LSFEM —o—LSFEM

—~

s 2 z : 2 L
]
P - " " " n "

- log (lle,,(x¥)l )
e

=
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=
Y
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=
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‘fU i ; : K ! L 1 .ID
-log (h) -log (h)

Figura 9.26a-b — Normas L, (a esquerda) e L (a direita) do erro na solugdo numérica de %{—
Y

para malhas com elementos triangulares com seis nds.
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A partir da analise das figuras 9.21 a 9.26 pode-se concluir que nesta aplica¢do o
Método dos Minimos Quadrados apresentou os melhores resultados, visto que para as normas
dos erros na solugdo de u o Método de Galerkin s apresentou melhores resultados para
malhas com elementos triangulares com trés nos, pois, quando foi utilizado elementos com

seis nds, ambos os métodos obtiveram resultados semelhantes. Entretanto, para as normas dos

" Ou Ou p ak
erros nas solugdes de = e — 0 Método dos Minimos Quadrados apresentou em todos os
X

casos os melhores resultados. Vale ressaltar que a utilizagdo de elementos com seis nos

apresentou melhores resultados do que com elementos com trés nos.
Aplicagdo 3: Difusdo Pura em uma geometria duplamente conexa
As aplicagdes 3, 4 e 5, tratam de problemas em geometrias duplamente conexas,

aplica¢do 3, e multiplamente conexas, aplicagdes 4 e 5. Os resultados sdo comparados com

simulag¢des numeéricas pelo software Ansys (1994).

2 2
u(y)  Fuxy) _,
6x? ayE

Equag¢do Governante:

ot
X

0 Lo im0 4

Figura 9.27 — Geometria Cartesiana duplamente conexa com condigdes de contorno de

primeiro tipo
Nesta aplicagdo, apresenta-se um problema puramente difusivo com todas condigdes

de contorno do tipo fungdo prescrita. A geometria do dominio € definida como duplamente

conexa. Essa definigdo € devido ao fato de a geometria possuir dois contornos, um externo e
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outro interno. A malha utilizada para solugdo deste problema contém 726 elementos
quadrilaterais com oito nds cada. Para este caso ndo foi utilizado elementos contendo a

mesma area e formato, Figura 9.28.

+

Figura 9.28 — Malha com 726 elementos quadrilaterais

)

0

0 1 2
X

Figura 9.29 — Solu¢@o de u(x, y) pelo software Ansys.

4

Figura 9.30 — Isotermas — Solug¢do numérica de u(x, y) pelo Método de Galerkin
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L

0.1
0 1 2 3

r
X
Figura 9.31 — Solugdo numérica de u(x, y) pelo Método dos Minimos Quadrados

Como pode ser visto nas figuras 9.29 a 9.31, os Métodos de Galerkin e dos Minimos
Quadrados apresentam resultados semelhantes ao do software Ansys.

Aplicag¢do 4: Difusdo Pura em uma geometria multiplamente conexa

Esta aplicagdo tem como objetivo apresentar um caso parecido com o da aplicagdo 3,

mas com uma geometria cartesiana multiplamente conexa, defini¢do essa em razdo do

dominio do problema possuir um contorno externo e dois contornos internos.

2 2
Equagio Governante: o l;(? ) + 0"u(x,y) _0

X oy’

o] 05 15 u=0 25 35 4 x

Figura 9.32 — Geometria Cartesiana multiplamente conexa com condigdes de contorno de

primeiro tipo
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Da mesma maneira que na aplicagdo 3, os resultados numéricos sdo comparados com

a solucdo obtida usando o software Ansys. A malha utilizada nesta aplica¢do possui 966

elementos triangulares com seis nos cada, Figura 9.33.

Figura 9.33 — Malha com 966 elementos triangulares

Figura 9.35 — Solugdo numérica de u(x, y) pelo Método de Galerkin
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Figura 9.36 — Solugdo numérica de u(x, y) pelo Método dos Minimos Quadrados

Os resultados numéricos apresentados nas figuras 7.35 e 7.36 comparados com a
solugdo pelo Ansys, Figura 7.34, mostram que os Métodos de Galerkin e dos Minimos
Quadrados novamente apresentam bons resultados para a geometria cartesiana multiplamente

conexa.

Aplicacdo 5: Difusio Pura com termo fonte em uma geometria irregular

multiplamente conexa

Esta aplica¢do tem como principal objetivo verificar a performance dos Métodos de
Galerkin e dos Minimos Quadrados para solugdo de problemas dispostos em geometrias

irregulares multiplamente conexas.

0’u(x,y)  0’u(x,y)
pw + ay2 =17

Equac¢io Governante:

' u=0
Figura 9.37 — Geometria irregular multiplamente conexa com condi¢des de contorno de

primeiro tipo.
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Para este caso, a malha adotada possui 451 quadrilaterais com oito nos cada,

Figura 9.38.

A

Figura 9.38 — Malha com 451 elementos quadrilaterais.

-1p46

4

Figura 9.40 — Solu¢@o numérica de u pelo Método de Galerkin.

2

4

3
-2.4

1.46 -3.40

3
0.49 -1,46

1

.
»
' =
4.8 J
3.40
2.43
2

3 4
X

Figura 9.41 — Solugdo numérica de u pelo Método de Minimos Quadrados.
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Nas figuras 9.39 a 9.41 nota-se que mesmo com uma malha com apenas 451
elementos quadrilaterais em uma geometria irregular multiplamente conexa, os Métodos de
Galerkin e dos Minimos Quadrados fornecem bons resultados se comparados com o0s

resultados fornecidos pelo Ansys.

Aplicacio 6: Difusdo Pura com uma condigio de contorno do tipo fluxo prescrito

nio nulo

Para finalizar os casos difusivos em regime permanente, a aplicagdo 6, trata-se de um

caso com duas das condig¢des de contorno sendo de fluxo prescrito, um nulo e outro ndo nulo.

62u(x,y) azu(x,y)
axI £ ay2 ik

Equacio Governante: 10u(x,y)=0

u=1

Figura 9.42 — Geometria Cartesiana com condigdes de contorno de primeiro e segundo tipo.

Nesta aplicagdo, duas das condig¢des de contorno sdo de fluxo prescrito, sendo uma
delas de fluxo prescrito ndo nulo, caracteristica essa que as aplicagdes de 1 a 5 ndo
apresentaram. Uma malha com 2000 elementos quadrilaterais com 8 nés cada foi adotada

para solug¢@o numérica desta aplicagdo, Figura 9.43.

Figura 9.43 — Malha contendo 2000 elementos quadrilaterais com 8 nos cada.

AV
AVAYAY

1l 2 3 4 5 6 7 unespwl 12, 13 14 15 16 1}

18



=

3 4
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X

Figura 9.44 — Solu¢do numérica de u(x, y) pelo Método de Galerkin.
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X

oy

X

Figura 9.49 — Solugdo numérica de o pelo Método dos Minimos Quadrados.
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A solugdes numéricas de u, 2—“ e u pelos Métodos de Galerkin e dos Minimos
X

Quadrados apresentadas nas figuras 9.44 a 9.49 fornecem bons resultados, exceto para a
solu¢do numérica de ou/ox pelo Método dos Minimos Quadrados, Figura 9.47, que

apresenta oscilagdes numeéricas proxima a regido x = 2.,5.
Aplicaciio 7: Convecgdo-Difusdo com variacio dos parametros 4 e A,

As aplicagOes 7 e 8 trataram de problemas convectivo-difusivos. Na aplicagdo 7 sera

fixada uma malha e variado os parametros fisicos, 4, € 4,, ja ao contrario, na aplica¢do 8

sera fixado todos os pardmetros fisicos e variado a malha.

2 2
Ou(xy) Ouxy) . ouxy) ., ouxy) _,

Equacio Governante:
o o’ Py g 4 gy

-
X

u=1 1

Figura 9.50 — Geometria Cartesiana com condigdes de contorno de primeiro tipo.

Nesta aplicagdo sera considerado A, =4, =-10,-25,-50 ¢ =100. A malha

utilizada para este problema contém 3600 quadrilateros com oito nés cada, sendo todos os
elementos idénticos.
O principal objetivo dessa aplicagdo, € avaliar o comportamento das solugdes quanto

maior forem os coeficientes que acompanham os termos convectivos.

5 , . ou Ou .o N
As solug¢des numéricas de u, . e - para as quatro variagdes de A4, e A, , estdo
X y :

apresentadas nas figuras 9.51 a 9.74.
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0 2 ; ; 2 1

Figura 9.51 Solugdo numérica de u(x,y) pelo Método de Galerkin para 4, = 4, =-10.

0 . ; N ; 1

Figura 9.52 — Solu¢do numérica de u(x, y) pelo Método Petrov-Galerkin para 4, = 4, =-10

0

0 : . i . 1

Figura 9.53 — Solugdo numérica de u(x, y) pelo Método dos Minimos Quadrados para
A =4 =-10.
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Figura 9.54a-b — Solugdes numéricas de ? (a esquerda) e de ?—u (a direita) pelo Método de
x 0

Galerkin para 4, = 4, =-10.

Figura 9.55a-b — Solugdes numéricas de —gﬁ (a esquerda) e de (;_u (a direita) pelo Método
X y

Petrov-Galerkin para 4, =4, =-10.
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0.4 06 i ; . ] . 1
X

Figura 9.56a-b — Solugdes numéricas de Z—u (a esquerda) e de ;—u (a direita) pelo Método dos
X

Minimos Quadrados para 4, = 4, =-10.
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

Figura 9.59 — Solugdo Numérica de u(x,y) pelo Método dos Minimos Quadrados para

A4, =4,=-25.

Figura 9.60a-b — Solug¢Ges numéricas de Z—u (a esquerda) e de —gﬁ (a direita) pelo Método de
X Y

Galerkin para 4, = 4, =-25.
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Figura 9.61a-b — Solugdes numéricas de -Zﬁ (a esquerda) e de % (a direita) pelo Método
X

Petrov-Galerkin para 4, = 4, =-25.

d 1 1
: : ;i | . ¢ 0.2 0.4 0.6 0.8 1

X

Figura 9.62a-b — Solugdes numéricas de 2—“ (a esquerda) e de % (a direita) pelo Método dos
X

Minimos Quadrados para 4, = 4, =-25.
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

Figura 9.63 — Solugdo numérica de u(x,y) pelo Método de Galerkin para 4, = 4, =-50.

1 - —

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

Figura 9.64 — Soluc¢do numérica de u(x, y) pelo Método Petrov-Galerkin para A, = 4, =50
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Figura 9.65 — Solug@o numérica de u(x, y) pelo Método dos Minimos Quadrados para
A, =4, =-50.
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Figura 9.66a-b — Solu¢des numéricas de 2—“ (a esquerda) e de g_u (a direita) pelo Método de
X ig

Galerkin para 4, =4, =-50.

LY

]
N °
%

19

Figura 9.67a-b — Solugdes numéricas de g_u (a esquerda) e de (;_u (a direita) pelo Método
X ig

Petrov-Galerkin para 4, = 4, =-50.
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Figura 9.68a-b — Solugdes numéricas de (;_u (a esquerda) e de % (a direita) pelo Método dos
o

Minimos Quadrados para 4, = 4, =-50.
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Figura 9.69 — Solugéo numérica de u(x, y) pelo Método de Galerkin para 4, = 4, =-100.
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Figura 9.70 — Solugdo numeérica de u(x,y) pelo Método Petrov-Galerkin para
A =4, =-100.
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Figura 9.71 — Solugdo Numérica de u pelo Método dos Minimos Quadrados para

A =4,=-100.

0.4

Figura 9.72a-b — Solugdes numéricas de Z—u (a esquerda) e de z_u (a direita) pelo Método de
X y

Galerkin para 4, =4, =-100.
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Figura 9.73a-b — Solugdo Numérica de 2—“ (a esquerda) e de g_u (a direita) pelo Método
X 3

Petrov-Galerkin para 4, = 4, =-100.
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Figura 9.74a-b — Solu¢des numéricas de 2—“ (a esquerda) e de % (a direita) pelo Método dos
X

Minimos Quadrados para 4, = 4, =-100.
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De modo geral as solugdes numéricas pelos Métodos de Galerkin, Petrov-Galerkin e

dos Minimos Quadrados ndo apresentam oscilagdes numéricas na solugdo de ¥ em nenhuma

. . . . . ou .
das variagdes dos pardmetros fisicos. Entretanto, nas solu¢des numéricas de pos e 5, 0s trés
X

métodos apresentam oscilagdes numeéricas proximas aos vértices (x,y) =(1,0) e (x,y)=(0,1)

para A, = A, =-100. Vale também ressaltar que as regides préximas aos vértices citados,

sdo regioes de altos gradientes.
Aplicac¢io 8:

Essa aplicagdo tem como principal objetivo avaliar a melhoria na solugdo de um

problema convectivo-difusivo em fun¢do do refinamento da malha.

2 2
Equac¢io Governante: 2 u(xz,y) + g u(xz,y) + 306u(x, ») -100 30 =0
ox oy 0x oy

o
X

u=1 1

Figura 9.75 — Geometria Cartesiana com condigdes de contorno de primeiro tipo

Para tal analise serdo adotadas malhas com 100, 900 e 2500 elementos quadrilaterais
com oito noés cada, todos sendo quadrilateros quadrados idénticos. Para essas trés malhas

adotadas tem os valores h=0,1, h~0,03 e h=0,02, respectivamente, para as malhas com

100, 900 e 2500 elementos quadrilaterais.
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Figura 9.76 — Solugdo numérica de u(x, y) pelo Método de Galerkin para uma malha com

100 elementos quadrilaterais com 8 nos cada.
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Figura 9.77 — Solugdo numérica de u(x, y) pelo Método Petrov-Galerkin para uma malha

com 100 elementos quadrilaterais com 8 nds cada.
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Figura 9.78 — Solugdo numérica de u(x, y) pelo Método dos Minimos Quadrados para uma

malha com 100 elementos quadrilaterais com 8 nos cada.

Figura 9.79a-b —Solugdes numéricas de _gi‘_ (2 esquerda) e g_u (a direita) pelo Método de
X Ay

Galerkin para uma malha com 100 elementos quadrilaterais com 8 nos cada.
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Figura 9.80a-b —Solugdes numéricas de (;_u (a esquerda) e % (a direita) pelo Método
X

Petrov-Galerkin para uma malha com 100 elementos quadrilaterais com 8 nés cada.

Figura 9.81a-b —Solu¢des numéricas de —? (a esquerda) e %‘ (a direita) pelo Método dos
X

Minimos Quadrados para uma malha com 100 elementos quadrilaterais com 8 nos cada.
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Figura 9.82 — Solugdo numérica de u(x, y) pelo Método de Galerkin para uma malha com

900 elementos quadrilaterais com 8 nos cada.
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Figura 9.83 — Solugdo numérica de u(x, y) pelo Método Petrov-Galerkin para uma malha

com 900 elementos quadrilaterais com 8 nds cada.
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Figura 9.84 — Solugd@o numérica de u(x, y) pelo Método dos Minimos Quadrados para uma

malha com 900 elementos quadrilaterais com 8 nos cada.

Figura 9.85a-b —Solu¢des numéricas de 2—“ (a esquerda) e % (a direita) pelo Método de
x

Galerkin para uma malha com 900 elementos quadrilaterais com 8 nds cada.
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Figura 9.86a-b —Solugdes numéricas de 2—“ (a esquerda) e gy—u (a direita) pelo Método
X

Petrov-Galerkin para uma malha com 900 elementos quadrilaterais com 8 nos cada.

Figura 9.87a-b —Solu¢des numéricas de Z—u (a esquerda) e Z—u (a direita) pelo Método dos
X 2

Minimos Quadrados para uma malha com 900 elementos quadrilaterais com 8 nds cada.
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Figura 9.88 — Solugdo numérica pelo de u(x, y) Método de Galerkin para uma malha com

2500 elementos quadrilaterais com 8 nds cada.
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Figura 9.89 — Solugdo numérica de u(x, y) pelo Método Petrov-Galerkin para uma malha

com 2500 elementos quadrilaterais com 8 nds cada.
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Figura 9.90 — Solugdo numérica de u(x,y) pelo Método dos Minimos Quadrados para uma

malha com 2500 elementos quadrilaterais com 8 nds cada.
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Figura 9.91a-b —Solug¢gdes numéricas de Z—u (a esquerda) e 2y—u (a direita) pelo Método de
X

Galerkin para uma malha com 2500 elementos quadrilaterais com 8 nds cada.
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Figura 9.92a-b —Solugdes numéricas de 2—“ (a esquerda) e :_; (a direita) pelo Método
X

Petrov-Galerkin para uma malha com 2500 elementos quadrilaterais com 8 nos cada.
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Figura 9.93a-b —Solugdes numéricas de %"—‘— (a esquerda) e ;_u (a direita) pelo Método dos
X

Minimos Quadrados para uma malha com 2500 elementos quadrilaterais com 8 nos cada.

Avaliando as Figuras 9.76 a 9.81, nota-se que o Método dos Minimos Quadrados,
mesmo para uma malha com apenas 100 elementos quadrilaterais, 4 = 0,1, apresenta menos
oscilagdes numéricas que os Métodos de Galerkin e Petrov-Galerkin, principalmente na
solu¢do numérica de u . Para a malha com 900 elementos, Figuras 9.82 a 9.87, percebe-se que
as oscilagdes numéricas dos trés métodos comegam a diminuir, tendo como maior destaque a

solugdo numérica de u pelo Método dos Minimos Quadrados que ja ndo apresenta oscilagdes
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numéricas. Por fim, para a malha com 2500 elementos, Figuras 9.88 a 9.93, os Métodos de

Galerkin e Petrov-Galerkin ainda ndo fornecem bons resultados, principalmente para as

N ou Ou T ; L. v AL
solugdes de o >’ na qual apresentam oscilagdes numéricas proximas a regido do vértice
x

(x,»)=(0,0), enquanto isso, € notavel que o Método dos Minimos Quadrados melhora

expressivamente seus resultados o quanto mais refinada € a malha.
Aplicacio 9: Difusdo Pura Transiente

Nas aplicagoes 9 e 10, serdo apresentados problemas no regime transiente.
Primeiramente um caso difusivo, aplicagdio 9, logo em seguida um problema

convectivo-difusivo, aplicagdo 10.

Ou(x,y,t) _ azu(x,y,r) N 0u(x, y,t)
Ot ox’ oy’

Equacio Governante:

u©=0

u(x,yp,0) =0

Figura 9.94 — Geometria Cartesiana com condigdes de contorno do primeiro e segundo tipo

Neste caso apresenta-se a solu¢do numeérica de um caso puramente difusivo no seu
regime transiente, para o instante ¢ =1. A malha utilizada para esta aplicagio contém 625

quadrilateros com 8 nés cada, todos os elementos sdo idénticos, 4 = 0,04.

Para a discretizagdo do tempo foi utilizado passos no tempo de valor Ar=10" e

a =0,5, correspondente ao Método Crank-Nicholson.
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Figura 9.95a-b — Solu¢des numéricas de u(x,y) pelo Método de Galerkin (a esquerda) e pelo

Método dos Minimos Quadrados (a direita).
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Figura 9.96a-b — SolugGes numéricas de Z—u pelo Método de Galerkin (a esquerda) e pelo
X

Método dos Minimos Quadrados (a direita).
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Figura 9.97a-b — Solu¢des numéricas de % pelo Método de Galerkin (a esquerda) e pelo

Método dos Minimos Quadrados (a direita).

Avaliando as figuras 9.95 a 9.97, nota-se que o Método de Galerkin apresentou bons

resultados em todas as solugdes, 0 que ndo aconteceu com o Método dos Minimos Quadrados
o ;g - ou Ou - -
que apresentou oscilagdes numeéricas nas solugdes de = e — nas proximidades da regiao
X

de x=1.
Aplicacio 10: Conveccido-Difusdo Transiente

A ultima aplica¢do deste capitulo apresenta um caso convectivo-difusivo em regime
transiente com duas condi¢bes de contorno do tipo fungdo prescrita e duas do tipo fluxo

prescrito (isolamento). A condigdo inicial é do tipo fungdo prescrita.

Equag¢io Governante:

2 2
ou(x, 1) 100U »,0) 00U y,t) _ 0 ulx,y,0)  O0"u(x,y,t)
ot Ox Oy ox’ oy’
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Figura 9.98 — Geometria Cartesiana com condigdes de contorno de primeiro e segundo tipo.

A malha utilizada nesta aplicagdo possui 1250 elementos triangulares com seis nos

cada, no qual todos os elementos sdo idénticos e de 4 =0,044/2 . As Figuras 9.99 a 104

apresentam solug¢des numéricas para o instante ¢ =0,5.

Na discretizagdo temporal foi adotado Az =107 e a = 0,5.
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Figura 9.100 — Solug¢do Numérica de u(x, y) pelo Método Petrov-Galerkin.
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Figura 9.101 — Solugdo numérica de u(x, y) pelo Método dos Minimos Quadrados.
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Figura 9.102a-b — Solu¢des numéricas de g_u (a esquerda) e % (2 direita) pelo Método de
X

Galerkin.
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Figura 9.103a-b — Solugdes numéricas de g—“ (a esquerda) e 2—” (a direita) pelo Método
X Y

Petrov-Galerkin.
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Figura 9.104a-b — Solugdes numéricas de g_u (a esquerda) e %{- (a direita) pelo Método dos
X i

Minimos Quadrados.
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A conclusdo que pode-se chegar analisando as figuras de 9.99 a 9.104 ¢ que o Método

de Galerkin e dos Minimos Quadrados apresentaram bons resultados em todas as solugdes, ao

contrario do Método Petrov-Galerkin nas trés solugdes apresentadas.

AV
AVAYAY

] 2 3 4 5 6 7 unespwl 12, 12 14 15 16 17 18



Capitulo 10

Conclusdes e Sugestdes

Inicialmente ¢é interessante mencionar que o Método dos Minimos Quadrados prove o
computo direto dos fluxos. Os Métodos de Galerkin e Petrov-Galerkin ndo possuem esta
caracteristica e portanto, caso seja necessario o computo dos fluxos, tera que ser feito por algum
procedimento extra de recuperacdo do gradiente.

O Método dos Minimos Quadrados apresenta na sua formulagdo uma matriz dos
coeficientes que € simétrica e positivo definida para problemas difusivos bem como para
convectivo-difusivos. O Método de Galerkin apresenta estas propriedades apenas para problemas
puramente difusivos. E o Método Petrov-Galerkin nfo apresenta simetria na matriz dos
coeficientes, nem garante que seja positiva definida.

Devido ao fato, positivo, do computo simultaneo dos fluxos no Método dos Minimos
Quadrados, faz-se necessario a introdu¢do de novas varidveis dependentes, os fluxos. Assim,
aumenta-se o grau de liberdade por né e, conseqiientemente, aumenta-se o custo computacional.
Esta desvantagem ¢ um pouco aliviada se considerarmos que a matriz dos coeficientes, embora
maior, € simétrica, possibilitando o armazenamento de apenas aproximadamente metade de seus
elementos. Como, neste método, a matriz é simétrica e positiva definida, a taxa de convergéncia
para o sistema linear sera maior. De qualquer forma o custo computacional serd maior.

Percebe-se dos resultados apresentados que o Método dos Minimos Quadrados tem sua
eficiéncia prejudicada, quanto ao computo dos fluxos, quando todas as condi¢des de contorno sdo

de primeiro tipo. Ou quando ha predominéincia de condigdes de contorno de primeiro tipo. Este
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comportamento deve-se ao fato de que para calcular fluxos necessita-se de informag¢des sobre
fluxo nos contornos, como todas, ou a maioria, das condigdes de contorno seriam de primeiro
tipo, fica-se sem informagdes, ou com pouca informagéo, sobre o fluxo nos contornos, levando a
piores resultados. Esta dificuldade pode ser minorada refinando-se a malha, o que ira provocar o
efeito colateral mencionado acima: aumento do custo computacional.

Quanto ao refinamento de malha os Métodos de Galerkin e dos Minimos Quadrados
aumentam sensivelmente a eficiéncia quando a malha € refinada. Para malhas bem refinadas o
Método dos Minimos Quadrados apresenta um incremento consideravel na eficiéncia. Para
malhas com pouco refinamento o Método Galerkin apresenta resultados em geral melhores que o
dos Minimos Quadrados. O Método Petrov-Galerkin tem boa eficiéncia apenas para malhas com
pequeno refinamento. Para malhas mais refinadas apresenta resultados semelhantes ou piores que
os apresentados pelos Métodos de Galerkin e dos Minimos Quadrados.

Para problemas puramente difusivos e quando ndo hé necessidade de calcular os fluxos o
melhor método e o Galerkin.

Quando ha a necessidade de se calcular os fluxos com precisao o melhor método € o dos
Minimos Quadrados. Uma alternativa seria usar o Método de Galerkin, com posterior computo
dos fluxos.

Para problemas convectivo-difusivos o0 Método dos Minimos Quadrados de um modo

geral apresenta os melhores resultados, ressalvado a questdo do custo computacional,

mencionado acima. O Método de Galerkin também pode ser utilizado, desde que com malhas

bem refinadas, ressalvado sua incapacidade de calcular fluxos. O Método Petrov-Galerkin é
competitivo apenas para malhas com pequeno refinamento. Neste caso seria indicado para
situagdes onde o refinamento da malha ndo seja possivel por questdes econdmicas.

Para trabalhos futuros o autor apresenta as seguintes propostas:

- A utilizagdo de fungdes de interpolagdo de Hermite, possibilitando assim a
comparagdo as fungdes de interpolagdo de Lagrange, fungdes essas utilizadas no presente
trabalho;

- A implementagdo dos Métodos de Taylor-Galerkin e Galerkin/ Minimos Quadrados;

- Expandir o fendmeno convectivo-difusivo para o dominio tridimensional.

- Desenvolver algoritmo numérico para estimar o erro da solug@o.
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- Aplicar estas técnicas sobre as equagdes de Navier-Stokes bidimensionais e

tridimensionais.

- Efetuar estudos de turbuléncia.
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APENDICE A - Tabelas de resultados numéricos

Neste apéndice ¢ apresentado alguns resultados numéricos das aplicagdes numéricas

7 € 9 do capitulo 9.

Tabela A1 — Resultados numéricos de u(x, y) da aplicagdo 7 para 4, = 4, =-10

X

y

Galerkin

Petrov-Galerkin

LSFEM

0,2

0,2

0,500024680

0,500024682

0,500028646

0,2

0,4

0,214383817

0,214383816

0,214384949

0,2

0,6

0,102543021

0,102543021

0,102542732

0,2

0,8

0,114561610

0,114561610

0,114559656

0,4

0,2

0,785920311

0,785920310

0,785921222

0,4

0,4

0,500719368

0,500719369

0,500720676

0,4

0,6

0,298728348

0,298728348

0,298728803

0,4

0,8

0,263460840

0,263460840

0,263460220

0,6

0,2

0,901481790

0,901481791

0,901481503

0,6

0,4

0,711630125

0,711630125

0,711630657

0,6

0,6

0,512847561

0,512847561

0,512848134

0,6

0,8

0,434950628

0,434950628

0,434950568

0,8

0,2

0,953231967

0,953231966

0,953231323

0,8

0,4

0,844265070

0,844265069

0,844265047

0,8

0,6

0,700002298

0,700002299

0,70002685

0,8

0,8

0,619833457

0,619833458

0,619833626

5

6

if
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Tabela A2 — Resultados numéricos de u(x,y) da aplicagdo 7 para 4, = 4, =-100

X

y

Galerkin

Petrov-Galerkin

LSFEM

0,2

0,2

0,499923110

0,499923110

0,501969449

0,2

0,4

0,296050083E-1

0,296050082E-1

0,311830932E-1

0,2

0,6

0,708314171E-3

0,708314117E-3

0,270471411E-2

0,2

0,8

0,126621789E-4

0,126621778E-4

0,215230855E-2

0,4

0,2

0,970380289

0,970380288

0,970917596

0,4

0,4

0,499950667

0,499950668

0,501634378

0,4

0,6

0,740558836E-1

0,740558838E-1

0,757086848E-1

0,4

0,8

0,454277086E-2

0,454277080E-2

0,661816088E-2

0,6

0,2

0,999291332

0,999291331

0,999160748

0,6

0,4

0,925916573

0,925916573

0,926573674

0,6

0,6

0,499960888

0,499960889

0,501500769

0,6

0,8

0,112048689

0,112048689

0,113718205

0,8

0,2

0,999987333

0,999987333

0,999707216

0,8

0,4

0,995455209

0,995455209

0,995283047

0,8

0,6

0,887918663

0,887918664

0,888639801

0,8

0,8

0,499966608

0,499966610

0,501427097

5

6

if
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ou(x,y)

X

Tabela A3 — Resultados numéricos de g da aplicagdo 7 para 4, = 4, =-10

Galerkin

Petrov-Galerkin

LSFEM

0,214781700E+1

0,214781702E+1

0,480171829E+1

0,144265288E+1

0,144265283E+1

0,750853130

0,793265243

0,793265251

0,244363893E-1

0,680183334

0,680183316

0,268046293E-2

0,871803107

0,871803164

0,478976942

0,129088190E+1

0,129088188E+1

0,327539508E+1

0,109324364E+1

0,109324356E+1

0,113280494E+1

0,812877751

0,812877658

0,991048997E-1

0,365556692

0,365556856

0,144959086E-1

0,825832015

0,825831757

0,875703224

0,100531178E+1

0,100531182E+1

0,264042853E+1

0,883677279

0,883677075

0,125745617E+1

0,189230521

0,189230414

0,709655407E-3

0,559173218

0,559173081

0,679407396E-1

0,928712532

0,928712659

0,105128869E+1

0,104204025E+1

0,104204023E+1

0,226618375E+1

AVA
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ou(x, y)

Tabela A4 — Resultados numéricos de — da aplicagdo 7 para 4, = 4, =-100

X

X

Galerkin

Petrov-Galerkin

LSFEM

0,2

0,476921494E+1

0,476921426E+1

0,480171829E+1

0,2

0,729203341

0,729203273

0,825094075

0,2

0,232460408E-1

0,232460379E-1

0,244363893E-1

0,2

0,474159604E-3

0,474159525E-3

0,268046293E-2

0,4

0,508960387

0,508960436

0,478976942

0,4

0,326463072E+1

0,326463051E+1

0,327539508E+1

0,4

0,110901467E+1

0,110901457E+1

0,113280494E+1

0,4

0,984724442E-1

0,984724341E-1

0,991048997E-1

0,6

0,138468780E-1

0,138470101E-1

0,144959086E-1

0,6

0,898761677

0,898761784

0,875703224

0,6

0,263573305E+1

0,263573290E+1

0,264042853E+1

0,6

0,123770877E+1

0,123770868E+1

0,125745617E+1

0,8

0,258534975E-3

0,258666390E-3

0,709655407E-3

0,8

0,699407300E-1

0,699409856E-1

0,679407396E-1

0,8

0,106713752E+1

0,106713770E+1

0,105128869E+1

0,8

0,226960130E+1

0,226960121E+1

0,226618375E+1

5

6

if
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Tabela A5 — Resultados numéricos de _ng;_,y) da aplicagdo 7 para 4, =4, =-10

X

Galerkin

Petrov-Galerkin

LSFEM

0,2

-0,21475171E+1

-0,21475170E+1

-0,21506544E+1

0,2

-0,868276097

-0,868276176

-0,868320759

0,2

-0,310382194

-0,310382211

-0,309262797

0,2

0,774123877

0,774123884

0,779014690

0,4

-0,14400178E+1

-0,14400176E+1

-0,14396826E+1

0,4

-0,12791117E+1

-0,12791117E+1

-0,12795473E+1

0,4

-0,709030676

-0,709030659

-0,708630342

0,4

0,694957209

0,694957184

0,698306276

0,6

-0,765555961

-0,765555916

-0,765343519

0,6

-0,10552801E+1

-0,10552805E+1

-0,10553079E+1

0,6

-0,844258044

-0,84425794

-0,844005372

0,6

0,377428223

0,377428121

0,379894102

0,8

-0,387852523

-0,387852698

-0,388055820

0,8

-0,679197789

-0,679197569

-0,679335441

0,8

-0,692247333

-0,692247093

-0,691996284

0,8

0,140491799

0,140491652

0,142534719
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Tabela A6 — Resultados numéricos de i) da aplicagdo 7 para 4, = 4, =-100

X

Galerkin

Petrov-Galerkin

LSFEM

0,2

-0,47689313E+1

-0,47689305E+1

-0,48053963E+1

0,2

-0,508711938

-0,508711874

-0,482714869

0,2

-0,13839876E-1

-0,13839874E-1

-0,14432383E-1

0,2

-0,25820307E-3

-0,25820302E-3

-0,51926767E-3

0,4

-0,729544056

-0,729544243

-0,745527929

0,4

-0,32645567E+1

-0,32645563E+1

-0,32765434E+1

0,4

-0,898469510

-0,898469403

-0,879837606

0,4

-0,69910287E-1

-0,69910277E-1

-0,68253059E-1

0,6

-0,23257570E-1

-0,23257831E-1

-0,24350421E-1

0,6

-0,11093472E+1

-0,11093471E+1

-0,11279874E+1

0,6

-0,26356962E+1

-0,26356959E+1

-0,26410170E+1

0,6

-0,10668885E+1

-0,10668883E+1

-0,10547764E+1

0,8

-0,47432541E-3

-0,47458223E-3

0,25413007E-2

0,8

-0,98513605E-1

-0,98513594E-1

-0,98543147E-1

0,8

-0,12379723E+1

-0,12379722E+1

-0,12536798E+1

0,8

-0,22695782E+1

-0,22695779E+1

-0,22665616E+1

5

6

7
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Tabela A7 — Resultados numéricos de u(x, y) da aplicagdo 9 para ¢ =1.

X

Y

Galerkin

LSFEM

0,2

0,0

-0,844081587

-0,844082134

0,2

0,2

-0,815874271

-0,815874735

0,2

0,4

-0,725308581

-0,725308819

0,2

0,6

-0,558601192

-0,558601039

0,2

0,8

-0,308955471

-0,308954896

0,4

0,0

-0,17424189E+1

-0,17424202E+1

0,4

0,2

-0,16925036E+1

-0,16925047E+1

0,4

0,4

-0,15275238E+1

-0,15275245E+1

0,4

0,6

-0,12056223E+1

-0,12056221E+1

0,4

0,8

-0,684856429

-0,684855156

0,6

0,0

-0,27354414E+1

-0,27354448E+1

0,6

0,2

-0,26792979E+1

-0,26793008E+1

0,6

0,4

-0,24848987E+1

-0,24849011E+1

0,6

0,6

-0,20634029E+1

-0,20634040E+1

0,6

0,8

-0,12546427E+1

-0,12546403E+1

0,8

0,0

-0,38327684E+1

-0,38327839E+1

0,8

0,2

-0,37943613E+1

-0,37943783E+1

0,8

0,4

-0,36545681E+1

-0,36545857E+1

0,8

0,6

-0,33074711E+1

-0,33074870E+1

0,8

0,8

-0,23905897E+1

-0,23905939E+1

5

6

if
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Tabela A8 — Resultados numéricos de

ou(x,y)

- da aplicagdo 9 para ¢t =1.

X

b 4

Galerkin

LSFEM

0,0

-0,43131470E+1

-0,43147422E+1

0,2

-0,41819739E+1

-0,41837781E+1

0,4

-0,37522172E+1

-0,37545458E+1

0,6

-0,29307394E+1

-0,29334102E+1

0,8

-0,16440399E+1

-0,16457625E+1

0,0

-0,47039321E+1

-0,47049690E+1

0,2

-0,46253951E+1

-0,46267311E+1

0,4

-0,43338809E+1

-0,43363730E+1

0,6

-0,36345804E+1

-0,36390271E+1

0,8

-0,22055213E+1

-0,22101813E+1

0,0

-0,52351315E+1

-0,52348778E+1

0,2

-0,52592528E+1

-0,52592889E+1

0,4

-0,52918309E+1

-0,52933007E+1

0,6

-0,50915812E+1

-0,50984465E+1

0,8

-0,37461338E+1

-0,37625092E+1

0,0

-0,57097444E+1

-0,56977115E+1

0,2

-0,58611145E+1

-0,58591492E+1

0,4

-0,63823863E+1

-0,63787261E+1

0,6

-0,74537784E+1

-0,74521805E+1

0,8

-0,84831125E+1

-0,85349542E+1

6
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Tabela A9 — Resultados numéricos de W da aplicagdo 9 para ¢t =1.

Y

Galerkin

LSFEM

0,0

-0,38842192E-4

0,000000000

0,2

0,287145486

0,287542218

0,4

0,630756206

0,631365306

0,6

0,10439605E+1

0,10441225E+1

0,8

0,14343295E+1

0,14331750E+1

0,0

-0,92750474E-4

0,000000000

0,2

0,511577439

0,512548291

0,4

0,11734997E+1

0,11753699E+1

0,6

0,20857578E+1

0,20872456E+1

0,8

0,31015356E+1

0,30991053E+1

0,0

-0,14382391E-3

0,000000000

0,2

0,581385331

0,582954169

0,4

0,14318673E+1

0,14359021E+1

0,6

0,29197339E+1

0,29266653E+1

0,8

0,52702512E+1

0,52699278E+1

0,0

-0,12450270E-3

0,000000000

0,2

0,401880771

0,403351405

0,4

0,10706072E+1

0,10755751E+1

0,6

0,26467265E+1

0,26619181E+1

0,8

0,73896301E+1

0,74350538E+1

6

if
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APENDICE B - Tabelas de Tempos de Execu¢des Computacionais

Neste apéndice ¢ apresentado alguns tempos de execugdes computacionais de

algumas aplicagdes do capitulo 9.

B1 - Aplicacdo 1

Para o caso no qual ¢ utilizado uma malha com 1600 elementos quadrilaterais com 8

nos cada, os tempos sao,

Galerkin: 38 seg
LSFEM: 2 min 03 seg

B2 — Aplicagao 2

Para o caso no qual ¢ utilizado uma malha com 3200 elementos triangulares com 6

nos cada, os tempos sdo,

Galerkin: 49 seg
LSFEM: 2 min 36 seg

B3 — Aplicagao 4

Galerkin: /2 seg
LSFEM: 6 min 14 seg

B4 - Aplicacdo 9

Galerkin: /3 min 15 seg
LSFEM: /h 12 min 12 seg
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