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Lista de Símbolos

Símbolos Arábicos

coeficientes que acompanham os termos convectivos, caso bidimensional

coeficiente que acompanha a variável não diferencial, caso bidimensional
termo fonte

comprimento do elemento, caso unidimensional e maior aresta do elemento, no caso

bidimensional

condutividade térmica

variável adicional na direção x

variável adicional na direção x aproximada no tempo

variável adicional na direção x aproximada no espaço

variável adicional na direção y aproximada no tempo

variável adicional na direção y aproximada no espaço

variável adicional na direção y

distribuição de temperatura aproximada no tempo
distribuição de temperatura aproximada no espaço
distribuição de temperatura
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Símbolos Gregos

coeficiente que acompanha o termo transiente, caso unidimensional

coeficiente que acompanha o termo transiente, caso bidimensional

coeficiente que acompanha a variável não diferencial, caso unidimensional

coeficiente que acompanha o termo convectivo, caso unidimensional

domínio de avaliação do fenômeno

domínio do elemento, 0º c Q

= dx, caso unidimensional; = dxdy , no caso bidimensional

= dé , caso unidimensional; = dé dn , no caso bidimensional
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Resumo

Este trabalho trata da aplicação do Método dos Elementos Finitos nas variantes Galerkin,

Petrov­Galerkin e Mínimos Quadrados para a solução das equações diferenciais que modelam os
fenômenos convectivo­difusivos definidos sobre os domínios uni e bidimensionais nos regimes

permanente e transiente. Para a discretização temporal foi utilizado o Método Cranck­Nicolson e

na discretização espacial foram utilizados elementos com dois, três e quatro nós para o caso

unidimensional e elementos triangulares com três e seis nós e elementos quadrilaterais com

quatro e oito nós para o caso bidimensional, no qual foram adotadas funções de interpolação de

Lagrange nas coordenadas locais. Transformando toda a formulação do problema das

coordenadas globais para as coordenadas locais, o Método da Quadratura de Gauss­Legendre foi

utilizada para integração numérica dos coeficientes das matrizes dos elementos. Adicionalmente,

à formulação pelos três métodos, um código computacional foi implementado para simular o

fenômeno proposto. Várias aplicações são apresentadas e discutidas.

Palavras­chave: Convecção­Difusão, Elementos Finitos, Galerkin, Petrov­Galerkin, Mínimos

Quadrados.
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Abstract

This work deals with application of the Finite Element Method in its variants Galerkin,
Petrov­Galerkin and Least Squares for solving partial differential equations that model the

convective­diffusive phenomenon defined over one­dimensional and two­dimensional domains

under steady and non­steady conditions. To do time discretization it was used the

Cranck­Nicholson scheme and for spacial discretization it was used finite elements with two,

three and four nodes for the one­dimensional mesh, and triangular elements with three and six

nodes and quadrilateral elements with four and eight nodes for the two­dimensional mesh. The

interpolating functions were the Lagrange polynomials defined using a reference coordinate

system. Transforming all phenomenon formulation from the global coordinate system into the

reference system, then the Method of Gauss­Legendre Quadrature was used to numerically

integrate and obtain the coefficient matrix elements. Additionally, the formulation by using the

three methods variants was utilized to implement a computational code to simulate the proposed

phenomenon. Several applications for one and two­dimensional domains, steady and unsteady

regimes, are done, presented and discussed.

Keywords: Convection­Diffusion, Finite Element, Galerkin, Petrov­Galerkin, Least Squares.
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Capitulo 1

Introdução

Os projetos da engenharia moderna têm se tornado extremamente complexos,

caros e sujeitos à exigência de alta confiabilidade de seus resultados. Veículos espaciais,

aeronaves e reatores nucleares são exemplos de projetos nos quais a confiabilidade é de

crucial importância. Outras preocupações associadas às tecnologias modernas tais como

a proteção do meio ambiente, o controle térmico, poluição acústica e química, a

administração de recursos naturais e previsão do tempo, têm forçado engenheiros a
reexaminar todos os métodos de análise. Para um amplo entendimento, analistas
necessitam de modelos matemáticos que possam ser usados para simular o
comportamento complexo de sistemas físicos.

Em várias aplicações práticas, tais como aquelas da mecânica dos sólidos, da
mecânica dos fluidos, da termodinâmica e outras, o comportamento de sistemas físicos
são descritos por equações diferenciais parciais. Atualmente, o Método dos Elementos

Finitos tem se tornado um dos mais populares métodos para resolver tais equações. O
método implementado em código computacional tem conquistado sucesso ao ser
aplicado à solução de problemas nos regimes permanente e transiente, lineares e
não­lineares para domínios uni, bi e tridimensionais.

O Método dos Elementos Finitos foi inicialmente desenvolvido pelos
engenheiros de estrutura aeronáutica em 1950 para analisar grandes sistemas de
elementos estruturais de aeronaves. Turner et al. (1956) apresentou o primeiro trabalho
sobre o assunto, seguido por Clough (1960) e Argyris (1963) entre outros. À aplicação
do Método de Elementos Finitos para problemas não­estruturais tais como escoamentos
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de fluidos e eletromagnetismo foi inicializado por Zienkiewicz e Cheung (1965). E
aplicações para uma vasta classe de problemas de interesse em mecânica não­linear
foram feitas por Oden e Wellford (1972).

Nesse método, um domínio contínuo é dividido em Elementos Finitos —

elementos de linha, triangulares, quadriláteros entre outros. Escolhendo adequadamente

os pontos, chamados de “nós”, dentro do elemento, as incógnitas na equação diferencial
são escritas como uma combinação linear de funções de interpolação apropriadas.

Usando Princípios Variacionais ou Métodos dos Resíduos Ponderados, as equações
diferenciais governantes são transformadas em “equações governantes de elementos

finitos”, para cada elemento isoladamente. Esses elementos locais são finalmente

reunidos para formar um sistema global de equações diferenciais com condições de

contorno e/ou inicial apropriadas. Os valores nodais das variáveis são determinados a

partir da solução do sistema algébrico.

Atualmente, após mais de quatro décadas de desenvolvimento do Método dos

Elementos Finitos, pode­se dizer que nenhuma aproximação universal para os diferentes
problemas da Mecânica dos Fluidos foi encontrada, nem qualquer formulação específica

tem sido capaz de obter bons resultados para um dado problema variando os parâmetros
físicos. No caso particular dos problemas de transporte convectivo­difusivo no regime

transiente é fácil encontrar bons resultados para grandes valores dos termos difusivos, o

que nem sempre ocorre em situações convectivo dominante.

Neste trabalho o objetivo principal é realizar um estudo detalhado de três

formulações numéricas, Galerkin, Petrov­Galerkin e Mínimos Quadrados (LSFEM —

Least Square Finite Element Method) e principalmente verificar a performance do
LSFEM. Adicionalmente à formulação pelos três métodos, um código computacional

será implementado para a solução da equação que governa o fenômeno convectivo­

difusivo visando compará­los em algumas variações dos parâmetros físicos.
Primeiramente, será estudado o Método de Galerkin. Esse é um Método dos

Resíduos Ponderados e tem sido usado com sucesso em muitas aplicações da
engenharia, especialmente em Mecânica dos Sólidos. No entanto, este método torna­se

instável e leva a soluções oscilatórias quando é aplicado a problemas convectivo
dominantes.

Em seguida, analisa­se o Método Streamline­Upwind Petrov­Galerkin, que

consiste em introduzir um termo de perturbação adicional na direção do vetor

velocidade às funções peso, visando eliminar as instabilidades que surgem no Método

Ab
AVAVAY

3 4 5 6 7 unesp ”“. 12 13 14 15 16 17 18



de Galerkin, e resultando em um método com boa estabilidade mas com um alto custo

de implementação computacional.

Finalmente estuda­se o Método dos Mínimos Quadrados, que apresenta simetria

na formulação, soluções suaves e um aumento no custo computacional.

Um estudo da formulação e dos fundamentos teóricos dos três métodos é

apresentado, objetivando explicitar suas diferenças, suas vantagens e desvantagens,

convergência dos métodos, principalmente quando aplicados a problemas convectivo
dominantes.
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Capítulo 2

Revisão Bibliográfica

Há algumas décadas vários autores vêm utilizando Métodos dos Elementos Finitos

para solucionar problemas de transferência de calor e de mecânica dos fluidos.

Em muitos trabalhos o Método de Galerkin foi aplicado e se obteve excelentes

resultados quando se tratava de problemas difusivo dominantes. Em Feng (2001), o Método
dos Elementos Finitos de Galerkin foi utilizado para resolver computacionalmente vários

problemas eletrohidrodinâmicos não­lineares em que o coeficiente que acompanha o termo da

derivada de segunda ordem é maior que o coeficiente que acompanha o termo de primeira
ordem.

Howle (1996) faz um estudo da eficiência computacional de dois métodos numéricos

baseados na técnica Galerkin/Diferenças Finitas: Galerkin Reduzido e Pseudo­Espectral na

solução do problema de convecção no regime permanente de Rayleigh­Bénard. O autor, após

apresentar a formulação de ambos os métodos, mostra um teste numérico que demonstra

graficamente que o método Pseudo­Espectral utiliza um número maior de iterações que o de

Galerkin Reduzido para a convergência da solução.

Como uma grande parcela dos problemas físicos são convectivo dominantes, foi

necessário a utilização de novos métodos para a solução desses problemas. Fernandes e

Pulino (1999) analisaram e solucionaram o problema de difusão­convecção que modela a

evolução espaço­tempo de manchas de óleo no mar sob a influência de ventos, correntes

marítimas e marés. Uma vez que esse problema apresenta, na maioria dos casos, um

coeficiente de convecção superior ao coeficiente de difusão, o Método de Galerkin apresenta

um mau comportamento na sua solução, o que levou os autores a utilizarem outras

ferramentas para a solução do problema. Fernandes e Pulino (1999) utilizaram os Métodos
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que não apresenta bons resultados quando o problema é avaliado por malhas de elementos
finitos não­estruturados. Entretanto, quando são utilizados métodos baseados nas Séries de
Taylor no tempo, Método Taylor­Galerkin, são apresentadas boas vantagens, entre elas uma

simples implementação e precisão de terceira­ordem em problemas não­lineares. Para

finalizar, o Método dos Mínimos Quadrados utilizado apresenta a simplicidade do método

Taylor­Galerkin e a estabilidade incondicional dos Métodos das Características, no entanto,

sua precisão é comprometida para números de Courant maiores que a unidade.

No decorrer das décadas de aplicação do método de elementos finitos de mínimos

quadrados foi constatado uma grave deficiência: baixa convergência para malhas menos

refinadas. Em razão desse fato, vários autores começaram a testar diferentes versões do

Método dos Mínimos Quadrados. Winterscheidt e Surana (1993) apresentaram uma versão­p

da formulação dos elementos finitos dos mínimos quadrados da equação de convecção­

difusão. A equação diferencial de segunda ordem que governa o problema convectivo­

difusivo é reduzida a um sistema de equações diferenciais de primeira ordem, para o qual a

formulação dos mínimos quadrados é construída usando a mesma ordem de aproximação para

cada variável dependente. Nesse trabalho, os autores utilizam­se da Regra da Quadratura de

Gauss para calcular os valores numéricos dos elementos de matrizes e vetores. Uma das

vantagens apresentadas, é o uso de uma regra de integração acurada, Quadratura de Gauss,

levando a erros funcionais muito menores quando comparados com regras de integração
reduzidas.

Bramble et al. (1998), introduzem e analisam dois Métodos dos Mínimos Quadrados

para equações diferenciais elípticas de segunda­ordem com condições de contorno mistas. À

principal diferença entre os dois métodos é a utilização ou não de uma variável adicional ao

fluxo de calor. Os autores analisam a convergência de duas soluções, uma suave e outra

singular, apresentando tabelas e fazendo uma comparação entre o tamanho do lado, cada lado

analisado separadamente, o erro discreto L, e a norma do erro máximo. Esse exemplo é

solucionado sem nenhuma variável adicional. Muitos outros trabalhos podem ser encontrados
na literatura envolvendo o Método dos Mínimos Quadrados, entre eles o de Cai et al. (1994)

no qual trabalham basicamente com sistemas de primeira ordem, Codina (2000) que analisou
o Método dos Elementos Finitos estabilizado baseado na escala sub­malha e em aproximações
algébricas para as sub­escalas para a solução de equações de difusão­convecção­reação e

Shen et al. (2001) que tratam de problemas hidrodinâmicos de dispositivos semicondutores.

Alguns autores se dedicaram a apresentar trabalhos visando comparar vários métodos

aplicados a um mesmo problema. Camprub et al. (2000) apresentam um estudo de três
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Streamline Diffusion e Galerkin com funções bolha e obtiveram bons resultados em suas

simulações numéricas. Fernandes e Pulino (1999) propuseram aplicar os métodos citados
anteriormente às equações de Navier­Stokes.

Em razão de soluções oscilatórias provindas da aplicação do Método de Galerkin em
problemas convectivo dominantes, muitos autores iniciaram o uso de outras técnicas, tais

como upwind e minimos quadrados. Considerável sucesso foi alcançado em Almeida e Silva

(1997) mediante do uso do Método Petrov­Galerkin, principalmente em razão da

possibilidade do uso de funções ponderadas descontínuas como primeiramente propostas por
Brooks e Hughes (1982). Esse método, Streamline Upwind Petrov­Galerkin (SUPG), que
consiste em adicionar um termo à função peso na direção do escoamento visando estabilidade

numérica, fornece resultados que alcançaram uma taxa de convergência quase ótima.
Apesar do sucesso alcançado na utilização de métodos de upwind na solução de

problemas convectivo dominantes, alguns autores buscaram métodos mais robustos e

computacionalmente mais baratos, evitando a dificuldade da implementação da técnica
upwind. Várias vertentes do Método dos Mínimos Quadrados foram utilizadas com o objetivo
de encontrar uma técnica mais acurada e com baixo custo computacional. Nguyen e Reynen
(1984) apresentam um esquema de elementos finitos dos mínimos quadrados para problemas
advectivo­difusivos transientes para altos números de Peclet. Esse esquema visa eliminar
soluções espúrias. Os autores apresentam alguns exemplos, dentre eles um problema
convectivo­difusivo unidimensional transiente, no qual a solução analítica é comparada com a
solução pelo Método dos Mínimos Quadrados e com o Método de Galerkin, usando funções
de interpolação lineares, quadráticas e cúbicas. Esse exemplo demonstra que o Método dos
Mínimos Quadrados é o que mais se aproxima da solução exata do problema. Um exemplo
bidimensional também é apresentando, mostrando­se mais uma vez a eficiência do Método

dos Mínimos Quadrados.

Donea e Quartapelle (1992) apresentam um Método dos Elementos Finitos para
resolver problemas transientes governados por equações lineares ou não­lineares com termos
advectivo dominantes. Em razão das inúmeras dificuldades numéricas na simulação de
problemas permanentes e transientes com termo advectivo dominante apresentadas na
aplicação do método clássico de Galerkin, Donea e Quartapelle (1992) utilizam­se de alguns
métodos para a solução de tais problemas. O primeiro deles é o Método de Galerkin
Generalizado, que fornece excelentes resultados em razão de uma correta relação entre as
variações espaciais e temporais expressadas por meio da teoria das características. Os autores

também citam métodos de discretização no tempo, dentre eles, o Método Explícito de Euler
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formulações numéricas de elementos finitos: Galerkin, Mínimos Quadrados e Galerkin/

Mínimos Quadrados, aplicados a problemas convectivo­difusivos. Os autores detalham

exemplos que implicam nas seguintes conclusões: enquanto o Método de Galerkin leva a

soluções oscilalórias, os Métodos dos Mínimos Quadrados e o Galerkin/ Mínimos Quadrados

atingem a estabilidade. Porém, o LSFEM possui duas notáveis desvantagens: um alto custo

computacional e soluções divergentes para malhas menos refinadas. O Método Galerkin/

Mínimos Quadrados leva a soluções estáveis sem notável aumento no custo computacional e

menor divergência da solução numérica. Finalmente, os autores concluem que o Método dos

Mínimos Quadrados possui maiores custos computacionais do que os Métodos de Galerkin e

de Galerkin/ Mínimos Quadrados.

Codina (1998) compara vários métodos de elementos finitos para a solução da equação

de difusão­convecção­reação. Entre eles, o autor mostra que o Método Clássico de Streamline

Upwind Petrov­Galerkin (SUPG) é similar à versão explícita do Método de Galerkin

Característico (CG) e que o Método Taylor­Galerkin (TG) tem um efeito de estabilização

similar ao modelo de Escala Sub­Malha (SGS) e por fim, o autor desenvolve o Método

Galerkin/Mínimos Quadrados. Após descrever os conceitos básicos e as formulações dos

métodos citados anteriormente e realizar alguns testes numéricos, o autor faz uma comparação

entre os métodos e cita conclusões importantes, como no Método Petrov­Galerkin que, pode

gerar uma modificação na matriz massa associada com o Método de Galerkin original,

tornando­a não­simétrica caso a discretização no tempo seja aplicada no resíduo R. O mesmo
ocorre com o Método Galerkin/Mínimos Quadrados.

Sabendo­se que as equações de Navier­Stokes, quando adequadamente manipuladas,

podem ser reduzidas a equações governantes de problemas convectivo­difusivos, é importante
citar a grande aplicação do Método dos Elementos Finitos na solução de tais equações.

Bochev e Gunzburger (1994), utilizam o Método dos Mínimos Quadrados para a solução

aproximada da equação de Navier­Stokes que resulta em um sistema pressão­velocidade­
vorticidade de primeira ordem. Entre as mais atrativas características do método aplicado está

a escolha dos espaços de aproximação que não são sujeitos à condição de LBB,

Ladyzhenskaya­Babuska­Brezzi (Babuska, 1971; Brezzi 1974), e um único espaço de funções
polinomiais contínuas pode ser usado para aproximar todas as variáveis, resultando em um
sistema simétrico e positivo­definido de equações algébricas. Bochev e Gunzburger (1994)

comparam dois Métodos dos Elementos Finitos dos Mínimos Quadrados. O primeiro é

baseado na minimização de um funcional quadrático que é definido em termos da norma

indicada pela Teoria ADN, já o segundo é definido em termos da norma L,. Alguns
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exemplos numéricos são citados nesse trabalho, tendo como análise principal os erros a partir
das normas L, e H'.

Tang e Tsang (1993) resolvem as equações de Navier­Stokes transientes e a equação
de balanço de energia, para um fluido incompressível com propriedades constantes, numa
aproximação de Boussinesq pelo Método dos Elementos Finitos dos Mínimos Quadrados
baseados na formulação velocidade­pressão­vorticidade­temperatura­fluxo de calor e
discretizada no tempo pelo Método das Diferenças Finitas (Backward). O esquema de
discretização leva à minimização do resíduo na norma L para cada passo no tempo.
Utilizando elementos quadrilaterais bilineares isoparamétricos e uma integração reduzida, os
autores demonstram que o Método dos Mínimos Quadrados apresenta bons resultados na
aplicação a escoamentos incompressíveis transientes com convecção térmica. Outros
trabalhos nesta vertente foram apresentados, entre eles Jiang (1992), Harbord e Gellert (1991),
e Ruas (1997) que avaliou problemas de Navier­Stokes tridimensionais, utilizando o Método
Galerkin/ Mínimos Quadrados e Burrel et al. (1995), que utilizaram o Método dos Elementos
Finitos dos Mínimos Quadrados para a solução do transporte advectivo da poluição do ar e
obtiveram resultados promissores.

Após análise de todos os trabalhos anteriormente citados, chega­se à conclusão que o
Método dos Elementos Finitos é uma poderosa ferramenta numérica para a solução de

problemas da Mecânica dos Fluidos e da Transferência de Calor. Neste trabalho são

comparadas três variantes do Método dos Elementos Finitos para a solução de fenômenos

convectivo­difusivos em regimes permanente e transiente em domínios uni e bidimensional.

Várias aplicações numéricas são apresentadas e em boa parte delas, analisa­se o erro da

solução numérica da função ue de suas derivadas. No caso unidimensional será avaliado a

derivada de u na direção x e já no caso bidimensional, são avaliadas as derivadas nas

direções x e y. Também será utilizado diferentes tipos de elementos, e variando­se todos os

parâmetros físicos, contribuindo assim para enriquecer a literatura sobre o assunto.
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Capítulo 3

Conceitos Fundamentais

Neste capítulo apresentam­se alguns conceitos fundamentais que são necessários

para o desenvolvimento do trabalho.

3.1 Funcionais — Primeira variação

Seja a função u e C”, define­se o funcional / como sendo uma função de um
conjunto de funções e suas derivadas,

I=l1 1,
:

Ox Oy

A primeira variação de 7 , ó! , é definida como,

ól = 5, taça)dx
Ox

na qual óu e ó(Ou/0Ôx) são respectivamente, variações arbitrárias de u e Ou/Ox.

O operador variação ó tem as seguintes propriedades:
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(3.1.3a)

(3.1.3b)

(([120)­ (ao,
S(u+v)=óu+óõ, (3.1.3d)

O (uv) = uóv+ vóu = ó(vu), G.1.3e)

ó(cu) = cóu (c constante), (3.1.3D

sr = E &, + 5, na qual F = F(x,,x,) (3.1.3g)
Ox Ox,

3.2 Produto Interno, Norma e Espaço de Funções

Definição 1. Diz­se que o espaço vetorial O é completo quando toda sequência

de Cauchy em OQ: é convergente.

Por exemplo, a reta é um espaço métrico completo.

Definição 2. Um espaço vetorial normado completo OQ é denominado de espaço
de Banach.

R" é um espaço de Banach.

Definição 3. Um espaço de Hilbert é um espaço vetorial O, munido de um

produto interno e completo em relação à norma definida por esse produto interno.

Neste trabalho, necessita­se definir um espaço de funções quadráticas
integráveis em OQ; Hº(O):
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H(0) = L,(90) = fu: u é definido mare [1ºdo <col,
2

Sendo a norma de u relacionada a esse espaço, denotada por,

HI, =(freo)
Expandindo­se para a norma L,,no qual 1€ p < co, tem­se que,

1plia =) fire
Q

Assumindo­se que u,v € Hº (OQ), então seu produto interno é definido como

(u,v) = Íuvdo. (3.2.4)

Também será de grande importância o espaço H '(N) consistindo de funções

com derivadas de primeira ordem quadráticas integráveis,

HI(D)=fueH'(Q):u=0emT).

Esse espaço tem a norma associada,

N ê 2 1/2E lu+E )
i=l o

Para o espaço de funções H'(OQ) pode também ser introduzido a semi­norma
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Para a função vetorial u com m componentes, tem­se o espaço de produtos

L, (9) =[L,(O)]” = ((U,u3z2.uu,) iu, E L(O)); (3.2.8)

H'(O) =[H'(O)]" = ((uuu,) iu; EH'(O), (3.2.9b)

e as correspondentes normas,

ll; = Dk ; (3.2.10a)
jl

luli = Dkek : (3.2.10b)
j=z 1

Por fim, define­se a norma relativa z entre dois vetores u e v,

E geB= 2109e

3.3 Funções de Interpolação

Neste trabalho é necessário aproximar a solução exata u(x) da seguinte maneira,

supondo­se o caso unidimensional:

u(x) = u(x) = N, (x)Uu, + Ny (X)Uu, +++ N, (x)u,

u(x) = DN, Cou, ,
il

com as seguintes observações:

e Os parâmetros u, são os valores nodais;
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e A equação3.3.1 define uma aproximação nodal;

e Asfunções N.(x), i=1,2,...,n, são chamadas de funções de interpolação.
A aproximação dada pela equação 3.3.1 será válida se satisfizer as seguintes

relações:

a) u(x,) =u(x))=u

u(x,) =u(x,)=u,

ul(x,) =u(x,)=u,.

b) Como u(x,)=u,,a função N, satisfaz

O se izxjNi) |1 sei=j

c) O erro de aproximação

e(x) = u(x) —u(x)

é nulo para todo ponto nodal x,,

e(x,)=0.

O mesmo raciocínio deve ser seguido para u(x,y).

Antes de detalhar todos os tipos de elementos que são utilizados neste trabalho,

apresenta­se o conceito de elemento de referência.

3.4 Elemento de Referência

Por simplicidade e facilidade, são utilizados elementos de referência para

mapear todos os tipos de elementos usados neste trabalho. E em conseqiência todos os

elementos serão mapeados para seus respectivos elementos de referência.
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Seja um elemento V" definido em um espaço adimensional abstrato com uma

forma geométrica adequada e conveniente (Dhatt e Touzot, 1984). A geometria do

elemento de referência mapeará a geometria do elemento real usando expressões de

transformação geométrica.

Por exemplo, seja a região triangular mostrada na Figura 3.1.

AM “E lo
E=(E A 2X; x= x >»)

3X,
EHemento de Referência Elemento Real

Figura 3.1 — Elemento de Referência (à esquerda) e Elemento Real (à direita).

Nesse caso, a transformação 7º define as coordenadas de cada ponto do

elemento real em termos das coordenadas abstratas É do correspondente ponto do

elemento de referência, conforme regra abaixo,

ré sXt =x(E) 3.4.1)

ou seja, 7º fornece a forma e a localização do elemento real. Assim, há uma diferente

transformação 7º para cada elemento real, e a equação (3.4.1) é melhor expressa como
segue,

Té DX =x(Ex,x,x60) (3.4.2)

Para concluir, as transformações 7º são escolhidas satisfazendo as seguintes
propriedades:

e para cada ponto do elemento de referência V", há um e somente um ponto

de um dado elemento real Vº;
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* os nós geométricos do elemento de referência correspondem aos nós

geométricos do elemento real;

e cada parcela do contorno do elemento de referência, definido pelos nós

geométricos do contorno, corresponde à porção do contorno do elemento real definido

pelo nó correspondente.

3.5 Tipos de Elementos

Neste item são detalhados todos os tipos de elementos que são utilizados neste

trabalho e seus respectivos elementos de referência e funções de interpolação.

3.5.1 Elementos Unidimensionais

Elemento Linear (dois nós, Cº)

ur, 4
2:
ê

1 8 na

14ES1
Elemento de Referência 1” Hlemento Real VP” =

Figura 3.2 — Elemento Linear com dois nós.

Para este elemento são utilizadas as funções de interpolação nodal e suas
respectivas derivadas apresentadas na Tabela 3.1.

Tabela 3.1 — Funções de Interpolação — Elemento Linear com dois nós.

Nós in) fONTOE)
1 1­8)/2 ­1/2

2 (1+8)/2 1/2
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Elemento Quadrático com nós eqiiidistantes (três nós, C”

Ho uz
2

De * ent

fa 11 tz Az x

2

14ES1 nm xx
Hlemento de Referência VD Elemento Real V

Figura 3.3 — Elemento Quadrático com três nós

Para este elemento quadrático de três nós são utilizadas as funções de

interpolação nodal e suas respectivas derivadas apresentadas na Tabela 3.2.

Tabela 3.2 ­ Funções de Interpolação — Elemento Quadrático.

Nós IN) fONTÕE)
1 ­EL­E)/2 (1+268)/2

1­ E? — 22

EA+E)/2 (1+28)/2

Elemento Cúbico com nós eqiiidistantes (quatro nós, Cº)

HH) Ha uz
1 2 3

q 22X+H 2 AFIR
mengo BO

­14<E<1 nm íxix,
Hemento de Referência É” Hlemento Real V*

Figura 3.4 — Elemento Cúbico com quatro nós.

Para o elemento cúbico são utilizadas as funções de interpolação e suas

derivadas apresentadas na Tabela 3.3.
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Tabela 3.3 ­ Funções de Interpolação — Elemento Cúbico.

Nós in) foNTOS)

1 ­(1­6)A­982)/16 | (I+18E—­278?)/16
91 ­E)1­368)/16 | (27 ­18É+8168º)/16

NL=ENA+3E)/16 | (27­18E­81É82)/16
(+ E)1=9E82)/16 | (1H+18EÉ+27Éº)/16

3.5.2 Elementos Bidimensionais

Elemento Triangular Linear (três nós, Cº )

1 2

E 2

E (EM xx >)
Elemento de Referência Elemento Keal

Figura 3.5 — Elemento triangular com três nós.

Para o triângulo de três nós são utilizadas as funções de interpolação e suas

respectivas derivadas apresentadas na Tabela 3.4.

Tabela 3.4 ­ Funções de Interpolação — Elemento triangular com três nós.

Nós IN) fon/dEr | fon/ônm)
1 1­é­n 5, 1

E 1 0

17

EV
AVAVAY

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp ”*. 12 13 14 15 16 17 18



Elemento Triangular Quadrático (seis nós, Cº)

Xx= ix »)
Elemento de Referência Elemento Real

Figura 3.6 — Elemento triangular com seis nós.

Para o elemento triangular de seis nós são utilizadas as funções de interpolação e

Suas respectivas derivadas apresentadas na Tabela 3.5.

Tabela 3.5 ­ Funções de Interpolação — Elemento triangular com seis nós.

Nós iN) fONIÕE) foN/TOE)
1 —A(1­24) 1­44 1­44

484 44­65) — 43

— E(1­ 26) —1+4E )

aén ano 45

—n(1— 27) 0

474 —­4n

Na Tabela 3.5 a variável 4 é dado por: A=1­é­—mn.
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Elemento Quadrilateral Bilinear (quatro nós, C”

1

es

E­(E m) xe(x »)
Elemento de Referência Hemento Real

Figura 3.7 — Elemento quadrilateral com quatro nós.

As funções de interpolação que são utilizadas para o elemento quadrilateral de 4
nós e suas respectivas derivadas estão apresentadas na Tabela 3.6.

Tabela 3.6 ­ Funções de Interpolação — Elemento quadrilateral com quatro nós.

Nós (N) foNTÕE) foNTôM)

1 (1­EX1­n)/4 ­l+n7 +83

(1+é)1­n)/4 1­n —1­é

(I+EX1+n)/4 1+é

(1­E)1+n)/4 1­é
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Elemento Quadrilateral Quadrático Incompleto (oito nós, Cc)

25|­

E=­(E 7)
Elemento de Referência

xe(x y)
Elemento Real

Figura 3.8 — Elemento quadrilateral com oito nós

As funções N(E,n) e suas derivadas estão apresentadas Tabela 3.7.

Tabela 3.7 ­ Funções de Interpolação — Elemento quadrilateral com oito nós.

Nós W) foNTOE) foNTOM)

1 |((cIA­MAr+é+mM)
4

(11­25 +n)
4

A—­S5)(S +27)
4

(EIA) ­(I­n)É (1­8)

(1+EX1­
2

n­1+émn)
4

(1I­n)26­n)
4 4

2

(1+ EXE 27)

A+E)A=7")
2

An”)
2

­(1I+5)0

A+5IA+INA­SM) (1+17)(25 +17)
4 4

(1+5)S+2m)

A­ENA+M)
2

­(1+ms

I­5I+MA+E­m) (1+n)26 —n)
4 4

­ (1­5) ­2m)
4

A­5A­nº)
2

Ano)
2

­(1­5mn

4 5 6
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Capítulo 4

Método dos Resíduos Ponderados

4.1 Introdução

Neste trabalho, o objetivo é utilizar o Método dos Resíduos Ponderados para obter
uma solução aproximada para a equação diferencial da forma,

Ox
m

ou Jos Ou leg s+cXso em O
sujeito às condições de contorno,

Ou n |+mos em TI (4.1.1b)
n

no qual », são as componentes normais ao contorno com m,n=1,w, w=l quando o

problema for unidimensional, w=2 quando o problema for bidimensional, OQ — Re, em
” e. . . —]razão das condições de contorno serem adotadas invariantes no tempo, tem­se T CR".

Introduz­se, para cada elemento, o seguinte conjunto de funções na forma,
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na qual u, são funções do tempo constantes e N, são as funções de interpolação descritas no

item (3.3). Tendo em vista que equação (4.2) é uma solução aproximada, nota­se que,

substituindo­se a equação (4.2) na equação (4.1), isto não satisfaz exatamente a equação
diferencial governante. Assim define­se um resíduo R como

> ou ou ­ ou
R= k + A + Bu+ f + C—2 Ox,| Ox "dx ut ot

mm=l

Introduz­se um conjunto de funções peso v, Gi =1,2,..., Nnós) e define­se um produto
interno (R, v; ). Em seguida determina­se que este produto interno seja igual a zero,

(R,v,)=[Rvda=0 (4.1.4)

o que num sentido ponderado é equivalente a forçar o erro de aproximação da equação

diferencial a ser igual a zero na média.

Há vários caminhos para se escolher as funções peso v,. Neste trabalho, são utilizadas

as seguintes formulações:

(1)  Métodode Galerkin;

(2) Método Petrov­Galerkin;

3) Método dos Mínimos Quadrados;

Estes três métodos estão descritos a seguir.

4.2 Método de Galerkin

Para a introdução desta aproximação, é necessário definir a formulação variacional do

problema (4.1), como segue: deve­se encontrar nº e V“, com V“ e H'(0) tal que,

*9** nosfran =, Vvr EV, i=L2,...,N
”
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visto que

no qual N,,, é o número de nós em cada elemento.nós

A equação (4.2.1) será adotado vº = N ou seja, a função peso é dadaHW
1, P=1,2,0 Nó)

como igual à função de interpolação. A formulação pelo Método de Galerkin será simétrica e

positiva­definida para problemas puramente difusivos ou quando o operador diferencial for
auto­adjunto.

4.3 Método Petrov­Galerkin

No Método de Galerkin, as funções peso são contínuas no interior do elemento. Na

formulação pelo Método Petrov­Galerkin, porém, são admitidas funções peso da forma

M,=N,+O0M, (4.3.1)

no qual N, são as mesmas funções utilizadas na equação (4.2.2) e M, é tal que

[E doa =2= (4.3.2)
“” 2

no qual h é o tamanho do elemento, comprimento para o elemento unidimensional e maior

aresta do elemento no caso bidimensional, e o sinal de +/1/2 depende do sinal de À4,.

Várias formas para M, são possíveis. Nesse trabalho utiliza­se a seguinte função

descontínua,

(sinal de 4,) (4.3.3)

No caso em que 96 =0 o Método Petrov­Galerkin reduz­se ao Método de Galerkin.

Para O = O, pode­se escolher um valor ótimo, dado por,
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1 A/h|9|=09,,, = coth|Pe| Pd” Pe= E (4.3.4a­b)

1/2
wno qual =| Ê , w=l para o caso unidimensional e w=2 para o caso

i=)

bidimensional.

Seguindo­se as observações anteriores, deve­se encontrar um uº e V“ tal que

nosÍRM'dai=0,  WVMºeEVS,i=L2.,N
R

Sendo

4.4 Método dos Mínimos Quadrados

A terceira alternativa utilizada neste trabalho para obter a solução aproximada do

problema (4.1) é o Método dos Mínimos Quadrados, cuja idéia básica é determinar uº e Vº

para a minimização da integral do quadrado do resíduo definido pela (4.1.3).

Para tal, define­se um funcional quadrático

ox, ki=| i
16) =|Rf =[,E 2(E)­a E eos +cE de

para todo u eV =(u e H'(0,L)), no qual H' é o espaço de Hilbert de ordem 1 e ir =1,w.
A condição necessária para que ue seja um minimizador do funcional / na

equação (4.4.1) é que na primeira variação u resulte,

óI(u) = 2[ (SR)RdNQ =0 ou [ (SR)RdA =0o OM
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Neste método, utiliza­se um artifício para baixar a ordem do da equação diferencial
problema e consequentemente das funções peso e de interpolação envolvidas, da seguinte
maneira,

Observa­se que aplicando a equação (4.4.3) na equação (4.1.1), tem­se que,

7 ­ ­EraPBH SrCÊ=0,comi=lw,
Ox; Ox, Ot

1

resultando em um problema representado por um sistema de equações diferenciais parciais de

primeira ordem a l1+w incógnitas, u e q,, i=lw, w=1, quando o problema for

unidimensional e w= 2, quando o problema for bidimensional.

Fazendo­se uma analogia as formulações (4.2.1) e (4.3.6), Métodos de Galerkin e

Petrov­Galerkin respectivamente, a equação (4.4.2) pode ser reescrita da seguinte maneira

Í RvºQN=0 (4.4.5)
R

no qual v; = óR. O sistema de equações algébricas gerado pela formulação do Método dos

Mínimos Quadrados é simétrico e positivo­definido, de acordo com Jiang (1998).
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Capítulo 5

Integração Numérica e Discretização Temporal

5.1 Introdução — Quadratura de Gauss­Legendre

A avaliação das integrais da forma

b bedÍF(x)dx — ou S[ [FG Aka, (5.1.1)

de modo geral é difícil em razão da forma complexa do integrando F. A integração

numérica ou quadratura numérica é também requerida no caso em que o integrando é

avaliado inexato, como no elemento de Timoshenko, e no caso em que o integrando depende

somente da quantidade de pontos discretos que é conhecida (em problemas não­lineares).

Neste trabalho utiliza­se uma das fórmulas de quadraturas numéricas mais

comumentes usadas, a quadratura de Gauss­Legendre. A fórmula requer que a integral

designada seja avaliada sobre um intervalo limitado e fechado [­1,1] para o caso
unidimensional e no intervalo 1, 1)x[­1,1] para o caso bidimensional. Isso requer uma
transformação do problema de coordenadas x para as coordenadas locais é e também das

coordenadas y para as coordenadas locais 7, para o caso bidimensional.

Os elementos de referência e suas respectivas funções de interpolação estão detalhados
no Item 3.5.

A metodologia de Integração Numérica para os casos uni e bidimensional e a

Discretização Temporal, são apresentadas a seguir.
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5.2 Integração Numérica — Caso Unidimensional

5.2.1 Aproximação da Geometria

Nos capítulos 6 e 8, será mostrado que as formulações pelos Métodos de Galerkin,

Petrov­Galerkin e dos Mínimos Quadrados geram um sistema de equações algébricas e que
em cada coeficiente das matrizes estarão envolvidas integrais nas quais alguns termos são

derivadas das funções de interpolação com relação às coordenadas globais de x. Uma
transformação na forma,

é requerida a fim de reescrever as integrais em termos de £ (1 <ES< 1). A função / é
assumida sendo uma transformação bijetora.

Aqui, aproxima­se a geometria da mesma maneira que são aproximadas as variáveis

dependentes. Esta aproximação pode ser escrita da seguinte forma,

Nnós

x=SX xiNi(E) (5.2.1.2)
i

i=!

na qual x; é a coordenada global do i­ ésimo nó do elemento 0º e N; são as funções

interpolantes de Lagrange de grau (Nnós —1) , no qual Nnós é igual à quantidade de nós em
cada elemento. A equação (5.2.1.2) mapeia a forma geométrica do espaço x no espaço é,

isto é, para qualquer dado É, a equação (5.2.1.2) leva ao correspondente x. A transformação

dada por essa equação é essencial na avaliação das integrais pela Quadratura Gauss­Legendre.

Deve estar bem claro que esta transformação não é usada para escolher a real

geometria do elemento e sim, é usada para escrever as expressões integrais envolvendo x em

termos das expressões envolvendo É, ou seja,

fFa =fF(E)dE | (5.2.1.3)
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de modo que a Quadratura Gauss­Legendre pode ser usada para avaliar a integral no intervalo
[11].

O elemento diferencial dx no sistema de coordenadas globais x, é relacionado com o
elemento diferencial dé no sistema de coordenadas naturais É, por,

2
: 5.2.1.4dx Ejedet(J)dé, ( )

no qual (J) é o chamado Jacobiano da transformação e

F(E) = F(x(6)) det(J) (5.2.1.5)

Sendo det(J) =dx/dó e utilizando a equação (5.2.1.2), tem­se que,

d Nnoósdet(J)=<= = ADIA = xe E (5.2.1.6)
= 4d

1

" Nnós dNºdê dé

Define­se ainda a transformação da derivada da função de interpolação em relação à
coordenada global para a coordenada local, da seguinte forma

1

dr dé de det) dE”
dN; adNidi 1 dN (521.7)

5.2.2 Quadratura de Gauss­Legendre '

Neste procedimento determina­se previamente os pontos base, chamados pontos de
Gauss, de tal forma que a integração pode ser realizada como segue,

F(x)dx = E)dE= D F(E)w, (5.2.2.1)[Fan =f PENAS = DF

na qual w, são os fatores peso, é, são os pontos base e F' é o integrando transformado.
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Os fatores peso e os pontos de Gauss para a quadratura de Gauss­Legendre (5.2.2.1)

são listadas, para r =1,2,3, na Tabela (5.1).

Tabela 5.1 — Pontos e Pesos de Gauss.
Pontos É, Pesos w,

0.0000000000 2.0000000000

+ 0.5773502692 1.0000000000

0.0000000000 0.8888888889

F+0.7745966692 0.5555555555

Sendo (5.2.2.1) uma expressão polinomial, nota­se que para n pontos amostrais tem­

se 2n incógnitas, w, eg,, e portanto um polinômio de grau (2n —1) que pode ser construídonº

e integrado exatamente. Assim, o erro é da ordem de O(h”").

Nas formulações por elementos finitos, encontram­se integrais nas quais os

integrandos F são funções de x, w.(x) e das derivadas de w,(x) com relação a x. Para a

quadratura de Gauss­Legendre, deve­se transformar F(x)dx em F(E)dé para utilizar a
equação (5.2.2.1). Por exemplo, considere a integral

: xp dy” dwy*Kº =| y ) d 5.2.2.2
é) OTTO 6.2.2.2)

Usando a regra da cadeia da diferenciação, tem­se que,

dyi(x) dw;(5)dé 1 dy;(5) (5.2.2.3)
dx dé de de) dé

o

Portanto, a integral (5.2.2.2) pode ser escrita, com a ajuda de (5.2.2.3) como,

1 dyi 1 dv;det(J) dá det(J) dé (D) ds = DF; (é, )w, (5.2.2.4)
n=1

Ki =[ a(x(5)
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­ e d e Nnós " e| dv 9% qa()= Sox dv
det(J) dé dé dé

F; =a(S) (5.2.2.5a­b)

no qual r é o número de pontos de Gauss e Nnós é o número de nós no elemento.

Apenas para exemplificar, definem­se algumas integrais e seus respectivos números de

pontos e pesos de Gauss como apresentado na Tabela 5.2.

e sd e dy" : e Bop e o,Ki = a Te dx, M; = vivia, F, =f. víidx, (5.2.2.6a­c)

Tabela 5.2 — Número de pontos de Gauss necessários.

Número de pontos de Gauss necessários

Tipo de

Elemento

Linear H" 2 1

Quadrático 2 3 2

Cúbico 3 3

Neste trabalho adota­se o raciocínio análogo ao utilizado na Tabela 5.2.

5.3 Integração Numérica — Caso Bidimensional

5.3.1 Transformação das Coordenadas

Assim como no caso unidimensional, os elementos das matrizes resultantes da

discretização espacial do caso bidimensional envolvem as derivadas das funções de
interpolação, agora em relação às coordenadas globais x e y. As transformações necessárias

são da forma,

x=f(E) y=sLO) (5.3.1.1a­b)
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para que seja possível reescrever as integrais em termos de é en (1<£,n <1). As funções

fe ff, são consideradas transformações bijetoras.

As aproximações da geometria serão feitas da seguinte forma,

Nnos Nnos

x=X xvilénm) e =2vi(En) (5.3.1.2a­b)
i=| i=!

na qual x” e y7 são as coordenadas globais no i­ésimo nó do elemento OQº e y; (5,17) são as

funções de interpolação de Lagrange. Neste trabalho são adotadas funções lineares e

quadráticas.

Neste trabalho, como já citado nos Itens 3.5.2 e 3.5.3, serão adotados para o caso

bidimensional, elementos triangulares e quadrilaterais para a discretização espacial. Em

ambos os casos, devido às transformações das coordenadas globais, x e y, para as

coordenadas locais, é e n,é necessário definir as transformações das derivadas das funções

de interpolação. Pela regra da cadeia da diferenciação parcial, tem­se que,

yuON; ONfOX ONT
OE ôdxoOE à oE'

(5.3.1.3a)

Ow; Ou;& Ow; (5.3.1.3b)
on ôx On Oy Om

ou, em notação matricial,

ONf| [à ô | [on
Os | 2| 0% Ox (53.14)ON* dx ONT
On Om O

na qual relaciona­se as derivadas de Nº com as coordenadas globais e locais.

A matriz em (5.3.1.4) é chamada de matriz Jacobiana da transformação (5.3.1.2a­b)
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Ox

oE
S

(5.3.1.5)

om

No entanto, o sistema da Equação (5.3.1.4) deve ser invertido, da seguinte maneira,

ON ON;
Ox | 764) 05 3.1.6oNº =(J) oNº (5.3.1.6)

Oy on

Isso requer que a matriz Jacobiana seja não singular.
Então, é possível escrever a relação (5.3.1.6) da seguinte forma,

ON; ONfOE ONf omyu (5.3.1.7a).
Ox OÉ Ox Om Ox

ON; ONfOSE ONÍ Om (5.3.1.7b)
dy oo ôno

nas quais,

Nnós ON e Nnós ONºBINHO, PSB (5.3.1.8a­b)
os E  % o& Sã o

Nnós ON: õy " Nnós e ONj T= 2)on & ' on
5.3.1.8c­d

dn
( )

,

ja

Para que seja possível o cálculo das derivadas das funções de interpolação, uma
condição necessária e suficiente para que a inversa da matriz Jacobiana exista, é que o
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determinante de (J), chamado de Jacobiano, seja não nulo em todos os pontos (5,1) em

O”, ou seja

(5.3.1.9)

As equações (5.3.1.7a­b) expressam as derivadas das funções de interpolação em

relação a x e y, nas quais estão envolvidos os termos 06 /6Ôx, 06/0y, On/Ox e On/Oy que

podem apresentar divisões por zero, por exemplo da seguinte maneira,

os. : Ox oE 1=— , Se — = O, tem­seque—=­—,Ox O& oê ôx O

os

Para evitar esse fato, neste trabalho será adotado a transformação dada por,

dx det) onde dE Om
ON; |&& A (5.3.1.10a)

22. E ES (5.3.1.10b)= ­ +
dy de()|)| dn oE dE Om

Como já mencionado neste trabalho, os domínios bidimensionais são discretizados

com elementos triangulares ou quadrilaterais. Por isso, no próximo Item apresenta­se as

integrações para os casos de elementos triangulares ou quadrilaterais.

5.3.2 Integração sobre o Elemento Quadrilateral

A fórmula da quadratura para integrais definidas sobre um elemento quadrilateral O,
pode ser derivada pela fórmula da quadratura unidimensional apresentada no item 5.2.2.

Assim, tem­se que,
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[, FE masan= [| f"Femanlas = [“>F(é,n,)w, hs .
«SS FEM), (5.3.2.1)

d=l Jal

no qual M e N denotam o número de pontos da quadratura nas direções é en, (8,n7,)

denota os pontos de Gauss, e w, e w, denotam os correspondentes pesos de Gauss.

Tabela 5.3 — Pontos e pesos de Gauss para o elemento quadrilateral com 4 nós.

nº do ponto de

Gauss (IJ)

1 1/3 !

2 1/3
3 1/43
4 1/43

&, Ny W,XW,]

Tabela 5.4 — Pontos e pesos de Gauss para o elemento quadrilateral com 8 nós.
nº do ponto de

Gauss (IJ)

1 25/81

nm, W,XW,;

2 40/81

3 25/81

40/81

64/81

40/81

25/81

40/81

25/81
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Nas Tabelas 5.3 e 5.4 estão apresentadas as quantidade de pontos e pesos de Gauss,

respectivamente, para os elementos quadrilaterais de 4 e 8 nós e seus respectivos valores,

conforme Reddy (1993).

5.3.3 Integração sobre o Elemento Triangular

Seguindo raciocínio análogo ao do elemento quadrilateral, para o elemento triangular
tem­se que,

[, FE mas dn =>[ | fremanas =>f>FGEn)W, hs :
7 SOS FESTA (5.3.3.1)

M

HA J=l

no qual os termos envolvidos possuem as mesmas definições citadas no item 5.3.2.

Nas Tabelas 5.5 e 5.6 estão apresentados quantidade de pontos e pesos de Gauss,
respectivamente, para os elementos triangulares de 3 e 6 nós, e seus respectivos valores
conforme descrito em Reddy (1993).

Tabela 5.5 — Pontos e pesos de Gauss para o elemento triangular com 3 nós.

nº do ponto de

Gauss (IJ)

1 27/48

2 25/48

3 25/48

4 25/48

& Us W,XW,
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Tabela 5.6 — Pontos e pesos de Gauss para o elemento quadrilateral com 8 nós.

nº do ponto de

Gauss (IJ)
Sã 7 Ww, XxW,;

1 1/3 1/3 0,225

0,797426985353 0,101286507323 0,125939180544

0,101286507323 0,797426985353 0,125939180544

0,101286507323 0,101286507323 0,1259391 80544

0,059715871789 0,470142064105 0,132394152788

0,470142064105 0,059715871789 0,132394152788

0,470142064105 0,470142064105 0,132394152788

5.3.4 Transformação das integrais do contorno

Nas formulações pelos Métodos de Galerkin e Petrov­Galerkin surgem integrais ao

longo do contorno. Neste item, apresentam­se as transformações de coordenadas para essas
integrais.

A integral,

1=f. 0
é escrita em termos da abscissa s ao longo da curva 1º, como,

1= |O ar (5.3.4.1)

Em geral, a abscissa s é uma das variáveis É ou 7. A curva [| geralmente

corresponde a um dos lados do elemento de referência. E por fim, define­se (Dhatt e Touzot,
1984),

(5.3.4.2a­b)
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J, dependendo de qual lado do elemento de referência que corresponde à curva 1".

5.4 Discretização Temporal

Neste item são descritos esquemas de aproximações no tempo para converter equações

diferenciais no tempo em equações algébricas.

As equações uni e bidimensionais que são avaliadas neste trabalho são equações

parabólicas, ou seja, são equações de primeira ordem no tempo.

Um método comumente utilizado para resolver problemas como os propostos neste

trabalho é o de aproximação da familia a, no qual uma média ponderada da derivada em

relação ao tempo da variável dependente é aproximada por dois passos consecutivos no

tempo, por meio de uma interpolação linear dos valores da variável para os dois passos, como

segue

Ou ­ E). — a
ot At

s+l

para O<a <1 e te[t,,t,,], com s=1,2,..., mt, sendo que mt é o número de passos no

tempo. Na equação (5.4.1), (3, refere­se ao valor das variáveis no passo “s” e At, =1t, fl,
éo (s+l)­ésimo passo no tempo.

Para os diferentes valores de a, obtém­se os seguintes esquemas de integração

numérica conhecidos, Reddy (1993):

esquema de diferenças para frente (ou Euler) ­ condicionalmente estáve
ordem de precisão = O(At)
esquema Crank ­ Nicolson (estável); O((Ar)º )
método de Galerkin (estável); O((At)?)
esquema de diferenças para trás (estável); O(AL)

Existem outras metodologias que poderiam ser usadas, tais como: Método Runge­
Kutta, Método Preditor­Corretor e Método de Gear. Neste trabalho, será adotado o Método
Crank­Nicolson,a =1/2.
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Capítulo 6

Convecção­Difusão Unidimensional

6.1 Equação Modelo

Introduz­se aqui um estudo numérico da solução da equação diferencial parcial que

modela o fenômeno convectivo­difusivo unidimensional genérico, definido no domínio

O­QOxEcR?, O, EcCR(NeE são domínios unidimensionais limitados e fechados),
descrito como,

Ou(x,2 7 Qu, t)Y
ot Ox? Ox

Ou(x, 1)
+du(x,t)+ f(x) y =0 (6.1.1)

na qual assume­se FP, &, é e y sendo constantes reais, x e O =[a,b] e t e = =[r,,t,], sendo

1, o instante inicial de tempo e t, o instante final de tempo. Essa equação está sujeita às

condições de contorno de primeiro e segundo tipo bem como à condição inicial. Apenas por

simplicidade define­se u =u(x,t) e f = f(x).

6.2 Formulação pelo Método de Galerkin

A equação (6.1.1) pode ser escrita da seguinte forma,

Ou du Ouia caca +y —
E du­f Tax

o
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Seguindo­se a discretização no tempo descrita na equação (5.4.1), a função u é
aproximada pela função 4 , ou seja,

re st+lã o a Ex Ss 27 am |
MAOS ALAN sa x ==Y W (1­a)k dqu+y Ea|­ E dQu+y E

s+Hl 7

Y da ou Y OH . OR
—Uu kE—+0u­y— + f+|­—u+(1­a) E +9u­y—[ara axe + =) HS | art! a) EdA, =)

(6.2.2)

=

Após a discretização no tempo a derivada parcial E é equivalente à derivadax

oo, du
ordinária —.

dx

Seguindo­se a discretização espacial pelo Método de Galerkin, definida na equação

(4.5), obtém­se a seguinte equação integral,
*

s+l
Y ou ou—u + KO + —=y/— N. do f :Lx a E du+f =) ; de + LN, do +

Y. Om a)+[ ­<&+A­a) x +gn­7/2||n das| TE a) e + ÓR rã) da =0=
27vs+la Pp NR ns ou"fat E nda+f | Esaçhk ndi+f(ay)  NAdO+[SNAdO+

ou”Ou—N d+ f|­2+0­ a) arm a da ­ fra­a)N,da=0 (623)+fa­ a) k

Para qualquer passo no tempo, a integração por partes do termo a seguir, torna­se

fan =Pinn6 2 | CAE (6.2.4)
oOx |r Ox Ox

Aplicando­se a equação (6.2.4) em (6.2.3), tem­se que,

o
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ev s+ls+Hl

faxON, — Ou N,dO —do ++ (=+agfioin, da+f(ay)
­fama= fx+o0­ a) a",

e s+l =sA macanê ­A­a)nKº
à Ox Ox

r

Como as condições de contorno espaciais propostas para este problema são invariantes

no tempo, obtém­se,

TRA
—a N.k

Ox

Agora, faz­se a aproximação da função 4 pela função 4º da seguinte forma,

Nnos

d=úº =X NC
i=)

para qualquer passo no tempo e com Nnós sendo o número de nós em cada elemento.

Substituindo­se a aproximação (6.2.7) na equação (6.2.5), tem­se

|­/,erZZ.Lao+f=+agln, n, da +f = lara
ON, ON, ON, e|­f,erD da ++f.(2+0­a)é)N,N, da ­ f. y ­awN, = ” =Ox

on s+Hl

Ox r=­| SN,da­Nk
o

com 1,j =1,..., Nnós.
adu

, : oO termo N,k— , que está relacionado com as condições de contorno do problema,
X|r

possui as seguintes propriedades,
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Nk—dá | fora de;
= ,ceR

dx|r c,emT

(6.2.9b)& se a condição de contorno é função prescritac=

q, para condição de fluxo prescrito

A partir da equação (6.2.8), obtém­se um sistema matricial com a seguinte forma,

[Kato 4+[Blas9a =(F) (6.2.10)

“ss ”.Visto que as variáveis 4º já são conhecidas do passo anterior de tempo , O sistema
linear algébrico (6.2.10) pode ser reescrito na forma,

[K]f4º9 =(F)­[Bka"o (6.2.11)

na qual

o,K,=­[. Ne+aplv,n,do ++f 2 Ao,

(6.2.12a)

ON, ON,B,=­[ at = do ++|f. |e+0­a) |n., do —
ON,­f ­a)N, (6.2.12b)

. Ox

F.=­|2. SN, de + (Termo de Contorno). (6.2.12c)

A partir das transformações de coordenadas globais para as locais (x — É), descritas
pelas equações (5.2.1.4) e (5.2.1.7), as equações (6.2.12a­c) são reescritas da forma,
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âN—K,=­|[ ak No
o

1

Ú
kS —det(J) O OÉ falato ov N, det(J) dO) +

ON,+f Car), é da, (62.132)

ON.1 ond;
det(J) dE BÉ

Y —+ f.|ax N,N, det(J) do —
ON, —­f. 7 (1­a)N,—2dOo, (6.2.13b)

nº o

F.= fo SN, dO + (Termo de Contorno). (6.2.13c)

: : :
Ou

2 :

Caso o problema esteja no regime permanente, ou seja, ir = 0, então o sistemat

matricial é escrito da seguinte forma,

[K]fáº)=(F) (6.214)

na qual,

1 dn,dN, — —
dN, —do +|f. é N, N , det(J)dO ­f. y N—2 do,det(J) dê dé õ

i
ã dê

(6.2.15a)

F=­5. SN, de) + (Termo de Contorno) (6.2.15b)

com 1,j =1, Nnós.

6.3 Formulação pelo Método Petrov­Galerkin

Visto que a única diferença na formulação entre o Método Petrov­Galerkin e o Método

de Galerkin é a função peso, analogamente tem­se o seguinte sistema matricial

[G] FRALDA: — (F)­ [A]
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ON. — —G,=­[ ak DM, do + [E +a6ju, N , det(J)dO +' a det) 056 O8 | At

ON,+[ Car )M, EF do, (63.29)

, ON,B=­f a 1 OM,ON,| na det) 05 OS 4 [|­­A], det(J) do:—
ON

do, (633b)
os­ fr a­a)M,

F,= |a SM, do + (Termo de Contorno).

a

com 1,j=1,...,Nnós e o termo de contomo Mho contendo as mesmas características! x Tr

apresentadas nas equações (6.2.9a­b).

Para o problema em regime permanente, o sistema linear matricial é escrito da

seguinte forma,

[G]fº)=(F)

no qual,

=­f + 1 OM,ON, — —

ON, —
= do +[ é M, N .det(J) dO ­f.7M, i dodet(J) OE DE n

i
” os

(6.3.5a)

F =­Í. fsM, do (6.3.5b)
"

com 1,j=1,..., Nnós.
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6.4 Formulação pelo Método dos Mínimos Quadrados

Aplicando­se na equação (6.1.1) o que está proposto nas equações (4.4.3) e (4.4.4),
obtém­se

Wu o, Ou
+du+ f—­y—=O0od a PSI

q, +k 2 =0 (6.4.1)
Ox

Primeiramente, deve­se discretizar o termo transiente da equação (6.4.1a), ou seja,

aproximar as funções u e q,, pelas funções 4 e q,, resultando respectivamente,

mst es ”

Ox dx

s+l " Ss

oq ­— Ou
— 1­ a)2— + :

6.4.2
EA EA a AA CANTAa A

Substituindo­se a equação (6.4.2) na equação (6.4.1a), obtém­se o seguinte sistema de

equações diferenciais com duas equações e duas incógnitas, dado por,

s+1
ou Y. (6/7) ”+ f+<­—uUuU­(1­a)) ——=­0u+E) JS | at” ( a)ã pu

(6.4.3a)

(6.4.3b)

Seja 4º e q: aproximações espaciais, respectivamente, de 4 e qg,, para qualquer

passo no tempo, escritas da forma,
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Nnós

= >N,(x)ô!, (6.4.4b)
i=|1

Por simplicidade será adotado N, = N,(x). Pode­se assim escrever as equações residuais das

equações (6.4.3a­b) da seguinte maneira:

s+l

FT. [3 ,. OR FT. OG,R —u ­a —­— +y — +f+<­—u­(1­a)—=­! Ee a|º du E JS | at | aÃ
= s+lOu

(6.4.5b)

Substituindo as equações (6.4.4a­b) nas equações (6.4.5a­b), obtém­se,

Nnos ON. ste Nnós asHle Nnós — ús eR(x)=­a do |+agl>2 NúUu; " EI Da ço
i=l

Nuós 9 Nnos Nãós 9­(1­2)Lavedita +o­ a)6 (mar ­ra­VD=TRA (6.4.6)

Nnós nós

R,(x) = DQNÁST HED Lgsthe (6.4.6b)
i=|

Como neste problema tem­se duas equações, o funcional é definido da seguinte
maneira

I(R,R)= [E (2) dx + fR2(x) dx
2 o

e sua primeira variação é escrita da forma,

óI(R,R,) = 2(R)Rdx +2Í(R,)R,dx=0

o
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Í (SR)R dx+ fr, )R,dx=0
o o

com as seguintes propriedades,

OROR ENTRA + .
ou** .e oq .e

OR, Ss asthe OR,
Ou**te eq

(6.4.7b)

nos quais,

R? : = E +as|n­ayD,Ou" | AL ôx

OR (6.4.8b)
ogste Ox

x

OR, an

on*h e Ox
>

OR,
og:

x

=N. (6.4.8d)

Substituindo­se as equações (6.4.5a­b), (6.4.8a­b) e (6.4.9a­d) em (6.4.7), tem­se

f (&+a6)n ­ay 2 Súer a? SG bx2 |VAL Ox Ox

nós
Í

nós nós Nnós Q)ON,­e5Z Ge,+=ag Sina; ­arjara fo—(1­Da as.ea ox

o
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nós Nnós À So)N,netoa) Dn,úsºny(­DI—267 ans,1bares
Nnós Nnos Nnós Àé] Sim barroDDETAEDTà!“ar lan=o (6.4.9)
j=l

Reorganizando­se a equação (6.4.9) obtém­se

sarxf (U+U,Jda+sasiox[(0+0,)da=
= 84xxÍ. F de +6 ásx F da (6410)

o:

f=l

y ON, Nnós ON .ãs e Nnos ­alaanj sm (=cab) SN Le) Nnós OQ Nnos Nnós OQON,
j :o desâts+(­r0­axaro A­DEE

Nnos Nnós OU, jee)"EISN,"
— Nnos ON
Zi — N, que + e ZE nasthLe NEONj ústeQ =|­a x 2a ao 2,00 10 Te

Nnós OQ0­0ártsCSscogEne oe$a]
Nnos Nnós OQx 2ESTN; úse9
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F, ­|­aÃ >xep.dx

Partindo da hipótese que ó ú7*"“ e 545º são não identicamente nulos em todo o
domínio, para que a equação (6.4.10) seja satisfeita, deve­se ter

f UU +U,)da = [ F, do. (6.4.11a)
: o

Í. (9, +9,)da = f. F, dO (6.4.110b)

O que gera o sistema linear matricial,

A B nte R D E nº ­ F,
B'" Cilaºl | Gás] 6

U

Como 4** e q.” já são conhecidos do passo de tempo “s”, tem­se

A B nst+l e F. D E As .eé ) 22 u (6.4.12)C as) F, HG ãsº

ON, ON,(E +as)Nn a, ee taoAt Ox Ox Ox

(6.4.13a)

ON,
|uZn tao, (6.4.13b)

Ox Ox

(6.4.130)
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ONã do,
Ox

(6.4.13d)

(6.4.13e)

(6.4.13D

ON, Ad A np, ­r 4­0) do 6.4.13J­a e ns ado i­rt­a—­ao, (64.139)

Y ON,
F =­ — ay — (O) 6.4.13hu fal (2+26)/v ay av lesa ; ( )

E, =| fa ida, (6.4.13i)
o Ox

com 1,j =1,..., Nnós.

Transformando as coordenadas globais para locais (x—>&) através da equações
(5.2.1.4) e (5.2.1.7), as equações (6.4.13a­i) são reescritas da forma:

a || Ar det(J) dé At det(J) OE

kº ON,ON,1+
det(J)? 0é DE Laet) do, (6.4.14a)

— detUJ) 0É
ON, loa), ay e ­a un a, (6.4.14b)oE oE

=| a Nino, do (6.4.140)Ú Te 1 , A

| det) 0 DE

aó)n­ 2) (E +ra­o)» ARE a,det(J) OÉ At * det) o0é
(6.4.14d)
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|(É+a 6) n,­—<20­8Edo, (6.4.14e)
«| ar det(J) OE det(J) OE

=| a(1­0) ON, DS ja, (6.4.149)
" Ja de()) 0E dE

=f [2a NMldl­P ao 7aN jsLL a = )<| art a)6)n, dei) 210, (6.4.14g)

=­([
|[2 er ON. o

6.4.14hF,= [| (Z+a0).y IO A) det(J) dO, (6.4.14h)

Pb, =| fa da, (6.4.14i)
nº oÉ

com 1,j =1, Nnós.

:
Ou

: , ;

Para o problema em regime permanente, Ye = O, o sistema terá a seguinte forma,t

(64.15)

na qual

—det(J) dé det) dE |) det)? dé dé
dn, 2 an, —4,=|. [& Á dE) on Á ): k  dq | aaçnaa"

(6.4.16a)

Nf

av,
a4 E)e|­ ex n | a, (6.4.16b)' de) dé dé dé

dn,
—c,=f | NTTINN a, (6.4.160)

é “Ja | det)? dê de
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com 1,j=1,..., Nnós .

6 7

rá Ee ferdO, (6.4.16d)' det(J) dé

(6.4.160€)
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Capítulo 7

Aplicações Numéricas Unidimensionais

Neste capítulo são apresentadas algumas aplicações com o objetivo de comparar os
Métodos de Galerkin, Petrov­Galerkin e dos Mínimos Quadrados, na solução de problemas
convectivo­difusivos transientes unidimensionais. Para calcular o sistema linear foi utilizada a

subrotina LSLRG da biblioteca IMSL do Fortran 90/95.

Aplicação 1: Difusão Pura com termo fonte

Nesta aplicação, apresenta­se um problema puramente difusivo, com termo fonte,

geração, em um domínio x e [0,1] e com condições de contorno do tipo função prescrita, dada

por,

Equação Governante: E =5 Domínio: x e([0,1)

Condições de Contorno: u(0) =0 eu(1)=O

u(x) =e —x)
du(x) 5

Solução Analítica:

(2x)

O principal intuito é mostrar que para problemas deste tipo, os Métodos de Galerkin e

dos Mínimos Quadrados apresentam bons resultados na solução numérica de u, até mesmo
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quando malhas consideradas grosseiras são utilizadas para discretizar o domínio,
Figura 7.1a­b. Vale ressaltar que o Método Petrov­Galerkin, quando y =0, reduz­se ao

Método de Galerkin.

—o­— analítico

—on— Galerkin
—+— LSFEM

—o— analítico

—n— Galerkin

—+— LSFEM

T T T T

00 0,2 04
T

06
x

08 10

Figura 7.1a­b — Solução u(x) para malhas com 15 elementos com 2 nós cada (à esquerda) e

com 3 nós cada (à direita).

—o— analitico

—na— Galerkin
—+— LSFEM

du
lfx

)/d
x

—o— analítico

—n— Galerkin
—+— LSFEM

Figura 7.1c­d — Solução du(x)/dx para malhas com 15 elementos com 2 nós cada

(à esquerda) e com 3 nós cada (à direita)

; > re du , ,Ao analisar a solução numérica de Te é possível perceber que para um malha com 15
elementos com 2 nós cada o Método de Galerkin não apresenta bons resultado, o mesmo não

acontece com o Método dos Mínimos Quadrados, Figura 7.1c.

Nesta aplicação o Método de Galerkin apresenta melhores resultados para u do que

para du
dx

6 7
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Aplicação 2: Convecção­Difusão com convecção dominante

Nesta aplicação, apresenta­se um teste numérico, no qual o coeficiente que acompanha

o termo de convecção é consideravelmente maior que o coeficiente que acompanha o termo

de difusão e as condições de contorno são do tipo função prescrita. Os resultados deste teste
numérico são comparados com os resultados de Camprub et al. (2000).

2Equação Governante: 10% — 0,09 É%. =0
dx dx

Domínio: 0S€x<6 Condições de Contorno: u(0) =12 e u(6) =16

Solução Analítica: u(x)= 0,0? cexp 10x +d
10 0,09

no qual c = 40 ed=12­22.
Ú Era2)

—o— analítico

—1— Galerkin

—A— Petrov­Galerkin
—x— LSFEM

N poeoaeocnamonoanoo0CO

Hu
ao 200

15 alomenta

Figura 7.2a­b ­ Comparações de resultados para uma malha de 15 elementos com 3 nós cada,
presente trabalho (a esquerda) e Camprub et al. (a direita)
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—o— analítico

—o— Galerkin

—A— Petrov­Galerkin

—x—|SFEM

nos 2a i .m
100 slemsats

Figura 7.3a­b ­ Comparações de resultados para uma malha de 100 elementos com 3 nós cada,
presente trabalho (a esquerda) e Camprub et al. (a direita)

—O— Analytical solution
A Galeridn method

—E LeFem
*X— GLS method

1Doo] nam que­s— aaa rag ea sapos
o 1 2 3 4 5 6 oDO 200 amo sono

ECC alamenta

Figura 7.4a­b ­ Comparações de resultados para uma malha de 500 elementos com 3 nós cada,
presente trabalho (a esquerda) e Camprub et al. (a direita)

As Figuras 7.2 a 7.4 apresentam comparações de resultados do presente trabalho com

resultados de Camprub et al. (2000), o presente trabalho utiliza funções de interpolação de
Lagrange, enquanto o trabalho de Camproub et al. utiliza­se de funções de interpolação de
Hermite. Os resultados da coluna da esquerda são do presente trabalho, enquanto aqueles da

coluna da direita são de Camprub et al. (2000).

Pode­se observar que o Método de Galerkin apresenta oscilações numéricas para este

problema convectivo dominante, sendo tanto pior o resultado quanto mais grosseira for a

malha, Figura 7.2a. O refinamento da malha, como esperado, tende a eliminar as oscilações

do Método de Galerkin, Figura 7.4a. O Método Petrov­Galerkin, mesmo para a malha com 15

elementos, considerada grosseira, já apresenta resultados satisfatórios. O pior resultado é

obtido pelo Método dos Mínimos Quadrados quando este é resolvido com uma malha com 15
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elementos, Figura 7.2a, resultado este que melhora com o refinamento da malha, Figura 7.4a.
O uso de polinômios de Hermite associados ao Método Galerkin/Mínimos Quadrados obtém
bons resultados, como visto no trabalho de Camprub et. al (2000), Figura 7.4b.

Aplicação 3: Convecção­Difusão com variações do parâmetro y

Esta aplicação tem como finalidade analisar o comportamento da solução numérica
pelos Métodos de Galerkin, Petrov­Galerkin e dos Mínimos Quadrados de um problema

convectivo­difusivo com uma condição de contorno prescrita em x =0 e uma condição de

contorno de fluxo prescrito em x=1, quando o coeficiente de convecção y é variado, e

todos os outros coeficientes descritos na equação (6.1.1) são considerados fixos para todos os

y , utilizando­se malhas com 15 e 30 elementos (3 nós cada elemento).

O parâmetro y será variado entre: 107,1,5,25, 50 e 100.

u du
Equação Governante: y————=quaç y E a?

du(x)
dx

Domínio: 0€x<] Condições de Contorno: u(0)=5 e =10

Solução Analítica: u(x)= 7 exp(y x) +d
no qual c = 10 ed=5­É,

exp(y) y

—o— analítico —Oo— analítico

—D­ Galerkin —o— Galerkin

—a— Petrov­Galerkin —A— Petrov­Galerkin

—+— LSFEM
—+— LSFEM

T r T M T r T Ms T r

T r r T r T r T r T
0,0 0,2 04 06 08 10 0,0 02 04 0,6 o8 10

x
x :

Figura 7.5a­b — Solução u(x) para malhas de 15 (à esquerda) e 30 (à direita) elementos com
3 nós cada, para y =10".
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—o— analítico

—ao­— Galerkin

——a Petrov­Galerkin
—+— LSFEM

—o— analítico

—o— Galerkin

—a— Petrov­Galerkin

—+— LSFEM

Figura 7.6a­b — Solução u(x) para malhas de 15 (à esquerda) e 30 (à direita) elementos

com 3 nós cada, para y =1.

—o— analítico

—b— Galerkin
—aA— Petrov­Galerkin
—+— LSFEM

—o— analítico

—a— Galerkin

—A— Petrov­Galerkin

—+— LSFEM

ssssansassssst

T Tr T Tr T r r Tr T T + T
Do 0,2 04 x 0,6 0,8 10 0,0 0,2

Figura 7.7a­b — Solução u(x) para malhas de 15 (à esquerda) e 30 (à direita) elementos

com 3 nós cada, para y =5.

—o— analítico ] —o— analítico
—n— Galerkin : —o— Galerkin

—Aa­— Petrov­Galerkin ] —Aa— Petrov­Galerkin
—+— LSFEM — —LSFEM

SRA BARBADOADADEADAARAS

T r T T Ms T J T

00 02 0,4 x os 08 õ
T ! V

0,0 02

Figura 7.8a­b — Solução u(x) para malhas de 15 (à esquerda) e 30 (à direita) elementos

com 3 nós cada, para y =25.
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—o— analítico

—n— Galerkin

—à— Petrov­Galerkin

—+— LSFEM

AMARO DOADADROODADRADROOSA

—o— analítico

—o— Galerkin

—AaA— Petrov­Galerkin
—+— LSFEM

00

Figura 7.9a­b — Solução u(x) para malhas de 15 (à esquerda) e 30 (à direita) elementos com

02 0,4 x 06
T

08
T * U

00 0,2

3 nós cada, para y = 50.

—o— analítico

—o— Galerkin

—4a— Petrov­Galerkin

—+— LSFEM

—o— analítico

—o— Galerkin
—4á— Petrov­Galerkin

—+— LSFEM

T

0,0
T " T

o2 04 x 06
UÚ

08

eesesesicessascissiniccinadA
U T 1

00 0,2 04 x 06 08
T

10

Figura 7.10a­b — Solução u(x) para malhas de 15 (à esquerda) e 30 (à direita) elementos

Percebe­se que utilizando malhas de 15 elementos e 30 elementos, cada elemento com

5

com 3 nós cada, para y =100.

6

de y e para malhas com 15 e 30 elementos.
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3 nós, bons resultados foram alcançados para y =10",1,5e25. As primeiras oscilações

foram apresentadas para y =50 para uma malha com 15 elementos, principalmente no

método de Galerkin Uma observação importante neste exemplo, é que o Método dos

Mínimos Quadrados foi o método que obteve melhor comportamento em todas as variações
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Aplicação 4: Convecção­Difusão com condições de contorno do primeiro tipo e

com solução analítica representada por uma função exponencial

Nas aplicações 4, 5, 6 e 7, introduz­se as normas L, e L, do erro na solução de u e

de du/dx para problemas convectivo dominantes, com o intuito de introduzir ferramentas de

medida que auxiliem na comparação dos resultados. A norma L, fornece uma medida global

do erro em todo o domínio, enquanto que a norma L, fornece uma medida pontual, ou seja,

fornece o maior erro em todo o dominio. Para as análise das normas serão adotados as

seguintes convenções:

h=0, h=0,01 h =0,001

pequeno médio grande

refinamento refinamento refinamento

2Equação Governante: 108 —107 Du =0
dx dx

Domínio: 0<x<] Condições de Contorno: u(0) =0 eu(D=1

u(x) == exp(100x) + d
Solução Analítica: 100

du) — cexp(100x)

10 Cc
no qual e ==—=—————— e d=­—.

exp(100)—1 100

Nesta aplicação, tem­se um problema convectivo­difusivo, no qual o coeficiente que

acompanha o termo convectivo é 100 vezes maior que o que acompanha o termo difusivo.

Primeiramente, apresenta­se as soluções numéricas de u e . para h =0,1 até 1 = 0,001.x :

Logo em seguida apresenta­se uma avaliação das normas L, e L,, do erro no cômputo de u e

du para alguns valores de h.
dx
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Analisando as Figuras 7.11a­b e 7.12a­b, é possível perceber que para o caso no qual
h=0,1, Figura 7.11a e Figura 7.12a a solução numérica apresenta grandes oscilações para os
três métodos, enquanto que para Ah =0,001, Figura 7.11b e Figura 7.12b, os três métodos
propostos neste trabalho fornecem bons resultados.

—o— analítico —o— analítico
—n— Galerkin —p— Galerkin

'

—a— Petrov­Galerkin—AaA— Petrov­Galerkin

—+— LSFEM—+— LSFEM

PPtt,

x

Figura 7.11a­b — Soluções numéricas de u para h = 0,1 (à esquerda) e 4 = 0,001 (à direita).

—o— analítico ——FA
—n— Galerkin

— ater

—A— Petrov­Galerkin
j —a— Petrov­Galerkin

—+—LSFEM
—+— LSFEM

du
íx

)/
dx

du
(x

)/d
x

—1+­— Galerkin —n— Galerkin
—a— Petrov­Galerkin —a— Petrov­Galerkin
—+— LSFEM ' —+t—­LSFEM

=T
og

(ls
.C

O
T)

­
To

g
(T

le,
Ca

IL
)

­—

PS
à

20
|

'

'

' :
20

­log(h) log(h)

Figura 7.13a­b — Normas L, (à esquerda) e L,, (à direita) do erro na solução numérica de u.
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—n— Galerkin
—a­— Petrov­Galerkin
—+— |SFEM

—n— Galerkin
—a— Petrov­Galerkin
—+— LSFEM

w
o 1
.

a
.

D
X)

E

o 1
.

­
lo

g
(Il

e,
CI

L)

d A
4 Ú DD
Br————

»
a H"

Ss E
a

, o

N

20 20
tog(h) log(h)

Figura 7.14a­b — Normas £L, (a esquerda) e L,, (a direita) do erro na solução numérica de &
x

A partir das Figuras 7.13a­b e 7.14a­b nota­se que o Método dos Mínimos Quadrados

só não apresenta melhores resultados que os Métodos de Galerkin e Petrov­Galerkin na

avaliação da norma L, do erro na aproximação de u. Nota­se também que o Método

Petrov­Galerkin dá melhores resultados para — log(h) < 2, depois vai piorando.

Na figura abaixo, procura­se ilustrar a análise que deve ser feita nas figuras de normas

de erro apresentadas neste trabalho.

—5— CGalerkin
—à— Petrov­Galerkin
—+— |SFEM

­l
og

(d
d
lh

)

Jogih)

Figura 7.15 — Análise da convergência da solução numérica

A Figura 7.14b foi dividida em duas partes, Figura 7.15. Na parte 1, P1, os resultados

demonstram que o logaritmo negativo da norma do erro é menor que zero, o que implica que

o erro propriamente dito é maior que 1. Já na parte 2, P2, localizam­se os pontos no qual o

erro é menor que 1. Portanto, quanto menor for o erro, maior será o logaritmo negativo deste
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erro. Em outras palavras: A convergência da solução será melhor para as curvas mais ao alto

na figura, bem como aquelas com maiores coeficientes angulares. Na Figura 7.14b, por

exemplo, pode­se concluir que já no terceiro ponto da análise, h =10", o Método dos
Mínimos Quadrados já apresenta um bom resultado, além disso, quanto mais refina­se a

malha menor é o erro, ou maior é o logaritmo negativo do erro. O mesmo não acontece com

os Métodos de Galerkin e Petrov­Galerkin, que só apresentam resultados minimamente

razoáveis nos dois últimos pontos, h =1,66x10*? e h=10".

Aplicação 5: Convecção­Difusão com condições de contorno do primeiro e
segundo tipo e com solução analítica representada por uma função exponencial

Como pode­se perceber logo abaixo, a única diferença desta aplicação para a aplicação
4 são as condições de contorno. Nesta aplicação, tem­se a função prescrita em x=0 e um
fluxo prescrito em x =1.

2Equação Governante: 10% — 107 du =0O
dx dx

du(x)
dx

Domínio: O0<x<] Condições de Contorno: u(0)=1 e =15

Cc= —— exp(100x) + dnx) = 5 exPp(100x)Solução Analítica:

du) — exp(100x)

"

Ccno qual e =————— e d =1­—,
exp(100) 100

du(x)
dk *

respectivamente, enquanto que as Figuras (7.18a­b) e (7.19a­b) fornecem as normas do erro

no cômputo de u(x) e de DO :
x

As Figuras (7.16a­b) e (7.17a­b), apresentam as soluções u(x) e
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1,20

1184

1,164
1144

1124
1,104
1,084
1,064
1,043
1,024
1.00
0,98
0,96
0,94
0,92 À

—o— analítico

—o— Galerkin

—a4— Petrov­Galerkin;
—+— LSFEM

—o— analítico

—o5— Galerkin

—A— Petrov­Galerkin
—+— LSFEM

0,0 0,2 0,4
T

0.6
: 0,98

o.8 10

Figura 7.16a­b — Soluções numéricas de u para h = O,1 (à esquerda) e 4h = 0,001 (à direita)

du
(x

)/d
x

­
fo

gí
lis

,C
9I

)

—o— analítico

—n— Galerkin

—+— LSFEM

—a— Petrov­Galerkin

—o— analítico

—n— Galerkin

—a— Petrov­Galerkin

—+— LSFEM

du
(x

)/d
x

—n— Galerkin
——a— Petrov­Galerkin
—+— LSFEM

—n— Galerkin

—a— Petrov­Galerkin
—t+— LSFEM

= 1

­to
g(ll

eC
O,

)
D

x) 1

­

1

20
log(h)

20
log(h)

Figura 7.18a­b — Normas L, (a esquerda) e L, (a direita) do erro na solução numérica de u
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—n— Galerkin
—a— PetrovwGalerkin
—+— LSFEM

—o— Galerkin

—a— Petrov­Galerkin
—+— LSFEM

­

to
g(

lle
Co

!|, )

20 !

' É

]

; |
20

“log(h) ­log(h)

.
dFigura 7.19a­b — Normas L, (a esquerda) e L, (a direita) do erro na solução numérica de .

Assim como na aplicação 4, para a malha com h=0,1, Figuras 7.16a e 7.17a, as

x es
d

Nos 1 Rsoluções numéricas de u e fia apresentam oscilações numéricas e para 4 =0,001 os três

métodos propostos apresentaram bons resultados. Analisando agora as normas L, e L, do

o du , rserro na aproximação de u e —, nota­se que em todos os casos o Método dos Mínimos

Quadrados é o que apresenta melhores resultados. O Método Petrov­Galerkin apresenta

melhores resultados que o Método de Galerkin apenas nas malhas menos refinadas.

Aplicação 6: Convecção­Difusão com condições de contorno do primeiro tipo e

com solução analítica representada por função exponenciais e trisgonométricas

Nesta aplicação, tem­se como principal objetivo, analisar a solução numérica de um

problema em que a solução analítica da equação diferencial que o representa é dada por uma

combinação de funções exponenciais e trigonométricas.

2Equação Governante: d ­ ­ 10% +2Tu=0
dx dx

Domínio: 0<x<] Condições de Contorno: u(0)=0 e u(1) =]
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no qual c =

Solução Analítica:
u(x) = exp(Sx)c sen(Y/2x)

E Sexp(5x)c sen(V2x) + exp(5x)/2Cc cos(V2x)
X

1

exp(5) sen(Y/2) |

Neste caso, apresenta­se um problema com condições de contorno do tipo função

prescrita nas duas extremidades do domínio, na aplicação 7 uma das condições envolvidas

será de fluxo prescrito.

du
(x

)/d
x

—o— analítico
—n­— Galerkin
—A— Petrov­Galerkin

—+— LSFEM

—o— analítico

—+ Galerkin
—4a— Petrov­Galerkin

—+— LSFEM

—o— analítico

—n—­ Galerkin

—a— Petrov­Galerkin
—+— LSFEM

—o— analítico

—n— Galerkin

——a— Petrov­Galerkin
—+— LSFEM

du
(x

)/d
x

Figura 7.21a­b — Soluções numéricas de & para h = 0,1 (à esquerda) e h = 0,001 (à direita)
x
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—o— Galerkin
—a­— Petrov­Galerkin

—+— LSFEM

—o— Galerkin
—a— Petrov­Galerkin
—+— LSFEM

­l
og

(Il
e,

6i
l,)

­T
og

(Il
e,

&9
]l,)

—n—­ Galerkin—5— Galerkin

—a­— Petrov­Galerkin—a­—­ Petrov­Galerkin 1

—+— LSFEM

­l
og

(lle
,6o

Il,)

­l
og

(Ile
,69

IL,
)

2o 2,520
“log(h)log(h)

Figura 7.23a­b — Normas L, (à esquerda) e L,, (à direita) do erro na solução numérica de Tex

Nas figuras 7.20a­b e 7.21a­b, tem­se que o único caso no qual surge oscilações é na

" .
du

solução numérica de Te com uma malha com h=0,l. Isto deve­se ao fato de que ox

coeficiente que acompanha o termo convectivo ser apenas 10 vezes maior que o coeficiente

que acompanha o termo difusivo. Por exemplo, nas aplicações 4 e 5 a relação é de 100 vezes

: " o
du

>maior. Para as soluções numéricas de u e T com malha com A = 0,001, bons resultados sãoX

alcançados. Analisando­se as normas do erro, conclui­se que nesta aplicação o Método de

Galerkin é o que apresenta melhores resultados na solução numérica de u, no entanto, para a

solução numérica de —, na medida que diminui­se h, o Método dos Mínimos Quadrados

apresenta melhores resultados. O Método Petrov­Galerkin ocupa uma posição intermediária

na comparação das soluções numéricas de u e TeDe
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Aplicação 7: Convecção­Difusão com condições de contorno do primeiro e

segundo tipo e com solução analítica representada por função exponenciais e

trigonométricas

Como já dito anteriormente, este caso diferencia­se da aplicação 6 apenas nas

condições de contorno, em x=0 tem­se uma condição de contorno de fluxo prescrito,

enquanto que em x =] tem­se uma condição de contorno de função prescrita.

du du
Equação Governante: — ­10— +27u=0

dx dx

du) c15eu(D=l
x=0

Dominio: 0€<x<1 Condições de Contorno:

u(x) = exp(Sx)|c, cos(V2x) +c, sen(/22x)|
Solução Analítica: du(x) = exp(sx)[(5e, +/20,) cos(/2x) + (5c, —/2c, )sen(/2x)]|

no qual c, = 5exp(—5) ­15cos(V/2) ec 20,
5sen(V/2)­2cos(/2) 5

=3­—

—o— analítico —o— analítico

—o­— Galerkin —pn— Galerkin
—4­— Petrov­Galerkin —a— Petrov­Galerkin
—+— LSFEM —+— LSFEM

Figura 7.24a­b — Solução numéricas de u para h = 0,1 (à esquerda) e h = 0,001 (à direita).
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du
íx

y/
dx

Figura 7.25a­b — Solução numéricas de u para

ND rasa

—o— analítico

—o— Galerkin

—Aa— Petrov­Galerkin

—+— LSFEM

x

—n— Galerkin
—a— Petrov­Galerkin ND

DL
==.

a

=

­l
og

(ile
,6

9I
l)

—o— analítico

—o— Galerkin
——4— Petrov­Galerkin
—+— LSFEM

h=0,1 (à esquerda) e 4h = 0,001 (à direita).

—pn— Galerkin
—a— Petrov­Galerkin
—+— LSFEM

Ea
DUNN
PAS

20
og(h)

r

20

­log(h)

Figura 7.26a­b — Normas L, (à esquerda) e L,, (à direita) do erro na solução numérica de u.

­t
og

(le
.C

oI
)

—n— Galerkin

—4a­— Petrov­Galerkin
—+— LSFEM

­lo
g(

ile
Do

ll,)
o

—
0

1) O

—o— Galerkin
—a— Petrov­Galerkin

+

—— +— LSFEM PPA

Da
DD

20
“log(h)

20
log(h)

Figura 7.27a­b — Normas L, (à esquerda) e L, (à direita) do erro na solução numérica de .

h=0,1 péssimos resultados foram obtidos, principalmente para os resultados obtidos pelo

Os resultados apresentados nas figuras 7.24a­b e 7.25a­b mostram que para malha com

5 6 7
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: > 1
du

,Método dos Mínimos Quadrados na solução numérica de " porém para malha comDx

h = 0,001 bons resultados foram obtidos. No caso das normas do erro, o Método de Galerkin

apresentou os melhores resultados na solução numérica de u. O Método dos Mínimos

Quadrados supera a eficiência dos resultados do Método Petrov­Galerkin a partir de

h =1,66x10". Para a solução numérica de de o Método dos Mínimos Quadrados apresenta
dx

os melhores resultados a partir de h =2,5x10". Neste caso os Métodos de Galerkin e

Petrov­Galerkin apresentam resultados semelhantes.

> ”
du

a A ;

Vale ressaltar que na solução numérica de Te os três métodos apresentados, só
começam a apresentar resultados considerados positivos a partir de um h = 5x10”, no qual o
logaritmo negativo de é é maior que zero.

Aplicação 8: Difusão Pura Transiente

Nesta aplicação apresenta­se um problema puramente difusivo governado pela

seguinte equação diferencial

Ou(x,f) O u(x,1)
ot Ox?

com x e[0,1] e r>0,eas seguintes condições de contorno e inicial,

Ou(x,t)
= 0, u(1,1)=0 e u(x,0) =­10.

Ox
x=0

A solução analítica deste problema dada por

ED= 20)(De sen(b,»),u(x,t) = 29 Pet cos(f,x) e
n=0 n n=0
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na qual 6, = 2, com n=1,2,3,...,00. Esta solução analítica pode ser encontrada em
Arpaci (1966), página 273.

Com intuito de analisar as normas L, e L, do erro das soluções numéricas dos

Métodos de Galerkin e dos Mínimos Quadrados comparados com a solução analítica da

equação diferencial, serão considerados Ah e At no intervalo 10 <h=Ar<10”. As figuras
a seguir apresentam resultados da análise das normas do erro nas simulações numéricas pelos
Métodos de Galerkin e dos Mínimos Quadrados. Não foi feita a simulação numérica pelo

Método Petrov­Galerkin pois o fenômeno de difusão pura este método é idêntico ao de
Galerkin.

—n— Galerkin

—o— LSFEM

Ed nm L—o— Galerkin
—o— LSFEM

Ex o 1

­ m
n 1

­
lo

g
(Ile

,G
&x

,1)
Il,

)

e 2
)

4

­
lo

g
(IlIe

,06
D

I,
)

= o “

se mT r T v T

20 2,5 30 : :
20

tog(h) Hog(h)

Figura 7.28a­b — Normas L, (à esquerda) e L, (à direita) do erro na solução numérica de u

A “Qro

o
so

à
8

1
1

—n— Galerkin . —n— Galerkin

—o— LSFEM 2 O, —o— LSFEM

­l
og

(I
le

),
)

2
o

8
a

"
1

"
1

20
; ; : ;

20
tog(h) Tog(h)

Figura 7.29a­b — Normas £L, (à esquerda) e L,, (à direita) do erro na solução numérica de =
x

Analisando as figuras apresentadas, pode­se concluir que quanto menor o At, menor

são as normas L, e L, do erro para a função u, na qual o Método dos Mínimos Quadrados

apresenta resultados ligeiramente melhores em ambas as normas. Já com relação as normas

Ab
AVAVAY

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp ”“. 12 13 14 15 16 17 18



L, e L,., do erro para o ambos os métodos apresentam resultados praticamente inalteráveisx

conforme o refinamento da malha, com a ressalva que para este caso o Método de Galerkin

apresentou melhores resultados, este fato é frequente em algumas aplicações, na qual o

“ganho” com o refinamento da malha não é suficiente para apresentar melhora significativa

nas normas L, e L,, visto que com o refinamento da malha ocorre o aumento do número de

nós. Para ilustrar de maneira mais clara este fato, a seguir, apresenta­se uma figura na qual

divide­se o valor da norma L, pela quantidade de nós em cada malha. Por exemplo, malhas

com 50 elementos de 3 nós cada, implica em um total de 101 nós, logo divide­se o valor da

norma L, desta malha por 101 nós. Os resultados são apresentados na figura a seguir.

—o— Galerkin

—o— LSFEM

—

b)
E£
E
E
s
<
o
o
E
o
(4
E

­—
=

=
=
=
x
PS
=

.

20
og(h)

Figura 7.30 ­ Norma L, do erro / (nº total de nós na malha) para ou :

Aplicação 9: Convecção­Difusão Transiente com condições de contorno de

primeiro tipo

Nesta aplicação apresenta­se um problema convectivo­difusivo com termo convectivo

dominante, governado pela seguinte equação diferencial parcial,

2Ou(x,t) =107 fo) us 1) 10 Ou(x, ft)
ot Ox Ox

com x e[0,1] e 1>0,eas seguintes condições inicial e de contorno,

u(x,0) =1, u(0,0)=0 eu(Lo)=l.
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Com o objetivo de analisar o comportamento da solução numérica de u e E aox

longo do tempo, nesta aplicação será adotado à = At =10* (500 elementos com 3 nós cada e
1000 passos no tempo, visto que o último instante no tempo adotado será tr =1). As figuras a

seguir apresentam resultados das simulações numéricas pelas três formulações de Métodos

dos Elementos Finitos propostas neste trabalho.

—o—­ Solução Estado Permanente
—o— Galerkin
—a— Petrov­Galerkin

—o— Solução Estado Permanente
—o— Galerkin
—a— Petrov­Galerkin

—x— LSFEM —x>x— LSFEM

—o— Solução Estado Permanente
—o— Galerkin

—aá— Petrov­Galerkin

—x— LSFEM

—o— Solução Estado Permanente
—H— Galerkin

—a4— Petrov­Galerkin
—x— LSFEM

x
x

Figura 7.32a­b — Soluções Numéricas de u para f = 0,01 (à esquerda) e r =1 (à direita)
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— —o— Solução Estado Permanente
—o— Solução Estado Permanente —n— Galerkin
—o— Galerkin —a— Petrov­Galerkin
—a— Petrov­Galerkin —— LSFEM
—x— LSFEM

[2 Õ JL

du
(x

,t/
dx

du
íx

,t/
dx

ê l

oo 306 306 16 ­D0 0 00 DO 0000­006 NS DÍCAÓ NO A ÃGA­

T T T

0,0 0,2 04

—o— Solução Estado Permanente | | —o— Solução Estado Permanente
—o— Galerkin —+t— Galerkin
—A— Petrov­Galerkin 1 —Aa— Petrov­Galerkin
—x— LSFEM —x— LSFEM

du
(x

,tY
/d

x

du
lx

,t/
dx

Figura 7.34a­b — Soluções Numéricas de = para / = 0,01 (à esquerda) e r =1 (à direita)
a

A partir das Figuras 7.31a­b à 7.34a­b observa­se que as soluções numéricas de u e de
Ou AA

" ee :nr do três métodos adotados tendem a solução analítica no regime permanente ao longo dox

tempo para a malha adotada, a menos da solução de = pelo Método dos Mínimos
| x

Quadrados, que no ponto x = 0, produz um resultado divergente com a solução analítica.

Aplicação 10: Convecção­Difusão Transiente com condições de contorno de

primeiro e segundo tipo

Nesta aplicação apresentam­se soluções numéricas ao longo do tempo do problema

com a mesma equação governante da aplicação 2, mas com as seguintes condições de
contorno e inicial
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u(O,t) =],
Ou(x,t)

x=]

na qual x e[0,1] er>O.

=15 e u(x,0) =2.

visto que nesta aplicação o último instante no tempo adotado também será tr =1)

O objetivo desta aplicação é o de analisar o comportamento da solução numérica pelos

Métodos de Galerkin, Petrov­Galerkin e dos Mínimos Quadrados ao longo do tempo para um

problema cuja uma das condições de contorno é de fluxo prescrito. Para esta aplicação será

adotado h =2,5x10* e Ar=10" (200 elementos com 3 nós cada e 1000 passos no tempo,

—n— Galerkin

—a— Petrov­Galerkin
—x— LSFEM

— o— Solução Estado Permanente —o— Solução Estado Permanente
—o— Galerkin
—Aa— Petrov­Galerkin

—x— LSFEM

—o— Solução Estado Permanente
—— Gailerkin

——a— Petrov­Galerkin
—x— LSFEM

t=10" (à esquerda) e r = 0,005 (à direita)

—o— Solução Estado Permanente
—­ Galerkin
—aá— Petrov­Galerkin
—x— LSFEM

3 4 5 6 7

x

Ab
AVAVAY

unesp”*

Figura 7.36a­b — Soluções Numéricas de u para t = 0,01 (à esquerda) e 1 =1 (à direita)
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—o— Solução Estado Permanente
— Galerkin

—aA— Petrov­Galerkin
—x— LSFEM

du
(x

,tY
dx

du
(x

,tY
yd

x

—o— Solução Estado Permanente
—o— Galerkin

—Aa­— Petrov­Galerkin
—x—LSFEM

o N"

du
(x

,t)
/d

x

—o— Solução Estado Permanente
—o— Galerkin

­—a— Petrov­Galerkin
—x— LSFEM

x

——o— Solução Estado Permanente
—n— Galerkin
—a— Petrov­Galerkin

—<— LSFEM

Figura 7.38a­b — Soluções Numéricas de = para ! = 0,01 (à esquerda) e r =1 (à direita)
x

Assim como na aplicação 9, as soluções numéricas de u dos três métodos tendem ao

longo do tempo à solução analítica no seu estado permanente. O mesmo acontece com as

u nes
Ou

, : :soluções numéricas de — pelos Método de Galerkin e Petrov­Galerkin, entretanto, o Método ­
Ox

dos Mínimos Quadrados apresenta oscilações numéricas localizadas próximas a extremidade

x=0, Figura 7.38a­b.
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Capítulo 8

Convecção­Difusão Bidimensional

8.1 Equação Modelo

Introduz­se aqui um estudo numérico da equação diferencial parcial que modela o
NR . : . e. . 1. . ,.. — 3fenômeno convectivo­difusivo bidimensional genérico definido no domínio O=ExNcR,

ZcR, QERº, nos quais= e O são domínios limitados e fechados, descrito como,

VE) nº +4,2ºº4+A MM Byrf=0ot Ox dx) dy| à) “(à “O

na qual assume­se À =constante>O0, u=u(xy,), A4,=A(X%X), A, = A,(x,),
B=B(x,y), yv=yu(x,y) e f = /f(x,y),com x,y,teR e condições de contorno de primeiro

e segundo tipo bem como a condição inicial.

8.2 Formulação pelo Método de Galerkin

A equação (8.1.1) pode ser escrita da seguinte maneira,

Visa(X)­ x a oa Mo Bus.Ot Ox õy
|

Ox d “Ox *&
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Seguindo­se a discretização no tempo descrita na equação (5.4.1) que aproxima a

função u pela função 4, tem­se

— tá e)+di

(DE): 2 22 +4, 844 MMBr)! =0. (822)Ox) dl & ôx *&

Seguindo o que está definido na equação (4.2.1), obtém­se a seguinte equação integral,
dada por,

s+l

a[2(rE):tale es õuA,% 7| N, do. + SN, daso
;

Ox Ox o

)+z 4 2 +4,8E4A % pr N,do=0. (823)a dl àd dx “Oy |

Oy dx Pô

Para qualquer passo no tempo, tem­se as seguintes integrações por partes,

o ou N, ou[Na2 x Ox Ox

O[/, Ou N, , ou[EE do=h N, ko seno ar­Éa tao (8.2.4b)

Os detalhes das integrações (8.2.4a­b) encontram­se em Dhatt e Touzot (1984), página

Substituindo­se as equações (8.2.4a­b) na equação (8.2.3), tem­se

o
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N s+l

ON, ON. om * x Omf PD a­ak—E—ak AA 2 x 2 + A, —ou +A, %, p7 N,| doro) Aí Ox dx Oy à |O 2 dx “*ôy
/

e s+l TERA+f aN,k cosodr+h an, k sen9 dr +[sN,da+Tr oOx

ON, ON,+ SD g+(­a)x|­ Ou Ou +A, Wa % , pz N, de +
nan) Al Ox Ox Oy O ôx "“&

om omr$ 0­a) N,kZ­ 1 a­ a)N,k5, = (8.2.5)

Da mesma maneira que no caso unidimensional, as condições de contorno propostas

neste trabalho são invariantes no tempo, logo

sv st+Hl = s+l

$.aN,k cos6 dr +d a N, k seno dr +$ (1­r rx Oy

vsou+$ a) N, k >
sv s+l 2 st+lsen dr =| N,; K[coso à +senO Ou v (8.2.6)

r o Oy

Agora, faz­se a aproximação da função 4 pela função 4º da seguinte forma

para qualquer passo no tempo e com Nnós sendo o número de nós em cada elemento.

Apenas por simplicidade daqui por diante será adotado N, = N, (x,y).

Substituindo­se a aproximação (8.2.7) na equação (8.2.5) obtém­se a seguinte
equação,

ON, ON, ON,­f.ai Í donase ­f.aa 1 j denae sf. a A,N, j dona st, e
o” Ox Ox nº Oy O Ox

ON, ne ” a N, ON, Ra AN, do 4; “| —+a BIN, devaçto— [ asa deie õy al Az a” Ox O

ON ON, on,07a e DDdass+f. (<a) AN,doa++f. (1­a) AN, —2doús+dy à Ox Oy
ns+H ns+l(LEsa­a)B)NN, dai; =| SN,do+f N/t coso +seng Jarnº At nº r Ox Oy

(8.2.8)
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com 1,jy =1,..., Nnós.

Visto que o segundo termo do lado direito da equação (8.2.8) que carrega as

“ç 2”.informações do contorno e 4*“ já é conhecido do passo anterior de tempo , tem­se o

seguinte sistema

[Kant )=(F)­[8 )6)
no qual

ON,­f an.daÍ.ar”52 do+ | a AN, —*do+o.
,

Qº Ox

ON,+f ag, — dar|o“ (Eta B N,N, do (8.2.10a)
Oy a” At

ON, ON,ON, ON,H,=­[ 0­MHTA— da +f.It T,
+ (1­0) 4,N, das (1­a) 4 ESA PP +((­a)BINN, do

(8.2.10b)

F.= l.SN, do + (Termo de Contorno) (8.2.10c)

com 1,j =1,..., Nnós.

A partir das transformações de coordenadas globais para locais (x—>éÉ, y >)

descritas nas equações (5.3.1.7a­b) e (5.3.1.9), as equações (8.2.10a­c) são reescritas na
forma:

K,=­| et oo, da­ f..Ee, da +f asn0,dA+
o [9 2ºnº det(J) det(J)

+f. a ANO, des+f YraBINN, detN)dO, (8.2.11a)
nº 7 nº AL J

o
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=­f (too,dal (1I­m)k
a det(J) a det(J) DO, da+f da) ANO, da+

.

nº

­ (o PL +(1­ N,
da, (82106+f 0 a) A,N,0, de + | | 40 a) B)N., det()AQA, ( )

o“

F.= Í.­ SN, det(J)dO + (Termo de Contorno),

nos quais

=

dy ON,
" anoé dE On"

2 ôyoN; a,
* ônoé OE On"

Ox ON, ôxoON,
On 05 OE Om'3 7

ôxoN, ax,
e ânoE dE On"

com 1,j =1,..., Nnós .

(8.2.100)

(8.2.11a)

(8.2.11b)

(8.2.110)

(82.110)

: ; 2
Ou

:

Caso o problema esteja em regime permanente, ou seja Vo = O, tem­se o seguintet

sistema linear matricial

[K]6º)=(F)

no qual

E oo, +—— DN, +
det(J) det(J)

A —+—* EN, +BNKN, |det(1) dO,
det(J)
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F,=­Ín. SN, det(J) dO + (Termo de Contorno), (8.2.13b)

no qual i,j=1,..., Nnós e O,, D,, O, e D, estão definidos nas equações (8.2.11a­d).

8.3 Formulação pelo Método Petrov­Galerkin

Assim como no caso unidimensional, a formulação pelo Método Petrov­Galerkin é

análoga a formulação pelo Método de Galerkin, a menos da função peso, sendo assim, tem­se

o seguinte sistema matricial,

[Slate= (e) [zo]
na qual

S. =
y

on ON­f à 1 UNj do — à MNj ON,do ++f. a AM, —da+Ox Ox nº Ox

ON,+ a AM, — dor + [ YraB)MN da, (8.3.2a)aº TP & a (| AL '

OM, ON,ON,z,=­| asa): Lan+­f a­
o” Ox Ox Oy õ&y

an, an, W+| A­a) AM, — dor+ [ (1­a) A4,M,— dor+ | ­Y +(A­a)BIMN, do,o Ox nº Oy a At '

(8.3.2b)

F= ­f.. SM, dO + (Termo de Contorno), (8.3.30)

com 1,j =1,..., Nnós.

A partir das transformações de coordenadas globais para locais (x—>óÉ, y >mn)

descritas nas equações (5.3.1.7a­b) e (5.1.3.9), as equações (7.3.3a­c) são reescritas da forma:

Ss. =­[ É nx, da­ f..CER, dã+f a ANN, do+à det(J) 3º det(J) o”

+f aA MN, dor + VaiaBMNda, (8349)nº 1) a At O?

o
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1­a)k ” (1­a)k =
—=

= ­ N.N,dOo+| ((­a)AMKS, do+Ê1 fz. det(J) NR dO+ fa: det) * fa 0) AM,
­

a+| [­2+(­
N,;

OQ,

(8340+f(­)AMB, do + [ | E a) B)M,N det) dA , (8.3.4b)[93

F=­|5. S M, det(J)dO + (Termo de Contorno), . (8.3.4c)

nos quais

8y OM. gQ8g,oOM,.2 PÉ o o, (8.3.5b)
On OE GE Om

Ox ON, Ox ON,
3 TITO toOn OE OE On”

ON, aN.
:

1 — ne Í (8.3.5d)
On O0&ê OS Om

com 1,j =1,..., Nnós .

Quando o problema atingir o seu regime permanente, tem­se o seguinte sistema linear
matricial

A

| det(J) det(J) det(J)

A —+—ZON,N,+ BM,N, |det(1) dO, (8.3.7a)det(J) * j

F=­|2. S M, det(J) do + (Termo de Contorno), (8.3.7)
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no qual 1,j =1,..., Nnós e N,, N,, N, e N, estão definidos nas equações (8.3.5a­d).

8.4 Formulação pelo Método dos Mínimos Quadrados

Análogamente ao caso unidimensional, a aplicação do Método dos Mínimos

Quadrados para fenômenos bidimensionais utiliza­se da adição de duas equações auxiliares,

gerando um sistema de três equações diferenciais parciais com três incógnitas, definidas como

segue

ÔVê A. ED aU, MU Bu+f=0
dt àd& ôõ dx P"Pô&

(8.4.1b­c)

Primeiramente, deve­se discretizar no tempo as equações (8.4.1a­c), fazendo uso das

funções aproximantes de u, q, e q,, respectivamente, pelas equações 4, q, e q,, da
seguinte maneira

(8.4.2b)

(8.4.20)

Agora, faz­se as aproximações espaciais em cada elemento das funções 4, q, € q,

pelas funções 4º, 4; e 45, da seguinte forma
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=D Ná4x3 9,2&, => NG, , (8.4.3a­c)
i=|

para qualquer passo no tempo e com Nnós sendo o número de nós em cada elemento.

Após definido as aproximações espaciais, pode­se escrever as equações residuais das

equações (8.4.2a­c) como segue

s+Hl
A õaRx, y)=4E g40|­ A: QD +A,o+, XiBa|l 4+f+

At Ox O “*ôx "Oy

+) Caigoa | MA. PD,+4, 2 + Ba (8.4.4a)
At Ox O “Ox PO

R,(x,y)=d4, +kO (8.4.4b)

R,(x,) =4, +62
Oy

Substituindo­se as aproximações (8.4.3a­c) nas equações (8.4.4a­c), obtém­se

Nnós Nnos Nnós NnósON, ON, ON. IN,R(x,y)=­a À Gea — gra > —n ra : EU+1 y ôx—— = ôy— A x — ôx i y Pr õy 1i=|

Nnos NunosNS Nnos ON. N.
+H|—+aB)> Nú”+ 1­a Lig o(l­a Los[ta BDNAM + / 0a) tás Amada atas+

Nnós ON Nnós ON Nnós

+A­a)a DTH A ­a)A, DS.ne ++1­Ls0­ a) 8 ld Nas1º, (84.59)
i=l

Nnos Nnos N
nest Ô i ne,s+R(x,)=XNGS++ED A ” (8.4.5b)

i=1 is!

Nnós “eso. Nnós ON, es
i= i=)
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Como neste problema tem­se três equações, o funcional é definido da seguinte maneira,

IR, R,R)=[ RGNAO+|[ RGIAO+f R266))AOo o nº

e sua primeira variação é escrita da forma

IR,Ri, RJ) = 2 (SR)R, do. +2 (SR,)R, dO. +2Í (SR,)R, da =0
o o [O

f (SR)R, dl + f (SR,)R, do. + (SR,)R;, da =0[O o nº

com as seguintes propriedades, independente do passo de tempo

OR, =o uº+eu

(8.4.7b)

óR,= ou

= A, +a Ad,+ESERS Ox "õ
OR, an, ON, ( ”YraB)y,At

(8.4.8d­f)
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oR;
==

=N.
OG: os,

1

Substituindo­se as equações (8.4.7a­c) e (8.4.8a­1) na equação (8.4.6) tem­se,

Í a A,aA, —on (E ; sum q MNiggem2 Ox "dd At Ox

ON, ne, s+l REON, nest Re ON 2estlo, E ON, ne.s+Hlasam bxicadodada ad Sra
JA

ON, Nnós Nnós OQON,' NnósÀ):NAarcaaacacaGa>

Nnós OQ) NnosDiú +(I­a), A oLheploala.
ON. [| Nnós Nnós O)

7

. k F i SUE + Nó âºFá Psqem HaN; nº(sh doe +XxX

ON. [ Nnós Nnós O "'k 15 úbt + N,5 407 28)ETN, VARAe O 19Dj
>

Reorganizando­se a equação anterior, pode­se obter,

Sa” x (U, xU, +U, +U, JO +6 FG xx f (Us xU, +U Jd +6 45Ox[OM º

| (U, xU, +U)da=6 10" x | CPxXU de +64 xx CS)XU, do +
o [6 o

+Gixf C/DxU,da (8.4.9)

na qual

U,=aA,NasAe | EsaB|v, (8.4.10a)
Ox Oy At

o
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Nnos ON. Nnos ON. Nnós à Nnós À)
— Li one,st Qi sesl, oN,nºSH MN,nºSt
o ia Oy

Nnós Nnós Nnós Nnoós
V nº s+Hl ON, nes ON, ne,s ON, no s+l+|—+aB 1­a —­(1­a r +(1­a)A Po+|L+aB DUNA caca tds Fans $a,

Nnos NnoósAma) DA +|­L+0­ a) BS nasas, (8.4.10b)i i u,;
i=| i=1

Nnos Nnós O)U, To Sor,ETN; nº| (8.4.100)

Nnós Nnós ONjU, nx nasne, s+l nºS EA (8.4.10d)

(8.4.100)

Nhnós Nnós ON. | ; (8.4.10f)U, Nxdi FEDj us
(8.4.10g)

Nhnós Nnós OQU; = N, Er,ET— az" |. (8.4.10h)

Para que a equação (8.4.9) seja satisfeita, deve­se ter, simultaneamente

fe xU, +U, +U,)da=f Cx, do, (8.4.11a)

SUsxU, +U,)da=[ (CP xu,da, (8411)

o
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[ (U,xU, +U,)da = [ CDxU, do, (8.4.11c)

ou seja, Su;""º, óq1%" e dq,” não são identicamente nulos em todo o domínio.ES)

As equações (7.4.10a­c) geram o seguinte sistema linear matricial

A BC H

B D EXô +| M Gifs (8.4.12)
PCT EG q,

Visto que as variáveis 4º“*, q” e q,” já são conhecidas do passo anterior de tempo
e ”"

Ss , o sistema (8.4.12) fica da seguinte forma,

r| B C fa e.s+l ) F, H
B T D E fâ e.s+l ) — F, —­)M

P
x

CC ETG fam) F,DÁ

no qual

ON, (v oN, on,
a A,—­+|­—+aB|N, | x a A, +aA, —+Oy At Ox o)

ON, ON,ato B)Vv ++ AAA EE 22 a, (8.4.14a)
Ox Ox Oy

Ox Ox

ON] omhs Zen Lao,
(8.4.14b)

(8.4.14c)
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5 6

Qua(Etá +aB)oda 1o­—a) A,Oy At

(­+(l1­a) B)v|) do,

13

j
ON | do, —(8414h)

XxX

ON

O

J

Ox

(8.4.14d)

(8.4.14e)

(84.14

(8.4.149)

leo, (8.4.14i)

(Escada), Jao,At

(8.4.14j)

(8.4.14k)

(84.141)

j (­Lra­as)N, Ja,At '

(8.4.14m)



(8.4.14n)

ON,“= f d­ajaDNi OS da, (8.4.140)
o Oy Oy

ON, ON, (vy
= — A —­+a A —­+| —+a BN, ida, 8.4.14fa prla ae O Oy vs É ) i ( p)

fePx|­a 4,22 da, (8.4.149)

F, = f.Cox|­a A, = |do.. (84.141)

A partir das transformações de coordenadas globais para locais (x E, Y >)
descritas nas equações (5.3.1.7a­b) e (5.3.1.9), as equações (8.4.14a­0) são reescritas da
forma:

a À a Àf. a Às DP, +—— O, +(L+az)y, x) ZA D, +— QD, +“|| det) ' det) At det(J) *? det())
2 2B)w, + DO, + oO, det(J) dO, (8.4.15a)

det(J) det(J)

a À —B; f. a À. DP, +—— 0, +(E+az)y, x(­a D,)+ kD,N, do.“|[det(J) * det() At

(8.4.15b)

a À —Cc, =| a ds DD, +— o, +(L+aB)y, x(­a D,)+KD,N,+doi la lldaaos) ' de) At
(8.4.15c)

EV
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2D,=|.aoDO, +NN, an da, (8.4.15d)
ó det(J)?

a?E, = [E 0,0, da, (8.4.15€)
” Ja det(J)

Lf | a? ro 84.15G f.Eo,O2, fan ds, (8.4.151

H, =f |( a A, Q+ a A, O, +(Zan) )(CDio, + ED A,0,+é Jade) ' det) At det(J) det(J)

+E+(1­a) BJ,) det(J) do, (8.4.15g)

a À a À, D
j E

.
­ 4.15h[; alaçosO, t(D+aB)N|).x[­1­a) O, da, (8.4.15h)

nel. as o,+ ZÉ o,+(Zras)V ka­mo,Jáa, (8.4.15i)5| det(J) ' det) At

(1­a)a
— DD, do, 8.4.15]

à det)
| »

1,=| do o, da, (8.4.15k)
* da det(J)

(1­2)a
= D,D, do, 8.4.151

a de) | (84.151)

s . a A, a A, v —F, = S. fxEQto! +a 8) | det(J) da, (8.4.15m)

o
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F, = f. CDxC Caso) do (8.4.15n)

F, =.CDx­a4,0,)dO (8.4.150)

nos quais

(82.11)

2 QN yN (8.2.11b)
* ônoé oé on

Ox ON, ôxON,
3 FIT ) (8.2.110)

On O0& OS Om

CIA AA — B2110)
On 0&ê oO am

Caso o problema em regime permanente, o sistema linear algébrico se reduzirá à
seguinte forma,

(84.15)

A A, A A,
!4,=| QD,+ D,;,+ BN, |x QD,+ D,+ BN, j+6 || det(J) det(J) det(J) det(J)

LAY + 0,0, det(J) dO, (8.4.16a)
det(J) det(J)

A 1
—B,=|[ fp + o, +BN xo, +EDN,da, (8416b)“| det) ' det) det(J)
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=.| À, D, + & o,+ ev b| | o, :xov, 15, (8.4.16c)|| det() det(J) det(J)
|

| —=Í.[amoma det(J) dO, (8.4.16d)

, =| | qoo,da, (84.160)
nº det(J)

1 —

.=[ E o,0,+NN, det) da, 8.4.16fa] amo 3 4 À e)
:

| )
2

À, A,
.

—falas?Fáom Jo S£) det(J) dO, (8.4.16g)

&O,fdo, (8.4.16h)

0, /do, (8.4.16i)
õ

com 1,j =1,..., Nnós e D,, D,, D, e D, descritos nas equações 8.2.11a­b.
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Capitulo 9 |

Aplicações Numéricas Bidimensionais

Nesse capítulo são apresentadas as soluções numéricas de problemas puramente
difusivos e convectivo­difusivos nos regimes permanente e transiente. Apenas para
conhecimento, todas as malhas utilizadas nas aplicações deste capítulo foram geradas no
software Ansys (1994). Para solução do sistema linear foi utilizado o Método Frontal. Nos

apêndices A e B, encontram­se respectivamente, tabelas de resultados numéricos e de tempos

de execução de algumas aplicações desse capítulo.

Aplicação 1: Difusão Pura com condições de contorno de primeiro tipo

Nesta aplicação apresenta­se um caso puramente difusivo no regime permanente com

todas as condições de contorno do tipo função prescrita, vide Fig. 9.1.

2 2O ulx,y) QuMy)
ô 2 2

Equação Governante:

Last
xu=0

Figura 9.1 — Geometria Cartesiana com condições de contorno de primeiro tipo.
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Inicialmente apresentam­se as soluções analíticas e numéricas de u, x e rs e logox y

em seguida serão apresentadas as normas L, e L, do erro dessas funções na aplicação dos

Métodos de Galerkin e dos Mínimos Quadrados.

A solução analítica para este caso é da forma,

4 R senh[(2n + Da(1— x)] sen[(2n +1)77y]u(x,y)=3. sen[(2n +1)7] 2n+1
n=

Ou(x, y) ­ PP) cosh[(2n +Da(1­x)] senf(2n +1)70]
Ox sen[(2n +1)7]

“oQu(x,y) Donh[(2n +Da(1—x)]senf(2n + DA] cos[(2n + D)7y].

Vale ressaltar que para uma melhor análise das normas dos erros, foram adotadas

malhas nas quais todos os elementos fossem idênticos, no caso foram adotados quadriláteros

quadrados. A Figura 9.2 é um exemplo de malha adotada nesta aplicação, no qual trata­se de
uma malha com 1600 quadriláteros.

Para aanálise das normas foram adotadas malhas com quadriláteros com quatro e oito
nós, com o objetivo de analisar se uma malha com elementos quadrilaterais com oito nós

apresenta melhores resultados do que a com elementos quadrilaterais com quatro nós.

0.4

0.3

0.2

0.1

o
O 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

x

Figura 9.2 — Malha com 1600 elementos quadrilaterais.

o
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l

0.2 0.4 o6 0.8
XxX

Figura 9.3 — Solução analítica de u(x,y)..

[ 0.2 0.4
X X .

04

Figura 9.4a­b — Soluções numéricas de u(x,y) pelo Método de Galerkin (à esquerda) e pelo

Método dos Mínimos Quadrados (à direita).

As soluções analíticas e numéricas apresentadas na Figuras 9.3 à 9.7 foram calculadas
para uma malha com 1600 quadriláteros com 8 nós cada.

Analisando as figuras 9.3 e 9.4a­b, nota­se que as soluções numéricas de u pelos

Métodos de Galerkin e dos Mínimos Quadrados fornecem resultados satisfatórios.
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Ou(x,y) Ou(x,y)Figura 9.5 a­b — Soluções analíticas de Bd (à esquerda) e VE(à direita).x y

Figura 9.6 a­b — Soluções numéricas de E”) (à esquerda) ex

Método de Galerkin.

Qu») (à direita), pelo
Oy

1

Bol / RA

eAH2º
1

0.8 1
0

Figura 9.7a­b — Soluções Numéricas de E» (à esquerda) eXxX «

Método dos Mínimos Quadrados.
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Assim como nas soluções numéricas de u, os Métodos de Galerkin e dos Mínimos

: ro fo) uQuadrados obtiveram bons resultados nas soluções numéricas de E e E figuras 9.6a­b ex

9.7a­b. Agora será feita uma análise mais detalhada da aplicação dos métodos numéricos

avaliando­se as normas L, e L,.

—ot— Galerkin

—o— LSFEM
—ao— Galerkin
—o— LSFEM

= = Ss 1

­T
og

(le
,C

&Y
Nl

,)

­t
og

(Il
e,

6y
)Il

,

T—— T r
T r T T

13 õ & E
õ ' “ 13

tog(h) “og(h)

Figura 9.8a­b — Normas L, (à esquerda) e L, (à direita) do erro na solução numérica de u

para malhas discretizadas com elementos quadrilaterais com quatro nós.

­—o­— Galerkin
—o— LSFEM— on Galerkin

—o— LSFEM

­l
og

(Il
e,

C6
yN

.

­
lo

g(
Ile

,(x
,y

)|

Jog(h) ­log(h)

Figura 9,9a­b — Normas L, (à esquerda) e L, (à direita) do erro na solução numérica de u

para malhas discretiza das com elementos quadrilaterais com oito nós.
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—o— Galerkin

—o—LSFEM
—o— Galerkin

—o— LSFEM

L
)

a
A

a
bb

S
s

à
8

à
L

1
1

1

C
c

“l
o

g
(Ile

zx
Cs

yIl
,)

­l
og

(Il
e

C
y
]

­loa(h) ­loa(h)

Figura 9.10a­b — Normas £, (à esquerda) e L, (à direita) do erro na solução numérica de =x

para malhas discretizadas com elementos quadrilaterais com quatro nós.

—o— Galerkin
—o— LSFEM

CTA

—o— Galerkin
—o— LSFEM

2a
o

so
os

E
3

à
8

à
8

1
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Í
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l
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O
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13
' ' '

' ;
' 13

­log(h) log(h)

Figura 9.11a­b — Normas L, (à esquerda) e L, (à direita) do erro na solução numérica de .
: x

para malhas discretizadas com elementos quadrilaterais com oito nós.

fe
)

=
» 1

—n— Gajerkin

—o— LSFEM —n— Galerkin
—o— LSFEM

Te
>

f=) &
­ 1

s E
) 1

Ss 1

O = o 1
.
4

T My T Tr Yr T
1,3 s

A R ' 13

“tog(h) ­log(h)

Figura 9.12a­b — Normas L, (à esquerda) e L, (à direita) do erro na solução numérica de =
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para malhas discretizadas com elementos quadrilaterais com quatro nós.
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Figura 9.13a­b — Normas £, (à esquerda) e L, (à direita) do erro na solução numérica de OD

para malhas discretizadas com elementos quadrilaterais com oito nós.

A partir dos resultados fornecidos pelas figuras 9.9 à 9.13, observa­se que péssimos
resultados foram obtidos, resultados esses que não são evidenciados nas figuras 9.6a­b e
9,.7a­b. Uma análise detalhada dos resultados foi feita, e constatou­se que os maiores erros

foram obtidos o quão mais próximos os nós se localizavam dos vértices (x,y) =(0,0) e

(x,y) =(0,1). E em razão destas regiões serem de altos gradientes os erros se tornaram tão

significativos. Em outras palavras, as normas das derivadas não são boas porque existem duas
descontinuidades nos cantos. Portanto neste caso os Métodos de Galerkin e dos Mínimos

Quadrados não apresentaram bons resultados na solução numérica para as derivadas próximas

aos altos gradientes.

Aplicação 2: Difusão Pura com condições de contorno do primeiro e segundo tipo

Nesta aplicação apresenta­se um problema puramente difusivo com termo fonte,

geração de energia, e com duas condições de contorno do tipo temperatura prescrita e duas de
isolamento, Fig. 9.14. Para a discretização do domínio, foi utilizado uma malha com 3200

elementos triangulares com 3 e 6 nós cada, Fig. 9.15.

Do mesmo modo que na aplicação 1, serão apresentadas as soluções analíticas e

numéricas e as normas L, e L,.
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Figura 9,14 — Geometria Cartesiana com condições de contorno de primeiro e segundo tipo.
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Equação Governante:quas
Ox Oy?

A solução analítica desta aplicação é descrita logo a seguir,

u(x,y)= sx). (1­x)2 E.D' A ecos(4,3)),n=0 dz

OxOu(x,y) sx ­+29)1)” cosh(4,y) sen(4 9cosh(4, )

But) QN CD! Senh(AD) 17 1)
Oy em A, cosh(t)

no qual A, = (2n+1)x/2 en=0,1,2,...
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Figura 9.15 — Malha com 3200 elementos triangulares.
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Figura 9.16 — Solução Analítica de u(x,y).
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Figura 9.17a­b Soluções numéricas de u(x,y) pelos Método de Galerkin (à esquerda) e pelo

Método dos Mínimos Quadrados (à direita).

Nota­se nas figuras 9.16 e 9.17a­b que as soluções numéricas de u pelos Métodos de

Galerkin e dos Mínimos Quadrados fornecem bons resultados. Vale ressaltar que nesta

aplicação, caso puramente difusivo, o Método Petrov­Galerkin reduz­se ao Método de

Galerkin, A, = A, = O. Do mesmo modo, as soluções numéricas de = e E pelos métodosx

utilizados apresentam bons resultados, Figuras 9.18 a 9.20.
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Figura 9.18a­b — Solução analítica de = (à esquerda) e de e (à direita).2
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Figura 9.21a­b — Normas L, (à esquerda) e L,, (à direita) do erro na solução numérica de

u(x,y) para malhas com elementos triangulares com três nós.
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A partir da análise das figuras 9.21 à 9.26 pode­se concluir que nesta aplicação o
Método dos Mínimos Quadrados apresentou os melhores resultados, visto que para as normas

dos erros na solução de u o Método de Galerkin só apresentou melhores resultados para

malhas com elementos triangulares com três nós, pois, quando foi utilizado elementos com

seis nós, ambos os métodos obtiveram resultados semelhantes. Entretanto, para as normas dos

­
Ou Ou

, roserros nas soluções de r e — o Método dos Minimos Quadrados apresentou em todos osx

casos os melhores resultados. Vale ressaltar que a utilização de elementos com seis nós

apresentou melhores resultados do que com elementos com três nós.

Aplicação 3: Difusão Pura em uma geometria duplamente conexa

As aplicações 3, 4 e 5, tratam de problemas em geometrias duplamente conexas,

aplicação 3, e multiplamente conexas, aplicações 4 e 5. Os resultados são comparados com
simulações numéricas pelo software Ansys (1994).

2 2Equação Governante: O u(x,y) + O u(x,y) =0
Ox? Oy?

4 x

Figura 9.27 — Geometria Cartesiana duplamente conexa com condições de contorno de

primeiro tipo

Nesta aplicação, apresenta­se um problema puramente difusivo com todas condições

de contorno do tipo função prescrita. A geometria do domínio é definida como duplamente
conexa. Essa definição é devido ao fato de a geometria possuir dois contornos, um externo e
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outro interno. A malha utilizada para solução deste problema contém 726 elementos
quadrilaterais com oito nós cada. Para este caso não foi utilizado elementos contendo a

mesma área e formato, Figura 9.28.

LL

Figura 9,28 — Malha com 726 elementos quadrilaterais

1 3 4
x

Figura 9.30 — Isotermas — Solução numérica de u(x,y) pelo Método de Galerkin
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2.1o 1 4
x

Figura 9.31 — Solução numérica de u(x,y) pelo Método dos Mínimos Quadrados

Como pode ser visto nas figuras 9.29 a 9.31, os Métodos de Galerkin e dos Mínimos

Quadrados apresentam resultados semelhantes ao do software Ansys.

Aplicação 4: Difusão Pura em uma geometria multiplamente conexa

Esta aplicação tem como objetivo apresentar um caso parecido com o da aplicação 3,

mas com uma geometria cartesiana multiplamente conexa, definição essa em razão do

domínio do problema possuir um contorno externo e dois contornos internos.

2 2d'ulx,y) dQuMXy ,
ô 2 2Equação Governante:
x õy

15 u

Figura 9.32 — Geometria Cartesiana multiplamente conexa com condições de contorno de

primeiro tipo
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Da mesma maneira que na aplicação 3, os resultados numéricos são comparados com

a solução obtida usando o software Ansys. A malha utilizada nesta aplicação possui 966

elementos triangulares com seis nós cada, Figura 9.33.

VAVAVAVAVAVAVAVAVA

Figura 9.33 — Malha com 966 elementos triangulares

Figura 9.35 — Solução numérica de u(x,y) pelo Método de Galerkin
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4

Figura 9.36 — Solução numérica de u(x,y) pelo Método dos Mínimos Quadrados

Os resultados numéricos apresentados nas figuras 7.35 e 7.36 comparados com a
solução pelo Ansys, Figura 7.34, mostram que os Métodos de Galerkin e dos Mínimos

Quadrados novamente apresentam bons resultados para a geometria cartesiana multiplamente
cConexa.

Aplicação 5: Difusão Pura com termo fonte em uma geometria irregular

multiplamente conexa

Esta aplicação tem como principal objetivo verificar a performance dos Métodos de

Galerkin e dos Mínimos Quadrados para solução de problemas dispostos em geometrias

Irregulares multiplamente conexas.

2 2ô nx») 2º nu») =7
Ox Oy

Equação Governante:

1,25 2
­»

u=0

Figura 9.37 — Geometria irregular multiplamente conexa com condições de contorno de

primeiro tipo.
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Para este caso, a malha adotada possui 451 quadrilaterais com oito nós cada,

Figura 9,38.

MN)

Figura 9.38 — Malha com 451 elementos quadrilaterais.
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Figura 9,41 — Solução numérica de 4 pelo Método de Mínimos Quadrados.
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Nas figuras 9.39 a 9.41 nota­se que mesmo com uma malha com apenas 451
elementos quadrilaterais em uma geometria irregular multiplamente conexa, os Métodos de

Galerkin e dos Mínimos Quadrados fornecem bons resultados se comparados com os

resultados fornecidos pelo Ansys.

Aplicação 6: Difusão Pura com uma condição de contorno do tipo fluxo prescrito
não nulo

Para finalizar os casos difusivos em regime permanente, a aplicação 6, trata­se de um

caso com duas das condições de contorno sendo de fluxo prescrito, um nulo e outro não nulo.

Ou(x,y) + Ou(x
Ox? Oy?

2») —10u(x,y)=0Equação Governante:

u=1l

Figura 9.42 — Geometria Cartesiana com condições de contorno de primeiro e segundo tipo.

Nesta aplicação, duas das condições de contorno são de fluxo prescrito, sendo uma

delas de fluxo prescrito não nulo, característica essa que as aplicações de 1 a 5 não

apresentaram. Uma malha com 2000 elementos quadrilaterais com 8 nós cada foi adotada

para solução numérica desta aplicação, Figura 9.43.

Figura 9.43 — Malha contendo 2000 elementos quadrilaterais com 8 nós cada.
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Figura 9.44 — Solução numérica de u(x,y) pelo Método de Galerkin.
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Figura 9.49 — Solução numérica de ­ pelo Método dos Mínimos Quadrados.
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A soluções numéricas de u, = e = pelos Métodos de Galerkin e dos Mínimos
x 4

Quadrados apresentadas nas figuras 9.44 a 9.49 fornecem bons resultados, exceto para a

solução numérica de Ou/Ox pelo Método dos Mínimos Quadrados, Figura 9.47, que

apresenta oscilações numéricas próxima a região x =2,5.

Aplicação 7: Convecção­Difusão com variação dos parâmetros À, e À,

As aplicações 7 e 8 trataram de problemas convectivo­difusivos. Na aplicação 7 será

fixada uma malha e variado os parâmetros físicos, À, e A,, já ao contrário, na aplicação 8
será fixado todos os parâmetros físicos e variado a malha.

2 2uta») Qu), , Ou),,MM),Equação Governante:quas
Ox? Oy” x ôy

xu=1 1

Figura 9.50 — Geometria Cartesiana com condições de contorno de primeiro tipo.

Nesta aplicação será considerado 4,=A,=­10,­25,­50 e ­100. A malha

utilizada para este problema contém 3600 quadriláteros com oito nós cada, sendo todos os
elementos idênticos.

O principal objetivo dessa aplicação, é avaliar o comportamento das soluções quanto

maior forem os coeficientes que acompanham os termos convectivos.

res
Ou Ou

DA >As soluções numéricas de u, ar e 7 para as quatro variações de A, e A,, estãox W
|

apresentadas nas figuras 9.51 a 9,74.
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Figura 9.52 — Solução numérica de u(x,y) pelo Método Petrov­Galerkin para A, = A, =­10
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Figura 9.53 — Solução numérica de u(x, y) pelo Método dos Mínimos Quadrados para
A, = A, =­10.

x y

Ab
AVAVAY

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp ”“. 12 13 14 15 16 17 18



Figura 9.54a­b — Soluções numéricas de = (à esquerda) e de ou (à direita) pelo Método de
DX

Galerkin para 4, = 4, =­10.
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Figura 9,55a­b — Soluções numéricas de = (à esquerda) e de = (à direita) pelo Método
x >

Petrov­Galerkin para A, = 4, =­10.
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Figura 9.56a­b — Soluções numéricas de = (à esquerda) e de ã (à direita) pelo Método dosx

Mínimos Quadrados para A, = A, =­10.
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1

Figura 9.59 — Solução Numérica de u(x,y) pelo Método dos Mínimos Quadrados para

A, =A, =­25.

Figura 9.60a­b — Soluções numéricas de = (à esquerda) e de ­ (à direita) pelo Método dex

Galerkin para 4, = A, =—25.
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Figura 9.61a­b — Soluções numéricas de E (à esquerda) e de E (à direita) pelo Métodox

Petrov­Galerkin para A, = A, =­—25.py
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Figura 9.62a­b — Soluções numéricas de CG (à esquerda) e de o (à direita) pelo Método dosx

Mínimos Quadrados para À, = A, =­—25.
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Figura 9.63 — Solução numérica de u(x, y) pelo Método de Galerkin para A, = A, =—50.
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Figura 9.64 — Solução numérica de u(x,y) pelo Método Petrov­Galerkin para 4, = A, =­50
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Figura 9.65 — Solução numérica de u(x,y) pelo Método dos Mínimos Quadrados para
A, = A, =—50.
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Figura 9.66a­b — Soluções numéricas de = (à esquerda) e de = (à direita) pelo Método de
x >

Galerkin para A, = 4, =—50.
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Figura 9.67a­b — Soluções numéricas de E (à esquerda) e de E (à direita) pelo Métodox

Petrov­Galerkin para A, = 4, =—50.
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Figura 9.68a­b — Soluções numéricas de = (à esquerda) e de ã (à direita) pelo Método dosDx

Mínimos Quadrados para 4, = 4, =—50.
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Figura 9.70 — Solução numérica de u(x,y) pelo Método Petrov­Galerkin para
A, = A, =­100.
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Figura 9.71 — Solução Numérica de u pelo Método dos Mínimos Quadrados para

A,=4A, =­100.

2 |os 0.2

Figura 9.72a­b — Soluções numéricas de = (à esquerda) e de = (à direita) pelo Método de
x Wy

Galerkin para 4, = A, =­100.y —
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Figura 9.73a­b — Solução Numérica de . (à esquerda) e de SG (à direita) pelo MétodoDs y

Petrov­Galerkin para A, = A, =­100.

|
:

% 0.2 0.4 x 0.6 0.8 1 Y

Figura 9.74a­b — Soluções numéricas de & (à esquerda) e de o (à direita) pelo Método dosx

Mínimos Quadrados para A, = 4, =­100.
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De modo geral as soluções numéricas pelos Métodos de Galerkin, Petrov­Galerkin e
dos Mínimos Quadrados não apresentam oscilações numéricas na solução de u em nenhuma

o R : > o.
Ou u

A

das variações dos parâmetros físicos. Entretanto, nas soluções numéricas de rn e E , OS três: x

métodos apresentam oscilações numéricas próximas aos vértices (x,y) =(1,0) e (x,y) = (0,1)

para A, = A, =­100. Vale também ressaltar que as regiões próximas aos vértices citados,

são regiões de altos gradientes.

Aplicação 8:

Essa aplicação tem como principal objetivo avaliar a melhoria na solução de um

problema convectivo­difusivo em função do refinamento da malha.

2 2Equação Governante: ? um» + ? nO» + 3024» — 100 Ou, ») =0
ôx Oy Ox Oy

aa
*u=1] 1

Figura 9.75 — Geometria Cartesiana com condições de contorno de primeiro tipo

Para tal análise serão adotadas malhas com 100, 900 e 2500 elementos quadrilaterais

com oito nós cada, todos sendo quadriláteros quadrados idênticos. Para essas três malhas

adotadas tem os valores h =0,1, h = 0,03 e h =0,02, respectivamente, para as malhas com

100, 900 e 2500 elementos quadrilaterais.
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Figura 9.76 — Solução numérica de u(x,y) pelo Método de Galerkin para uma malha com

100 elementos quadrilaterais com 8 nós cada.
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Figura 9.77 — Solução numérica de u(x,y) pelo Método Petrov­Galerkin para uma malha

com 100 elementos quadrilaterais com 8 nós cada.
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Figura 9.78 — Solução numérica de u(x,y) pelo Método dos Mínimos Quadrados para uma

malha com 100 elementos quadrilaterais com 8 nós cada.

Figura 9.79a­b —­Soluções numéricas de = (à esquerda) e ã (à direita) pelo Método dex

Galerkin para uma malha com 100 elementos quadrilaterais com 8 nós cada.
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Figura 9,80a­b ­Soluções numéricas de = (à esquerda) e ou (à direita) pelo Método
|

o

Petrov­Galerkin para uma malha com 100 elementos quadrilaterais com 8 nós cada.

Figura 9.81a­b ­Soluções numéricas de = (à esquerda) e o (à direita) pelo Método dosx

Mínimos Quadrados para uma malha com 100 elementos quadrilaterais com 8 nós cada.
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Figura 9.82 — Solução numérica de u(x,y) pelo Método de Galerkin para uma malha com

900 elementos quadrilaterais com 8 nós cada.
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Figura 9,83 — Solução numérica de u(x, y) pelo Método Petrov­Galerkin para uma malha

com 900 elementos quadrilaterais com 8 nós cada.
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Figura 9.84 — Solução numérica de u(x, y) pelo Método dos Mínimos Quadrados para uma

malha com 900 elementos quadrilaterais com 8 nós cada.

x

Figura 9,.85a­b —Soluções numéricas de o (à esquerda) e ã (à direita) pelo Método dex

Galerkin para uma malha com 900 elementos quadrilaterais com 8 nós cada.
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Figura 9.86a­b —Soluções numéricas de = (à esquerda) e o (à direita) pelo Métodox

Petrov­Galerkin para uma malha com 900 elementos quadrilaterais com 8 nós cada.
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Figura 9.87a­b ­Soluções numéricas de R (à esquerda) e ã (à direita) pelo Método dos
x >

Mínimos Quadrados para uma malha com 900 elementos quadrilaterais com 8 nós cada.
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Figura 9.88 — Solução numérica pelo de u(x,y) Método de Galerkin para uma malha com

2500 elementos quadrilaterais com 8 nós cada.
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Figura 9.89 — Solução numérica de u(x,y) pelo Método Petrov­Galerkin para uma malha

com 2500 elementos quadrilaterais com 8 nós cada.
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Figura 9.90 — Solução numérica de u(x,y) pelo Método dos Mínimos Quadrados para uma

malha com 2500 elementos quadrilaterais com 8 nós cada.

Figura 9.91a­b ­Soluções numéricas de = (à esquerda) e o (à direita) pelo Método dex

Galerkin para uma malha com 2500 elementos quadrilaterais com 8 nós cada.
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Figura 9.92a­b ­Soluções numéricas de = (à esquerda) e ou (à direita) pelo Método
x

Petrov­Galerkin para uma malha com 2500 elementos quadrilaterais com 8 nós cada.
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Figura 9.93a­b ­Soluções numéricas de = (à esquerda) e = (à direita) pelo Método dos
x y

Mínimos Quadrados para uma malha com 2500 elementos quadrilaterais com 8 nós cada.

Avaliando as Figuras 9.76 a 9.81, nota­se que o Método dos Mínimos Quadrados,

mesmo para uma malha com apenas 100 elementos quadrilaterais, 4h = 0,1, apresenta menos

oscilações numéricas que os Métodos de Galerkin e Petrov­Galerkin, principalmente na

solução numérica de u. Para a malha com 900 elementos, Figuras 9.82 a 9.87, percebe­se que

as oscilações numéricas dos três métodos começam a diminuir, tendo como maior destaque a

solução numérica de u pelo Método dos Mínimos Quadrados que já não apresenta oscilações
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numéricas. Por fim, para a malha com 2500 elementos, Figuras 9.88 a 9,93, os Métodos de
Galerkin e Petrov­Galerkin ainda não fornecem bons resultados, principalmente para as

>
ou Ou

PA e. 1. nessoluções de ra e 77º na qual apresentam oscilações numéricas próximas a região do vérticex >»

(x,y) = (0,0), enquanto isso, é notável que o Método dos Mínimos Quadrados melhora
expressivamente seus resultados o quanto mais refinada é a malha.

Aplicação 9: Difusão Pura Transiente

Nas aplicações 9 e 10, serão apresentados problemas no regime transiente.

Primeiramente um caso difusivo, aplicação 9, logo em seguida um problema
convectivo­difusivo, aplicação 10.

ôu(x, 7,1)  ulxID)  OuUMXIO)
õt Ox? EX

Equação Governante:

u=0

u(x,yV,0) = O

Figura 9.94 — Geometria Cartesiana com condições de contorno do primeiro e segundo tipo

Neste caso apresenta­se a solução numérica de um caso puramente difusivo no seu
regime transiente, para o instante r=1, A malha utilizada para esta aplicação contém 625
quadriláteros com 8 nós cada, todos os elementos são idênticos, à = 0,04.

Para a discretização do tempo foi utilizado passos no tempo de valor Ar=10* e
a = 0,5, correspondente ao Método Crank­Nicholson.
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Figura 9.95a­b — Soluções numéricas de u(x,y) pelo Método de Galerkin (à esquerda) e pelo

Método dos Mínimos Quadrados (à direita).
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Figura 9.96a­b — Soluções numéricas de C pelo Método de Galerkin (à esquerda) e pelo
x

Método dos Mínimos Quadrados (à direita).
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Figura 9.97a­b — Soluções numéricas de ou pelo Método de Galerkin (à esquerda) e pelo
Método dos Mínimos Quadrados (à direita).

Avaliando as figuras 9.95 à 9.97, nota­se que o Método de Galerkin apresentou bons

resultados em todas as soluções, o que não aconteceu com o Método dos Mínimos Quadrados

Ho ee ­
Ou Ou

o "que apresentou oscilações numéricas nas soluções de ra e — nas proximidades da regiãox

de x=1.

Aplicação 10: Convecção­Difusão Transiente

A última aplicação deste capítulo apresenta um caso convectivo­difusivo em regime

transiente com duas condições de contorno do tipo função prescrita e duas do tipo fluxo

prescrito (isolamento). A condição inicial é do tipo função prescrita.

Equação Governante:

2 2Ou(x,y,1)  2UC6Y1) , 26) à up) 2º nx 7!)
ot Ox Oy õx Oy
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u=D

us, rp, D)=1

1
LaAX, x

dy
Figura 9.98 — Geometria Cartesiana com condições de contorno de primeiro e segundo tipo.

A malha utilizada nesta aplicação possui 1250 elementos triangulares com seis nós

cada, no qual todos os elementos são idênticos e de hn=0,04/2. As Figuras 9.99 a 104
apresentam soluções numéricas para o instante / = 0,5.

Na discretização temporal foi adotado At =10"* e a =0,5.

l%
­ 0.8 1

1

o l ! ! L
o 0.2 0.4 0.6 0.8 1

x

Figura 9.100 — Solução Numérica de u(x,y) pelo Método Petrov­Galerkin.
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Figura 9.101 — Solução numérica de u(x,y) pelo Método dos Mínimos Quadrados.
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Figura 9,.102a­b — Soluções numéricas de
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0.2

Galerkin.
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Figura 9.103a­b — Soluções numéricas de . (à esquerda) e o (à direita) pelo Métodox

Petrov­Galerkin.
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Figura 9.104a­b — Soluções numéricas de = (à esquerda) e o (à direita) pelo Método dosx

Mínimos Quadrados.
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A conclusão que pode­se chegar analisando as figuras de 9.99 a 9.104 é que o Método
de Galerkin e dos Mínimos Quadrados apresentaram bons resultados em todas as soluções, ao
contrário do Método Petrov­Galerkin nas três soluções apresentadas.
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Capítulo 10

Conclusões e Sugestões

Inicialmente é interessante mencionar que o Método dos Mínimos Quadrados prove o

cômputo direto dos fluxos. Os Métodos de Galerkin e Petrov­Galerkin não possuem esta

característica e portanto, caso seja necessário o cômputo dos fluxos, terá que ser feito por algum
procedimento extra de recuperação do gradiente.

O Método dos Mínimos Quadrados apresenta na sua formulação uma matriz dos

coeficientes que é simétrica e positivo definida para problemas difusivos bem como para

convectivo­difusivos. O Método de Galerkin apresenta estas propriedades apenas para problemas

puramente difusivos. E o Método Petrov­Galerkin não apresenta simetria na matriz dos

coeficientes, nem garante que seja positiva definida.

Devido ao fato, positivo, do cômputo simultâneo dos fluxos no Método dos Mínimos

Quadrados, faz­se necessário a introdução de novas variáveis dependentes, os fluxos. Assim,

aumenta­se o grau de liberdade por nó e, consequentemente, aumenta­se o custo computacional.

Esta desvantagem é um pouco aliviada se considerarmos que a matriz dos coeficientes, embora

maior, é simétrica, possibilitando o armazenamento de apenas aproximadamente metade de seus
elementos. Como, neste método, a matriz é simétrica e positiva definida, a taxa de convergência

para o sistema linear será maior. De qualquer forma o custo computacional será maior.

Percebe­se dos resultados apresentados que o Método dos Mínimos Quadrados tem sua

eficiência prejudicada, quanto ao cômputo dos fluxos, quando todas as condições de contorno são

de primeiro tipo. Ou quando há predominância de condições de contorno de primeiro tipo. Este
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comportamento deve­se ao fato de que para calcular fluxos necessita­se de informações sobre
fluxo nos contornos, como todas, ou a maioria, das condições de contorno seriam de primeiro

tipo, fica­se sem informações, ou com pouca informação, sobre o fluxo nos contornos, levando a

piores resultados. Esta dificuldade pode ser minorada refinando­se a malha, o que irá provocar o

efeito colateral mencionado acima: aumento do custo computacional.

Quanto ao refinamento de malha os Métodos de Galerkin e dos Mínimos Quadrados

aumentam sensivelmente a eficiência quando a malha é refinada. Para malhas bem refinadas o

Método dos Mínimos Quadrados apresenta um incremento considerável na eficiência. Para

malhas com pouco refinamento o Método Galerkin apresenta resultados em geral melhores que o

dos Mínimos Quadrados. O Método Petrov­Galerkin tem boa eficiência apenas para malhas com

pequeno refinamento. Para malhas mais refinadas apresenta resultados semelhantes ou piores que

os apresentados pelos Métodos de Galerkin e dos Mínimos Quadrados.

Para problemas puramente difusivos e quando não há necessidade de calcular os fluxos o
melhor método e o Galerkin.

Quando há a necessidade de se calcular os fluxos com precisão o melhor método é o dos

Mínimos Quadrados. Uma alternativa seria usar o Método de Galerkin, com posterior cômputo
dos fluxos.

Para problemas convectivo­difusivos o Método dos Mínimos Quadrados de um modo

geral apresenta os melhores resultados, ressalvado a questão do custo computacional,

mencionado acima. O Método de Galerkin também pode ser utilizado, desde que com malhas

bem refinadas, ressalvado sua incapacidade de calcular fluxos. O Método Petrov­Galerkin é

competitivo apenas para malhas com pequeno refinamento. Neste caso seria indicado para

situações onde o refinamento da malha não seja possível por questões econômicas.

Para trabalhos futuros o autor apresenta as seguintes propostas:

­ À utilização de funções de interpolação de Hermite, possibilitando assim a

comparação as funções de interpolação de Lagrange, funções essas utilizadas no presente
trabalho;

­ Aimplementação dos Métodos de Taylor­Galerkin e Galerkin/ Mínimos Quadrados;

­ —“Expandiro fenômeno convectivo­difusivo para o domínio tridimensional.

­ — Desenvolver algoritmo numérico para estimar o erro da solução.

Ab
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp ”“. 12 13 14 15 16 17 18



­ Aplicar estas técnicas sobre as equações de Navier­Stokes bidimensionais e
tridimensionais.

­ — Efetuar estudos de turbulência.
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APÊNDICE A — Tabelas de resultados numéricos

Neste apêndice é apresentado alguns resultados numéricos das aplicações numéricas
7 e 9 do capítulo 9.

Tabela Al — Resultados numéricos de u(x, y) da aplicação 7 para 4, = A, =­10
x y Galerkin Petrov­Galerkin LSFEM

0,2 0,2 0,500024680 0,500024682 0,500028646

0,2 0,4 0,214383817 0,214383816 0,214384949

0,2 0,6 0,102543021 0,102543021 0,102542732

0,2 0,8 0,114561610 0,114561610 0,114559656

0,4 0,2 0,785920311 0,785920310 0,785921222

0,4 0,4 0,500719368 0,500719369 0,500720676

0,4 0,6 0,298728348 0,298728348 0,298728803

0,4 0,8 0,263460840 0,263460840 0,263460220

0,6 0,2 0,901481790 0,90148179] 0,901481503

0,6 0,4 0,711630125 0,711630125 0,711630657

0,6 0,6 0,512847561 0,512847561 0,512848134

0,6 0,8 0,434950628 0,434950628 0,434950568

0,8 0,2 0,953231967 0,953231966 0,953231323

0,8 0,4 0,844265070 0,844265069 0,844265047

0,8 0,6 0,700002298 0,700002299 0,70002685

0,8 0,8 0,619833457 0,619833458 0,619833626
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Tabela A2 — Resultados numéricos de u(x,y) da aplicação 7 para 4, = A, =­100
XxX y Galerkin Petrov­Galerkin LSFEM

0,2 0,2 0,499923110 0,499923110 0,501969449

0,2 0,4 0,296050083E­]1 0,296050082E­1 0,311830932E­1

0,2 0,6 0,708314171E­3 0,708314117E­3 0,270471411E­2

0,2 0,8 0,126621789E­4 0,126621778E­4 0,215230855E­2

0,4 0,2 0,970380289 0,970380288 0,970917596

0,4 0,4 0,499950667 0,499950668 0,501634378

0,4 0,6 0,740558836E­]1 0,740558838E­1 0,757086848E­1

0,4 0,8 0,454277086E­2 0,454277080E­2 0,661816088E­2

0,6 0,2 0,999291332 0,999291331 0,9991 60748

0,6 0,4 0,925916573 0,925916573 0,926573674

0,6 0,6 0,499960888 0,499960889 0,501500769

0,6 0,8 0,112048689 0,112048689 0,113718205

0,8 0,2 0,999987333 0,999987333 0,999707216

0,8 0,4 0,995455209 0,995455209 0,995283047

0,8 0,6 0,887918663 0,88791 8664 0,888639801

0,8 0,8 0,499966608 0,499966610 0,501427097
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Qu(x,y)
Tabela A3 — Resultados numéricos de A da aplicação 7 para 4, = A, =­10x

Galerkin Petrov­Galerkin LSFEM

0,214781700E+1 0,214781702E+] 0,480171829E+1]

0,144265288E+]1 0,144265283E+] 0,750853130

0,793265243 0,793265251 0,244363893E­]

0,680183334 0,680183316 0,268046293E­2

0,871803107 0,871803164 0,478976942

0,129088190E+]1 0,129088188E+1 0,327539508E+]1

0,109324364E+] 0,109324356E+]1 0,113280494E+]

0,812877751 0,812877658 0,991 048997E­1

0,365556692 0,365556856 0,144959086E­1

0,825832015 0,825831757 0,875703224

0,100531178E+1 0,100531182E+] 0,264042853E+1

0,883677279 0,883677075 0,125745617E+]

0,189230521 0,189230414 0,709655407E­3

0,559173218 0,559173081 0,679407396E­1

0,928712532 0,928712659 0,105128869E+1

0,104204025E+1 0,104204023E+] 0,226618375E+1
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Qu(x, y)Tabela A4 — Resultados numéricos de O da aplicação 7 para A, = A, =­100x

>. Galerkin Petrov­Galerkin LSFEM

0,2 0,476921494E+] 0,476921426E+1] 0,480171829E+]

0,2 0,72920334]1 0,729203273 0,825094075

0,2 0,232460408E­1 0,232460379E­]1 0,244363893E­1

0,2 0,474159604E­3 0,474159525E­3 0,268046293E­2

0,4 0,508960387 0,508960436 0,478976942

0,4 0,326463072E+] 0,326463051E+]1 0,327539508E+]

0,4 0,110901467E+1 0,110901457E+1 0,113280494E+]1

0,4 0,984724442E­] 0,984724341E­1 0,991048997E­1

0,6 0,138468780E­1 0,138470101E­1 0,144959086E­1

0,6 0,898761677 0,898761784 0,875703224

0,6 0,263573305E+]1 0,263573290E+] 0,264042853E+]

0,6 0,123770877E+1 0,123770868E+] 0,125745617E+1]

0,8 0,258534975E­3 0,258666390E­3 0,709655407E­3

0,8 0,699407300E­1 0,699409856E­] 0,679407396E­]1

0,8 0,106713752E+] 0,106713770E+1 0,105128869E+]

0,8 0,226960130E+1 0,226960121E+1 0,226618375E+]1
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Tabela A5 — Resultados numéricos de Ou(x, y) da aplicação 7 para A, = A, =­10

> Galerkin Petrov­Galerkin LSFEM

0,2 ­0,21475171E+] ­0,21475170E+]1 ­0,21 506544E+]

0,2 ­0,868276097 ­0,868276176 ­0,868320759

0,2 ­0,310382194 ­0,310382211 ­0,309262797

0,2 0,774123877 0,774123884 0,779014690

0,4 ­0,14400178E+]1 ­0,14400176E+] ­0,14396826E+1

0,4 ­0,12791117E+1 ­0,12791117E+1 ­0,12795473E+1

0,4 ­0,709030676 ­0,709030659 ­0,708630342

0,4 0,694957209 0,694957184 0,698306276

0,6 ­0,765555961 ­0,765555916 ­0,765343519

0,6 ­0,10552801E+]1 ­0,10552805E+1 ­0,10553079E+]

0,6 ­0,844258044 ­0,84425794 ­0,844005372

0,6 0,377428223 0,377428121 0,379894102

0,8 ­0,387852523 ­0,387852698 ­0,388055820

0,8 ­0,679197789 ­0,679197569 ­0,679335441

0,8 ­0,692247333 ­0,692247093 ­0,691996284

0,8 0,140491799 0,140491652 0,142534719
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Tabela A6 — Resultados numéricos de> da aplicação 7 para 4, = A, =­100
XxX Galerkin Petrov­Galerkin LSFEM

0,2 ­0,47689313E+1 ­0,47689305E+] ­0,48053963E+]

0,2 ­0,508711938 ­0,508711874 ­0,4827 14869

0,2 ­0,13839876E­1 ­0,13839874E­] ­0,14432383E­]

0,2 ­0,25820307E­3 ­0,25820302E­3 ­0,51926767E­3

0,4 ­0,729544056 ­0,729544243 ­0,745527929

0,4 ­0,32645567E+] ­0,32645563E+1 ­0,32765434E+]

0,4 ­0,898469510 ­0,898469403 ­0,879837606

0,4 ­0,69910287E­1 ­0,69910277E­1 ­0,68253059E­]

0,6 ­0,23257570E­] ­0,23257831E­1 ­0,24350421E­]

0,6 ­0,11093472E+1 ­0,11093471E+1 ­0,11279874E+]

0,6 ­0,26356962E+]1 ­0,26356959E+] ­0,26410170E+]1

0,6 ­0,10668885SE+1 ­0,10668883E+1 ­0,10547764E+1

0,8 ­0,47432541 E­3 ­0,47458223E­3 0,25413007E­2

0,8 ­0,98513605E­]1 ­0,98513594E­] ­0,98543147E­1

0,8 ­0,12379723E+1 ­0,12379722E+]1 ­0,12536798E+1

0,8 ­0,22695782E+1 ­0,22695779E+]1 ­0,22665616E+]
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Tabela A7 — Resultados numéricos de u(x,y) da aplicação 9 para t =1.

x Y Galerkin LSFEM

0,2 0,0 ­0,844081587 ­0,844082134

0,2 0,2 ­0,815874271 ­0,815874735

0,2 0,4 ­0,725308581 ­0,725308819

0,2 0,6 ­0,558601192 ­0,558601039

0,2 0,8 ­0,308955471 ­0,308954896

0,4 0,0 ­0,17424189E+1 ­0,17424202E+1]1

0,4 0,2 ­0,16925036E+1 ­0,16925047E+1

0,4 0,4 ­0,15275238E+]1 ­0,15275245E+]1

0,4 0,6 ­0,12056223E+1] ­0,12056221E+1]
0,4 0,8 ­0,684856429 ­0,684855156

0,6 0,0 ­0,27354414E+1 ­0,27354448E+1

0,6 0,2 ­0,26792979E+1 ­0,26793008E+1

0,6 0,4 ­0,24848987E+]1 ­0,24849011E+]

0,6 0,6 ­0,20634029E+]1 ­0,20634040E+]1

0,6 0,8 ­0,12546427E+]1 ­0,12546403E+1

0,8 0,0 ­0,38327684E+] ­0,38327839E+]

0,8 0,2 ­0,37943613E+] ­0,37943783E+]1

0,8 0,4 ­0,36545681E+1 ­0,36545857E+]1

0,8 0,6 ­0,33074711E+]1 ­0,33074870E+]

0,8 0,8 ­0,23905897E+] ­0,23905939E+]1
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Tabela A8 — Resultados numéricos de Ou(x, y)
A da aplicação 9 para tr =1.x

Y Galerkin LSFEM

0,0 ­0,43131470E+] ­0,43147422E+1

0,2 ­0,41819739E+1 ­0,41837781E+]

0,4 ­0,37522172E+]1 ­0,37545458E+]

0,6 ­0,29307394E+1] ­0,29334102E+]1

0,8 ­0,16440399E+1] ­0,16457625E+]

0,0 ­0,47039321E+] ­0,47049690E+1

0,2 ­0,46253951E+1 ­0,46267311E+1

0,4 ­0,43338809E+] ­0,43363730E+1

0,6 ­0,36345804E+1 ­0,36390271E+]1

0,8 ­0,22055213E+1 ­0,22101813E+1

0,0 ­0,52351315E+]1 ­0,52348778E+]1

0,2 ­0,52592528E+] ­0,52592889E+]1

0,4 ­0,52918309E+1 ­0,52933007E+]

0,6 ­0,50915812E+]1 ­0,50984465E+]

0,8 ­0,37461338E+] ­0,37625092E+1

0,0 ­0,57097444E+] ­0,56977115E+1

0,2 ­0,58611145E+] ­0,58591492E+]

0,4 ­0,63823863E+]1 ­0,63787261E+1

0,6 ­0,74537784E+1 ­0,74521805E+1

0,8 ­0,84831125E+1 ­0,85349542E+1
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Tabela A9 — Resultados numéricos de Qu(%Y) da aplicação 9 para t =1.

Y Galerkin LSFEM

0,0 ­0,38842192E­4 0,000000000

0,2 0,287145486 0,287542218

0,4 0,630756206 0,631365306

0,6 0,10439605E+1 0,10441225E+]

0,8 0,14343295E+1]1 0,14331750E+]

0,0 ­0,92750474E­4 0,000000000

0,2 0,511577439 0,512548291

0,4 0,11734997E+] 0,11753699E+]

0,6 0,20857578E+] 0,20872456E+]

0,8 0,31015356E+] 0,30991053E+1

0,0 ­0,14382391E­3 0,000000000

0,2 0,581385331 0,582954169

0,4 0,14318673E+] 0,14359021E+1
0,6 0,29197339E+]1 0,29266653E+1]1

0,8 0,52702512E+1 0,52699278E+1

0,0 ­0,12450270E­3 0,000000000

0,2 0,401880771 0,403351405

0,4 0,10706072E+1] 0,10755751E+1

0,6 0,26467265E+] 0,26619181E+1

0,8 0,73896301E+] 0,74350538E+1
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APÊNDICE B — Tabelas de Tempos de Execuções Computacionais

Neste apêndice é apresentado alguns tempos de execuções computacionais de
algumas aplicações do capítulo 9.

B1 — Aplicação 1

Para o caso no qual é utilizado uma malha com 1600 elementos quadrilaterais com 8
nós cada, os tempos são,

Galerkin: 36 seg

LSFEM: 2 min 03 seg

B2 — Aplicação 2

Para o caso no qual é utilizado uma malha com 3200 elementos triangulares com 6
nós cada, os tempos são,

Galerkin: 49 seg

LSFEM: 2 min 36 seg

B3 — Aplicação 4

Galerkin: 12? seg
LSFEM: 6 min 14 seg

B4 — Aplicação 9

Galerkin: 13 min 15 seg

LSFEM: 1h 12 min 12 seg
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