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RESUMO

Atualmente pesquisas sobre a producdo de energia com menor impacto ambiental, com maior
rendimento energético e, possivelmente, a um custo minimo de producdo, sdo de interesse
mundial. Desta forma, a producdo de energia renovavel, com estas caracteristicas, através de
biodigestores torna-se uma alternativa relevante. Os biodigestores, em geral, consistem de
biorreator que armazena matéria organica fresca (substrato ou biomassa) de origem humana,
animal ou vegetal. A fermentacdo anaerdbica destes substratos produz um gds combustivel
(biogds) que pode ser utilizado como fonte de energia e o material remanescente no
biodigestor pode ser usado como biofertilizante. O processo de biodigestao é complexo, pois
envolve varios grupos de bactérias e o seu entendimento é importante para promocdo de
agentes que visam aumentar a eficiéncia dos biodigestores. Neste trabalho propde-se um
modelo dindmico nao linear para descrever o processo de fermentacao da biomassa dentro do
biodigestor. Realiza-se também uma analise do modelo mediante a técnica de Lyapunov, a
gual possibilitou a investigacdo de solucdes analiticas assintoticamente estdveis e um estudo
de seu espaco de fase, que contempla a sua estabilidade assintdtica. SimulagGes numéricas sdo
realizadas para a validac¢do dos resultados obtidos ao modelo proposto.

Palavras-chave: Biodigestores, Biodigestor Indiano, Biogas, Dindmica Nao-Linear,
Teoria de Lyapunov.



ABSTRACT

Nowadays, research on energy production with lower environmental impact, with
higher energy efficiency and, possibly, at a minimum cost of production, is of
worldwide interest. In this way, the production of renewable energy, with these
characteristics, through biodigesters becomes a relevant alternative. Biodigesters
generally consist of a chamber that stores fresh organic matter (substrate or biomass) of
human, animal or plant origin. Anaerobic fermentation of these substrates produces a
fuel gas (biogas) that can be used as an energy source and the remaining material in the
biodigester can be used as biofertilizer. The biodigestion process is complex because it
involves several groups of bacteria and its understanding is important to promote agents
that aim to increase the efficiency of biodigesters. This essay proposes a dynamic non-
linear model to describe the fermentation process of an Indian biodigester. It is also
proposed an analysis of the model using the Lyapunov technique, which became
possible the investigation of asymptotically stable analytical solutions and asymptotic
stability and a study of its phase space, which contemplates its asymptotic stability.
Numerical simulations are performed to convalidate the proposed model.

Key words: Biodigesters, Indian Biodigester, Biogas, Nonlinear Dynamics, Lyapunov
Theory.
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Introducéo

Atualmente o setor produtivo e o meio académico vém enfatizando suas
pesquisas para a producdo de energia com 0 menor impacto ambiental possivel. Esta
questdo e relevante e de interesse ambiental, social e econdmico, além de propiciar
pesquisas e trabalhos cientificos. Esse tema também é de interesse mundial e influencia
0 mercado energético, fazendo com que empresas de engenharia e corporativas invistam
fundos para a melhoria da qualidade energética de sua producéo e distribuicdo destinada
a comunidade. Neste contexto a busca por energias renovaveis, na qual é incluido o
estudo de biodigestores, tem relevancia como fonte de energia limpa, pois além de
ajudar na preservacdo do meio ambiente esta diretamente associado a producdo de
bioenergia e biofertilizantes, associado ao fato da possibilidade de utilizacdo deste
sistema bioenergético, principalmente em pequenas propriedades rurais (ANDRADE,
2002; BISCARO, 2008; PORTES, 2005; TANAKA et al, 2016, TANAKA et al, 2017).

Existem varios tipos de biodigestores que sdo comercializados no mercado, cada
um construido para uma determinada finalidade. Dentre os modelos existentes na
literatura o que serd explorado nesse trabalho é o biodigestor indiano, baseando-se nos
trabalhos de Balmant (2009), Biscaro (2012), Bassanezi (1988) e Schmidell (2001). No
biodigestor indiano a finalidade é a producdo alternativa de biogés e biofertilizante,
sendo que o biogas pode ser usado para geracdo de energia elétrica ou para gas de uso
doméstico. Ele se diferencia dos outros modelos por conter uma parede divisoria no
interior do fermentador, a qual ajuda a garantir que a biomassa que ja foi fermentada
saia do reator, uma vez que a matéria processada pelas bactérias perde densidade e
consegue deslizar naturalmente pela tubulacdo de saida do biodigestor
(BISCARO,2008; ANDRADE et al, 2002).

De acordo com Balmant (2009), Biscaro (2008), Khan (2013) e Portes (2005), o
processo de fermentacdo anaerobica que ocorre no interior do biodigestor pode ser
decomposto em quatro estagios, a saber: hidrolise, acidogénese, acetogénese e

metanogénese, os quais serdo definidos e explorados no texto.

Baseando-se em Balmant (2009), Biscaro (2012), Bassanezi (1988), Khan
(2013) e Schmidell (2001), neste trabalho é proposto um modelo matematico ndo linear

de biodigestdo em um biodigestor indiano, que relaciona producao biogas, concentragao



de bactérias e a variacdo de substrato dentro do reator, considerando o processo de
biodigestdo anaerdbica, a acdo de bactérias nos substratos ao longo do tempo e a
producdo de biogas no interior deste.

O modelo matematico que descreve o processo de biodigestdo anaerébica em
biodigestores pode ser representado através de um sistema dindmico de Equacdes
Diferenciais Ordinarias (EDO’s), o qual é o foco deste trabalho. Segundo Monteiro
(2016) e Silva (2003) o estudo da teoria de sistemas dindmicos constitui um dos
instrumentos importantes da Matematica Moderna, essencial para a analise e resolucao
de problemas complexos de Engenharia e outras, tais como a Fisica, Biologia,
Economia, Bioengenharia, Astronomia, que descrevem fendmenos que variam com o
tempo e que podem ser modelados por sistemas dindmicos nédo lineares. Dessa forma, o

estudo de sistemas dindmicos se torna muito importante para este trabalho.

Para a investigacdo e analise de solucbes exatas do modelo proposto realizou-se
uma abordagem introdutéria de sistemas dindmicos, estudando-se os conceitos basicos
de sistemas dindmicos autbnomos e a investigacdo de seus pontos criticos de acordo
com a teoria de Lyapunov, revista em Monteiro (2006), Silva (2003), Bessa (2011) e
Slotine (1991). Os pré-requisitos necessarios, em termos de conhecimentos de EDO’s,
para analisar qualitativamente uma aplicacéo de sistema dindmico, neste caso ao modelo
de biodigestdo proposto, relacionam-se aos topicos envolvendo: sistemas de EDO’s,
sistemas autbnomos, métodos de solucBes, analise de pontos criticos, espaco de fase,
teoria da estabilidade e sdo baseados na teoria de Lyapunov. Estes conceitos foram
utilizados para realizar a analise da estabilidade assint6tica de seus pontos criticos e a

investigacdo de solucBes analiticas assintoticamente estaveis desse modelo.

Para a validacdo numérica dos resultados obtidos ao modelo proposto,
simulacdes numéricas sdo realizadas utilizando-se o pacote computacional MATLAB
2011a. Essas possibilitaram a construcdo e analise do espaco de fase e do historico no
tempo relativo as variaveis de estado do modelo, as quais sdo, concentracdo de
bactérias, producdo de biogads e concentracdo de substrato. Modelo de biodegestdo

anaerdébica em um biodigestor indiano.

Os objetivos principais desta pesquisa sdo: a proposta de um modelo matematico
que explora a relacdo entre concentracdo de bactérias, producdo de biogas e



concentracdo de substrato, determinacédo e analise da estabilidade assintotica dos pontos
criticos desse modelo, definido como um sistema dindmico ndo linear de equagdes
diferenciais, simulagdo computacional da dindmica ndo linear em torno dos pontos
criticos, andlise do espaco de fase do sistema e contribuir com a modelagem matematica

de sistemas bioenegéticos.

O trabalho estd organizado da seguinte forma: no Capitulo 1 tem-se a
fundamentacdo da teoria de sistemas dinamicos utilizada. No Capitulo 2 descreve-se o
bioprocesso no interior de um biorreator, os diferentes tipos de biodigestores e, em
seguida, um breve estado da arte sobre modelagem matemaética de biodigestores. No
Capitulo 3 apresenta-se a descricdo de um modelo que representa 0 processo de
biodigestdo em um biodigestor indiano. No Capitulo 4 apresentam-se os resultados
preliminares como: estudo de um ponto critico, estabilidade assint6tica em torno deste
ponto e a andlise do espagco de fase. Seguido das consideracdes finais, trabalhos
publicados e referéncias.



Capitulo1l  Sistemas autbnomos

Este Capitulo apresenta uma revisdo matematica de sistemas autdbnomos nédo
lineares de acordo com a literatura, os quais foram utilizados como base para o
desenvolvimento desse trabalho. O estudo de EDO’s, bem como suas aplicagdes,
proporciona uma grande vantagem em aspectos de desenvolvimento tecnologico e
cientifico. Considerando que, em condi¢fes ideais, pode-se modelar qualquer evento,
natural ou ndo, e estudar tal assunto (BASSANEZI, 1988). A maioria dos eventos sao
de natureza ndo linear e encontrar uma solucdo analitica para o seu modelo pode ser
uma tarefa complexa e, por vezes, impossivel de ser realizada através de um método
exato. Em sistemas regidos por um sistema de equagOes diferenciais ndo lineares,
dependendo das condi¢des, podemos utilizar o método de Lyapunov para obter as
solucdes analiticas desses modelos (SILVA, 2003; MONTEIRO, 2006; BESSA, 2011).

Para esse objetivo sdo revistos os topicos matematicos postos a seguir.

1.1. Conceitos bésicos: plano de fase, caminhos e pontos criticos.

Esta secdo trata a teoria de sistemas autbnomos para dindmicas bidimensionais e
n-dimensional. Com base em Bassanezi (1988), Slotine (1991), Silva (2003); Monteiro
(2006) e Bessa (2011),

Definigdo 1.1.1: Considera-se o seguinte sistema:

d
= =Py

2= Q,y)

um sistema de equacdes diferenciais no qual a varidvel independente t ndo aparece

(1.1)

explicitamente nas funcbes P e Q é denominado sistema autbnomo.

Observacéo: Pode-se provar que dado o problema de valor inicial:

d

—=P(x)

o no qual x(t,) = xo € y(to) = ¥o (L2)
E = Q(x' y)

Sendo t,, dado, (Xo, Yo) pertencente a um retangulo no plano x e P(x,y), Q(x,y) € C1,

entdo o sistema (1.2) tem uma Unica solugdo:



x=1(1), y = 9(t), (1.3)

Definicdo 1.1.2: Se x = f(t), y = g(t) em (1.3) séo constantes, isto &, x = f(t)= xo, y = g(t)
= Yo, entdo as curvas (1.3) sdo denominadas um caminho, ou Orbita ou trajetoria do

sistema (1.1).

Observacéo: Considere o sistema (1.2) podemos dividir a primeira linha pela segunda

e, eliminando t entre as duas equacdes deste sistema, obtém-se:

ay _ exy)
dx  P(xy)

(1.4)

A equacdo (1.4) fornece a inclinacdo da reta tangente ao grafico dos caminhos
do sistema (1.1), passando através do ponto (x,y), quando P(x,y) e Q(x,y) sdo nao
nulos.

A familia a um parametro de solugdes da equacdo diferencial (1.4) fornece uma
familia a um parametro de caminhos de (1.1). Em um ponto (x,, yo) no qual P(x,y) e
Q(x,y) sdo nulos, a inclinacdo da reta tangente ao caminho, quando definida por (1.4),

é indeterminada. Tem-se a seguinte definigdo.

dx
— =F(xy)

Definicdo 1.1.3: Dado o sistema autdnomo { % , um ponto (x,,yo), NOS
2 =G6xy)

quais ambas as funcgdes F(xy, vo) = 0 € G(x,,y,) = 0 é denominado um ponto critico
ou ponto de equilibrio ou ponto singular desse sistema.

Observacao: Se (xy,¥,) € um ponto critico do sistema, entdo as fungdes constantes:

x = f(t) =x,
y = g(t) = yo, (1.5)

satisfazem as equacdes em (1.2). Tal solugdo é denominada uma solucéo de equilibrio
do sistema. Note que a trajetoria de uma solucdo de equilibrio consiste de um Unico
ponto e, se o sistema for ndo linear, pode haver mais de um ponto de equilibrio ou

nenhum.



1.2. Tipos de pontos criticos.

Considera-se o sistema autbnomo:

dx
E - F(x,y)

dy
E - G(X,J’)

(1.6)

Para a introducéo dos tipos de pontos criticos desse sistema, serdo necessarias as

definicbes a seguir.

Definig¢do 1.2.1: Seja C um caminho do sistema (1.6) dado por x = f(t) ey = g(t),
e (0,0) ponto critico desse sistema. Diz-se que C aproxima do ponto critico (0,0)

quando t - + o se tliin f®)=0 etliin g(t) =0.

Observacoes:

a) De forma analoga se define C aproxima do ponto critico (0, 0) quandot — - «;

b) Dizer que C aproxima do ponto critico (0, 0) quando t — + oo significa que um
ponto se deslocando sobre C, no plano x, y se aproxima de (0, 0) quando t — + e,

independente do caminho C tomado.

Definicdo 1.2.2: Seja C um caminho do sistema (1.6) dado por x = f(t) e y = g(t), que
se aproxima do ponto critico (0, 0) ponto critico quando t — + ao. Diz-se que C entra no

ponto critico (0, 0) quandot = + o se tliELn % existe oué #ocoquandot — + o.

Observacgéo: Observe que 0 quociente % representa a inclinacdo da reta que passa

pelos pontos (0, 0) e P = (x = f(t),y = g(t)) sobre o caminho C. Entdo, dizer que C
entra no ponto critico (0, 0) quando t — + oo significa que a reta que une os pontos (0,

0)e P = (f(t), g(t)) converge para uma dire¢do limite quando t — + .

Definigdo 1.2.3: O ponto critico isolado (0, 0) de um sistema auténomo é dito centro se
existe uma vizinhanga desse ponto que contém um ndmero infinito enumerével de
caminhos fechados Cn, n = 1, 2, 3, ..., cada um dos quais contendo (0,0) em seu
interior, tais que seus didmetros se aproximam de zero quando n — + oo, e (0,0) ndo é

aproximado por qualquer um desses caminhos parat — #+ oo



Observacdo: Segundo a definicdo de centro, (0,0) estd circundado por um nimero
infinito de caminhos, arbitrariamente proximos desse ponto, mas de tal forma que ele
ndo é aproximado por nenhum caminho quandot —» + c ou t — - o, isto €, se Cp, €

dado por xn =fa(t) eyn =an(t),n=1,2,3, .., entéotligrn (@) =0 etligrn g() # 0.

A Figura 1.1, a seqguir, ilustra um centro.

Figura 1.1: Ponto de Centro

5

Fonte: Bessa (2011).

Definicdo 1.2.4: O ponto critico isolado (0, 0) do sistema (7) € dito um ponto de sela se

existe uma vizinhanca desse ponto na qual valem as seguintes condicdes:

1. Existem dois caminhos curvilineos que se aproximam e entram tangencialmente aos
autovetores no ponto (0, 0) de diregdes opostas quando t — + oo e existem dois
caminhos retilineos que se aproximam e entram no ponto (0, 0) de dire¢cdes opostas
quando t — - of;

2. Em cada um dos quatro dominios entre dois quaisquer dos quatro caminhos em
(1.1), existem infinitos outros caminhos que estdo arbitrariamente proximos de (0,
0), os quais ndo aproximam de (0, 0) quando t - + wou t = - o, 0S quais se
aproximam de um ou outro dos quatro caminhos retilineos quando t - + wout -

- oo, A Figura 1.2, a seguir, ilustra um ponto de sela.



Figura 1.2: O ponto de sela (BESSA, 2011).

Fonte: Bessa (2011).

Defini¢do 1.2.5: O ponto critico isolado (0, 0) do sistema (1.6) € dito um ponto espiral
ou ponto focal se existe uma vizinhanca desse ponto tal que todo caminho C nessa
vizinhanca tem as seguintes propriedades:

1. Cédefinido vt >t, (ou vt <t,), para algum nimero to;

2. Caproximade (0, 0) quandot — + oo (ou quandot — - «);

3. C aproxima de (0, 0) de uma forma em espiral, enrolando em torno desse ponto
um numero infinito de vezes quando t — + co (ou quando t — - ).

A Figura 1.3, a seguir, ilustra um ponto em espiral. Note que em um ponto em
espiral, uma familia infinita de caminhos em aproximam de (0, 0) de maneira em espiral
quando t - + o (ou quando t = - o). Note que esses caminham se aproxima, mas néo
entram nesse ponto ja que esses caminhos ndo possuem uma direcdo limite pelo fato de

se enrolarem em torno desse ponto.

]



Figura 1.3: Ponto de espiral.

LY |

|'a/_"//[{;’_f-_gj.""'
w_ ,{/ﬁ 8

Fonte: Bessa (2011).

Defini¢do 1.2.6: O ponto critico isolado (0, 0) do sistema (1.6) é dito um né se existe
uma vizinhanga desse ponto tal que todo caminho C nessa vizinhanga tem as seguintes
propriedades:

1. Cédefinido vt >t, (ou It <to), para algum nimero to;

2. C aproximade (0, 0) quando t = + oo ( ou quando t — - «);

3. Centraem (0,0)quandot —+ co(ouquandot — - o).

A Figura 1.4, a seguir, ilustra um ponto em nd.

Figura 1.4: Os diferentes tipos de pontos em né: a) plano de fase autovalores negativos. b) autovalores

repetidos. ¢) autovalor repetido com um autovetor associado

)
)
\\\\ T
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s e— R
il I 1
¢ gt 24
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| Y T
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Fonte: Bessa (2011).
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1.3. A estabilidade e a estabilidade assintotica

Assumindo-se que (0, 0) é ponto critico isolado do sistema autbnomo:

dx

- = Pxy)
dy

E - Q(X»J’)

Deseja-se introduzir o conceito de estabilidade desse ponto critico. Para tal

(1.7)

considere um caminho C definido por x = f(t), e y = g(t).

Seja D(t) = +/(f(t)% + g(t)? a distancia entre os pontos (0, 0) e P = (f(t), g(t))
sobre C.
Defini¢do 1.3.1: O ponto critico (0, 0) é dito ser estavel se para todo ¢ > 0, existe um
d > 0 tal que todo caminho C para qual D(t,) < &§ para algum t, esté definido para todo

t >tyetalque D(t) < ¢ paratodo t, <t < +oo.

Figura 1.5: Conceito de estabilidade, mas ndo assintoticamente estavel

Fonte: Bessa (2011).

Observacdo: Como D(t) = \/(f(t)z + g(t)?, a desigualdade D(t,) < & para algum

valor de t,, significa que a distancia entre (0, 0) e o ponto P sobre C, € menor que &

emt = t,. Isso significa que:

(@ em t =t, P estd no interior do circulo K; de raio & e centrado em (0, 0), como
mostra a Figura 1.5.

(b) A desigualdade D(t,) < e paratodo t > t, < +oo significaque parat > t, < +oo,

P esta no interior do circulo K, de raio € e centro (0, 0);
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(c) Resumindo, diz-se que (0, 0) é estavel se todo caminho C que esta no interior do
circulo K; de raio 6 e centrado em (0, 0) em t = t,, permanecera no circulo K, de

raio € e centro (0, 0), paratodo t > t, < +oo.

Definig¢éo 1.3.2: O ponto critico (0, 0) é dito ser assintoticamente estavel se:

1. Ele é estavel;
2. Existe um nimero & > 0 tal que se D(t,) < &, para algum to, entéotlir+n f) =
0e tl_grnoog(t) =0.
Portanto, dizer que (0, 0) é assintoticamente estavel significa que todo caminho C
que esté no interior do circulo Ky de raio 6e centrado em (0, 0) em t = t,, permanecera

nesse circulo para todo t, <t < +oo, isto é P aproxima de (0, 0) quando t - + .

Como mostra a figura 1.6:

Figura 1.6: O conceito estabilidade assintética

Fonte: Bessa (2011).
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Definicdo 1.3.3: O ponto critico (0, 0) e dito ser instavel se ele ndo é estavel.

Figura 1.7: O conceito de instabilidade

Fonte: Bessa (2011).

Para a andlise da natureza do ponto critico (0, 0) e de sua estabilidade, vamos
introduzir alguns resultados que facilitardo tal analise. Inicialmente considera-se um

sistema linear autbnomo da seguinte forma:

dx
— =ax + by
ar . (1.8)
Z=cx+d
dt cXxX y
O sistema (1.8) pode ser escrito na forma matricial, isto é:
X _[a b11X -
[}.}] =12 P][}]oux = ax. (1.9)

Note que (0, 0) é um ponto critico de (1.9). Serd assumido que a matriz A é nao
singular, ou seja, det(A4) # 0. Portanto (0, 0) € o Unico ponto critico desse sistema.
Pode ser provado que as fungdes: x(t) = c;e™1t + c,e2t e y(t) = czeMt + c ezt sho

solucdes do sistema (1.8) e A satisfaz a equacao:

22— (a+ d)A+ (ad — bc) = 0. (1.10)
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A equacdo (1.10) é dita equacéo caracteristica do sistema (1.8) ou (1.9).

A natureza do ponto critico (0, 0) pode ser determinada dependendo da natureza

das raizes da equacdo caracteristica (1.10). Esses resultados serdo enunciados a seguir.

Teorema 1.1: Natureza do ponto critico

1.

Se as raizes A1 e A2 so reais, desiguais e de mesmo sinal, entdo o ponto critico
(0, 0) do sistema (1.8) € um no;

Se as raizes A1 e A Sdo reais, desiguais e de sinais opostos, entdo o ponto critico
(0, 0) do sistema (1.8) é um ponto de sela;

Se as raizes A1 e A2 Sd0 reais e iguais, entdo o ponto critico (0, 0) do sistema
(1.8) é um n¢;

Se as raizes A1 e A2 formam um par complexo conjugado com parte real ndo
nula, entdo o ponto critico (0, 0) do sistema (1.8) é um ponto de espiral;

Se as raizes A1 € A2 sdo imaginarios puros, entdo o ponto critico (0, 0) do

sistema (1.8) é um centro.

Teorema 1.2: Estabilidade assintotica

1.

Se ambas as raizes A1 € A2 S80 reais e negativas ou complexas conjugadas com
parte real negativa, entdo o ponto critico (0, 0) do sistema (9) é assintoticamente
estavel;

Se as raizes A1 e X2 S80 imaginarios puros, entdo o ponto critico (0, 0) do
sistema (9) é estavel, mas ndo assintoticamente estavel;

Se qualquer uma das raizes A1 € A2 S80 reais e positivas ou se as raizes sdo
complexas conjugadas com parte real positiva, entdo o ponto critico (0, 0) do

sistema (1.8) é instavel.

1.4. Pontos criticos e caminhos de sistemas nao lineares.

Considera-se o sistema nao linear autbnomo da seguinte forma:

dx
E_ P(x'y)

2=y

(1.11)



14

Com ponto critico isolado (0, 0). Assume-se que P e Q tem a forma:

P(x,y) = ax + by + Pi(x,¥)eQ(x,y) = cx + dy + Q:(x,y), (1.12)
sendo que:

1. a, b, ced, constantes reais tais que:

i Z| £ 0 (1.13)

2. Pi(x,y) e Qi(x, y) tem derivadas parciais de primeira ordem continuas para todo (x,

y) e tais que:

. Py (x,y) . Q1(x,y)
1 /= = ] = 0. 1.14
(x,y)lggo,O) VxZ+y? (x,y)lggo,O) Vx2+y? 0 ( )

Entdo, o sistema (1.8), sob as consideracdes anteriores toma a forma:

? =ax + by + P;(x,y)
& , (1.15)
il +dy+ Q,(x,y)

tais que a, b, ¢ e d, satisfazem as condicdes 1 e 2 anteriores.

Observagdo: A condig¢do (2) nos diz que os termos nédo lineares Pi(x, y) e Qu(X, y)
tendem a zero mais rapidamente do que os termos lineares, isto é, ax + by e cx + dy.
Se P(x, y) e Q(x, y) em (20) podem ser expandidos em série de poténcia em

torno de (0, 0), o sistema (16) toma a forma:

dx  op ap
d—’: = (0,0)x + e (0,0)y + a;2x? + ayxy + azy? + -

dx 9Q aQ
=5 (0,0)x + % (0,0)y + a;2x? + azxy + azy? + -

(1.16)

O sistema (1.11) é da forma dada por (1.8) sendo Pi(x, y) e Q1(x, y) 0s termos
néo lineares de altas ordem no membro direito de (1.11). Nesse sistema, as condic¢oes

(1) e (2) séo satisfeitas e séo tais que:
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oP 0P
dx a
0Q 0Q
ax 5

—
I

, € ndo singular. (1.17)

Definicdo 1.4.1: Dado o sistema ndo linear (1.15), o sistema linear associado é dado

por:

dx

E—ax+by
dy !
dt—cx+dy

(1.18)

o sistema (1.18) é obtido do sistema ndo linear (1.15), negligenciando os termos néo
lineares.

De uma forma geral, como a condicdo (2) diz que os termos ndo lineares P1i(X, y)
e Qi(x, y) tendem a zero mais rapidamente do que os termos lineares, isto é, ax + by e
cx + dy, € de se esperar que o comportamento dos caminhos do sistema (1.18) proximos
a origem sejam similares aos caminhos do sistema linear associado.

Em outras palavras, a natureza dos pontos criticos do sistema ndo linear é similar
aos do sistema linear associado. Em geral isto é verdadeiro. Esse resultado sera
enunciado a seguir.

Considere o sistema ndo linear autbnomo

dx

— =ax + by + P;(x,y)

o DIe (L.19)
Y= cx+dy +Q(x,y)

tais que a, b, ¢ e d, satisfazem as condi¢bes 1. e 2. anteriores e o sistema linear

associado:

% = ax + by
dy (1.20)

= cx+dy

Suponha que ambos os sistemas tenham ponto critico isolado em (0, 0). Sejam

A1 e A2 as raizes da equacdo caracteristica do sistema linear associado, isto é:
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22— (a+ d)A + (ad — bc) = 0. (1.21)

Tem-se 0 seguinte resultado:

Teorema 1.3: Natureza do ponto critico de sistemas néo lineares

1.

Se as raizes A1 e A2 sdo reais, desiguais e de mesmo sinal, entdo o ponto critico (0,
0) do sistema linear associado e do sistema nao linear € um no;

Se as raizes A1 € A2 S80 reais, desiguais e de sinais opostos, entdo o ponto critico
(0, 0) do sistema linear associado e do sistema ndo linear € um ponto de sela;

Se asraizesAie A2 sdoreaiseiguaisendoétalquea=d =0eb=c=0,entdo o
ponto critico (0, 0) do sistema linear associado e do sistema néo linear € um no;

Se as raizes A1 e A2 formam um par complexo conjugado com parte real néo
nula, entdo o ponto critico (0, 0) do sistema linear associado e do sistema ndo linear

€ um ponto espiral,

Se as raizes A1 € A2 S80 reais e iguais e sdo taisquea=d #0e b =c =0, entdo
embora o ponto critico (0, 0) do sistema linear associado seja um nd, ele pode ser
um no ou ponto em espiral do sistema ndo linear;

Se as raizes A1 € A2 sd0 imaginarios puros, entdo embora o ponto critico (0, 0) do
sistema linear associado seja um centro, ele pode ser um centro ou ponto em

espiral do sistema nao linear.

Com relacédo a estabilidade dos pontos criticos do sistema néo linear, tem-se o

seguinte resultado:

Teorema 1.4: Estabilidade assintética para pontos criticos de sistemas nao lineares.

1.

Se ambas as raizes A1 € A2 S0 reais e negativas ou complexas conjugadas com
parte real negativa, entdo o ponto critico (0, 0) do sistema linear associado e do
sistema n&o linear é assintoticamente estavel;

Se as raizes A1 e A2 S0 imagindrios puros, entdo embora o ponto critico (0, 0) do
sistema linear associado seja estavel, ele ndo é necessariamente um ponto critico
estavel do sistema ndo linear. Ele pode ser ou assintoticamente estavel ou estavel

mas ndo assintoticamente estavel ou instavel;
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3. Se qualquer uma das raizes A1 e A2 S0 reais e positivas ou se as raizes séo
complexas conjugadas com parte real positiva, entdo o ponto critico (0, 0) do

sistema linear associado e do sistema ndo linear é instavel.

1.5. Teoria de Lyapunov para sistemas nao lineares

Um dos primeiros a desenvolver estudos sobre sistemas auténomos foi o
matematico francés Jules Henri Poincaré (1854-1912), que é responsavel pelos
conceitos de retrato de fase, analise de pontos criticos e estabilidade.

O matematico e fisico russo Aleksandr Mikhailovich Lyapunov (1857 — 1918)
publicou seu primeiro trabalho sobre estabilidade em 1892 como tese de doutorado,
intitulado “The General Problem of Motion Stability” (SILVA, 2013; MONTEIRO
2006).

Segundo Silva (2003), o meétodo da linearizacdo de Lyapunov, também
conhecido como primeiro método de Lyapunov, é devido a poincaré, que divulgou seu
trabalho com o nome de linearizacdo de Lyapunov. Este método possibilita investigar
localmente a estabilidade asssintdtica de um sistema ndo-linear a partir da contraparte
linear associada ao sistema original. Para isso basta aproximar o sistema néo linear em
torno de seus pontos de equilibrio por série de Taylor, encontrando a matriz Jacobiana, e
a sua estabilidade assintotica é definida através do sinal dos autovalores. Trata-se de um
resultado de grande relevancia préatica, pois serve de base para projetos de controladores
utilizando modelos linearizados em torno dos pontos de equilibrio.

Nesta secdo trataremos da teoria de Lyapunov para sistemas nao lineares, a qual
foi utilizada neste trabalho. De acordo Bessa (2015), Silva (2003) e Monteiro (2006).
Comecando pela linearizacgao de sistemas autbnomos descrita a seguir.

1.5.1. Linearizac¢ao de sistemas autdbnomos
Seja o sistema

X = f(X),noqual X € R" e f:R® — R" (1.22)
Considerando que f(X) seja definida na origem e derivavel uma vez, ou seja, de

classe C*, podemos reescrever o sistema (1.22) como:

X = (%)Xe X+ g(X), (1.23)
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em que (af) representa o primeiro termo do desenvolvimento de f(X) em série de
e

ax/x
Taylor em torno do ponto de equilibrio X, =0 e g(X) representa 0s termos néo

lineares.

Por definicéo, (a—f) é a matriz Jacobiana de f(X), que serd chamada de A:

x &) - @)

a=(Z)= (%) = (%) (%) / (1.24)
ax, 9%

Reescrevendo o sistema (1.23) temos:
X =AX + g(X), (1.25)

Para linearizar o sistema (1.25) deve-se desprezar os termos nao lineares g(X),
obtendo apenas:
X = AX, (1.26)

1.5.2. Método da linearizacdo de Lyapunov
O método da linearizacdo de Lyapunov, ou primeiro método de Lyapunov
consiste em analisar a matriz A do sistema linearizado (1.26) para concluir sobre a

estabilidade do sistema n&o linear, e afirma que (SILVA, 2003):
Teorema 1.5 Primeiro método de Lyapunov

1. Se o0 modelo linearizado (1.26) é assintoticamente estavel, entdo o sistema original
(1.22) é assintoticamente estavel em torno de X,.
2. Se 0 modelo linearizado (1.26) é instavel, entdo o sistema original (1.22) é instavel

em torno de X,.

A partir do Teorema 1.5 pode-se dizer que, se 0 modelo linearizado (1.26) é
estavel, mas ndo assintoticamente estavel, ou seja, algum autovalor de A, em (1.26), tem

parte imaginaria ndo nula, nada se pode afirmar sobre o sistema original (1.26).
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Para a exemplificacdo da teoria tratada nesta secdo, considera-se a aplicagdo em
um modelo ndo linear de biodigestor indiano proposta em Bassanezi (1988), que sera

vista no Apéndice A.

A descricao e detalhamento de biodigestores indiano, chinés e canadense, bem

como 0s seus processos de biodigestdo, serdo vistas no capitulo 2.
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Capitulo 2  Biodigestores: bioprocessos, tipos e
estado da arte

Um biodigestor consiste de um reator biologico, ou biorreator, composto por trés
unidades operacionais: uma camara de entrada de substrato, a dorna, onde ocorre a
biodigestdo, e uma cadmara para a saida dos produtos e subprodutos. Ele pode ser
alimentado por diversos tipos de matéria-prima, incluindo residuos de origem humana,
animal ou vegetal. O principal objetivo da biodigestdo é a producao de bioenergia e
biofertilizantes (PORTES, 2005; KHAN, 2013).

De acordo com Nogueira (1986) existem dois tipos de biodigestores: os
biodigestores em batelada, aqueles que sdo abastecidos de uma sé vez permanecendo
fechado até o final do periodo de fermentacdo, e os biodigestores continuos, que sdo
abastecidos regularmente durante o processo fermentativo. Os estagios da biodgestao —
bioprocessos — para biodigestores anaerdbicos, sdo definidos na se¢éo 2.1.

2.1. Bioprocessos

A biodigestdo anaerdbica é um processo bioquimico mediado por bactérias
capazes de reduzir substratos organicos em produtos economicamente comercializaveis,
como o 4cido acético, 0 metano e o hidrogénio. Este bioprocesso ocorre na auséncia de
gas oxigénio e pode ser compreendido pelos seguintes estagios: hidrélise, acidogénese,

acetogénese e metanogénese (BISCARO,2008).

No estagio de hidrdlise, as bactérias hidroliticas secretam enzimas extracelulares
que permitem a quebra de grandes moléculas (polissacarideos, lipideos e proteinas) em
moléculas menores, com a finalidade de transportar estes nutrientes para o interior
celular. Apds as moléculas serem hidrolisadas pela acdo de exoenzimas o bioprocesso
atinge a préxima etapa, a chamada acidogénese (BALMANT, 2009; BISCARO, 2008;
KHAN, 2013; PORTES, 2005).

Na acidogénese, as moléculas de proteinas, gorduras e carboidratos,
hidrolisadas, sdo transformadas em &cidos graxos volateis, alcoois, acido latico, gas
carbonico, hidrogénio, amonia e sulfeto de hidrogénio. Neste processo os soluveis

provenientes da hidrolise sdo convertidos em compostos mais simples que, juntamente
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com o0s &cidos graxos volateis, sdo substratos para as bactérias acetogénicas
(BALMANT, 2009; BISCARO, 2008; KHAN, 2013; PORTES, 2005).

As reacOes da acetogénese convertem os produtos gerados na acidogénese em
substratos para a fase metanogénica. Tais produtos sdo o hidrogénio, o dioxido de
carbono e o acetato, porém, apenas 0 hidrogénio e o acetato sdo utilizados pelas
bactérias metanogénicas. O estdgio final, ou metanogénese, transforma moléculas de
hidrogénio e dioxido de carbono em metano e energia (CHs) (BALMANT, 20009;
BISCARO, 2008; KHAN, 2013; PORTES, 2005).

2.2. Biodigestores e seus diferentes tipos

No mercado existem diversos tipos de biodigestores, diferindo entre si pelas
dimensGes volumétricas, geometria, modo de conducdo, materiais de construcdo e
finalidades. Os modelos mais usados no Brasil sdo os: indiano, chinés e canadense
(batelada).

A historia dos biodigestores é antiga e a india foi um dos primeiros paises a
instalar biodigestores para a producdo de biogas, por volta de 1908. Na China a
instalacdo iniciou-se na década de cinquenta. No Brasil, essa implantacdo comecou na

década de setenta, sendo a maioria do tipo chinés e indiano (CARIOCA, 1984).

Biodigestor Indiano: Segundo Balmant (2009), este modelo é abastecido
continuamente (modo de conducdo continua) por residuos organicos. E construido em
formato cilindrico, de alvenaria ou pedra, e seu tanque de fermentacdo possui uma
parede divisoria, separando-o em duas camaras. Na parte superior do tanque ¢é acoplado
um gasdmetro flutuante confeccionado em aco. Acima do nivel do solo ha uma caixa de
entrada, que comporta os residuos para o tratamento bioldgico, e uma caixa de saida,

que acomodard o biofertilizante, assim como mostra a Figura 2.1.
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Figura 2.1: Biodigestor indiano

Fonte: Junqueira (2014).

Biodigestor Chinés: Segundo Portes (2005), o biodigestor chinés é constituido
de um tanque cilindrico de alvenaria, duas calotas esféricas, caixa de entrada, caixa de

saida e uma boca de inspec¢do, veja Figura 2.2.

Seu processo de producdo se difere do modelo indiano, por trabalhar com
pressdo variavel, com isso ele ndo possuir saida automética do efluente e também

apresenta fluxo e refluxo do substrato, pela tubulagéo de saida (PORTES, 2005).

Figura 2.2: Biodigestor chinés
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Fonte: Junqueira (2014).

7

Biodigestor Canadense: O biodigestor canadense (batelada) € formado
basicamente por um corpo cilindrico, um gasémetro flutuante e uma estrutura para guia

do gasémetro, que podera ser adotado um sistema de trave e roldana, tratando-se de um
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sistema simples e ndo exigindo uma preocupacao operacional, veja Figura 2.3
(PORTES, 2005).

Figura 2.3: Biodigestor canadense
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Fonte: Junqueira (2014).

2.3. Estado da arte sobre a pesquisa de biodigestores

Nesta secdo apresenta-se um levantamento sobre a pesquisa desenvolvida em
biodigestores divulgada através de relatério do banco de dados Scopus (2018). De
acordo com o banco de dados do site https://www.scopus.com, utilizando o VPN
UNESP, ao pesquisar o tema biodigestor (Biodigester) foram encontrados 269
documentos (Documents). Ao adicionar a pesquisa 0 tema sistemas dindmicos
(Dynamics Systems), foram encontrados apenas 31 documentos. Ao adicionar a
pesquisa o tema (Biodigester- Biogas), 145 trabalhos foram produzidos nos Gltimos 10

anos.

A figura 2.4, vista a seguir, mostra o desenvolvimento da pesquisa, sem
considerar sistemas dinamicos e biogas na busca realizada, ao longo dos ultimos 10
anos quando a pesquisa focou no tema biodigestor (Biodigester). A maioria dos 269
trabalhos focou na producdo de biofertilizantes através de biodigestores. Serédo

destacados 0s autores mais citados.
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Figura 2.4: Documentos (Biodigester) por ano 2008 — 2018
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Fonte: Scopus (2018).

Na Figura 2.4 observa-se um consideravel aumento nos ultimos dez anos de
publicacGes relacionados a biodigestores, nota-se que o ano mais expressivo foi 2017.
Pode-se dizer que em 2018 o numero de documentos é menor, comparado a 2017, pois
esse levantamento foi feito no més de julho de 2018, com isso ha grandes chances de se
ter um aumento na curva até o fim deste ano, se continuar seguindo esse notério padrao

de crescimento.

A Dbusca mostrou os trabalhos dos autores mais citados relacionados aos
documentos publicados na area de biodigestores utilizando o tema Biodigester. De
acordo com a pesquisa realizada na Scopus (2018), os autores que mais produziram

documentos sobre o tema biodigestor sdo citados a seguir:

e O autor Preston, T. R. tem mais publicacdes em relagdo aos 15 autores
encontrados, cerca de 38 documentos. Em seu trabalho mais citado Preston
(2011) aborda a eficiéncia de um biodigestor de fluxo continuo e as
especificacOes de construcdo e instalacdo de biodigestores;

e O estudo mais recente de Preston, T. R., em Yen (2017) retrata o efeito sobre a
producdo de metano ao adicionar diferentes proporcGes de espinafre de agua

doce ao esterco de bufala como substrato em biodigestores;
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e O Segundo autor com mais trabalhos relacionados a biodigestor é Chaudhari
(2007) com 12 documentos, obtendo em seu trabalho mais citado, 63 citacdes.
Neste trabalho este retrata como a remocdo da cor do melagco melhora o
rendimento do processo de biodigestao anaerdbica;

e Em Chaudhari (2016), documento mais recente do autor, estuda-se a remocao de
COD (Chemical Oxygen Demand) e da cor do efluente do biodigestor (BDE -
Biochemical Oxygen Demand) de uma destilaria de alcool a base de gréos de

arroz usando coagulantes inorganicos.

Segundo a Scopus (2018), quando se acrescenta 0 tema sistemas dindmicos
(Dynamic Systems) junto a pesquisa sobre biodigestores (Biodigester), obtém-se o
seguinte relatorio de dados dos ultimos dez anos, mostrado na figura 2.5, relacionados
na producdo de biofertilizantes através de biodigestores, utilizados, inclusive para a

alimentacéo e producéo de peixes.

Figura 2.5: Documentos (Biodigester, Dynamic Systems) por ano 2008 — 2018.

Documents
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Fonte: Scopus (2018).

Na Figura 2.5 tem-se que o0 ano de 2014 obteve maior registros de documentos

relacionados a biodigestores e sistemas dinamicos, com 6 documentos publicados. Os
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anos anteriores ndo foram muito expressivos em relacdo a quantidades de publicagdes
(SCOPUS, 2018).

Os autores com mais publicacdes nesta area sdo Christensen, K. V e Preston, T.

R. e seus trabalhos sdo destacados a seguir:

e Christensen (2010) discute as tecnologias de separacdo usadas para o tratamento
de suspensdes de animais e 0s processos fisicos e quimicos envolvidos na
separacao dos nutrientes presentes na materia animal, a fim de melhorar o solo;

e Preston, T. R. em Nouanthavong et al (2012), compara as folhas de Taro e
Lentilha como suplementos para tilapia (Oreochromis niloticus) cultivada em
lagoas abertas adubadas com efluente do biodigestor ou ndo adubadas;

e Preston, T. R. em Thy et al (2008) trabalharam os efeitos do espinafre e da
lentilha-d'dagua no desempenho do crescimento de peixes em pocas de poli-

cultura.

Quando se acrescenta o tema Biogas (Biogas) junto com Biodigestores
(Biodigester - Biogas), 145 trabalhos séo apontados na base de dados (SCOPUS, 2018).
A figura 2.6 apresenta os dados dos Gltimos dez anos, envolvendo estes temas.

Figura 2.6: Documentos (Biodigester, Dynamic Systems, Biogas) por ano 2008 — 2018
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Fonte: Scopus (2018).
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Segundo Scopus (2018), 0 ano mais expressivo para pesquisas de biodigestores e
biogas foi 2017, com 34 documentos, sendo novamente Preston, T. R. o autor com
maior produtividade. Seu trabalho mais recente sobre esse tema foi Yen (2017), em
que estuda a producdo de biogas a partir de espinafre aquatico combinado com

estrume de bufalos em um sistema de biodigestores.

O segundo autor que mais produziu foi Ofoefule, A.U., Ofoefule et al (2011), no
qual investiga o efeito do tratamento quimico e mistura de residuos na producédo de

biogas a partir de serapilheira de Kambala (Chlorophoral excelsa).

Nota-se que os artigos citados nesta secéo, retirados do banco de dados Scopus
(2018), trabalham com pesquisas de campo e relatos experimentais,sem apresentar
um modelo matematico propriamente dito a pesquisa realizada. Isso faz com que a
pesquisa realizada neste trabalho se diferencie das demais pelo tratamento
matematico de um modelo ndo linear e dindmico de biodigestor indiano, o qual é
tratado de modo continuo (volume constante), assim como em Preston (2011). A
formulacdo do modelo também baseou-se em Biscaro (2008), Schmidell (2001) e
Portes (2005).

Juntamente com a teoria de sistemas dinamicos e de Lyapunov, vistas no capitulo
1, as definicBes apresentadas neste capitulo, em destaque para o biodigestor indiano
que possui modo de producdo continuo, serdo utilizadas na formulacdo matematica
do modelo proposto neste trabalho e seus resultados preliminares, apresentados no

préximo capitulo, quando considera-se a fase metanogénica do processo.
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Capitulo 3 Modelo nao linear para biodigestdo em um
biodigestor indiano de modo continuo e resultados
preliminares

Neste capitulo apresenta-se uma descricdo do modelo proposto de biodigestdo
anaerdbica em um biodigestor indiano que se apoia na estrutura e nas condi¢cdes de um
reator de modo continuo. Também se descreve alguns resultados preliminares deste
modelo explorando a teoria de sistemas dindmicos e 0 método de Lyapunov vistas no

Capitulo 1.

3.1. Modelo Matematico

O modelo proposto neste trabalho considera a dindmica ndo linear do processo
de biodigestdo, o qual relaciona a concentracao de bactérias, que produzem o biogas, a
quantidade deste gas no interior do biodigestor, e explora a taxa de variacdo da

biomassa existente.

O modelo acoplado proposto a seguir € uma varia¢do daquele apresentado por
Tanaka et al (2016), baseando-se no balan¢o de massa dos componentes do biodigestor:
substrato (s(t) - medido em gL™1), produto (p(t) - medido em gL™1) e bactérias (x(t)
- medido em gL™1). Esta abordagem se diferencia dos trabalho de Bassanezi (1988) e
Biscaro (2008) pela insercdo da variavel s(t) e de insercdo de uma equacao para a

variacdo da concentracdo de bactérias pelo tempo.

3.1.1. Balanc¢o de massa

Para a elaboragdo do modelo dinamico que descreve a variacdo de concentracéo
de bactérias, a producdo de biogés no interior de um biodigestor indiano, bem como o
consumo de substrato, parte-se da equagéo de balanco de massa, considerando o volume
constante (SCHMIDELL, 2001).

De acordo com Schmidell (2001) o acimulo de massa em um sistema € dado

pela equacdo (3.1)

m=m,—ms+my; —mg (3.2)
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em que:

m —massa de um componente do sistema (s, p ou x) expressa por m = CV,em que C é a

concentracao de tal componente e V o volume reacional do biodigestor, medido em L.

me— Mmassa que entra na fronteira do biodigestor;

mg— massa que sai pela fronteira do reator; (3.2)
mg— massa gerada no interior do sistema;

m.— massa consumida

Bactérias: como no biodigestor considerado ndo temos massa de bactérias que

entra e nem que se consome, ou sejam, = 0 e m, = 0, tem-se:
m = —ms + my; (3.3)

de acordo com Schmidell (2001) essa equacdo de balanco de fluxo massico pode ser

escrita como:

d
= —Qx +7,V,noqual 7, = px. (3.4)

Na equagéo (3.4) 1, representa a velocidade das bactérias, @, medido em dia™",
expressa o fluxo, ou vazdo (tanto de entrada quanto de saida, pois considera-se um
reator de volume constate) e u é a velocidade especifica de crescimento das bactérias,
medida em dia™!, a qual pode ser expressa pela equacdo de Monod como
(SCHMIDELL, 2001):

= L2 (3.5)

Kg+s'
em que u,, é a velocidade especifica maxima de crescimento, medida em dia™t, s é a

concentracdo de substrato e K € a constante de saturacdo para este substrato, medida

em gLt
d(xv) fae
De (3.2), (3.4) e (3.5) tem-se que = —Qx + uxV, ou seja:
dx _2 UMS
== ( St KS+S)x (3.6)

Biogés: o balangco de massa do produto da biodigestdo é andlogo ao de bactéria,
porém os termos de entrada e consumo, tratados na equacédo (3.1), séo nulos. Logo, a

equacao de balancgo tem a forma:
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dv) _ HX 1y,
w - PRtV (3.7)

em que p € a concentracdo do produto (biogas) e Yp é o coeficiente de rendimento
celular de bactérias para produto, medida em gg~!. Rearranjando (3.7) e substituindo
(3.5), tem-se:

@ _ _Q2,  Hus X (3.8)

dt v Ks+s Yy’

Substrato: analogamente aos demais balangos, a variacdo do substrato no
sistema é tal que:

a(sv) _
dat

Q(so—s) —rV, (3.9)

em que 7, representa a velocidade de saida do substrato e, segundo Schmidell (2001),

pode ser escrito como:

r, = £ (3.10)
S

Ys
no qual Y; representa o rendimento células de bactérias para substrato, medida em

gg~". De (3.5) e (3.9) segue:

as _Q — <) _ HuS X
E_V(SO s) Kets T, (3.11)

Portanto, as equacbes (3.6), (3.8) e (3.11) compde um sistema ndo linear de
equacOes diferenciais capazes de modelar a dinamica das reacbes dentro de um

biodigestor indiano. Tal sistema é descrito em (3.12)

dt V  Kg+s

o _ _ Q. o MmS X

dt 14 Ksts Yy

ds Q ums x
dt V( 0—S) Kg+5s Vs

(3.12)

A analise do modelo proposto, baseada na teoria de Lyapunov apresentada no

capitulo 1, é realizada a seguir na se¢éo 3.3.

3.1.2. Analise do espaco de estado do sistema
O objetivo desta secéo é apresentar a analise qualitativa da dindmica nédo linear

de equacdes definidas na secdo 3.2. Tais estudos consideram 0s pontos criticos desta
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dindmica em duas situacdes distintas: com condicGes iniciais nulas e com condicdes

iniciais ndo nulas.

3.1.3. Determinacao dos pontos criticos
Supondo-se as condicdes iniciais ndo nulas e x = a para a determinacdo dos
pontos criticos do sistema de equagdes (3.12), obtém-se um Unico ponto critico relativo

ao sistema ndo linear (3.12), a saber:
— (o0& _&
P = (a, v (so Ys)) . (3.13)

Considerando condigdes iniciais nulas, isto é, s, = 0, o sistema de equacgdes

(3.12) se escreve como:

(E_(_QJFH_MS),C

! dat V ' Kgts
v _ _ Q.  HMS X
ac — vP T Kketsy, (3.14)
EEP D
ac v Ks+5 Ys
Na determinacdo dos pontos criticos de (3.14), obtém-se:
Q UmS\ _
X (—; + m) =0, (314-8.)
Q HMS X _ )
v Kg+5s Y

Através das equacdes (3.14-a, 3.14-b, 3.14-c), tem-se as seguintes situacdes:

i) Se,em (3.14-a), x = a = 0 entdo, em (3.14-b):

p=0 (3.15)
Se p = 0 tem-se que o0 ponto critico P é expresso por P; em (3.16):
Pl = (OIOIO)’ (316)
i) Se,em (3.14-a), x = a # 0, entdo:
Q _ UmS . - _Xx
Vs e,em (3.14-c), s = = (3.17)

Considerando (3.14 - b) e (3.17) tem-se apenas uma possibilidade para x = a #



32

D

Caso contrario, quando x = a = 0, tem-se a condicdo %z 0, a qual néo se
verifica pois Q eV sdo sempre positivas. Para x = a # 0 0 ponto P, é expresso de
acordo com as condicdes (3.17) e (3.18).

Na proxima secdo sera realizada a analise da estabilidade assintética dos dois

pontos criticos.

3.1.4. Analise da estabilidade assintética do 1° ponto critico
Para a analise da estabilidade assintética do ponto critico P; = (0, 0,0), temos a

seguinte matriz jacobiana associada ao sistema (3.14):

= o o]
M=o -% o] (3.20)

o 0 -

1’4

com polindmio caracteristico da forma:
_(_2_,

QQ)—(—;—A). (3.21)
Nota-se que o polindbmio (3.21) tem raiz, A = —% < 0, com multiplicidade 3,

concluindo, de acordo com a teoria vista no capitulo 2, que o ponto P; é

ssintoticamente estavel.

3.1.5. Analise da estabilidade assintotica do 2° ponto critico

Para a anlise da estabilidade assintética do ponto critico P, = (a,—,— -),
() s

considera-se a translacao:

X, =x—-a
a

2=PTy, o (3.22)

x3—s+§

que transforma o ponto P, na origem de um novo sistema de coordenadas no espaco de

estados, e cujo sistema de equaces (3.14) tem a forma:
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( (3=
951 — (_%_F&) (xl +a)

3
Ks+(x3 _Y_s)

a
#M(x:"_y_s) (x1+a)
Kst+(xs—3)  Yp

{4, = =2 (x, + %) + , (3.23)

a
IM(X3=3) (x;+a)
a

Ks+(x3 _Y_s) Y5

. _Q e _
Lx3_ V(x3 Ys)

dx1

em que x; = 7

. dx . dx .
Xy = d—: ex; = d—:, (x1,x2,x3) € 0 novo vetor de estados.

O sistema nao linear de equagdes (3.23) é o sistema de equacbes (3.14)
transladado a origem do espaco x;, x5, x5, que permite a analise do ponto critico P, via
técnica de Lyapunov. Para tal, considera-se o sistema linear associado a dindmica de
equacBes (3.23) a partir do calculo da matriz jacobiana, baseando-se em
(SLOTINE,1991; MONTEIRO, 2006), de acordo com 0 que segue:

[_Q_ _Hma 0 aY¥éKsim 1
| v Ypks—a (Ysks—a)? |
N = | __twe 0 _aite | (3.24)
| (Ysks—a)Yp %4 Yp(Ysks—a) |
l a 0 _9 ﬂMa(Ysks_a_aYs)J
Ysks—a 1% (Ysks—a)?

Desta forma o sistema linear associado a dindmica (3.23) é expresso por:

2

Ypks—a (Ysks—a)?
: Uma Q auyYé
Xy=—"FX1 —“Xpt o/ — 5 X 3.25
2 (Ysks—a)Y, "1 v72 7 yy(vsks—a)?2 3’ (325)
. _ o« _ g_l_uMa(Ysks—a—aYs)
X3 = Va1 T \y (Ysks—a)? X3
shs Sits

a matriz (3.24) pode ser redefinida, para simplificacdo dos célculos, como:

—D—F 0 Y,G

T
N = Yy Y, | (3.26)
z 0 -D—H
Ys
em que:
_ 2 _ UM _ aumKsYs _ aum(KsYs—a—Ysa)
b= v’ F= YoKs—a '~ (YeKs—a)2 o (YsKs—a)? (3.27)

Com isso, o polindmio caracteristico de (3.26) é dado pela expresséo:
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RAD)=-D+F+)D+A)D+H+2)+FGD + 1) =0. (3.38)

Para encontrar as raizes do polindbmio do terceiro grau de equacdo (3.38)
podemos reduzir 0 seu grau para 2, uma vez que a primeira raiz A; = —D é facilmente
encontrada colocando-se o termo (D + 1) em evidéncia na equacao (3.38). Logo, tem-
se a redugdo do polindbmio (3.38) para um outro do segundo grau, resultante da
expressdo —(D + F + 1)(D + H + A1) + FG = 0, a qual é equivalente a:

R,(A) =224+ (A+B)A+AB —FG = 0, (3.29)
noqual A=D+ FeB =D+ H. Tal polindbmio do segundo grau possui discriminante:
A = (F —H)? + 4FG. (3.30)

Desta forma, tem-se que as raizes do polindmio (3.29) séo:

1y = UIETIHTG o 5 ~tas0)- w37 (3:31)

- 2

De acordo com Balmant (2008), os parametros K, Ys, Y, € uy Sdo positivos,

sendo assim, considerando a > 0, tem-se F, H > 0 sempre que:
YiKs > a(l+Ys) > a, (3.32)

garantindo que A > 0. Além disso, a Unica condicitode A=0éque F=Hea=00

que ndo se satisfaz, pois contradiz a condicdo (ii) da secéo 3.1.

Nota-se que o sistema (3.25) atende as condicBes de estabilidade assintdtica,
vistas na teoria do capitulo 1, quando as raizes 4,, 1, e A5 sdo negativas. De acordo com

0 exposto temos que 4;,1; < 0 e A, < 0 desde que a expressao (3.33) se verifique :

J(F—H)2+4FG <A+ B = GF < AB (3.33)

Portanto, se os parametros atendem (3.32) e (3.33), entdo P, é ponto critico
assintoticamente estavel do sistema de equacdes (3.25) sendo, via Lyapunov, um ponto
critico assintoticamente estavel do sistema ndo linear original de equagbes (3.23)
(SLOTINE, 1991).

Na proxima secdo é realizada as simula¢fes computacionais do modelo (3.14)
aplicada aos pontos P;, definido em (3.16) e P, , em (3.19), atraves do software MatLab
2011a.
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Capitulo 4 Simulacbes computacionais

Para as simulagfes computacionais, o0 modelo apresentado em (3.12) foi
implementado em MatLab 20114, utilizando um notebook Samsung Intel Inside Celeron
(Duo Core), com 4GB de memodria RAM. Os resultados numéricos foram obtidos
considerando-se a fase de metanogénese no processo de biodigestdo considerado em
relacdo ao modelo visto no capitulo 3. Para a execucdo deste foram utilizados os valores

dos parametros: uy, K, Y;, Y, Q e V, de acordo com Balmant (2009), com suas

respectivas unidades de medida, os quais séo apresentados na Tabela 4.1.

Tabela 4.1 - Valores de parametros na fase metanogénese.

Parametro Descricéo Unidade  Valor
Y Velocidade de crescimento méximo especifico  dia™?! 0.3283
Ks Constante de saturacio de substrato gLt 0.5470
Y, Rendimento células de bactérias para substrato  gg~?! 2.1885
Y, Rendimento celular de bactérias para produto gg? 0.4226
Q Fluxo ou vazio dia™? 500
\ Volume reacional L 2000

Fonte: Balmant (2008).

4.1. Simulacdo computacional em torno do ponto critico P,

A simulac¢do computacional do ponto critico P; = (0,0,0) foi feita considerando
a condicdo inicial P = (0.5,0.5,23) e os parametros da Tabela 4.1, ambos aplicados ao
modelo definido em (3.12). A ferramenta computacional empregada foi o pacote ode45
do Matlab 2011a, o qual resolve o sistema ndo linear com o método Runge-Kutta-
Fehlberg com erro de quarta ordem. A partir disso foram geradas as curvas de resposta
no tempo vistas nas Figuras 4.1; 4.2; 4.3. Estas figuras mostram o processo de digestao

anaerdbica que ocorre no interior do biodigestor, na fase de metanogénese.
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Figura 4.1: Perfil da concentracdo de bactérias metanogéncias ao longo do tempo
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Fonte: Autores (2018).

Na Figura 4.1, observa-se que a concentracdo maxima de bactérias no
biodigestor ¢ atingida a partir de 80 dias, se mantendo constante apds este tempo. Isto
ocorre devido ao fato de que esta é a fase final de producdo de biogas, onde ndo ha
quantidades viadveis de substrato a serem consumidos, impossibilitando a geracdo de
novos individuos no meio.

Figura 4.2: Variacdo da concentracdo de substrato em relacdo ao tempo.

Consumo de Substrato no Tempo
23

Substrato (gL'1)
I s o 8 R BN

-
(=]

-
w

\
14 \\N—“
13 1 1 1 ] 1 ! 1 1 1 1]
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Tempo: dias

Fonte: Autores (2018).
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Na Figura 4.2, nota-se o decaimento na concentracdo de substrato ao longo dos
dias de fermentacdo. Este fenbmeno reflete 0 uso de s pelas bactérias em diversas
funcdes, entre elas a manutencdo do metabolismo préprio e a producdo de biogas.
Quando a populacdo de bactérias atinge a concentracdo méaxima, 0 consumo de

substrato é constante, implicando no comportamento estacionario a partir dos 80 dias.

Figura 4.3: Perfil da concentracdo do biogas no decorrer do tempo.
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Fonte: Autores (2018).

Na Figura 4.3, a quantidade de biogés produzido atinge um valor méximo a
partir de 100 dias, uma vez que a concentracdo de substrato ndo € vidvel para aumentar
sua conversdo em produtos. Desta forma, ha estagnacdo no crescimento microbiano e,
por conseguinte, na producdo de biogas.
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Figura 4.4; Espaco de fase do sistema relacionado ao primeiro ponto critico.
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Fonte: Autores (2018).

A Figura 4.4 representa o espaco de fase do sistema (3.12). Percebe-se que a
curva converge para o ponto de equilibrio rapidamente, validando geometricamente a

sua estabilidade assintética.

Através dos parametros da Tabela 4.1, tem-se a matriz jacobiana, calculada no
ponto de equilibrio P, = (0,0,0), para a analise numérica da estabilidade assintdtica, de

acordo com a teoria vista no Capitulo 1:

_ [-0.2500  0.0000  0.0000
M =] 0.0000 —0.2500 0.0000], (4.1)
0.0000  0.0000 —0.2500

cujas raizes associadas ao polinémio caracteristico sao:

Desta forma, tem-se que os autovalores (4.2) satisfazem a condicdo de

estabilidade assintotica do Teorema 1.4 do Capitulo 1.
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4.2. Simulacdo computacional em torno do ponto critico P,

Utiliza-se 0 mesmo ponto inicial P = (0.5,0.5,23) da se¢do 4.1. para iniciar a

simulacdo em torno do ponto critico P, = (a,Yﬁ, - Yﬁ), com a = 0.02. Efetua-se entdo a
P s

simulacdo computacional para o modelo definido em (3.23) os valores dos parametros
apresentados na Tabela 4.1.

Figura 4.5: Variacdo da concentracao de bactérias no tempo.

Producao de Bactérias no Tempo
09
0.8

0.7

Bactérias (gL'1)
o o o o o
N w g o (=2}

e
&

o

Tempo: dias

Fonte: Autores (2018).

Na Figura 4.5, o crescimento méximo de populacdo de bactérias ocorre no
intervalo de 8 <t < 11 dias, decrescendo rapidamente apds este tempo. Isto mostra
que, nesse ponto critico P,, a curva se estabiliza mais rapidamente comparada ao ponto
P;. Seu decrescimento se da pelo fato de que as bactérias diminuem sua velocidade de

crescimento, fazendo com que morram mais bactérias do que sao reproduzidas ao longo
do tempo.
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Figura 4.6: Variacdo do biogas no tempo

Produgao de Biogas no Tempo
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0 5 10 15 20 25 30
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Fonte: Autores (2018).

Nota-se que na Figura 4.6, a quantidade de biogas produzido atinge um valor
maximo no intervalo 9 < t < 11 dias e sua forma é semelhante a Figura 4.5, pois as

bactérias comecam a se desenvolver quase que proporcionalmente a forma que € gerado
0 biogas.

Figura 4.7: Variacdo da quantidade de substrato no tempo
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Fonte: Autores (2018).
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Na figura 4.7, a concentragdo de substrato tende a zero. Isto se da pelo fato de

que, o substrato é consumido de maneira semelhante a Figura 4.2, porém, com maior
velocidade.

Figura 4.8: Espaco de fase do sistema relacionado ao primeiro ponto critico
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Fonte: Autores (2018).

A Figura 4.8 representa 0 espaco de fase do sistema (3.23), percebe-se que a

curva converge rapidamente para o ponto de equilibrio, validando geometricamente a
sua estabilidade assint6tica nesse caso.

Através dos pardmetros da Tabela 4.1, tem-se a matriz jacobiana, calculada no
ponto de equilibrio P, = (a,yﬁ,—g), com a = 0.02, para a analise numérica da
P s

estabilidade assintdtica, de acordo com a teoria vista no Capitulo 1:

_ [-0.2556  0.0000 0.0124
N =1-0.0132 —-0.2500 0.0294/[, (4.3)
0.0025 0.0000 -0.2557

cujas raizes associadas ao polinémio caracteristico sdo:

A, = —0.2500,1, = —0.2611 e A; = —0.2498. (4.4)
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Com isso, tem-se que os autovalores (4.4) satisfazem a condigéo de estabilidade
assintotica do Teorema 1.4 do Capitulo 1, uma vez que os parametros adotados na
Tabela 4.1 atendem as condi¢bes (3.32) e (3.33), pois tem-se o valor numérico

calculado através da implementacdo computacional em MatLab 2011a:

GF < AB = 3.1658 x 107> < 6.53 x 1072 (4.5)
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Conclusoes

Neste trabalho foi proposto um modelo nédo-linear de biodigestdo para um
biodigestor indiano de modo continuo, baseado em Biscaro (2008), Schmidell (2001) e
Portes (2005), cujas equacbes foram formuladas através do balanco de massa do
processo. Descreveu-se a formulacdo desse modelo relacionando as trés componentes
fundamentais para o processo de biodigestdo anaerdbica, responsavel pela produgéo de
biogas e, consequentemente, biofertilizantes (BALMANT, 2009), séo elas:
concentracdo de bactéria, concentracdo de substrato e producédo de biogas. Esse modelo
mostra o processo de producdo de biogas no interior do biodigestor indiano nas diversas

fases do processo descrito por Biscaro (2008) e Portes (2005).

A partir de um breve estudo da teoria de sistemas dindmicos ndo lineares e da
técnica de Lyapunov, essa possibilitou a investigacdo de solucdes analiticas
assintoticamente estaveis e um estudo do espaco de fase do modelo proposto, que
contempla a estabilidade assintotica de seus pontos de equilibrio (SLOTINE, 1991). De
acordo com a investigacdo feita, determinou-se dois pontos criticos e conclui-se,
baseando na teoria de Lyapunov, que ambos sdo assintoticamente estaveis, desde que

seus parametros atendam as condigdes de estabilidade determinadas.

Através das simulacbes numéricas realizadas para o modelo proposto,
considerando os pardmetros encontrados na literatura, observou-se sua convalidacéo,
uma vez que é capaz de detectar as fases de crescimento e decrescimento da
concentracdo de bactérias e do aumento e diminuicdo do biogas produzido ao longo do
processo, com a consequente transformacao do substrato em biofertilizante ao longo do
tempo. Além disso, foi gerado o espaco de fase e os perfis de variacdo de cada
componente citada em torno dos pontos criticos encontrados, utilizando o software
Matlab 2011a, como mostrado nas simulagdes computacionais apresentadas e discutidas
no Capitulo 4.

Como continuidade do trabalho e considerando o modelo proposto, sera feita a
otimizagdo dos parametros de controle deste através da técnica de sintonia fina
baseando-se em Ogata (1998). Pretende-se também implementar a formulagdo proposta
incluindo ao modelo a equacao de balango de energia do processo de biodigestdo em um
biodigestor indiano (SCHMIDELL, 2001).
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Anexo A Aplicacdo da teoria de Lyapunov a um
biodigestor indiano

Considera-se uma dindmica ndo linear de um biodigestor, o qual relaciona a
quantidade de bactérias que produzem o biogés e a quantidade deste gas que permanece
no interior do biodigestor (BASSANEZI, 1988; TANAKA et al, 2016). Efetuou-se um
estudo quantitativo e qualitativo do plano de fase desta dindmica néo linear, incluindo a
determinacéo e a classificacdo dos pontos criticos e a analise da estabilidade assintotica

em torno destes pontos, conforme a Figura A.1:

Figura A.1: Biodigestor Modelo Indiano

esterco
valvula

—
== caixa de adubo

Fonte: Bassanezi (1988).

Segundo Bassanezi (1998), a variacdo da quantidade de biogas no interior do
biodigestor é proporcional a quantidade de bactérias presentes e sua diminui¢cdo pode

ser traduzida pelo tipo de retirada conforme o seguinte sistema nao linear de E.D.O.:

dx
Pl F(x) — pxy

dy _ !

(A1)

sendo que x(t) é quantidade de bactérias que produzem o biogas, y(t) € quantidade de
biogas produzido e que permanece no interior do biodigestor, p, k, sdo constantes
positivas, pxy é responsavel pelo fator de inibicdo das bactérias e h(y,t) é a funcdo que

representa o tipo de retirada do biogas.
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A. 1. Analise de estabilidade da dindmica néo linear

Assim como em Bassanezi (1998) e Tanaka et al (2016), foram estudadas duas
consideracgOes. Na primeira a fungdo que represente o crescimento bacteriano foi tomada
como linear, ou seja, F(x) = ax, na qual a é uma constate positiva, e a funcdo que
representa a retirada de biogas foi nula, ou seja, h(x,y) = 0. Obtendo-se o seguinte

sistema:
dt . (A.2)

Igualando as equacdes do sistema (A.2) a zero, nota-se que ha infinitos pontos

criticos da forma P = (O,%), que formam, na verdade, uma reta de equilibrio como
mostra a Figura A.1.
Fazendo Z—; obtemos um relacdo direta entre a quantidade de bactérias e a

producdo de biogas no interior do biodigestor:

2

Xy _Yp
x = St X (A.3)
Para a construcao do plano de fase em torno de P, obtemos as curvas integrais

de (A.2), representadas nas Figuras A.3 e A.4 a partir dos seguintes parametros: a« = 5,
p=0.5ek =0.5;
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Figura A.2: Relacdo entre a quantidade de bactérias e a producdo de biogéas no interior do
biodigestor

Plano de Fase

Bactérias (mg.mm")

Fonte: Bassanezi (1988).

Substituindo (A.3) em Z—; de (A.2) obtém-se que a quantidade de gas produzido é
expressa por:

y(t) = Ymy-(1-¢e) (A.4)

Yi—Yme~tP
Com D = /a? + 2pkx, € y., ym > 0 (y. valor minimo e y,, valor maximo de

y(t)). Como mostra a figura abaixo:

Figura A.3: Quantidade de biogas no interior do biodigestor em funcéo do tempo

Produgao de Biogas no Tempo

10 1 1 1 I I I I I I J
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Tempo (em dias)
Fonte: Bassanezi (1988).
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Além disso, a substitui¢do de (A.4) em % de (A.2) gera uma funcéo que

representa a quantidade de bactérias no interior do biodigestor ao longo do tempo:

x(t) =

4x,De™tD
[(@=D)+(a+D)etP]2

(A.5)

Segue Figura A.4, a representacdo geométrica de (A.5):

Figura A.4: Populacdo de bactérias no interior do biodigestor ao longo do tempo

Produgao de Bactérias no Tempo

35

Bactérias
s B e by

o
w

(=}

Tempo (em dias)

Fonte: Bassanezi (1988).

De (A.4) e (A.5), prova-se que quando t — +oo: y(t) = y,,, € x(t) = 0, ou seja, a
bactérias tendem a extingéo.

Na segunda consideracdo efetuou-se um estudo baseado na determinacdo de
pontos criticos, construcdo do plano de fase deste sistema autdnomo, classificacdo
destes pontos criticos via métodos de Lyapunov e estudo de estabilidade assintotica.
Prova-se que existem dois pontos criticos, a saber, a origem e um ponto deslocado da
origem.

Para a determinacdo dos pontos criticos da dindmica (A.1), considera-se que ha

uma retirada de biogas dada por h(x,y) = By (B constante positiva), entao:

= ax — pxy =0
;yt , (A.6)
— = kx—=By=0

em que fornece as solucdes P; = (0,0) e P, = (Z—i,% .

Para a analise do ponto critico P;, usando o método de Lyapunov, a contraparte

linear da dindmica ndo linear (A.6) tem polinbmio caracteristico dado por:
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22 —(a-Pr-ap=0 (A7)
cujas raizes caracteristicas sdo A1 = a > 0 e A2 = - < 0. Logo, P; € um ponto de sela e,
portanto, instavel. De (A.7), tem-se que P1 € assintoticamente estavel se, e somente se,
M=a<0.

A andlise do ponto critico P2, que é realmente o ponto de interesse para analise
do biodigestor. Porém, este se situa fora da origem do sistema, o que impede a aplicacdo
do método de Lyapunov.

Para anélise da estabilidade de P, efetuou-se, por meio de mudanca de variaveis, a

translagéo do sistema, a fim de que P, se tornasse a origem do no sistema.

Setomarmos x = u + % ey=v+ % no sistema (A.6), temos:

o By, puv
o & (A.8)
—=ku-—pfv
dt
Fazendo a linearizacdo de (A.8), temos a seguinte matriz dos coeficientes:
aB
[0 p l (A.9)
k=P
As raizes da equagéo caracteristica de (A.9) sdo 4, , = “PHEB1) “BZ(E_A‘“) < 0. Assim,

o ponto P, = (z—i,g) sera assintoticamente estavel, constituira um nédulo se 8 = 4a,
ou uma espiral se f < 4a. A Figura A.5, a seguir, mostra o plano de fase da dindmica
nédo linear (A.38) em torno do ponto P, = (i—i,%), levando-se em conta 0s seguintes

valores de parametros: « =5, p = 0.5, k = 1 e # = ¥ . Nota-se que P> € um ponto em

espiral assintoticamente estavel. Observa-se que a curva no plano de fase converge para
0 ponto de equilibrio P, = (z_i‘%)' Desta forma, tanto a populagédo de bactérias quanto o

biogas no interior do biodigestor tendem a um valor limite.
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Figura A.5: O plano de fase da dindmica em torno do ponto critico P

Plano de Fase
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Fonte: Bassanezi (1988).

Este estudo quantitativo e qualitativo de uma dinamica ndo linear de um
biodigestor, o qual relaciona a quantidade de bactérias que produzem o biogés e a
quantidade deste gas que permanece no interior do biodigestor, verificou-se que esta
dindmica apresenta dois pontos criticos, a origem sendo instavel e um ponto deslocado.
Neste caso, observa-se que a populacdo de bactérias e o biogas no interior do

biodigestor tendem a um valor limite.



