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Resumo

Este trabalho apresenta um estudo sobre propriedades de polindmios, com énfase nos
polindmios auto-reciprocos e auto-inversiveis, incluindo casos especiais como os polindmios
auto-reciprocos Rg)(z), Sy)(z) e A (2). Realizamos uma andlise detalhada da localizagdo
de seus zeros no plano complexo, investigando como essa localizacdo se relaciona com os
valores dos pardmetros A ¢ § e o grau do polindmio em questdo. O estudo combina uma
abordagem tedrica com exemplos ilustrativos, permitindo uma compreensao mais profunda das
propriedades dos polindmios e de seus zeros. Portanto, este trabalho enriquece a base tedrica
existente e oferece uma nova perspectiva sobre a relevancia dos polindmios auto-reciprocos e
auto-inversiveis.

Palavras-Chave: Polinomios, Zeros de Polinomios, Circulo unitdrio, Polinémios auto-
reciprocos, Polinomios auto-inversiveis.






Abstract

This work presents a study on the properties of polynomials, with an emphasis on self-
reciprocal and self-inversive polynomials, including special cases such as the self-reciprocal
polynomials Rg)(z), Sr(,,A)(z), and Aﬁf"s)(z). We conduct a detailed analysis of the location
of their zeros in the complex plane, investigating how this location relates to the values of
the parameters A and ¢ and the degree of the polynomial in question. The study combines
a theoretical approach with illustrative examples, allowing for a deeper understanding of the
properties of polynomials and their zeros. Therefore, this work enriches the existing theoretical
foundation and offers a new perspective on the relevance of self-reciprocal and self-inversive
polynomials.

Keywords: Polynomials, Zeros of Polynomials, Unit Circle, Self-Reciprocal Polynomials, Self-
Inversive Polynomials.






Lista de Figuras

2.3.1 Polindmios de Jacobi de graus 1,2,3edparac=2¢e f=1. ... ... .....
2.3.2 Polindmios de Jacobide graus2e3parac=2¢e f=1. .. ... ... .. ...
2.3.3 Polindmios de Jacobi de grau4 paracv = 1.5, 2,25 e f=1.. . ... ... ...
2.3.4 Polindmios de Jacobi de grau4 paracc =2 e =0, 0.5, 1, 1.5. . ... ... ..
2.3.5 Polindmios de Chebyshev de 12 espécie T),(x) paran = 1,2,3,4,5. . . . . .. ..
2.3.6 Polindmios de Chebyshev de 22 espécie U,,(x) paran = 1,2,3,4. . . . . ... ..
2.3.7 Relacdo entre os pontos criticos do polindmio U, (z) com os pontos de T5(x). . . .

3.1.1 Representagdo grifica dos zeros do polindémio P(z). . . . .. ... ... ... ..
3.1.2 Representagdo grafica dos zeros do polindbmio P(z). . . . ... ... ... ....
3.1.3 Representagdo grafica dos zeros do polindbmio P(z). . . . . .. ... ... ....
3.1.4 Os zeros de P(z) sdo simétricos em relacdo a reta real e ao circulo unitdrio. . . . .
3.1.5 Representacdo gréfica dos zeros do polindmio P(z2) =iz* +iz+i. . . ... ...
3.1.6 Os zeros de P(z) se localizam dentro e fora do circulo unitdrio. . . .. ... ...
3.2.1 Transformagédo do polindmio auto-inversivel P(z) em um polindmio auto-conjugado Q(z).

4.1.1 Representacdo gréfica dos zeros do polindmio P(
(1

) no circulo unitdrio. . . . . . .

(2)
4.3.1 Representagdo grafica dos zeros do polindmio S4 )(z) no circulo unitdrio. . . . . .
4.3.2 Representacao grafica dos zeros do polindmio S

VN

4.2.1 Representagdo grafica dos zeros do polindmio R no circulo unitdrio. . . . . .

4.4.1 Representacao grafica dos zeros do polindmio A ( )

4.4.2 Representagdo grafica dos zeros do polindmio A ( Jcomd =1 / 2ed=1 / 4.
4.4.3 Representacao grafica dos zeros do polindmio A ( Jecomd=1leA=1,3.
4.4.4 Representacdo grafica dos zeros do polindmio A (z) comd=1el=3/2..

( Jecomd =—-3eA=—1...
(=)

comd=—-lel=-2 ..

4.4.5 Representacao grafica dos zeros do polindmio A
4.4.6 Representacao grafica dos zeros do polindmio A



Lista de Tabelas

4.2.1 Os valores dos zeros de Rél) (2).

4.3.1 Os valores dos zeros de Sf)(z).



Sumario

Resumo
Abstract

Lista de Figuras
Lista de Tabelas
Sumario

1 Introducao

2 Resultados Preliminares
2.1 Introduclo . . . . . . . L. e e
2.2 Transformacdode Mdbius . . . . . . .. ... o
2.3 Polindbmios Ortogonais . . . . . . . . . v v v vt e e e e e e e
2.3.1 Polindmios Ortogonais Classicos . . . . . . . . . . ... ... .....
2.3.1.1 PolindbmiosdeJacobi . . . . . . . ... ... ...
2.3.1.1.1  Polindbmios de Chebyshev de 12 espécie . . . . . . .
2.3.1.1.2  Polindmios de Chebyshev de 22 espécie . . . . . . .

3 Polinémios auto-conjugados, auto-reciprocos e auto-inversiveis
3.1 Introdugdo . . . . . . .. e e e
3.2 Polindmios obtidos através da transformagdo de Mobius . . . . . . . . ... ..

4 Classes especiais de polindmios
4.1 Introduc@o . . . . . . . . . . e e e
42  Andlise das propriedades de R (2)
43 Andlise das propriedades de S5 (2) e
4.4  Andlise das propriedades de A (2)

S Consideracoes finais

Referéncias

10

11

13
13
14
16
19
20
23
26

31
31
44

49
49
53
59
66

79

81






CAPITULO

|

Introducao

No campo da matematica, os polindmios desempenham um papel fundamental em diversas
areas, desde Algebra até Andlise Matemética. Ao longo da histéria, esses polindmios tém
capturado a aten¢do dos matemadticos por suas caracteristicas. Dentre elas, podemos destacar a
simetria.

Nosso objetivo € realizar uma andlise dos polindmios auto-reciprocos e auto-inversiveis,
explorando suas propriedades, estruturas e relacdes. A metodologia incluird uma abordagem
tedrica que combinard andlise algébrica e exemplos ilustrativos, com o fim de proporcionar
uma melhor compreensao.

Este trabalho esta organizado da seguinte maneira:

No segundo capitulo, discutiremos alguns conceitos preliminares que servirdo como base
para a compreensdo dos topicos abordados nos capitulos posteriores. Dentro deste capitulo,
destacaremos a importancia do Teorema Fundamental da Algebra, da transformacio de Mdbius
e dos polindomios de Chebyshev de primeira e segunda espécies, que serdo utilizados ao longo
do nosso estudo. Cabe destacar que, neste texto, o termo “circulo unitdrio” serd usado para
designar somente sua borda.

No terceiro capitulo, abordaremos o estudo de polindmios com caracteristicas especiais,
tais como auto-conjugados, auto-reciprocos e auto-inversiveis. Para abordar essos polindmios,
€ necessdrio um conhecimento sélido dos conceitos bdsicos relacionados aos polindmios
conjugados, reciprocos e inversiveis. Também abordaremos um teorema cldssico chamado
Teorema de Cohn. Este teorema é um importante resultado na teoria dos polindmios que
fornece uma condi¢do necessdria e suficiente para que um polindmio seja auto-inversivel.
Além disso, observaremos como, através da transformacdo de Mdobius, podemos compreender
a relagcdo entre os polindmios auto-conjugados e os polindmios auto-inversiveis. Essa mesma
transformacdo também nos permitird explorar outros tipos de polindmios.

No quarto capitulo, analisaremos os polindmios auto-reciprocos RY (2), S (z)e AQD) (2),
apresentando condi¢des necessdrias para que os zeros desses polindmios estejam localizados
no circulo unitdrio. Dentro desse contexto, discutiremos também a relacdo entre os zeros dos
polindmios com os valores assumidos por A e ¢ e o grau do polindmio.

Em resumo, este estudo tem como objetivo realizar uma andlise dos polindmios auto-
reciprocos e auto-inversiveis, explorando suas propriedades. Através desta pesquisa, espera-se
contribuir para o entendimento desses polindmios e sua relevancia no contexto matematico.
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CAPITULO

2

Resultados Preliminares

Este capitulo apresenta uma série de resultados que serdo necessdrios para facilitar a
leitura e compreender com mais profundidade as ideias apresentadas neste trabalho. Para isso,
utilizaremos as referéncias [11], [31, [4], [51, [10], [111, [121, [131, [17], [18] e [19].

2.1 Introducao

Um polindmio complexo € uma fun¢do P : C — C, definida da seguinte maneira:

P(z) = Z apz®,

k=0
onde a;, sdo coeficientes complexos, nem todos nulos, e z € C. Se a,, # 0, dizemos que o
polindmio tem grau n.

Além disso, P(z) € um polindmio real se e somente se satisfaz a seguinte igualdade:

P(%) = P(2), Vz e C.

A multiplicidade algébrica do zero de um polindomio é definida como o nimero de vezes que
esse zero aparece como solu¢do do polindmio. Se considerarmos um polindmio P(z) que pode
ser expresso na forma:

P(z) = (2 = £)"0(2),
onde ¢ € zero do polindmio e m € um ndmero inteiro positivo, entdo ¢ possui multiplicidade
algébrica m. Na teoria dos polindmios, a andlise dos zeros e suas multiplicidades € fundamental
para entender o comportamento dos polindmios. A multiplicidade de um zero de um polindmio
pode ser caracterizada da seguinte maneira: sejar € N* (N* = N — {0} ), P € P,(C) 'e
a € C. O niimero a é um zero de multiplicidade r do polinomio P se, e somente se:

Pla)=P(a)=...=P" Va)=0 e P"(a)#0.

Essa condicdo, conhecida como caracterizacdo da multiplicidade de um zero, indica que todas
as derivadas do polindmio até a ordem r» — 1 avaliadas em a s@o iguais a zero, enquanto a
derivada de ordem r nao ¢ igual a zero.

A seguir, apresentamos dois resultados da referéncia [ | 9], importantes no contexto do estudo
dos zeros de polindmios.

IP,,(C) é o espago dos polindmios de grau menor ou igual a n com coeficientes em C.

13
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Teorema 2.1.1 (O Teorema Fundamental da Algebra). Cada polinémio

n

P(z) = Z apz®,

k=0
de grau n tem representagdo vinica da seguinte forma:
P(z) = a, [[(z — =), (2.1.1)
k=1
onde a,, # 0 e z sdo os zeros de P(z).

De [19], Todo polindmio ndo constante tem pelo menos um zero. Seja P(z) um

polindmio de grau n. Se (i, (o, . . . , (;, denotam os zeros distintas de P(z) com multiplicidades
r1,T2, ...,y respectivamente, entdo podemos reescrever a equacao (2.1.1) como:
m m
P(z)=a, [[(z= )™, D rme=n.
k=1 k=1

O seguinte teorema € um caso particular do Teorema do Valor Intermediario. Para mais
detalhes, consulte [4].

Teorema 2.1.2 (Bolzano). Seja f uma funcdo de valor real e continua em um intervalo
compacto [a,b] em R. Suponha também que f(a) e f(b) tenham sinais opostos, ou seja, que
f(a)f(b) < 0. Nesse caso, podemos afirmar que existe pelo menos um ponto c dentro do
intervalo aberto (a,b) tal que f(c) = 0.

2.2 Transformacao de Mobius

Nesta sec@o, vamos abordar as propriedades das transformacdes de Mobius, que recebem o
nome do matemadtico alemao August Ferdinand Mobius, famoso por sua descoberta da faixa de
Mbobius. A principal referéncia utilizada para esta secao foi [13].

Definicao 2.2.1. Uma transformagdo de Mobius é uma fungdo racional expressa como

az+b
F(z) = cz+d’

onde a,b,c,d € Ce A = ad — bc # 0.

A condi¢do A = ad — be # 0 assegura que o dominio D(F) da fun¢do F é um conjunto
ndo-vazio. Isso ocorre porque D(F) = () se, e somente se, cz + d = 0 para todo z € C. Em
termos equivalentes, isso se dd quando ¢ = d = 0 e entdo A = ad — bc = 0. Além disso, se 2;
e 2o pertencem a D(F), temos que F(z1) = F(22) se, e somente se,

(ad — bc)zy = (ad — be)zs.

Isso indica que F ¢ injetora em seu dominio quando ad — bc # 0. Em particular, F é nao-
constante.

Quando compomos transformacdes de Mobius, surgem pontos do plano complexo que
podem ser problemadticos, pois ndo estdo incluidos no dominio ou na imagem de algumas
dessas transformagdes. Para evitar tais problemas, consideremos o plano complexo completado,
representado por C,, = C U oo (esfera de Riemann). Podemos analisar a transformacgao de
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b
Mobius dada por F(z) = azid’ com A = ad — bec # 0 e ¢ # 0. Neste caso, definimos
cz
d
a transformacdo em C, levando em conta que F <——) = 00. O pontow = ﬂ’ que nao
c

&

era a imagem de nenhum ponto de C por F, agora serd considerado como F(c0), ou seja,
a I

F(o0) = —. Dessa forma, F se torna uma bijecéo de C,, em C,. Por outro lado, se ¢ = 0,
c

podemos afirmar que F é uma bije¢do de C em C. Definindo F(c0) = oo, concluimos que F
também é uma bijecdo de C,, em C,,. Assim, uma transformacdo de Mobius € uma bijecdo
F : Cy — C dada por:

az+b
f(z)_cz+d’
com A = ad — be # 0, onde:
]-"(oo)—ge]-"<—c—i>—oo sec#0
_C c - ) 9
F(o0) = o0, se c = 0.

Vale a pena observar que as transformagdes elementares no plano complexo, que sdo definidas
a seguir, constituem casos especiais da transformacao de Mobius:

(i) Seja B € C fixo. A translag@o por /3 € expressa como T3(z) = z + 3.

(17) Seja a € C com o # 0. A multiplicagdo por « é dada por H(z) = az.

ii1) Seja @ € R. A rotacdo de # radianos é dada por Ry(z) = e 2.
d) ¢ p 0

1
(iv) A inversdo é representada como J(z) = —.
z

Teorema 2.2.1. Toda transformagdo de Mobius é obtida por composicdo de translagoes,
multiplicacdo por niimeros complexos e a inversdo.

Dado que toda transformacdo de Mobius resulta da composi¢do de transformacoes
elementares, que sdo inversiveis, podemos concluir o seguinte resultado.

Corolario 2.2.1. Toda transformagdo de Mobius é inversivel.

Outra caracteristica que decorre do fato de que toda transformacdo de Mobius é uma
composi¢ao de transformagdes elementares € que essas transformagdes, ao atuarem sobre C,
convertem circulos em circulos.

Por meio de calculos simples, podemos determinar que a inversa da transformacgdo de
Mobius € expressa por

dz+b
Flz2)=— ° , comA =ad—bc#0,

czZ—a

onde

F-1 (9) =ooe Fl(o0) = —%l, se c#0,

c
F(o0) = oo, se c = 0.

Definimos um elemento 2, € C,, como um ponto fixo da transformacdo de Mobius F se,
e somente se, F(z9) = 2o. E evidente que todos os pontos de C., sdo pontos fixos da
transformacdo identidade em C.
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Proposicao 2.2.1. Uma transformacdo de Mobius distinta da identidade tem um ou dois pontos
fixos em C..

Corolario 2.2.2. Uma transformagdo de Mdbius com mais de dois pontos fixos é a identidade.

Para duas séries de pontos distintos 21, 22, 23 € Wy, Wa, w3, se houver uma transformagdo de
Mobius F que satisfaga F(z;) = w;, parai = 1,2, 3, entdo essa transformagdo é dnica. O
resultado a seguir demonstra a existéncia de tal transformacdo. Portanto, uma transformacao de
Mobius é completamente determinada pela agcao sobre trés pontos distintos.

Teorema 2.2.2. Dados dois pares de ternas de pontos distintos z1, zo, 23 € Wy, Wy, w3 em C*,
existe uma vnica transformagdo de Mobius F tal que F(z;) = w; parai = 1,2, 3.

Uma caracteristica relevante da transformacdo de Mobius F € que ela estabelece uma
transformacdo conforme em C, o que significa que preserva angulos no plano complexo. Essa
propriedade decorre do fato de que, se uma funcao analitica F(z) tem uma derivada F'(z) que
¢ finita e diferente de zero em uma regido do plano, entdo F é conforme em todos os pontos
dessa regido. No caso especifico da transformacio de Mobius F, ela € analitica, e sua derivada

. d
¢ finita e ndo nula em todos os pontos de C, com excecdo nos pontos z = —— (quando ¢ # 0) e
c
oo (quando ¢ = 0).
Ao longo deste trabalho, faremos uso da transformacdo de Mobius que mapeia o circulo de
raio 7, com 7 > 0, na reta real. Considerando os pontos z1 = i, 2o = 1), 23 = —ni € W = 1,
we = 0, wy = —n, é simples demonstrar que a fungdo F &€ expressa por:

N2l
Flz) = —
(2) = —ni -

Desta forma, a inversa da transformagao € dada por:

z—=n

1 _
Fe)= z4+m

Para simplificar a notag@o, quando mencionarmos z, nos referimos a uma relacdo com a reta
real, enquanto z estd associado ao plano complexo. Portanto, utilizaremos x(z) para representar
a transformacdo de Mobius que leva o circulo de raio 7 para a reta real, definida como:

z2—1n
zZ+n

x(z) = —ni
e a notagdo z(x) que transforma a reta real no circulo de raio 7, é expressa por:

T —m
T+ ni

z(z) = —n

2.3 Polinomios Ortogonais

Os polindmios ortogonais sdo uma classe especial de polindmios que tém um papel
fundamental em diversas dreas, como andlise numérica, teoria das fungdes e fisica. A
principal caracteristica central desses polindmios € a sua relacio de ortogonalidade em
relacdo a um produto interno especifico definido em um espaco funcional. Existem diversos
polindmios ortogonais, como os polindmios de Legendre, Chebyshev, Hermite, Laguerre, entre
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outros. Cada um relacionado a diferentes tipos de problemas e dominios. Esses polindmios
oferecem ferramentas poderosas para simplificar e resolver problemas complexos. Nesta se¢ao,
realizaremos um breve estudo dos polindmios ortogonais cldssicos, pois os polindmios de
Chebyshev serdo tteis ao longo deste trabalho. Utilizaremos as referéncias [ 1], [3], [ 1], [17] e
[18]. Os polindmios ortogonais formam uma sequéncia de polindmios que atendem a condic¢do
de ortogonalidade em relagdo a uma fun¢io peso em um determinado intervalo [a, b]. A fungdo
peso w(x) desempenha um papel fundamental na defini¢do e na avaliacdo das propriedades
ortogonais desses polindmios.

Definicao 2.3.1. Consideremos um intervalo [a,b] C R onde —oc0 < a < b < +00. A fungdo
w(x) é uma fungdo ndo negativa que é mensurdvel no sentido de Lebesgue, e satisfaz a condi¢do

/abw(x) dz > 0.

Chamaremos w(x) de uma fung¢do de peso sobre o intervalo [a,b|.

Esta funcé@o peso permite a defini¢cdo do produto interno em C [a, b,

(f.g) = / f(@)g(x)w(z)dz. @.3.0)

o0

Definiciio 2.3.2. Uma sequéncia de polinémios {P,(x)},_,, P, € P,(C) de grau n, é uma
sequéncia de polinémios ortogonais, em relagdo a funcdo peso w(x) em um intervalo (a,b) se
satisfaz as seguintes condigoes:

1. O grau exato de P,(x) deve ser n, onde n > 0.

0, sen #m,

2. (Pn,Pm>={ o £0. sen—m

Observa-se que, o0, > 0, pois P:(z)w(z) > 0 em (a,b). Além disso, usando o delta de

Kronecker
5. — 1, sei=7j
YL 0, sei#

podemos escrever o item 2 da seguinte forma:

b

(P, P,) = /Pn(x) P(z) w(z)dz = dpm 0n- (2.3.2)
Corolario 2.3.1. Dados duas sequéncias de polinémios ortogonais {q,(x)} ~, e { Po(z)},—,,

em relagdo a fung¢do peso w(x) em um intervalo (a, b). Entdo,
qj(m) =G PJ(:E)7 j = 0717"'7
onde c; é una constante que depende de j.

A seguir, apresentaremos o importante teorema conhecido como relacdo de recorréncia de
trés termos, que € uma propriedade essencial dos polindmios ortogonais. Essa relacdo permite
calcular os valores dos polindmios ortogonais e entender suas propriedades de uma maneira
mais simples e rapida.
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Teorema 2.3.1 (Relacdo de recorréncia de trés termos). Se {P,(x)}. ", é uma sequéncia de
polindémios ortogonais no intervalo (a, b) em relagdo a fungdo peso w(x), entdo,

Pn+1('r) = <7n+1x - ﬁn+1)Pn($) - an+1pnfl(x)7 n > O; (233)
onde Py(z) =1, P_1(x) =0, api1, Bny Tn ER, comn > 1, e
(P, Pr) _ I (P, Pn)

Qp+1,n+1
n = — 07 n = In+tl 75 5
Tt anm, 7& ﬁ +1 Tt <Pna Pn> Tn <Pn—17 Pn—1>

A seguir, enunciaremos algumas caracteristicas dos zeros dos polindmios ortogonais.

£0.

y € Qpyl =

Teorema 2.3.2. Se {Pj(:lr)};io é uma sequéncia de polindbmios ortogonais, entdo dois
polinémios consecutivos quaisquer dessa sequéncia ndo tém zeros em comum.

Os proximos resultados sao inspirados nas referéncias [5] e [11].

Teorema 2.3.3 (Teorema da separagdo dos zeros). Se {P;(x)}>" é uma sequéncia de
polinémios ortogonais, entdo entre dois zeros consecutivos do polinomio P,(x) existe somente
um zero de P,_1(x).

Na seguinte observacao, vamos apresentar outro tipo de relac@o de recorréncia de trés termos
que foi estudada na referéncia [20], no artigo intitulado ‘Polynomials generated by a three term
recurrence relation: bounds for complex zeros’. Esta relacdo de recorréncia é diferente da
relacdo de recorréncia de trés termos para os polindmios ortogonais reais.

Observacdo 2.3.1. Consideramos a sequéncia de polindmios {Q,,} gerada pela relacdo de
recorréncia de trés termos:

Qm—i—l(z) = (Z + Bm-l—l)Qm(z) - am+lem—1(z)v m = 1a 27 ceey (234)
com Qy = 1 e Qi(z) = z + B, onde o, e B, sdo niimeros complexos tais que o, # 0
param = 2.3,... e B, # 0param = 1,2,3,.... Essa relacdo de recorréncia tem sido

amplamente estudada quando:
i1 >0 e B, <0 para m > 1. (2.3.5)

A referéncia []/4] motivou o estudo desse caso particular da relacdo de recorréncia.
Quando a condi¢do (2.3.5) é satisfeita, foi demonstrado em []/4] que os polinomios
correspondentes satisfazem a propriedade de ortogonalidade de Laurent (L-ortogonalidade):

/t—m+SQm(t)d¢(t) =0, s=0,1,....,m—1,

onde d¢ é uma medida positiva forte definida no eixo real positivo. A palavra "forte" é
usada para indicar que os momentos i, = | t"d¢(t) existem também para todos os valores

negativos de m.
A partir da relacdo de recorréncia de trés termos (2.3.4), observa-se que:

Qm(o):/BIBQ"'/Bm?AOJ le

Além disso, a equacdo (2.3.4) pode ser reescrita da seguinte forma:

(i) gz = (24 B2)Q1(2) — Qa(2), (2.3.6)
Qm(z> . Qm+1 (Z)
Qm-1(2)  Qm-1(2)

(ii) mi12 = (2 + Bmi1) m > 2. (2.3.7)
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A seguir, enunciamos um lema importante sobre os polindmios (),,.

Lema 2.3.1. Para qualquer m > 1, dois polinomios consecutivos ), e (Q,,+1 ndo possuem
zeros em comum.

Demonstragdo. Inicialmente, consideremos o caso base m = 1. Suponhamos, por absurdo,
que exista um w € C tal que ()1(w) = Q2(w) = 0. De acordo com a relagdo de recorréncia
(2.3.7), temos:

Qi(w)  Qa(w)
Qo(w)  Qo(w)
—pwQo(w) = Qa(w),

e como Qy = 1 e ay # 0, isso implica que w = 0. Como w = 0 ndo é zero de nenhum polindémio
Qm, obtemos uma contradi¢do. Portanto, (1 e Q3 ndo possuem zeros em comum.

Prosseguimos agora com o passo indutivo. Suponhamos que, para algum m > 2, os
polinémios ., _1 e Q.,, ndo compartilham zeros (hipotese de inducdo). Seja w € C tal que
Qm(w) = 0. Pela hipdtese de indugdo, temos QQp,—1(w) # 0. Aplicando novamente a relagdo
(2.3.7) e avaliando-a em w, obtemos:

oW =(w + f2)

Qm—l—l (W) = _am+lem—1 (W) .

Dado que Q,,—1(w) # 0 e w # 0 (pois w ndo é zero de nenhum Q,,), concluimos que
Qmi1(w) # 0. Assim, Q,, € Q1 ndo possuem zeros em comum. Pelo principio da indugdo,
segue que, para todo m > 1, os polinomios QQ,, e Q1 ndo tém zeros em comum. |

A partir da equacdo (2.3.4), € possivel verificar que, para qualquer n > 1, temos:

Z+ ﬁl — Qg 0 0 0
-z  z+ 0y —ag 0 0
0 —z z+ B3 0 0
Q”(Z) - : : : :
0 O O z+ Bn—l —Qp,
0 0 0 —z z+ By

Com base nessa expressio, da referéncia [20], observa-se que os zeros de (),, correspondem aos
autovalores da matriz de Hessenberg inferior

m oy 0 0 0
m 72 Qs 0 0
H, — o T2 73
T an_1 0
o N2 73 Tln—1 Qi
m N2 73 Mn-1 "n

onde 7, = a,, — B param =1,2,... n,coma; = 0.

2.3.1 Polinomios Ortogonais Classicos

Os polindmios ortogonais de Jacobi, Legendre, Gegenbauer, Chebyshev, Laguerre e
Hermite sdo chamados polindmios ortogonais cldssicos. Nesta secdo abordaremos as
propriedades mais importantes dos polindmios de Jacobi. Isso nos ajudard a entender os
polindmios de Chebyshev. Esses ultimos polindmios serdo usados posteriormente no estudo
dos polindmios auto-reciprocos. Utilizaremos as referéncias [1], [3] e [ 1].
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Definicao 2.3.3. Os polinémios ortogonais em relagdo ao produto interno no intervalo (a,b)
sdo denominados polindémios ortogonais cldssicos se a fungdo de peso w(x) satisfaz a seguinte
equacdo diferencial, chamada equacdo de Pearson:

d
- (0(x) - w(x)) = N(z)w(z),
onde
1— 22, se(a,b)=(-1,1),
Mz) =4 =, se (a,b) = (0, 00),
1, se (a,b) = (—o00,00),

e N(x) é um polinémio de grau 1.

Definiremos, agora, alguns tipos de polindmios ortogonais cldssicos.

2.3.1.1 Polinomios de Jacobi

De acordo com [ 18], os polindmios de Jacobi foram introduzidos pelo alemao Carl Gustav
Jakob Jacobi. Ele foi o primeiro matemadtico judeu a ser designado professor em uma
universidade alemd. Jacobi contribuiu significativamente para as funcdes elipticas, equacdes
diferenciais e a teoria dos numeros. Os Polindmios de Jacobi sdo uma classe de polindmios
ortogonais cldssicos e sdo denotados como Péa’ﬁ )(x) Além disso, estdo definidos através da
féormula de Rodrigues:

Ped ()= T e 1oyt I - e g o)

27! dz"

Observaremos que esses polindmios sdo ortogonais no intervalo [—1, 1] em rela¢do a fungio
peso w(z) = (1 —2)*(1 +2)%, a,8 > —1, o, € R. Temos que o coeficiente do termo de
maior grau dos polindmios de Jacobi é

n _1\k
o = 35 D itk 1) . (b D) (1) . (40— )

Esse coeficiente também pode ser escrito utilizando a funcdo gama. Assim,

. _iz”: 1 TIla4+n+1) TB+n+1) 1 Dla+p5+2n+1)
n’n_2”kzol{:!(n—k:)!F(a+k+1)F(5+n—k‘+1)_2”n!F(a+5+n+1)'

Os polindmios de Jacobi satisfazem a seguinte relagdao de ortogonalidade:

0, sem #n,
(P9, PPy = § 22 (a4 n+ D05 +n+1)
(a+B8+2n+n!T(a+ B+n+1)

, sem =n.

Além disso, a relagdo de recorréncia de trés termos para os polindmios de Jacobi € dada por:
PP (@) = (i1 = Bur)) P (2) = o P (), m > 0,
onde Py(x) =1, P_y(z) =0 e

(a+p+2n+2) (a+F+2n+1)
2n+1) (a+pL+n+1)

Yn+1 = ’
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(B2 —a®)a+f+2n+1)
2(n+ D(a+B+n+1)(a+F+2n)
(a+n)(B+n)(at+f+2n+2)
(n+D(a+B+n+1)(at+pB+2n)

Agora, mostraremos os graficos dos polindmios de Jacobi do grau 1 a 4, para os mesmos valores
de av e (3 (ver Figura 2.3.1).

Bn—l-l =

Ont1 =

—Pl(z'l)

gl A g B
F T — P3(2J1)
0 r j (i — P4(2'1)

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Figura 2.3.1: Polindmios de Jacobi de graus 1,2, 3e4paracc =2 e [ = 1.

Na Figura 2.3.2, apresentamos os polindmios de Jacobi de graus 2 e 3 com os mesmos valores
de « =2 e [ = 1. Note que, entre dois zeros consecutivos do polindmio de grau 2, existe um
unico zero do polindmio de grau 3.

10[ ' -

P_n{x)

3 | g,
| | P20
0f ]

Figura 2.3.2: Polindmios de Jacobi de graus 2e 3paracv =2 e [ = 1.
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Na Figura 2.3.3, estdo representados os polindmios de Jacobi de grau 4, com valores diferentes
de . Se os valores de o crescem, para cada ¢ = 1,2, 3,4, o zero x4 ; decresce.

3BT

0r

25F

w
T

=

L)
A P21

| = P25

-10

0.0

Figura 2.3.3: Polindmios de Jacobi de grau 4 paraa = 1.5, 2, 25 ¢ = 1.

A Figura 2.3.4 mostra os polindmios de Jacobi de grau 4, com valores diferentes de 5. Se os
valores de 3 crescem, para cada ¢ = 1,2, 3, 4, 0 zero x4, cresce.

Py
1.0

05+

05

— pl0
P28
— p4(2,1}

—_ p,218)

Figura 2.3.4: Polinomios de Jacobi de grau 4 parac =2 e =0, 0.5, 1, 1.5.

Propriedades 2.3.1. As seguintes igualdade sdo vdlidas:

Pn(""ﬁ)(l)

I'a+n+1)

! D(a+1)

g

a+n
n

)

(2.3.8)
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A seguir, abordaremos dois tipos de polindmios de Jacobi, os chamados Polindmios de
Chebyshev de 12 espécie, T,,(z), e de 22 espécie, U,,(x). Em [17], os polindmios de Chebyshev
ttm o nome do matemdtico russo Pafnuty Lvovich Chebyshev. Em seu artigo intitulado
“Théorie des mécanismes connus sous le nom de parallélogrammes”, publicado em 1854, surge
pela primeira vez seus famosos polindmios de Chebyshev.

2.3.1.1.1 Polinémios de Chebyshev de 12 espécie

Em [3], os polindmios de Chebyshev de 12 espécie sdo uma sequéncia de polindmios

ortogonais no intervalo |—1,1| com relagdo a fungdo peso w(r) = ——— com a =
g [—1,1] ¢ ¢do peso w(x) Vi
g = —1/2. Os polindmios de Chebyshev podem ser definidos através das identidades

trigonométricas, da seguinte forma
T, (z) = cos(narccosz), n=0,1,2,..., z € [-1,1], (2.3.10)

e fazendo x = cos6, onde 6 € [0, 7], obtemos pela defini¢do de fungdes trigonométricas
inversas que # = arccos(z). Logo, substituimos na equagdo (2.3.10) obtendo

T, (z) = cos(nb). (2.3.11)
Além disso,
Thi1(z) = cos((n+ 1)0) e Ty—1(x) = cos((n — 1)0),
agora substituindo na seguinte relagdo trigonométrica,
cos(n + 1)0 + cos(n — 1)0 = 2 cos(nh) cos b,
obtemos a relagao de recorréncia de trés termos para os polindmios de Chebyshev de 12 espécie
Toi1(x) = 22T, (z) — Tyo1(x), n > 1,

com Ty(x) =1 e Ti(x) = z.

Observaremos os primeiros polindmios de Chebyshev de 12 espécie 7),(x) (ver Figura 2.3.5)
e analisaremos como os coeficientes dos termos de maior grau se comportam,

(a) Ty(z) = cos(0 arccosz) = cos(0) = 1,

(b) Ty(z) = cos(arccos z) = cos(d) = z = 2z,

(¢) To(z) = 22T} (x) — Ty(x) = 22% — 1,

(d) Ty(z) = 22Th(x) — Th () = 22(22% — 1) — & = 423 — 3z = 2223 — 3a,

(e) Ty(x) = 22T3(x) —To(x) = 2x(4a®—3x) — (222 —1) = 8z* —8a? +1 = 282 — 2322 + 1,
(f) Ts(z) = 22Ty(z) — Ty(x) = 2z(82* — 822 + 1) — (423 — 3z) = 2425 — 2023 + 5,
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portanto,
U =2""1 n>1. (2.3.12)

Tnix)
157

05F — T1(x)
e T2(X)
o T3)
— Ta(x)

— T5(x)

I Rt

-145L

Figura 2.3.5: Polindmios de Chebyshev de 12 espécie T,,(z) paran = 1,2, 3,4, 5.

Do grifico, observe que os minimos e maximos dos polindmios de Chebyshev no [—1, 1] sdo
iguais a 1.

Teorema 2.3.4. Os polinémios de Chebyshev de 1% espécie, T,(x), verificam a relagcdo de
ortogonalidade da seguinte maneira:

m, sem=mn =0,
(1,,T) = 5, sem=n>0,
0, sem #n.

Demonstracdo. Como

(T, Trn) :/_ T (z) Ty (z)w(zx) do

1

! 1
= / cos(n arccosx) cos(m arccosr)—— dx,
1 1— 1'2
realizaremos a mudanca de varidvel x = cos 0, onde dx = —senf df, substituindo na equacdo

acima, temos:

0 ™
(T, T,) = —/7r cos(nf}%sen@ db :/0 cos(n#) cos(mb) df.

A seguir, analisaremos os trés casos:

1. Para m =n = 0, obtemos:

(To, Ty) = / cos?(0) df = .
0
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2. Param =n > 0, temos:

(T,,,T,) = / cos®(nf) db.
0
Logo, usando a identidade trigonométrica para o cosseno do arco duplo, temos

cos(2nf) + 1

2 —
cos(nf) = 5 ,

substituindo na equacdo acima,

™ ™ 9 1 ™ 2 T
0 0 0 0

2 2 2"

Portanto,
T

1,71, = —.
(T T =

3. Para m # n, usaremos as seguintes identidades trigonométricas:

(1) cos((m +n)B) = cos(mb) cos(nb) — sen(mb) sen(nh),
(17) cos((m —n)8)

cos(m@) cos(nf) + sen(m@) sen(nd).

Somando e integrando, temos:
/ [cos((m 4+ n)@) + cos((m — n)d)| df = 2/ cos(mf) cos(nb) do = 2(T,,, T,,).
0 0
Assim,

2T, T,,) = /Oﬂ cos((m +n)d) db + /07r cos((m —n)f) do = 0. -

Observacao 2.3.2. Mostraremos algumas caracteristicas que os polinémios de Chebyshev de
1% espécie, T, (x), possuem em relagdo aos seus coeficientes, zeros e seus pontos extremos.

(a) Observe que, fazendo o = [ = —1/2 na fun¢do peso dos polindémios de Jacobi, temos
ue w(r) = ——. Assim,
que w(z) = ey
T, (z) = 22" 2n _1P (=1/2:21/2) ()
n n n N
De fato, pelo Coroldrio 2.3.1, temos que T, (x) = cnPTS_l/Q’_l/Q)(:E). Tendo em conta
que azﬂ-, 1 = 1,2,...,n, para os coeficientes do polinomio de Chebyshev e aii, 1 =
1,2,...,n, para os coeficientes do polindmio de Jacobi com o« = = —1/2, entdo,
ainxn + af}nflx”’I + ...+ af}o = cn(ainx” + ainflxnfl + ...+ aio),
logo,
CLT 2n71
= T ) 2.3.13
n af’, 1 I'(2n) ( )
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Lembrando que o coeficiente binomial é definido como

(¥)

entdo, substituindo (2.3.12) e usando a Proposicdo 2.3.1 na equagdo (2.3.13), obtemos:

2n—1 B 2n2—1 _ 22n2—1 _ 22n2—1 _ 22n _ 2277, n -1
1 T2n) 1 2n—=1)!' 2n(2n—-1'n  (2n)!'n  (2n)! n)
n!2n T'(n) n!27 (n—1)! 2nn! (n—1!n  2nnlnl  nlnl
Portanto,

92 -1
T, (z) = 22" ( :) P21 (g),

(b) Para calcular os zeros dos polindmios de Chebyshev de 1¢ espécie T, (x), precisamos
resolver a equagdo cos(nf) = 0, onde os valores do dngulo 0 podem variar entre 0 e T.
A solugdo é dada por

(wn:g+km k=0,1,2,....,n—1,

onde,
2k +1
P ) O P WY
2n

Dessa forma, os zeros dos polinomios de Chebyshev de 1% espécie T, (z), sdo:
2k + 1)m

),para,k::O,l,Z,...,n—l, com (0<-—— <.
2n

(2k + 1)m

Tpk = cos(
" o2n

(¢) Os pontos de mdximo e minimo dos polindmios de Chebyshev de 1% espécie T, (x) sdo
aqueles pontos onde cos(n) = +1, para valores do dngulo 0 que variam entre 0 e T.
Além disso,

k
b= 2 k=0,1,2,....n.
n

POI’TCZI’!IO, oS pontos extremos sdo:

k
My, = COS (—W), k=0,1,2,...,n.
n

2.3.1.1.2 Polinomios de Chebyshev de 22 espécie

Em [3], os polindmios de Chebyshev de 2% espécie sdo uma sequéncia de polindmios
ortogonais no intervalo [—1, 1] com relag@o a fung@o peso w(z) = v1 —z2coma = =1/2
e sdo definidos por

sen((n+ 1l)arccosz)  sen((n+ 1)0)

Un = = ) _]-7 1 )
(@) Vi seng 0 "€
onden=0, 1, 2,...,e x =cosf,comf € [0, 7]. Além disso,
sen((n +2)0 sen(n#
Upiao) = 2 22)0) ¢ Upoa (@) = 20470)

sent
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A relacdo de ortogonalidade estd definida da seguinte maneira:

0, sem #n,

<Um Um> = { T

57 s€em = n.

A relacdo de recorréncia de trés termos €
Upi1(x) =22 U,(x) — Uy—y(z), comn > 1.

Observaremos os primeiros polindmios de Chebyshev de 22 espécie (ver Figura 2.3.6) e
analisaremos como os coeficientes dos termos de maior grau se comportam, ou seja:

send
1 = =1
(1) Uo(w) send ’
sen(20)  2senf cos6
2 = = =2 H =2
(2) Dh(=) send send o ©

5 - U2 )
6) Us(z) = 22U4(x) — Us(z) = 2°2° — 322 + 6z,
portanto,
Apn =2", n>0. (2.3.14)
Un(x)

.

Figura 2.3.6: Polindmios de Chebyshev de 22 espécie U,,(x) paran = 1,2, 3, 4.

Observacao 2.3.3. Mostraremos algumas caracteristicas que os polindomios de Chebyshev de
24 espécie U, (x):

(a) Observe que, fazendo oo = B = 1/2 na fungdo peso dos polinémios de Jacobi, temos que

w(x) =1 — 22. Assim,

om+1\ !
U, (z) = 2% ( :jl > P,/ (35).
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De fato, pelo Coroldrio 2.3.1, temos que U,(z) = c,P, ">~V (z). Considerando
a,[{ﬂ-, 1 = 1,2,...,n, para os coeficientes do polinomio de Chebyshev e aii,, 1 =

1,2,...,n, para os coeficientes do polindmio de Jacobi com o« = B = 1/2, entdo,

U U -1 U P P -1 P
U@+ Uy X"+ Ay g = Clay, "+, T ag ),

logo,
agn Ak
Cp = aﬁ’n =3 Fon+2)° (2.3.15)
W2 T(n+2)
Substituindo (2.3.14) e usando a Proposicdo 2.3.1 na equagdo (2.3.15), obtemos:
o 2" 2n" on (20 + 1\
1 T(2n+2) 1 (2n+1) 12041 (n—l—l) '

n!2m T'(n + 2) nl2n (n+1)! n! n+ 1!

Portanto,

Para encontrar os zeros dos polinémios de Chebyshev de 2% espécie U, (x), precisamos
sen((n + 1))

resolver a equagdo
sent

= 0, onde os valores do angulo 0 podem variar entre

0 e 7. Isso implica que:
sen((n+1)0) = 0.

Os dngulos para os quais a condigcdo anterior é satisfeita é

m+1)0,=km, k=1,2,...,n,

daqui obtemos:

k
0pb=———, k=1,2,...,n.
k n+17 ) &y ,

Dessa forma, os zeros dos polindmios de Chebyshev de 2¢ espécie U, (x), sdo:

k
nfl>,para,k:071,2,...,n.

T = COS (
Derivando os polinémios de de Chebyshev de 1¢ espécie T,,(x) = cos(n arccosx),

T'.(x) = — sen(n arccosx) n (arccosz)

—1
= — Sentn arccosxr)n —_—
( ) (Tﬁ)
( )——
=Ssen\{n arccosx )
V1—a22

obtemos,

T () =nU,_1(2).

Observamos que os zeros de U, _1(x) sdo os pontos de mdximo e minimo de T, (x).
Vejamos o seguinte exemplo.
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Exemplo 2.3.1. Para o polindmio de Chebyshev de 1% espécie de grau 3, Ts(x) =
43 — 3x, a primeira derivada é T'3(x) = 122* — 3. Igualando T'3(x) = 0 para
encontrar os pontos criticos, obtemos v = =+0,5. Depois, substituimos esses pontos
na segunda derivada T" (x) = 24z, para determinar quais dos pontos sdo mdximos ou
minimos, temos que v = 0,5 é um minimo local e v = —0,5 é um mdximo local para
T5(x). Observe que os zeros de Us(x) sdo os pontos locais de mdximo e minimo de T5(x)
(ver Figura 2.3.7).

— Tafx) = 4% 3x

/ — Uil = 42 1
17 | 0\ Y. AN

Figura 2.3.7: Relacdo entre os pontos criticos do polindmio Us(z) com os pontos de T3(x).







CAPITULO

3

PolinoOmios auto-conjugados,
auto-reciprocos e auto-inversiveis

O objetivo deste capitulo é estudar os polindmios auto-reciprocos, auto-conjugados e
auto-inversiveis, apresentando alguns resultados fundamentais. Além disso, analisaremos um
teorema cléssico relacionado aos polindmios auto-inversiveis, conhecido como Teorema de
Cohn. Também estudaremos os polindmios obtidos através da transformacdo de Mdobius. Para
18so, usaremos as referéncias [0], [7], [9], [21] e [22].

3.1 Introducao

Vamos considerar o polindmio P(z) = ag + a1z + -+ + Ap_12""1 + a,2" de grau n com
coeficientes complexos. Este polindmio serd usado para definir o polindmio conjugado P(z),
reciproco P*(z) e inversivel P1(z). Definimos esses polindmios da seguinte maneira:

P(2)=ag+ @1z + -+ Gp_12" " + G, 2", (3.1.1)
P*(2)=ap + Gp_12 + -+ a12" 4+ ap2", (3.1.2)
Pl (2)= @y + Gn_12 4 -+ a1 2" + Go2", (3.1.3)

onde os coeficientes que possuem barra sdo coeficientes conjugados. No resultado a seguir

observamos que esses polinomios também podem ser definidos sem o uso dos coeficientes de
P(z).

Proposicao 3.1.1. Sendo P(z) um polindmio de grau n, temos as seguintes afirmagoes:
1. P(z) = P(2).
2. P*(z) = 2"P(2).

z

3. Pi(z) =2"P(3).

Demonstracdo. Usaremos as defini¢oes dos polinomios conjugados, reciproco e inversivel das
equagoes (3.1.1), (3.1.2) e (3.1.3) respectivamente.

31
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1. Para provar a primeira afirmacdo usaremos a defini¢do do polinémio conjugado P(z)
da equagao (3.1.1). Temos:

P(z) =ag+a1(Z) + 4 an1(2)" " + an(2)"
(

=ao + a1(2) + -+ @1 ((2)"71) + an((2)")
=Go+ a1z + -+ a1 (2" + @ (2)
=ap+amZ+ -+ a,_1(2)" 1+ a,(2)"
=P(2).

2. Para provar a segunda afirmagdo, usaremos a definicdo do polindmio reciproco P*(z)
da equagdo (3.1.2). Segue que:

P*(2) =ap + p_12 + -+ a1 2" + ap2"

n n n

:an—n —+ an_lm + -+ a1— -+ aoz”
z z

3. Na terceira afirmagdo usaremos a defini¢do do polinémio inversivel P(z) da equagdo
(3.1.3). Obtemos que:

PI(2) =p + @p12+ -+ @ 2" + ap2"

n n n

z
:dn—n+an_1ﬁ+"'+d1—+dozn
z z z
nf - 1 _ 1 1
=Z an—n—i—an,l n_1~|—---+a1—+a0
z z z
1 3 1 _ 1 _
=z"| an + ap1 ttar=7 + ao
(%)

B
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Observagio 3.1.1. De acordo com [22], P'(z) e P*(z), sdo simplesmente o polindmio
conjugado do outro, ou seja, temos a seguinte propriedade:

Pi(z) = P*(2) = P*(Z) e P*(z) = Pi(z) = Pi(2). (3.1.4)

De fato, usaremos os polinémios (3.1.2), (3.1.3) e, também, as propriedades dos complexos
conjugados. Mostraremos apenas duas igualdades. Na relagcdo (3.1.4), as outras igualdades
seguem as mesmas ideias.

1.
P (2) =@y, + Gn_12 4 ...+ @1 2" + Gp2"
=G+ A 12+ ...+ a1 (2)" + a(z)"
=Gp + Gp_12 + ...+ @ ((Z)" 1) + ao((2)7)
=0p + A1z + ...+ a1(Z)" 1+ ap(2)"
P (3).
2.

P*(2) =ap + ap12+ - +a2" ' +ap2"
=Gp + An 1z + -+ @ (2)" 7+ a@(2)"
=0 + Ap12 + -+ @ ((2)") + ao((2)")
=0y, + Ap-1Z + -+ a1(2)" 1 + ap(2)"

=P1(2).

z

As defini¢des a seguir que serdo apresentadas exploram conceitos fundamentais sobre
polindmios auto-conjugados, auto-reciprocos e auto-inversiveis. A referéncia utilizada para
essas definicoes foram extraidas da fonte [22]. Inicialmente, abordaremos algumas defini¢oes,
observacdes e teoremas fundamentais para o desenvolvimento deste capitulo.

Defini¢do 3.1.1. P(z) é um polinémio auto-conjugado, se para qualquer zero § de P(z) o
conjugado complexo & € zero de P(z). Isto é, os zeros de qualquer polindmio auto-conjugado
sdo todos simétricos em relacdo a reta real R.

Exemplo 3.1.1. O polinémio P(z) = 2%+ 1 cujos zeros sdo z; = i e zo = —i, é um polindmio
auto-conjugado. Na imagem 3.1.1, observamos uma simetria entre os zeros de P(z).

Im(z)
5,
,-Habu_\

05F

\
g 4 : : : ! Re(z
-15 1.0 05 05 1,0 15 |

;

Figura 3.1.1: Representacdo grafica dos zeros do polindmio P(z).
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Definicdo 3.1.2. P(z) é um polinémio auto-reciproco, se para qualquer zero & de P(z), o

inverso — ¢ zero de P(z).

§

3
Exemplo 3.1.2. O polinémio P(z) = 2> + 5% + 1 cujos zeros sdo z; = 2i e zy = % é um
i i

polinémio auto-reciproco.

Im(z)

\ Re(z
o £ |

Figura 3.1.2: Representacdo grafica dos zeros do polindmio P(z).

Definicdo 3.1.3. P(z) é um polindmio auto-inversivel, se para qualquer zero & de P(z), o
inverso do conjugado complexo g_ é zero de P(z). Isto é, os zeros de qualquer polinémio auto-
inversivel sdo simétricos no circulo unitdrio S'.

5i :
Exemplo 3.1.3. O polinémio P(z) = 2* — EZZ — 1 cujos zeros sdo z, = 2i e zy = %, é um

polinomio auto-inversivel.

Im(z)

o
Re(z)

Figura 3.1.3: Representacdo gréfica dos zeros do polindmio P(z).

O teorema a seguir, baseado em [22], apresenta uma condicdo suficiente para que P(z) seja
auto-conjugado, auto-inversivel ou auto-reciproco.

IS={z€eC:|z|=1}
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Teorema 3.1.1. Um polinémio complexo P(z) é auto-conjugado, auto-reciproco, ou auto-
inversivel se, e somente se, existe um niimero complexo wi, wy, ws de médulo 1, de modo
que as seguintes relacoes sejam respectivamente:

1. P(z) = w P(2).
2. P(z) = wyP*(2).
3. P(2) = w3PT(2).

Demonstracdo. Usaremos a definicdo dos polinomios conjugados, reciprocos e inversiveis da
equacdo (3.1.1), (3.1.2) e (3.1.3) respectivamente. Também usaremos a Proposi¢cdo 3.1.1 e o
Teorema 2.1.1.

(1) Vamos supor que P(z) é auto-conjugado. Com esta suposi¢do, a Definicdo 3.1.1 nos diz
que se £ é zero de P(z), entdo o conjugado complexo & também é zero de P(z). Assim

escrevemos,
n B n _ C_ln n _
k=1 k=1 ") k=1
an - an - _
— (—n> ay, H(z — &) = (E) P(z) = w P(2),
k=1
onde w; = —. Além disso,
Qn
2
Qn, Qp, O, an,
|w1|: p— - ( )2 1.
an Qn, Gp, |an|

(2) Agora, suponha que P(z) é auto-reciproco. Com esta suposi¢do, a Defini¢do 3.1.2 nos

diz que se & é zero de P(z) , entdo o reciproco — também é zero de P(z). Assim,

P(z):anlﬁ(z—é) = an [(z—é)(z—é)]

que também pode ser escrito da seguinte maneira:

P(2) = a, [(—1><é—z> ...<_1)<§in_z>] —an (—1)"[(%—2) (é—z)]

Apos algumas manipulacoes, temos:
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e pelo Teorema 2.1.1, obtemos:

=0"E" |, 17t _EDE) o) (D"
& - n [”E(Z 5’“)] &1 n P(z) & bn

Através da Proposicdo 3.1.1 (2), segue que:

)

P(z) =wyP*(2),

(="
& .. En

. . : 1
diferente de zero, pois P(z) é auto-reciproco), haverd outro zero cujo valor é E de modo

onde wy =

. Além disso, para qualquer zero £ de P(z) (que é necessariamente

que &1 ... &n|= 1 e isso implica que |wy|= 1.

E por iltimo, suponha que P(z) é auto-inversivel. Com esta suposi¢cdo, a Definigdo 3.1.3
nos diz que se £ é zero de P(z) , entdo o reciproco conjugado complexo — também é zero

de P(z). Assim, escrevemos,

oefi(g) -+ [(2) (2]

que também pode ser escrito da seguinte maneira:
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Também observamos que:

a ()" ()" (1 2 1o\ e e (1 1
Gl K €>< 5)] Gt [5G 5)]

&8, :
e ()
R EUGD
)

e pelo Teorema 2.1.1,

fl o gn
Logo,
-1 1
¥ 2" P(:) ] = ws PT(2),
l DY n Z
—1)»
onde w3 = _< )_ . Além disso, para qualquer zero & de P(z) (que é necessariamente

1°:-Sn

. , , , 1
diferente de zero pois P(z) é auto-inversivel), haverd outro zero cujo valor é = de modo
que |, ... &, |= 1 e isso implica que |ws|= 1.

Agora vamos demonstrar o reciproco. Para provar que um polindmio complexo P(z) é auto-
conjugado, auto-reciproco, ou auto-inversivel, usaremos a Proposicdo 3.1.1 e as equacoes
(3.1.1), (3.1.2), e (3.1.3) respectivamente. Vamos supor que & é zero de P(z).

(a) Suponha que existe um niimero complexo wy de médulo 1, tal que:

P(e) =mele)

Logo,

PO =[mP ()] =i [PE)] =[P ()] =

e entdo P <E) = 0. Portanto, P(z) é um polindémio auto-conjugado.

) - 7=
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(b) Suponha que existe um niimero complexo wy de médulo 1, tal que:

A)-orll)
A O O

1
e entdo P (E) = 0. Portanto, P(z) é um polinémio auto-reciproco.

Logo,

(¢) Suponha que existe um niimero complexo wz de modulo 1, tal que:

(©)-0)

o @ Q- Q1) )
A () 7l

> = 0. Portanto, P(z) é um polinémio auto-inversivel.

A

e entdo P (

o=

Agora, apresentaremos alguns exemplos, utilizando apenas o teorema anterior, a fim de
entender melhor o seu conceito.

Exemplo 3.1.4. Seja o polinémio P(z) = z* — 1. Observamos que:
P(z)=22—-1 e P*(z2)=Pl(z)=1-22
Agora verificamos:
s P(2) =w P(z) = (1)(2® = 1), com |wi|= 1.
o P(2) = woP*(2) = (=1)(1 — 2?), com |wsy|= 1.
o P(z) = w3P'(2) = (=1)(1 — 2%), com |ws3|= 1.
Portanto, pelo teorema anterior, concluimos que o polinomio P(z) é:
* Auto-conjugado, com w, = 1;

* Auto-reciproco e auto-inversivel, com wy = w3 = —1.
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Os zeros do polinémio P(z) sdo z = 1 e z = —1. Como esses zeros estdo no eixo real, eles
possuem simetria em relacdo a reta real e também simetria em relacdo ao circulo unitdrio (ver

Figura 3.1.4).

Figura 3.1.4: Os zeros de P(z) sdo simétricos em relagdo a reta real e ao circulo unitario

Exemplo 3.1.5. Seja o polinémio P(z) = iz? + iz + i. Observamos que:
P*(2)=i+iz+i2® e P(z)=Pl(2)=—i—iz—iz%
Agora verificamos:
e P(2) =w P(2) = (—1)(—i — iz — i2?%), com |w|= 1.
o P(2) = woP*(2) = (1)(i + iz + i2?), com |wsy|= 1.
o P(2) = w3Pi(2) = (=1)(—i — iz — i2?), com |ws|= 1.
Portanto, pelo Teorema anterior, concluimos que o polinomio P(z) é:

* Auto-conjugado e auto-inversivel, com w; = w3z = —1;

* Auto-reciproco, com wy = 1.

05 i -
.. v

Im

0.0

-1.5
-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.
Re

Figura 3.1.5: Representagio grafica dos zeros do polindmio P(z) = iz? + iz + 1.
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Observacdo 3.1.2. Do teorema anterior, observemos a relagdo entre o polindmio P(z) com os
coeficientes dos polindomios auto-conjugados, auto-reciprocos e auto-inversiveis.

(1) Consideremos a relagdo dada por:

P(z) = w P(z),

onde:
P(2) = ag + a1z + as2® + ... + a,2",

P(2) = dg + @12 + @22° + ... + a,2".
Isso pode ser expresso como:
2 n __ — - - 2 - n
ag + a1z + asz” + ...+ apz” = w (a0+alz+agz + ...+ apz )
Dessa forma, estabelece-se a relagcdo entre os coeficientes:

ap = wya, parak =0,1,...,n.

(2) Consideremos a relagdo dada por:
P(z) = weP*(2),

onde:
P(2) = ag + a1z +ag2® + ... + a,2",

P*(2) = ap + ap12+ -+ 12"+ ag2™.
Isso pode ser expresso como:
2 —1
ap+ a1z 4+ a2” + ...+ 2" = wo (an + apo1z 4 -+ 12" 4 ap2") .
Dessa forma, estabelece-se a relacdo entre os coeficientes:

ap = Waly,_) parak =0,1,... n.

(3) Consideremos a relagdo dada por:
P(z) = wsP'(2),

onde:
P(2) = ag + a1z + as2® + ... + a,2",

Pi(2) = @p + Gp 12+ +a@2" '+ apz"
Isso pode ser expresso como:
2 _——_— ~ n—1 , -
ap+ a2+ az” + ...+ a2 = ws (an+an_1z—|—---+alz” —I—aoz").
Dessa forma, estabelece-se a relagcdo entre os coeficientes:

ap = W3ay,_p parak =0,1,... n.
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n
Definicdo 3.1.4. Um polinémio auto-reciproco P(z) = . apz* serd um polinémio auto-
k=0
reciproco real se todos os seus coeficientes ay, pertencem ao conjunto dos niimeros reais.

Note que um polindmio auto-reciproco real é também chamado de palindromico, isto €, se
n

P(z) = kzoakzk ¢ palindromo, entdo a;, = a,_, parak =0,1,...,n.

Observacao 3.1.3. Apresentamos algumas observacoes importantes sobre os polinomios auto-

reciprocos reais:

(a) De acordo com [9], é possivel construir polindmios reais auto-reciprocos a partir de
combinagoes lineares de polinomios de Chebyshev de primeira espécie. Considerando
um polinomio real auto-reciproco

P(z) =ag+ a1z + ...+ agz™"

de grau 2n, do Teorema 3.1.1 (2) e da Observagdo 3.1.2 (2) com wy = 1, pode-se verificar
que:

(3.1.5)

2n
P =Sas = By e () s ]

J=0

0

Para z = €', consideramos a transformagdo:

r=x(2) :%(z—i-%) = cos¥.

A partir dessa transformagdo, podemos estendé-la para poténcias de z. Para ’, temos:

. . 1
d=¢" ¢ —=¢

—ijo
2J ’

o que leva a:
T — 1 4 1 (eije + e_ije) = cos(j0)
72 2 2 ot

Os polinémios de Chebyshev de primeira espécie T;(x) da equagdo (2.3.11) sdo definidos
pela relacdo:
Tj(cos @) = cos(j8).

Assim, ao substituir v = cos 0, estabelece-se que:

T(x) = cos(j arccos(z)) = cos(j6) = % (zj + i) .

Portanto, podemos concluir que:

1 , 1 )
é(z]—l—;):Tj(:c),j:(],l,Z,....

Assim, a equagdo (3.1.5) pode ser expressa da seguinte forma:

P(z) = an{@nTn(m) +agn 1 Th1(x) + ...+ a1 Ti(z) + %To(a:)}.

A seguir, apresentaremos um exemplo.
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Exemplo 3.1.6. Considere o seguinte polinomio real auto-reciproco:

P(z) =2* +322 + 522+ 32 + 1.

Para reescrever o polinomio, agrupamos os termos simétricos da forma 27 + =
z

1 1 3 1 5
P(z):z4+3z3+522+3z+1:222 {5 (z2+;)+§<z+;)+§].

1/ . 1
Sabemos que 3 (zﬂ + —j.) = T;(z), onde T;(x) sdo os polindmios de Chebyshev de
z

primeira espécie. Assim, substituimos cada termo:

(i) ( +%) Ty(x),
(iid) To(z) = 1.

(4)

N~ N~

Dessa forma, o polinémio P(z) = 2* + 323 + 522 4+ 3z + 1 pode ser representado como:
2 5 1 1

(b) Os polinémios auto-reciprocos reais sdo também polindmios auto-inversiveis.

De fato, da Definicdo 3.1.4, seja P(z) = . apz*, um polinémio auto-reciproco real
(ar € R). Entdo do Teorema 3.1.1(2),

P(z) = wyP*(2),

e da Proposigdo 3.1.1,

Assim, )
|P(2)|=|ws) Z”P(é)] g P(%)‘ (3.1.6)
Suponha que & é zero de P(z) entdo,
P 1€1]P(g)] o G.17)

Como os coeficientes de P(z) sdo niimeros reais, a seguinte igualdade ¢ satisfeita,

|P(&)|=|P&)]. (3.1.8)

1
Logo, substituindo E na equagdo (3.1.6), e usando as equacoes (3.1.7) e (3.1.8), temos:

(3] -3 e

Portanto, pela Defini¢cdo 3.1.3, temos que P(z) é um polinémio auto-inversivel.
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Definicdo 3.1.5. Um polinémio real auto-reciproco P(z) que satisfaz a relagdo P(z) =
Wa z”P(%) serd chamado polindémio auto-reciproco positivo se wy = 1 e serd chamado
polinémio auto-reciproco negativo se wy = —1.

Observacao 3.1.4. Algumas propiedades elementares dos polinomios auto-reciproco positivo
e auto-reciproco negativo sdo as seguintes:

(a) Se & é zero de qualquer polindmio P(z) auto-reciproco positivo ou auto-reciproco
negativo de grau n > 4, entdo os niimeros complexos

P(z).

-, E e g também sdo zeros de

§

P(z)

z—1
polindémio auto-reciproco positivo. Ademais, se P(z) tem grau par, entdo z = —1 também

P(z)

é um polindémio auto-reciproco positivo de grau par. De maneira
21 p p p grau p

semelhante, qualquer polindmio auto-reciproco positivo P(z) de grau impar tem z = —1

z

e um

(b) Qualquer polindémio auto-reciproco negativo tem z = 1 como zero e

ézerode P(z) e

COmo zero e é também um polinémio auto-reciproco positivo.

Z+
(¢) O produto de dois polindémios auto-reciprocos positivos, ou dois polindémios auto-
reciprocos negativos, é um polinémio auto-reciproco positivo.

Agora, iremos apresentar um teorema cldssico que relaciona a localizag¢do dos zeros de um
polindmio com a condi¢do de que ele seja auto-inversivel. Esse teorema pode ser encontrado na
referéncia [22]. O teorema de Cohn € um resultado importante sobre as condi¢des para que um
polindmio auto-inversivel tenha todos os seus zeros no circulo unitdrio S. Em [6] F. F. Bonsall
e Morris Marden fornecem uma prova desse resultado.

Teorema 3.1.2. Uma condi¢cdo necessdria e suficiente para que todos os zeros de um polinomio
complexo P(z) estejam localizados em S é que P(z) seja um polindmio auto-inversivel e que
sua derivada P'(z) ndo tenha nenhum zero fora de S.

Observacao 3.1.5. Se um polindomio tiver todos seus zeros no circulo unitdrio S, entdo é
um polindémio auto-inversivel. O reciproco ndo é necessariamente verdadeiro. Ou seja, se
um polinomio é auto-inversivel, isso ndo garante que todos os seus zeros estejam no circulo
unitdrio, eles podem estar dentro e fora, sempre que respeitem a simetria.

Para uma melhor compreensao, observe o exemplo seguinte.

Exemplo 3.1.7. Seja o polinémio:

Os zeros sdo:

1 1 1
Observamos que ff =5 e 5? = 2 sdo zeros de P(z), o que significa que P(z) é um polinémio
1 2

auto-inversivel. Mas isso ndo garante que os zeros de P(z) estejam no circulo unitdrio, pois
&1 e & estdo fora e dentro do circulo unitdrio respectivamente (ver Figura 3.1.6). Porém, esses
zeros mantém sua simetria em relagcdo ao circulo unitdrio S.
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d@n
NN

-2

2 —1 0 2

Figura 3.1.6: Os zeros de P(z) se localizam dentro e fora do circulo unitério.

3.2 Polinomios obtidos através da transformaciao de Mobius

Argumentando como em [22], uma maneira de revelar sua conexdo é utilizar um par
adequado de transformacoes de Mobius, que mapeiam o circulo unitdrio na reta real e vice-
versa, o que costuma ser chamado transformacoes de Cayley, definidas pelas formulas:

(z —1) —i(z+1)
M(2) = P e W (z) = 1
Além disso, 4 (c0) = 1, M (—i) = 0o, # (1) = o0, e # (o0) = —i. Cada transformagio
torna-se o inverso da outra no plano complexo estendido C,, = CU{oc} e .#(z) mapeia a reta
real R no circulo unitdrio complexo S, enquanto # (z) mapeia o circulo unitdrio complexo S
na reta real R. Como mostrado em [21] , .#(z) envia qualquer ponto no plano médio superior
(meio inferior) para o interior (exterior) de S, entdo # (=) envia qualquer ponto dentro (fora) de
S para o semi-plano superior (semi-plano inferior).
Seja um polindmio P(z) de grau n. Definimos dois polindmios transformados pela
transformada de Mobius:

(3.2.1)

Q2) = (2 +i)" P((2)) e T(2)=(z—1)"P(#(2)). (3.2.2)

O teorema a seguir tem como base a referéncia [22] e nos mostra como os zeros de Q(z) e 7 (2)
estdo relacionados com os zeros de P(z).

Teorema 3.2.1. Sejam (i,...,(, os zeros de um polinémio complexo P(z) e mn1,...,10,
os zeros do polinémio transformado Q(z). Se P(1) # 0 entdo, my = W ((1)y... 0 =
W (Cn). Do mesmo modo, seja 11,...,T, os zeros do polindmio transformado T (z), entdo
T = M(C1),...,Tn = A (), coma condigdo P(—i) # 0.

Demonstragd@o.  Sejam (i, ni, e T, com k = 1,...,n, os zeros de P(z), Q(z) e T(z),
respectivamente. A partir do polinémio transformado Q(z) da equagdo (3.2.2) determinaremos

P(z):
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Substituindo M (z) da equagdo (3.2.1) na igualdade anterior, obtemos:

Q) _p(z=i). (3.2.3)
(z410)" Z 41
Logo, através de uma mudanga de varidvel em P (Z _T_ Z) , temos:

Z+1
zZ—1
G oz
oz + (i =2 — 1

_ —i(1+ ()
(G —1)

Agora, substituimos o novo valor de z na equagdo (3.2.3), e obtemos:
(G —1)
—i(1l "
i(1+ Cr) i
(G —1)
vamos substituir a varidvel de Q por # (),

P(¢y) = QY (Ck)) _ 7)) _ (G- Q(W(Ck))’

i1+ +iG -1\ 2\ (—2i)
G —1 G —1

multiplicando numerador e denominador por i*", segue que

" (G~ 1" QU (G)

= P(Ck),

P(Ck) =

iAn (=2q)n
_ P (G —1)" QP (Gr))
i (—2)n
_ (@) (G = 1) (7 ()
(@)™ (=2)
_ (=) (G — 1) Q7 ()
(1) (=2)"

Portanto,
1

P(Gk) = (5) (G —1)" Q7 (Ck)),

paratodo 1 < k < n. Como 1 ndo é zero de P(z), i.e., P(1) # 0 (note que para z = 1 temos
que C, # 1), portanto n, = W ((y) é zero de Q(z).

Também, a partir do polindmio transformado T (z) da equagdo (3.2.2), determinaremos
P(z):
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Substituindo W (z) da equagdo (3.2.1) na igualdade anterior,

-, 1
T _p(Zie+1)) (3.2.4)
(z—1)" z—1
— 1
Logo, através de uma mudanga de varidvel em P (Z(Z—le)> , temos:
Z —_—
—i(z+1
G =1zt
z—1
oz —Qe=—12—1
i+ G
G+

Agora, substituimos o novo valor de z na equagdo (3.2.4),
T(2) _p —i(z+1)
(z—1)» z—1
(%=t
Cr+1
@—;_1
Cr+1

Substituindo a varidvel de T por . ((,), segue que

_ T (A () _ T(AGr) (Gt 0)" T (A ()
G —1— (G +1) —21 (—2i)
Ce +1 Cp+1

multiplicando o numerador e denominador por i*", temos

=
)

(@+Z”T(( D)

(D) (=2)"
Portanto, .
P(G) = (5) (G 1) T(A(G)),
para todo 1 < k < n. Como —i ndo é zero de P(z), i.e., P(—i) # 0 (note que para z = —i

temos que (j, # —1i), portanto 7, = M ((x) € zero de T (z).
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Observacao 3.2.1. As seguintes igualdades serdo usadas no proximo teorema, para provar
que o conjunto de polindmios auto-inversiveis é isomorfo ao conjunto de polindomios auto-
conjugados. Temos :

1
(a) Suponhamos que z zero de um polindmio auto-inversivel P(z) e n zero de Q(z), entdo,

()

1
De fato, substituindo c na transformada de Cayley W (z) de (3.2.1) e usando o Teorema
3.2.1, temos

T 0 B B GO R CD
NG < )

— —z‘(c+1)_(—z((+1)
¢

I

- 1
*//(O =z
e
De fato, substituindo  na transformada de Cayley .# (z) de (3.2.1) e usando o Teorema
3.2.1, temos:
B 1
N 1 1 11
% - = D= = = —_— = == = —.
=T o (c—z') (=) 07
¢ — C+i C+i

O teorema a seguir tem como base a referéncia [22] e demonstra que o conjunto de
polindmios auto-inversiveis € isomorfo ao conjunto de polindmios auto-conjugados.

Teorema 3.2.2. Seja P(z) um polindmio auto-inversivel. Entdo, o polindémio transformado
Q(z) = (z+14)" P(A(2)) é um polinémio auto-conjugado. Da mesma forma, se P(z) for um
polindémio auto-conjugado, entdo o polindmio transformado T (z) = (z — 1)" P(# (z)) serd
um polinémio auto-inversivel.

. L. A . .
Demonstragdo. Sejam ( e Z dois zeros de um polindmio auto-inversivel P(z). De acordo com

o Teorema 3.2.1 e a Observagdo 3.2.1, os zeros correspondentes de Q(z) serdo:

i (¢ 1) N
W(C)Z?Zn e 7/(6>W77
¢

Assim, qualquer par de zeros simétricos de P(z) no circulo unitdrio também sdo zeros
simétricos de Q(z) na reta real, pois P(z) é um polinémio auto-inversivel, portanto Q(z) é
um polinomio auto-conjugado.
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Além disso, se ( e  sdo dois zeros de um polindémio conjugado P(z), entdo de acordo com
o0 Teorema 3.2.1 e a Observagdo 3.2.1, os zeros correspondentes de T (z) serdo:

¢—i o (i

MO=i=T e Q)

1
=

Portanto, qualquer par de zeros simétricos de P(z) na reta real também sdo zeros simétricos
de T (2) no circulo unitdrio , porque P(z) é um polinémio auto-conjugado. Portanto, T (z) é
um polinomio auto-inversivel. [

Exemplo 3.2.1. Seja o polindmio P(z) = (z — 2) (z — ), um polinémio auto-inversivel.
Aplicando a transformagdo Q(z) = (z +i)* - P(M(2)), onde M (z) = Z;
z

polindémio auto-conjugado. Ao substituir # (z) no polindmio P(z), temos:

)
-, obtemos um
)

(—z—3i)(z — 3i)
2(z+1)?

P(A(2) =

Sustituindo em Q)(z), obtemos:

(—2—=3i)(z —3i) —2*— 9'

Q) = (2 +1i)*- } —

Os zeros de ()(z) sdo z = £3i, que estdo simetricamente localizadas em relagcdo ao eixo real.
Isso confirma que Q)(z) é um polindmio auto-conjugado. Portanto, transformamos o polindémio

1 2
auto-inversivel P(z) = (z — 2) (z - 5) em um polindémio auto-conjugado Q(z) = ZTQ
(ver Figura 3.2.1).

P(2) Q(z)
Im(z) Im(z)
| 2
C_Bl & Re(z) C)l Re(z)

Figura 3.2.1: Transformacdo do polindmio auto-inversivel P(z) em um polindmio auto-conjugado

Q(2).



CAPITULO

4

Classes especiais de polinomios

Neste capitulo, vamos estudar os polindmios auto-reciprocos reais R\ (2), S (z) e
AQ (2), com foco nas suas propriedades em fungdo de pardmetros especificos. Comegaremos
com os polindbmios Rff)(z) e Sy)(z), utilizando as referéncias [7] e [8].

Iniciaremos com uma anélise detalhada das propriedades do polindmio

RV =1+ Mz +22 4. 42" )+ 2", n>2com )\ €R,

focando nas caracteristicas que definem esse tipo especial de polindmio. Depois, exploraremos
os polindmios

()‘) Zskz n>2 AeER,

com s(A) =V =1¢
(1) s(’\)k = s?) =14+kX\ k=1,2,...,[n/2] quando n é impar,
) ngk = s,(j) =14+k\ k=1,2,...,n/2 -1, s(’\) (n/2)\ quando n é par.

Além disso daremos as condi¢des suficientes para garantir que todos os zeros dos polindmios
A . ) o
SS )(z) estejam no circulo unitério.

Por tltimo, abordaremos o polindmio A%’\’é)(z) = 2" A4S (24 2 4 2+
Az + 1 com pardmetros A e § € R.

4.1 Introducao

Comegaremos apresentando alguns exemplos dos polindmios Rff)(z), S,(f)(z) e A%A’é)(z).
Para isso, serd necessdrio introduzir as seguintes notacoes:

* 0 maior niimero inteiro menor ou igual a n/2,
|n/2] := max (—oo,n/2] N Z
* 0 menor nimero inteiro maior ou igual a n/2,

[n/2] := min [n/2,00) N Z.

49
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A . .
Exemplo 4.1.1. Para n = 3, a forma de RY )(z) varia conforme o valor de \. A seguir,
apresentamos as expressoes correspondentes para dois casos especificos.

e Quando \ = 1, temos:
Rgl)(z) =14 (z+ 2%+ 22

* Quando A\ = —1, obtemos:

R{V(z)=1- (24 2%) + 2%

Exemplo 4.1.2. Paran = 6 e A\ = —1, que corresponde a um caso em que n é par. O
polinémio Sé_l)(z) é dado por:

6
Sé_l)(z) = Z SI(CA)Zk,
k=0

e os seus coeficientes verificam as seguintes condigoes:

(i) Para k = 1,2, temos s = séjc) = 1+ k(—1); assim, os valores para cada k sdo:

e Quando k =1 :
s =5V =141(-1) =0

e Quando k =2 :
sV = =1492(-1) = —1.

(1i1) Para k = 3, temos s{Y = 3(—1) =-3.
Portanto, o polinémio Séfl) (z) € dado por:
Sé_l)(z) =14+02—22-322 -2 +02° +20=1-22 - 32% — 2 + 2°.

Exemplo 4.1.3. Para n = 5, mostramos como a escolha dos valores de \ e § determina a forma
do polinémio Ag{\’é)(z).

e Paran=560=—-2¢ A= —1:

AT ) = -t — 22 22 — a1

* Paran=50=—-7¢e¢ A= —-3:
Aé_?”_?)(z) =2° -3 -7 -7 -3+ 1.
Observacao 4.1.1. Para facilitar a compreensdo deste capitulo, introduzimos algumas
notagoes e defini¢oes utilizando a referéncia [10].

* As expressoes m(a) e m(a) sdo determinadas da seguinte forma:

m(a) := Go(fnj2)) € M(a) = ao(|ns2))-

» Se n for par, entdo:
m(a) = m(a).
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* Vamos considerar a seguinte funcdo L : R"~! — R, definida por

n—1
L(a) := mi P — 1.
(a) i=min } |a; —y (4.1.1)
7j=1
onde a = (a1,az,...,a,-1) € R"! e 0s a; sdo os coeficientes de um polindémio P(z).
Além disso, a sequéncia a tem uma permutagcdo o em {1,2, ..., n — 1} para o qual
Uo(1) < Go2) < oo < A (n-1)- 4.1.2)

A fungdo L(a) busca minimizar a soma das distdncias |a; —y
¢ o mediano do conjunto ordenado de a;.

, e o valor y que a minimiza

E importante destacar:

(a) Sen é par, entdo

n—1
L(a) = Z\% — Ag(n/2)]- 4.1.3)
j=1
(b) Sen é impar, entdo
n—1
L(a) =) la; =y, (4.1.4)
j=1

para cada y pertencente ao intervalo fechado [ag(m /2])s Qo ([n/2]) | -

Para uma melhor compreensdo, vamos apresentar dois exemplos.

Exemplo 4.1.4. Seja o polindmio P(z) = 925 + 62° + 52 + 422 + 322 + 22+ 1, a
sequéncia a € R® é dada por a = (ay, as, as, a4, a5) = (2,3,4,5,6). Assim, de (4.1.2),

Uo(1) = 2 < ag2) = 3 < ag3) = 4 < apa) = 5 < ao(5) = 6.

Por outro lado,

m(a) = Go(|6/2)) = Go(max(—oc0,6/20Z) = Qa(3) = 4,
(0) M(a) = ao(f6/2)) = Ao(minfe/2,0000 2) = Ca(3) = 4.
Portanto Ti(a) = m(a) = ass3) = 4.

Como n é par, de (4.1.3) , temos:

5
L(a) = Y _|a; — ag(s)|=la1 — ao(s)|+laz — aoea)|+las — aoe) | +las — aogs)|+las — as)

j=1
=[2—4|+[3—4]+ |4 =4[+ |5 —4[ + |6 — 4]
=6.

52° 4+ 224 + 423 + 22 + 32 + 4, a sequéncia

Exemplo 4.1.5. Seja o polinémio P(z) =
= (3,1,4,2). Assim, de (4.1.2),

a € R* é dada por a = (ay,as, as, a,)

ao1) = 1 < ag2) =2 < ay3) =3 < agu) = 4.

Por outro lado,
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(@) = ao(|5/2]) = Go(max(—o0,5/20Z) = Go(2) = 2,
(@) = ao(5/2]) = Go(minfs/2,00)0 Z) = Go(3) = 3.

s

Como n = 5 é impar, os valores de y que minimizam a fungdo L(a) devem estar no
intervalo [ag(tn /2])5 Qo ([n /2})]. Portanto, y deve estar no intervalo [2,3]. Da equagdo

(4.1.4) calculamos o valor da fungdo L(a), tomamos y = 2,5, que estd no intervalo
2,3]:

4
L(a) = la; — y|=las — 2,5|+|as — 2,5|+|as — 2, 5|+|as — 2, 5|
j=1
=[3— 2,5/ +[1—2,5]+[4—2,5+ 22,5
=4,

O teorema a ser apresentado tem como referéncia [8] e [16]. Este teorema € a base para
. e A (A,9)
apresentar as propriedades do polindmio A;, " (z).

Teorema 4.1.1. Seja P(z) = a,2"+a, 12" '+...+ag € P,(R) um polindmio auto-reciproco
de graun com a, > 0,ea = (ar,ag,...,a,_1).

1. Suponha que m(a) + L(a) < 2a,,.

(a) Se P(1) > 0, entdo todos os zeros de P estdo no circulo unitdrio. Nesse caso, hd

. 4 =27 27
pelo menos dois zeros da forma efcom —— <0< =,
n n

(b) Se P(1) < 0, entdo P tem zeros reais 3 > 1 e 3~ e os outros zeros estdo no circulo
unitdrio.

2. Suponha que m(a) > L(a) + 2a,. Entdo, uma das seguintes situacdes é vdlida:

(a) Todos os zeros de P estdo no circulo unitdrio. Além disso:

—1
com—(n )Wgeg
n

(1) Quando n é impar, hd trés ou cinco zeros da forma e”

(n+ 1)7r.

n
(17) Quando n € par, -1 é um zero com multiplicidade 2 ou 4.

(b) P tem zeros reais 3 < —1 e 371, e os outros zeros estdo no circulo unitdrio.
Exemplo 4.1.6. Seja o polinomio
P(z) =2 —2241=(2-1)(z+ 1),

comay, =1ea=(ar,as a3) = (0,-2,0).

Calculemos m(a) e L(a):

(a) m(a) = ay(l4/2]) = Go(max(~c0,2nZ) = Ao(2) = 0,

3
(a) L(a) := Zl|aj — ay3)|= a1 — ao)|+]a2 — ao2)|+las — ao@2)|= |2 — 0]= 2.
=
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Observamos que:
m(a)+ L(a) =04+2=2<2-1=2.

Os zeros de P(z), que sdo 1 e —1 com multiplicidade 2, estdo localizados no circulo unitdrio.
Estes podem ser representados como:

126 e —1:6

Além disso, paran = 4 :

—2m m s
—=—= e — =

n 2 2
Observamos que 0 = (O estd no intervalo [—’—5, g} o0 que cumpre com as condicoes do Teorema
4.1.1 (1a)(ver Figura 4.1.1).

Figura 4.1.1: Representacdo grifica dos zeros do polindmio P(z) no circulo unitdrio.

4.2 Analise das propriedades de Rff)(z)

Nesta secdo, abordaremos as propriedades mais importantes dos polindmios R7({\) (z). Além
disso, € importante mencionar que, de acordo com a Observagcdo 2.3.1, a sequéncia de

polindmios { R\ (2)}22, é gerada pela relagio de recorréncia de trés termos:
Ri() = (4 DROE) — anpzBY (), n>1,

onde R(()’\)(z) =1, R§’\)(z) =z4+1l,aa=2—-\AeR,eq, =1paran > 3.
Com base no Lema 2.3.1, para qualquer n > 1, os polindmios consecutivos Rf{\)(z) e

RV (z) ndo possuem zeros em comum
n+1\% p .

‘o oA . A
Quando n € impar, o polindmio auto-reciproco R}, )(z), com A € R, apresenta algumas
propriedades interessantes, que serdo apresentadas no proximo resultado. O seguinte lema
deriva da referéncia [3].
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Lema 4.2.1. Seja um polinémio R,(f‘)(z) =14+ Nz+22+...+ 2" + 2" de grau impar.
Entao

1. z=—1¢éumzerode R%A)(z) = (24 1)Q(z), onde

n—1
; 1 se 1 € par
_ A o ) )
Qz) = 2(]1,2 » COM i { A—1, seiéimpar
7=

2. Se N\ = nl, n > 1, entdo = = —1 é um zero de Rﬁf‘)(z) de multiplicidade 3 e

7({\)(2) Zn(;—i- 1)3U(2), onde

(t+2)(n—1-1)

n—3
B ; B 2(n—1)
U(z) =) wz', comu; = (i+1)(n—1-(i+1))
P - , Setleiumpar.
2(n—1)

, se i € par,

Demonstragdo. Seja RS (z) = 14 Az + A2+ A28+ ...+ A"\ + 2™ um polinémio de grau
impar. A seguir, vamos demonstrar os dois itens,

1. Sabendo que

RMY(—1)=14+A(-1+1—-1+...+1)-1=0,

(.

-~

0

podemos afirmar que,

RO() =+ DQE) = (- + )Y ae

=(z+1)|qo+qz+ @ +q@2° + .. 4 g2

=(z+Dgo+ 4+ D@z + (z+Dgz*+ ...+ (2 + 1)gp_12" !

=q+ (@ +q)z+ (@1 +@)2" + (2 +q3)2° + ...+ (G + Gu1)z""" + qu_12".
4.2.1)

Comparando os coeficientes do polinomio R (z) com (4.2.1), temos que:

=1 g+ta=\ at+e=\ @t@E=A...,@ho2+@g-1=N (¢-1=1
Assim,
qlz)\_laq2:17q3:)\_17"'7Qn72:>\_17QHflzl'

Portanto,
)1, se 1 € par,
=1 a1, se i é impar

2. Do Lema 4.2.1 item 1, temos RS (2) = (= + 1)Q(z), onde

n—1
; 1 se 1 € par
_ > - ’ )
Qz) = Z - iz, com gi { A—1, seiéimpar.
i
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Substituimos z = —1 para calcular Q(—1),
n—1
Q-1 =) a(-1),
i=0

n—1 n—1
Q(-1) =) aq(-1)'+>_ a(-1)
\z‘zO =0 P
i:;ar IS t"rr:par

(o= (F)a-.

Para A = , n> 1,
n j—
n+1 n—1
Q1) =("5-) W - (5= ) -1
n+1 n—1 2n
-(5)w- ()G
2 2 n—1
=0.
Logo,
Q(z) = (z+ 1T (2), (4.2.2)
com
= n—1—i
T(z) = ;tﬂl, ti =th—2-; = a1 i par.
n—2 )
A expressdo T(z) = > t;z* é desenvolvida para assegurar que Q(z) seja auto-
i=0
— 11—
reciproco. Para i par, definimos t; = n—lz Isso garante que os coeficientes sejam
n p—

proporcionais ao grau e preservem sua estrutura, jd que o grau de T(z) én — 2.

Por outro lado, desenvolvendo Q)(z), temos:

n—2
Q) =z + DT (x) = (= + 1)) _t:2'
1=0
:tg + (to + tl)Zl + (tl + tQ)ZQ + ...+ (tn_g + tn_g)z"_2 + tn_zz"_l.

Usando a afirmagdo anterior notamos que T'(—1) = 0 e entdo,

) — ) 4.2.3)
onde,
3 o 3)(7(?_—5 = seiépar,
UG)=) u' wi=1 (iNm21-(+1)
prs . , Seteimpar.

2(n—1)
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A fungdo U (z) é composta por uma série de termos, cada um com um coeficiente u; que
varia conforme o indice seja par ou impar. Isso significa que os coeficientes possuem

. : . L A A
uma simetria. Essa simetria é importante para que o polinémio RSI )(z) apresente

determinadas propriedades.

Do Lema 4.2.1 (item 1) e das equacoes (4.2.3) e (4.2.2), temos:

RV (2) =(2 + 1)Q(2)

(2 + D((z + )T (2))

(z + Dz + D((z + DU(2)))
(= +1)°

z+1)°U(z).

z4+1)Q

A seguir, apresentaremos a demonstra¢do do teorema, tomando como referéncia [3].

Teorema 4.2.1. Os zeros do polinomio R (2) = 1+ ANz + 22+ ...+ 2" 1) + 2", A€ R, de
graun > 1, estdo no circulo unitdrio se e somente se

1. —

< X< 2, senépar;
n—1

2. — <A<2+4

, Se n é impar.
n—1 n—1

Demonstragdo. Do Teorema 4.1.1, a = (A, A, ..., \), m(a) =m(a) = Ae L(a) = 0.
Sem(a)+ L(a) =X+ 0=\ < 2a, =2, ouseja, \ < 2, como

RO) =1+ A(1) + (12 4+ (1)) + (1) = T4+ A = 1) +1

=2+ An—1)
>0,
quando \ > , do item 1(a) do Teorema 4.1.1 pode-se observar que todos os zeros de
/”L p—

2
R;’\)(z) estdo localizados no circulo unitdrio quando -7 <A<
n —_—

-2
Ademais, se m(a) + L(a) =X < 2e Rﬁf\)(l) =24+ An—1) <0, quando \ < p—T entdo
R (2) tem um zero real no intervalo (1,0). De fato,
hmRm@%:Z+m—DA<O (4.2.4)
lim RM(2) = oo > 0. (4.2.5)

Z—+00

De (4.2.5), por definicdo de limite, existe 1 > 0 tal que RS{\)(xl) > 0. A partir de (4.2.4), existe
3 € R e considerando que RS’ (2) é um polinémio real continuo em R tal que R (x9) <0,
portanto podemos aplicar o Teorema 2.1.2 para afirmar que existe uma mudanga de sinal de
R;)‘)(z) no intervalo (1, 00), portanto, existe um zero real nesse intervalo. Assim do item 1(b)
do Teorema 4.1.1, existem zeros no circulo unitdrio. Note que as observacdes anteriores se
aplicam a todos os valores de n.

A seguir, analisaremos os casos quando n é par e n é impar, seguindo o raciocinio que
apresentamos anteriormente:
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(i) Paranpar, se X > 2 (m(a) > L(a)+2), ,(f‘)(z) tem um zero real no intervalo (—oo, —1).
De fato, como

1mlRw@):mn4)ehmﬁwxazz—x<o. (4.2.6)
z——00 z——

A partir de (4.2.6) e considerando que R,(f‘)(z) é um polinémio real continuo em R,
podemos aplicar o Teorema 2.1.2 para afirmar que existe uma mudanca de sinal de

RSL)\)(Z) no intervalo (—oo, —1). Assim, do item 2(b) do Teorema 4.1.1, existem zeros
no circulo unitdrio.

A ~ . , -
Logo, para n par, os zeros de Rgl )(z) estdo localizados no circulo unitdrio se, e somente

<AL2.

se, —
n —

(13) Paran impar, se X > 2 (m(a) > L(a) + 2), consideramos as seguintes situacdes:

2
(a) Se A > n——nl R;’\)(z) tem um zero real no intervalo (—oo, —1). De fato,
podemos escrever R,&A)(z) = (z + 1)Q(2), entdo temos que:

n—1

lim Q(z) >0 e lim1 Q(z) =n— A < 0. 4.2.7)
- e

A partir de (4.2.7) e considerando que Q)(z) é um polindmio real continuo em R,

podemos aplicar o Teorema 2.1.2 para afirmar que existe uma mudanca de sinal de

Q(z) no intervalo (—oo, —1), e, consequentemente, R%A)(z) tem um zero real em

(—o00, —1), de acordo com o item 2(b) do Teorema 4.1.1.

(b) Se A < nl’ com Rq({\)(z) = (z 4+ 1)Q(2), entdo temos que:

n —

n—1

lim Q(z) >0 e 1_i>r£11Q(z):n—<

Z—r—00

)A>O, 4.2.8)

isso quer dizer que ndo ocorre mudanga de sinal de QQ(z) em (—oo, —1) e todos

os zeros de R(z) estdo no circulo unitdrio, de acordo com o item 2(a) do Teorema
4.1.1.

(c) Se A =

nl’ do Lema 4.2.1 (item 2) z = —1 é um zero de multiplicidade 3 de
n —

R (2) e temos que RS () = (z + 1)3U(2). Além disso,

lim U(z) =00>0 e lim1 U(z) >0, (4.2.9)

Z—+—00 Zz—r—

isso quer dizer que ndo ocorre mudanga de sinal de U (z) no intervalo (—oo, —1) e
de 2(a) do Teorema 4.1.1 Rﬁf\)(z) possui todos seus zeros no circulo unitdrio.

. , A - , o
Assim, para n impar, os zeros de R; )(z) estdo no circulo unitdrio se, e somente se

] < X < 2 (demonstrado no inicio desta prova) ou 2 < \ <
n —

n
1 (conforme as

consideragoes acima). A partir dessas desigualdades, temos:

ou, de forma equivalente,
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A seguir, apresentamos um exemplo que ilustra o teorema.

Exemplo 4.2.1. Seja o polinémio:
Rél)(z) =1+ AMz+22+.. + 2"+ 2"

De acordo com o teorema anterior, os zeros do polindémio estdo no circulo unitdrio se certas
condicoes sobre \ forem satisfeitas. Como n = 5, temos:

1 5
— <A< -
2= T2

P o A s 1 ~ .
Portanto, concluimos que para A\ = 1 todos os zeros do polinémio Ré )(Z) estdo localizados
no circulo unitdrio no plano complexo. A seguir, apresentaremos uma tabela com os zeros

A 1 p ;
do polinomio Ré )(z) e o grdfico correspondente, para que se possa verificar que o teorema
realmente se aplica.

Tabela 4.2.1: Os valores dos zeros de Rél)(z).

IE |

21 ~—1
2z o~ —1/2—iV3/2
23 o~ —1/2+i0V3/2

zy =~ 1/2+1iV3/2
25 ~1/2—iV/3/2

E

Figura 4.2.1: Representacdo grafica dos zeros do polindmio Rél) (z) no circulo unitério.

Da referéncia [7], apresentaremos um teorema que aborda o principal resultado sobre o

comportamento dos dois zeros positivos de R%A)(z) e dos dois zeros negativos de Rf{\)(z),
quando esses zeros existem.

Teorema 4.2.2. Seja o polinémio RS (z), entdo,

(1) SeA < ==, comn > 1, R,({\)(z) possui dois zeros positivos z,(c’\) e -5, onde Z,(g/\) € (1,00)
Zk

e % € (0,1). Além disso, z,(g’\) € uma funcdo decrescente de \ e, consequentemente,

—y € uma fungdo crescente de \.



4. Classes especiais de polinbmios 59

(2) Se A > 2 (quandon > 1¢é par)ou A > 2+ % (quando n > 1 é impar), R;A)(z) possui
dois zeros negativos z,(c’\) e &5, onde z,(C’\) € (—o0,—1) e 55 € (—1,0). Além disso, z,(g’\)
%k e
€ uma fungdo decrescente de \ e, consequentemente, % é uma fungdo crescente de \.
Z
(M)

_ by L .
(3) Se \ € < — 00, n—_21>, RS )(z) possui dois zeros positivos z,’ e K&), e 0s outros zeros

estdo localizados no circulo unitdrio.

(4) Se A € (2,00) (caso par) e \ € <2 + 2, oo> (caso impar), R%A)(z) possui dois zeros

' N e Lo io localizad ircul
negativos z;’ e —xy, e os outros zeros estdo localizados no circulo unitdrio.
z
k

3

Observacio 4.2.1. De acordo com [8], se n for par e A = 2, temos Rg{\)(—l) =0ez=-1¢
um zero de multiplicidade 2 de R (2), conforme descrito no item 2(a) do Teorema 4.1.1.

A seguir, apresentamos um exemplo que ilustra essa observacao

Exemplo 4.2.2. Seja o polinémio:

Rf)(z) =1+2(z+ 224+ 2% + 2%

Verificamos:
RP(-1)=1+2(-1+1-1)+1=0.
Assim, z = —1 é um zero do polinomio. O polinomio pode ser fatorado como:
R (2) = (2 +1)°(2* +1).
Portanto, conforme a andlise, temos que Rq(f)(—l) =0 e z = —1¢éum zero de multiplicidade

2 do polinémio.

4.3 Analise das propriedades de Sff)(z)

Como consequéncia do estudo realizado por Kim e Park [I5], temos um resultado
relacionado com a localizacao dos zeros do polindmio auto-reciproco real

n

S,(L)‘)(z) = Z s,(;\)zk,

k=0

onde
51(3) =1+Fk\ parak=1,2,...,(n/2| (nimpar),

e para alguns valores de A € R. Os autores mencionam que, nos casos onde:

2 .
*2< A2+ Tnj2] (|n/2] impar),
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a localizacao dos zeros de SY(LA) (z) era um problema aberto, mas foi demonstrado (veja [7]).

Nesta secdo, apresentamos uma demonstracao sobre a localizacdo dos zeros de SN (2) no
caso em que n € impar e A € R, assim como quando n € par. Esses resultados podem ser vistos
com mais detalhes em [7].

Para alcancar esse objetivo, € necessério considerar alguns conceitos, como os descritos na
referéncia [7]. Os polindmios WS (z) sdo definidos por

W (z) = WV (z(2)) = 272RW (2) = Un(z) — (1 = N)Un_a(z), n>1, 4.3.1)

n n

onde os polinémios U, (z), paran > 0e U_1(z) = 0, sdo os polindmios de Chebyshev de
segunda espécie. De fato,

RV =14+ Nz + 22+ 42" 42"
=14+z4 - +2"+A=1Dz0+z+--+2"%

Zn+1 o 1 Zn—l _ 1
. R W ) [ —
z—1 * )z( z—1 )
n/2(,(n+1)/2 _ ,—(n+1)/2
Z z z
_ 2 b (- 1)

2 _ 12

Zn/2(z(n71)/2 _ Zf(nfl)/Q)

2 _ 12

21/24 —1/2

Utilizando que 5

= cos(0/2) = z, obtemos

/2 _ ,—1/2

sin <—(”J;1)9> sin (—("_21)6)
=———v - T A )——5"
sin (%) sin (%)

= Up(z) — (1 — NUp_s(2).

(n+1)/2 _ —(n+1)/2 (n—1)/2 _ ,—(n—-1)/2
WO (z) = 22RV(z) = = : +<A—1><Z . )

Como U, (z) — U,_o(x) = 2T,(z), para n > 2, onde o polindmio T,,(x) é o polindmio de
Chebyshev de primeira espécie, também podemos escrever

WM (z) = AU, (x) 4+ 2(1 — \) Ty (). (4.3.2)

< X\ < 2(npar)ou <A< 2+
n—1 n—1 n —

A . L ~
que os zeros de R )(2) localizados no primeiro e segundo quadrantes sdo representados por

Observacao 4.3.1. Para ] (n tmpar), sabemos

zn)‘2 = 67;0532’ r=1,2,..., [n/2],
com (0 < 05{\2 <, onde
90 = 2arceos(e0Y).
e &) sdo os zeros ndo negativos de WT(L/\)<£IZ'). Sen é impar, r = 1,2,...,[n/2] +1 e
oY) _
9n,[n/2j+1 =

Agora, analisaremos alguns dos valores que \ pode assumir:
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(a)

Se A\ = 0, a partir da equacdo (4.3.2), temos:

22 RO(2) = WO () = 2T, (z).

Entdo, os zeros de W (x) sdo representados por

¢ = cos <W) r=1,2...,|n/2].

Consequentemente, obtemos:

2r—1
0% = 2arccos(¢0) = u
’ ’ n

E, para n impar, temos:
(0)

n,|n/2|+1 =

Se A = 1, a partir da equagdo (4.3.1), temos:

Entdo, os zeros de W\") (x) sdo representados por

§T(L177),=COS( TW ), r=1,2...,|n/2].

n—+1
Consequentemente, obtemos:

2rm
o) =2 (V) = :
) arccos(&“n,r) ]

n,

E, para n impar, temos:
1)

0n,|_n/2j+1 =

Se \ = 2, a partir da equagdo (4.3.1), temos:

W (z) = U, () — Tn(x).

n

Entdo, todos os zeros de WS (x) sdo representados por

5,(127), = cos <%T> ,r=1,2,...,[n/2] e 57(12,)@/2J+1 = cos <g> (para n impar).

Por conseguinte,

2rm

Hﬁ = Zarccos(gffz) == 1,2,...,|n/2] e Ggin/zjﬂ =m (paran impar).
Observe que, se A = 2 e n é par, segue que z = —1 é zero de multiplicidade 2 de Rg\)(Z)

e, consequentemente,

@ a®

6n,|_n/2j n,|n/2|+1 =

A seguir, apresentaremos a demonstracdo do teorema principal desta se¢do baseado em [7].
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C (A ~ . . L
Teorema 4.3.1. Os zeros do polinémio SS )(z), n > 2, estdo localizados no circulo unitdrio
se, e somente se,

1. — L/2J <A< 2 se|n/2]| éimpar,

2. — L/2J <A<2+ 4 /2J,se |n/2] é par.

Além disso,

[n/2]
e os outros zeros estdo localizados no circulo unitdrio.

(1) Se A € ( — 00, —L>, S,({\)(z) tem dois zeros positivos 2,9) € (1,+00) e 5 € (0,1),
ks

(17) Se A € (2,400) ()\ € <2 + Al /J —i—oo)) e |n/2] é impar (Ln/2j épar), ST(L/\)(Z)

. . . A ~
possui dois zeros negativos z,(C ) e (—00,—1) e & € (—1,0), e os outros zeros estdo
%k

localizados no circulo unitdrio.

Demonstracdo. Para realizar esta prova, consideraremos dois casos: quando n é par e quando
n é impar.

1. Por indugdo, se n é par, note que:

Zn/2 -1 A A
SM(z) = (ﬁ)Ri/)zﬂ(z) = RS/)271<2> : Riz/)2+1(z)’

onde, R((]l)(z) =1, Rgl)(z) =z+1,eparan > 2, R)‘( )=1+Az+22+... +

2" 1) + 2™, Assim, precisamos analisar os zeros de Rfll/) (2) e Ri% (2).

A partir dos Teoremas 4.2.1, 4.2.2 e da Observacdo 43 1, temos que os zeros de
(1) _ o)

Rfll/g_l( ) estdo localizados no circulo unitdrio e sdo dados por: zn,; = e'nr onde
1) _ 2rm __ 4rm
9n/2—1,r = np-1t1 - no€
. r:1,2,...,M:”T’2, sen/2 —1¢épar,
er=12...% / "—H,sen/2—1él’mpar.

Observe que () < Gn jo1y ST (estamos considerando apenas os zeros no primeiro e no
segundo quadrantes, os demais zeros sdo o0s conjugados complexos. Isso ocorre porque,
se zg € um zero de RS/)271’ entdo RS/)%I(ZO) = 0, mas RS/)%l(zo) = Rﬁll/)zfl(z) = 0. Isso
se deve ao fato de que os coeficientes do polinomio RS/)Q_l(z) sdo reais). Além disso,

note que os zeros de RS/L L (2) sdo ﬁxos.

Agora analisaremos o polinomio r¥ (z). Ograun é par mas n/2 pode ser par ou

n/2+1
impar, entdo do Teorema 4.2.1, sabemos que os zeros de R%
circulo unitdrio se:

/2 +1( 2) estdo localizados no

* n/2 4 1¢€ par (com n/2 impar), obtemos:

2 <A<2
n2+1)—1-"=7
entdao,
2
—— <A< 2
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* n/2+1¢impar (comn/2 par), temos:

< s
n/ (n/2 +1) -1’
entdo, 5 5
St <a<24
n/2 — * n/2
Além disso, do Teorema 4.2.2 itens (1) e (3), se A € (— 00, /2) entdo Rn/2+1( z) tem

dois zeros positivos z,(c’\) € (1,+00) e -5 € (0,1), e os outros zeros estdo localizados no
%k
circulo unitdrio. De maneira similar, do Teorema 4.2.2 itens (2) e (4), se A € (2,4+00)

n

quando % € impar, e X € (2 + nL/Q,—i-oo) quando % ¢é par, R! /2+1( z) tem dois zeros

(N

negarivos z; L

€ (—o0,—1) e o3 € (—1,0), e os outros zeros estao localizados no
2k

circulo unitdrio.

2. Por indugdo, se n é impar, note que:

[n/2]+1 _ 1
SV (2) = (Z ) RY_ . (z)=RW

N
-1 n/2)+1 2] (2) - R 40 (2),

onde, RL /2J( z) =1, RL?/QJ( ) = z+1. Assim, precisamos analisar os zeros de R(Li)/% (2)
e Riy) i (2)

A partir dos Teorema 4.2.1, 4.2.2 e da Observagdo 4.3.1, temos que os zeros de R(Lvlm)/Qj (2)
(1)
estdo localizados no circulo unitdrio e sdo dados por: Zfrll)p = ewtn/%r, onde 9&)/2 I

2rm

n/2)+1 €

e r=1,2..., L”éﬂ, se |n/2] é par,

er=1,2,..., %ﬂ +1, se|n/2] éimpar.
Observe que 0 < On jo_1, < T (outra vez, consideraremos apenas os zeros no primeiro e
no segundo quadrantes )

Agora analisaremos o polindomio R(Li\z)/2j+1(z)' O grau n € impar, mas |n/2| pode ser
par ou impar, entdo do Teorema 4.2.1, sabemos que os zeros de R(\)|n/2)+1(2) estdo
localizados no circulo unitdrio se:

* |n/2] + 1 ¢ par (com |n/2] impar), temos:

2 <A<2
(/2] +1)—1"" =7

entdo,
<) A< 2.

2
Cnj2) 707

* |n/2] + 1 é impar (com |n/2] par), obtemos:

2
<A< 2+

2
n/2) = = (/2] +1) =1
entdao,
< A<2+ 2

2
(/2] = 7 /2]
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L )
Além disso, dos Teoremas 4.2.2 (1) e 4.2.2 (3), se X\ € <—oo, Ln/zj) RLn/2 +1( z) tem
dois zeros positivos z,(;\) (1,400) e ( 57 € (0,1), e os outros zeros estdo localizados no

circulo unitdrio. De maneira similar, do Teorema 4.2.2 itens (2) e (4), se A € (2,+00)
quando |n /2| é impar, e \ € (2 + L_32J’ +oo> quando |n /2] € par, R(Lz)/QHI(z) tem dois

(N

zeros negativos z;’ € (—oo, —1) e ( 5 € (—1,0), e os outros zeros estdo localizados no

circulo unitdrio.
[ |

A seguir, mostraremos um exemplo no qual examinaremos o Teorema 4.3.1 (2).

Exemplo 4.3.1. Seja o polindomio SLE’\)(Z) paran = 4 e A\ = 2. De acordo com as definicoes,
temos:

4
SP(z) =D 57
k=0
Sabemos que s((f) = 3512) = 1. Paran = 4 (par), aplicamos as regras para calcular os

, 2
coeficientes s,i ).

(1) Para k = 1:
s =P =141.2=3,

(ii) Parak = 2:

@2 _4

Assim, obtemos:

(2) 2

Sf)(z)—s((f)z +s(2)z + S5 +S§)z +si)z =1+32+422+323+ 124

Logo, paran = 4, temos |n/2| = 2, que é par. Portanto, de acordo com a condi¢do fornecida,
verificamos:
—1<A<3.

. P 2 ~ , } S .
Assim, os zeros do polindémio Szi )(z) estdo localizados no circulo unitdrio. A seguir,
apresentaremos uma tabela com os zeros do polinomio e o grdfico correspondente.

Tabela 4.3.1: Os valores dos zeros de Sf) (2).

IE |

z1 & —1 (multiplicidade 2)
zy o~ —1/2+1iV3/2
23 o~ —1/2—i/3/2
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Im(z)
15

—! Re(z
15 &

-1.5%-

Figura 4.3.1: Representagao gréfica dos zeros do polindmio S f) (2) no circulo unitério.

A seguir, mostraremos um exemplo em que analisaremos o Teorema 4.3.1 (1).

Exemplo 4.3.2. Seja o polinémio S £_3) (2), onden =4 e A\ = —3. Usando as defini¢oes dadas,
temos:

4
Si_?’)(z) = Z s,(e_?’)zk = 58_3) + 55_3)2 5922 4503 4 851_3)24,
k=0

calculando os coeficientes:

(1) Para k =1, temos:

(ii) Para k = 2, temos:

Entdo, o polinémio S i—s) (z) é dado por:

SUV(2) =1-22—622— 2% + 24 = (2 + 1) <z—<2—|—\/§>> <z—<2—\/§>>.

Das condigoes de localizagdo dos zeros, para A = —3 :
2 _ 2 _ 2 _ 4
(/2 [4/2] 2 '
Assim, \ € < — 00, —ﬁ) = (—o0, —1). Portanto, de acordo com o teorema anterior,

Sﬁf‘g) (2) tem dois zeros positivos z € (1,+00) e = € (0,1), e os outros zeros estdo localizados
no circulo unitdrio.
Analisando os zeros do polinémio S i_g) (2), observamos que:
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* 21 = —1 (de multiplicidade 2), é um zero localizado no circulo unitdrio,

« 2 =2+V3€(1,+00),
1

s 23=2-+3¢€(0,1) ¢z =_
2

A partir da andlise dos zeros do polinomio S 53) (2), € possivel confirmar o Teorema 4.3.1(i)(ver
Figura 4.3.2).

Imy(z)
4 Iy

-)

Figura 4.3.2: Representacao grafica dos zeros do polindmio Sf?’) (2).

4.4 Analise das propriedades de AP (2)

Neste secdo, apresentaremos novos resultados relacionados ao polindmio auto-reciproco
AP(z) = 27 4 A" 4§ (2724 28 - 4 22) + Az + 1, baseado no Teorema 4.1.1.
Esses resultados dependem dos pardmetros reais A, 6 e do grau n, e tratam da distribuicdo dos
zeros de AL (z) no plano complexo de acordo com determinadas condigdes.

Embora seja verdade que para muitos desses polindmios dessa forma, podem ser usados
os demais teoremas das outras se¢des do capitulo para determinar a localizacao de seus zeros,
muitos desses teoremas exigem condi¢des como m(a) + L(a) < 2a,, a = (A, 9,...,0,\), que

——
n—3
sdo bastante tediosas de calcular. Por esse motivo, os teoremas que apresentaremos sdo ideais
para entender as propriedades dos zeros de um polindmio.

Os Teoremas 4.4.1 e 4.4.2 sdo validos para os polindmio Agf’(s)(z) com n par e n > 4. Nao

. . c As A0 ~ . .
consideramos 0 caso n = 2, pois, nesse caso, o0 polindmio Ag ’ )(z) ndo estaria bem definido
em func¢do dos parametros.

Por outro lado, os Teoremas 4.4.3 e 4.4.4 sdo validos apenas para polindmios da forma
A (z), com n fmpar e n > 5. Paran = 3, o polindmio AgA’é) (z) no estaria bem definido em
funcdo dos parametros.
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Teorema 4.4.1. Seja A,({\’é)(z) = 2" A28 (272 4 2" 4 -+ 22)+ A2+ 1 um polinémio

auto-reciproco real de graun > 4, n par, onde \ < 9.

Considerando:
30 —2

2

<A
é possivel afirmar que:

1. Se AS{\"S)(l) > 0, entdo todos os zeros de AL estdo no circulo unitdrio. Nesse caso, hd

. , -2 2
pelo menos dois zeros da forma e’ com —— < 0 < =,
n n

2. Se Agf\’&)(l) < 0, entdo AS’(S) tem zeros reais 3 > 1 e 7! e os outros zeros estdo no
circulo unitdrio.

Demonstracd@o. Como )\ < ¢, ao ordenar os coeficientes do polindomio A obtemos:

Uo(1) < g2) < Ug(3) -+ - < Qo(n-1) -
—~ = = ——
A A 5 5

Dado que n é par, segue que Ti(a) = m(a). A partir disso, realizaremos a seguinte andlise:
* Sen =4, entdo m(a) = m(a) = A\

* Sen >4, entdo m(a) = m(a) = 0.

Agora, verificaremos que m(a) + L(a) < 2.

(a) Sen = 4, entdo o polindmio é da forma AL (z) = z* + A3 + 6(2%) + Az + 1. Da
equagdo (4.1.3), temos que:

L(a) = a1 — as2)|+|az — ao(e)|+]as — as2)|
= |A = Al+[0 = A|+H|A = A

=0 — A
=0—A\
Assim, m(a) + L(a) = XA + 0 — X\ = 0. A partir das condigées dadas, por transitividade,
obtemos:
30 —2 <5
5 S0
Isolando 6, temos:
§<2.

Dessa forma:
m(a) + L(a) < 2.
(b) Sen > 4 e a partir da equagdo (4.1.3), temos que:

n—1

L(a) = |aj — ag(uy)|

j=1

= |a1 = Gomj2)|+1az = Qo)+ + [an-1 = Ao(n/2)|
= A= O] — 8]+ + 5 — 8]+]A — 4|

— 2\ — 4]

T Y

—2(5 - ).
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30 —2

Assim, m(a) + L(a) =5 +2(6 — X\) = 36 — 2\. Como \ € [

,5] temos que:
m(a) + L(a) < 2.

Portanto, a partir de (a) e (b), concluimos que, para qualquer n par (n > 4), a relagcdo
m(a) + L(a) < 2 é satisfeita. Assim, pelo Teorema 4.1.1, obtemos os itens (1) e (2).
[ |

A seguir, apresentamos alguns exemplos utilizando unicamente o teorema anterior.

Exemplo 4.4.1. Seja o polinémio Afl’\’é)(z) =273 422 -T2+ 1, comd=—4de)=—T.
Como Ai_7’_4)(1) = —16 < 0, pelo Teorema 4.4.1, sabemos que Afﬁ’é) tem zeros reais 3 > 1l e
B, e os outros zeros estdo no circulo unitdrio.

: Al A6
Analisando os zeros do polinomio Ai ), temos:

2~ 7,6411 € R,

1
2o &~ — = 0,13087 € R,
21

z3 ~ —0, 38600 — 0, 92250z,

z4 = —0, 38600 + 0, 92250z.

Re

Figura 4.4.1: Representacao grafica dos zeros do polindmio AE{\’&)(/Z) comj)=—4el=—T.

Esses resultados confirmam o que foi previsto pelo teorema.

1 1 1 1
Exemplo 4.4.2. Seja o polinomio Aé)"‘;) (z) =25+ 125 +5 (24234 2%) + ¢t 1, comé = 5

1
e\ = T Como Ag"é)(l) > 0, pelo Teorema 4.4.1, sabemos que todos os zeros de Ag"d) estdo

, . . . , —27 2T
no circulo unitdrio. Nesse caso, hd pelo menos dois zeros da forma e’ com & <6< 5

. C o (A
Analisando os zeros do polindmio Aé ) encontramos:
* =1,

* 2= —1i,
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23 ~ —0, 85554 — 0, 517744,

24~ —0,85554 + 0, 517744,

25 &~ 0,73054 — 0,68287i ~ '(=0-78) ¢ 9. = —(.748 radianos estd dentro do intervalo
.
[?’ 5]’

6 ~ 0,73054 + 0,68287i ~ €0 ¢ 0y = 0.744 radianos estd dentro do intervalo

2t i

Figura 4.4.2: Representacdo grafica dos zeros do polindmio AéA’é) (z)comd =1/2e X =1/4.

Esses resultados confirmam o que foi previsto pelo teorema.

Teorema 4.4.2. Seja A;’\’é)(z) = 2" X" (272 4 2" -+ 2%)+ A2+ 1 um polindmio

auto-reciproco real de grau n > 4, n par, onde \ > 0.

Considerando:

é possivel afirmar que:

1. Se Ag{\’é)(l) > 0, entdo todos os zeros de AL estdo no circulo unitdrio. Nesse caso, hd

. . —27 2
pelo menos dois zeros da forma e®com —— < 0 < —.
n n

2. Se Af{\’&)(l) < 0, entdo A tem zeros reais B > 1e B! e os outros zeros estdo no
circulo unitdrio.

Demonstragcd@o. Como )\ > 0, ao ordenar os coeficientes do polindmio Aﬁ?"‘), obtemos:

Up(1) < Up2) < Ap(3) - -« < Ao(n-3) < Go(n-2) < Ao(n—1) -

5
Dado que n € par, segue que m(a) = m(a). A partir disso, realizaremos a seguinte andlise:
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* Sen =4, entdom(a) = m(a) =\
* Sen >4, entdo m(a) = m(a) = 0.
Agora, verificaremos que m(a) + L(a) < 2.

(a) Sen = 4, entdo o polinémio é da forma AY"S) (2) = 2*+ X2+ 822+ A2+ 1. Da equagdo
(4.1.3), temos que:

L(a) = |a1 — ap(2)|+]as — ag(2)|+]az — as(o)]
= |A = A[+[0 = A|+|A = A
— 15—
=\—0.

Assim, m(a) + L(a) = A+ X — § = 2\ — 0. Como 0 > \ temos que:
m(a) + L(a) < 2.

(b) Sen > 4 e a partir da equagdo (4.1.3), temos que:

n—1
L(a) = |aj = ag(uy)|
j=1

= |a1 = Gon2)|+1a2 = Qo)+ + an-1 = Ao(n/2)|
= A= 8|0 — 8+ + |6 — 8]+|A — 4]

— 2]\~ g

—2(\—4).

2
Assim, m(a) + L(a) = d +2(A — §) = 2X — §. Como o

> \ temos que:
m(a) + L(a) < 2.

Portanto, a partir de (a) e (b), concluimos que, para qualquer n par (n > 4), a relacdo
m(a) + L(a) < 2 € satisfeita. Assim, pelo Teorema 4.1.1, obtemos os itens (1) e (2).
|

A seguir, apresentamos um exemplo utilizando unicamente o teorema anterior.

Exemplo 4.4.3. Seja o polinomio Ag’a)(z) =2"41,3234+2+1,324+ 1L, comd =1 e A=1,3.

Como Ail’g;l)(l) > 0, pelo Teorema 4.4.2, sabemos que todos os zeros de AL((\";) estdo no

—2m 2T

circulo unitdrio. Nesse caso, hd pelo menos dois zeros da forma e?com —— < § < ——.
n n

Analisando os zeros do polinomio Ai’\’é), temos:
o 21~ —0,921343 — 0, 3887511,
e 29~ —0,921343 + 0, 3887511,

o 23~ 0,271343 — 0,962483i ~ '1292) ¢ 05 = 1,292 radianos estd dentro do intervalo

5]
2 20
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o 2, ~ 0,271343 + 0, 962483 ~ ¢(12™) ¢ 0, = 1,273 radianos estd dentro do intervalo

=3

Figura 4.4.3: Representacdo grafica dos zeros do polindmio Afﬁ’é) (z)comd=1eX=1,3.

Esses resultado confirma o que foi previsto pelo teorema.

Teorema 4.4.3. Seja AL (2) = 2"+ A2 140 (2772 + 2" 3 4 - + 22)+ Az +1 um polinémio

auto-reciproco real de grau n > 5, n impar, onde 6 < \.

Considerando: 945
A< —
_— 2 b

é possivel afirmar que:

1. Se Af{\’é)(l) > 0, entdo todos os zeros de Aﬁ?"” estdo no circulo unitdrio. Nesse caso, hd

. - —27 2
pelo menos dois zeros da forma e®com —— < 0 < —.
n n

2. Se Afﬁ"s)(l) < 0, entdo AW) tem zeros reais 3 > 1 e 7! e os outros zeros estdo no
circulo unitdrio.

Demonstragdo. Para demonstrar o resultado, consideraremos dois casos:

(a) Quandon =5, e como § < \, ao ordenar os coeficientes do polinémio Aé)"é), obtemos:

Dado que n é impar, segue que m(a) = Gy(|n/2)) = 0.
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Da equacdo (4.1.4), realizaremos a seguinte andlise para y € [aa( 1n/2]) %o ([n/2])]
5 A

L(a) = Z\%‘ — |

= |ar — y[+|az — y[+|az — y[+|as — y|
= |A = y|+[0 — y|+[0 — y|+[A — y|

= 2|\ —y|+2[6 — y|
=2(A—y) +2Jy — 9|
=2(A—y) +2(y — )

— 2\~ 26

2496
Assim, m(a) + L(a) = +2(A —J) =2\ — 4. Como X < il temos que:

m(a) + L(a) < 2.

(b) Quandon > 5, e como 6 < X\, ao ordenar os coeficientes do polinémio Ag"é), obtemos:
Qs (1) < Ay (2) < Ao (3) - - - < Qg (n—3) < Ao (n—2) < Ao(n—1) -
~ M = —_—— S =
5 s 5 5 A A
Dado que n é impar, segue que m(a) = ay(|n/2|) = 6. Da equagdo (4.1.4), realizaremos
a seguinte andlise para y € [ag n/21) % (n/2 ] :
([n/2]) “o([n/2])

5 5
n—1
L(a) = la; —y|
j=1

= la; — d|+|az — 0|+ ... + |ap—2 — d|+|an_1 — 9|
= |A=0|+]0 = O|+... 4+ |0 — O|+|\ =]

= 2|\ — 0|

=2(A—90)

Assim, m(a) + L(a) = 6 +2(A — 0) = 2\ — 0. Como A < 2

temos que:
m(a) + L(a) < 2.

Portanto, a partir de (a) e (b), concluimos que para o nosso n impar, dadas as condi¢oes
estabelecidas, a relacido m(a) + L(a) < 2 € satisfeita. Assim, pelo Teorema 4.1.1, obtemos os
itens (1) e (2).

[ |

A seguir, apresentamos alguns exemplos utilizando unicamente o teorema anterior.

3 3
Exemplo 4.4.4. Seja o polinomio AN (z) = 27 + 526 + 1(2° + 2 + 22 4+ 2%) + 57 T L

3
comd =1lel = 3 Como AQ"”@) =9 > 0, pelo Teorema 4.4.3, sabemos que todos os

A, ~ . Sy . . ;
zeros de A$ ) estdo no circulo unitdrio. Nesse caso, hd pelo menos dois zeros da forma €'’ com

) C A bW
Analisando os zeros do polinémio A; ) , encontramos:
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o 2 =—1,
e 2~ —0,879704 — 0, 4755214,
o 24 & —0,879704 + 0, 4755214,
e 24~ —0,0976748 — 0,995218;,
* 25~ —0,0976748 + 0, 995218z,
o 25~ 0,727379—0, 6862360 = €' (=979 ¢ §; = —0, 749 radianos estd dentro do intervalo
e
T T
. 2 ? 0, 527379 +0,686236i = €/(07503) ¢ 0, = 0, 7563 radianos estd dentro do intervalo
—27 2m
[T’ 7}

Figura 4.4.4: Representacdo grafica dos zeros do polindmio Ag’é)(z) comd=1lel\=3/2

Esses resultado confirma o que foi previsto pelo teorema.

Exemplo 4.4.5. Seja o polinomio AJ™ (2) = 2% — 28 —3(27T+ 25+ 25+ 24 4 23+ 2%) — 2+ 1,

comd =—3 e\ = —1. Como Aé/\’é)(l) = —18 < 0, pelo Teorema 4.4.3, sabemos que Afﬁ’&)

tem zeros reais 3 > 1 e 57! e os outros zeros estdo no circulo unitdrio.
: oA A(A0)
Analisando os zeros do polindmio Ay, temos:

‘21:—1€R,

* 2~ 2,73024 € R,

1
* 23~ 0,366268 = — € R,
Z2

* 2y~ —0,85223 — 0, 523167,
* 25 ~ —0,85223 + 0, 523164,
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e 26 ~ —0,25446 — 0, 967084,
o 2 &~ —0,25446 + 0, 967084,
e 25 ~ 0,55844 — 0, 829541,
o 2o~ 0, 55844 + 0, 82954i.

Im
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Figura 4.4.5: Representacao grafica dos zeros do polindmio Ag ’ )(z) comj)=—-3e\=—1.

Esses resultado confirma o que foi previsto pelo teorema.

Teorema 4.4.4. Seja A%A’é)(z) = 2" X" 0 (272 4 2" - 224+ A2+ 1 um polindémio

auto-reciproco real de grau n > 5, n impar, onde 6 > \.

Considerando: o) 4 1
5< 20D

S5
é possivel afirmar que:

1. Se A%A’(s)(l) > 0, entdo todos os zeros de AL estdo no circulo unitdrio. Nesse caso, hd

. . —27 2T
pelo menos dois zeros da forma e®com —— < 0 < —.
n n

A6 = (A . _ -
2. Se AL )(1) < 0, entdo A tem zeros reais B > 1e B! e os outros zeros estdo no
circulo unitdrio.

Demonstracd@o. Como 6 > \, ao ordenar os coeficientes do polinomio A obtemos:

Uo(1) < Qo2) < Ug3) -+ - < Oo(n-3) < Go(n-2) < Qo(n—1) -
A x 5 5 5 5
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Dado que n é impar, segue que m(a) = ag(|n/2]) = 0.

Da equacgado (4.1.4), realizaremos a seguinte andlise para y € [aa( 1n/2]) %o ([n/2])]
5 5

n—1
L(a) = |a; -y
j=1

= lay — 0|+|ag — 8|+ ... + |apn_o — O|+|an_1 — I
= |A=0|+]0 = O|+...+ |0 — 0|+|N =]

= 2|\ =]

=2(6—-))

2 1
Assim, m(a) + L(a) =5 +2(6 — X\) = 35 — 2\. Como § < % temos que:

m(a)+ L(a) < 2.

Portanto, concluimos que para o nosso n impar, dadas as condicoes estabelecidas, a relagcdo
m(a) + L(a) < 2 é satisfeita. Assim, pelo Teorema 4.1.1, obtemos os itens (1) e (2).
|

A seguir, apresentamos um exemplo utilizando unicamente o teorema anterior.

Exemplo 4.4.6. Seja o polinomio AN () = 27— 226 — 25 — 24 — 23 — 22— 2241, com
0=—1le)l= -2 Como A(fQ’*l)(l) < 0, pelo Teorema 4.4.4, sabemos que A({\"” tem zeros
reais 3 > 1 e 371, e os outros zeros estdo no circulo unitdrio.

. e A A0
Analisando os zeros do polinémio Ag ’ ), temos:

'Zl——leR, Im
3 V5
e my=-+4+-—€cR
zZ2 2+2 )
1 3 5
° _ . = _ R
B=, "3 9 €O
-1 /3
‘Z—___
D) 9 :
—1+z'3
.Z—_ —
5 2 27
1 V3
2% =57 5
2 2
1 V3
07:_+£_
2 2

Figura 4.4.6: Representacdo gréfica dos zeros
do polindmio Ay’a)(z) comd=—lel=—-2

Esse resultado confirma o que foi previsto pelo teorema.
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- L e A W)
As condi¢Oes dadas no teorema anterior sdo satisfeitas para os polindmios A de grau
n > 5. Paran = 5, é necessario impor outras condi¢cOes. A seguir, apresentaremos essas

condig¢des para o polindmio AéM).

Observacio 4.4.1. Seja o polindmio auto-reciproco real A™M () = 25 + A4+ 6 (23 + 22) +

A+2
M+ 1parad >\ e § < + , € possivel afirmar que:

1. Se Aé’\’é) (1) > 0, entdo todos os zeros de Aé’\’a) estdo no circulo unitdrio. Nesse caso, hd

. ~ —2m 2T
pelo menos dois zeros da forma efcom —— < 9 < ==,
n n

2. Se A?"s)(l) < 0, entdo A?’d) tem zeros reais 3 > 1 e 37! e os outros zeros estdo no
circulo unitdrio.

: A (A
De fato, como § > )\ e ao ordenar os coeficientes do polinémio Aé ) , obtemos:

Uy(1) < Ag2) < Ug(3) < Qo) -
~ M =

A A 6 0

Dado que n é impar, segue que m(a) = Gq(|n/2)) = M

Da equacado (4.1.4), realizaremos a seguinte andlise para y € [aa( 1n/2]) ao( n/27) ;
A s

4

L(a) =) |a; — |

j=1

= |ay — y|+|az — y|+|az — y|+|as — y|
= [A = y|+|6 — y|+]0 — y[+|A =yl

= 2|\ — y|+2|d — y|
=2(y—A)+2(0 —y)

=25 — 2.

2
Assim, m(a) + L(a) = A +2(0 — A) =25 — A\. Como § < AT

, temos que:
m(a) + L(a) < 2.

Portanto, concluimos que para n = b5, dadas as condigdes estabelecidas, a relagcdo m(a) +
L(a) < 2 é satisfeita. Assim, pelo Teorema 4.1.1, obtemos os itens (1) e (2).
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i A A0

Com o objetivo de entender melhor como os zeros do polindmio AL )(z) se comportam
no plano complexo, desenvolvemos um cédigo em Wolfram Mathematica que gera essa
visualizagdo, variando os parAmetros A, J e o grau n.

Aln , A ,6 ][z ]:i=z*n+A%z*{n-1} + S*xSum[z"m, {m, 2, n-2}] +A*z+]1;
Manipulate[
Labeled [Gr‘aphics [

Reverse@Table[{
{Lighter [ColorData[3, "ColorList"][k]], Circle[{@, @} ]},
{ColorData[3, "ColorList"] [k], PointSize[.@15], ColorData[2, "ColorList"][k], PointSize[.@15],
Point [{Re[z], Im[z]} /. Solve[p[n, A, 81[z] =@]1}}, {k, n}],
Axes - True, PlotRange - {{-5,5}, {-2, 2}}, ImageSize » 5@@, Ticks - {{-1, 1}, {-1, 1}}, AxeslLabel » {Style[R, 13, Bold]}],
Text[Ran“Visualizacio dos zeros do polinémio A, "}]]

]J

{{n, 1}, Range[15], ControlType = SetterBar}, {{2A, @}, -50, 50}, {{&, @}, -50, 58}, SaveDefinitions -»True]

[ B
vHEl v EE v

=

Visualizag&o dos zeros do polinémio An“'éj







CAPITULO

5

Consideracoes finais

Nesta dissertacdo, estudamos as propriedades dos polindmios auto-inversiveis e auto-
reciprocos. Observe que todo polindmio auto-inversivel real também é um polindmio auto-
reciproco real.

Focamos na andlise dos zeros dos polindmios reais R&A)(z), S,(LA)(Z) e A%A’é)(z), cujos
resultados mais importantes podem ser vistos nos Teoremas 4.2.1, 4.3.1, 4.4.1,44.2, 443 e
4.4.4.

Atualmente estd em fase de elaboracdo um artigo que no qual serdo apresentados resultados

sobre o comportamento dos zeros de A (2).
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