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RESUMO

Motivado pela falta de uma semantica algébrica bem estabelecida e com resultados de Ade-
quagdo (Correcao e Completude), este trabalho tem como objetivo desenvolver um modelo
algébrico para uma ldgica temporal intervalar no intuito de preencher esta lacuna deixada na
literatura por autores que pavimentaram o caminho para sua algebrizacdo. A ldgica em questao
faz parte da colecdo de 16gicas proposicionais da vizinhanca proposta por Goranko, Montanari
e Sciavicco. O sistema € precisamente o caso ndo-estrito dessa referida colecdo de légicas, a
qual apresenta, como modelo algébrico sugerido na literatura, uma estrutura de semianel boole-
ano munida de operadores de dominio e codominio modais (que em nossa formaliza¢cdo adotard
apenas o nome de dlgebra da vizinhanga). No entanto, no decorrer de nossos desenvolvimen-
tos, embora o resultado de Correcdo seja possivel, veremos que a auséncia de determinados
conectivos em sua linguagem original nos levara a falha em obter um resultado de Completude.
Em vista disso, estendemos a 16gica proposicional da vizinhanga ndo-estrita até alcancarmos
um sistema que, além de correto, seja completo em relacdo a estrutura algébrica proposta como

modelo.

Palavras-chave: Logica algébrica. Logica temporal. Logica da vizinhanga. Modelo algébrico.

Semianel.



ABSTRACT

Motivated by the lack of a well-established algebraic semantics with results of adequacy, this
work aims to develop an algebraic model for an interval temporal logic in order to fill the gap
left in the literature by authors who paved the way for its algebraization. The logic in question
is part of the collection of propositional neighbourhood logics proposed by Goranko, Montanari
and Sciavicco. The system is precisely the non-strict case of that mentioned collection of logics,
which presents, as an algebraic model suggested in the literature, a boolean semiring structure
endowed with modal domain and codomain operators (which in our formalization we have
adopted simply as the neighborhood algebra). However, in the course of our developments,
although a Soundness result is possible, we will see that the absence of certain connectives
in its original language lead us to fail in obtaining a Completeness result. In view of this, we
extend the non-strict propositional neighbourhood logic until we reach a system that, in addition

to being sound, is also complete with respect to the algebraic structure proposed as its model.

Keywords: Algebraic logic. Temporal logic. Neighbourhood logic. Algebraic model. Semir-

ing.
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1 INTRODUCAO

N3ao é incomum encontrarmos a Ldgica vista como o estudo do raciocinar e das inferén-
cias validas (D’Ottaviano; Feitosa, 2003). Embora esse tipo de visao ndo exprima plenamente
o que é a Ldgica em sua totalidade e maltiplas facetas (4rea de estudo, disciplina e/ou sistema

formal), ela ndo estd equivocada.

Uma preocupacio central da Légica é discriminar entre argumentos vélidos e
invélidos; e pretende-se que sistemas l6gicos formais, tais como os conheci-
dos célculos sentencial e de predicados, fornegam canones precisos, padrdes
puramente formais, de validade (Haack, 2002, p. 25).

Como o objetivo do presente trabalho ndo € o de discutir disputas demarcativas sobre a
Légica, o que ndo caberia nesta Dissertacdo, tomaremos a fala de Susan Haack como o caso.

Levando em consideracio a sinonimia Ldgica ~ Sistema Formal, uma pergunta que
pode surgir é: A Logica ou as Légicas? Isto €, deve existir alguma 16gica que seja a “correta”
e “valida” — assim como para Kant a Légica € a Logica Aristotélica (D’Ottaviano; Feitosa,
2003, p. 6)? Ou seria o caso de haver muitas outras l6gicas? O Principio da Liberdade Logica,
introduzido por Tassinari e D’Ottaviano (2012), pode ser uma possibilidade de discussio sobre
essa questdo.

Na interpretacdo dada em Tassinari e D’Ottaviano (2012), leis 16gicas sdo estabelecidas
pelo pensamento para o préprio pensamento. Tomando, ainda, a definicdo de 16gica como
um sistema formal e o sistema formal, por sua vez, uma artificialidade introduzida como uma
tentativa de representacdo de um dado tipo de pensamento, desde que existam n formas de se
pensar, entdo € possivel a existéncia de n sistemas formais, ou ainda, n 16gicas. Essa posi¢ao
se enquadra como uma posicao pluralista, no sentido de considerar a existéncia de mais de um
sistema légico correto e vdlido (Tassinari; D’Ottaviano, 2012, p. 164).

Se nos comprometermos com esse posicionamento pluralista, é razodvel pensarmos tam-
bém nos mais variados objetos sob os quais as inferéncias desses sistemas 16gicos se debrugam.

O que podemos condensar na seguinte pergunta: A Ldgica estuda, de certo modo, as
inferéncias; mas inferéncias sobre o que? Muitas sio as possibilidades. Podemos nos interessar
nas inferéncias sobre a doxa e, entdo, Logicas Doxdsticas seriam o caso. Poderiamos nos debru-
car sobre deontologia e tomarmos as Légicas Dednticas. Mas, também, podemos nos interessar
pelo estudo do tempo e inferéncias acerca deste objeto com Ldégicas Temporais, como serd o
caso da presente Dissertacao.

H4 muitos conceitos sobre os quais podemos estabelecer as inferéncias e, assim como
ha uma multiplicidade de interpretacdes acerca deste tema, existem muitas 1dgicas que se de-
dicam a este tema comum. Olhando para alguns aspectos ontolégicos do tempo, por exemplo,
verificamos interpretagdes distintas quanto a sua estrutura macroscopica - linear, circular ou ra-
mificado — e quanto a estrutura microscopica — denso ou discreto (Pessoa Jr., 2016). Para cada

caso, um sistema logico temporal diferente advém.
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Descrigdes de sistemas temporais sob um Unico ponto de vista, i. e., siste-
mas temporais unidimensionais, sdo abundantes na literatura. Essas logicas
temporais unidimensionais se diferem de muitas maneiras. Elas diferem na
abordagem, seja teoria da prova, teoria de modelos ou algebricamente. Elas
diferem na ontologia adotada, seja o tempo representado como um conjunto de
pontos, intervalos, ou eventos. Elas podem, também, divergirem nas proprie-
dades atribuidas aos flows of time, seja o tempo linear ou ramificado, discreto
ou denso, continuo ou que permita lacunas (Finger; Gabbay, 1996, p. 204,
tradug@o nossa).

Para a presente pesquisa, tomaremos um caso de sistema (l6gico) temporal intervalar e
linear, dentre os mais variados encontrados na literatura, pretendendo-se trabalhar com a for-
maliza¢do do conceito de tempo seguindo a abordagem légico-algébrica. Embora a 16gica a ser
estudada no presente texto adote a concep¢ao do tempo linear, ndo nos comprometeremos em
defender qualquer posicdo metafisica a respeito do tempo. A motivacdo para o presente traba-
lho decorre, tnica e exclusivamente, de certas lacunas encontradas ao buscarmos por modelos
algébricos para o caso da Logica da Vizinhanga de Chaochen e Hansen (1997, 2004).

A Ldgica da Vizinhanga contempla ndo somente um fragmento proposicional e modal,
como também quantificacional. Hofner e Moller (2008), contudo, investigam apenas 0 compor-
tamento algébrico dos operadores modais dessa ldgica.

Tanto em (Hofner, 2007), quanto em (Hofner; Moller, 2008), os autores desenvolvem o
que chamam de algebraic embedding da L.égica da Vizinhanga, o que, em principio, ndo € um
modelo algébrico com meta-resultados como os de Correcao e Completude.

Com a estrutura algébrica de uma algebra de Boole, subjacente a uma estrutura de semi-
anel, munida de operadores de dominio e codominio, os autores derivam muitos dos teoremas
centrais da parte modal e proposicional da Légica da Vizinhanca em suas versdes algébricas.
Nas palavras dos proprios autores, o trabalho pavimenta um caminho para a algebrizacdo dessa
l6gica em questao (Hofner; Moller, 2008, p. 2).

Eis, entdo, o objetivo do presente trabalho: investigar as estruturas mencionadas por
Hofner e Moller, além de alcangarmos os almejados resultados de Corre¢do e Completude para
que seja possivel a constru¢do de um modelo algébrico adequado para a Logica Proposicional
da Vizinhanga (o fragmento proposicional e modal da L.égica da Vizinhanca).

A presente dissertagdo se dividird em dois momentos. Durante o Capitulo [2] explorare-
mos o referencial tedrico para o desenvolvimento desta pesquisa:

(a) dedicaremos a Sec¢do [2.1| para o entendimento da Légica Proposicional da Vizinhang Na
referida secdo, passaremos por multiplos aspectos desta l6gica. Veremos a arquitetura de sua
linguagem, a parte semantica e, também, seu sistema axiomatico;

(b) na Sec¢do[2.2] teremos a apresentagio de todo o maquindrio algébrico necessario para a pos-

terior introducao da dlgebra da vizinhanca, nossa formalizagcdo da estrutura algébrica de Hofner

' Nos referimos a ela desse modo por ser justamente o fragmento proposicional (sem quantificadores) da Légica

da Vizinhanga. Porém, no artigo em que ela € introduzida, vide (Goranko; Montanari e Sciavicco, 2003), ela
recebe o nome de Légica Proposicional da Vizinhanga nao-estrita.
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e Moller - um semianel booleano, com subidentidades, munido de operadores de dominio e
codominio modais;

(c) por fim, durante a Secdo [2.3] teremos a apresentacdo da estrutura pensada como contra-
parte algébrica da Légica Proposicional da Vizinhanca, onde derivaremos importantes resulta-
dos sobre essa estrutura e obteremos o meta-resultado de Correcdo entre a axiomatica da Logica
Proposicional da Vizinhanga e a dlgebra da vizinhanca.

Ao final da Se¢do[2.3] constataremos um entrave: a possibilidade de falharmos em obter
o resultado de Completude devido a auséncia de certos conectivos na linguagem da l6gica com
a qual estaremos trabalhando.

O método a ser empregado para a algebrizacdo da Logica Proposicional da Vizinhanca
serd o de Lindenbaum-Tarski. Em sintese, esse método caracteriza-se principalmente por quo-
cientar a dlgebra das férmulas do sistema, gerando a dlgebra quociente de Lindenbaum, e por
verificar se a dlgebra resultante corresponde a um caso da estrutura algébrica concebida como
modelo para o sistema l6gico (Bueno-Soler, 2004). Desse modo, € razodvel pensarmos que seja
necessdrio que a adlgebra das férmulas tenha um conectivo correspondente para cada operacao
da estrutura algébrica modelo, seja ele um conectivo primitivo ou nao. Porém, notaremos que na
algebra das formulas da Légica Proposicional da Vizinhanga ndo havera conectivos para quatro
das operagdes presentes na dlgebra da vizinhanca e, parte deles, talvez nao sendo passiveis de
serem definidos a partir dos conectivos ja presentes, o que nos leva ao Capitulo [3]da dissertac@o.

Durante o Capitulo [3] tentaremos resolver o problema relativo a impossibilidade da
obtencdo do resultado de Completude, o que culminard na contribui¢do mais original deste
trabalho, o desenvolvimento de um novo sistema l6gico, uma extensdo da L.ogica Proposicional

da Vizinhancga, que demonstraremos ser correta e completa em relacao a dlgebra da vizinhanca.
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2 PRIMEIRA PARTE: UMA ALGEBRA PARA UMA LOGICA?

A pesquisa conduzida, e geradora desta dissertacdo, partiu de um primeiro anseio em
investigar uma possivel interpretacdo algébrica da parte modal da Légica da Vizinhanga de
Chaochen e Hansen (1997, 2004), o que nos levou aos textos de Hofner (2007) e Hofner e
Moller (2008).

Contudo, embora Hofner e Moller tratassem algébricamente apenas da parte modal da
Légica da Vizinhanca, ndo havia como contribuirmos para a discussdo desses autores e obter re-
sultados de Correcdo e Completude, em vista de que tinhamos conhecimento apenas da Logica
da Vizinhanca que abarcava também uma parte quantificacional - i. e. n@o havia um sistema
que fosse precisamente a parte proposicional e modal dessa logica.

Foi assim que o trabalho de Goranko, Montanari e Sciavicco (2003) se tornou relevante

para o projeto. Nas palavras dos autores,

diferentemente da l6gica classica e de muitas 16gicas modais e temporais, onde
os sistemas axiomadticos de primeira-ordem sdo obtidos ao estender seus frag-
mentos proposicionais com axiomas relevantes para os quantificadores, a L6-
gica da Vizinhanga de primeira-ordem foi axiomatizada primeiro, sem ter seu
fragmento proposicional identificado. Agora se descobriu que este dltimo es-
tava oculto no sistema axiomatico de primeira-ordem originalmente introdu-
zido, cujos axiomas proposicionais, considerados isoladamente, sdo substan-
cialmente incompletos. (Goranko; Montanari; Sciavicco, 2003, p. 1140, tra-
ducgdo nossa).

O ponto é que inicialmente buscdvamos uma dlgebra para uma légica. Como o trabalho
algébrico de Hofner e Moller se debrucava principalmente na parte modal da Légica da Vizi-
nhanga, achdvamos que a algebra de Hofner e Moller poderia ser um modelo algébrico para
a Logica Proposicional da Vizinhanca ndo-estrita desenvolvida por Goranko, Montanari e Sci-
avicco (2003). O presente capitulo captura, entdo, a primeira metade de nossa pesquisa, que

tomard outro rumo ao passarmos para o capitulo seguinte.

2.1 Légica Proposicional da Vizinhanca

Para esta etapa, teremos a apresentacdo da Légica Proposicional da Vizinhanca nao-
estrita de Goranko, Montanari e Sciavicco (2003), a qual denotaremos por LPV™.

Estes autores desenvolvem sistemas axiomaticos para o que chamam de Légicas Propo-
sicionais da Vizinhanca, uma classe/familia de 16gicas temporais intervalares. Para as Légicas
Proposicionais da Vizinhancga, existem duas possiveis semanticas para o dominio temporal li-
near: ndo-estritas € estritas. A distin¢do diz respeito a relacdo de ordem utilizada na defini¢do
semantica dos operadores e conectivos, ou ainda, na ordem utilizada na defini¢cao dos intervalos

temporais nos quais as férmulas sdo satisfeitas.
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Definicao 1 (Burris; Sankappanavar, 1981, p. 4) Uma relacdo bindria R definida em um con-
junto A é dita ser uma ordem (parcial) em A se, para elementos arbitrdrios x,y,z € A, as se-

guintes condicoes sdo satisfeitas:

(1) xRx; (Reflexividade)
(i1) se xRy e yRz, entdo xRz; (Transitividade)
(ii1) se xRy e yRx, entdo x = y. (Antissimetria)

Desse modo, dizemos que (A, R) é uma estrutura parcialmente ordenada (ou apenas uma
estrutura ordenada), sendo seu dominio o conjunto A e R ordena A. Se (A,R) é uma estrutura

parcialmente ordenada, podemos chamar A apenas de poset.

Definicao 2 (Burris; Sankappanavar, 1981, p. 4) Uma ordem R em A ¢ linear (ou total) se,
para todo x,y € A, satisfaz a condi¢do:
(iv) xRy ou yRx. (Linearidade/Totalidade)

Nesse caso, A é um dominio linearmente ordenado e (A,R) uma estrutura linearmente

ordenada.

Definicido 3 (Goranko; Montanari; Sciavicco, 2003, p. 1143) Se (D, <) € uma estrutura li-
nearmente ordenada:

(i) um intervalo em D determinado por dy,d; € D € o conjunto [dy,d;] = {x €D :dy <
x<d};

(ii) o intervalo [dy,d;] é dito ser um intervalo estrito caso dy < d;;

(iii) [do,d,] € um intervalo degenerado se dy = d;.

Informalmente, definimos: 16gicas proposicionais da vizinhanga estritas como sendo 0s
sistemas, dentre a colecdo de Ldgicas Proposicionais da Vizinhanga, que tem como dominio
temporal linearmente ordenado um conjunto constituido exclusivamente de intervalos estritos;
e légicas proposicionais da vizinhanga ndo-estritas como sendo os sistemas, dentre a coleg¢ao de
Logicas Proposicionais da Vizinhanga, que tem como dominio temporal linearmente ordenado
um conjunto constituido de intervalos, sendo estes intervalos estritos ou nao.

Podemos entender, também, o caso estrito como sistemas que ndo admitem intervalos
constituidos de um tinico ponto (intervalos degenerados do tipo [x, x]), enquanto que os sistemas
nao-estritos incluem intervalos degenerados (Goranko; Montanari; Sciavicco, 2003, p. 1139).

O caso de l6gica proposicional da vizinhanga ndo-estrita de Goranko, Montanari e Sci-
avicco (2003) € o que por vezes também chamamos apenas de Ldgica Proposicional da Vi-
zinhanca, por ser o fragmento proposicional da Logica da Vizinhanga de Chaochen e Hansen
(1997, 2004).

A Logica da Vizinhanca de Chaochen e Hansen €, além de modal, também quantifica-

cional. Ela contempla, dentre outros, os operadores [J,,[J;, O, e ;. Por estarmos interessados
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no comportamento algébrico destes operadores apenas, nos restringimos a parte proposicional
e modal da Légica da Vizinhanca.

Wojcicki (1984, p. 12) pontua que 16gicas podem ser apresentadas e definidas, princi-
palmente, por dois caminhos: sintaticamente e semanticamente. Porém, qualquer defini¢ao que
encontrarmos na literatura - do que pode ser uma logica - indicaré a necessidade da introducao
de sua linguagem inicialmente.

Desse modo, a seguir, nos desdobraremos na apresentacdo da linguagem da LPV™, da
semantica de seus conectivos e, por fim, introduziremos a base dedutiva, um sistema axioma-
tico para essa logica, componente de extrema importancia para o desenvolvimento dos futuros

resultados de Correcdo e Completude.

2.1.1 Linguagem proposicional

Para Wojcicki (1988, p. 7), podemos olhar para uma linguagem proposicional como
uma dlgebra abstrata, sendo o dominio dessa dlgebra um conjunto de férmulas, e as operacdes
os conectivos. Portanto, julga-se pertinente para o entendimento dessa abordagem a inclusao
de tépicos introdutérios sobre Algebra Universal, tomando principalmente a obra de Burris e

Sankappanavar (1981) como referencial.

Definicao 4 (Burris; Sankappanavar, 1981, p. 25-26) Para um conjunto ndo-vazio A e um in-
teiro ndo-negativo n definimos A° = {0}, e, paran >0, A" é o conjunto de n-tuplas de elementos
de A. Uma operagdo n-dria (ou fungdo) em A é uma fungdo f de A" em A (na usual notagdo
f:A" — A); né aaridade (ou rank) de f. Uma operacdo finitdria é uma operagdo n-dria, para
algum n. A imagem de (ay,...,a,) sob uma operagdo n-dria f é denotada por f(ay,...,an).
Uma operacdo f em A é chamada de operagdo nula (ou constante) se sua aridade é zero; é
completamente determinada pela imagem f(0) em A do tinico elemento O em AC. Portanto,
uma operacdo nula é vista como um elemento de A. Uma operacdo [ em A é undria, bindria

ou terndria se sua aridade é 1, 2 ou 3, respectivamente.

Definicao 5 (Burris; Sankappanavar, 1981, p. 26) Uma linguagem (ou tipo) para dlgebras é
um conjunto F de simbolos de fungoes tal que um inteiro ndo-negativo n é atribuido a cada
membro f de F. Esse inteiro é chamado de aridade (ou rank) de f, e f é dito ser um simbolo de

funcdo n-dria. O subconjunto de simbolos de funcdo n-drias em F é denotado por F,. Assim,
F=U Jn.

neN
Observacao 6 Na literatura, podemos encontrar também o conjunto de simbolos de funcoes
F sendo chamado de dominio de assinatura, sendo assinatura a familia composta por cada

subconjunto de simbolos de funcoes n-drias em F (Ferndndez, 2005, p. 10).

Definicao 7 (Burris; Sankappanavar, 1981, p. 26) Se J é uma linguagem para dlgebras, en-

tdo uma dlgebra U de tipo F é um par ordenado (A,F), em que A é um conjunto ndo-vazio e
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F é uma familia de operagoes finitdrias em A indexadas pela linguagem 3 tal que, para cada
simbolo de fungdo n-dria f em T, existe uma operacdo n-dria f= em A. O conjunto A é cha-
mado de universo (ou conjunto dominio) de A = (A,F), e as s sdo chamadas de operacées

fundamentais de 2.

Observacao 8 Por economia, optaremos sempre que possivel por omitir, e. g., o sobrescrito 2
de f*. Apenas quando necessdria a distingdo que indicaremos de qual estrutura a operacdo

advém. Ndo somente faremos com as opera¢oes, mas também com as relacoes.

Assim, uma estrutura algébrica, ou apenas algebra, € um conjunto ndo-vazio, chamado
também de dominio ou universo, munido de algumas (ou alguma) operacdes satisfazendo certas
identidades/axiomas.

Uma lei mais bdasica que deve ser satisfeita pelas estruturas algébricas € a lei de fecha-
mento: para qualquer elemento do dominio quando operado pelas operagdes da estrutura deve
resultar em um elemento do dominio. Em termos simples, se a operacdo nao resulta em um
elemento fora do conjunto dominio, entio ele é fechado para essa operacgao.

Nesse sentido, um caso de estrutura algébrica mais bdsica - no quesito satisfacdo das

identidades para as operagdes - € a dlgebra dos termos.

Definicao 9 (Burris; Sankappanavar, 1981, p. 68-69) Seja X um conjunto de (distintos) ob-
Jetos chamados de varidveis. Seja F um tipo para dlgebras. O conjunto T (X) de termos do tipo
J sobre X é o menor conjunto tal que:

) XUJFy CT(X);

(i) se p1,....,pn € T(X) e f € F,, entdo f(pi,...,pn) € T(X).

Definicao 10 (Burris; Sankappanavar, 1981, p. 71) Dados 5 e X, se T(X) # 0, entdo a dl-
gebra de termos do tipo F sobre X, escrito T(X), tem como seu universo o conjunto T (X), e as

operacoes fundamentais satisfazem:

fT(X) : <p17"'7pl’l> Hf(plu"wpl’l):
para f € Fpep; e T(X), 1 <i<n.

Agora vejamos que toda linguagem proposicional é constituida de trés componentes
(W¢jcicki, 1988, p. 12):

(1) um conjunto ndo-vazio de simbolos para as varidveis proposicionais;

(i1) um conjunto nao-vazio finito de simbolos chamados de conectivos ou operadores
l6gicos;

(ii1) um conjunto de regras gramaticais que define indutivamente o conjunto de todas as

formulas da linguagem a partir das varidveis e dos conectivos.
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Assim, torna-se evidente que uma linguagem proposicional satisfaz as condi¢des de uma
dlgebra dos termos. Logo, podemos usar essa no¢io para estabelecer a linguagem da LPV ™.

Para a linguagem da LPV ™, teremos constantes (conectivos de aridade O e, portanto, ele-
mentos do dominio), conectivos de aridade 1 (unérios) e aridade 2 (bindrios), com os seguintes

conjuntos contemplando a assinatura da linguagem proposicional da LPV™:

Fo={L,T} (2.1)
F1={=,0r0}; (2.2)
Fr ={V,A} (2.3)

A unido desses conjuntos d4 origem ao dominio da assinatura da linguagem:
{ViA =, 0,01, L, T} (2.4)

Consideremos Var = {p1, p2, p3,..., Pn} 0 conjunto de varidveis (proposicionais) da 4l-
gebra de termos da linguagem da LPV ™. Desse modo, definimos indutivamente o conjunto das

férmulas For da linguagem:

-VarUuJFy C For,
-se ¢ € For, como —,0,,0; € F1, entdo =@, 0,0, O € For,
-se @,y € For,como V,\ € J,,entdo ¢ VY, Ay € For.

Assim, varidveis proposicionais e as constantes para a contradicao e tautologia sdo for-
mulas. Qualquer elemento do dominio, se operado por algum conectivo l6gico, resulta também
em uma férmula.

Embora nio definidos inicialmente, na linguagem proposicional da LPV* considera-
remos também os conectivos —, <+, [, e []; para a implicacdo, bi-implicagdo, e os duais de
O« (para x € {r,1}), respectivamente. A inclusdo segue, como usualmente, pelas convencdes

notacionais, dados ¢,y € For:

Q= Y=oV, (2.5)

¢ yi= (9= Y)A (Y — @); (2.6)
O, := =0,9; (2.7)

U@ :==0;0. (2.8)

Desse modo, a regra de formagdo garante que os elementos ¢ — Y, ¢ < v, L,¢ e ;@
também sejam formulas.

Evocamos, entdo, a dlgebra das férmulas (ou dlgebra dos termos) da LPV™ por:

For = (For,V,\,—,0, 01, L, T).
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Observacao 11 Os conjuntos Var e For, e For, estdo para a nossa definicdo de linguagem
para LPV™ assim como X, T(X) e T(X) estdo para a dlgebra dos termos na definicdo de

Burris e Sankappanavar, respectivamente.

Definida a linguagem da LPV™ e sua respectiva dlgebra das férmulas, abordaremos, a
seguir, aspectos semanticos dessa logica.

2.1.2 Semantica

Existem distintas maneiras de se definir uma l6gica. A mais usual, no contexto abstrato,
¢ a de que uma légica é um par (A, C), constituido de um conjunto ndo-vazio A e um operador de
consequéncia C definido em A. Alguns podem considerar, ao invés do operador de consequén-
cia, uma relacdo de consequéncia (Fernandez, 2005, p. 12). As abordagens sdo equivalentes de
certa forma (Font; Jansana; Pigozzi, 2003, p. 17).

A abordagem do presente texto considera uma miscelania de autores e autoras em L6-
gica Matemdtica e Ldgica Algébrica como Font, Jansana e Pigozzi (2003), Rasiowa (1974) e
Wojcicki (1984, 1988). Assim, consideraremos uma légica como um par (For, =), em que For
€ o dominio e universo da linguagem proposicional - ou da dlgebra das férmulas - dessa l6gica
e I uma relagdo de consequéncia definida em For, i. e. = C P(For) X For.

A concepcgao € bastante simples. A Logica € caracterizada, principalmente, pelas infe-
réncias; assim, € razodvel que uma légica seja um universo de férmulas munido de uma relagao
de consequéncia que fard a separacdo, dentre as férmulas do dominio, o que é teorema do que
nao é, o que ¢é valido do que nao é.

Desde que haja a possibilidade de relagdes de consequéncia sintdtica e semantica, segue-
se a existéncia de, no minimo, duas apresentacdes possiveis para uma légica: sintaticamente e
semanticamente, como ja pontuado em tépico anterior.

Por agora, levaremos em consideracdo o caso da LPV™ e a apresentacdo de sua seman-
tica.

A introducgdo de sua semantica segue a usual apresentacdo de semantica de Kripke para
l6gicas modais normais, também chamada de modelo standard (Chellas, 1980, p. 67-68).

Em Chellas (1980, p. 67-68), um modelo standard € uma terna:

M = (W,R,P), (2.9)

tal que:

(i) W € um conjunto nao-vazio;
(i1) R uma relag@o bindriaem W (i. e. RC W x W);
(ii1) P € uma familia de fun¢des em que cada fungdo atribui a cada varidvel proposicional

um subconjunto de W (P = {P;};en tal que P, : {p;} — P(W), para p; € Var).
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O fragmento (W, R) é por vezes chamado de frame (Chellas, 1980; Blackburn, Rijke, Ve-
nema, 2001). Cabe destacar que existe a possibilidade do modelo admitir mais de uma relagdo
de acessibilidade (Blackburn; Rijke; Venema, 2001, p. 2). Assim, € plausivel considerarmos
uma familia de relagdes ao invés de uma dnica relagdo.

Usualmente, entende-se W por um conjunto de mundos possiveis ou estados. A relacio
R denota a relacdo de acessibilidade entre mundos e P; interpreta a varidvel proposicional p; no
conjunto de mundos possiveis em que a varidvel proposicional € satisfeita ou verdadeira, isso
se pensamos em um modelo para uma l6gica modal alética onde as modalidades [J e {) tomam
o lugar dos conceitos de “necessério” e “possivel”.

Para o caso da LPV™, haverd duas relacdes de acessibilidade, dado que os operadores
modais ocorrem tanto marcados com r quanto com /. Sendo LPV™" uma I6gica modal, temporal
e intervalar, é razodvel considerarmos - para a interpretacdo intuitiva da estrutura - intervalos

possiveis no lugar de mundos possiveis.

Definicao 12 (Goranko; Montanari; Sciavicco, 2003, p. 1141) Um frame de vizinhanga é uma
estrutura § = (I,R,L), em que I é um conjunto ndo-vazio de elementos e R, L sdo relacdes em
I(R,LCIXI).

Tomemos as seguintes propriedades para um frame de vizinhanca:

(FV1) R e L sao mutuamente inversas, i. e. (para x,y € I) se xRy, entdo yLx, e se xLy,
entao yRx;

(FV3) VaVy(3z(xLz A zRy) — Yw(xLw — wRYy)) e VxVy(3z(xRz A zLy) — Yw(xRw —
wLy));

(FV3) VaVy(3z3u(xLz AzLu) A3t (xRt AtLy) — x =yV (3j3k((xLj A jRkNkRy) V (XxLj A
JLK NKRY)))) e VaxVy(3z3u(xRz A zRu) A 3t (xLt AtRy) — x = yV (3jIk((xRj A jLk N kLy) V
(xRj A jRk NKLy))));

(FVy) YWVxVyVz((wRx AxRy AyRz) — (Ju(wRu AuRz))).

A relac@o L captura alguma nocdo sobre o passado, enquanto a relacdo R representa
alguma nocdo sobre o futuro. A expressdo xRy pode ser interpretada como “o intervalo y estd
a direita (ao futuro em relacdo ao x) e concatenado com o intervalo x”. Em outras palavras, y é

uma vizinhanga a direita de x, como ilustra a figura abaixo.

Figura 1 — Relagbes Re L

| | |
[ [ [

X y

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Se xRy e, portanto, y estd a direita e concatenado com o intervalo x, entdo também
podemos dizer que “x estd a esquerda (ao passado em relacdo a y) e concatenado com y”, o que

€ denotado por yLx. Esta no¢do é precisamente capturada pela propriedade (F'Vy).

Figura 2 — Propriedade (F'V;)

Fonte: Elaborado pelo autor.

As duas condic¢des da propriedade (F'V;) nos dizem que: se dois intervalos x e y par-
tilham do mesmo ponto inicial, entdo qualquer vizinhanga a esquerda de x ¢ também uma
vizinhanca a esquerda de y - a figura acima exemplifica esse caso; e se dois intervalos x e y

partilham do mesmo ponto final, qualquer vizinhanga a direita de x € também uma vizinhanca
a direita de y.

Figura 3 — Propriedade (F'V3), quando x =y

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 4 — Propriedade (F'V3), quando y C x

J k y

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 5 — Propriedade (F'V3), quando x C y

k J X

Fonte: Elaborado pelo autor.

Em relacdo as propriedades de (F'V3), se dois intervalos x e y partilham o mesmo ponto
inicial ou o mesmo ponto final, entdo sdo trés as possibilidades: (i) x e y podem ser iguais,
possuindo 0 mesmo comprimento; (i) y C x e o intervalo x € maior que o intervalo y; (ii1) ou

x C y e o intervalo x € menor que o intervalo y.

Figura 6 — Propriedade (F'Vy)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Ja a condicdo de (FV,), se ocorrem trés composi¢des em sequéncia, entdo existe um
intervalo o qual estd em composicao a direita do intervalo inicial da sequéncia de composi¢des
e a esquerda do intervalo final da sequéncia. Entendemos esse intervalo como a composicao

resultante entre os dois intervalos do meio da sequéncia.

Definicao 13 (Goranko; Montanari; Sciavicco, 2003, p. 1141-1142) Um frame de vizinhanga
de intervalos é uma estrutura § = (I,R,L), em que § é um frame de vizinhanca cujas relacdes
R e L satisfazem as propriedades (FVy), (FV3), (FV3) e (FVy).

Por enquanto, estamos na versdo mais abstrata do modelo/semantica relacional de LPV ™,
onde / € apenas um conjunto ndo-vazio de elementos quaisquer, e R, L relagdes arbitrarias de-
finidas em I x [ satisfazendo certas condi¢des. A seguir, serdo apresentadas demais condi¢des
para o frame de vizinhanga de intervalos que nos permitird a introducdo de uma versao mais

“concreta” da semantica dessa logica.

Definicao 14 (Goranko; Montanari; Sciavicco, 2003, p. 1142) Um frame de vizinhanca de
intervalos § = (I,R,L) é dito ser:

(i) ndo-estrito, se ¥x(Jy3z(xLy A yRz A\ zRx));

(ii) aberto, se Vx(3y(xLy) A Iz(xRz)),
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(iii) rico, se Vx(Iy(xRy AyRy) A Jz(xLz A zLz));

(iv) normal, se VxVy((Vz(zRx <> zRy) AYw(wLx <> wLy)) = x=1y);

(v) apertado, se VxVy((3z(xRz AzRy) A Iw(yRw AwRx)) = x =y);

(vi) conectado, se (VxVy)(((3z) (xLzAzRy)) V ((Iw3t) (xLw AwWRt AtRy)) V ((3s3r) (xLs A
sLr A rRy))) e (Vx¥y)(((3z)(xRz A zLy)) V ((Iw3t) (xRw A wRt AtLy)) V ((Fs3r)(xRs A sLr A

rLy))).

A condicdo de § ndo-estrito caracteriza precisamente a semantica das 16gicas proposi-
cionais da vizinhanca ndo-estritas, determinando que o dominio da estrutura modelo seja um
conjunto que admita intervalos degenerados. No exemplo abaixo, a condi¢ao de § ndo-estrito
s6 pode ser satisfeita caso z seja um intervalo de comprimento zero - um intervalo degenerado

- independentemente do comprimento dos demais intervalos x e y.

Figura 7 — Condig¢ao do frame nao-estrito

Fonte: Elaborado pelo autor.

O frame § € dito ser aberto pois a referida condi¢do implica no dominio linear temporal
ser um conjunto aberto, dado que, para qualquer intervalo da linha temporal, sempre haverd um
intervalo a esquerda e a direita.

A propriedade que caracteriza o frame rico assemelha-se a condi¢do do frame aberto -
para todo intervalo da estrutura, sempre haverd um intervalo a esquerda e outro a direita - no
entanto, esses intervalos sao degenerados. Um elemento dessa estrutura relaciona-se consigo
mesmo apenas quando se trata de um intervalo degenerado, pois, nesse caso, seu instante inicial
coincide com seu instante final, o que torna possivel a composi¢do do intervalo com ele préprio.

No caso de § normal, podemos interpretar a condicao como “se dois intervalos partilham
os instantes inicial e final (ou possuem a mesma vizinhanga a esquerda e direita), trata-se, entao,
de intervalos coincidentes”. E a propriedade de § apertado indica que os quatro intervalos que
ocorrem na férmula devem estar aglutinados e, portanto, coincidentes e degenerados.

Por fim, a condic@o que caracteriza o frame conectado, em certo sentido, diz que para
quaisquer intervalos x e y existem trés possibilidades: (i) eles tem o mesmo instante inicial
(ou mesmo instante final); (ii) o instante inicial de x ocorre antes do instante inicial de y (ou o
instante final de x ocorre antes do instante final de y); (iii) ou o instante inicial de x ocorre apds

o instante inicial de y (ou o instante final de x ocorre apds o instante final de y).

Observacao 15 Goranko, Montanari e Sciavicco (2003) ndo comentam sobre essas propri-

edades para o frame, apenas as definem. Os comentdrios feitos nesta dissertacdo refletem
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exclusivamente uma interpretacdo do autor que vos escreve, em uma tentativa de discutir sobre

o significado dessas propriedades.

Proposicao 16 Todo frame de vizinhanca de intervalos rico é ndo-estrito e aberto.

Demonstracdo: (Goranko;, Montanari; Sciavicco, 2003, p. 1142). 0

A seguir, € apresentada a definicdo da estrutura concreta, assim como Goranko, Monta-
narie Sciavicco (2003, p. 1143) se referem a ela, que servird como semantica de Kripke para
LPV™'.

Definicao 17 (Goranko; Montanari; Sciavicco, 2003, p. 1143) Uma estrutura de vizinhanca
de intervalos ndo-estritos é um frame de vizinhang¢a (I(D),R,L), em que 1(D) é o conjunto
de todos os intervalos em (D, <) e R,L sdo relagbes bindrias mutuamente inversas em I1(D)
definidas do modo que segue, dados dy,d;,dr € D:

(i) vRw sse v = [dy,d,] e w = [d},d>]; (w € uma vizinhanga a direita de v)

(ii) vLw sse v = [dy,dp) e w = [dp,d,]. (w € uma vizinhanca a esquerda de v)

Teorema 18 Se § é um frame de vizinhanga de intervalos apertado, rico, conectado e normal,
entdo § ¢ isomorfo a uma estrutura de vizinhanca de intervalos ndo-estritos.

Demonstracdo: (Goranko;, Montanari; Sciavicco, 2003, p. 1143). 0

Defini¢iio 19 Uma valoragdo restrita O para LPV™, com respeito a um frame de vizinhanca
§ = (I,R,L), é uma funcdo do conjunto de formulas atomicas, varidveis proposicionais, da
linguagem de LPV"™ em P(I), isto é, 0 : Var — P(I).

Desta maneira, a valoragdo restrita leva cada varidvel proposicional no conjunto de in-

tervalos em que esta varidvel é verdadeira ou satisfeita.

Definicao 20 Um modelo 0 para LPV*' é um par (§,0), ou uma quadrupla (I(D),R,L, D),
em que § = (I(D),R,L) é uma estrutura de vizinhanga de intervalos ndo-estritos e 0 : Var —

P(I(D)) é uma valoragdo restrita.

Se um intervalo temporal w no modelo ) satisfaz uma férmula ¢, ou ¢ € verdadeira no
intervalo temporal w de 901, entdo escreve-se (90, w) FE @. Quando for o caso de todo e qualquer
intervalo satisfazer a férmula, entdo € escrito apenas que 91 = ¢.

Indutivamente, define-se quando uma férmula ¢ € satisfeita ou satisfativel. Algumas
defini¢des de satisfatibilidade das férmulas sdo dadas sem a inclusdo da extensao da valoragdo
restrita para todo o conjunto das férmulas da linguagem, assim como as inicialmente apresenta-
das por Chellas (1980), Blackburn, Rijke e Venema (2001) e, até mesmo, definicao introduzida
por Goranko, Montanari e Sciavicco (2003) para LPV ™.

Na defini¢do que segue, entenderemos (9%, w) ¥ ¢ como “ndo € o caso que (9, w) F ¢”.

Usaremos, também, <= como simbolo metalinguistico para “se, € somente se”.
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Defini¢éio 21 Seja 9 = (I(D),R, L, 0) um modelo para LPV™'. Dados @,0 € For e {wi,wy, ...,
wn} C I(D), a satisfatibilidade de w € For é definida pelos itens a seguir:

(i) se y € Var, entdo (M, wy) F y <= w; € O(y);

(ii) se y = @, entdo (M,w)) F y < (M, w) ¥ ¢;

(iii) se Y = @ A 0, entdo (M, wy) F y <= (M,w1) E @ e (M,w)) F o,

(iv) se y = @V 0, entdo (M, w1) E y <= (M, w1) E @ ou (M, w)) F o (ou ambas);

(V) se y = O, entdo (M, w)) F y <= Iwy :wiRwy e (M, wy) E @;

(vi) se y = 0,0, entdo (M, wy) E W <= Iwy : wiLwy e (M, wy) E @;

(vii) se y = L, entdo Yw € I(D) : (M, w) ¥ y;

(viii) se y =T, entdo Yw € I(D) : (M, w) E .

A definicdo de satisfagdo acima apresenta apenas os casos dos conectivos 16gicos tidos
como primitivos na linguagem. A satisfacdo para os conectivos restantes pode ser facilmente

obtida a partir da defini¢do e abreviacio desses conectivos dada na linguagem.

Proposicio 22 Seja M = (I(D),R,L, D) um modelo para LPV*. Dados ¢,0 € For e {wy,wa, ...,
wn} CI(D):
(ix) se Y = @ — o, entdo (M, w) E y <= se (M, wy) E @, entdo (M, wy) F o;
(X) se Y = @ <> 0, entdo (M, w) E Yy <= (M,w) F @ se, e somente se, (M, w;) E o,
(xi) se y = 0,9, entdo (M, w) F y <= Ywy : se wiRwy, entdo (MM, wy) E @;
(xii) se v =, @, entdo (M, wy) E ¥ <= VYw, : se wiLwy, entdo (M, wy) E @.

Demonstragdo: Considere as defini¢oes desses conectivos na Subseg¢do2.1.1] O

No que diz respeito a satisfatibilidade das férmulas modais: (a) um intervalo satisfaz
O, se, e somente se, ha algum intervalo futuro ao intervalo de {,¢, que comega no mesmo
instante em que o intervalo que satisfaz {,¢ termina, e que satisfaz ¢; (b) um intervalo satisfaz
Q10 se, e somente se, hd algum intervalo passado ao intervalo de ¢;¢@, que termina no mesmo
instante em que o intervalo que satisfaz ;¢ comeca, e que satisfaz ¢; (c) um intervalo satisfaz
L1, se, e somente se, todo intervalo futuro ao intervalo de L, ¢, que comec¢a no mesmo instante
em que o intervalo que satisfaz [],¢ termina, satisfaz ¢; (d) um intervalo satisfaz [];¢ se, e
somente se, todo intervalo passado ao intervalo de [J;@, que termina no mesmo instante em que

o intervalo que satisfaz [];¢ comeca, satisfaz ¢.
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Figura 8 — Disposi¢do de formulas modais nos intervalos temporais

@ g
" - I 1 - ]
| | | | | |
a b e
Orh 0]
[ - I 1 - ]
| ] | | 1
b e c

Fonte: Retirado de Chaochen e Hansen (2004, p. 191).

A figura acima exemplifica o comportamento dos operadores ¢; e ¢,. Ha um intervalo
que satisfaz ¢ a esquerda de (passado a) ¢;¢, que termina no mesmo instante onde o intervalo
[b,e] de ;¢ comega. Logo, o intervalo [b,e] satisfaz a férmula ¢;¢. Simétricamente, hd um
intervalo que satisfaz ¢ a direita de (futuro a) {,¢ e que comega no mesmo instante onde o

intervalo [b,e] de ¢, ¢ termina, portanto, o intervalo [b, ¢| satisfaz a férmula ¢, ¢.

Defini¢ao 23 Uma férmula ¢ é vdlida em um modelo M = (I(D),R, L, D) para LPV™, deno-

tado por M E @, se, e somente se, € satisfeita em todo w € (D).

Na sequéncia, veremos o sistema axiomadtico proposto por Goranko, Montanari e Scia-
vicco (2003) para a LPV™*.

2.1.3 Base dedutiva

Uma base dedutiva, segundo Wojcicki (1988, p. 77), € uma terna:
(4,0,9), (2.10)

de modo que A contempla o conjunto de axiomas da base dedutiva (constituido de férmulas de
uma dada linguagem), ® denota o conjunto de regras-H e € o conjunto de regras-G.

As regras-H correspondem a regras de inferéncia no estilo da axiomatica Hilbertiana,
enquanto as regras-G seguem o estilo de “deducd@o natural" de Gentzen (1969, p. 68-103).
Eventualmente, alguma das componentes pode ser vazia.

A disposic¢ao feita em Goranko, Montanari e Sciavicco (2003, p. 1152) da base dedutiva
da LPV™ abarca apenas o esquema de axiomas e um conjunto de regras de inferéncia do tipo
H. Serd usado J# py+ para indicar o referido sistema axiomatico.

Por economia, indexamos * aos conectivos modais para indicar que a férmula pode

ocorrer fixados uniformemente * =r e * = [.

Esquema de Axiomas
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(Ax0) Tautologias do Célculo Proposicional Cléssico

(AxD) Oy (@ = y) — (Lo — Oiy)

(Ax2) U, — Os0

(Ax3) ¢ = L, 010 e @ = L,0r0

(Ax4) 0,019 — U010 € 00,0 — L1 00

(AX5) 0x0:0x9 — 01040

(Ax6) U,0190 — 010+0r@ V 01010-9 € L1019 — 0101019V 0,0-019

(AXT) @ AW Ao AW — Ou (@ AOy AL AOLY,), para qualquer n > 1.

Regras de Inferéncia

MP) @, =y / ¥
(RN) F ¢ / F O, @, para qualquer * € {r,1}.

O axioma (Ax0) sugere o cardter de extensdo da Logica Proposicional Classica da
LPV™, além disso indica que todo teorema cldssico também faz parte da axiomdtica.

O simbolo - em J# py+ € usado para a consequéncia sintdtica. Escreve-se I' - ¢ para
indicar que @ é consequéncia sintdtica ou dedutiva do conjunto de férmulas I'. Em particular, o
conjunto I" pode ser vazio, e entdo imprimi-se apenas - ¢, o que indica que ¢ é um teorema de

%PV+ .

Defini¢iio 24 Seja T'U{y} C For da linguagem da LPV". A férmula v é deduzida ou de-
rivada, em ¢ py+, do conjunto de formulas I', o que é denotado por I = y, se existe uma
sequéncia finita Q1,Qy,...,Q, de formulas, de maneira que para cada 1 < i < n um dos trés
casos ocorre:

(1) @; € um axioma,

(ii) ¢ € T

(ii1) ¢; € obtida de formulas que ocorreram anteriormente na sequéncia, por aplica¢do

de alguma regra de inferéncia do sistema H; py+, e Qn = Y.

Teorema 25 7, py+ € correto e completo para a classe de todas as estruturas de vizinhanga
de intervalos ndo-estritos.

Demonstracdo: Segue do resultado de corregcdo e completude de Goranko, Montanari e Scia-
vicco (2003, p. 1153). O

A identificacdo de algumas das férmulas mais usuais em sistemas modais, para este

trabalho, considera os desenvolvimentos de Chellas (1980) como base.
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Tabela 1 — Identificagdo de algumas férmulas e regras modais

Nome Disposi¢do da féormula ou regra

(RN) oFOo

(RM) o — ytOp — Oy
(RE) o< yHOp « Oy
(RR) oAy —okFOpANOy —UOo
(K)  O(e—vy)— (Op—Qy)
(T) Do — o

(D) Do — O¢

(B) ¢ — 00

(N) aT

(M) Cleny) —OenOy
(€) Do Oy —UO(eAy)
(R) O(eAy) <> OenOy

Fonte: Elaborado pelo préprio autor, com base em Chellas (1980).

Certamente, a versdo dos teoremas e regras de inferéncia abordada acima toma o co-
nectivo modal [J como o caso, mas a versdo para ) pode ser facilmente obtida dualizando—oﬂ
e. g., trocando as ocorréncias de [ por {, A por V e a ordenagdo das sub-férmulas diante da
implicacdo —. No decorrer do texto, indexaremos ao nome do esquema ou regra o operador ao
qual nos referimos. Vale ressaltar, também, que esta tabela ndo compreende todos os teoremas

e regras modais.

Definicao 26 (Chellas, 1980, p. 114) Um sistema de logica modal é normal se, e somente se,
contém a inter-definicdo entre os operadores modais duais e é fechado sob a regra (RK) @1 N\
N ANQ, = yEOe AUy A ... AQ@, — Oy

Teorema 27 Seja X um sistema de logica modal contendo a inter-definicdo entre operadores
modais. O sistema Y. é dito normal quando satisfaz uma das seguintes condigoes:

(i) X contém K e é fechado sob a regra RN;

(i1) X contém N e é fechado sob a regra RR;

(ii1) X contém N e C e é fechado sob RM;

(iv) X contém N, C, e M e é fechado sob RE.
Demonstracdo: Para a demonstragdo, conferir Chellas (1980, p. 116). 0

Pelo teorema enunciado, pode-se concluir que o sistema da LPV™ é um sistema normal
de l6gica modal, dado que em J# py+ temos o esquema K como axioma, mais precisamente o
(Ax1), e contém, também, a regra da necessitagdo (RN abreviadamente).

Ademais, por incluir os axiomas (Ax2) e (Ax3), na abordagem de Chellas (1980) nome-

ados por (D) e (B), podemos entender que o sistema da LPV™ €, a0 menos, um sistema KDB
1

A interesse do leitor, o processo de dualizacdo pode ser encontrado na se¢do 4.2 Replacement and duality de
Chellas (1980), para os desenvolvimentos do presente trabalho ndo o tomaremos em detalhes.
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na hierarquia das l6gicas modais normais. Logo, é plausivel pensarmos nas férmulas e regras

de inferéncia dadas na Tabela[I|como teoremas e regras em %} py+, consequéncia do Teorema

4.2 de Chellas (1980, p. 114).

Proposicdo 28 O sistema axiomdtico ¢, py+ garante as seguintes regras de inferéncia:

(i) (RMg,) @ — y =L — Ly,
(i) (RMo,)) ¢ — y = Uio — Oy,
(i) (RMy,) ¢ = ¥ = 0r@ — Ory;
(iv) (RMy,) @ — w =010 — Oy,
(v) (REn,) ¢ <> y 0,0 < Oy,
(i) (RED,) ¢ < y =10 < Oy;
(vii) (RE¢,) @ <> Y00 <> Ory;
(viii) (REq,) @ <> W= Q19 < Q1.
Demonstracdo:

e —yrUoe =0y

-y

Or(o—y)

(o= y) = (Lo —0y)
LU = Uy

AN W N~

() o — y=Lo— Ly

oy

il —y)

Ol = y) = (Cip — Oiy)
e — Uy

AN W N~

(i) ¢ — W 0,0 — Oy

Py

Y =0
ey —= U
-0 — Oy
- 0rp = Ory

L AN W N~

iv) @ = y =010 — Q1

-y
LUy —= U

AW~

O — Oy

Hipotese

(RN) em (1)
(Axl)

(MP) em (2) e (3)

Hipotese

(RN) em (1)
(Ax1)

(MP) em (2) e (3)

Hipotese

LPC em (1)

(RMp,) em (2)

LPC em (3)

Defini¢do de (1, em (4)

Hipotese

LPC em (1)
(RMEII) em (2)
LPC em (3)
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50190 = Q1w Definicdo de O; em (4)

De (v) - (viil): inicialmente, basta aplicarmos a definicdo de <, indicada durante o
desenvolvimento da linguagem proposicional da LPV™", isto é, @ <> w = (¢ — W) A (¥ — ¢);
em seguida, aplicar a simplificacdo - da Logica Proposicional Cldssica - na formula, gerando

QO — Y ey — @; porfim, aplicar as regras de inferéncia ja demonstradas em (1)-(iv). 0

Proposicao 29 As formulas listadas sdo teoremas em H; py-+:
@) (Bo,) 0010 — o;
(i) (By,) O:0,0 — o@;
(i) (M,) O (e Ay) — Lo ADry;
(iv) (Mo,) Li(e Ay) — Lo ALy,
V) (Mo,) OroV Ory — Or(@V ¥);
(Vi) (My,) G190V Ory — Oi(@ VvV ),
(vii) (Co,) Ore ALy — O (@ Ay);
(viii) (Co)) Lo ALy — Li(@ A y);
(ix) (Co,) Or(@V W) = Or@V Ory;
(x) (Co,) 1@V ) = Q10 Vv Ory;
(xi) (Ro,) Or(@ A ) < 0o ALy,
(xii) (Roy,) Ci(@ A y) < Dip AL y;
(xiii) (Ry,) Or@V Ory > Or(@V W),
(xiv) (Ry,) Q19 V 01y <> Oi(@ V w).

Demonstracdo:
@ oL — o
1. ¢ = 00,0;0 (Ax3)
2. 20 = 0,070 Substituicdo em (1)
3. 0,070 — o LPC em (2)
4. ==~ 00 — - Definig¢do de [, e O
5.0,000 — @ LPC em (4)

(ii) <>ZDr(P — @

1. o = 00,0 (Ax3)

2. 2@ — 00,0 Substituicdo em (1)

3. 000 — e LPC em (2)

4. ==O=0,20 — ——@ Definicdo de [J;

5.0:0,0 — @ LPC e Defini¢do de ) em (4)

(i) O-(@ A y) = Lo ALy



I.oANYy — @

2.0 \y =y

3. 0(oNy)— 00

4. O (ony) = Uy
5(0—=v)—=((9—0)—=(p—(yA0)))

6. (L(eny) =0 = (OleAy) = Oy) —
Or(eAy) = (OroALry)))

7. (Oony) = 0y) = (E(ony) = (Lo AL y))
8 O(ony)— OO yw

v) (e Ay) = O ANOy

I.oNYy — @

2.0 Ny =y

3. 0(eAy) = Ue

4. O(eAy) — Oy
5.(0—=y) = ((9p—0)— (9= (YA0)))

6. ([Li(oAy) —00) = (Li(eAy) = Liy) — (Ci(eA
v) — (e AOY)))

7. C(ony) = 0Oy) = (Li(eAy) = (Lip ADy))
8. Oi(eNy) = Lo ATy

V) OroV Oy — Or(@Vy)

1.o—(pVy)

22y —=(pVy)

3. 0rp — Qr((Pv V/)

4.0,y = 0@V y)
5(—0)=(y—o0)—=((eVy)—o0))

6. (0r@ = Or(@VY)) = ((Ory = Or(@VY)) = ((OroV
Ory) = Or(@VY)))

7.(0ry = Or(@Vy)) = ((0r@VOry) = Or(@Vy))

8. 0roV O W — Or(0 V)

vi) 010V Oy = O1(p V)

1L.o—(pVy)

2.y —(pVy)

3.010 = Qi(eVy)

4. Q1y — Qi@ V )
5(9—0)=(y—o0)=((eVy)—o0))

LPC

LPC

(RM5,) em (1)
(RMp,) em (2)
LPC

Substituicdo em (5)

(MP) em (3) e (6)
(MP) em (4) e (7)

LPC

LPC

(RMc,) em (1)
(RMp,) em (2)
LPC

Substitui¢do em (5)

3
—~~
(98]
N——
N
~~
=)

(MP) e
(MP) e

3
—~
N
SN—
Q
S
J

LPC
LPC

LPC
Substituicdo em (5)

(MP) em (3) e (6)
(MP) em (4) e (7)

LPC
LPC

LPC

30



6. (0190 = Qi(@V Y)) = (O1w = Ci(eVy)) = ((CroV

O1y) = Oi(eVy)))

7. (O1y = Qi(e V) = (019 VOrw) = Oi(eVy))

8 0roVOry — Or(@Vy)
(vi)) Lo ALy — Dr((P N I//)

L (pAy) =@

2. (Lo NOyw) = 0o

3. 0(Gro ALOry) — 0,00
4. 00,0 = ¢

5. 000 NOy) = @

6. (pAY) >y

7. (O AOyy) — O,y

8 OO NOry) — O,0,¢
9. 0,0y — vy

10. O/(Lro ADy) — v

11. (¢ = y) = (9 > 0) = (¢ = (YA 0O)))

12. (01(Cro AOy) = @) = (01(Tro AT Y) — ) —

(O1(EroAOry) = (9 AY)))

13. (01O ADry) = w) = (OO AL y) = (9 AY))

14. ) (Cro ANOry) = (@ Ay)

15. 000,00 A y) — O (@ Ay)
16. ¢ — 0,019

17. G, ANOy — 0,0/(0,0 AOy)
18. CroNO,w = O (@ Ay)

(viii) o Ay — O (@ A )

L(pAy)— o

2. (CionGry) —» Uie

3. 0O ANO ) — 0,00
4. 0,00 — @

5 0O nOiy) — @

6. (pAY) =y

7. (O AOhy) — Oy

8 O (o ny) — O0,0w
9. 0Ly — v

10. O (Lo AOy) — v
11. (¢ = y) = (¢ — o) = (¢ — (WA 0O)))
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Substitui¢do em (5)

LPC

Substituicdo em (1)
(RM,) em (2)
Prop. 29 (ii)

LPC em (3) e (4)
LPC

Substituicdo em (6)
(RMz,) em (7)
Substituicdo em (4)
LPC em (8) e (9)
LPC

Substituicdo em (11)

MP) em (5) e (12)
MP) em (10) e (13)
RMp,) em (14)
Ax3)

Substitui¢do em (16)
LPC em (15) e (17)

o~ o~~~

LPC

Substituicdo em (1)
(RMo,) em (2)
Prop.[29|(i)

LPC em (3) e (4)
LPC

Substituicdo em (6)
(RMy,) em (7)
Substituicdo em (4)
LPC em (8) e (9)
LPC



12. (O (e AOwyw) = @) = (Or(Oe ANOyw) — v) —  Substituicdo em (11)
(Or(EipALy) = (9 AW)))

13 (Or(Lio AL Y) — y) = (O (Lhip AL Y) — (@ AY))
14. 0, (O AOy) — (9 A )

15. 00 (00 AOyw) — O(e A y)

MP) em (5) e (12)
MP) em (10) e (13)
RMp,) em (14)

(
(
(
(

16. ¢ — 0,00 Ax3)

17. Do ANy — 0,0,.(0e AOyy) Substituicdo em (16)

18. 0o ANOhy — Oi(@ Ay) LPC em (15) e (17)

(ix) Or(@Vy) = Or@V Ory

1.o— (pVy) LPC

2. 0r0 — (Or@ VO, W) Substituicdo em (1)

3. 0 0r0 = Li(Or@ vV Ory) (RMry,) em (2)

4. ¢ — 00,0 (Ax3)

5.0 = (0,0 VOry) LPC em (3) e (4)

6. v — (V) LPC

7. 0ry = (Or@ VO, v) Substituicdo em (6)

8. 00w = 0(0r0VO,y) (RMp,) em (7)

9. v — 0,0,v Substituicdo em (4)

10. y — (0,0 VO, v) LPC em (8) e (9)
11. (¢ = 0) = ((y > 0) = ((¢Vy) = 0)) LPC

12. (¢ = T(0ro VO, y)) = (v — O(0ro VO,W)) —  Substituicdo em (11)
((‘P\/ l//) — Dl(Or(PVOrW)))
13. (y = 0i(OrV Ory)) = (V) = Li(0r@V Ory))  (MP) em (5) e (12)

14. (oVy) — 00,0 VO, y) (MP) em (10) e (13)
15. (@ VvV y) = O (0rp vV Ory) (RMy,) em (14)

16. 0,00 — ¢ Prop. 29 (i)

17. 0,0,(0ro VO, ¥) = 0oV Oy Substitui¢do em (16)
18. Or(@V Y) = 0,0V Oy LPC em (15) e (17)

x) Qi@ Vy) = Qr0VOw

I.o—(pVy) LPC

2. 0190 — (019 VO1¥) Substituicdo em (1)
3. 0,00 = 0,(010VOv) (RMn,) em (2)

4. ¢ =000 (Ax3)

5.0 = 0:(019VOry) LPCem (3) e (4)
6. vy — (pVy) LPC

7. 01y — (010 VvV O1y) Substituicdo em (6)



8. 00y = O,(C190 vV Or1y)

9. v —0,01¢

10. y — O,(010V O1y)

11. (¢ —0) = ((y = 0) = ((pVy) —0))

12. (¢ = 001V Ory)) — (v = O (019 V Ory)) —
(eVy) = 0010 Vo))

13. (y = 0 (019 V Ory)) = (e V) = 0 (010 VO1y))
14. (pVy) = 0,(010V O1v)

15. Qi(e Vv y) = 0;0,(0:0VO1v)

16. ;0,0 — @

17. 010,(010V O1w) — Q19 V Oy

18. Q1(@V y) = 10V Oy

xi) O (e Ay) + O.0 A NOw
Direto de Prop. 29| (iii) e (vii).

xii) Ui (@ A y) < Lo ALy
Direto de Prop. 29| (iv) e (viii).

(xiii) O;@ V O, ¥ < Or(@V YY)
Direto de Prop. |29 (v) e (ix).

xiv) 019V Ory > Oi(@ vV v)
Direto de Prop. 29| (vi) e (x).

Demais resultados na proposicao que segue.
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(RM:,) em (7)
Substituicdo em (4)
LPC em (8) e (9)
LPC

Substituicdo em (11)

(MP) em (5) e (12)
(MP) em (10) e (13)
(RM¢,) em (14)
Prop. 29| (ii)
Substitui¢do em (16)
LPC em (15) e (17)

Proposicao 30 Em S py+, as formulas a seguir sdo teoremas:

@ 0,00, <> Uro;
(i) ;0,00 <+ 0, 0;
@iii) O, 0,9 <> Or@;
(iv) 01010 < Q195
W) 0019 <> Or019;
(vi) L, 0,9 < 010+9.
Demonstracao:
A 00,0 < 0,0

1. ;0,0 — ¢
2. 0,000 = 0,0
30— 0,00

Prop. 29| (if)

(RMp, ) em (1)
(Ax3)



A W N~ L AN W N~ L AN W N~ L AN W N~

AN W N~

e = 00,00
. Oro - U000

(i) ;0,00 < O

O —
00,000 — 0o
.0 — 00,0
e — 000,09
e < 0,000

(111) OrDlOr(P — Or@

00— 0
000 — O0r0
.0 =00
- Or@ — O 00
- 0r < 0,000

iv) O;0,0190 < 019

00—
00010 — 019
.0 — 000
-0 — 01010
e < 00,00

(V) Dr<>l(P <~ <>r<>l(P

U= 00

0010 = 0010
- 0010 — 00,00
00190 < 0:010

(Vl) Dl<>r(P e <>l<>rq)

o= 09

000 — 0100
0100 = 10,0
00 < 0100

Substitui¢do em (3)
LPC em (2) e (4)

Prop. 29 (i)

(RMp,) em (1)
(Ax3)

Substituicdo em (3)
LPC em (2) e (4)

Prop. 29| (i)

Substituicdo em (1)
(Ax3)

(RMy, ) em (3)
LPC em (2) e (4)

Prop. 29| (ii)

Substitui¢do em (1)
(Ax3)

(RMy,) em (3)
LPC em (2) e (4)

(Ax2)

Substituicdo em (1)
(Ax4)

LPCem (2) e (3)

(Ax2)

Substituicdo em (1)
(Ax4)

LPCem (2) e (3)

34
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Os teoremas demonstrados até entdo, para a axiomdtica da LPV™, ndo sdo os tGnicos.
Resultados suplementares podem ser facilmente encontrados, e adaptados, em Goranko, Mon-
tanari e Sciavicco (2003) e de Chaochen e Hansen (1997; 2004). Além, € claro, da literatura em
l6gicas modais como Chellas (1980), Girle (2000) e Blackburn, Rijke e Venema (2001). Afinal,
como vimos que .7} py+ € um sistema KDB, teoremas e demais resultados relativos a esse tipo

de sistema podem ser trazidos para o caso da axiomatica da LPV™,

2.2 O ambiente algébrico

Findada a apresentaciio da LPV ™, iniciamos com a parte algébrica mais geral do traba-
lho.

2.2.1 Algebra de Boole

Algebras de Boole correspondem aos modelos algébricos da Légica Proposicional Clds-
sica (LPCﬂ Sdo ao menos duas as possiveis maneiras de se definir uma dlgebra de Boole,
pode-se optar pela caracterizacio via relacdo de ordem ou por meio das operacdes algébricas
(Morgado, 1962; Burris; Sankappanavar, 1981). Partiremos da caracterizacdo algébrica, porém,

obteremos a equivaléncia entre as duas abordagens no decorrer de nossos desenvolvimentos.

Definicao 31 (Burris; Sankappanavar, 1981, p. 71) Uma identidade de tipo F sobre X é uma

expressdo da forma
rP=q,
onde p,q € T(X).

Definicao 32 (Burris; Sankappanavar, 1981, p. 71) Uma dlgebra 2l de tipo F satisfaz uma

identidade
DXL,y Xn) R q(X1, ey Xn),
se para qualquer escolha de ay, ...,a, € A temos que:
A Uay,...,ap).

p(ay,...ay) =q

Se isso ocorre, dizemos que a identidade é verdadeira ou satisfeita em 2. Nesse caso,

escrevemos
A= p(xry e Xn) = q(X1, .y Xn),
ou de forma resumida
AE=p=gq.

Esse resultado pode ser facilmente consultado em (Bueno-Soler, 2004).

2
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Definicao 33 (Burris; Sankappanavar, 1981, p. 4) Uma dlgebra (L,V,\), sendo L um con-
junto ndo-vazio munido de duas operagoes bindrias \/,/\ : L X L — L, é chamada de reticulado

se satisfaz as seguintes identidades:

) xVyx~yVxex Ay yAx; (Comutatividade)
i) xV(yVz) = (xVy)VzexA(yAz) = (xA\y) Az (Associatividade)
(i) x~=xV(xAy) ex=xA(xVy). (Absorgdo)

No trabalho de Burris e Sankappanavar (1981) € incluido também a lei da idempoténcia

para a definicdo de um reticulado:
xVXcxexNAx=x. (2.11)

Porém, em Morgado (1962, p. 114) vemos que as dnicas identidades independentes sao
as leis da comutatividade, associatividade e absorcdo; a idempoténcia pode ser derivada a partir
da lei de absorcao.

A seguir, veremos a abordagem de reticulados via relacdo de ordem. Como a relacdo
parcial ja foi definida na Segéo [2.1] Defini¢do I} ndo incluiremos a defini¢ido aqui novamente.
Apenas relembremos que uma ordem parcial é uma relacdo que satisfaz a reflexividade, transi-

tividade e antissimetria.

Observacao 34 Na definicdo de identidade de Burris e Sankappanavar dada no inicio da atual
subsegdo, vimos que uma dlgebra satisfaz uma identidade p(xi,...,x,) ~ q(x1,...,x,) sempre
que p(ay,...,an) = q(ai,...,an) para qualquer escolha de elementos ay, ...,a, do dominio. Por-
tanto, daqui em diante, o leitor poderd se deparar com passagens onde é usado = no lugar de
~. Espera-se o ndo comprometimento do entendimento, pois estaremos considerando sempre
que a igualdade seja vdlida para “qualquer” elemento do dominio que substituirmos na for-
mula, e. g. ao invés de evocar que a identidade xV 'y =~ y\ x é satisfeita, apenas diremos que

xVy=yVx para qualquer x e y da estrutura.

Proposicio 35 Se (P,<) é uma estrutura parcialmente ordenada, entdo em (P,<) valem as
seguintes leis:

(i) para todo x € P, x < a —> x < b se, e somente se, a < b;

(1) para todo x € P, x < a <= x < b se, e somente se, a = b;

(ii1) para todo x € P, b < x =—> a < x se, e somente se, a < b;

(iv) para todo x € P, b < x <= a < x se, e somente se, a = b.
Demonstragdo: (i) [—>] Como a condi¢do vale para todo x, entdo vale para x = a. Assim, se
x=a,entdoa<a—=—a<be comoa<a, entdoa <b.

[<] Se x < a, como a < b, entdo x < b.

(ii) [=>] Como a condi¢do vale para todo x, entdo vale para x = a e x = b. Assim, se
x=a, entdoa<a<=a<be comoa<a, conclui-se que a < b.

Por outro lado, se x = b, entdo b < a <= b < b e, como b < b, conclui-se que b < a.
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Dado que a < b e b < a, temos que a = b.

[<] Se a = b, entdo a e b partilham exatamente as mesma propriedades e, entdo,
x<a<=x<bh.

(iii) [=>] Como a condigdo vale para todo x, entdo vale para x = b. Assim, se x = b,
entdob <b—a<be comob<b, entdoa<bh.

[<] Se b < x, como a < b, entdo a < x.

(iv) [=>] Como a condi¢do vale para todo x, entdo vale para x = a e x = b. Assim, se
x=>b, entdob < b<=a<be, comob<b, conclui-se que a < b.

Por outro lado, se x = a, entdo b < a <= a < a e, como a < a, conclui-se que b < a.

Dado que a < b e b < a, temos que a = b.

[<] Se a = b, entdo a e b partilham exatamente as mesmas propriedades e, entdo,
b<x<—a<ux U

Definicao 36 (Burris; Sankappanavar, 1981, p. 5) Seja A um subconjunto de um conjunto
parcialmente ordenado P.

(1) Um elemento s € P ¢ um limitante superior de A se a < s para todo a € A.

(i) Um elemento i € P é um limitante inferior de A se i < a para todo a € A.

(iii) Um elemento s € P é o menor limitante superior de A se s é um limitante superior
de Aea<s' paratodoa € A, implica que s < s'.

(iv) Um elemento i € P é o maior limitante inferior de A se i é um limitante inferior de

Aei' <a, paratodo a € A, implica que i’ < i.

Considerando {x,y} C P e P um conjunto parcialmente ordenado, chamaremos também
o menor limitante superior de {x,y} por supremo (denotado por sup{x,y}), e o maior limitante
inferior de {x,y} por infimo (denotado por inf{x,y}) (Birkhoff, 1948, p. 16).

Proposicdo 37 Em um conjunto parcialmente ordenado P, se o supremo e infimo de {x,y} C P
existem, entdo sdo unicos.

Demonstragdo: Suponha sy e sy supremos de {x,y}. Pela definicao de supremo, s\ < s, mas
também s, < s1. Portanto, decorre da antissimetria de < que s; = s;.

Uma prova andloga pode ser construida para o caso do infimo. 0

As operagdes bindrias V e A de um reticulado algébrico podem ser vistas como o su-
premo e o infimo entre dois elementos de uma estrutura parcialmente ordenada, assim como o
supremo e o infimo sdo duas operagdes bindrias que satisfazem a comutatividade, associativi-

dade e absorc¢do.

Proposicao 38 Cada estrutura algébrica de reticulado (P,\V,\) determina um conjunto parci-
almente ordenado P onde x\/'y = sup{x,y} e x \y =inf{x,y} em P.

Demonstracdo: A demonstracdo se divide em dois passos: (i) em P hd uma rela¢do de ordem

parcial e (ii) x\V y = sup{x,y} e x Ay = inf{x,y}.



38

Definimos uma relacdo < em P do seguinte modo, para x,y € P:
x<y<=xVy=y. (2.12)

(i) Como a idempoténcia é satisfeita em uma estrutura algébrica de reticulado (derivada
a partir das leis de absorgdo), entdo x < x e a relagdo < é reflexiva.

Suponha que x <y ey <z entdo xNy=yey\Vz=z Assim segue que x\ 7 =
xV(yVz) = (xVy)Vz=yVz=z portanto, x < z e a relagdo ¢ transitiva.

Por fim, suponha que x <y ey <x. EntdoxVy=y, yVx=xex =Y. A relacdo é
antissimétrica.

Neste caso, < pode ser vista como uma relacdo de ordem parcial.

Para o item (ii), precisaremos do fato de que xNVy =y <= x\y=x: xVy=y —
XN (xVy)=xAy=x=xAyexAy=x=—= (xA\y)Vy=xVy=—=y=xVy
Assim, xVy =x <= x\y=xXx.

(ii) Pela absorcdo (xVy) ANy =ye (xVy) Ax =x, entdo x,y <xVye x\y é um limitante
superior de {x,y}. Suponha um z € P tal que x < z e y < 7 (z é também um limitante superior).
Segue que yNVz=7=—=xV (yVz)=xVz=—=xV (yVz) =7= (xVy)Vz=1ze, entdo, x\Ny < z.
Isto €, em outras palavras, x\/'y é o supremo de {x,y}.

Pela absor¢do (x \y)Vy=y e (xA\y)Vx=x, portanto x \y < x,y e x \y é um limitante
inferior de {x,y}. Agora, suponha um z € P tal que 7 < x e 7z <y (z é um limitante inferior).
Segue que zNx=z7= (ZAX)\y=zAy = (ZAx) ANy =2=zA\(xA\y) =ze, entdo, 7 < x\Y.

Em outras palavras, x \y é o infimo de {x,y}. O

Proposicao 39 Cada estrutura parcialmente ordenada (P,<), em que para todo x,y € P existe
o inf{x,y} e o sup{x,y} em P, determina uma dlgebra de reticulado.
Demonstragdo: Considere (P, Y, \) de modo que Y : (x,y) — sup{x,y} e A : (x,y) — inf{x,y}.

(Associatividade) Seja (x Ay) Az= A{(x Ly),z} ex A (y A z) = A{x,(y A 2)}.

Da defini¢do de A, entdo A{(x Ly),z} <xAye A{(x Ay),z} <z Portanto, A{(x A
v),z} <xe A{(x Xy),z} <y, dado que x Ay = A\ {x,y} <x,y e < é transitiva. Por outro lado,
Mx,A2)} <xe AM{x,(yA2)} <y Az Assim A{x,(yL2)} <ye rA{x,(y A2)} <z dado
que y Az = I{y,z} <y,ze < étransitiva.

Por fim, temos que \{(x\y),z} <x,y,ze A{x,(yAz)} <x,y,z e, entdo, eles sdo limi-
tantes inferiores de x,y e z. Agora, como A é o maior limitante inferior, entdo A{(x\y),z} <
Mx, (yAz)}, mas também \{x,(yNz)} < A{(xAy),z}. Pela antissimetria de < obtemos que
M(xAy),z} = Mx, (yAz)} e, portanto, para o A a associatividade é vdlida.

A demonstragdo da associatividade do Y pode ser obtida dualmente a demonstragdo

dada para o \.
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(Comutatividade) x Ay = A {x,y} = A{y,x} =y AxexYy=Y{x,y} =Y{yx}=yYrx
Dado que {x,y} = {y,x}, entdo o supremo de um deve ser igual ao supremo do outro, de
maneira similar acontece para o infimo. Logo, a comutatividade é vdlida.

(Absorgdo) Existem duas possibilidade para \{x,y}: A{x,y} =x ou \{x,y} =y. Se
Mx,y} =y, entdo Y{ {x,y},y} = Y{y,y} =y. Por outro lado, se \{x,y} = x, entdo x <y
(dado que o infimo é um limitante inferior) e Y { A{x,y},y} = Y{x,y} =y e a absor¢do é vdlida.

0

Segue dos resultados acima as duas possibilidades de se definir um reticulado.

Corolario 40 Se (L,V,N\) é um reticulado algébrico e < uma relagdo em L definida como em
2.12)), entdo para x,y,z € L :
Dx<y<=xANy=x<=xVy=y,

(i) x<xVyey<xVy; (Limitante Superior)
) xAy<xexAy<y; (Limitante Inferior)
(v)sex<zey<gzentioxVy<z (Menor Limitante Superior)
(v)sez<xez<y,entdoz <xN\y. (Maior Limitante Inferior)

Demonstracdo: Segue inteiramente do fato de que todo reticulado algébrico determina um
poset munido de supremo e infimo. Isto é, segue da Proposicdo |38|e de sua respectiva demons-

tragdo. 0

Proposicao 41 Seja (L,V/,\) um reticulado algébrico e < uma relagcdo em L definida como em
(2.12), para w,x,y,z € L:
W) sex<yew<gzentdoxVw<yVz
(i) sex<yew <z entdox \w<yAz
Demonstracdo: (i) Pela hipotese x <y e w < z. Portanto, xNy =y, XNy =x, wNz=2ze
wAz=w. Assim, xVy=y= (xVy)V(wVz)=yV(wVz) = (xVy)V(wVz)=yVz=
(xVw)V(yVz)=yVz
() Sex<yew<gzentdoxVy=y, xANy=x,wVz=zewAz=w. Portanto, x \y =
x= (xAY)AWAZ)=xA(WAzZ) = (xAY)A(WAZ) =xAw= (xAW)A(YAZ) =xAw.
U

Definicao 42 (Burris; Sankappanavar, 1981, p. 10) Um reticulado distributivo é um reticu-
lado o qual satisfaz uma das seguintes identidades:
D xA(yVz) = (xAY)V(xAz); (Distributividade de N\ em V)
() xV(yAz) = (xVy)A(xVz). (Distributividade de \/ em )

Como Burris e Sankappanavar (1981, p. 10) pontuam, para definir um reticulado distri-
butivo basta apenas uma das condicdes acima, dado que um reticulado satisfaz (i) se, e somente
se, satisfaz (iiﬂ

3

Ver Teorema 3.2. de Burris e Sankappanavar (1981, p. 10).
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Definicio 43 (Burris; Sankappanavar, 1981, p. 25) Uma dlgebra (L,V,A,0,1), sendo L um
conjunto ndo-vazio munido de duas operacoes bindrias V,\ : L x L — L e duas constantes
0,1 € L, é chamada de reticulado limitado se, além de (L,\/,\) ser um reticulado, satisfaz as
seguintes identidades:
1) xAN0=0; (Elemento Absorvente de N)
i)xvl=l (Elemento Absorvente de V)

Assim como feito para o reticulado algébrico, podemos pensar em uma caracterizacao

para o reticulado limitado por meio da relacdo de ordem.

Definicao 44 (Morgado, 1961, p. 99) O elemento h de uma estrutura parcialmente ordenada

(P, <) é dito ser um minorante se, e somente se, h < x para todo x € P.

Definicao 45 (Morgado, 1961, p. 99) O elemento h de uma estrutura parcialmente ordenada

(P,<) é dito ser um majorante se, e somente se, x < h para todo x € P.

Proposicao 46 Em qualquer estrutura parcialmente ordenada, se existem o minorante e majo-
rante, entdo eles sdo 1inicos.

Demonstragdo: Suponha uma estrutura parcialmente ordenada (P, <) em que existam dois ele-
mentos my e my de tal forma que my < x e my < x para todo x € P. Desse modo, my < mj e
my < my. Donde segue que m; = my pela antissimetria da ordem parcial.

Analogamente obtem-se a unicidade do majorante. 0

A proposi¢do legitima a defini¢do do primeiro elemento (zero) e tltimo elemento (um)

em um poset.

Definicao 47 (Morgado, 1962, p. 28) Se existem em um conjunto parcialmente ordenado P:
(i) um elemento 0 tal que, para todo x € P, 0 < x, diz-se que 0 é o primeiro elemento da
estrutura;
(i1) um elemento 1 tal que, para todo x € P, x < 1, diz-se que 1 € o ultimo elemento da

estrutura.

Destaquemos a condic¢ao obtida para um reticulado algébrico durante o Corolério 40| (ou

ainda, durante demonstra¢do da Proposi¢ao [38):
x<y<&E=xVy=y<=xA\y=x, (2.13)

considerando o resultado acima, derivamos facilmente que 0 < x e x < 1 s@o condi¢des equiva-
lentes as condi¢des x A0~ 0 e xV 1~ 1 de um reticulado algébrico limitado. Ou seja, podemos
pensar no reticulado algébrico limitado como um poset com o supremo e infimo definidos para
cada par de elementos desse poset, onde existem o menor e maior elemento do sistema - in-
clusive, a estrutura algébrica toma o nome de limitado pois a mesma € superiormente limitada,
por conta de existir o majorante, e € inferiormente limitada, por existir o minorante (Morgado,
1961, p. 99).
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Proposicao 48 Se £ = (L,V,A,0,1) é um reticulado algébrico limitado e < uma ordem parcial
em Lvide (2.12), entdo:

(1) para qualquer x € L, 0 < x; (Menor Elemento)
(ii) para qualquer x € L, x < 1; (Maior Elemento)
(i) L= x VO~ x; (Elemento Neutro de \/)
(iv) EExA1=x (Elemento Neutro de M)
Demonstracdo: Imediato. Todos os items decorrem da aplicacdo do Coroldrio 40| (i) na Defi-
ni¢cdo || de reticulado limitado. U

Definicao 49 (Burris; Sankappanavar, 1981, p. 25) Uma dlgebra (L,V,N\,~,0,1), sendo L

um conjunto ndo-vazio munido de duas operagées bindrias V,/\ : L X L — L, uma operagdo

undria ~: L — L e duas constantes 0,1 € L, é chamada de dlgebra de Boole se, além de

(L,V,NA,0,1) ser um reticulado distributivo e limitado, satisfaz as seguintes identidades:
ADxAN~x==0;

(i) xV~x=1l.

Outras abordagens, como a de Rasiowa (1974, p. 112), chamam o reticulado limitado de
reticulado com zero e um. Para Rasiowa (1974, p. 112), em um reticulado com zero € um, um

elemento x € L € dito ser complementado se existe y € L tal que (c;) x Ay=0¢e (c2) xVy=1.

Proposicao 50 Seja £ = (L,V,A,0,1) um reticulado distributivo com zero e um (limitado). Se
x € L é complementado, entdo existe um tinico elemento em L que satisfaz (c1) e (c2).

Demonstracdo: Suponha que x\Na =0, xAN\b=0,xVa=1exVb=1. Devemos obter que
a=>b. Vejamos,a=aNl=aN(xVb)=(aNx)V(aNb) =0V (aAb)=(xAD)V (aNb)=
(xVa)Ab=1Ab=hb. O

Assim, dada a unicidade desse elemento, por vezes atribuimos a ele o nome de comple-
mento, ou ainda, atribuimos a ele uma operag¢ao unaria - como feito por Burris e Sankappanavar
(1981).

Se todo elemento do reticulado é complementado, podemos chamar a estrutura de reti-
culado complementado. Logo, usualmente evocamos algebras de Boole apenas por reticulado
distributivo e complementado; sendo que ao atribuirmos a ele o nome de complementado, ja

estamos pressupondo que ele seja limitado.

Proposicao 51 Seja £ = (L,V,N\,~,0,1) uma dlgebra de Boole e < uma relagcdo de ordem
parcial em L vide (2.12)), entdo:

HLE~@Vy)R~xA~yelE~(XAY)R~XV VY, (Leis de DeMorgan)
(i) ~0=1;
(i) ~ 1 =0;
(iv) LE ~~ xR X (Involugdo)

(v) para quaisquer x,y € L: x <y= ~y < ~Xx; (Inverte Ordem)
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(vi) para quaisquer x,y,z € L: x\y <z<=x<~yVz (Shunting-rule)
Demonstragdo: (i) Para mostrar que ~ (xV'y) = ~ x A\ ~y, basta verificar que (x\Vy)V (~
xA~y)=1le (xVy)A(~x A~y)=0, dado que, se este for o caso, entdo (~x N\ ~y) é
complemento de (xV'y), i. e., ~ (xVy) =~ x A~ y.

Primeiro passo, (xVy)V (~xA~y)=[(xVy)V~x]A[(xVy)V ~y] =[xV ~x)Vy|A
XV (yV~y)]=[1Vy|AxV 1] =1A1=1. Segundo passo, (xVy)A(~x A~y)=[xA(~x A~
WIVIA(~x A~y =[x A~x) Ay VI~ xA(y A~ y)] =[0 A~y V[~ xA0]=0V0=0.

A outra identidade segue dualmente.

(i1) Segue que 0V 1 =1e ON1 =0. Portanto, pela definicdo de complemento, 1 é
complemento de 0, isto é, ~ 0 = 1.

(ii1) Andlogo ao item (ii), segue que 1V 0 =1 e 1 N0 = 0. Portanto, pela definicdo de
complemento, 0 é complemento de 1, isto é, ~ 1 = 0.

(iv) Segue da definicdo de complemento. Naturalmente, se ~ x é complemento de x,
entdo x também é complemento de ~ x. Em outras palavras, ~~ x = x.

WMx<y=xVy=y=~@xVy)=~y=~xA~y=~y=~y<~ux

(V) xAy<z= (xAy)V~y<zVr~y=— (xV~y)A(yV~y)<~yVz=— (xV~
WAl <~yVz=xV~y<~yVz Comox<xVr~y entdox <~yVz

Por outro lado, x < ~yV 7= xA\y < (~yVZ)Ay=xAy < (~yAy)V (zAy) =
XAy <0V (zAy) = xAy <zAy. Como z\y <z entdo x \y < z. 0

Muitos sdo os resultados em dlgebras de Boole. Por conseguinte, elencamos nesta sub-
secdo apenas algumas propriedades mais bdsicas e suficientes para os desenvolvimentos poste-

riores.

2.2.2 Semianeis

Definicio 52 (Burris; Sankappanavar, 1981, p. 27) Uma dlgebra M = (M, *,¢€), sendo M
um conjunto ndo-vazio munido de uma operagcdo bindria x : M X M — M e uma constante
€ € M, é chamada de monoide se satisfaz as seguintes identidades:

(i) xx(yxz) &~ (x*xy)*z; (Associatividade)

() x*xE~xeExx X (Elemento Neutro)
Quando € o caso da operagdo * ser, também, comutativa, i. e.
M= xxy 2 y*x, (2.14)

entdo a estrutura € chamada de monoide comutativo, por vezes também chamada de monoide

abeliano.

Definicao 53 (Golan, 1999, p. 1) Uma dlgebra S = (S,+,0,0,1'), em que S é um conjunto
ndo-vazio, +,0: S xS — S sdo operacées bindrias e 0,1' € S sdo constantes, é dita um semianel

se.
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(i) o reduto (S,+,0) é um monoide comutativo;
(ii) o reduto (S,0,1") é um monoide;
(iii) & =xo(y+z) = (xoy)+ (x0z) e S = (x+y) oz~ (xoz) + (yoz); (Distributivi-
dade)
(iv) S F=x00~0eS =0o0x~0. (Elemento Absorvente)

Se a operacao + do semianel for também idempotente, i. e.
S Ex+x=ux, (2.15)

entdo a estrutura recebe o nome de semianel aditivamente idempotente (Golan, 1999, p. 3).
A partir de uma estrutura de semianel aditivamente idempotente S, podemos pensar na

inclusdo de uma relacdo de ordem parcial do seguinte modo, para quaisquer x,y € S:
x§6y<:>x+y:y. (2.16)
Vejamos que, de fato, a defini¢do caracteriza uma relagdo de ordem parcial.

Proposicao 54 Seja G um semianel aditivamente idempotente:

(1) a relagcdo <% é uma ordem parcial;

(i1) 0 € o menor elemento (minorante) para a ordem < S,
Demonstracdo: (1) Pela idempoténcia, segue-se que x+x = x e, entdo, vale a reflexividade
x<ux.

Sex<yey<gzentdox+y=yey+z=z Seguedai que x+z=x+(y+2z) =
(x+y)+z=y+z=2z eassimx <z, donde obtemos a transitividade.

Sex<yey<x entdox+y=yex+y=x. Segue que x=x+y=y evale aantissimetria.

Logo, conclui-se que < é uma relacdo de ordem parcial.

(i) Como 0 é neutro para +, entdo para qualquer x € S tem-se que 0+ x = x e, portanto,

0 < x para todo e qualquer x € S. 0

Em um semianel idempotente S, a constante 0 é o menor elemento (ou ainda, G é

limitada inferiormente), porém 1’ pode ndo ser o maior elemento.

Proposicio 55 Se (S,+,0,0,1") é um semianel aditivamente idempotente e < uma relagéo
definida para esta estrutura como em , entdo para quaisquer w,x,y,z € S:

Hx<y=—=x+z<y+z

(i)x<y=z+x<z+y;

() x<y=x0z<yoz

(iv)x <y=zox<zoy;

V)sex<yew<z entdoxow<yoz

(viysex<yew <z entdowox < zoy.
Demonstragio: () x<y=—x+y=y=— (x+y)+z=y+z= (x+y)+(z+2) =y+z=
(x+2)+(+z)=y+z=x+z<y+z
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(x<y=x+y=y=z+(x+y)=z+y= (z+2)+(x+y) =z+y= (z+x) +
(z+y)=z+y=z+x<z+y

(i) x<y=x+y=y= (x+y)oz=yoz= (x0z)+(yoz) =yoz=x0z<yoz

(V) x<y=x+y=y=zo0(x+y) =z0y== (zox)+(zoy) =zoy = zox < zoy.

(v) Comox<yew<z entdoxow <yoweyow < yoz Pela transitividade da ordem,
segue que xow < yoz.

(vi) Comox <yew <z entdowox <woyewoy< zoy. Pela transitividade da ordem,

segue que wox < Zoy. O

2.2.2.1 Subidentidades e operadores de dominio e codominio

Defini¢iio 56 Em um semianel aditivamente idempotente S = (S, +,0,0,1'), considerando uma
relacdo de ordem parcial < em S, denomina-se subidentidade todo elemento a € S tal que
a<l.

Para a definicao dos elementos tidos como subidentidades € suficiente que a estrutura
seja ao menos um semianel idempotente, dado que faz-se necessario a relacdo de ordem.
Consideraremos Sub(S) o conjunto de todas as subidentidadeﬂ de um semianel aditiva-

mente idempotente &. Assim,
Sub(S) ={a€S:a<1'}. (2.17)

Definidas as subidentidades em um semianel aditivamente idempotente, € possivel in-

troduzirmos as operacdes de dominio e codominio.

Defini¢iio 57 Seja S = (S,+,0,",0,1') uma estrutura algébrica em que o reduto (S,+,0,0,1")
é um semianel aditivamente idempotente, < uma ordem parcial em S e considere Sub(S) o
conjunto de subidentidades de G. Assim, o operador de dominio ™ : S — S é um operador
undrio que satisfaz as seguintes condi¢des, para quaisquer x € S e a € Sub(S):

1) x<Txox;,

(i) "(aox) < a.

Definicao 58 O operador de dominio "™ : S — S é dito modal se, e somente se, além de ser um
operador de dominio, satisfaz também a seguinte propriedade, para quaisquer x,y € S:
(iii) "(xo"y) <T(xoy).

Observacao 59 A partir de agora, reservaremos x,y,z para elementos arbitrdrios de S e a,b,c

para elementos necessariamente de Sub(S).

4 Em alguns trabalhos, como em Desharnais e Moller (2001), Desharnais, Moller e Struth (2003), Desharnais,
Moller e Struth (2004), os autores nomeiam esses elementos por fype ou fests. Como nos baseamos, principal-
mente, em Maddux (2006), optou-se por chamar esses elementos de subidentidades.
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Desharnais, Moller e Struth (2004), e Hofner (2007), colocam o operador de dominio
como na defini¢do acima, e no caso do operador também satisfazer a propriedade (iii) " (xo"y) <
"(xoy), entdo o semianel é chamado de semianel modal.

Todavia, existem abordagens levemente distintas na literatura. Hofner e Méller (2008)
e Moller (2004, 2007), por exemplo, definem o operador de dominio como um operador que
satisfaz as trés propriedades, enquanto que Desharnais, Mdller e Struth (2003) chamam de pré-
dominio se o operador satisfaz apenas as duas primeiras propriedades, e de dominio se também
satisfaz a terceira.

A abordagem do presente trabalho segue parcialmente como em Desharnais, Moller e
Struth (2004) e Hofner (2007).

Defini¢iio 60 Seja S = (S,+,0,7,0,1') uma estrutura algébrica em que o reduto (S,+,0,0,1")
é um semianel aditivamente idempotente, < uma ordem parcial em S e considere Sub(S) o
conjunto de subidentidades de S. Assim, o operador de codominio ' : S — S é um operador
undrio que satisfaz as seguintes condi¢des, para quaisquer x € S e a € Sub(S):

) x<xox';

(i) (xoa)" < a.

Definicao 61 O operador de codominio ' : S — S é dito modal se, e somente se, além de ser
um operador de codominio, satisfaz também a seguinte propriedade, para quaisquer x,y € S:
(iii) (xToy) T < (xoy)™

Vejamos que de ambas as definicdes de dominio e codominio é possivel obter que o

dominio e codominio sao subidentidades.

Proposi¢iio 62 Seja G = (S,+,0,7,7,0,1") um semianel aditivamente idempotente munido de
um operador de dominio e codominio, < uma ordem parcial definida em S e Sub(S) o conjunto
das subidentidades da estrutura. Em &, para qualquer x € S, {"x,x '} C Sub(S).

Demonstracdo: Das Definicoes e @] item (ii), e considerando que 1" € Sub(S) (dado que <
¢ uma ordem parcial e, portanto, 1" < 1'), segue-se que "(1'ox) < 1’ e (xo 1')7 < 1". Como 1

é o elemento neutro para o, entdo "x < 1" e x7 < 1. Logo, "x,x7 € Sub(S). O

2.3 O modelo algébrico

Apresentadas as dlgebras de Boole, a estrutura de semianel, os elementos chamados de
subidentidade e operadores de dominio e codominio, temos meios o suficiente para a introducao
da élgebra da vizinhanga, a estrutura pensada como contraparte algébrica da parte proposicional

e modal da Légica da Vizinhanca.
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2.3.1 Algebra da vizinhanca

Defini¢do 63 Uma dlgebra A = (A, Y, A,0,~,7,7.0,1,1"), sendo A um conjunto ndo-vazio
munido de trés operagoes bindrias Y, A,0: A X A — A, trés operagoes undrias ~," ;11 A — A
e trés elementos 0, 1 e 1' de A, é chamada de dlgebra da vizinhanga se, e somente se:

(i) o reduto (A, Y, A,~,0,1) é uma dlgebra de Boole;

(i) o reduto (A,0,1") é um monoide;

(i) A E=xo(yYz) = (xoy) Y (xoz) e A= (yYz)ox~ (yox) Y (zox),

(V) AEx00~0eA=0ox~0;

(v) " e 'sdo operadores de dominio e codominio modais, respectivamente.

Como (A, Y, A,~,0,1) é uma dlgebra de Boole, por < entenderemos uma relagdo de

ordem parcial definida como a encontrada na Proposi¢do [38] a saber:
XRy<=xYy=y (<= xAy=x). (2.18)

Nota-se ainda que (A, Y, 0,0, 1’) é um fragmento da dlgebra da vizinhanga que satisfaz as condi-
coes de uma estrutura de semianel aditivamente idempotente. Desse modo, todos os resultados
obtidos para dlgebras de Boole e semianeis podem ser trazidos para o caso da dlgebra da vizi-
nhanga. Dada a relagdo de ordem parcial < e (A, Y,0,0,1’) sendo um semianel aditivamente
idempotente, consideramos também a existéncia das subidentidades Sub(A) da dlgebra da vizi-

nhancga.

Defini¢do 64 Em uma dlgebra da vizinhanca 2, para o conjunto Sub(A) C A, define-se uma
operagdo undria — : Sub(A) — Sub(A) do modo que segue:

—a:=~ail.

Na proposicao a seguir, constataremos que — caracteriza precisamente uma operacao de

complemento para as subidentidades e que ela estd bem definida para esse conjunto.

Proposicio 65 Seja A uma dlgebra da vizinhanga e a,b € Sub(A) C A. As seguintes assercdes
sdo vdlidas:

(i) 0,1" € Sub(A);

(ii) o conjunto Sub(A) € fechado para as operacdes Y, A e o;

(ili)aob <a A b;

(iviai(—a)=0eaY (—a)=1;

(V) a operagdo o é idempotente em Sub(A);

(vi)aob =a A b, para todo a,b € Sub(A).
Demonstracdo: (i) Dado o reduto booleano da dlgebra da vizinhanca, entdo 0 é o menor ele-
mento e, portanto, 0 < 1'. Logo, 0 € Sub(A). Pela reflexividade da ordem, tem-se que 1’ <1’ ¢,
portanto, 1" € Sub(A).
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(i) Se a,b € Sub(A) C A, entdo a < 1" e b < 1. Donde segue que a Y b < 1’ e, portanto,
aY b € Sub(A). Por outro lado, a A\ b < 1" A 1" =1' ¢, assim, a A b € Sub(A). No caso da
operagdo o, a = 1" = aob < 1"ob. Como 1’ é neutro para a operagéo e b < 1', segue que
aob=<b=1". Logo, aob <X 1. Assim, pode-se concluir que Sub(A) é fechado para as operacdes
Y, A eo.

(i)a<1=aob=<1ob=aob<beb=<1 = aob=<aol'=aob=<a. Donde
segue que aob < a A b.

(iVyai(—a)=ai(~arl)=(ai(~a)L1"=0A1=0.

aY(—a)=aY (~ail)y=(aY(~a) A(aYl'y=1A(aY1)=aY 1. Dado que
a=<1 entdoay 1 =1".

(v) Como a <1, entdo aca < 1'oa = a. Por outro lado, a=1"oca= (aY (—a))oa

(aca)Y (—aoca). Comoaoa<aoae —aoa = —a Aa pelo item (iii), segue que (aoca)Y
(—aoca) <X (aca)Y (—aAia) e assim, (aca)Y (—aoca) <X (aca) YO = (aca)Y (—aoca) <
(aca) =>a=<aoca. Logo, aca=a.

(vi) Para demonstrar que aob = a A b, mostraremos que a A b < aob, dado que jd
foi demonstrado que aob =< a A b no item (i11). Segue que a A\ b < a e a A b X b implica em

(a AD)o(aAb) = aob. Como vale a idempoténcia para o, conclui-se que a Ab < aob. 0J

Pela proposi¢ao acima, o conjunto Sub(A) é fechado para as operagdes Y, A e o, tem
0 e 1’ como menor e maior elemento, respectivamente, € nele hd definido um operador de
complemento. Nao somente ¢ definido o complemento em Sub(A), mas também todo a €
Sub(A) tem seu complemento em Sub(A): basta verificarmos que pela definicdo —a = ~ a A
1’ < 1" e, portanto, —a € Sub(A). Assim, é possivel perceber que em Sub(A) temos uma dlgebra
de Boole.

Corolario 66 O fragmento (Sub(A),Y (o), A,—,0,1") de uma dlgebra da vizinhanga 2\ é uma
dlgebra de Boole.

Demonstracdo: Consequéncia da proposicdo anteriormente apresentada. 0

Proposicao 67 Em uma dlgebra da vizinhanca 2, as seguintes afirmacoes valem para a,b €
Sub(A) e x € A:

(i) (aAb)ox=(aox) A (box)exo(alb)=(xoa) A (xob);

(ii)) ~ (aol)=—aol e~ (loa) =10(—a);

(i) xoa = x;

(iv) aox < x;

V)x=xo0l;

(vi)x<1ox;

(vil) 1ol =1.
Demonstragdo: (i) Vejamos que a A\b =a—=— (a Ab)ox <aoxealb<b=— (aAb)ox=
box. Portanto, (a Ab)ox < (aox) A (box). De forma andloga, ocorre que a A b < a —>
xo(aAb)2xoaealb=<b=x0(aAib)Xxob. Portanto, xo(a Ab) < (xoa) A (xob).
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Para este lado da desigualdade ndo precisamos do fato de a e b serem subidentidades,
mas para o outro lado precisamos da condigdo.

Para o outro lado, (aox) A (box) =1"0((aox) A (box)) = (aY (—a))o((aox) A
(box)) = (ao((aox) A (box)))Y (—ao((aox) A (box))). Como (aox) A (box) Xbox =
ao((aox) A(box)) <ao(box)e(aox) A(box) 2aox=— —ao((aox) A (box)) X —ao(aox),
segue que (ao ((aox) A (box))) Y (—ao((aox) A (box))) <X (ao(box))Y (—ao(aox)).
Por fim, (ao(box))Y (—ao(aox)) = ((aob)ox)Y ((—aca)ox) = ((aib)ox)Y (0ox) =
((aAb)ox) YO = (aAb)oxe, assim, (aox) A (box) = (aAb)ox.

Para o outro caso, (xoa) A (xob) = ((xoa) A (xob))ol' = ((xoa) A (xob))o(bY
(=b)) = (((xo0a) A (xob))ob) Y (((xoa) A (xob))o—b). De forma andloga ao pardgrafo
acima, (((xoa) A (xob))ob)Y (((xoa) A (xob))o—b) X ((xca)ob)Y ((xob)o—b). E
como ((xoa)ob)Y ((xob)o—b) = (xo(aoh)) Y (xo(bo—b)) = (xo(arb))Y (x00)=
(xo(aAD))YO=xo0(aAb), entdo (xoa) A (xob) <xo(aAb).

(ii) Esta demonstragcdo segue dois caminhos, serd visto que (aol)Y (—aol)=1¢e
que (aol) A (—aol) =0 e dai, que (—aol) é o complemento (aol), ou ainda, que ~
(aol)=(—aol). Assim: (aol)Y (—aol)=(aY (—a))ol=10l=1e(aocl)A(—aol)=
(@A (—a))ol=001=0.

Analogamente, tem-se que (10a) Y (lo—a) =1o(aY (—a))=101"=1e(loa) A(lo
—a)=1lo(aA(—a))=100=0. Assim, conclui-se que (10 —a) é o complemento (10a), isto
é,~ (loa)=(lo—a).

(iii) Como a € Sub(A), segue que a <= 1’ = xoa <xo01' = xoa < x.

(iv) Do mesmo modo, como a € Sub(A), segue que a < 1" = aox < 1'ox= aox < x.

(v) 1" 21 = x01"<Xx01. Dado que 1’ é neutro para o, entdo x < xo 1.

(vi) 1" <1 = 1"ox < 1ox. Como 1’ é neutro para o, entdo x < 1ox.

(vil) Certamente 101 < 1. Por outro lado, utilizando os itens anteriores 1 <101 e,

portanto, 1 =101. O

Proposicao 68 Se 2 é uma dlgebra da vizinhanga, entdo valem as seguintes afirmagoes, para
x€Aeac Sub(A):
(1) "x 2a=—= x=<aoxse e somente se, x X" xox;
(ii) x aox = "x < a se, e somente se, "(aox) < a.
Demonstragdo: (i) [—>| Como "x < "x e, pela hipdtese, "x <"x = x <X "xox, entdo x < "xoux.
[<] Se "x < a, entdo "xox =< aox. Como, por hipdtese, x < "xox, pela transitividade
de =<, obtém-se que x < aox.
(ii) [=>| Certamente aox < aox e, pela idempoténcia, segue-se que aox < (aoa)oxe,
pela associatividade, que aox = ao (aox). Utilizando a hipdtese, conclui-se que "(aox) =< a.
[<=]| Como a € Sub(A), entdo a < 1. Assim, aox < 1'ox e como 1’ é neutro para a
operagdo o, entdo aox = x. Dado que x < aox, entdo x = aox. Pela hipdtese "(aox) < ae,

portanto, "x =< a. OJ
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Decorre do resultado acima que uma outra possibilidade para se definir o operador de

dominio seria pela juncdo dos itens (i) e (ii):
x=<agox<="x<a. (2.19)
Simétricamente, obtém-se esse resultado para o operador de codominio.

Proposicao 69 Se 2 é uma dlgebra da vizinhanga, entdo valem as seguintes afirmagoes, para
x€Aeac Sub(A):

(1) x'=a=— x<xoa se, e somente se, x X xox ;

(il) x R xoa = x ' < a se, e somente se, (xoa)' < a.

Demonstragdo: (i) [—>| Como x' < x7, entdo, pela hipdtese, x ' <x' = x < xox e, portanto,
temos que x X xox .

[<] Sex™ < q, entdo xox < xoa. Como, pela hipdtese, x < xox™, com a transitividade
de <X obtém-se que x < xoa.

(ii) [=>] Considerando que xoa < xoa, pela idempoténcia de o, segue que xoa =
xo(aoa) e pela associatividade, xoa < (xoa)oa. Utilizando a hipdtese, conclui-se que
(xoa)? < a.

[<=] Como a € Sub(A), entdo a < 1'. Assim, xoa < xo1" e como 1 é neutro para a
operagdo o, entdo xoa =< x. Dado que x < xoa, entdo x = xoa. Pela hipotese (xo a)—' <ae,

portanto, x ' < a. O

Como consequéncia do resultado acima, a juncao dos itens (i) e (ii) culminam em uma

nova propriedade e possibilidade de se definir o operador de codominio:
x'Ra<—=x=<xoa. (2.20)

A seguir, demonstraremos uma outra propriedade que nos serd ttil no decorrer dos de-

senvolvimentos.

Proposicao 70 Dada uma dlgebra de vizinhan¢a 2, x € A e a € Sub(A):

(1) "x<a<= —aox=x0;

(i)x'Ra<=x0—a=x0.
Demonstracdo: (i) Dado que " x < a <= x < aox, como resultado da Proposigdo@ resta-nos
mostrar que x 2 aox <= —aox = 0.

[=]x<aox= —aox<—ao(aox) = —aox < (—aoca)ox = —aox < 0ox =
—aox <0;

[<=] —aox 20 = (aox) Y (—aox) <X (acx) YO= (aY —a)ox Zaox=—1"ox =<
aox —Xx=<aoux.

(i1) Dado que x ' X a <= x < xoa, como resultado da Proposigdo@ resta-nos mostrar

que x 2 xoa <= xo—a =<0.



50

[=]x=2x0a=x0—a=(x0ca)o—a=xo—a=<xo(ao—a) = xo—a=<x00=
xo—a=0;

[<=]|x0o—a=<0= (x0a)Y (xo—a) X (xoa) YO=xo0(aY —a) Sxoca=—xol' =<
xoa=—=x<xoa. O

Com esses resultados e definicdes, demonstraremos a validade de algumas propriedades

das algebras da vizinhanca relativas aos operadores de dominio e codominio.

Proposicao 71 Seja 2 uma dlgebra da vizinhanca e " : A — A um operador de dominio modal
em Q. Para quaisquer x,y € A e a € Sub(A) C A:
1) "x<0<=x=x0;

(1) "a=a;

(i) "("x) ="x;
@iv)"0=0;

V)" (—a) = —"a;

(vi)x ="xo0x;

(vi)x X Txol;

(viil) "(x Yy) ="x Y Ty,

(x)x=y="x="Ty

(x) "(xAy) 2 Tx ATy

(xi) "(aox) =ao"x;

(xii) "(xoy) X (xo"y),

(xiii) "(xoy) =" (x0"y);

(xiv) "1 =1';

(xv) ="x 2 (~x).

Demonstracdo: (i) Como x R aox <= "x =< a, paraa=0, tem-se que " x X0 <= x <X Qox <=
x =<0.

(i1) Da Definicdo (i), para x = a, tem-se que a < "aoa. Como a é subidentidade,
entdoa =< 1"e, assim, "aca<"aol' = "aoa<"a. Comoa<"aoae " aoa = "a, conclui-se
que a < "a.

Por outro lado, da Definigdo|57|(ii), "(ao 1) < a e como aol’ = a, entdo "a < a. Por
fim, sea="ae"a=a,entdo"a=a.

(iii) Dado que "x € Sub(A), segue do item (ii) que " ("x) = "x.

(iv) Como 0 € Sub(A), entdo "0 = 0.

(v) Como a,—a € Sub(A), entdo, pelo item (ii), " (—a) = —a = —"a.

(vi) Da Defini¢ao[57)(i), segue que x < "xox. Por outro lado, como "x € Sub(A), entdo
"x < 1" e, portanto, "xox < 1'ox => "xox < x. Logo, "xox = x.

(vid)x=<1="Tx0x=<"x01le comox="xox, entdox <"xo1l.

(viii) Da Proposi¢ao (70| (i), "(x Yy) = a <= —ao (x Y'y) = 0. Dos reticulados, tem-se
que —ao (xYy) X0<= (—aox)Y (—aoy) 20<= —aox<0e —aoy=0.
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Usando novamente a Proposicdo (i), tem-se —aox <0e —aoy <X0<= "x=<ae
"'vy<a<—="xYy"y<a

Como "(xYy) Ra<= "xY "y <a, para qualquer a € Sub(A), utilizando Proposi¢cdo
(iv), conclui-se que "(x Y y) ="x Y "y.

(ix) Pela hipotese temos que x =y e, portanto, pela definicdo da ordem, x Y 'y =y. Assim,
xy=xYy=y="xYy)=y="xYTy="y=—"x <"y

(x) Como x Ly 2 x,y, entdo ™ (x L y) =X "x,"y pelo item acima. Assim, com a Proposi¢do
KO (v), segue que "(x L y) < "x A y.

(xi) Da condi¢do (ii) da definicdo de dominio, segue-se que " (aox) < a. Agora, como
aox = x, entdo " (aox) X "xe, portanto, "(aox) <a A"x=ao"x.

Por outro lado, pela definicdo de dominio modal, se tomarmos x = a e y = x, entdo
segue que " (ao"x) X" (aox). Como a,"x € Sub(A), entdo ao"x € Sub(A) e assim, pelo item
(ii), segue que "(ao"x) = ao"x. Logo, conclui-se que ao"x <" (aox).

Por fim, se "(aox) Rao"xeao"x X" (aox), entdo " (aox) =aox

(xii) Vejamos que xoy =xo (Tyoy) = (xo y)oy=("(xo"y)o(xo y))oy="(x0"y)o
((xoTy)oy) ="(xoy)o(xo(Tyoy)) ="(xoy)o(xoy). Assim, xoy X (xoly)o (xoy).

Mas, pela Proposicdo [68] "(xoy) < T(xoTy) <= xoy <" (xoy)o(xoy). Logo,
"(xoy) X" (xo"y).

(xii1) Segue do item anterior e da condi¢do (iii) da defini¢do de dominio modal.

(xiv) Considerando que "1 € Sub(A), entdo "1 < 1. Por outro lado, 1’ < 1 e, pelo item
(ix), "1" <"1. Dado que "1' =1/, entdo 1’ <" 1. Por fim, se "1 <1 e 1" <"1, entdo™1 = 1'.

(xv) Como 1" ="T1="(xY ~x) ="xY " (~x), entdo 1" <"xY " (~x). Porfim, 1=
XY T (~x) <= 1T A(—x) T (~vx) <= Vo (—Tx) XT(~x) <= —"x X" (~x). O

Simétricamente, tem-se os mesmos resultados para o operador de codominio.

Proposicao 72 Seja 2l uma dlgebra da vizinhanga e ' : A — A um operador de codominio
modal em . Para quaisquer x,y € A e a € Sub(A) C A:
Dx"'20<=x=<0;

(i) a'=a;

(i) (x ) '=x";
(iv) 07 =0;

(V) (_a)—l — _a—l’.

(viy)x =xox;
(viDx<1ox;

(viii) (x Y y) T =x"Yy
(x)x=y=x'=2y"
(X) (xAy) T =2xTAY
(xi) (xoa)T=x"oa,
(xii) (xoy)" = (xToy)™;
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(xiil) (xoy) = (x"oy)

(xiv) 17 =1

(xv) =x 1 =L (~x)"

Demonstracdo: (1) Como x ' < a <= x 2 xoa, paraa =0, tem-se que x ' R0 <= x <x0(0 <=
x=0.

(i1) Pela Definicdo [EO] (i), para a = x, tem-se que a < aca’. Como a é subidentidade,
entdoa = 1"e, assim, aca’<1'oa’ = aoa"<a”. Comoa=<aoa'eaoa'<a’, conclui-se
quea=<a'.

Por outro lado, da Defini¢cdo |60, (ii), (1'0ca) < a e como 1" oa = a, entdo a” < a. Por
fim,sea=a'ea'=a, entdoa'=a.

(iii) Dado que x € Sub(A), segue do item (ii) que (x ) =x".

(iv) Como 0 € Sub(A), entdo 0" = 0.

(v) Como a,—a € Sub(A), entdo, pelo item (ii), (—a)'= —a = —a’\.

(vi) Da Defini¢do 60| (i), segue que x = xox . Por outro lado, como x™ € Sub(A), entdo
x1=1"e, portanto, xox ' < xol' = xox < x. Logo, xox = x.

(vi)x=<1=x0ox"'=<1ox'e, comox=xo0x", entdox <X1ox.

(viii) Da Proposi¢iol70] (i), (x Y y)" < a <= (x Y y)o—a < 0. Dos reticulados, tem-se
que (xYy)o—a=0<= (xo—a)Y (yo—a) R0<=xo0—a=<0eyo—a=<0.

Usando novamente (ii), tem-se que xo—a < 0eyo—a<0<=x"<aey ' Ra<=
x'Yy'<a.

Como (xYy)! Ra<=x"Yy'=<a, para qualquer a € Sub(A), utilizando a Proposi¢do
(iv), conclui-se que (x Yy) '=x"Y y.

(ix) Pela hipotese temos que x Xy e, portanto, pela definicdo da ordem, x Y 'y =y. Assim,
xXy=xYy=y=(xYy) =y '=x'Yy' =y'=x"<y"

(x) Como x Ay < x,y, entdo (x A y) " <x 1,y pelo item acima. Assim, com a Proposi¢do
(v), segue que (x Ay) T <x Ay

(xi) Da condigdo (ii) da defini¢cdo de codominio, segue-se que (xoa)™ = a. Agora, como
xoa =< x, entdo (xoa) < x'e, portanto, (xoa)' <x'Aa=x"oa.

Por outro lado, pela definicdo de codominio modal, se tomarmos y = a, entdo segue que
(xToa)? <X (xoa)™. Como a,x € Sub(A), entdo x'oa € Sub(A) e assim, pelo item (ii), segue
que (x'oa) =x"oa. Logo, conclui-se que x 'oa =< (xoa)™\.

Por fim, se (xoa)? X x'ocaex'oa = (xoa)”, entdo (xoa)'=x"oa.

(xii) Vejamos que xoy = (xox)oy=xo(x'oy) =xo((x"oy)o(xToy)T) = (xo(x0
y))o(xToy) = ((xox")oy)o(xToy) = (xoy)o(xoy). Assim, xoy < (xoy)o(x'oy).

Mas, pela Proposicdo |69 (xoy)? < (x"oy)7 <= xoy < (xoy)o(x'oy)™. Logo,
(xoy) T = (xToy)™

(xiii) Segue do item anterior e da condigdo (iii) da defini¢do de codominio modal.

(xiv) Considerando que 17 € Sub(A), entdo 17 < 1. Por outro lado, 1" < 1 e, pelo item
(ix), "7 <17 Dado que 1" =1/, entdo 1’ < 17. Porfim, se 17 <1"e 1" <17, entdo 17 =1".
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(xv) Como 1! =1"= (x¥ ~x)"=x"Y (~x)7, entdo I’ <x7Y (~x)". Porfim, 1" <

XY (~x) <= VA (=) 2 (~vx) = Vo (—x) 2 (vx) T = —x" =< (~x)" O

Proposicao 73 Em uma dlgebra da vizinhanca 2, para um arbitrdrio x € A, se xol =0 ou
lox =0, entdo x = 0.
Demonstragdo: Considere que xol =0 ou 1 ox =0. Consequentemente, "(xo1) =70 ou
(lox)7=0"¢, entdo, "(xo"1)="0o0u (170x)'=0"

Como ™1 =17"= 1/, obtemos que "x ="0=0 ou x ' = 07 = 0. Portanto, pelas Propo-

sigoes[71)e[72(i), x = 0. O

Proposicao 74 Dada uma dlgebra da vizinhanca 2, para quaisquer x € A e a € Sub(A), as
seguintes condigoes sdo vdlidas:

(i) xoca=xA(loa);

(i) aox=x A (aol).

Demonstracdo: (i) Similar a demonstragdo de (ii).

(ii) Primeiramente, vejamos que x A (ao1) < aox. Se a < 1, entdoao~x=<1 o~
x=r~xexA(ao~x)2xAk~x=0. Portanto, x A (a o ~ x) =0. Mas como x A (aol) =
xA(ao(xY ~x))=xA((aox)Y(ao~x))=(xA(aox))Y (x A(ao~x)),entdoxA\(aol)=
(x A (aox)) Xaox.

Resta-nos verificar se aox < x A (aol). Como a =<1, entdoa o x <10 x=xe,
portanto, (aox) A (aox) 2 x A (aol). Pela idempoténcia de A, (aox) 2 x A (aol). O

Corolario 75 Seja A uma dlgebra da vizinhanca:
DAETx~ (1o x) L1,
() AEx"~(x"ol)AT.
Demonstracdo: (i) Uma prova andloga pode ser derivada a partir de (ii).
(ii) Considere a=x" e x = 1" na Proposigdoe, assim, xol'=x7=1"A(x"01). O

Em uma dlgebra da vizinhanga %, € possivel definir quatro novos operadores, que serdo

responsdveis pela caracterizagio algébrica das quatro modalidades {;,,,J; e (J, da LPV ™.

Definicao 76 Em uma dlgebra da vizinhanca *A, definimos:

(1) ox:=x"0ol; (versdo algébrica de ;)
(i) Opx := 1o x; (versdo algébrica de )
(i) wpx := —([~x]")ol; (versdo algébrica de ;)
(iv) @px:=1o—("[~x]). (versdo algébrica de ;)

Para obtermos algumas propriedades para esses operadores, aplicaremos resultados so-
bre pares de Galois, pares de fung¢des definidos a partir de estruturas parcialmente ordenadas.
Mais precisamente, veremos que [;,[0,] e [O,,[J;] algebricamente constituem dois pares de

adjuncoes.



54

Definicdo 77 (Dunn; Hardegree, 2001, p. 396) Sejam dois posets A = (A, <*) e P = (P, <¥)
e as funcoes f:A— Peg:P— A, opar|f,g| é uma adjun¢do quando para todo a € A e todo
p € Pvalea < g(p) < f(a) <¥ p.

O que chamamos de par de adjunc¢ado por vezes é chamado de par residuadoﬂ

Proposicao 78 Dados dois posets (A, §m> e (P, g"’ﬂ‘) e as fungoes f :A — Peg:P— A, para
a,beAep,qeP. Opar|f,g| é uma adjuncdo se, e somente se, valem as seguintes condi¢cdes:
(i) a <" g(f(a));
(i) f(g(p)) <¥ p;
(iii) a <* b= f(a) <¥ f(b);
(iv) p <¥ g = g(p) <* g(q).
Demonstragdo: Seja [, g] uma adjungdo. Vamos mostrar que f, g| satisfaz as quatro condi¢oes

do enunciado.

(i) Como f(a) <¥ f(a) e [f,g] é adjuncdo, entdo a <* g(f(a)).
(ii) Como g(p) <™ g(p) e |f, ] é adjuncao, entdo f(g(p)) <¥ p.
(iii) Se a <* b, como por (i), b <* g(f(b)), entdo a < ( (b)). Sendo [f,g] uma

adjuncdo, entdo a <* g(f(b)) <= f(a) <¥ f(b). Portanto, f(a) <¥ f(b).

(iv) Se p <¥ ¢, desde que por (ii), f(g(p)) <F p, entdo f(g(p)) <¥ q. Sendo [f,g] uma
adjungdo, temos que f(g(p)) <* g < g(p) <™ g(q). Logo, g(p) <* g(q).

Agora mostramos que as quatro condi¢des garantem uma adjungdo.

Se a <™ g(p), por (iii) f(a) <¥ f(g(p)) e por (i) f(a) <¥ p. Por outro lado, se
f(a) <¥ p, entao por (iv) g(f(a)) <™ g(p) e por (i) a <* g(p).

Portanto, a <* g(p) < f(a) <¥ p. O

Proposicdo 79 Se o par [f,g] é uma adjuncio para A = (A, <¥) e P = (P,<F), eacAe
p € P, entdo valem:

(D) f(a) = f(g(f(a)));

(i) g(b) = g(f(8(D))).
Demonstragdo: Pela proposicdo anterior, item (i), a <* g(f(a)) e, por (iii), f(a) <* f(g(f(a))).
Por outro lado, de (i), f(g(f(a))) <¥ f(a). Logo, f(a) = f(g(f(a))).

Pela proposicdo anterior, item (ii), f(g(b)) <¥ b e, por (iv), g(f(g(b))) < g(b). Por
outro lado, em (i), g(b) <* g(f(g(b))). Logo, g(b) = g(f(g(b))). O

Proposicdo 80 Se o par [f,g| é uma adjuncdo para os reticulados A = (A, V¥, N*) e P =
(P, \/‘43,/\‘13% considerando gm e S’B relacdes de ordem parcial para essas estruturas, entdo
valem:

@) f(xVy) = f(x)VF f(y);

5 Cf. (Areces; Bernardi; Moortgat, 2004), (Erné et al, 1993), (Jarvinen; Kondo; Kortelainen, 2008), (Smith,
2010) e (Oriowska; Rewitzky, 2010).
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(i) g(x A¥y) = g(x) A% g(y).

Demonstragdo: (i) Como x <* x\V®y ey <* xV®y, entdo f(x) <* f(xV*y) e f(y) <P f(xV*
y)- Logo, f(x) V¥ f(y) <F fxV2y).

Do outro lado, f(x) <¥ f(x) V¥ f(y) e f(y) <¥ f(x) V¥ f(y). Como [f,g] é uma
adjungdo, entdo x <™ g(f(x)) <* g(f(x) VP f(v)) e y <* g(f(y)) <* g(f(x) V¥ f(y)). Dai
VA < e(f(x) VE £ () e entdo f(xVy) <P f(g(f(x) VP () <F Fx)VF £().

(ii) Como x N\¥y <F x e x A\¥ y <Py, entio g(x /\‘By) <% g(x) e g(x AF y) <M e(y)e,
portanto, g(x A\¥y) <% g(x) A*g(y).

Do outro lado, de g(x) A" g(y) <* g(x) e g(x) A* g(y) <™ g(), segue que f(g(x) N*
g() <P fglx)) <Fxe flglx) A"g(y) <P f(g(y)) <Fy. Assim, temos f(g(x) A g(y)) <F
xA¥y. Logo g(f(g(x) A*g(y))) <™ g(xA¥y) e, finalmente, g(x) A" g(y) <* g(xA¥y). O

Os pares de adjun¢do - bem como os pares de Galois, no geral - sdo definidos a partir de
duas estruturas parcialmente ordenadas distintas; porém, para nossa aplicacdo, consideraremos
uma tnica estrutura ordenada. Tomaremos uma dlgebra da vizinhanca 2 € &, e ®, (para * €
{r,1}) no lugar das fungdes f e g.

Usaremos parte desses resultados durante a obtencao da Corregao.

Proposicdo 81 O par [§,, )] é uma adjungdo em 2.
Demonstragdo: |—>] Tomemos x =< @y(y).

Assim, x 2 @y(y) = x = —((~y) ol = "x X" (=((~y))ol) = "x 2 —((~
y)Nell="x=x—((~y))ol'="x=2—((~y))=1o"x=21o—((~y)) = lolx=
~(lo(~y))= ~~(lo(~y)) X~ (lo"x) = 1o(~y) =X~ (1o x).

Como ~y=<1lo(~y)], entdo~y =<~ (lo"x).

Porfim, ~y =~ (lo"x) = lo"x 2 y=6,(x) Xy.

[<=]| Tomemos 6,(x) =< y.

Assim, O;(x) Ry=l1lo"xy=r~y <~ (lo"x) = ~y=<lo(-"x) = (~y)" =
(To(="x)) == (~y) "' 21 To(="x) = (~y) " 2o (=Tx) = (~y) 12 —Tr=——"x=
—((~y))="x2=((~y)") = "xol 2 =((~y))el=Txol Zay(y).

Como x X "xo 1, entdo x < @y(y). O

Proposicio 82 O par [0}, w,] € uma adjungdo em .
Demonstragdao: |—>] Tomemos x =< @,(y).

Assim, x 2 0 (y) = x = To—("(~y)) = 2" 2 (To—("(~y))) T == =2 1o —(T(~
y)=x"1=21o—("(~y) =x"=2=("(~y) =xTol 2—("(~y)ol = xTol =~
("(~vy)ol) =~ (T(vy)ol) I~ (xTol) = T(~y)ol X~ (xTol).

Como ~y<"(~y)ol, entdo~y=<r~ (x"ol).

Porfim, ~y =<~ (xTol)=x"0l <y= g;(x) <y

[<=] Tomemos §;(x) =< y.



Assim, §j(x) Sy=x"oly=n~y=<~(xTol)=~y=<—xTol = T(~y) =<
"(—xTol) = T(~y) X —xToTl="T(~y) 2 —xTol' = "T(~y) X —xT= — —x" =<
—(~y) = x"1=2=(~y) = lox X 1o="(~y).

Como x < lox™, entdo x X 10—"(~y) e, portanto, x < @(y). 0

Corolario 83 Em uma dlgebra da vizinhanca 2, as operagoes 6,, 0;, @, e @ satisfazem as
seguintes propriedades para quaisquer x,y € A:

D) x y= x =2 gy;

(i) x 2y = &x 2 &y;

(i) x =y = ox =X apy;

(V) x 2y = @ x 2 @yy;

(v) 6,px < x;

(vi) 0j0px < x;

(vil) x < @, 0px;

(viii) x < @y 8,x;

(ix) &(x Y'y) = 8x Y &1y,

(X) Op(x Yy) = &x Y Oy,

(xi) @ (x A y) = @px A @y,

(xii) @, (x A y) = @px A @

Demonstracdo: Consequéncia dos pares de adjungdo. 0

Proposicao 84 Em uma dlgebra da vizinhanca 2, os operadores 6, ®, e 8;, @ sdo duais.
Demonstracdo: Considere ~ x no lugar de x na Defini¢do|76|e obtenha que 0, ~x = 10"~ x.
Assim, ~ 8, ~ x = ~ (10"~ x). Entretanto, dada Proposi¢do[67|(ii), segue-se que ~ &, ~ x =
~ (lo"~x)=10—"~x. Portanto, ~ 6, ~ x = x.

Para J; e @y, a demonstragdo segue analogamente. U

2.3.1.1 Uma motivacdo e exemplo de dlgebra da vizinhanca

Construiremos um exemplo de dlgebra da vizinhanga e obteremos, assim, uma intui¢dao
sobre essa estrutura, bem como uma justificativa dela ser planejada como um possivel modelo
para LPV ™. Passo a passo, estabeleceremos uma dlgebra de vizinhanga de intervalos 4([).

Para isso, primeiramente consideremos um conjunto ) munido de uma ordem linear <.

Definamos /(ID) como o conjunto de todos os possiveis intervalos sobre IDﬂ isto &,
I(D) :={[a,b] : Ya,b € D:a < b}. (2.21)

Assim, podemos considerar 2((/) como o reticulado booleano de conjuntos sobre P(1(ID)).

Desse modo, cada elemento de 2A(/) serd um conjunto de intervalos de D mais o conjunto vazio:

® Esse conjunto ji foi definido ao introduzirmos a seméntica relacional de LPV ™.
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as operacdes de supremo, infimo e complemento do reticulado booleano corresponderio as ope-
ragdes de unido, interseccdo e complemento de conjuntos sobre P(1(ID)); o conjunto @ e (D)
serdo o menor € maior elemento do reticulado limitado; e a relacdo de inclusdao de conjuntos

serd a ordem parcial.

A(I) = <3>(1®)), u m _i?, @ z(m )

A operagdo de composi¢do o em 2A(I) serd definida como a composi¢do de conjuntos
de intervalos. Dados dois conjuntos de intervalos A,B € P(I(D)), a composi¢do € ndo vazia
apenas quando existir ao menos um intervalo [i, j] € A e outro intervalo [m,n] € B tal que o
tltimo instante de [i, j| coincide com o primeiro instante de [m, n|, isto é, quando j = m (uma
abordagem bem préxima da composicdo entre relagdes binéria{]); do contrario, a composi-
¢do € o conjunto . Desse modo, a composi¢do de A e B contém todo intervalo resultante da

composi¢ao/concatenagdo de dois intervalos, um em A e outro em B:
paraA,B € P(I(D)): AoB:={[a,c]: 3btal que [a,b] € Ae [b,c] € B}. (2.22)

Enquanto /(D) é o maior elemento do reticulado booleano sobre P(I(ID)), e entdo o
universo de todos os possiveis intervalos em DD, o elemento 1’ de 2((I), denotado por Id, cor-
responderd ao maior elemento do reticulado booleano de conjuntos de intervalos degenerados
de I(D). Em outras palavras, Id é o universo de todos os possiveis intervalos degenerados da
estrutura:

Id :={la,a] : a € D}. (2.23)

Pela definicdo (2.22)) de composicdo em nossa abordagem intervalar, a composicao €

associativa.

Exemplo 85 Considere D = R, dado R - o conjunto dos reais - ser um exemplo de con-
junto denso e linearmente ordenado (Rosenstein, 1982). Seja A = {[1,2],(7,8],[11,15]}, B =
{[2,4],[8,8]} e C = {[4,5],[8,10]}.

Desse modo, AoB = {[1,4],[7,8]} e (AoB)oC ={[1,5],[7,10]}.

Por outro lado, BoC = {[2,5],[8,10]} e Ao (BoC) ={[1,5],[7,10]}.

Logo, Ao(BoC) = (AoB)oC é o caso.

Observacao 86 Por enquanto, seguiremos apenas com exemplos. Uma demonstrac¢do formal
serd dada ao final desta subsecdo, mostrando que 2A(I) que estamos construindo é de fato uma

dlgebra da vizinhanga.

Além disso, Id definido em (2.23) é um elemento neutro para a operagao de composigao.

Quando um conjunto de intervalos compde com /d, os intervalos degenerados correspondentes

7 Ver Maddux (2006).
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aos instantes finais e iniciais de qualquer intervalo do conjunto estardo inclusos em /d. Vejamos
que se [a,b] € A, entdo [a,a],[b,b] € Id, e portanto a composi¢do ndo altera o conjunto de

intervalos.

Exemplo 87 Dado A = {[1,2],[4,6],[8,8]}, obtemos que Aold = {[1,2],[4,6],[8,8]} =A e
IdoA =1{[1,2],[4,6],[8,8]} = A; pois [2,2],[6,6],[8,8] € Id, assim como [1,1],[4,4] € Id.

O conjunto vazio @ ¢ um elemento absorvente para a composi¢do em 2A(7), dado que
nao ha nenhum intervalo em 0 e, portanto, ndo havera nenhum intervalo em qualquer que seja a

composi¢do com @. A composi¢ao €, também, distributiva sobre U.

Exemplo 88 Dados A, B e C do Exemplo[85}
e BUC = {[2,4],]8,8],[4,5],[8,10]} e, entdo, Ao (BUC) ={[1,4],[7,8],[7,10] }.
e AoB={[1,4],]7,8]} e Ao C ={][7,10]}.
Portanto, (AoB)U(AoC) ={[1,4],[7,8],[7,10]}.

Até o presente momento, alcangamos uma estrutura 2((7) = (P(I(D)),U,N, o, Lo (D),
Id) com propriedades de uma dlgebra de Boole, mas também de um semianel: uma dlgebra de
Boole ao considerarmos o reduto (P(I(D)),U,N,_,0,1(D)) e um semianel aditivamente idem-
potente se considerarmos o fragmento (P(I(D)),U,0,0,1d).

Dada a ordem parcial C, é possivel definir o conjunto Sub(P(I(D))) de subidentidades
da estrutura por Sub(P(I(D))) := {B € P(I(D)) : B C Id}. Assim, nessa abordagem, uma
subidentidade pode ser o conjunto @ ou um conjunto de intervalos degenerados.

O conjunto Sub(P(I(D)) é fechado sob qualquer operagdo de 2A(/), com excegdo do
complemento L. Parauma operagdo de complemento em Sub(P(1(ID)), definimos uma opera-
¢do A, para A C Id, por A := A N1Id. Nesse caso, (Sub(P(I(D)),U,N,”,0,1d) é uma dlgebra
de Boole e as operagdes N e o colapsam em Sub(P(I(D)).

Exemplo 89 Seja M = {[1,1],3,3]} e N = {[3,3],[5,5]}:
o MoN = {[3,3]};
o MNN = {[3,3]}.

Por dltimo, a estrutura (/) tem operagdes de dominio e codominio modais, respectiva-

mente, se introduzirmos:
para A € P(I(D)) : AY :={[a,a] : [a,b] € A}; (2.24)

paraA € P(I(D)): A :={[b,b] : [a,b] € A}. (2.25)

Para a condic¢do (i) da Defini¢do |57| de dominio ﬂ em uma estrutura de vizinhanca de

intervalos desse exemplo, denotada por 2((7), como todo elemento do universo é um conjunto

8  Apenas as condicdes referentes a operagio de dominio serdo discutidas, dado o codominio ser simétrico.
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de intervalos, o operador ¢ : P(I(D)) — P(I(ID)) nos retorna um conjunto composto de inter-
valos degenerados correspondentes ao primeiro instante de cada intervalo do conjunto operado.
Portanto, €, de certo, imediato obter que elementos de um dado conjunto A de intervalos sdo

intervalos em A em composicao com instantes iniciais de cada intervalo.

Exemplo 90 Seja A € P(I(D)) o seguinte conjunto {[1,2],[4,6],[8,8]}. Consequentemente,
Ad ={[1,1],[4,4],[8,8]} e, entdo, A0 A = {[1,2],[4,6],[8,8]}. Logo, A C A0 A.

As demais condigdes (ii) - da Defini¢do [57] de dominio - e (iii) - da Defini¢do [58| de
dominio modal - sdo também intuitivas.

Para (ii), se anexarmos intervalos degenerados de um conjunto subidentidade A a es-
querda de intervalos de um conjunto arbitrario X, entdo os instantes iniciais dessa composicao
serdo constituidos de elementos de A, ou seja, (Ao X )d C A. Por outro lado, é possivel que
[a,a] € A enquanto [a,a] ¢ X¢. Nesse caso, a composi¢io nio estaria bem definida para esse
especifico elemento [a,a] e, portanto, A ¢ (Ao X).

Por fim, a condigdo (iii) afirma que, para quaisquer X,Y € P(I(D)), intervalos em X oY

e em X o Y? tem exatamente os mesmos instantes iniciais.

Exemplo 91 Seja A = {[1,1],[3,3],[5,5]} e X = {[1,2],[3,6],[7,8],[9,9]}. Assim, AoX =
{[1,2],[3,6]} e, entdo, (AoX)4={[1,1],[3,3]} C {[1,1],[3,3],[5,5]} =A. Porém, A ¢ (AoX),
dado que [5,5] € A e [5,b] ¢ X, para qualquer b € D.

Para (iii), considere Y = {[2,4],[8,10]}. Portanto: Y¢ = {[2,2],[8,8]}, X oY = {[1,4],
(7,10} e X oY = {[1,2],[7,8]}. Consequentemente, (X oY)? = {[1,1],[7,7]} = (X o Y?)4,

Proposicao 92 A estrutura A(I) = (P(I(D)),U,N, o, C, d cd ¢ 1(D),Id) é uma dlgebra da vi-
zinhanga.

Demonstracdo: (i) E de conhecimento geral que (P(I(D)),U,N, ©.0,1(D)) é uma digebra de
Boole de conjuntos (Rasiowa, 1974, Capitulo VI).

(ii) (P(I(D)),0,1d) é um monoide:
(Associatividade) Seja X,Y,Z € P(I(D)):
mn] €Xo(YoZ) <= 3dci:m,c1] €XAN|ci,n]€YoZ
< dey,cp: [mye1] € X ANer,eal €Y Nep,n| €Z
<= dcy:[m,ca] €XoY N[ep,n|€Z
< [m,nje(XoY)oZ

(Elemento Neutro) Seja X € P(I(D)) e Id := {|a,a] : a € D} € P(I(D)):

[m,nj€X <= dn:[mn€XAnn|eld
< [myn]€Xold.

mn| € X <= dm:[mm]€ldNmn X
< [myn]€ldoX.
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(iii) o é distributiva em U e tem O como elemento absorvente:
(Distributividade) Seja X,Y,Z € P(I(D)):
[m,n) € Xo(YUZ) <= dcy:[m,c1] €XANcr,n] €YUZ
< dcy:[mye1) €XA([er,n] €Y Ver,n] €2Z)
<= dey:([mye1] € X Nler,nl €Y)V ([m,c1] € X Nler,n] € Z)
= [m,n]|€XoYV[mn €XoZ
< [mn] € (XoY)U(XoZ).

Para [<=| na quarta linha:

[m,n] € XoY V[mn €XoZ

= dei,ep: (mye1] € X Aer,n] € szg[m,cz] € X ANlep,n] EZZ
% (¥
(*) = dcy:[m,c1) €XANc1,n] €YUZ, (comoY CYUZ)
= [m,n]€Xo(YUZ).
(**) = dca:[m,c2] € X Nca,n] €Y UZ, (comoZ CYUZ)

= [m,n]eXo(YUZ).

(Elemento Absorvente) Imediato. Ndo hd elemento em 0 e, portanto, ndo hd nenhum

elemento na composigdo de O com qualquer outro conjunto.

(iv) 4 : PI(D)) — PUD)) e < :PUI(D)) — PU(D)) sdo operacbes de dominio e
codominio modais:
e Dado X € P(I(D)), verifica-se que X CX%oX e X C X 0 X:

m,n] €X == 3m:[m,m| € X4 N\[m,n]€X
—  [m,n] eX%oX.
m,n]€X = 3n:[m,n] €XAlnn]cXx

= [m,n] € XoX
e Dados X € P(I(D)) e A C Id, verifica-se que (AoX)¢ CAe (Xo0A)? CA:

[m,m] € (AoX)4 dn:[m,n) €AoX
dn,cp:m=ciANm,c;] €AN[c1,n] €X
[m,m] € A.

Im:[m,n] € XoA
dm,ci:n=ciANm,c;] € X N|c1,n] €A
[n,n] € A.

[n,n) € (X 0A)*

Frreed

e Dados X,Y € P(I(D)), verifica-se que (X oY) = (X oY% e (X oY) = (Xoy):
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[m,m] € (X oY)4 dn:[m,n) € XoY
dn,cy : [myc1] € X Ney,n] €Y
Jey : [m,yc1] € X Aley,e1] € Y4
Jey : [mye) € X oY
[rm,m] € (X oy ).
dm : [m,n] € X oY
dm,cy i m,c1] € X Ney,n] €Y
Jey i [e1,01] € XN [er,n] €Y
Jey i [e1,n] € XDoY
[n,n] € (X4oy)e,

[n.n] € (X oY)

[0 A A A

Portanto, A(I) = (P(I(D)),U,N,o, &, 4 < ¢ 1(D),Id) é uma dlgebra da vizinhanga.
0

Do modo como construimos esse exemplo de dlgebra da vizinhanga de intervalos (1),
podemos emprestar desta estrutura certas nogdes e prover uma distinta maneira de olhar para a
satisfatibilidade das férmulas modais na semantica de Kripke da LPV ™. Para isso, apresenta-
mos a defini¢do de conjunto verdade de uma férmula.

Durante a Seg¢do [2.1, vimos que um modelo de Kripke para a LPV™' ¢ uma estrutura
do tipo (I(D),R,L,V), onde I(D) é o dominio da estrutura - o conjunto de todos os possiveis
intervalos gerados a partir de um dominio linearmente ordenado -, R e L sdo relagdes bindrias em
I(D) x I(ID) e D uma valoragdo restrita que interpreta as varidveis proposicionais em intervalos
que a satisfaz.

Embora  seja definida apenas para as varidveis proposicionais, é possivel estender D
para todo o conjunto de férmulas. Na roupagem de Chellas (1980), o que para n6s € dado por
valoracdo, para o autor o objeto recebe o nome de conjunto verdade. Um conjunto verdade de
uma férmula qualquer @ é um subconjunto de W (ou, no caso da semantica de Kripke da LPV™,
subconjunto de /(DD)):

ol = {l,y] € I(D) : (M, [x,y]) = 9} (2.26)

Assim, o conjunto verdade € o conjunto de todos os elementos que satisfazem a férmula,
naturalmente, uma extenséo de  para todo o conjunto de férmulas. Conferindo o Teorema 2.10
de Chellas (1980, p. 38), constata-se que:

@) [|pl| = 0(p), para p € Var,
(i) -0l = [l
(i) [ Ayl = [lol N [lwl];
@) e vyl =lelUllvl;

™ o — vl =le|tully
(i) | T|| = 1(D);

B
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(vii) | L]| = 0.

Para as formulas modais, podemos utilizar as operacdes de composi¢cao, dominio e co-

dominio definidas na dlgebra da vizinhanga de intervalos 2((1).

Proposiciio 93 Seja 9N um modelo (de Kripke) para a LPV*, ¢ € For e intervalos na forma
[x,y] como intervalos em (D). Assim, a satisfatibilidade das férmulas modais pode ser descrita
por:

(@ (0, [x,y]) F 019 <= [x,y] € [ 0 I(DD);

(if) (9, [r,)]) £ 0@ <= [x.y] € [(D) o [l ]|;

(iii) (0, [x,y]) = O <= [x,)] € (|lp[[F)d o I(D);

(iv) (M, [x,)])) F 0,0 <= [x,3] € (D)o (|| @|[©)“.

Demonstragdo: (i) Sabe-se que ||@||°? é o conjunto de conjuntos de todos os instantes finais

dos intervalos temporais em que a formula ¢ é vdlida. Sendo I(D) o conjunto de todos os
intervalos temporais possiveis de D, segue que ||@|? o I(D) = {[w,v] : Iw € D t.q. [w,w] €
l@|<? e [w,v] € I(D)}, isto é, o conjunto que contempla intervalos temporais que possuem

Assim, (M, [x,y]) E Q190 = Iw € D: [w,x] € ||@]| = [x,x] € ||@]|?. Como [x,y] € I(D)
e [x,x] € ]|, entdo [x,y] € [|@]|” o I(D).

Por outro lado, se [x,y] € ||@||°! o I(D), entdo [x,y] é um intervalo composto a direita de
algum intervalo que satisfaz a formula @ e, portanto, podemos dizer que (M, [x,y]) E O;¢.

(ii) Simétrico e analogamente ao caso (i). Sabe-se que ||@||? é o conjunto de conjuntos
de todos os instantes iniciais dos intervalos temporais em que a formula @ é vdlida. Logo,
I(D)o|lo||?={[w,v]: IveDrg. [w,v] €I(D) e v,v] € ||@]|¢}, isto é, o conjunto que contempla
intervalos temporais que possuem instantes finais iguais aos instantes iniciais dos intervalos
que satisfazem @.

Assim, (M, [x,)]) F 0,9 = Tz D: [n2] € [|o] = [v.)] € [|@]|. Como [x,y] € I(D)
eyl € loll?, entdo [x,y] € I(D)o @] .

Por outro lado, se [x,y] € I(D)o||@||%, entdo [x,y] é um intervalo composto & esquerda

de algum intervalo que satisfaz a formula @ e, portanto, podemos dizer que (9, [x,y]) E O,¢.
(iii) Para os operadores [ o caso carece de uma certa intuicdo imediata, o resultado
segue da inter-definicdo entre operadores e [J. Porém, Hofner (2007, p. 66) indica que

(|@||C)ed o I(D) “é o conjunto de todos os pares, cujos ‘predecessores’ (elementos que podem

ser compostos pela esquerda) sdo todos elementos de" ||@||, i. e., contempla intervalos os quais
todos os intervalos predecessores satisfazem a formula @.
Pela inter-defini¢do, segue-se que (M, [x,y]|) E 0@ <= (M, [x,y]) F ~0;~¢ < [x,y] €

(=l 0 1(0))® «=f][x.3] € ([ @l€)d o 1(D).

(iv) Simétrico ao item (iii).

° Essa tltima passagem segue do resultado que obtivemos na Proposi¢do [67| (ii): ~ (a0 1) = —ao 1, para todo

elemento subidentidade a.



63

Segue que (Dﬁ, [x7y]) FU¢<— (Dﬁv [X,y]) F _‘<>r_‘(P — [x,y] S (I(]D))O ”_'(pHd)C _
[,y € (D)o ([|@]®).

Podemos entender I(D) o (|| (pHB)d como o conjunto de intervalos os quais todos os in-

tervalos sucessores satisfazem a formula @. 0

2.3.2 Consequéncia algébrica

A seguir, definiremos uma consequéncia algébrica para a LPV™ levando em considera-
¢do uma algebra da vizinhanga %[ - a candidata a dlgebra modelo para essa referida 16gica - e a

motivacao dada anteriormente pelo exemplo dessa dlgebra.

Definicao 94 Seja 2l uma dlgebra da vizinhanga e A seu conjunto universo. Uma valoragdo
restrita, em A, é uma funcdo 0% : Var — A, que interpreta cada varidvel proposicional da

linguagem da LPV"' em um elemento algébrico da ‘.

Defini¢ao 95 Seja A = (A, Y, A,0,~,7,7,0,1,1") uma dlgebra da vizinhanca. Uma valora-
cdo, em 2, é uma funcio V¥ : For — A que estende D% para todo o conjunto de férmulas da
linguagem da LPV™" da seguinte maneira:

(1) v¥(L) :=0;

(i) v*(T) :=1;

(iii) V¥(=@) := ~ 0¥ (),

(i) V¥ (@ V ) = v¥(@) Y V()

W) v (@ AY) =1 () LV (y);

(vi) V%(019) == 8 (0¥ (@) = v¥(p) o I;

(vii) v*(0r@) 1= 8:(v¥()) = 1o 0¥ ().

A

Como consequéncia imediata da defini¢do acima e da defini¢do dos demais conectivos
na linguagem da LPV™ (conferir o tépico “Linguagem proposicional” da Sec?o [2.1)), elenca-

mos as seguintes valora¢des sem demonstragcdo:

o V(@ — y) =~ v%(9) Y V()
e V(@ < y) = (~ (@) Y VX(y)) A (~ v¥(y) Y v¥(9));
e 0V(0,0) = 0,(v¥(9)) = 1o —("[~ v*(9)]);

(

o v (0i9) = &y (vV¥()) = —([~v*(9)] oL

Definicio 96 Uma valoragdo v* : For — A é um modelo para uma férmula ¢ da linguagem
da LPV™ se, e somente se, vm(go) =1.

Definicdo 97 Uma valoracdo v* : For — A é um modelo para um conjunto de férmulas T da

A

linguagem da LPV™ se, e somente se, V> é um modelo para toda férmula ¢ € T.

10" Simétrico ao caso do item (iii): ~ (10a) = 1 0 —a, para todo elemento subidentidade a.
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Definicdo 98 Uma férmula ¢ é vdlida em U se, e somente se, para toda valoragdo v® : For —

A, a valoragdo é modelo para .

Quando uma férmula ¢ é valida em 2, indicamos por 2 F ¢. Se for o caso (A,I') F @,
entenderemos que ¢ € uma consequéncia semantica (algébrica) do conjunto de férmulas I', isto

¢, todo modelo de I" é, também, modelo de ¢.

Figura 9 — Esquema de adequacao

Correcao

/\

I'-o = I'Eoe

\_/

Completude

Fonte: Elaborado pelo préprio autor.

A seguir, alcangaremos os resultados que corroboram para a adequagao algébrica. Des-
tacaremos resultados de correcdo, tanto a versdo fraca quanto a forte. Do esquema disposto
acima, temos os resultados em suas versoes forte; e quando I' = (), entdo temos a versao fraca.

Com o resultado de Corregdo Fraca obtemos que todos axiomas e teoremas sdo validos
na semantica algébrica, enquanto que a Correcdo Forte garante, além da validade semantica
dos axiomas e teoremas, que qualquer deducdo ou derivacao também € valida.

O caminho oposto toma o nome de Completude. Este caminho, em sua versdo fraca,
garante que toda férmula valida segundo a semantica algébrica investigada deve ser um teorema
do sistema 16gico axiomdtico. Ja a Completude Forte, que toda consequéncia algébrica valida
tenha como correspondente uma deducdo sintatica.

A adequagdo surge ao se combinar ambos os caminhos, isto é, ao se verificar que o
sistema dedutivo é correto e completo (fraco e forte) segundo o modelo proposto. Entdo temos

a adequacdo (fraca e forte) entre as duas apresentacdes 1dgicas, a sinttica e a semantica.

2.3.2.1 Correcdo

Antes de atingirmos o Teorema de Correcdo, iremos precisar de mais alguns resultados

auxiliares para a sua demonstracao.

Lema 99 2 F ¢ — v <= v%() < v*(y).

Demonstracdo: Lembremos que 2L E @ — Y se, e somente se, UQ[(
Assim, V(@ — y) =1 <= ~0%(p) Y 0*(y) = 1.
Agora, se 1 = ~ v¥(@) Y V), com a shunting-rule da Proposicdo |51} segue-se que

1 A 0% (@) < V() e, portanto, V(@) < V(). O

p—y)=1

Lema 100 Em uma dlgebra da vizinhanga 2, para qualquer a € Sub(A) C A:
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(i)aol <X (aol)lol;

(ii)) loa=10"(loa).
Demonstragdo: (i) Da Proposi¢do[67)(v), a < ao 1. Pela monotonicidade de ™, Prop. [72](ix),
segue-se que a' = (ao1). Com a aplicagcdo da Proposi¢do|72|(ii), a < (ao1)". Logo, pela
Proposigdo 53 (iii), tem-se que ac1 < (ao1)To1.

(ii) Da Proposi¢do [67|(vi), a = 1 oa. Pela monotonicidade de ", Prop. (ix), segue-se
que "a <" (1oa). Coma aplicagdo da Proposi¢ao[71|(ii), a <" (10a). Por fim, pela Proposi¢do
53] (iv), tem-se que 1oa < 10" (10a). O

Teorema 101 (Correcdo Fraca) Seja ¢ uma férmula da linguagem da LPV". Se - ¢ em
F py+> entdo AFE Q.
Demonstragdo: Seja 2l = (A, Y, A,0,~,".7.0,1,1") uma dlgebra da vizinhanga.

Se = @ ocorre, entdo ¢ é um axioma ou teorema de Hpy+. Caso ¢ seja um axioma,
mostraremos que @ é vdlido em 2. Caso @ seja um teorema, mostraremos que as regras de

inferéncia de 7, py+ preservam validade.

(Ax0) Como dlgebras booleanas sd@o modelos algébricos para a LPC, entdo qualquer

axioma cldssico ou teorema também é vdlido em .

(Ax1) Ou(@ = y) — (Lo = Oy)

Pelo Coroldrio w(x Ay) = o(x) L oy(y) e 0-(x L y) = 0-(x) A @(y). Assim,
para qualquer x € {1,r}, é o caso que V*(@ — y) L V(@) < VH(y) = 0, (V¥ (¢ — y¥) A
v(9)) = 0. (V¥ (y)) = 0. (V¥ (9 — ¥)) L 0.(v*(9)) = @.(V(y)). Com a aplicagdo
da shunting-rule, obtemos que @.(V*(@ — ) = ~ (@.(V¥(9))) Y w.(vV*(y)) e, portanto,
V*(O,(@ — v)) 2 V(0w — O, y). Sendo assim, (Ax1) é vdlido em 2.

(Ax2) O — Ox0 :

VU0 = 019) = ~0X9) Y 0¥(0r9)
= ~(=([~v*@)] o) Y ([V¥(¢)]"o1)

~(aol)=—aol, = (== ([~ M@)o )Y ([v*(p)] o)
——a=a, = ([~ v¥(@)]7e1) Y ([V%(p)] "o 1)
Distributividade de o, = ([~ v*@)]" Y (@) Mol
(xYy)T=x7Yy", = [~ v¥(p) Y v ()]0l
~xYx=1, = 101
=1, — 1ol
1/ é neutro para o, = 1.

V40,0 = 0r0) = ~0¥T,0) Y 01(0,0)

= ~(lo—(T[~v¥(@)]) Y (107 [0%(9)))



~ (loa)=10—a,

——da=a,

Distributividade de o,

T(xYy)="TxY"y,

~xYx=1,
=1,

1/ é neutro para o,

Sendo assim, (Ax2) também é vdlido em 2.

(Ax3) ¢ = 0,010 e ¢ — 00,0

(10——(r[ v3(9)]) Y (107 [v¥(9)])
(1oT[~v¥(9)]) ¥ (107 [v¥(9)])

Lo ("[~ v¥(9)] Y "[v™(9)])

LoT[~ v¥(p) Y v*(¢p)]

1o™1

1ol
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A partir do Corolcirio obtemos V(@) < @, (8(V*(9))) e V(@) < @y (5,(V™(@))).
Assim, V(@) < v*(0,0,0) e V(@) < V*(T;0,¢). Portanto, (Ax3) é vdlido em 2.

(AX4) Or<>l(P — Dr<>l(P e <>l<>r(P — D[Or(p :

Para esse caso, é suficiente verificar que 1)91(<>r<>1(p) = vQ‘(DrOlfp) e vm(OlOr(p) =

vm(DlOr(P)-

Um(OrOl(P) =

UQ[(<>1<>r(P)

Logo, V*(0,0;0) < 0*(0,0,9) e v*(0;0,¢0) < V¥

(0V2(0rp)) 01
(1oTv?()) o1
(17" v¥(p)) o1
(1"o™ v ()01
rvm((p)ol

é também vdlido em .

Vejamos que UQ{(O[O[Q[(D) = vm(<>1<>,(p) e vm(OrOrOr(P) = vm(OrOrﬁo)-

le(DlOr(P) =

V4(O,0i0) = 1o—T(~v¥(019))

—(~™(0,9)) 0

—(~ (1Orvm(§0))) ol
= —(lo=Tv%(g)) 01

~(17o="v%(¢)) o1

—(1"'o="v%(g))o1
= —(="v¥(¢))ol
= M@)ol

(0;0,9). Donde segue que (Ax4)
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*(010:019) m(@ 0r0r)
= ((vV(@)Tol)01) 0l = lo"(1o7(1o"v%(9)))
= ((V¥(@)o1)01)01 = lo"(1o"(1ov*(9)))
= ((VY(p)ol)ol)01 . = r(10(1ovm( )
= (v¥(¢9)o (101)) ol = r((101) *(9))
= (V¥(p)ol)0 = 1o (1ov¥(p))
= ( ) Tol) o = 1o (1o"v%(g))
= v¥(0;019) = v%(0,0,9)

Por consequéncia, V*(0;0,0:9) < V(0;0:0) e V¥(0,0,0,0) = V¥(0,0,9).
Logo, (AxS) é vdlido em 2.

(Ax6) ;0190 — 100,09V 01010-@ e T10r0 — 0,0,0190V 010,019 :

Sabendo que, para qualquer x € A, x =< 1 ox (Proposigao 67 (vi)), derivamos x < 1o
x="0(p) = 1070 (9) = "0 (9) =" (1o7v¥(9)) = "v¥(9) X (107 v¥(9)) =
1om0¥ (@) <107 (1070%(@)). Dado que 10" V(@) = V*({, ), entdo segue que V*(O, ) <
2(0,0,9). Por outro lado, de x < xo1 (Proposigdo@(v)), derivamos x < xol = 0% ()7 <
V(@) Tol = v¥(@) T = (vH(9) 0 1) = v¥(9)7 = (V¥(@) 0 1) = v¥(p) 01 =
(V(@) o 1) o 1. Dado que V(@) o1 = v*(;@), entdo segue que V*(O;0) < V*(0;0,0).

Pela monotocidade de 6;, uma consequéncia dos pares de adjuncdo, obtemos vg‘(<>1<>,(p)
< 0¥4(0;0,0,0). Também, como V*(0;9) = V*(0;0;0), entdo V*(0;0,0) < VX (0:0:0,0).
E, portanto, V*(0;0,0) Y V2*(0;0,0) < 02*(0;0,0,0) Y v*(0;0,0,9). Pela idempoténcia de
Y, segue-se que V(0;0,0) < V*(0;0,0,0) Y V*(0;0,0,0). Por fim, resta-nos mostrar que
v(0:0:0) 2 v(010:9).

Sabemos que, para qualquer x € A, x < 1ox' pela Proposicdo (vii), assim x <
lox7= Txox=<Txo(lox") = x=("xol)ox. Mas ("xol)ox™ <X xol, dado que
x'<1=1lox'<lol="xo(lox"')<X"xol = ("xol)ox'=<"xol. Portanto, x <"xol.
Como x X lox'= x X Txol, segue da Proposicdo 35|que 1ox' < "xol. E, em particu-
lar, 100 (@)? < "v%(@) o 1. Como jd visto durante a prova da validade de (Ax4), temos
que 1002 ()= vX(0,0;0) e "v(@) o 1 = v*(0;0,0), portanto V*(0,0;0) < V*(0;0,0).
Logo, dado v*(3,0,9) < v*(0;0,0) e V¥(0;0,0) =X V¥(0;0,0,0) Y v¥(0;0,0,9), entdo
*(3,0:0) = 02(0;0,0,0) Y V(0;0:0,0) e aformula 0,0;0 — 010,00V 01009 é vd-
lida em 2.

De maneira similar obtemos a validade da segunda férmula de (Ax6). Como jd visto,
0¥(0,0) 20 (0,0,0) € V¥ (0190) X 0¥ (01019). Assim, segue-se que v (0,0:9) < V¥(0,0,
O19) e, com a monotonicidade de 9y, DQ[(QrOl(p) < DQ[(QrOlO](p). Logo, vm(OrOZ(p) =<
2(0,0,0,0) Y V2(0,0,0:0). Resta-nos mostrar que v*(0;0,¢) =< v*(0,010).

Vejamos que x < "xol =>xox =< ("xol)ox'=x=<"xo(lox"). Mas "xo(lox™) <
lox™, dado que "x <1 = "x01 <1lol = ("xol)ox' <X lox'="xo(lox™) < lox™

Portanto, x < 1ox™. Como x <"xol = x < 1ox, segue da Proposi¢do[35|que "xo1 < 1ox™.
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E, em particular, "0*(@)o1 < 100¥(@)™. Dado que "0*(¢)o1 =¥ (;0,0) e 1ov¥ (@) =
02(0,0,9), obtemos que V*(00,0,¢) < VX(0,0;0). Logo, como V*(0,0,¢) < V*(0,0,0) e
vm(<>r<>l(P) = vm(OrOlOl(P) Y vm(OrOrOl(p)’ entdo vm<Dl<>r(P) = vm(OrOlOl(P) Y vgl(<>r<>r
019).

Assim, segue que (Ax6) é vdlido em 2.

(Ax7) (o AQ Wi Ao AOIY,) — Or(i @ AOW A L. AQI ) e

(o A0 W A AO) = Or(Dr@ AO YL A L AQ )

Do ponto de vista algébrico, devemos mostrar que vm(Dl(p AOIYL A o AO1Y,) =
V2O (e AOwi Ao AOW)) = (VX AOwi A AOW)) o 1 e V(0 A Oy A
A0 VOO AO W A AOY)) =10 (VM@ A0 W A AOW)).

Mas V* (0,0 A Oy A .. AOiw,) = 0H(,0) A VX (Oy) A ... L VX (Opw) = (—(~
v¥(@)) o) A (v (1) To 1) A A (0 () To 1) = (—(~ 0¥ (@) AV (1) T A A 0¥ () 7)
ol e VX0 A0 Ao AOyW,) = 02(T,0) A VX (Opy1) A oo A VX (Opy) = (10— (~
02(0))) A (10703 (Y1) A & (10702 (Y1) = 1o (= (~ 02 (9)) 470 (1) & o A "0 (y5)).

Como (—(~ v*(9)) " A v* (1) k.. A0 () T) € (=" (~ v (9)) ATV (y1) A A
"0 (y,)) sdo subidentidades, entdo pelo Lema temos que (AxT) é vdlido em A para qual-
quer 1 < n: para o caso do Lemma item (i), basta considerar a = (—(~ vV¥(@))7 A
V3 (y1) 7 A A 0¥ (W) 7); e para o Lema item (ii), considerar a = (=" (~ V*(¢)) A
T (y) A A0 ().

(MP) : Se AE @ e AE @ — y, entdo V(@) =1 e V(¢ — W) = 1. Donde segue que
V3 () < VM (y) = 1 2 v*(y) ¢, assim, V*(y) = 1.
Logo, a regra (MP) preserva validade.

(RN) : Como 2 @, entdo V(@) = 1. Assim, [—([~1]7)]ol =[—(0T)]ol =[-0]o1 =
Vol =1. Também é o caso de 10 [—("[~1])] = 1o[—("[0])] = 10[-0]=101'= 1.
Por fim, (RN) também preserva validade. O

Corolario 102 (Correcio Forte) Seja I'U{¢} C For da linguagem da LPV". Se T ¢ em
F py+, entdo (A,T) E .
Demonstragcdo: A prova segue pela inducdo sob o comprimento da dedugdo I' = @.

Se I' = @ tem apenas um passo, entdo ¢ é um axioma ou ¢ € I'. Quando ¢ é um axioma,
segue do teorema anterior de Corre¢do Fraca que ele é valido em 1. Se ¢ € T', todo modelo de
I" é também modelo de .

Por fim, se a dedugcdo tem mais de um passo, entdo a formula é obtida pela aplicacdo
das regras de inferéncia, regras estas que preservam validade segundo o teorema anterior de

Correcdo Fraca. 0
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Para a Completude, a faremos utilizando o método Lindenbaum-Tarski, onde o estabele-
cimento de uma 4lgebra de Lindenbaum torna-se necessario. Porém, um entrave parece ocorrer
se nos atentarmos a dlgebra das férmulas da LPV™ e 2 estrutura do possivel modelo algébrico.

Em certo sentido, a dlgebra da vizinhanga aparenta ser mais rica que a dlgebra das for-
mulas da LPV'. Em termos algébricos, dlgebras quociente sio do mesmo tipo da dlgebra
quocientada (Burris; Sankappanavar, 1981, p. 39). Como a élgebra de Lindenbaum de uma
l6gica corresponde a dlgebra quociente da dlgebra das férmulas, se pretendemos obter que a
dlgebra de Lindenbaum da LPV™' é um caso de 2A = (A, Y, A,0,~,",7,0,1,1’), entdo ambas
as algebras devem ser do mesmo tipo, o que ndo parece ser o caso atual, impossibilitando o
desenvolvimento de Completude no modo que pretendemos.

Na 4lgebra das férmulas da LPV™, temos os conectivos classicos com acréscimo de
quatro novos conectivos modais. Nao ha na linguagem conectivos para a composi¢ao, dominio
e codominio, e muito menos uma constante para o caso de 1’ na dlgebra da vizinhanca. Assim,

dedicamos o seguinte capitulo a contornar esse problema.
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3 SEGUNDA PARTE: UMA LOGICA PARA UMA ALGEBRA

Durante nossos desenvolvimentos anteriores, percorremos topicos versando sobre a L6-
gica Proposicional da Vizinhanga (nio-estrita), como sua semantica e sintaxe; vimos sobre
estruturas algébricas, como a de dlgebras de Boole, semianeis aditivamente idempotentes e a
algebra da vizinhanca - nossa formaliza¢do do semianel booleano com operadores de dominio
e codominio de Hofner e Moller (2008); culminando no resultado de Corre¢ao Forte do sistema
da LPV™,

Embora a Correcdo seja assegurada, consideramos possivel que a Completude ndo o
seja. O que nos leva a essa consideracdo € a auséncia de determinados conectivos na linguagem
da LPV™. Nio hd nenhum conectivo na linguagem que corresponda 2 composicdo o da dlgebra
da vizinhanga, muito menos conectivos para o dominio, codominio ou a identidade 1’. Uma
possivel solucdo seria introduzir, na linguagem da LPV™, os conectivos mencionados, seja
como primitivos, seja definindo-os a partir dos conectivos ja presentes.

Em Goranko, Montanari e Sciavicco (2003), encontramos também uma extensio da
LPV™", com o acréscimo da constante 7 na linguagem. Essa extensdo permite aos autores
tratar, sintaticamente, com intervalos degenerados, o que parece ser um bom ponto de partida
para a dissolu¢do de nosso problema.

A inclusdo de 7 no sistema axiomaético dessa l6gica contempla, além dos ja mencionados

axiomas e regras de inferéncia de 7] py+, também os seguintes axiomas:

OImAO,T (3.1)
Ou(mA @) — Uu(m — 0) (3.2)
O ANy — Ou(TA Qo AL y). (3.3)

No ambiente semantico, a inclusdo de 7 € caracterizada por:
(M, w) E <= w é um intervalo degenerado. (3.4)

Nesse sentido, o conjunto verdade de 7 indicaria o conjunto de todos os possiveis inter-
valos degenerados do modelo. Isto é, v (1) corresponderia 4 constante 1 na dlgebra.

Obtivemos no capitulo anterior que A ="x~ (lo"x) A l'e A Ex"~ (x"ol) A1
(vide Corolério . Sendo 10" v%(¢) a interpretacio algébrica da férmula ¢,¢ e V¥ (¢p)7o
1 a interpretagdo de {);¢, vislumbramos nessa extensdo da LPV™ acrescida da constante 7,
denotada por LPV};, uma possibilidade de incluir também os conectivos correspondentes ao

dominio e codominio da algebra:
"o :=0,0NT (3.5)
0 =0T, (3.6)

Assim, 7 também faria parte do dominio da assinatura da linguagem e, portanto, " ¢ e

¢ ' também seriam férmulas da linguagem (para quaisquer @, ¥ € For).
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Se considerarmos a semantica de Kripke e a definicdo proposta acima para dominio e
codominio na linguagem, ||" ¢|| capturaria precisamente todos os intervalos que sdo os instantes
iniciais de intervalos que satisfazem ¢. Vejamos que se fosse o caso (9, [x,y]) F @, entdo, para
qualquer a € D tal que a < x, obterfamos que (9M,[a,x]) F O,¢. Porém, tomando a conjungio
de O,¢ com r, filtrariamos, dentre todos esses possiveis intervalos que terminam em x, apenas
o intervalo degenerado [x, x|.

Assim como ||¢7|| contemplaria todos os intervalos que sdo os instantes finais de in-
tervalos que satisfazem ¢. Se fosse o caso (9, [x,y]) F ¢, entdo, para qualquer b € D tal que
y < b, obterfamos que (M, [y,b]) F O;¢. E tomando a conjuncdo de ¢;¢ com 7, filtrarfamos
apenas o intervalo degenerado [y, y].

Ao optarmos pela extensdo LPV}, é razodvel verificarmos também se é possivel manter
o resultado de Correcio. Para isso, estendemos a valoracio v para uma férmula 7. Na defi-
ni¢do que segue, For é o conjunto de férmulas da extensdo LPV}, gerada pela linguagem da

LPV™ com o acréscimo de 7 € Fy.

Defini¢ao 103 Seja 2l = (A, Y, A,0,~,7,7,0,1,1") uma dlgebra da vizinhanca. Tomando ex-
clusivamente o caso de © € For, uma valoracdo, em 2, é uma funcdo v : For — A tal que:
(viii) v*(7) == 1",

Considerando as abreviagdes de " e ', e o Coroldrio [75] obtemos que:

o V*("p) = v¥(0r9 A ) = 0¥ (0r9) L V(1) = (1070 (@) L 1" =0 (9);
o 0¥(¢7) = v (Orp A ) = 0¥ (019) A V¥ () = (V@) To 1) A 1" = 0¥ ().

Uma intuicao € possivel. Para obtermos os instantes iniciais de intervalos que satisfazem
uma dada férmula, basta pegarmos apenas os intervalos degenerados do conjunto de todos os
possiveis intervalos que terminam quando intervalos que satisfazem a férmula comecam. Para
os instantes finais, basta pegarmos apenas os intervalos degenerados do conjunto de todos os

possiveis intervalos que se iniciam quando intervalos que satisfazem a férmula terminam.

Lema 104 Seja 2| uma dlgebra da vizinhanga e a,b € Sub(A) C A. Assim, € o caso:

@) "aA"b="(aAb);

(i)a’AbT=(aLb)
Demonstracdo: (i) Como a e b sdo subidentidades, segue-se que "a <a e "b < b e, assim,
"aA"b<aAib. Logo," ("a A"b) =" (a AD). Sabendo-se que "a A" b é, também, uma subi-
dentidade, entdo "a A "b <" (a A b). Por outro lado, "(a A b) X "a A "b é uma consequéncia
direta de Prop.

(i1) Andlogo ao caso acima. L]

Lema 105 Em uma dlgebra da vizinhanca 2, para qualquer a € Sub(A) C A, tem-se que:
(i) aol 2 (1" A(aol))ol;
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(i) loa=<1o"(1" A (10a)).
Demonstragcdo: (1) Simétrico ao caso (ii).

(11) Sabe-se que x < 10x e, portanto, em particular, a < 1 oa. Agora, a X 1oca —
" xa =1 A (loa). Porém, como 1' é o maior elemento das subidentidades, segue que 1’ A a =
a e, logo, a < 1" A (1oa). Pela monotonicidade do operador de dominio, temos que "a <
(1" XA (10a)). Mas, por a ser subidentidade e, assim, "a = a, segue-se que a <" (1" A (10a)).
Por fim,a <" (1" A (1ca)) = loa < 10" (1" A (10a)). O

Teorema 106 Seja %”L’;,w o sistema axiomdtico estendido da LPV ™" pelo acréscimo dos axio-

mas , A uma dlgebra da vizinhanga e ¢ € For. Se - ¢ em ‘%ﬂLilr’V“

Demonstragcdo: Como - Aoy © Fopn . sejd foi desenvolvido anteriormente a corregcdo para
LPV

entdo 2 F @.

F py+» entdo segue que nos resta apenas alcangar a validade dos axiomas .
Observagdo: A demonstracdo serd feita apenas para os casos em que * =r. Para x =1

a demonstragdo pode ser facilmente dualizada.

e OITAQ T
V(O A O,T) = V(0r) L V3(0,) = (V3 () 101) A (To v3(x)) = (170 1) A (10
"1"Y=(I'o1) A(101") =1 A 1= 1. Portanto, a férmula é vdlida em .

e O (mNQ) - Ou(r— @)
Para o caso de * = r, podemos verificar que V> (O, (T A @)) = VHO(7 — ¢)). Veja-

mos,

v (@) A ~ v (@) <0
VA (V@) & ~ ¥(p)

I

Com o Lema jd que 1" A 0*(@) e 1'A ~ v*(@) sdo subidentidades pois 1' A
V(@) < 1" e X ~0%(@) < 1, concluimos que (1" X 02 (@) L (I’ X ~ v*(@))) =" (1" &
V(@) AT(I'A ~ v¥(9)).

Assim:



73

T((1" A 0¥ (@) A (174~ 0¥(9))) =70
= T(I'Av¥(9)) AT (1A ~v¥(p)) 20
— T(1'A0%9)) = —[(1'A ~ 0¥(9))] YO, pela shunting-rule
= (' Av¥(@) X —[T(1'A ~v*(p))]
= 1o (1" Av¥(@)) < To—["(I'A ~ v*(p))]
— 1o (1 A0%(@)) X To—["(~ (~ 1" Y v¥(9)))]
= 1o (v¥(m) A v¥()) X To—["(~ (~ v¥(m) Y v¥(9)))]
= 1o (vV¥(rAQ) < lo—[(~ V(1 — ¢))]
= v}(0r(mA)) 20O — 9)).

Logo, conclui-se que a formula é vdlida em 2.

e 0. oNL W = Ou(mAO o ANOy) :
Este caso é demonstrado utilizando o Lema
Seja x = r. Tome a ="v%(@) A —"~ V*(y) em Lema(ii). Assim,

Lo (Tv(@) A ="~ v¥(y)) 2 1o (1" A (1o (T0¥ (@) A ="~ v(y))))

(100 (@) A (1o ="~ v¥(y)) 2 1o (1" A ((1o70¥(@)) A (10 ="~ v*(y))))
0¥(0r@) A V¥ (Ory) < 1™ (v (m) A (V(0r0) A V(DY)

V20,0 AL y) = 1o™ (VXA Q0 AL Y))

V20,0 AOY) X 0¥ (O (A Q@ADL Y)).

I

Assim, a formula é vdlida em 2. 0

A Correcao Forte sai como coroldrio, ja que as regras de inferéncia preservam validade

(demonstrado no Teorema(101)).

Corolario 107 Seja 7" T py+ 0 Sistema axiomatico estendido da LPV™ pelo acréscimo dos axi-
omas , % uma dlgebra da vizinhanga e ' U{@} C For. Se 't @ em A,
(2A,1) E o.

Demonstracdo: Sdo trés possibilidades para I' = @: (i) ¢ é um axioma, (ii) ¢ €I ou (iii) ¢ é

entdo

um teorema ou obtido pela aplicacdo de alguma regra de inferéncia.

Se (i) for o caso, pelo teorema anterior e Teorema[I01} ¢ é vdlido.

Se (ii) for o caso, todo modelo de 1" é, também, modelo de .

Se (iii) for o caso, pelo Teorema[l0l} as regras de inferéncia preservam validade. As-
sim, teoremas e formulas obtidas pela aplicagcdo de regras de inferéncia em formulas vdlidas

também sdo vdlidos. ]

Até agora conseguimos obter dois importantes metaresultados: a LPV™ é fortemente
correta em relagdo a 2 e a LPV, de Goranko, Montanari e Sciavicco (2003) também o é. Por

outro lado, LPV™ parece nio ter conectivo o suficiente para que seja possivel o resultado de
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Completude via Lindenbaum-Tarski, enquanto LPV; resolve parcialmente o problema ao in-
cluir um novo conectivo 7 e, a partir dele, ser possivel definir conectivos correspondentes ao
dominio e codominio da dlgebra da vizinhanga. Parece-nos que um caminho para a comple-
tude toma forma, restando-nos apenas a inclusdo de um correspondente na linguagem para a

composi¢do da dlgebra.

3.1 O sistema LPV}

Embora tenhamos obtido um meio de se definir parte dos conectivos restantes utilizando
anova constante 7T, e vimos que a axiomdtica da LPV proposta por Goranko, Montanari e Sci-
avicco (2003) € correta em relagdo as dlgebras da vizinhanga, ndo hd indicios de que os axiomas
de 7 sejam suficientes para caracterizar certas propriedades para a dlgebra de Lindenbaum do
sistema necessdrias para a completude.

Assim, introduzimos um novo sistema, denotado por LPV;O, que estende a LPV' de
Goranko, Montanari e Sciavicco (2003) ao incluir 7 na linguagem, com diferentes axiomas, e
com acréscimo também de um novo conectivo para a composi¢ao.

A linguagem, e dlgebra das férmulas, da LPV;, ¢ gerada a partir do mesmo dominio de
assinatura (V,A, =, Op, O7, L, T) da LPV™, porém acrescido do elemento & € F( € o conectivo
oe Iy

For = (For,V,\,0,—,0, 01, L, T, 7). (3.7)

Certamente a linguagem da LPV . abarca todas as convengdes notacionais jd introdu-

zidas na linguagem da LPV™ com o acréscimo das seguintes, dados @, y € For:

Q=00 N (3.8)
0 :=Q01pNT. (3.9)

Observacao 108 A partir de agora, toda vez que evocarmos ao longo do texto o conjunto de

formulas For , estaremos pensando no conjunto de formulas gerados pela linguagem da LPV

e ndo mais o da linguagem da LPV™.

o
LPV*

1 To . ~ .
tece na linguagem, f%’ipw estende 7] py+ com a introducdo de novos axiomas para 7 e o.

Denotaremos a base dedutiva desse nosso novo sistema por €, assim como acon-

Esquema de Axiomas
(Axp) Tautologias do Célculo Proposicional Classico
(Ax1) O (¢ = y) = (L@ = Liy)
(Ax2) U@ — Os0
(Ax3) ¢ — 0,010
® — U 0r0
(Axs) 010190 — L0190



75

C10r@ — U010
(Axs) 0+ 0+0+@ = 0+ 040
(Axe) Ur 010 = 010:0:0 V 0101010
Li0re = 0r010190V 0r0+019
Ax7) @ AOyi A AOW, = Ou(@ A Oy A AOw ), forany n > 1
AF) ¢ = (0,9 AT) 0 )
¢ — (@o(G19AT))

AxY) (a = ) = (Or(@op)AT) — a)
(@ —m) = ((Oi(poa) A7) = )
AxY) (Or(@o (OryAT))AT) = (Or(@oy) AT
(Oi((CrpAT)oy) AT) = (Qi(poy) AT
(Ax]) @o(yoy) < (poy)oy
(Ax3) @o(yVy) < (poy)V(poy)
(YVy)op <« (yoo)V(yop)

Ax3) ((po L)V (Log)) — L
(Ax]) pom < @

To@ <> @
Ax3) (~(=(@¢ = ) o T)A=(To=(y—0))) = ((poy) = (Yoo0)).

Regras de Inferéncia

(MP) ¢, 0 =y /v
RN) F ¢ / FO,@, forany = € {r,1}.

O axioma (Ax) informa que o sistema inclue a Légica Proposicional Cldssica enquanto
(Ax1) - (Ax7) sdo os axiomas basicos da LPV™ j4 dispostos na literatura (Goranko; Montanari;
Sciavicco, 2003).

Os axiomas (AxT) - (Ax}) carregam alguma nogdo sobre os operadores de dominio e
codominio da dlgebra da vizinhanga. Inclusive, estes axiomas sdo precisamente as formulas
que garantem que a classe de equivaléncia do dominio e codominio, da dlgebra de Lindenbaum,
satisfazem a defini¢do desses operadores em uma dlgebra da vizinhanga.

Os axiomas (Ax]) - (Ax5) sdo incluidos na tentativa de afirmar que a composigdo &
associativa e distributiva em relacdo a disjuncao, que o vazio é um elemento absorvente e que
7 € neutro em relacdo a composicao.

O quinto axioma para a composi¢cdo serd o que garantird que a composi¢do preserva
ordem, condi¢do importante para o desenvolvimento da completude. Essa referida férmula é,
em certo sentido, uma versdo da férmula ((¢ — ) A (y — o)) — ((p#y) — (y#0)), para
um conectivo bindrio arbitrario # da linguagem. Em uma possivel semantica de Kripke para a
LPV.,, ((¢ = w)A(y—0)) = ((poy) — (woo)) “forgaria” todas as férmulas que ocorrem

nela a serem validas por todo o comprimento do intervalo que a satisfaz. Se a LPV ™' admitisse a
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restri¢ao de homogeneidadé—_rl> isso ndo seria um problema, dado que poderiamos “escolher” um
sub-intervalo que satisfaz a composi¢do. No entanto, como LPV " ndo admite homogeneidade,
consideramos a inclusdo da férmula de (Ax5") no lugar de ((¢ — W) A (y— o)) = ((@oy) —
(yoo)), dado que com essa formula podemos precisamente especificar que “se @ é vilida
no sub-intervalo da esquerda da composicdo, entdo ¥ também o €”, e “se y é valida no sub-
intervalo da direita da composi¢do, entdo ¢ também o €”.
Proposicio 109 Considere C%’erfw a base dedutiva da LPV}, e {@,v,y,0, 1} C For. Os
seguintes teoremas e regras de inferéncia sdo obtiveis em %”Z;,ow :

HF@ol — 1;

(i) Lo — L;

(i) F ol « 1;

(iV)F Lo+ L,

(V) se F @, entdo - —(—@oy);

(vi) se @, entdo - —=(yo—g);

(vii) se =@ — y, entdo b (@oy) — (yoy);

(viii) se =@ — y, entd@o b (Yo @) — (yoy);

(ix)se FQ > yeky— o0, entdiot (poy) — (yoo);

(x)se FQ > yely— o0, entdot (yo@)— (coy).
Demonstragdo: (i) Apenas considere que ¢ — (@ V ) € um teorema cldssico e tome @ como
QoL ey como Lo@. Assim, com (Ax3) derivamos o resultado desejado.

(ii) Mesmo argumento de (i).

(iii) Segue do item (i) e considerando que 1. — @ é um teorema cldssico (tome ¢ como

Qo.l).
(iv) Mesmo argumento de (iii).
(v)
1.Fo Hipotese
2Fo& T LPCem (1)
3o L LPCem(2)
4 Floy+ L Substituicdo em (iv)
S5F=(Loy)«< T LPC em (4)
6. F—=(Lovy) LPC em (5)
7. F=(mpowy) Subst. em (6) [(3)]

(vi) Andlogo ao item (v).

(vii)

' Homogeneidade: uma restricio na semantica de 16gicas temporais intervalares em que a validade de uma fér-

mula em um intervalo implica na validade da férmula em todo sub-intervalo desse referido intervalo (Goranko;
Montanari; Sciavicco, 2004, p. 8).
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IL.Fo—=vy Hipotese

2.F=(=(p—y)oT) (v)em (1)

3 Fy—y LPC

4. =(To=(y—7) (vi) em (3)

5. E(((e=w)oT)A=(Ton(y=7)) = ((poy) = (woy))  Subst. em (Axs)

6. F=(=(¢p =)o T)A—(To=(y— 0)) LPCem (2)e(4)

7.F(@oy) = (yoo) (MP) em (5) e (6)
(viii) Uma demonstrac¢do andloga pode ser derivada a partir da de (vii).
(ix)

IL.Fo—=vy Hipotese

2.F=(~(p—=y)oT) (v)em (1)

3 Fy—o Hipotese

4. F—=(Ton(y—0)) (vii) em (3)

5.5 (=(=(@¢ = y)oT)A=(To=(y—=0))) = ((poy) = (yoo))  (Ax3)

6. F=(=(¢p =)o T)A—(To=(y— 0)) LPCem (2) e (4)

7. (@oy) = (yoy) (MP) em (5) e (6)
(x) Uma demonstragdo andloga pode ser derivada a partir da de (ix). U

As regras de inferéncia (v) e (vi) da Proposi¢ao sdo as regras de generalizacdo para
a composi¢do (Goranko; Montanari; Sciavicco, 2004, p. 26). Em conjunto com (Ax3), a regra
de generalizacdo da composi¢@o assegura a monotonicidade de o, que nos permitird definir uma

relacdo de congruéncia entre férmulas do sistema.

3.1.1 Adequacao algébrica

+

10» €stendemos a

Com a finalidade de obter os resultados de adequacdo para a LPV
valoragdo em 2 dada pelas Definigdes [95]e

Defini¢ao 110 Seja 2A = (A, Y, A,0,~,7,7,0,1,1") uma dlgebra da vizinhanca. Tomando ex-
clusivamente o caso de @ oy € For, para qualquer ¢,y € For, uma valoracdo, em 2, é uma
fungdo vV : For — A tal que:

(ix) v¥(@oy) == v () o™ ().

Teorema 111 (Correcao Fraca) Seja 2 uma dlgebra da vizinhanga e ¢ € For da linguagem

da LPV,. Sel- @ em Iy €ntdo AE @.

Demonstracdo: Como %”L’;,Ow é o sistema axiomdtico de LPV™" acrescido de novos axiomas

para Tt e o, e dado que jd obtivemos a Correcdo Forte para LPV', para a presente demonstra-

¢do obteremos apenas a validade de (AxT) - (Axs).
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A validade desses referidos axiomas sdo quase imediatas em uma dlgebra da vizi-

nhanga, a maioria seguird diretamente das defini¢oes com a ajuda do Coroldrio[73)

o (Ax]) @ = ((OroATm)o@) e @ = (9o (O19 AT)): como A é uma dlgebra da vi-
zinhanga, pela Definigcdo |57| (i) e Defini¢do @ (i), segue-se que V(@) < " (V(@)) o ()
e V(@) < v¥(p) o (V¥(9))™. Dado o Coroldrio entdo V(@) 2 VH((O,o AT) 0 Q) e
v (@) 2 v¥(@o (Cr9AT)).

o (Ax}) (¢ = ) = ((Or(xo@)Am) = @) e (¢ = ) = (Qi(Qoa) Am) = a):
suponha que V(o0 — 1) = 1. Entdo v*(a) < v*(n) e v*(a) é uma subidentidade de 2.

Como A é uma dlgebra da vizinhanga, pela Defini¢cdo|57|(ii) e Definicdo (60| (ii), segue-
se que (V¥ (a) o V(@) X V¥ (@) e (V¥ (@) o v () < V¥ (). Portanto, V*((Or(ato @) A
m) 2 V() e V((Os(@ o) Aw) < V() considerando o Coroldrio

* (Ax3) (Or(@o (OryAT))AT) = (Or(@oy) AT) e (Oi((C1@AT) oY) AT) — (Or(@o
V) AT): como U é uma dlgebra da vizinhanga, pela Definigcdo|58|e Defini¢do segue-se que
"(V¥ (@)oo (VX () 2T (VA (@) o0 (y)) e (V@) o (V) = (VX (@) o v (). Assim,
considerando o Coroldrio V2O (@0 (O,wAT))AT) X VX(Op(@oy)AT) e V(O (010 A
7)o y) A) 2 0¥ (Oi(@ow) Am).

o (Ax]) @o(yoy) < (poy)oy: ésuficiente observar que o é associativa em qualquer

dlgebra da vizinhanga .

o (Ax5) o (yVYy) < (poy)V(poy)e (WVy)op + (Yo@)V(Yo@): aoperagdo o

é distributiva para Y em uma dlgebra da vizinhanca 2.

o (Ax3) (9o L)V (Lo@)) = L: vejamos que V¥ (@o 1) = v¥(9) 0 v (L) = v (@) o
0=0ev%Log)=0%L)ov*(@)=00v%@) =0, considerando que 0 é elemento absor-
vente para o em uma dlgebra da vizinhanca 2.

Certamente 0=0Y 0 =< 0 e, entdo, V*((po L)V (Lo@)) < v*(L). Portanto, a férmula

é vdlida em 2.

o (Ax]) Qo <> @ e To @ <> @: 0 elemento 1 é neutro para a operagdo o em uma

dlgebra .

o (Ax3) (=(=(¢ = W) o T)A=(T o=(y = 0))) = ((9or) = (Yo 0)): suponha que
v (=(=(@ = W) o T)A=(T o=(y = 0))) = 1. Entdo v¥(=(= (‘P —y)oT)) =1 v*=(To
~(r—=0))=1ev¥(=(p = y)oT)=00v4To~(y—0)) =

Como v*(T) = 1, pela Proposigdosegue que V> (—=(¢ — l[/)) =0, v¥(=(y—0)) =
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o — y)=1ev*(y— o) = 1. Portanto, V() < v™(y) e V*(y) < v¥(0).
Assim, pela Proposigdo segue-se que V(@) o v*(y) < vV¥(y) o v*(0) e, portanto,
v ((poy) = (yoo)) =1. O

0, e entdo v

Corolario 112 (Correcdo Forte) Seja 2 uma dlgebra da vizinhanga e T U{¢} C For da lin-
guagem da LPV,,. Se T @ em Ay entdo (A1) E @.

Demonstragéo: Segue do fato de jd termos demonstrado a Corregdo Fraca, tanto para a LPV ™
quanto para a LPV .. Todo axioma do sistema é vdlido e toda regra de inferéncia preserva va-
lidade e, assim, todo teorema é vdlido na dlgebra 2l e qualquer derivacdo sintdtica em %”L’;,OW
leva formula vdlida em formula valida. 0]

Seguimos com o resultado de Completude. Para isso, antes precisaremos estabelecer
uma relagdo entre formulas do sistema e verificar se esta satisfaz as condi¢des de uma con-
gruéncia, para podermos, entdo, definir a dlgebra de Lindenbaum gerada a partir de teorias em
LPV;..

Defini¢fio 113 Seja " um subconjunto de férmulas e @, formulas da LPV., definimos uma

relacdo =r C For X For do modo que segue:
o=ry<—=ITFto—-vyel'Fy—o. (3.10)

Em vista de que — € um conectivo referente a parte cldssica do sistema, entdo sabemos
que =r € ao menos uma relacdo de equivaléncia. O resultado € usual; uma demonstracdo pode
ser encontrada em Bueno-Soler (2004, p. 41), por exemplo. Nosso esfor¢o serd em demonstrar

que =r € mais que uma equivaléncia, uma relacao de congruéncia.

Definicao 114 (Burris; Sankappanavar, 1981, p. 18) Uma relacdo bindria R em A é uma re-

lacdo de equivaléncia se, para quaisquer x,y,z € A, ela satisfaz:

(1) xRx; (Reflexividade)
(i1) se xRy, entdo yRx; (Simetria)
(ii1) se xRy e yRz, entdo xRy. (Transitividade)

Definicao 115 (Burris; Sankappanavar, 1981, p. 38) Seja 2 uma dlgebra de tipo I e 0 uma
relacdo de equivaléncia em A. Entdo 0 é uma congruéncia em 2l se 0 satisfaz a seguinte
condigdo:
(i) para cada simbolo de func¢do n-dria f € F e elementos a;,b; € A, se a;0b; ocorre
para 1 <i<n, entdo
ay,....an)0 2 (b1, ..., by).

Proposicao 116 A relacdo =r é uma congruéncia.

Demonstracdo: Para esse resultado, consideramos apenas a parte ndo-booleana, dado que é
de conhecimento na literatura de que =r estabelece uma relacdo de congruéncia para a parte
clcissiccﬂ A seguir, consideraremos % € {r,l}.

2 Cf. (Bueno-Soler, 2004).
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Para U,: se o =r y, entdoT' - @ — y e ' v — ¢@. Considerando a Proposi¢do
(i) e (ii), segue-se que I' -, ¢ — U,y e I'- U,y — U, . Portanto, U, ¢ =r U, y.

Para $y: se @ =r W, entdo '@ — y e I' -y — ¢. Considerando a Proposicdo
(iii) e (iv), segue-se que ' Q@ — Oy e T O — O @. Portanto, {5 @ =r O, .

Parao: se p=ryey=ro,entiol'Fo -y, I'Fy—-oI'Fy—>0celFoc—7
Considerando a Proposi¢do[I09|(ix) e (x), segue-se que T+ (@oy) — (yoo) et (yoo) —
(¢ o). Portanto, ooy =r yoo. O

Em razdo do modo como " e ! foram introduzidos na linguagem (conferir (3.5)), é ga-

rantido que eles preservam a congruéncia obtida acima:

ese ¢ =r y, entdo O,¢ =r O,y e, portanto, " ¢ = Q0 AT = O,y AT ="y.
e se ¢ =r y, entdo ;¢ =r O;y e, portanto, ¢ ' = Q0 AT =L O WAT =y .

Entenderemos [y]r = {y € For: y=r y} como a classe de equivaléncia de y médulo

=r gerado pelo conjunto de férmulas I'.

Definiciio 117 A digebra de Lindenbaum de T para a LPV},, denotada por AL (LPV},), é a

dlgebra quociente pela relacdo =r e definida como segue:
AL(LPV;,) = (Forl, YL, L o0~ 0,8 0.1, 05,15, 1'2), (3.11)

de modo que:

(i) ForL := {lylr : y € For}
(i) [@lr Y [Wr == [oV ¥]r
(iii) [@]r AL [Wr := [ A W]r
(iv) [@]r oL [W]r = [poy]r
™) ~L [¢]r == [-o]r

vi) O.L[o]r := [0r0]r

(vii) 0L [@]r == [010]r

(viii) OL := [L]r

(ix) 1L := [T]r
x) 'L = [7]r.

Denotamos uma valoragio em AL (LPV ) por vr : For — Fork.
Definiciio 118 Em AL (LPV}.), definimos uma relacdo <r da seguinte maneira:
[0]r =r [V]r se, e somente se, T @ — y. (3.12)

Proposicio 119 A relacdo <r é uma ordem parcial em ForL.

Demonstracdo: A formula ¢ — @ é um teorema cldssico (Bueno-Soler, 2004, p. 30) e, portanto,
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' @ — @. Ou seja, <r € reflexiva. Para a transitividade de <r, basta verificar que {¢ —
v, ¥ — Y} B @ — v é um resultado cldssico (Bueno-Soler, 2004, p. 30). Por fim, se ocorre que
I'e—wyel'ty— @, entdo ¢ =r y. Porém, se ¢ =r Y, entdo [Q]r = [w]rﬂ e, portanto,

vale a antissimetria para <r. O

Proposi¢do 120 A dlgebra AL (LPV}.) determina uma dlgebra da vizinhanga.

Demonstracd@o: Primeiramente, consideremos as seguintes operacées em AL (LPV}.):

L. Forl - Forl e 7L :Forl — ForLl

[@]r — ["@]r [@]r = [

Como consequéncia, verifica-se facilmente pela definicdo de " e ' na linguagem que
Llolr = [0r@ Anlr = 0L [@lr AL 1L e [@]r ' = [0;@ A7l = O L[]r AL 1L,

(i) Para a parte cldssica, naturalmente (ForZ, YL AL ~L 0L 1L) ¢ uma digebra de
Boole (Bueno-Soler, 2004);

(ii) O reduto (ForL oL, 1’;) é um monoide: a operacdo oL

é associativa pelo axioma

) r
(Ax3), enquanto o axioma (Ax3) assegura que 1'— é elemento neutro para o-;

(iii) pelo axioma (Ax3), a operagdo oL ¢ distributiva para YL;

(iv) pela Proposi¢do (iii) e (iv), Ol; é elemento absorvente para og;

(v) '_1; e _‘1; sdo operadores de dominio e codominio modais (mostraremos apenas o
caso de ", o resultado para ' pode ser facilmente obtido considerando a segunda férmula de
cada axioma (AxT) - (AxF)):

e pelo axioma (AxT), ' @ — ((Or@ AT) o) e, entdo, [@]r <r [(Or@AT)o@r =
[0r¢ Azl oL []r = "L[g] oL [@]r. Portanto, [¢]r <r "L[g]r oL [¢]r.

e considere o] uma subidentidade e, assim, [o]r <r I'~. Pela definicdo de =r,
entdo I' = a — m. Considerando o axioma (Ax}), (& — 1) = ((Or(0o @) A7) — ), entdo
' (Or(ao@)AT) — a. Portanto, [O,(cto @) Axlr =r [&]r e, como [O,(cto @) AT =
"L([ar oL [@]r), segue-se que "L([a]r oL [@]r) <r [at]r.

o a condi¢ao "L ([@]r oL "L{y]r) <r "L([¢]r oL []r) € obrida de (AxF).

Enquanto observagdo, no caso da dlgebra de Lindenbaum AL (LPV}Y,), as subidentida-
des sdo Sub(Forl) = {[a]r : T+ o — 7} e 0 complemento para elas definido por —L [ :=
[~a AT]p. Portanto, Sub(ForL) munido das operagdes YE, AL, ~, 0L ¢ 1L de AL (LPV;_)

e —L determina uma dlgebra de Boole para as subidentidades. 0

Proposico 121 Dado ¢ € For, entdo I't- ¢ em 7. se, e somente se, [@]r = 1L,

Demonstragdo: [—>|

3 Este é um resultado geral para classes de equivaléncia, conferir Teorema 4.9 (b) de Burris e Sankappanavar

(1981, p. 19). Se ¢ =r y, ocorre que ¢ € [y]r elou ¥ € [@]r. Dado o fato de que ¢ € [@]r e ¥ € [Y]r, entdo
[@]r N [w]r # 0. Donde segue, pela contrapositiva do Teorema 4.9 (b), que [@]r = [Y]r.
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1.TFo Hipdotese
2THFe— (y—0) LPC
3TFHo—= (T — o) Substitui¢do em (2)
4THFT @ (MP) em (1) e (3)
Pela Deﬁnigdo 1L <r [@]r e, portanto, [@]r = 1L.
[«<=] Se [@]r = 1L, entdo 1L <r [@]r e, assim, T T — @. Mas se T = T (pela LPC),
segue-se por (MP) que T' - . ([l

Considerando I' = 0, obtemos a dlgebra de Lindenbaum %A= (LPV},) da LPV}..
Defini¢ao 122 A dlgebra A= (LPV},) é o modelo canénico da LPV},.
Denotamos a valora¢do no modelo candnico por Vg : For — For=.

Teorema 123 Se ¢ € For e 2l uma dlgebra da vizinhanca, entdo os seguintes itens sdo equiva-
lentes:
() F¢@em %’;,OW ;
(1) AFE @;
(iii) vo (@) = 1, para a valoragdo canénica em A=(LPV7},).
Demonstragdo: (i) = (ii): segue do teorema de Corre¢do Fraca[l1l]
(i) = (iii): se @ é vdlido em 2, entdo ¢ é vdlido em qualquer dlgebra da vizinhanga e,
em particular, na dlgebra da vizinhanga determinada por A= (LPV,.) (vide Proposicdo .
(iti) = (i): se vo(@) = 1, entdo [@] = 1= e o resultado segue da Proposi¢ao[i2]] [

Corolario 124 (Completude Fraca) Se ¢ € For e 2 uma dlgebra da vizinhanga, entdo - ¢
em %’ﬁfw se, e somente se, 2AF @.

Demonstracdo: Consequéncia do teorema anterior. 0
Na sequéncia, consideraremos I" # 0.

Definicao 125 Um conjunto de formulas I é @-saturado se:
O I'Fe;
(ii) e para toda férmula o tal que ¢ ¢ T, segue-se que T'U{c} - ¢.

Lema 126 (Lema de Lindenbaum-t.08) Se I' ¥ ¢, entdo existe um conjunto @-saturado A tal
que I' C A
Demonstracdo: (Wojcicki, 1988, p. 27). 0

Teorema 127 (Completude Forte) Seja TU{@} C For e 2 uma dlgebra da vizinhanga, se
(AD)E @, entdo T @ em A, ..
Demonstracdo: Considere que I' ¥ ¢. Pelo Lema existe um conjunto @-saturado A tal que

I C A e A¥ ¢. Portanto, para a dlgebra de Lindenbaum A2 (LPV},) e pela Proposicdo m
ocorre que va(9) = [pla # 14,



&3

Como I C A, entdo é imediato que, para todo y € I, ¥ € A e, portanto, A+ Y. Nova-
mente, pela Proposi¢cdo inferimos que VA(Y) = [Y]a = 12, para todo y € T.

Por fim, obtivemos que Va é modelo para T em A2 (LPV},), enquanto v ndo é mo-
delo para @ em A2 (LPV}.). Sabendo que A2 (LPV},) determina uma dlgebra da vizinhanca
(Proposi¢ao [120), entdo (A,T) ¥ ¢. O
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4 CONSIDERACOES FINAIS

A presente pesquisa tinha por objetivo o desenvolvimento de um modelo algébrico para
uma logica temporal. Porém, na literatura, muitas 1dgicas temporais sdo possiveis (Goranko,
2023), algumas muito gerais e introdutdrias, e outras mais especificas e complexas. Interessava-
nos associar a formalizag@o temporal a algum tipo de interacdo com ndmeros reais, € tais requi-
sitos nos levaram a Logica da Vizinhanga de Chaochen e Hansen (1997, 2004).

Esta 16gica, no entanto, além de possuir uma parte modal, engloba também quantifica-
dores e elementos da aritmética dos reais, o que torna a tarefa de algebriza-la um tanto quanto
desafiadora. Assim, decidimos nos debrugar apenas em sua parte modal e proposicional. O que
nos conduziu ao trabalho de Goranko, Montanari e Sciavicco (2003).

No trabalho desses trés autores, temos as ldgicas proposicionais da vizinhanga, que
se dividem em ldgicas proposicionais da vizinhanga estritas e nao-estrita, sendo esta ultima
precisamente o caso do fragmento proposicional e modal da Logica da Vizinhanga. Portanto,
dado que Goranko, Montanari e Sciavicco (2003) haviam conseguido desenvolver um sistema,
com uma axiomdtica e semantica relacional bem estabelecidas, para a parte que nos interessava
da Légica da Vizinhanca, tinhamos meios para iniciar nosso trabalho.

Para a parte do referencial tedrico associada a dlgebra, encontramos dois trabalhos de
Hofner (2007) e Hofner e Moller (2008). Talvez com os mesmos anseios que 0s Nossos, es-
tes autores conseguem obter uma estrutura algébrica que valida muitos dos teoremas da parte
modal e proposicional da Légica da Vizinhanca. Eles nao desenvolvem um modelo ou seman-
tica algébrica para a l6gica em questdo, porém pavimentam algum caminho. Como a dlgebra
introduzida por esses autores capturava uma boa intuicao relativa a manipulagdo dos intervalos
temporais e parecia expressar muito bem a parte modal da Légica da Vizinhanga, julgamos que
talvez essa estrutura algébrica - que o autores chamam de semianel booleano, com subidenti-
dades, munido de operadores de dominio e codominio - pudesse ser precisamente a contraparte
algébrica da légica proposicional da vizinhang¢a ndo-estrita de Goranko, Montanari e Sciavicco.

Vimos durante a presente dissertacdo que, embora a légica desses autores seja correta
em relacdo as dlgebras da vizinhanca (nossa formalizacdo da estrutura introduzida por Hofner
e Moller), a completude do modo que pensavamos talvez ndo fosse possivel. Na parte sintdtica
dessa l6gica, ndo havia conectivos que correspondessem a operagcdao de composicao o, um ele-
mento para a identidade 1/, e correspondentes do dominio ™ e codominio " de uma dlgebra da
vizinhanca. Isto é, parecia-nos que a dlgebra da vizinhanga € mais rica que a algebra das for-
mulas da LPV™. Se nio hd correspondente sintitico para alguns dos componentes da dlgebra
da vizinhanca, é razodvel pensar que uma algebra da vizinhanga produziria mais “validades” do
que uma légica proposicional da vizinhanga nao-estrita teria de teoremas e dedugdes.

Para resolver esse problema, estendemos a LPVT, pouco a pouco, até encontrarmos
uma légica proposicional da vizinhanga ndo-estrita que fosse completa em relacdo a dlgebra da

vizinhan¢a. Comeg¢amos por incluir uma nova constante modal 7 na linguagem (um correspon-
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dente para 1’ da dlgebra), gerando a LPV, que inclusive jd havia sido trabalhada por Goranko,
Montanari e Sciavicco (2003). Obtivemos que todo teorema e dedugdo feita no sistema axio-
matico da LPV sdo vdlidos em uma dlgebra da vizinhanga. Em contrapartida, a axiomdtica da
LPV; proposta por esses autores parecia nio refletir muito bem as propriedades desejdveis de
1’ em uma dlgebra da vizinhanga, o que ndo resolvia nosso problema.

Porém, a partir da nova constante 7 e das modalidades bésicas da LPV™, encontramos
um meio de introduzir os correspondentes de " e ' na linguagem, o que considera-se, além dos

resultados de correcdo e completude, uma das contribui¢cdes desta pesquisa.
"o =0T,

0 :=0,0NT.

Gostariamos que " e ' traduzissem precisamente a intuicdo que tinhamos para esses
operadores na dlgebra da vizinhanga de intervalos, e capturassem os intervalos degenerados
que sdo os instantes iniciais e finais, respectivamente, de intervalos de um dado conjunto, o que

fica muito claro ao olhar para o conjunto verdade de uma férmula do tipo" @ e ¢ .

"ol =l10ronxll = {lxyl €l(D): [x,y]FOrpelxyFr}
{lxyl €I(@):Fzt q. [y,z] Fpex=y}
= {lx,x] € I(D) : [x,2] = @}

lol=l0eAr]l = {lxy] €ID): [x,y]F 1@ e[x,y] F )
= {l)elD): 3wt q. [wx]F@ex=y}
= {be,a] € 1(D) : [w,a] F @}

Assim, se um intervalo, por exemplo, [x,y] estd no conjunto verdade de uma férmula ¢,
entdo certamente [x,x] estard no conjunto verdade de "¢ e [y,y] no conjunto verdade de ¢ .

Contudo, apesar de termos conseguido os correspondentes para 1/, ™ e 7 da dlgebra
da vizinhanca, restava-nos ainda algum correspondente para a composi¢do. O que nos leva
a seguinte pergunta: esta composicao daria para ser definida a partir do aparato linguistico e
semantico fornecido pela LPV?

Em l6gicas temporais intervalares, temos dois principais tipos de modalidades: modali-
dades de contracdo e modalidades expansivas (Chaochen; Hansen, 1997; Goranko; Montanari;
Sciavicco, 2004). As modalidades de contracdo sao modalidades em que o valor de verdade
da férmula em um intervalo depende apenas de seus sub-intervalos. Por outro lado, modali-
dades expansivas sao modalidades em que o valor de verdade de sua férmula em um intervalo
depende de intervalos exteriores a ele. Em sintese, para avaliar a satisfacdo de modalidades
de contracdo, “olhamos para dentro do intervalo”, enquanto que para avaliarmos a satisfacao
de modalidades expansivas, “olhamos para fora”. As légicas proposicionais da vizinhancga de
Goranko, Montanari e Sciavicco, no entanto, possuem apenas modalidades expansivas - como

no caso nao-estrito: ¢, ¢;, 0, e [J;. Se o sistema com o qual estamos trabalhando possui
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apenas os conectivos cldssicos, em que a satisfacdo depende apenas de avaliarmos o intervalo
“atual”, e modalidades de expansdo, € plausivel pensarmos que ndo seja possivel definir qual-
quer modalidade de contracdo a partir disso, como uma modalidade de choﬂ € composi¢cao
desejada.

Ademais, o leitor poderia pensar na definicio de uma composicao @ o ¥ por meio de
modalidades expansivas, como uma por meio da féormula ;0,¢ A ¢,O;w. Desse modo, con-
seguiriamos dizer que um intervalo satisfaz ¢ o y se, e somente se, esse intervalo comec¢a em
algum intervalo que satisfaz ¢ e termina em algum intervalo que satisfaz y, porém ndo seria
possivel dizer se esses intervalos que satisfazem ¢ e y estariam concatenados, assim como
uma composi¢ao requeriria. Apesar disso, se fosse o caso de termos a disposi¢do o aparato
quantificacional e aritmética dos reais, tal qual ocorre na Légica da Vizinhanca, seria possivel
incluirmos um conectivo de composi¢ao, vide (Chaochen; Hansen, 1997, p. 591) - ndo apenas
o conectivo de composi¢ao, como as trés modalidades C, D e T de Venema (1991).

Dito isso, resolvemos manter a nova contante 7 e incluir uma nova modalidade para a
composi¢io na linguagem base da LPV™, o que culminou em um novo sistema, o qual deno-
tamos por LPV_. Por fim, obtivemos a adequagio entre a base dedutiva proposta para esse
sistema e as dlgebras da vizinhanca.

Vejamos que, embora julgamos ndo ser possivel a definicio da composi¢do a partir
dos demais conectivos da LPV™, ndo conseguimos fornecer nenhuma demonstragdo formal
que de fato ndo seja possivel essa inclusdo. Contudo, isso ndo tira o mérito do resultado de
adequacdo do nosso sistema LPV}_. Embora possa parecer um movimento ad hoc em incluir
a composicdo para que fosse possivel a adequacao algébrica, acabamos por mostrar o que uma
l6gica precisaria para que fosse possivel estabelecer as dlgebras da vizinhanga enquanto modelo.
Ou seja, pode ser que seja descoberto uma maneira de incluir a composicdo em LPV™ (sem ser
primitivamente) e, se isso ocorrer, basta verificar se o sistema colapsa em LPV},. Se ambos
tiverem a mesma colecdo de teoremas, certamente o nosso resultado de adequacdo algébrica
podera ser reaproveitado.

Por fim, Hotner e Moller (2008) indicam interpretagdes algébricas de outros casos de
l6gicas temporais, como o caso de 16gicas temporais com ramificacdes, utilizando a estrutura
algébrica com a qual trabalhamos, sendo uma muito proxima. Diante do exposto, o presente tra-
balho pode ser um estopim para a obtencdo de modelos para demais casos de l6gicas temporais,
como o sistema CTL (Emerson, 1991) indicado por Hofner e Moller (2008), tdo quanto de-
mais casos de légicas da vizinhanga, como o caso estrito dessa familia de sistemas de Goranko,

Montanari e Sciavicco (2003).

' Modalidades de chop sdo casos de modalidade de contragdo, introduzidas por Venema (1991) em seu sistema

CDT. Inclusive, nossa composi¢do € o caso do conectivo C desse referido sistema.
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