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RESUMO: Algoritmos para reconhecimento de 3-variedades utilizam-se do conceito de superficie nor-
mal, sendo assim, pode-se entdo tratar problemas de teoria de 3-variedades como sendo de pro-
gramacao linear. Como exemplos tem-se o Algoritmo de reconhecimento da 3-esfera triangulavel de
Rubinstein-Thompson que é implementado na suite de software Regina, como a decomposi¢cao soma
conexa de 3-variedades. A completa classificacado de 3-variedades pode ser realizada por meio de algo-
ritmos, possuindo assim relevancia para o Programa de Geometrizacdo de Thurston para obtengéo de
resultados inicialmente utilizando topologia computacional. O objetivo do presente trabalho é discorrer
sobre uma aplicacdo do software Regina. Obteve-se durante a elaboragéo do presente trabalho, o re-
sultado entre a comparacao da 3-esfera homolégica de Poincaré com a 3-esfera, parte importante para
o entendimento da Conjectura de Poincaré e do Programa de Geometrizagao.

PALAVRAS CHAVE: Geometrizagao, Algoritmo de Rubinstein-Thompson, 3-esfera

ABSTRACT: Algorithms for recognition of 3-manifolds are used the concept of normal surface, so one
can then deal problems of theory 3-manifolds as linear programming. As examples we have the Rubins-
tein-Thompson algorithm recognize the triangulable 3-three-sphere which is implemented in software
suite Regina, such as decomposition connected sum of 3-manifolds. The complete classification of
3-manifolds can be realized by means of algorithms, thus having relevance to the Thurston Geometri-
zation Program to obtain a priori results using computational topology. Obtained during the elaboration
of this work, the result of the comparison between the Homological Poincaré sphere with 3-sphere, an
important part to understanding the Poincaré Conjecture and the Geometrization Program.
KEYWORDS: Geometrization, Rubinstein-Thompson algorithm, 3-sphere

INTRODUGCAO

O objetivo do presente trabalho € a
apresentacao via tratamento computacional
do Programa de Geometrizagado de Thurs-
ton [26], utilizando-se o ferramental da topo-
logia e da geometria computacional [5], [9],
[16], que se valem do desenvolvimento de
algoritmos eficientes para resolver proble-
mas fazendo uso de métodos topoldgicos/
geomeétricos, particularmente a classifica-
c¢ao de variedades em baixas dimensdes.

@ =

Nas variedades em baixas dimensoes tem-
-se um numero consideravel de algoritmos,
em partiucular sobre 3-variedades, suas
decomposicdes, o problema do homeomo-
fismo [3], deteccdo de estruturas hiperboli-
cas [14]. Nesta area tem-se, por exemplo,
o Algoritmo de Rubinstein-Thompson de
reconhecimento da 3-esfera triangulavel
[6], [12], [18], [20]. Figura a decomposicao
soma conexa de 3-variedades [15], nesse
rol e € o seu algoritmo semelhante ao de
reconhecimento da 3-esfera. Pode-se des-
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tacar também a decomposicao Jaca-Johan-
son-Shalen (JSJ) [5], que é parte funda-
mental da Geometrizacéo.

Consoante a [19] pode-se realizar
a classificacdo de 3-variedades através de
algoritmos [4]. Nao ha até o momento algo-
ritmo para implementacdo computacional
da decomposicao JSJ [22], existe um al-
goritmo. Para os demais casos existe um
pacote de software denominado Regina [2].

No sistema tem-se a implemen-
tacdo de uma variante do algoritmo de re-
conhecimento da 3-esfera de Rubinstein-
-Thompson, que serve para determinar se
uma 3-variedade triangulavel € homeomor-
fa a 3-esfera. O presente trabalho discorre
sobre a sobre a classificagdo de variedade
em baixas dimensbes e para tal, far-se-a
uso do software Regina.

1. CONCEITOS E TECNICAS

Regina é uma suite de softwares
para uso em topologia de variedades em
baixas dimensdes, mais especificamente
em dimenséao 3. Utiliza-se de triangulag¢des
de 3-variedades incluindo também suporte
para superficies normais [7], [1] e estruturas
angulares. Os principais objetos do Regina
sdo triangulagbes de 3-variedades. Parte
do software serve a criagao, analise e mani-
pulacéo dessas triangulagdes.

O software trabalha com a imple-
mentacdo de uma variante do algoritmo
de reconhecimento da 3-esfera de Rubins-
tein. Este algoritmo determina se é ou nao
uma 3-variedade triangulavel homeomorfa
a 3-esfera. Tem-se também a implementa-
¢do da decomposicao em somas conexas
de 3-variedade triangulaveis que as decom-
pdem em uma soma conexa de 3-varieda-
des triangulaveis primas.

Quanto aos conceitos relevantes
tem-se as 3-variedades triangulaveis pri-
mas, existéncia e unicidade da decompo-
sicdo prima de 3-variedades [11], triangu-
lacdo. Superficie normal [24], [2] [1], que é
base para muitos algoritmos na teoria das
3-variedades.

2. METODOLOGIA DE DESENVOLVIMEN-
TO

:::::

Constitui-se de uma abordagem organiza-
da visando alcangar um objetivo, que sera
exequivel por intermédio do cumprimento
de um conjunto de procedimentos preesta-
belecidos.

2.1 Métodos de abordagem

Para a elaboracao do presente tra-
balho utilizar-se-a os métodos hipotético-
-dedutivo e dialético.

2.2 Métodos de procedimentos

S&o constituidos por etapas mais
concretas da pesquisa, tendo por objetivo
a explicacédo de objetos menos abstratos,
portanto esta relacionada especificamente
com as fases da pesquisa € ndo com seu
plano geral.

2.3 Método comparativo.

Define-se pelo confronto entre ele-
mentos, considerando-se seus atributos,
pauta-se pela promog¢do do exame dos da-
dos objetivando a obtencao de diferengas
ou semelhangas que possam ser constata-
das, e as devidas relagdes entre ambas.

2.4 Equagdes

As equacdes de (1) a (3) descre-
vem as somas conexas, as de (4) a (5) as
Geometrias Modelos, partes integrantes do
Programa de Geometrizagcdo de Thruston
[26]:

M= M# . #M, (1)
M=M, #._ %M, 2
M = M#s™ (3)

As equacgdes (1) e (2) descrevem
somas conexas entre variedades. Utilizam-
-se destas para descrever o Teorema de
Kneser [11] sobre a existéncia da decompo-
sicao prima de 3-variedades e o de Unicida-
de da Decomposigao Prima de Milnor [15].

Himy (M) = G (4)
I=H(m(M) <G (5)
M=Xx/T (8)
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A aplicacédo (4) descreve um ho-
momorfismo de holonomia, I' um grupo de
holonomia. Sendo (G,X) uma geometria
modelo, X tem uma métrica riemanniana tal
que G=lsom(X), se M é compacta entéo é
completa com a métrica induzida pela estru-
tura (G,X) é descrita por (6).

2.5 Superficies normais

A teoria das superficies normais
constiui-se emum ferramental de grande
vulto para o estudo de 3-variedades e para
o desenvolvimento de algoritmos para sua
analise. Essa teoria fora introduzida por
Kneser e desenvolvida por Haken, que os
usou para construir Reconhecendo um al-
goritmo para a um n¢ trivial, Haken iniciou a
construgao de um algoritmo para resolucéo
do problema do homeomorfismo para uma
grande classe de 3-variedades [23].

Superficies normais apresentam-
-se em uma série de decomposi¢des de
3-variedades, alguns algoritmos de reco-
nhecimento, bem como em algoritmos para
simplificagao de triangulacbes de 3-varieda-
des.

2.6 Analise

| - Objetivando a analise de super-
ficies normais, o software Regina
instalagcbées dispdem das seguintes
ferramentas:

Il - Visualizagcdo de superficies nor-
mais em uma variedade de sistemas
de coordenadas;

Il - Calcula as propriedades basicas
de superficies normais como carac-
teristica de Euler, orientabilidade (in-
variantes topolégicos), por exemplo;

IV - Reconhecimento em superfi-
cies com triangulacéo padrodes, tais
como: divisao e ligagao de vértices e
as ligagdes de bordas;

V - Filtragem de grandes istas de
superficies regulares por varias pro-
priedades, tais como: caracteristica
de Euler, orientabilidade e bordo.

:::::

3. Resultados Preliminares
3.1 Homologia

Seja um espaco topolégico X, em
que se define uma cadeia complexa C(X),
que € uma sequéncia de grupos abelianos
ou moédulos Cg,Cy,C5,... conexo por homo-
morphisms de grupo, a,,: C,, - C,,—, que s&o
denminados operadores de bordo. Isto &,

Py In dn—y B2 9y dq

0y = Cy — .20, = C =0 (7)

Em que 0 denota o grupo trivial e
C; = 0,V¥i < 0. Faz-se mister que a compo-
sicdo de qualquer dos dois operadores de
bordo consecutivos seja trivial, isto €,

Oy @ Ont1 = Ong1n—1 (8)

ou seja, o0 mapa constante leva os
elementos de Cn+ a identidade de grupo em
Cn1, isso €, Im(d,s,) & Ker(d,).Sendo
cada Cn abeliano todos os seus subgrupos
sdo normais e sendo dois subgrupos de
C», sé@o subgrupos normais entdo, pode-se
considerar Im(dn+1) um subgrupo normal de
Ker(on) e considerando-se,

Hy(X) = ker (8,)/Im(8p41).  (9)

Sendo (10) denominada de n-ési-
mo grupo de homologia de X.

3.2 Grupo Fundamental

Seja um espaco topoldgico
X xg € X. Seja o conjunto de fung¢des con-
tinuas, denominadas lagos com ponto base
Xo1

{f:I-X:f(0)=x_0= f(1)} (10)

Agora, o grupo fundamental de X
com ponto base x € este conjunto modulo
de homotopia h,

(FI-XF(0)=x_0=f(1)}/h (1)

equipado com a multiplicagdo do grupo de-
finido por (f *g)(t):=2tse 0<t< 12e (f* Q)
(t):=g(2t-1) se 12<t<1. O produto de duas
classes de homotopias de lacos [f] e [g] &,
entao definida como [f * g].
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O conjunto de todas as classes de
homotopias dos lagos com ponto base x 0
forma o grupo fundamental de X no ponto
x_0 denotado por m_1 (X;x_0 ) [15]. O ele-
mento identidade é o mapa constante no
ponto base, e o inverso de um lago f é o
laco g definida por g(t)=f(1-t).

sesne

\ O T
i ECHE: SRS (R TR

Figura 1: Grupo Fundamental

3.3 Triangulacéao

Uma triangulacdo de um espaco
topoloégico X € um complexo simplicial K,
conjuntamente com um homeomorfismo
entre X e U K, se umcomplexo simplicial K
tal que U K seja homeomorfismo a X, entao,
X é triangulavel.

3.4 Reconhecimento

Uma aplicacédo de recobrimento
(também denominada recobrimento) € uma
funcao:

p:X—X (12)

Sendo (12) continua, sobrejetiva,
tal que vx ¥ possui uma vizinhanga dis-
tinguida, denomina-se ¥ espaco de recobri-
mento, X base de recobrimento, p € deno-
minada projecao ep~*(x) é fibra sobre x € X.

4, ESFERA HOMOLOGICA DE POINCA-
RE NAO TOPOLOGICAMENTE EQUIVA-
LENTE A 3-ESFERA

Poincaré afirmou em 1900 que a
partir de um ferramental topol6gico denomi-
nado homologia, que tinha concebido com
base em trabalhos anteriores de Enrico
Betti, seria uma condi¢cao necessaria e sufi-
ciente para dizer se uma 3-variedade seria
topologicamente equivalente a uma 3-es-
fera. Nao obstnte, em um artigo de 1904,

\\\\\

descreveu um contra-exemplo, um espaco
denominado agora de esfera homoldgica
de Poincaré, para a consecucao deste re-
sultado, introduziu um novo invariante to-
poldgico, o grupo fundamental, e verificou
que a esfera de Poincaré tem um grupo fun-
damental cuja ordem é 120 (interpretado
como quaternions, os 120 vértices formam
um grupo sob a multiplicagdo quaternioni-
ca, é nao-abeliano, denomina-se frequen-
temente grupo icosaédrico binario 21 uma
vez que é o recobrimento duplo do grupo
icosaédrico I. O grupo icosaédrico binario &
isomorfo ao grupo linear especial SL(2,5)),
enquanto que a 3-esfera tem um grupo fun-
damental trivial. Desta forma, pode concluir
que estes dois espacos sao de fato, distin-
tos.

Pode-se construir a esfera homo-
l6gica de Poincaré como sendo o espacgo
quociente SO(3)./1, em que | é o grupo ico-
saédrico (o grupo de simetrias de rotacéo
do icosaedro regular e dodecaedro isomorfo
ao grupo alternante As). O grupo de isome-
trias I’ do icosaedro com centro na orgiem &
um subgrupo de SO(3).

Seja SU(2) as transformacobes
unitarias em €2 agindo sobre ©? pela di-
reita, isso  €u=(52) aa+bb=1 entdo
u(z,w) = (z,w) (j—bz), esta acdo de SU(2) so-
bre €2 comuta comamultiplicagdo comple-
xa, levando retas a retas, isso define uma
acao sobre CP! =82 =C U co.

Considerando-seu = (57) € sU(2),
entdo z € C U oo, podemos identificar
CU « com %2 por intermédio da proje-
¢ao estereografica, estas transforma-
¢bes sao sobrejetivas sobre SO(3). De-
fine o mapa: q:SU(2)—S0O(3) que define
um reobrimento que € uma 2-upla, sendo,
a*=[; Ju[g" %] do ponto de vista topo-
l6gico é o mapa f:§* - RPF* denotaremos o
levantamento de | a SU(2) por I*, pode-se
verificar que I* € um grupo m;{8P*),consi-
derando-se SU(2) como um mapa R* — R*
preserva a distancia de {0}, SU(2) age so-
bre % podemos verificar também que exis-
te um homeomorfismo ©2/I* -+ f~1(0) sobre
o qual € um biholomorfismo fora de zero.

Os grupos de homologia da 3-esfe-
ra sdo como se segue: Hy(%* I) e Hz(S%,Z)
ambos ciclicos e infinitos, enquanto que
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H,(%8%, ) = {0} para todos os outros indices
i.

Qualquer espago topolégico com
esses grupos de homologias sdo conheci-
dos como uma homologia da 3-esfera.

5. SOFTWARE SUITE REGINA

Os objetos primarios do Regina
sdo 3-variedades triaangulaveis, destar-
te, grande parte do software é dedicada a
criacdo, analise e manipulagcédo de triangu-
lagdes. No que se refere as triangulacoes
pode-se utilizar os seguintes métodos que
estdo no suporte para a criagcéo de triangu-
lacdes:

5.1 Criacao

| - Construcao de triangulacoes inse-
rindo identificagdes individuais das
faces do tetraedro;

Il - Geragdao automatica de triangu-
lagbes padrdao como os toros soélidos
em camadas: como espacos lentes
solidos em camadas [25];

Ill - Construcao automatica de fibra-
dos de Seifert sobre a 2-esfera;

IV - Reconstrucéo de triangulagdes
a partir de cordas desidratadas;

V - Triangulagdes importadas de
SnapPea.

5.2 Analise

Propriedades de uma triangulacéo
que o software pode calcular:

| - Detalhes sobre informacgdes com-
binatérias sobre o esqueleto e com-
ponentes do bordo;

II - Homologia e grupos de homoto-
pia;

Il - Invariantes quanticos de Turaev
e Viro [21];

IV - Reconhecimento da 3-esfera,
bem como a decomposicdo soma
conexa;

V - Atributos da triangulacao relati-
vOs a existéncia de diversos tipos de
superficie normais, tais como: 0-efi-
ciéncia e a existéncia de superficies
de divisao.

:::::

5.3 Manipulacao

No que tange a manipulagdo de
uma triangulagéo, as seguintes rotinas es-
tao disponiveis:

| - Transformacdes locais para um
pequeno numero de tetraedros entre
outras;

Il - Automatizacdo do software para
simplificacdo do uso combinado dos
elementos descritos na alinea “a”
objetivando-se reduzir o numero de
tetraeros tanto quanto possivel, ndo
obstante, ndo haja garantia de que
0 menor numero possivel de tetrae-
dros sera alcangado;

[ll - Conversédo de uma triangulagéo
nao orientavel para recobrimento du-
plo orientavel;

IV - Redugéao de superficies normais
triangulaveis a um ponto.

6. APLICACOES
6.1 Descrigcao da 3-esfera

A 3-esfera é uma subvarieda-
de mergulhada fechada de R* a métrica
neste espacgo induzir a métrica na 3-esfe-
ra dando-lhe a estrutura de uma variedade
riemanniana,possui curvatura seccional po-
sitiva constante igual a 1/r2 em quer é o
raio. A 3-esfera tem uma estrutura de grupo
de Lie naturalmente dada pela multiplica-
¢ao quaterniénica. As Unicas outras esferas
com tal estrutura sdo a O-esfera e a 1-es-
fera. Contrariamente a 2-esfera, a 3-esfera
admite campos vetoriais ndo nulos (secoes
de seu fibrado tangente). Pode-se até en-
contrar trés campos vetoriais linearmente
independentes e ndo nulos s;(x) = (x, 5(x)),
podem estes ser tomados como campos
vetoriais invariantes a esquerda que consti-
tuem a base para a algebra de Lie da 3-es-
fera, implicando isso que a 3-esfera é para-
lelizavel. Segue-se que o fibrado tangente
da 3-esfera é trivial. H4 uma agao do grupo
U(1) em %3 dando a 3-esfera estrutura de
um fibrado circular principal C denominado
fibrado de Hopf [10].

Considerando-se §* c % a agao
€ dada por (z; - Z;) - & = (244 - z;4). O espacgo
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de orbita desta agao € homeomorfa a &Z.
Sendo §* ndo homeomorfa a s2 x51, o fi-
brado de Hopf nao é trivial.

6.2 Descricao do fibrado de seifert

Um fibrado de Seifert [13] pode
ser visto como sendo uma 3-variedade com
uma decomposicao por circulos, que deno-
minam-se fibras, tal que cada fibra possui
uma vizinhanga tubular isomorfa ou a um

Reongnition Recogribion
High-bevel Recognition Routines High-level Recognition Routines
Japhared True O Caculabe | 3-pphere? Urknown [u Caloulade | 3-sphere? Pabse |3 Calodste
Shal? Falee O Caloulsbe | | Bhal? Sakie o )
Sobd tonus? False O Caicuiate | | Eobid tons? Falue o Caloulate
Tero-efident? True & Caloiate | | Parg-afficent? Trus @ Caladate
Splitting surface? False | O Calodate | | Bplitting surface?  Fale o Caloils
Manifipld: 53 fold: 53120
| Compaosition

Isomonphesm [ subcomplex test:

Compare with T = | i 3-Exfora =

it Mo rislatioraieg

Figura 2: Comparagéo feita pelo software entre a Esfera Homoldgica de Poincaré e a

3-esfera.

toro fibrado ou a uma garrafa de Klein fibra-
da. Um fibrado de Seifert € uma folheacéao
por circulos, vamos supor esta sempre de
classe ™. Epstein mostra em [8], que toda
folheagado por circulos de uma variedade
compacta de dimensao trés é um fibrado de
Seifert.

6.2.1 Classificacao

Fibrados de Seifert [5], [6] fechados
séo classificados em termos dos seguintes
invariantes. Variedades de Seifert sdo de-
notadas por {b, (s, )i (ay, ba), ..., (@n, by )}

Create beneath: | ¥ Triangulation &

Label: Tiangulation 7

Type of trisnguiation: |Seifert fiwed space over 2-sphare

Paramelters (2,84 ... (awbd:

Figura 3: Janela para obtencao de um fibrado
de Seifert.

Q

CONSIDERAGOES FINAIS

No presente trabalho apresenta-
mos uma introducado a aplicagdes do sof-
tware Regina, que permite a descricdo a
priori do Programa de Geometriazagéo de
Thurston [26], [17], utilizando da geometria
e topologia computacionais. O sistema tem
ainda muitas peculiaridades a serem explo-
radas e mesmo a fusdo com outros siste-
mas para resolugcdo de outros problemas
devem ser observadas em trabalhos futu-
ros. Apresentamos aqui como resultado a
comparacgao entre a 3-esfera e a 3-esfera
homoldgica de Poincaré, que € um contra
exemplo a sua conjectura.
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