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RESUMO

Este trabalho de conclusdo de curso tem como objetivo estudar a eficiéncia computacional das discreti-
zagdes h e p no método dos elementos finitos aplicado a estruturas aeroespaciais reticuladas. Para isso
foi selecionada uma estrutura desse tipo que foi simulada utilizando o método dos elementos finitos
implementado utilizando a linguagem de programacio MATLAB, a simulagdo da forma deformada
foi repetido diversas vezes obtendo o tempo de processamento e aumentando a discretizagdo a cada
iteracdo, esse processo foi feito para a discretizac@o h e para a discretizacdo p. Apds as simulagdes
a discretizagdo h se demonstrou mais eficiente em termos de efici€ncia computacional do que a

discretizacgao p.

PALAVRAS-CHAVE: Anidlise de elementos finitos. Engenharia aeroespacial. Andlise estrutural
(Engenharia).



ABSTRACT

This course completion work aims to study the computational efficiency of h and p discretizations
in the finite element method applied to lattice aerospace structures. For this, a structure of this type
was selected, which was simulated using the finite element method implemented using the MATLAB
programming language, the simulation of the deformed shape was repeated several times, obtaining
the processing time and increasing the discretization at each iteration, this process was done for the h
discretization and for the p discretization. After the simulations, the discretization h proved to be more

efficient in terms of computational efficiency than the discretization p.

KEYWORDS: Finite element analysis. Aerospace engineering. Structural analysis (Engineering).
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1 INTRODUCAO

1.1 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

A analise estrutural tem como objetivo analisar o comportamento de estruturas quando submetidas
a certas condicdes de contorno e forgas. Isso pode ser feito de forma analitica ou numérica.

Uma das principais ferramentas para a analise estrutural numérica é o MEF que é um método de
solu¢do de EDP e portanto pode ser utilizado para outros tipos de analises e solugdes além da analise
estrutural.

O MEF subdivide o espago de solugdo em um numero finito de elementos o que resulta em um
sistema de equagdes algébricas.

O MEF se originou no inicio da década de 1940. Em 1941 o engenheiro estrutural A. Hrennikof
publicou o artigo "Solution of Problems of Elasticity by the Framework Method". Esse artigo levou
ao nascimento do MEEF, nele A. Hrennikof discretizou o dominio em uma malha de trelicas (LIU; LI;
PARK, 2022).

Em 1943 R. Courant publicou um artigo no qual propds um tratamento numérico usando um
método variacional para resolver EDPs de segunda ordem que surge do problema de tor¢ao de um
cilindro de Saint-Venant. Apds isso vdrios outros trabalhos de discretizagdo utilizando formulacao
variacional foram publicados (COURANT] 1943), (STEIN, 2014} e (LIU; LI; PARK,2022]).

No inicio da década de 1950 vérios engenheiros e académicos passaram a utilizar a abordagem de
formulacdo variacional para resolver problemas de engenharia reais, principalmente em engenharia
aeronautica e civil (LIU; LI; PARK] [2022).

Em paralelo Argyris e M. J. Turner desenvolveram a primeira forma do MEF, que na época foi
chamado de Método da Matriz de Rigidez (LIU; LI; PARK, [2022).

Em 1960 R.W. Clough chamou esse método pela primeira vez de Método dos Elementos Finitos.
Ap6s isso diversas formulacdes de MEF foram criadas e com o aumento do poder computacional o

MEEF passou a ser utilizado amplamente por engenheiros e académicos (LIU; LI; PARK] 2022).

1.2 ESTRUTURAS AEROESPACIAIS RETICULADAS

Estruturas reticuladas sdo estruturas constituidas por barras que sdo um tipo de componente
estrutural caracterizado por possuirem uma direcdo predominante em relagdo as demais direcoes. As
barras sdo conectadas de forma discreta a outras barras .

Estruturas reticuladas normalmente sdo mais leves quando comparadas com estruturas de outros ti-
pos com propriedades mecanicas semelhantes. Por isso estruturas reticulada sdo amplamente utilizadas
por diversas dreas da engenharia, especialmente dreas como aerondutica e aeroespacial que precisam
minimizar o peso das estruturas.

O setor aeroespacial possui grande interesse em estruturas reticuladas desde o inicio da exploracdo

espacial, sendo um dos primeiros usos registrados como um isogrid na década de 1970 feito de alumio
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que possuia caracteristicas isotropicas facilitando os célculos, foi utilizado como inter-estagio do
veiculo lancador Delta dos EUA (HUYBRECHTS; HAHN; MEINK. 1999).

Com o desenvolvimento de tecnologias estruturais o isogrid passou a ser muito pesado e de dificil
construcdo se comparado as demais estruturas da época, por isso muito pouco dessas estruturas foram
utilizadas até a década de 1990, quando foi possivel construir as primeiras estruturas reticuladas de
compdsitos, fazendo com que o peso e a resisténcia se tornassem vidveis para uso (HUYBRECHTS;
HAHN; MEINK. 1999).

Ap6s o retorno das estruturas reticuladas no setor aeroespacial, essas estruturas passaram a ser
utiliza com o objetivo de reducdo de peso mantendo boas propriedades mecanicas se comparada com
os demais tipos de estruturas (HUYBRECHTS; HAHN; MEINK,|1999).

As estruturas reticuladas sdo principalmente utilizadas como adaptadores para a conexdo do payload

€ como inter-estagio.

1.3 OBJETIVO

1.3.1 Objetivo Geral

O objetivo geral do trabalho consiste na comparagdo da eficiéncia da discretizacio h e da discreti-

zacdo p no MEF finitos classico aplicado em estruturas aeroespaciais reticuladas.

1.3.2 Objetivos Especificos

Os objetivos especificos sdo:
1. Selecionar estruturas aeroespaciais reticuladas como estudos de caso.

2. Implementar um gerador de malhas compativeis com elementos bidimensionais para as estruturas

selecionadas.

3. Implementar uma formulagdo clédssica de elementos finitos de viga com discretizagdo h e

discretizagdo p
4. Resolver problemas estaticos na estrutura selecionada

5. Comparar os resultados obtidos por ambos os métodos em relagdo a eficiéncia computacional.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

2.1 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

O MEF para estruturas trata cada elemento como uma mola tridimensional na qual as forcas
somente podem ser aplicadas nas pontas em qualquer direcdo. O comportamento de uma mola
tridimensional pode ser descrito pela equacdo de Hooke generalizada (I)) como descrito em (TURNER
et al.,[1956).

F=K.-U (1)

A equagdo [I|também € responsdvel por descrever o comportamento do objeto analisado pelo MEF,
utilizando as respectivas matrizes na forma global, criadas a partir da combinacao das matrizes locais.

Cada n6 possui seis graus de liberdade sendo 3 graus de deslocamento e 3 graus de rotagao.

2.1.1 Matriz de Forca

A matriz de forca € utilizada diretamente na forma global, sendo uma matriz coluna com o numero
de linhas igual ao numero de graus de liberdade vezes o numero de nds do objeto completo. A matriz

de forca é descrita pela equagdo 2]

[l

e

[l

SRR

—

F={ : 2)

R

S

3

SRR

3
N
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2.1.2 Matriz de Deslocamento

Da mesma forma que a matriz de for¢a, a matriz de deslocamento € utilizada diretamente na forma
global, sendo uma matriz coluna com o numero de linhas igual ao numero de graus de liberdade vezes

o numero de nés do objeto completo. A matriz de deslocamento ¢ descrita pela equacdo 3]

(0

(O

u=23 (3)

Uy

n
n
Wy,
9877.
0,

an

2.1.3 Matriz de Rigidez

A matriz de rigidez € uma matriz quadrada com o nimero de linhas igual ao numero de graus
de liberdade vezes o numero de nés do objeto completo e o nimero de colunas igual ao numero
de linhas por ser uma matriz quadrada. Essa matriz é mais complexa do que a matriz de forgas e a
matriz de deformacdo, sendo ela a responsavel por determinar como serd feito o MEF. A matriz de
rigidez deve levar em conta a rotagdo de todos os elementos, por isso s@o utilizadas matrizes locais
que posteriormente serdo rotacionadas para montarem a matriz de rigidez global. As matrizes de
rigidez locais podem ser definidas de diversas maneiras, esse trabalho utilizard apenas duas maneiras

de defini-la, sendo elas:
* Matriz de rigidez local para vigas torcionais com 2 nés em cada elemento
* Matriz de rigidez local para vigas torcionais com qualquer numero de nés em cada elemento
Com a matriz de rigidez global definida e a matriz de forgas global é possivel obter a matriz de
deformacdes através da solu¢ao da equacao

2.1.4 Sistema de coordenadas

Para calcular a matriz de rigidez local, sera utilizado um sistema de coordenadas locais, que €
posicionado de forma que o elemento se encontre alinhado com o eixo s, e a origem se encontre em
um dos nés do elemento.

Além do sistema de coordenadas locais, serd utilizado o sistema de coordenadas isoparamétricas.
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A figura[Figura 1| mostra como esses sistemas de coordenadas se relacionam.

Figura 1 — Sistemas de coordenadas

Fonte: Elaborada pelo autor

2.1.5 Matriz de rigidez local para vigas torcionais com 2 nés por elemento

A matriz de rigidez local € montada para cada elemento no sistema de coordenadas locais.

A matriz de rigidez local K, pode ser obtida a partir do variacional do trabalho que € dado pela
equagcdo 4]

6P = —5U F 4)

Substituido a equagao[I|na equagdo 4] obtém-se a equagio [3]

0P = —6U K, U &)

Portanto para determinar a matriz de rigidez local deve-se determinar ¢ PP, que pode ser determinado

a partir da relagdo com o variacional de energia de deformacéo descrita na equagdo [0

Ug+ 0P =0 (6)

Com isso € necessario determinar dUy, que pode ser descrito pela equagio [7/|como descrito em
(ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000).

U, = / 0 o dQ (7)
Q

A equagio 7] pode ser reescrita considerando a equagdo 8] como demonstrado na equagao [9}

dQ) =dr dtds = dAds (8)

L
oUy = / / del o dAds 9
0o Ja
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O termo ¢ pode ser reescrito utilizando a equacao [[0]considerando que ndo hd variacdo na drea da

secao transversal do elemento e portanto €, = £; = 0, sendo ¢ o vetor de deformacao na representacao

de Voigt.

e = Trt (10)

O termo o pode ser reescrito em fungdo de € utilizando a equagio

c=F ¢ (11)

Com isso o termo o pode ser expandida para equagio[I2] considerando material isotrépico, sendo

o o vetor de tencdes na representacao de Voigt.

O E 0 0 O Es Fe,
- 0O G 0 0 r G,
o= Trt _ Vrt _ Vrt (12)
Tst 0 0 G 0 stt G’Yst
Trs 0 0 0 G Vrs GYrs

Substituindo as equagdes [I0|e[I2] na equagdo 0] obtém-se a equagio[I3]

FEe,

L
G,
0Uq = / / |:5€s 5’77“t 5’7815 677”5 o dAds
0 A nyst (13)
Gy

L
= / /(&tSTEES + 57£G%t + MSTtG*yst + (577?;(?%3) dA ds
0o Ja
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Considerando uma viga de Euler-Bernoulli torsional tem-se as equacdes[I4] [I3] [16], [I7]e conside-

rando a tor¢do de Saint-Venant tem-se as equagdes [I8] [19]

u:uo—r%—tg—t; (14)
v =1 (15)
w = wp (16)
05 =050 (17)
b= (18)
0, = —88—7:: (19)

Sabendo que e, V,¢, Vst © Vrs 830 respectivamente dados pelas equacdes [20] 21] 22] e [23]
@z%Uz(%—r%—t%)U (20)
Yot = (g—er%)U: %Q;U 1)
= (aa_f - g_f) - 22)
%SZ(%—%)UZO (23)

Para facilitar a escrita serd considerado as equagdes [24] 25] [26] e [27]

B, = % (24)
By, = % (25)
By = % (26)
By = 00 (27)

O0s
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Reescrevendo as equagdes [20]e [21] tem-se as equagdes 28] e [29]

es = (By — 1By — tBy) U (28)

Yrt = BS U (29)

Substituindo as equagdes 28] [29] [22] e 23| na equagdo [13] obtém-se a equacdo 30}

L
s =00 BU [ [ (BB, r(B B+ BBE) ~ (B B + BuBL)
0 A
+rt(BL By + By Bly) + r? Bl By, + t* Bl By dA ds+ (30)

L
+5UGU/ /(JIBSTBS) dA ds
0 A

Sabendo que as equagdes dos primeiros momentos de drea (Q);, ;) sdo[31]e [32] respectivamente,
sabendo também que as equagdes dos segundos momentos de drea (I, I,,) sdo[33]e[34|respectivamente
e sabendo que o segundo momento de drea cruzado (/,;) é dado pela equagao as equagodes dos
momentos de area foram obtidos de (HIBBELER, 2013)).

Q= / rdA (31)
A

Q, = / tdA (32)
A

_[tt:/r2 dA (33)
A

I, = / 2 dA (34)
A

I, = / vt dA (35)
A

A equagdo [30|pode ser reescrita substituindo as equagdes [31] [32] [35] 33]e¢[34] com isso obtém-se a

equagao .

L
Ua=dU EU [ [ABIB, - QBIBu + BuBf) - Qu(BIBu-+ BuBl)+
0
+Irt(Bg;~Bbt + Ber;}C) + ]tth;Bb'r + Irng;Bbt] d8—|— (36)

L
+5UGU / (AJ,BTB,) ds
0
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Considerando que na geometria estudada a sec¢ao transversal possui simetria, entdo (; = @), =

I, = 0, com isso a equacdo |36/ pode ser reescrita como a equagao

L L
U, =6U EU / (ABIB, + I;B]. By + I, B}, By) ds + 6U G U / (LBIB,)ds  (37)
0 0

Substituindo a equagdo [37]e a equagdo 5| na equacao 6] obtém-se a equagio

L L
SUEU / [ABI'B,, + I;BL. By, + I, B}, By ds + 6U G U / (L BIB,) ds—
0 0

(38)
— UK, U=0
Reescrevendo a equacdo [38| obtém-se a equacao
L L
K =FE / (ABIB, + I;B]. By, + I, B By) ds + G / (/1 BT B,) ds (39)
0 0

Com isso para obter a matriz de rigidez local € necessario obter as matrizes B,,, By, By € Bs e
integra-las em fungao de s. Para fazer a integragdo serd utilizado o método numérico quadratura de
Gauss, por isso essas matrizes serdo determinadas diretamente no intervalo de -1 até 1, substituindo a

varidvel s por &, como exige o método numérico por isso a equagao [39 pode ser reescrita como

1

1
K, = FE / (ABLB, + I,Bl By, + 1, B, By)J d¢ + G / (J1BI'B,)J d¢ (40)

1 -1

A equagio que relaciona s com ¢ é a equacadd 1] descrita em (CUNHA] 2003).

L+L
s(g) = 22T @
Sendo o jacobiano (.J) dado pela equacdo 2] descrito em (CUNHA| 2003).
os b—a
J=—== 42
9€ 5 (42)

Para determinar a matriz B,, é necessdrio obter uy(§). Para determinar uo(&) serdo utilizadas
fungdes de forma que sdo fungdes definidas arbitrariamente de maneira que a fun¢@o o (£) nos nés do
elemento seja igual ao valor de deformacdo real nos nds. A principio serd utilizada a funcdo de forma
mais simples possivel para determinar uo(€), que sdo dois polindmios de grau um ¢; (&) e ¢2(€). Com
isso ug(€) é definido pela equagdo

uo(§) = ¢1(&) w1 + Pa(§) ua (43)
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Onde ¢1(€) e ¢2(€) sdo determinados pelas equagdes 44| e

$1(§) = a1 - &+ ay (44)
$2(§) = az-§+ay (45)
Sabendo que u; € us s@o as deformagdes na direcao s nos nés, sendo o né 1 posicionado em § = —1

e o né 2 posicionado em & = 1, entdo € possivel obter um sistema de equagdes 46| para determinar as
varidveis a; e a da fungio de forma[4]e um sistema de equagdes [47] para determinar as varidveis ag e

ay da fungdo de forma 3]

_ =1
{ ai + as ( 4 6)
a; +ag = 0
_ -0
{ as + ay (47)
a3 +ag =1
Resolvendo os sistemas de equagdes € possivel obter ¢ e ¢, e portanto é possivel determinar g (§).
Com ug (&) definido é possivel obter 8“3(5) como demonstrado na equacao
Com ug (&) definido é possivel obter 8“5’(5) como demonstrado na equacao
0 0 0 0 0 0
uo(§) _ Ouo(§) 9¢ _ ¢1(§)ul+ ¢2(§)u %3 48)
0s o0& 0Os 0& o0& ds

Na equagdo 0 termo e igual ao jacobiano inverso (J 1), podendo ser reescrito como a equagio

Ouo(€) _ (901(&) ., 02(&) '\
- J 49
D5 85 Uy + 85 U ( )
Com isso ¢é possivel determinar 5,, na forma matricial, como demonstrado na equagdo [50]
_ | 991(¢ 0¢2(§ -1
Bn_[%oooong”ooooo}J (50)

Para determinar a matriz By, € necessdrio obter v(&). Para isso foi utilizado um método andlogo
ao utilizado para determinar u(§). No entanto By, é necessdrio obter + que obriga as fungdes de
forma a serem no minimo um polindmio de grau dois criando a necesmdade de no minimo trés funcdes
de forma para que o sistema de equagdes seja determinado. Além dessa diferenga, a deformagdo v ()
depende de v; e vy de maneira andloga a u(§), mas também depende do angulo de torcéo 0,, e 0,
devido a equagdo[I8]e por isso necessita de quatro fungdes de forma, dessa maneira néo serd possivel
utilizar polinémios de grau dois sendo necessdrio utilizar polindmios de grau trés para determinar as

fungdes de forma.
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As quatro fungdes de forma serdo ¢1(€), ¥2(§), v3(§) € wa(§). Com isso v(&) é definido pela
equagdo[S1]

(&) = 1(8) v1 + @2(E) v2 + 3(8) Ory + pu(E) Or, (51)
Onde 1 (), ©2(€), @3(€) e @4(€) sdo determinados pelas equagdes 54le

P1(§) = b1 & by & +b3- £+ by (52)

p2(E) = b5 - € + b6 - £ + b7 - £ + by (53)

03(8) =g - & + 1o - € + b1y - £+ biy (54)

0a(6) = D1z - & +bug - £ 4 bis - £+ bag (55)

Sabendo que v; e vy sdo as deformagdes na dire¢do s nos nds sendo o né 1 posicionado em £ = —1

e 0 nod 2 posicionado em & = 1, com isso é possivel obter o sistema de equagdes andlogo a[46] com
apenas duas equacdes sendo elas ¢ (—1) = 1 e (1) = 0, levando em conta a equagio [18] sabendo
que 6,, e 6,, sdo as deformagdes torcionais nos nds, é possivel obter mais duas equacdes, sendo
elas % =0e d“od;s(l) = 0, no entanto a fun¢do de forma estd escrita em funcao de &, por isso
€ necessdrio reescrever essas duas equagdes como demonstrado nas equagdes [56] e com isso é
possivel obter o sistema de equagdes possivel e determinado |58| para determinar as varidveis by, bo,
bs e by da fungdo de forma[52] de maneira andloga é possivel obter os sistemas de equagdes e
[01] apenas modificando as condigdes de contorno para determinar as demais varidveis das funcoes de

forma e[55l

Op1(—1)  9pi(=1) 0§  Opi(—1)
os 06 0s  O¢

J=0 (56)

dp1(1)  O0pi(1) 96 Opi(1)

ds ¢ ds O

J=0 (57)

(b4 by~ by by =1
bi+ by + by + by = 0
3by — 20y + by = 0
3by + 2by + by = 0

(58)

( by + b — by + by =0
bs +bg +b; +bg =1
3bs — 2bg + by =0
3bs + 2bg + by = 0

(59)
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—bg + big — b11 +bi12 =0
bg + big + b11 + b2 =0

60
3b9 — 2b10 + b11 =J ! ( )
3b9 + 2b10 + bn =0
—big + b1g — bis +b1g =0
b b b big =0
13 + 014 + 015 + 016 ©61)

3b13 - 2b14 + b15 - O
3big 4 2014 + by = J !

Resolvendo os sistemas de equagdes € possivel obter 1, ©9, 3 € @4, portanto € possivel determinar
v(€). Com v(§) definido € possivel obter 2v©)  como demonstrado na equacao

0s2

o) 0 (a_@@) 9*v(¢) (g)_

ds  0s \_ 0 Os 0&? ds 62)
0? 0? 0 0? 3%
_ 901(5)01 4 902(5)U2 + 803(5)9” + 904(5)9T2 _5
0&? 0¢? €2 0g? Js
Na equagao 0 termo % é igual ao jacobiano inverso (J 1), podendo ser reescrito como a equagio
63|
(&) _ (Ppi(§) |, P& | OPws), | Pea(§) 2
= 0, 0, - 63
052 ( oE2 U1t o¢2 U2t DE2 . o¢? 2 (J ) (63)
Com isso € possivel determinar B;, na forma matricial, como demonstrado na equacao
Bp=|0 228 0 0 0 228 o 220 o o o L0 | () (64)

Para determinar a matriz By, é necessério obter w(¢), de forma semelhante a By, a matriz By,

necessita de % e w(¢) de maneira andloga v(€) depende dos angulos de tor¢do 6y, e 6y, devido a

equacao (19} por isso € necessdrio utilizar polindmios de grau trés para determinar as fungdes de forma
assim como no caso de v(§).
As quatro fungdes de forma serdo 1 (§), 12(&), ¥3(€) e 1¥4(§). Com isso w(§) é definido pela

equagdo [63]

w(&) = 1(§) wi + Yo (§&) wao + Y3(&) Oy, + Ya(§) b4, (65)
Onde 1 (£), 1¥2(€), ¥3(€) e 14(€) sdo determinados pelas equagdes e

Vi) =c -+ 4 -t+a (66)

Qﬁg(f):C5'53+Cﬁ'§2+07'§+68 (67)
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1/)3(5)209'§3+010'§2+011'§+C12 (68)

V(€)= 13- E + 1y E + 15 €+ g (69)

O método utilizado para determinar essas funcdes de forma € semelhante ao aplicado para as

fungdes de forma de v(&). Os sistemas de equag@o utilizados para determinar as func¢des de forma

67} [68] e [69] sdo respectivamente [70} [71] [72) e [73]

.
—01+02—C3+C4:1

Cl+62+63+04:0
361—262+03:O
3Cl+2C2+C3:0

(70)

—cs+cg—cr+cg=0
cs+cg+cr+cg=1
3¢5 —2¢c6 +c7 =0
3¢5+ 2c6+c; =0

(71)

—Ccg+cio—ci1+c2=0
Cg+cigt+ci1+cp=0
3cg — 2c10+cip =J7!

3¢9 + 2¢c190+c11 =0

(72)

—Ci13+ ¢y — C15 + €16 = 0

ci3+cu+cis5+cg=0
13+ €14 + C15 + Ci16 (73)
3cig — 2c14 +c15 =0

3013 + 2614 + ci5 = J_l

Resolvendo os sistemas de equagdes € possivel obter 1)1, 109, 103 € 14, portanto € possivel determinar
2
Ow(e)  como demonstrado na equagao

Os2

w(&). Com w(&) definido é possivel obter

Pw(e) 9 (ow©)de\  Puw(e) (9
T‘%(a—s%) o€ (g) -

01 (€ 0o (€ 015 (€ 014 (€ o€\
:< g+ e St + S5 )6’*2) (8_)

(74)

Com isso € possivel determinar Bj; na forma matricial, como demonstrado na equacao

2 2 2 2 —_1\2
Bbt:|:0 0 8:9212(5) 0 _83’622(5) 00 0 3;’52(5) 0 _331642(5) O](J 1) (75)



31
Para determinar a matriz B é necessario obter ,(£) que é definido pela equacéo

05(8) = ¢1(&) Os1 + $2(E) s 2 (76)

Para isso foi utilizado o mesmo método utilizado para determinar uo(§), possuindo as mesmas

fungdes de forma. Com isso € possivel determinar B; na forma matricial, como demonstrado na

equagdo [77]

_ %1 (£) 082(&) -1
83_0008—5000008—500‘] (77)

Com isso € possivel obter a matriz K através da integral de quadratura de Gauss-Legendre, a

quadratura de Gauss-Legendre é dada pela equacao

g
K= wf(h) s)
=1

Esse método possui uma solugdo exata da integral quando a funcdo que esta sendo integrada €

polinomial e g € um numero inteiro que respeita a equacao [/9| descrito em (CUNHA| 2003)).

n1—|—1
>
9=

Sabendo que as funcdes que serdo integradas sdo polinomiais € necessdrio conhecer o grau do

(79)

polindmio de maior grau que serd integrado para obter o resultado exato.

Os polindmio sao dados por multiplicacdes entre as matrizes B,,, By, By, € B, e suas respectivas
transpostas, dessa maneira o polindmio de maior grau é proveniente dos quadrados das derivadas das
fungdes p; e 1);, uma vez que a segunda derivada das funcdes ¢; e 1; tem grau 1 e as derivadas das
fungdes ¢; tem grau 0.

As funcdes p; e 1); possuem grau 3, sabendo que as matrizes utilizam a segunda derivada das
funcdes ; e 1; entdo o grau do polindmio gerado pelas ¢; e 1; na fungdo que serd integrada € 2.

Com isso o valor de g segundo a equacao [/9|deve ser maior ou igual a 1,5 para obter uma solugao
exata dessa integral por isso g deve ser igual a 2.

Fazendo o somatério da equacdo /8], obtém-se a matriz de rigidez local no sistema de coordenadas
locais, portanto deve-se rotacionar a matriz K; para obter a matriz de rigidez local no sistema de
coordenadas globais, com isso a matriz de rigidez local € idéntica a descrita em (FERREIRA,[2014).

Para rotacionar a matriz de rigidez local serd utilizada a matriz de rotagdo a partir da matriz de
transformacdo de base, entre a base local que alinhada como o sistema de coordenadas locais e a base
candnica.

Para obter a matriz de transformacdo de base é necessario obter os vetores normalizados da base
que se alinha com o sistema de coordenadas locais, por isso € necessario obter os vetores 71 ,, 72, €
r3n.

Para determinar o vetor normalizado r, que serd alinhado ao eixo s e consequentemente ao
elemento, € possivel obté-lo a partir das coordenadas dos nds que formao o elemento. Sabendo que

o elemento se inicia no n6 1 com as coordenadas (z1,y1,21) € termina no né 2 com as coordenadas
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(%2,Y2,%2), entdo o vetor ndo normalizado 7, é dado pela equagio 80} utilizando a equag@o [81]¢ possivel

obter o vetor normalizado 7 j,.

To — X1
=9 Y2— W (80)
29 — 21
Pim = @81)
’ 71

Ap6s determinar o vetor 1y, € possivel determinar o vetor ry considerando que ele deve ser
ortogonal ao vetor 7, ¢ ao vetor (0,0, 1) da base candnica, dessa maneira 75 é determinado pela

equagio[82]e o vetor normalizado r,, é dado pela equacdo [83]

0
o = 0 X T1n (82)
1
Fom = —% (83)
’ |72

Com os vetores 11, € 12, € possivel determinar 3 considerando que ele deve ser ortogonal a

ambos os vetores, dessa maneira 3 é dado pela equacdo [84]e o vetor normalizado 73 ,, € dado pela
equagdo[35]

3 ="T1in X T2n (84)
Pam = - (85)
’ 73]

Com isso para determinar a matriz de transformacado de base basta multiplicar as matrizes das
bases, sendo a matriz da base a matriz que possui as colunas com os vetores que definem a base, por
1sso a matriz da base candnica é uma matriz identidade, com isso a matriz de base que nesse caso

também é a matriz de transformacao serda dado pela equacao

R = Tin T2on r3,n] (86)

A matriz de transformacio de base nesse caso € idéntica a matriz de rotacio e também ¢ idéntica a
matriz de rotacao descrita em (FERREIRA, 2014)

No entanto € necessdrio rotacionar a matriz K; que € uma matriz 12 por 12, por isso a matriz de
rotagdo que ira multiplicar a matriz K; deve ser montada como demonstrado na equacéo (87/| descrita
em (FERREIRA| 2014).
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R 03,3 03,3 03,3

0 R 0 0
Ry — 3,3 33 Us3 87)
033 033 R 033

03,3 03,3 03,3 R

Com isso a matriz de rigidez local pode ser rotacionada para o sistema de coordenadas globais
através da equacdo [8§]
Ky = Rk, K/ R, (88)

Para montar a matriz rigidez K global usando a matriz de rigidez local no sistema de coordenadas
globais K, cada parte da matriz K; deve ser posicionada em na parte correspondente da matriz K,

para facilitar a compreensdo a matriz K, serd dividida em 4 partes, sendo elas:
* A; uma matriz 6 por 6 que depende apenas do no 1.
* B uma matriz 6 por 6 que depende do né 1 nas linhas e do n6 2 nas colunas.
* (] uma matriz 6 por 6 que depende do né 1 nas colunas e do né 2 nas linhas.
* D; uma matriz 6 por 6 que depende apenas do né 2.

Dessa maneira a matriz K, pode ser escrita como demonstrado na equagio [89]

Al Bl
C’l Dl

g =

(89)

A matriz de rigidez global possui os espagos que dependem do né 1 e do nd 2, entdo a matriz
A1, By, Cy e Dy devem ser somados nas posi¢des correspondentes na matriz de rigidez global, esse
método € descrito em (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000).

Repetindo o processo para cada elemento € obtido a matriz de rigidez global completa.

2.1.6 Matriz de rigidez local para vigas torcionais com qualquer numero de nds por elemento

A matriz de rigidez para esse caso possui o desenvolvimento semelhante ao explicado na secao

[2.1.5 para a matriz de rigidez com 2 nds por elemento, se diferenciando a partir das defini¢ces de

uo(§), v(8), w(§) e 04(8).
Uma vez que o elemento é descrito por n as equagdes que descrevem ug(§), v(§), w(§) e O5(§)
serdo respectivamente 93]

uo(§) = ¢1(§) ur + d2(&) up + - -+ + n(§) un (90)

1}(6) = (101(6) v + 902(5) (% I @n(&) U + (-anrl(f) 97“1 + §0n+2(£) 97"2 + ... §02n<€) ern (91)
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w(&) = P1(§) wi +2(§) wo + -+ + (&) wn + Vi1 (§) Oy + Vi (§) Oy + . P2n(§) 0, (92)

05(5) = ¢1 (§> 05,1 + ¢2(§> 05,2 + -+ ¢n(£) Qs,n (93)

O método para determinar as fungdes de forma ¢ igual ao utilizado na se¢do [2.1.5] no entanto nesse
caso existem mais deformagdes para serem consideradas e portanto o grau do polindmio ird mudar.
Para as fungdes de forma de u(§) e 65(€) o polindmio que deve ser de grau n — 1, formando dessa
maneira n sistemas de equacdes com n varidveis em cada sistema.

Para as fungdes de forma de v(§) e w(&) o polindmio que deve ser de grau 2n — 1 devido a
necessidade de pelo menos 2n equacdes para determinar os n angulos de torcdo, formando dessa
maneira 2n sistemas de equagdes com 2n varidveis em cada sistema.

Com isso € possivel determinar B,,, By, By, € B, como descrito nas equacoes

— | 9¢1(8) 9¢n (£) 1
Bn_[ 815 00000 - o 0000 O]J (94)
Bbr - [ 0 8250512(6) 0 % 0 0 e 0 agggz(g) O 32%252(5) O 0 } (J_1)2 (95)
2 2 ) ) ) ,
By = [ 00 2 éﬁé@ 0 _3’%—;(5) 0 -~ 0 0 81;Tn2(£) 0 _2 1526,5(5) 0 } )2 ©6)

Diferentemente da equacdo 40| da se¢do[2.1.5] a rotagdo nesse caso deve ser integrada ja que néo é

uma constante, com isso a matriz de rigidez na forma global é dada pela equagdo O8]

1
K,=FE / Ry (AB] B, + IyBj, By + 1,,BjyBy)J Ry, dé+
- ) (98)
+G / Ry (J1BIBy) Ry, J d¢
~1
A matriz da rotagdo R ¢ definida da mesma maneira que a mostrada na se¢do [2.1.5] no entanto
a matriz da rotagdo R, € uma matriz 6n por 6n e € definida apenas entre dois pontos, por isso a
cada dois nods serd definida uma matriz de rotagcdo diferente. Para integral a matriz de rotagcdo sera
definida como sendo a matriz de transformacgdo da base alinhada pelos 2 nds entre os quais o ponto de

integracdo se encontra e a base candnica. Fazendo a integral usando a quadratura de Gauss-Legendre,
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sendo o grau g utilizado na quadratura um numero inteiro que respeita a equacao No entanto para
1sso € necessario obter o grau polindmio de maior grau que serd integrado. Da mesma maneira que
apresentado na se¢do [2.1.5]o polindmio de maior grau é proveniente do quadrado da segunda derivada
das funcdes ¢; e 1;, nesse caso o grau das funcdes ¢; e ¥;, € 2n — 1, com isso o grau da segunda
derivada € 2n — 3 e o grau do quadrado da segunda derivada das funcdes ; e ¥; € 4n — 6, dessa
maneira é possivel reescrever a equagdo [79]e com isso obter a equagao [99]em fun¢do do numero de

noés por elemento.

5
gZQn—é (99)

Fazendo o somatorio da equagdo {100}, € obtido a matriz de rigidez local no sistema de coordenadas

globais.

g
K, = Zwif(ti) (100)
=1

De maneira andloga ao usado na se¢io a matriz de rigidez pode ser dividida em n? matrizes
6x6 sendo cada matriz descrita por um ou dois nds, com isso basta encaixar essas matrizes nas posicoes
correspondentes na matriz de rigidez global.

Repetindo o processo para cada elemento € obtido a matriz de rigidez global completa.

2.1.7 Condicoes de contorno

Exitem diversas formas de aplicar as condi¢des de contorno, nesse estudo foram consideradas
apenas condi¢des de contorno que impedem o movimento do né em uma ou mais dire¢des bem como
a rotacao do no, por isso a aplicacdo da condi¢do de contorno nesse caso € apenas a retirada da linha e
da coluna correspondente a direcdo de movimento bloqueada do né na matriz de rigidez global e a
remoc¢do da mesma linha nas matrizes de forca e deformacdo, o processo somente pode ser executado
apos a finalizacdo da montagem da matriz de rigidez global, esse método foi obtido de (FERREIRA,
2014)

Retornando para a equagéo [I|ap6s a aplicagio das condigdes de contorno e sabendo que a matriz
F' é dada pelas forcas externas aplicadas sobre os nds, entdo apenas resta a matriz U, sendo esse o
objetivo do método de elementos finitos. Dessa maneira € possivel obter as deformagdes sofridas em

cada n6 resolvendo um sistema de equacdes onde a matriz U € a matriz de varidveis.
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2.1.8 Discretizacao

Para obter maior acuricia na solucao € possivel aumentar a discretizacdo do dominio analisado,

i1sso pode ser feito das duas maneiras descritas a seguir:

1. Discretizacdo h: essa discretizacdo consiste em aumentar o numero de elementos que descrevem
a estrutura, utilizando as fun¢des de forma de grau 1, isso resulta em um aumento no numero de
noés e no numero de elementos, isso aumenta a acurdcia da solucdo e também o detalhamento da

estrutura deformada sendo possivel obter o deslocamento de mais nos.

2. Discretizacdo p: essa discretizag@o consiste em aumentar o grau do polindmio que descreve cada
elemento, para isso € necessdrio aumentar a quantidade de nés de tal maneira que o numero de
elementos permaneca 0 mesmo, isso aumenta a acuricia da solucdo por permitir que as de forma
se adaptem melhor a forma deformada de cada elemento e também resulta em um aumento de

detalhamento da estrutura deformada sendo possivel obter o deslocamento de mais nos.
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3 METODOLOGIA

Nesse trabalho foi analisado a efici€éncia da discretizagdo h e a discretizagdo p no MEF quando
aplicado a estruturas reticuladas aeroespaciais com formato de tronco de cone descrito na se¢do[3.3]
para isso foram utilizados scripts MATLAB para gerar a malha da estrutura analisada e calcular as

deformacdes usando o MEF.

3.1 GERACAO DE MALHAS

Para utilizar o MEF foi necessario criar uma malha com os nds e elementos definidos utilizando
a geometria desejada, para isso foi utilizado a classe MATLAB Malha.m em conjunto com a classe
Reta.m ambas criadas pelo autor.

Ambeas as classes foram escritas de forma que s@o capazes de criar malhas para diversos reticulados

na forma de tronco de cone. Por isso é necessario fornecer os seguintes parametros iniciais:

* « angulo que a projecdo da nervura no plano xy faz com o raio da circunferéncia da base.

* hy e hy para controlar a altura do tronco de cone.

* 711 € o para controlar o raio da base e do topo do tronco de cone.

* 0,4 € 0, para controlar distancia angular entre cada nervura helicoidal com o > 0 e com a < 0.

* 44, © B4, para controlar a posi¢ao angular na base do cone onde se inicia a primeira nervura

helicoidal com o > 0 e com o < 0.

* g4 € g para controlar o angulo de inclinacao cada nervura helicoidal em relacao ao raio no

plano.

Foi considerado que as estruturas desse tipo sd@o formadas por dois tipos de nervuras sendo elas:
* nervuras circulares: nervuras que possuem formato circular e concéntricas entre elas.

* nervuras helicoidais: nervuras que se iniciam na base e vao até o topo do tronco de cone sendo

essas nervuras subdivididas em dois tipos com a > 0 e com « < 0.

A figura|Figura 2| mostra os dois tipos de nervuras que uma estrutura reticulada com formato de

tronco de cone possui.
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Figura 2 — Tipos de nervuras
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Fonte: Elaborada pelo autor

Nos artigos (MOROZOV; LOPATIN; NESTEROV, |[2011)) e (FARHADINIA et al.,|2014]) € dito
que normalmente estruturas desse tipo possuem suas nervuras helicoidais posicionadas de forma a
coincidirem com as geodésicas do tronco de cone.

Segundo o artigo (FATELO; MARTINS-FERREIRA| 2013)), a geodésica de um cone € definida
como a proje¢do de uma reta do plano na superficie do tronco de cone, por isso a malha foi construida
no plano e posteriormente a malha foi projetada na superficie conica criando a malha tridimensional.

A criacdo da malha foi feita pela funcdo CriaMalha da classe Malha.m, essa fun¢do necessita do
numero de nos por elemento (n) e o numero de subdivisdes para cada "macro elemento"(explicado a
seguir) (n,,) inicia gerando todas as nervuras circulares que sdo posicionada na metade do raio entre as
interseccdes da nervuras helicoidais, por isso € necessério obter previamente os raios das intersec¢oes
das nervuras helicoidais. As nervuras circulares sdo criadas na forma de um vetor da classe Reta.m,
esse vetor suporta todas as nervuras no plano.

A classe Reta.m carrega todas as informacdes necessdrias para obter os ndés em cada reta da
estrutura e nos circulos.

ApOs criar as nervuras circulares, a fun¢do cria as nervuras helicoidais na forma da classe Reta.m
para serem adicionadas ao vetor, junto as nervuras circulares. Para criar as nervuras, é necessario
fornecer o raio da nervura circular em que se inicia a reta e o raio da nervura circular em que termina a
reta. Com iss0, € com a posi¢do inicial da reta, é possivel obter o ponto de interseccdo com o circulo
interno e obter os pontos de inicio e fim da reta. Durante esse processo, sdo adicionados os dois
primeiros pontos de intersec¢do da reta, sendo eles as intersecgdes com os circulos externo e interno.
Ao criar as retas, elas sdo adicionadas no vetor em que se encontram as nervuras circulares.

Para ser possivel analisar corretamente o reticulado, deve-se garantir que os pontos de intersec¢ao
sdo n6s da malha, por isso o script cria obtém todas as intersec¢des, comparando cada linha e circulos

com todas as outras linhas e circulos.
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Para evitar os n6s duplicados o script limpa todas os nés duplicados dentro da mesma linha ou
circulo comparando-os uns com os outros e caso a diferenca entre x e a diferenca entre y for menor
10~% um dos nés é descartado.

Considerando que todas as intersec¢des das nervuras sdo conectadas entdo deve-se garantir a
existéncia dos nds nos pontos de intersec¢do, para isso sdo criados "macro elementos"”, que sdo
semelhantes aos elementos mas que possuem apenas 2 nds independentemente da discretizacdo
utilizada e os dois nds sdo sempre pontos de interseccao. Todos os elementos devem ser criados dentro
de macro elementos, dessa maneira sempre haverdao os nds de intersec¢ao.

Ap0s criar 0s "macro elementos"o script cria os elementos dentro do "macro elemento", para isso €
necessario mais dois paramentos que devem ser fornecidos na inicializacdo da funcao, os paramentos
sdao o numero de nds por elemento e o numero de subdivisdes que o macro elemento deve ter. Com
1SS0 O script consegue criar os elementos € nds necessarios.

Com todos os elementos prontos 0s nds sdo unificados em um dnico vetor de nds com a posi¢ao x
e y de cada n6 no plano. Os nés s@ao novamente filtrados para remover nds duplicados.

Com os n6s unificados os elementos sdo reescritos € unificados em um Unico vetor que possui 0
numero do elemento e os nimeros dos nés que o compdem utilizando o vetor de nés como base para
1Ss0.

Ap0s isso € necessdrio passar os nds para a forma tridimensional, para isso € utilizado a transfor-

magcao dada pelas equagdes|I] 2] e[

Tpn = Tnp (1)

Yn = Ynp (2)

ZHZM(\/:IZ%-i-y%—Tl)-Fhl (3)

r2 —rl
Com essa transformacao € obtido um tronco de cone e os nds e elementos sdo exportados em um

arquivo com nome "Elementos_n,,_n.mat".

3.2 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

Para aplicar o MEF foi utilizado a classe MATLAB MEF.m criado pelo autor. Essa classe necessita
de algumas informagdes inciais sobre o material (£ e GG) e o formato da secdo transversal da viga
utilizada (A, I, I;; e Jy).

Além dessas informagdes € necessario fornecer a malha que é gerada pelo método descrito na
se¢do [3.1] (fornecido atravéz da leitura do arquivo "Elementos_n,,_n.mat"gerado), o ponto e dire¢io
de aplicacdo das forcas e dos momentos (adicionados manualmente na funcdo GeraPf da classe
MEF.m), as forcas e momentos aplicados em cada ponto (adicionados manualmente fun¢do GeraF da
classe MEFE.m) e as condicdes de contorno (adicionados manualmente funcdo GeraContorno da classe
MEF.m).



40

Com todas as informagdes iniciais a classe necessita que seja definido o n apds isso utilizando a
fun¢do ExecutarMEF a classe é capaz de inciar o processo de montagem da matriz de rigidez.

Para cada elementos o script obtém as matrizes de rigidez local no sistema de coordenadas globais
e com essas matrizes monta a matriz de rigidez global, para isso utiliza os equacionamentos descritos
na segio e

A matriz de rigidez local é dada por uma integral que € obtida utilizado o método de quadratura de
Gauss-Legendre, para isso € utilizado o script lgwt.m obtido de (WINCKEL, [2023) que obtém o os
pesos e nds para a ordem da quadratura de Gauss-Legendre que € definida por um numero inteiro que
deve estar de acordo com a equagao [99|do capitulo [2, € necessario um script para obter os pesos € nds
de integracdo por haver a necessidade de repetir o processo para diversos graus da fun¢do de forma.

Para cada né de integracdo do elemento as matrizes B,,, By, By € B sdo obtidas e para isso sao
obtidas as func¢des de forma que sdo provenientes de um sistema de equacao resolvido utilizando a
funcdo do MATLAB mldivide.

Além das matrizes B,,, By, By, Bs também é obtido a matriz de rotagdo e o jacobiano.

Com a integral concluida a matriz de rigidez local € utilizada para montar a matriz de rigidez global
e 0 processo € reiniciado para o préximo elemento.

Ap6s terminar a construgcdo da matriz de rigidez global o script aplica as condi¢des de contorno na
matriz de rigidez global e na matriz de forgas global como descrito na se¢ao[2.1.7]

Com a matriz de rigidez global e a matriz de for¢as global considerando as condi¢des de contorno
o script resolve a equagdo [I] através de um sistema linear onde a matriz de rigidez é a matriz de
coeficientes, a matriz de for¢a € a matriz constante e a matriz de deformagao € a matriz de varidveis,
para resolver esse sistema o script utiliza a funcao do MATLAB mldivide.

Com a solucdo do sistema de equacdes € obtido a matriz de deformagdo global sem as linhas
correspondentes as condi¢des de contorno, entdo o script corrige isso adicionando as linhas novamente
mas com valor 0 nas condi¢des de contorno.

ApOs esse processo o script incia a plotagem do resultado, plotando inicialmente o objeto nao
deformado e depois sobrepondo a plotagem do objeto ndao deformado € plotado o objeto deformado,
possibilitando com isso a comparagdo entre os dois objetos.

Para obter o objeto deformado o script utiliza as fun¢des de forma para uma melhor representacdo
do resultado. Para isso para cada elemento € descrito por 20 pontos obtidos pelas fun¢des de forma do
elemento.

O script obtém as deformacdes dos nds no sistema de coordenadas locais através da matriz de
rotagdo transposta e obtém também os coeficientes das funcdes ¢;, ; € &;, com isso € possivel descrever
a deformagdo do elemento como descrito na se¢do [2.1.6]

Ap6s isso o elemento deve ser reposicionado no inicio do primeiro n6é na posi¢ao deformada, o
resultado pode ser muito ser muito pequeno, por isso € aplicado um fator multiplicativo que amplia a

deformacdo para facilitar a observagao.
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3.3 ESTRUTURA ANALISADA

Foi utilizada a estrutura reticulada da figura para as analises de eficiéncia, a estrutura foi

criada com base nos dados utilizados na criagdo do adaptador de payload utilizado como objeto de

estudo em (MOROZOV; LOPATIN; NESTEROV, 2011).

Figura 3 — Estrutura reticula utilizada
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Fonte: Elaborada pelo autor

No artigo (MOROZOV; LOPATIN; NESTEROV, 2011)) é analisado uma serie de variagdes dessa

estrutura tendo como parametros o angulo de orientacdo das nervuras na se¢do inferior (1) demonstrado

na ﬁgura e altura por largura da se¢do transversal das nervuras (h/b) demonstrado na figura
Figura 5

Figura 4 — Parametro ¢ para construcdo do reticulado
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Fonte: (MOROZOV; LOPATIN; NESTEROV, 201 1)) modificada pelo autor
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Figura 5 — Pardmetro h e parametro b para constru¢ao do reticulado

XXX

(a) h/b =025 (b) /b =1 () h/b=4
Fonte: (MOROZOV; LOPATIN; NESTEROV| 201T)

O reticulado escolhido possui ¢ = 15°, h = 4 mm e b = 4 mm. Além dessas informagdes o artigo
também fornece a altura de H = 0.6m, os didmetros D2 = 1.6 me D1 = 0.8 m.
O artigo também fornecesse os dados a respeito do material utilizado, o material é uma fibra

unidirecional de carbono reforcada por pléstico (CFRP) com as propriedades descritas na tabela.

Tabela 1 — Constantes da fibra de carbono refor¢ada por plastico (CFRP).

Constantes Valores
E, 1.0 - 10" Pa
Gy 5.5-10° Pa

Fonte: (MOROZOV; LOPATIN; NESTEROV, 2011

O material utilizado é um material compdsito ndo isotrépico, para possibilitar os calculos utilizando
o MEF da forma como foi descrito, foi utilizada uma aproximagdo onde £/ = F, e G = G,

No artigo € fornecido o angulo ¥ = 15°, no entanto para construir a malha foi necessdrio o angulo
« que € o angulo entre a projecdo da nervura no plano xy e o raio da circunferéncia da base.

Para obter « foi utilizado a fun¢do EncontraAlpha.m que iniciou o método da secante para obter «
que gere 1) = 15° utilizando a equag@o [}

1) = arccos (ﬂ) @)
e |[ma]

Sendo e; e m; dados pelas equagdes respectivamente [5] e [6]



43

71 tan(a)2+4/73 tan(a)2—r? tan(a)24r32
tan(a)2+41 B
_ r1 tan(a)? /13 tan()2—rf tan(a)?+r3
my = tan(a> (7"1 - tan(a)241 (6)

ho

Com isso foi obtido o = 23.4952°.
Com isso resta apenas as condi¢des de contorno e a forca aplicada, as demais informacdes podem

ser obtidas e estdo dispostas nas tabelas [2]e 3]

Tabela 2 — Constantes para criar a malha utilizando a classe Malha.m.

| Constantes | Valores |

hl Om

hg 0.6m

1 0.8m

T9 0.4m
Gdd 6°

0ge 6°

Od, 0°

Oeq 0°

Aad 23.4952°
e —23.4952°

Fonte: Elaborado pelo autor

Tabela 3 — Constantes para inicializa¢do da classe MEF.m.

| Constantes | Valores |
E 1.0 - 10" Pa
G 5.5-10% Pa
A 1.3333 - 107° m?
I, 2.1333- 107" m?
I 2.1333 - 1071 mt
Ji 3.5987 - 10~ m?

Fonte: Elaborado pelo autor

A forga aplicada para as simulacdes foi 10% da forga critica para flambagem obtida no artigo

(MOROZOV; LOPATIN; NESTEROV, 2011]), sendo a forga critica obtida para esse formato F,. =
109475 N, portanto a forca aplicada foi F' = 10947.5 NV, essa forga foi distribuida igualmente sobre

todos os nds da parte superior do cone.
A base foi considerada engastada, por isso todos os nds da base (z = 0), foram considerados

engastados.
Para obter a forma deformada foi utilizado uma discretizacdo em que o erro maximo seja menor

que 1072,
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3.4 VALIDACAO

Para fazer a valida¢do do MEF utilizado foi feita uma comparacao entre os deslocamento obtidas
pelo MEF e pelo software comercial de simulagdo Ansys, capaz de simular estruturas de além de
outros tipos de simulacao.

Para essa comparacio foi utilizada uma estrutura mais simples. A estrutura utilizada foi a mostrada
na figura [Figura 6 sendo as forgas aplicadas no sentido positivo nas 3 dire¢des (X, y € z) no ponto em
vermelho com médulos iguais a 10* N e considerando que a base (z = 0) como sendo engastada para

as condig¢des de contorno.

Figura 6 — Estrutura utilizada para validacao
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As nervuras possuem secao transversal circular com raio de 10mm, com as propriedades geométri-
cas da tabela ] .

Tabela 4 — Constantes da se¢do transversal circular.

| Constantes | Valores |
A 3.1414 - 10~* m?
I, 7.85222 - 1079 m*
Iy 7.85222 - 1079 m*
Ji 1.57080 - 1078 m?*

Fonte: Elaborado pelo autor

O material utilizado € o aco inoxiddvel AISI 316 recozido com as propriedades da tabela[5]

Tabela 5 — Constantes do aco inoxidavel AISI 316 recozido.

’ Constantes \ Valores
FE 1.9500 - 10" Pa
G 7.6772-10'° Pa

Fonte: Ansys GRANTA Materials Data for Simulation (Sample)

Apesar da MEF.m gerar um resultado para cada grau de liberdade de cada n6, para possibilitar a
comparagdo com o resultado obtido no Ansys foi considerado apenas os deslocamentos nos eixos X, y
e z no ponto de aplicacdo da forca para comparagao.

Ap6s obter os deslocamentos foi calculado o erro entre as duas metodologias.

3.4.1 Método dos elementos finitos

Para obter o resultado utlizando a classe MEF.m, € necessario constuir a malha do objeto da figura
F1g 6

Para construir a malha foi utilizado o script CriaMalhaValidacao.m que possui como parametros de
entrada n e n,,, esse script é mais simples do que o apresentado na se¢do 3.1} apenas subdividindo os
"macro elementos"que foram alimentados manualmente, com isso € capaz de construir os vetores de
nos e elementos salvando-os para serem utilizados pela classe MEF.m, para facilitar a compatibilidade
dos métodos a nomenclatura do arquivo foi a mesma utilizada pela classe Malha.m.

A malha utilizada tinha 100 elementos por nervura totalizando 900 elementos e cada elemento
possui apenas dois nds totalizando 897 nds, com essa informacao o script CriaMalhaValidacao.m foi
capaz de criar o arquivo "Elementos_100_2.mat"com os nds e elementos para serem utilizadas na
MEF.m.

Com a malha e os dados fornecidos inicialmente foi obtido os resultados utilizando a classe MEF.m.
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3.4.2 Ansys

Para obter os resultados no Ansys foi construido o objeto da figura [Figura 6no DesignModeler do
pacote Ansys no modulo de analise Static Structural, apds isso foi criada a malha com 0 mesmo nimero

de elementos por nervura utilizados na se¢do [3.4.1] a malha obtida no Ansys pode ser observada na

figura [Figara T

Figura 7 — Malha utilizada para validagdao no Ansys

L]
il
0,000 0450 0,900 (rm)
[ EE— [ ES—

0,225 0,675

Fonte: Elaborada pelo autor utilizando Ansys

Ap6s a construcdo da malha, as condicdes de contorno e as forgas foram aplicadas da mesma forma
que a utilizada na se¢do [3.4.1]e podem ser observadas na figura [Figura §|

Figura 8 — Forca e condi¢des de contorno no Ansys
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Fonte: Elaborada pelo autor utilizando Ansys
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A forga na figura[Figura §]é o somatério das forgas aplicadas no sentido positivo nas 3 diregdes (X,
y € z) no ponto em vermelho com médulos iguais a 10° N, de maneira idéntica a utilizada para obter o
resultado da MEF.m.

3.5 DISCRETIZACAO

Para fazer os testes de eficiéncia e comparar os tipos de discretizacdo foi necessdrio simular ambos
os tipos de discretizacdo de maneira a aumentar a discretizac@o a cada passo para verificar a reducao
no erro. Para isso foi utilizado o script Discretizacao.m (descrito pelo fluxograma da figura [Figura 9)),
esse arquivo € responsdvel por iniciar as classes Malha.m e MEF.m, apds iniciar as classes o script
inicia um loop que somente sera parado quando o erro méximo for menor que 102 no caso do tempo
necessério entre as iteragdes serem muito altos o loop um erro de 102 pode ser considerado como
aceitavel e o loop pode ser parado manualmente, em ambos 0s casos os resultados serdo gravados em
um arquivo com nome "Resultados.mat"para processamento e constru¢cdo dos graficos posteriormente.

Devido a mudanga na numeragdo dos nds, para obter o erro maximo, os nds analisados sdo obtidos
a partir da malha com n = 2 e n,, = 1, e tem as numeracdes atualizadas a cada loop para possibilitar a
comparagao.

A cada loop a discretizacao da malha é aumentado, apds isso a malha € criada utilizando a classe
Malha.m, e o arquivo contendo a malha € utilizado para calcular o resultado da analise estrutura
utilizando a classe MEF.m, a fun¢do ExecutarMEF dessa classe retorna o tempo de processamento, os
deslocamentos de todos os nos e as numeragdes dos nds atualizadas serem analisados para obter o erro
maximo.

Ap6s passar a0 menos uma vez pelo loop o script comeca a calcular os erros totais em cada eixo e
o erro méximo salvando esse dados no arquivo de resultados.

Além dos erros o loop salva no aquivo de resultados: o nimero de elementos, o nimero de nds, o
nimero da iteragdo atual, todos os deslocamentos dos pontos que sao analisados para o calculo dos
erros e o tempo de processamento.

Todas as informagdes sdo salvas na forma de vetores para serem utilizadas posteriormente para
criar graficos se necessdrio, isso se faz necessario dado o grande tempo de processamento necessario

para obter esses dados.
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Figura 9 — Fluxograma do script Discretizacao.m

‘ Comeco ’ l

Obtem Resultados | Resultados.mat
v (erro, tempo, ...) o

Definigéo dos dados A
geometricos

MEF.ExecutarMEF(n,np)

\

Definigao dos dados A

do material

YEVREY (1. M - Malha.CriaMalha(n,np)

A

Inicia a classe Malha [ ]

\

n=2 n=n+1
v np=np+1 np=n-1

A

Inicia a classe MEF

Sim

\

Obtengéo dos nés de
intersecc¢éo do topo

\

Defini¢do das /\
condicdes iniciais > Erro > 0,001 N&O——p| Fim
(erro, n, np)

Fonte: Elaborada pelo autor

Com o objetivo de reduzir o tempo de processamento, a plotagem da malha em Malha.m e a

plotagem da forma deformada em MEF.m foram desabilitados para esses testes.

3.5.1 Erro

O erro foi obtido com base na comparagdo dos deslocamentos dos nés de interseccdes das nervuras
helicoidais e a nervura circular do topo do cone.

Foram obtidos 3 erros para cada n6 sendo um para cada eixo (x, y, z). Os erros foram calculados
como o modulo da diferenca entre os valores obtidos na iteracdo atual e a iteragc@o anterior para cada
no6 analisado.

Com os erros de todos os nds analisados, os erros de cada eixo foram somados, gerando o erro
total em cada eixo.

O erro utilizado para o resultado foi o maior entre os 3 erros totais obtidos, sendo portanto o erro

maximo.



49

3.5.2 Discretizacao h

Na discretizagdo h a cada loop o numero de subdivisdes dos "macro elementos"da malha €

aumentado em 1 como mostrado na figura [Figura 10]

Figura 10 — Discretizacdo h

77

Macro elemento

Fonte: Elaborada pelo autor

3.5.3 Discretizacao p

Na discretizacao h a cada loop o numero de nés por elemento € aumentado em 1 como mostrado

na figura

Figura 11 — Discretizacao p
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Fonte: Elaborada pelo autor
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO

4.1 VALIDACAO

Os resultados dos deslocamentos em cada dire¢do do ponto de aplicacdo das forcas, obtidos pela
classe MEF.m utilizando a malha descrita na se¢@o [3.4.1|com as propriedades descritas nas tabelas e

5] foram os dispostos na tabela [6]

Tabela 6 — Resultados da validacao utilizando MEFE.m.

] Eixo de deslocamento \ Deslocamento \

x 5.5569 - 107* m
Y 2.7525-1072 m
z 9.5688 - 107 m

Fonte: Elaborado pelo autor

A comparacdo entre a forma original e a forma deformada obtida pela MEF.m pode ser observada

na figura [Figura

Figura 12 — Comparacdo entre a forma deformada obtida pelo MEF e o formato original
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Fonte: Elaborada pelo autor
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Os resultados dos deslocamentos em cada dire¢do do ponto de aplicagdo das forgas, obtidos pelo

Ansys utilizando o procedimento da se¢do [3.4.2]foram os dispostos na tabela[7]

Tabela 7 — Resultados da valida¢do utilizando Ansys.

| Eixo de deslocamento | Deslocamento |

T 5.5708 -107? m
y 2.7597 - 1072 m
2 9.5765- 10~ %m

Fonte: Elaborado pelo autor utilizando Ansys

A comparacdo entre a forma original e a forma deformada obtida pelo Ansys pode ser observada

na figura |Figura 13

Figura 13 — Comparacdo entre a forma deformada obtida pelo Ansys e o formato original

¢
¥
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I I ]
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Fonte: Elaborada pelo autor utilizando Ansys

Com isso € possivel comparar os resultados obtidos pelo Ansys e pela classe MEFE.m, essa compa-

ragdo pode ser observada na tabela[§]

Tabela 8 — Resultados da validacdo utilizando Ansys.

| Eixo de deslocamento | Deslocamento MEF | Deslocamento Ansys | Erro
x 5.5569 - 1072 m 5.5708 - 1072 m —0.2488 %
Y 2.7525-1072m 2.7597 - 1072 m —0.2619 %
z 9.5688 - 1075 m 9.5765 - 1075 m —0.0800 %

Fonte: Elaborado pelo autor
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4.2 DISCRETIZACAO H

Ap6s executar o procedimento para discretiza¢do h descrito na se¢do [3.5.2] obteve-se a eficiéncia e

acuracia para cada incremento na discretizacdo h. Os resultados foram os dispostos nos graficos das
figuras |Figura 17)), |[Figura 15) e[Figura 16).

Figura 14 — Grafico do tempo de processamento pelo erro maximo para discretizagdo h
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Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 15 — Grafico do numero de nds pelo erro maximo para discretizagdao h
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53

Figura 16 — Grafico do numero de nés pelo tempo de processamento para discretizacao h
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Fonte: Elaborada pelo autor

O aumento no ndmero de elementos e consequentemente no ndimero de nds, resultou em uma
reducdo do erro maximo entre uma iteracdo e a seguinte, como pode ser observado no grafico da figura
Fig

No entanto a reducd@o no erro diminui a cada iteracdo, além disso o aumento no numero de nds
causou um aumento no tempo de processamento, como pode ser observado no grafico da figura
Fig 6

Por isso para obter um resultado com muita acurécia é necessario um grande tempo de processa-
mento, como pode ser observado no grafico da figura[Figura 17]

Devido ao tempo muito alto necessario para obter resultados mais precisos utilizando a discretizagio
h, ndo foi possivel obter o resultado com erro de 10~3, sendo necessdrio parar manualmente antes do

termino do loop.
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Ap6s executar o procedimento para discretiza¢do p descrito na se¢do [3.5.3] obteve-se a eficiéncia e

acurdcia para cada incremento na discretizagdo p. Os resultados foram os dispostos nos graficos das

figuras |Figura 17)), |[Figura 15) e[Figura 16).

Figura 17 — Grafico do tempo de processamento pelo erro maximo para discretizagao p

Figura 18 — Grafico do numero de nds por elemento pelo erro maximo para discretizagdo p
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Fonte: Elaborada pelo autor
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Figura 19 — Gréfico do numero de nés por elemento pelo tempo de processamento para discretizacdo p
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Fonte: Elaborada pelo autor

O aumento no nimero de nds por elemento resultou em uma redugdo do erro maximo entre uma
iteracdo e a seguinte, como pode ser observado no gréfico da figura|Figura 18
No entanto a reduca@o no erro diminui a cada iteracao, além disso o aumento no numero de nds

por elemento causou um aumento no tempo de processamento, como pode ser observado na figura
F1g 9

Por isso para obter um resultado com muita acuricia é necessario um grande tempo de processa-
mento.

Devido ao tempo muito alto necessario para obter resultados mais precisos utilizando a discretizacao
p, ndo foi possivel obter o resultado com erro de 1073, sendo necessdrio parar manualmente antes do
termino do loop. Por isso ndo foi possivel obter os resultados com o nimero de nds por elemento

acima de 8.

44 COMPARACAO ENTRE A DISCRETIZACAO H E A DISCRETIZACAO P

Ap6s a obtenc¢do dos resultados para cada tipo de discretizagdo foram plotados os resultados
sobrepostos de ambos os tipos para possibilitar a comparacao.

Para que seja possivel a comparagao, serd utilizado o nimero total de nés na malha como pardmetro
de comparacao, ja que ambos os tipos de discretizacdo resultam na variacdo do numero de nds na
malha.

Os gréficos que comparam os dois tipos de discretizacao baseado no nimero total de nés na malha

foram dispostos nas figuras [Figura 20| e [Figura




discretizacdo
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Figura 20 — Gréfico do nimero de nés na malha pelo tempo de processamento para os dois tipos de
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Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 21 — Gréfico do numero de nds na malha pelo erro maximo para os dois tipos de discretizagao
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Fonte: Elaborada pelo autor

O erro maximo dos dois tipos de discretizacao reduzem com o aumento no numero de nds, como

pode ser observado no grifico da figura [Figura 21|

No entanto o aumento no ndmero de nds resultou em um aumento mais rapido no tempo de

processamento para a discretiza¢do p, como mostrado no gréfico da figura[Figura 20, aumentando o
tempo necessdrio para obter 0 mesmo erro, como mostrado no gréfico da figura [Figura 22]
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Isso impossibilitou a obten¢do de mais dados da discretizagdo p.

Figura 22 — Grafico do tempo de processamento pelo erro maximo para os dois tipos de discretizacdo
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Fonte: Elaborada pelo autor

4.5 ESTRUTURA DEFORMADA

A forma deformada foi obtida utilizando a discretiza¢do h com 5 subdivisdes no macro elemento,
que obteve um erro maximo igual a 8.9 - 1073, Essa escolha se deve ao fato dessa ser a discretizagio

mais rdpida que obteve um resultado com um erro maximo menor que 102

O resultado do MEEF, para a estrutura analisada com as condicdes de contorno e forcgas aplicadas
foram o disposto nas figuras [Figura 23| [Figura 24| |Figura 25|




Figura 23 — Comparagdo entre a forma original e deformada vista superior
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Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 24 — Comparacio entre a forma original e deformada vista lateral
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Fonte: Elaborada pelo autor
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Figura 25 — Comparacao entre a forma original e deformada vista isométrica
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Fonte: Elaborada pelo autor

Com isso é possivel observar que a for¢ca compressiva distribuida aplicada gerou um deslocamento

no sentido oposto ao da forca aplicada no topo da estrutura.
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5 CONCLUSAO

Esse estudo tinha como objetivo comparar a eficieéncia do MEF cléssico aplicado a estruturas
reticuladas aeroespaciais utilizando a discretizacado h e a discretizagdo p, para isso foram atingidos
todos os objetivos especificos dispostos na se¢do[[.3.2]

O MEEF foi implementado de forma satisfatdria tendo obtido como maior erro —0.2619% quando
comparado com o Ansys, como demonstrado na tabela[§]

O método também obteve um resultado da forma deformada, demonstrando o funcionamento
correto da malha. E a forma deformada se assemelha a forma deformada apresentada nos artigos
(PROROKA; LYPOVSKYL 2019) e (VASILIEV; BARYNIN; RASIN, 2001) para estruturas reticuladas
semelhantes a utilizada nesse estudo, portanto o MEF gerou um resultado satisfatorio.

Tanto a discretizacdo h quanto a discretiza¢do p nio conseguiram obter um erro menor que 1073,
isso se deve ao aumento muito rdpido no tempo de processamento necessdrio, que inviabilizou a
obtencdo de resultados mais precisos.

A discretizacdo h se mostrou mais eficiente para o MEF aplicado a estruturas reticuladas aeroespa-
ciais, obtendo o resultado de forma precisa e rdpida quando comparado a discretizagdo p, isso pode ser
observado no gréfico da figura [Figura 22|

A diferenca de eficiéncia temporal estd relacionada a diversos fatores sendo os principais dispostos

a seguir:

* O aumento no numero de nds por elemento resulta no aumento do grais dos polindmios das
fungdes de forma por isso os sistemas de equacdes para obter as fun¢des de forma aumentam
e se tornam mais lentos para serem resolvidos, apesar disso devem ser resolvidos para cada

elemento presente na malha.

* O aumento no numero de nds por elemento também aumenta o tamanho da matriz de rigidez
local, aumentando o numero de operag¢des para posicionar corretamente a matriz de rigidez local

de cada elemento na matriz de rigidez global, tornado esse processo mais lento.

Esses fatores por sua vez nao afetam o MEF quando utilizado a discretizacio h.
Com isso € possivel concluir que a discretizac@o h € mais eficiente para o MEF cléssico quando

aplicado a estruturas reticuladas aeroespaciais semelhantes a utilizada nesse trabalho.
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