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RESUMO

Este trabalho apresenta o desenvolvimento de um algoritmo acelerador para ser incorporado a
um codigo computacional (escrito em linguagem de programacao FORTRAN) utilizado para
simular as estruturas vorticosas desprendidas das asas de uma aeronave durante o seu
procedimento de pouso ou de decolagem. O método numérico utilizado neste trabalho ¢ o
método de vortices discretos, certamente o representante mais conhecido de uma classe de
métodos numéricos mais geral, os denominados métodos de particulas. Diferentemente dos
métodos numéricos classicos, que discretizam o dominio fluido através de uma malha, os
métodos de particulas discretizam uma propriedade do escoamento (no caso do método de
vortices discretos discretiza-se a vorticidade). Como o foco principal do trabalho esta voltado
para o desenvolvimento de um algoritmo acelerador, as fronteiras solidas (pista de pouso e
asas da aeronave) ndo sdo consideradas; trabalha-se apenas com as estruturas vorticosas
contrarrotativas desprendidas a partir das asas da aeronave. Para tanto, vortices discretos de
Lamb sao utilizados para discretizar tais estruturas vorticosas; os vortices discretos sdo, entao,
submetidos aos processos de advecgdo e de difusdo da vorticidade, visando simular a
dindmica de tal propriedade ao longo do tempo. Em termos de tempo computacional, a etapa
mais onerosa da simulagdo numérica ¢ a da adveccao da vorticidade, pois envolve o calculo
do campo de velocidades do escoamento, o qual ¢ determinado através da lei de Biot-Savart;
nesta etapa, o processador efetua N2 operagdes para cada N vortices discretos utilizados para
representar o par contrarrotativo de estruturas vorticosas desprendidas da asa da aeronave. O
principal objetivo deste trabalho consiste em implementar o método de multipolos rapidos em
associacdo com o método de vortices discretos para reduzir o tempo gasto no calculo do
campo de velocidades do escoamento; estima-se que, neste ultimo caso, para cada N vortices
discretos presentes no dominio fluido, o processador faca NlogN operagdes ou, até mesmo,

apenas N operagoes.

PALAVRAS-CHAVE: Me¢étodo de vortices discretos. Método de multipolos rapidos.

Descricao lagrangiana. Algoritmo acelerador.



ABSTRACT

This work presents the development of an accelerator algorithm to be incorporated into a
computational code (written in FORTRAN programming language) used to simulate the
vortical structures detached from an aircraft's wings during its landing or takeoff procedure.
The numerical method used in this work is the discrete vortex method, certainly the best-
known representative of a more general class of numerical methods, so-called particle
methods. Unlike classical numerical methods, which discrete the fluid domain through a mesh,
the particle methods focus on a property of the flow (in the case of the discrete vortex method,
the vorticity is discretized). As the main focus of the work is on the development of an
accelerator algorithm, the solid boundaries (airstrip and wings of the aircraft) are not
considered in this work; Only the vortical counter-rotating structures detached from the wings
of the aircraft are used. For this purpose, discrete Lamb vortices are used to discretize such
vortical structures; The discrete vortices are then submitted to the advection and diffusion
processes of vorticity, in order to simulate the dynamics of such property over time. In terms
of computational time, the most costly step of the numerical simulation is that of the
advection of vorticity, since it involves the calculation of the velocity field of the flow, which
is determined by Biot-Savart's law; In this step, the processor performs N? operations for each
N discrete vortex used to represent the counter-rotating pair of vortical structures detached
from the wing of the aircraft. The main objective of this work is to implement the fast
multipoles method in association with the discrete vortices method to reduce the time spent in
the calculation of the velocity field of the flow; It is estimated that in the latter case, for each
N discrete vortex present in the fluid domain, the processor does NlogN operations or even N

operations only.

KEYWORDS: Discrete vortex method. Fast multipole method. Lagrangian approach.

Accelerator algorithm.
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1 INTRODUCAO

E notavel o crescimento do trafego aéreo em nivel mundial, seja devido a globalizagéo,
redugdo de preco das passagens em relacao ao seu histérico ou, at€ mesmo, por mais pessoas
terem condigdes financeiras de utilizar este meio de transporte. Isso contribui de maneira
consideravel para o aumento das operagdes de pouso e de decolagem, o que exige um
aumento na eficiéncia dos aeroportos, pois a diminui¢ao do tempo entre decolagens e pousos
se faz necessaria.

A unido de grandes aeronaves com o aumento do trafego aéreo torna os estudos sobre a
formag¢do de esteiras de vortices, que sdo geradas nas asas dos avides durante os
procedimentos de pouso e de decolagem, imprescindiveis para as empresas que administram
complexos aeroportudrios. Na figura 1 apresenta-se a esteira formada a jusante de uma

aeronave durante a sua decolagem.

Figura 1 - Esboco da esteira formada a jusante de uma aeronave durante um procedimento de

decolagem

Fonte: Avides e Musica — Cuidados na decolagem (2012).

Este tipo de escoamento ¢ regido por multiplas varidveis, o que torna impossivel a
obten¢do de uma solugdo analitica para tal problema. Um tipo de solucdo sdao os métodos
experimentais, porém, estes nao fornecem todas as respostas, dado que nem todas as situacdes
podem ser previstas experimentalmente, seja por razdes geométricas, seja pelo elevado custo
envolvido em tais experimentos.

Em funcao das razdes expostas anteriormente, os métodos numeéricos passam a ser uma
boa abordagem para este tipo de situacdo. Esse tipo de solugdo vem ganhando espaco, pois

oferece, com alto grau de fidelidade em relacdo ao caso real, resultados razodveis de


http://avioesemusicas.com/wake-turbulence-cuidados-na-decolagem.html/waketurbulence
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problemas complexos.

Existem duas categorias principais de métodos numéricos: os eulerianos e o0s
lagrangianos. O primeiro método, o euleriano, consiste em discretizar o dominio fluido
através de malhas, sendo as variaveis ou grandezas de interesse calculadas nas malhas. O
método de diferencas finitas, o método de elementos finitos e 0 método de volumes finitos sdo
exemplos classicos deste tipo de abordagem.

O segundo método, o lagrangiano, consiste em discretizar uma propriedade do
escoamento em particulas, e ndo o dominio fluido. Desta forma, cada particula discretizada ¢
acompanhada durante cada incremento de tempo da simulagdo numérica, individualmente. O
método de vortices discretos (MVD) utilizado neste trabalho ¢ um exemplo de abordagem
lagrangiana, pois discretiza a vorticidade presente no escoamento representando-a por uma
nuvem de vortices discretos de Lamb. Assim, para simular a dinamica da vorticidade, os
vortices discretos sdo submetidos aos processos de adveccdo e de difusdo da vorticidade.

Em termos de tempo computacional, o processo de advec¢do da vorticidade é o mais
dispendioso, pois envolve o calculo do campo de velocidades do escoamento através da lei de
Biot-Savart. Este processo envolve N* operagdes para cada N? vortices discretos utilizados
para representar o par contrarrotativo de estruturas vorticosas desprendidas da asa de uma
aeronave (veja a figura 2). E intuitivo que, quanto maior o numero de vértices discretos
utilizados na simulacdo numérica, melhor serd a representacdo do campo de vorticidades
presente no escoamento.

E o alto custo computacional inerente ao calculo do campo de velocidades do
escoamento que motiva o desenvolvimento do presente trabalho. Desta maneira, o principal
objetivo deste trabalho ¢ a implementacdo do método de multipolos rapidos, FMM, do inglés
Fast Multipole Method, para ser usado em associacdo ao método de vortices discretos.
Estima-se que o método de multipolos rapidos possa reduzir as N? operagdes originais para
NlogN operagdes ou, até mesmo, para N operagdes reduzindo, assim, o tempo computacional
necessario para a determina¢ao do campo de velocidades do escoamento.

Devido a complexidade e a dificuldade na implementacdo do método de multipolos
rapidos, as fronteiras sélidas (pista do aeroporto e asas da aeronave) sao desconsideradas;
trabalha-se, somente, com as estruturas vorticosas contrarrotativas, tal como mostrado na

figura 2.
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Figura 2 - Representagdo do problema que sera resolvido numericamente, onde 2d representa

a envergadura da asa da aeronave

Fonte: Produgdo propria do autor.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

E inegivel que a redugdo no tempo dispendido entre operacdes de pouso e de
decolagem subsequentes aumentam a eficiéncia dos aeroportos e, também, impactam
financeiramente nas empresas administradoras de tais complexos aeroportuarios. Entretanto, a
seguranga de tais operacdes ndo pode estar subordinada ao aumento indiscriminado de
eficiéncia para ganho financeiro. Segundo Machol (1993), um problema que precisa ser
evitado ¢ aquele em que a esteira remanescente de uma aeronave interfere na operagao
seguinte (pouso ou decolagem) Zheng e Ash (1996) argumentam que os vortices livres que se
formam nas pontas das asas possuem circulagdo que € proporcional a dimensao e a velocidade
da aeronave. Estas esteiras permanecem por distancias significativas.

Zheng (1993) analisa a influéncia do nimero de Reynolds no desenvolvimento da
esteira de vortices em relagdao ao solo. Este estudo foi feito através de expansodes assintoticas
combinadas para inicializar as simula¢des numéricas feitas com o método de diferencas
finitas (método euleriano). O estudo se restringiu ao regime laminar, pois dificuldades
relacionadas as condigdes de contorno impediram o estudo do escoamento turbulento.

Moni et al. (2011), continuando o trabalho iniciado por Hirata et al. (2002), utilizaram
o método de vortices discretos de Lamb para representar o par de vortices de ponta de asa,
considerando também a vorticidade gerada na pista do aeroporto. Os resultados melhoraram
significativamente em relagdo aos estudos anteriores, que considerou somente um par de
vortices discretos e, portanto, ndo simulava a deformagdo das estruturas vorticosas ao
entrarem em contato com a pista.

Como o objetivo principal do presente trabalho € o de reduzir os tempos associados as
simulacdes numéricas, um algoritmo do método de multipolos rapidos (Greengard & Rokhlin,
1987) ¢ utilizado. Tal algoritmo ¢ listado como um dos dez melhores ja criados no século
vinte (Cipra, 2000), e mais detalhes da implementacdo do referido método para a solucao de
outros problemas de engenharia podem ser obtidos em Carrier et al. (1988), Cheng et al.
(1999), Darve (2000), Nishimura (2002), Ogami (2002), Gumerov e Duraiswami (2005), Wolf
(2011), Ricciardi et al. (2017a) e Ricciardi et al. (2017b). No presente trabalho, o método de
multipolos rapidos possui a funcdo de reduzir o tempo de simulagdo através de uma reducdo
no numero de operagdes que utilizam a lei de Biot-Savart, quando do célculo do campo de
velocidades do escoamento.

Originalmente, o calculo do campo de velocidades se d4, exclusivamente, pela lei de

Biot-Savart, de maneira que cada vortice discreto presente na nuvem de vortices induz
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velocidade em todos os outros vortices discretos. Esse célculo ¢ oneroso por ser realizado em
cada incremento de tempo da simulacdo numérica. A principal caracteristica do método de
multipolos rapidos ¢ reduzir, ao méaximo possivel, a utilizagdo da lei de Biot-Savart,
substituindo este calculo caro (em termos de tempo computacional) por expansdes em série de
Taylor e interagdes agrupadas de vortices discretos.

Destaca-se que este trabalho utiliza a mesma abordagem de Moni et al. (2011), porém,
a pista ¢ eliminada para simplificar a implementagao conjunta do método de vortices discretos
e do método de multipolos rapidos.

O problema consiste em simular o desenvolvimento de um par de vortices desprendido
a partir das pontas das asas de uma aeronave, denominados vortices livres. Para cumprir esta
meta, a técnica numérica escolhida ¢ o método de vortices discretos (MVD) aliado ao método
de multipolos rapidos (FMM). Assim, cada vortice discreto de Lamb (Panton, 1984) utilizado
para representar o par de vortices livres possui uma circulagdo /' (com sinais opostos) dada

pela lei de Kutta-Joukowsky:

L (1)
bpU,,

sendo L a forga de sustentagdo das asas, b a envergadura da aeronave, p a massa especifica do
fluido em que a aeronave esta imersa e U,, a velocidade do escoamento incidente.

Para tornar a analise do problema viavel do ponto de vista numérico, € preciso impor
algumas hipoteses a fim de simplificar o caso estudado. As hipoteses adotadas neste trabalho

sao:

H.1) Considera-se o fluido newtoniano, ou seja, a tensdo cisalhante aplicada ao fluido ¢
diretamente proporcional a taxa de deformagao sofrida por ele;

H.2) As propriedades do fluido (massa especifica, p, viscosidade absoluta, u, e viscosidade
cinematica, v) sdo constantes;

H.3) As forg¢as de campo sdo desprezadas, pois elas ndo sdo importantes para o problema
proposto;

H.4) A regido fluida € infinita e bidimensional;

H.5) Assume-se que o escoamento ¢ isotérmico e incompressivel;



17

2.1 EQUACOES GOVERNANTES

Tendo em vista as hipoteses listadas anteriormente, nota-se que o escoamento analisado
¢ governado por duas equagdes: o principio de conservagdo da massa (equagdo 2) € o

principio de conservacao da quantidade de momento linear (equacao 3).

V-u=0 (2)

ou 3)

—+u-Vu:—1Vp+EV2u
p p

Visando obter um ganho de generalidade, ¢ preciso adimensionalizar as equagdes que

governam o fendmeno estudado. Para tanto, define-se as seguintes grandezas caracteristicas:

e comprimento caracteristico: b

e velocidade caracteristica: U,, = I'/b

Fazendo uso das grandezas caracteristicas, tomando-se o rotacional da equagdo 3 e,
com o auxilio da equagdo 2, obtém-se a equagdo do transporte da vorticidade

adimensionalizada, cuja versdo bidimensional ¢ dada por (Batchelor, 1967):

%"’+(u-v)co=RieV2m )

Na equagdo 4, (U representa o Unico componente ndo nulo do vetor vorticidade e o niimero

de Reynolds ¢ definido por:

Re=E )
A%

Chorin (1973), através do "Viscous Splitting Algorithm" (Algoritmo de Separagdo da
Parte Viscosa da equagdao do Transporte de Vorticidade), propds um algoritmo que, em um

mesmo incremento de tempo, os efeitos advectivos fossem calculados independentemente dos

efeitos difusivos, simplificando a implementagao numérica do método de vortices discretos, o
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qual ¢ caracterizado por acompanhar individualmente todas as particulas de vorticidade ao
longo do tempo (descri¢do lagrangiana).

Dessa forma, a equacao da advecg¢ao da vorticidade fica:

Do _do , (@ v\ (6)
Dt ot +(u V)o)—O

a qual é resolvida utizando-se a sua versdo lagrangiana (Dw/Dt = 0), uma vez que o termo
convectivo, (u-V)w, que € ndo-linear, ¢ de dificil solugio.

Por outro lado, a equagdo da difusdo da vorticidade ¢ dada por:
oo 1

—=—V%
ot Re

(7)

Como mostra a presenca do numero de Reynolds, € no processo de difusdo da vorticidade que
os efeitos da viscosidade sao levados em consideracao no método de vortices discretos.

Quando o intervalo de tempo tende a zero, 4r—0, a solugdo das equagdes 6 e 7 tende

para a solu¢do da equacao 4.

2.2 SOLUCAO DO PROBLEMA: METODO DE VORTICES DISCRETOS

A presencga dos efeitos viscosos no problema formulado na se¢do 2.1 ndo permite que
se obtenha solugdo analitica; assim, ¢ adotada uma solugao numérica via método de vortices
discretos.

O método de vortices discretos consiste em uma técnica numérica de grande
importancia para simulagdes de escoamentos de fluidos considerando-se os efeitos da
viscosidade, especialmente quando tais escoamentos sdo dependentes do tempo (presenca de
um campo de vorticidades). No caso do presente trabalho, estuda-se o desenvolvimento de um
par de vortices livres desprendidos das asas de uma aeronave.

Como se faz uso do método de vortices discretos, o escoamento ¢ analisado pela
dinamica da vorticidade e, consequentemente, deve-se calcular o campo de velocidades na
posicdo ocupada por cada um dos vortices discretos utilizados para representar os vortices

livres. Assim, cada vortice discreto induz, em cada incremento de tempo da simulagao

numérica, velocidade em todos os outros vortices discretos presentes na nuvem. Aqui fica
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evidente o alto custo computacional empregado em tais simulagdes, uma vez que o tempo de
simulagdo ¢ proporcional ao quadrado do nimero de vortices discretos presentes no dominio
fluido, quando se faz uso da lei de Biot-Savart.

Por esta razao, a fim de reduzir o custo computacional e, consequentemente, diminuir o
tempo necessario para a realiza¢do da simula¢do numérica, o método de multipolos rapidos ¢
implementado em conjunto com o método de vortices discretos.

Deste modo, ¢ pertinente evidenciar, mais uma vez, a contribui¢do do presente
trabalho: pretende-se desenvolver um algoritmo que seja capaz de implementar, dentro do
algoritmo do método de vortices discretos, o método de multipolos rapidos. Isto limita o uso
da lei de Biot-Savart e, consequentemente, reduz substancialmente o tempo gasto no célculo
do campo de velocidades, podendo abaixar o nimero de operagdes para NlogN ou, até

mesmo, N.
2.2.1 A Adveccao da Vorticidade

Com a utilizacdo do "Viscous Splitting Algorithm" proposto por Chorin (1973), os
efeitos advectivos sdo calculados independentemente dos efeitos difusivos, em cada
incremento de tempo da simulagdo numérica.

Visando obter a solucdo da etapa advectiva, ¢ necessario calcular o campo de
velocidades do escoamento na posi¢ao ocupada por cada um dos vortices discretos utilizados
para representar o campo de vorticidades. No caso deste trabalho, o campo de velocidades ¢
obtido, apenas, pela interacdo vortice-vortice. Se, por exemplo, a pista do aeroporto estivesse
sendo representada, a fronteira solida também contribuiria no calculo do campo de
velocidades.

A velocidade tangencial induzida em um vortice discreto &, por um vortice discreto j
ki ‘L .
(UeJ ), comporta-se de acordo com a figura 3 (modelo do vortice de Lamb); € importante
mencionar que, quando I =0, ndo h4 autoinducio.

De maneira geral, os componentes nas dire¢des x e y da velocidade total induzida no

vortice discreto k pelos demais vortices discretos da nuvem sdo calculados pelas expressoes:

N 8
UkN :ZFjUkaj,jik ( )

=1
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)

sendo ka e V|, as velocidades induzidas nas direg¢des x e y, respectivamente, no vortice

discreto k pelo vortice discreto j, se este ultimo possuir intensidade, I, unitaria.

Figura 3 - Comportamento da velocidade tangencial induzida por um vortice de Lamb
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Fonte: Bimbato (2012).
Para ri;; > 0, tem-se:
Uy, = [y;;—yj] 2[1—exp<0' )l
[xk - xj] + [y — vl
1 X — X; 2
= i = %] 1—exp k—z
1? %

Vy, =——
e Zn [ — xj]z + [y — v

(10)

(11
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Além da intera¢do vortice-vortice, o exponencial presente na expressdo da velocidade
induzida pelo modelo do vortice de Lamb (equagdes 10 e 11) contribui para tornar a lei de
Biot-Savart onerosa em termos de tempo de simulagdo. O método de multipolos rapidos
consiste, basicamente, em limitar a utilizagdo da lei de Biot-Savart (a utilizagao das equagdes

10 e 11 € reduzida a um minimo possivel).

O raio do nucleo do vértice de Lamb, 0, é calculado de acordo com os detalhes

apresentados por Mustto (1998) e por (Bimbato, 2012).

Uma vez obtido o campo de velocidades, a posi¢do de cada vortice discreto em cada
incremento de tempo na etapa advectiva pode ser calculada por diversos esquemas de avancgo:
esquemas de primeira ordem (esquema de Euler), esquemas de segunda ordem (Adams-
Bashforth ou Runge-Kutta), etc. Neste trabalho o avango advectivo ¢ calculado pelo esquema
de primeira ordem de Euler (Ferziger, 1981). Assim, utilizando este esquema, a nova posi¢ao
de um vortice discreto k, apoés um incremento de tempo At, nas diregdes x ¢ y ¢ dada,

respectivamente, por:

Axadvecgao,k = xx (£) + Ut (t)At (12)

Ayadvecg:io,k =y () + Utk(t)At (13)

sendo U, e V; as velocidades totais induzidas no vortice discreto k nas dire¢des x € y,

respectivamente (veja as equacdes 8 € 9).

2.2.2 A Difusao da Vorticidade

A equagdo que rege o transporte difusivo da vorticidade ¢ dada pela equacao 7. Existem
varias técnicas que simulam a difusdo da vorticidade, entre elas, o0 método de vortices em
células (Christiansen, 1973), o método da variacao do raio nucleo do vortice (Leonard, 1980;
Kamemoto et al., 1990), o método da velocidade de difusao (Ogami & Akamatsu, 1991) e o
método de avango randomico, inicialmente proposto por Chorin (1973), baseado na teoria de
movimento Browniano desenvolvida por Einstein (1956), e modificado posteriormente por
Lewis (1991).

Neste trabalho utiliza-se o método de avanco randomico implementado por Lewis
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(1991), haja vista que essa abordagem ¢ adequada a escoamentos que envolvem altos valores
do numero de Reynolds, o que se verifica em processos de pouso e decolagem de aeronaves
de médio porte.

Assim, o0 avango temporal de um vortice discreto k da nuvem ¢ dado por:

X, (t+At)=x, (t)+Ax + AXgigeaq (14)

advecgaq,

Y« (t‘|'At):Yk(t)-l'AYadvecgé\oK +Aydifu550x ()

Na secdo 2.3.1 foi obtido o avanco advectivo (Equagdes 12 e 13). Agora, serad
apresentado o movimento difusivo, caracterizado pelo movimento aleatério das particulas de
vorticidade.

O avango de cada vortice discreto k na diregcdo radial e no intervalo (0-2n) ¢ dado

respectivamente por (Alcantara Pereira, 1999):

(16)
Ar, = ﬁln 1
Re
A, =27Q (17)

sendo P e Q nimeros randomicos entre 0 e 1.
Assim, a difusdo de um vértice discreto k da nuvem apo6s um incremento de tempo At,

possui um deslocamento na direcdo x e um deslocamento na direcao y, dados respectivamente

por:
AX sz, =ArCOS A, (18)
AY gissszo, =ArSENAD, (19)

Assim, a nova posicao de um vortice discreto, k, da nuvem, decorrido um incremento de
tempo At, € obtida substituindo-se as equagdes 18 € 19 nas equacdes 14 e 15.

Como o objetivo do presente trabalho ¢ o de implementar o método de multipolos
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rapidos para ser utilizado em conjunto com o método de vortices discretos visando reduzir o
tempo dispendido no calculo do campo de velocidades (lei de Biot-Savart — veja as equagdes
8, 9,10 e 11), dedica-se o capitulo seguinte ao método de multipolos rapidos. Enfatiza-se,

porém, que o referido método poderia ter sido abordado na se¢ao 2.3.1.
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3 METODOLOGIA: METODO DE MULTIPOLOS RAPIDOS

O método de multipolos rapidos € considerado um dos 10 algoritmos mais importantes
do século XX (Cipra, 2000). Essa importancia se da pela sua funcdo, que ¢ basicamente
acelerar a operagdo de multiplicagdo entre uma matriz NxN por um vetor N, sem
necessariamente resolver o resultado em uma unica varidvel e sim em um vetor onde cada
termo da série de expansdo ¢ armazenado separadamente.

Para casos de interacdo do tipo Coulomb entre N corpos, caso deste trabalho, a
influéncia de particulas distantes pode ser aproximada para um unico elemento. Neste caso, o
agrupamento de particulas distantes tem o objetivo final de reduzir o nimero de operagdes de
N? para a ordem de N, sendo N o numero de vortices discretos presentes no par
contrarrotativo de ponta de asa.

Quando utilizado em conjunto com o método de vortices discretos, a principal fun¢ao
do método de multipolos rapidos ¢ limitar o uso de lei de Biot-Savart. Para tanto, o dominio
fluido ¢ dividido em caixas e, ao invés de utilizar-se a lei de Biot-Savart para calcular o
campo de velocidades na posi¢ao ocupada por um vortice discreto k, considerando-se a
influéncia de cada vortice discreto presente na nuvem, o método de multipolos rapidos €
responsavel por contabilizar as influéncias de vortices discretos que estejam suficientemente
distantes do vortice discreto k, ou seja, nas caixas distantes, através de um processo de
expansdo em série de Taylor; de outro modo, tais influéncias seriam contabilizadas utilizando-
se a lei de Biot-Savart, a qual, conforme ja mencionado, possui um elevado custo
computacional.

De maneira resumida, o método de multipolos répidos divide o dominio computacional
em caixas, agrupa as influéncias dos vortices discretos da simulagdo no centroide destas
mesmas caixas €, no lugar da interacdo entre vortices pela lei de Biot-Savart, as caixas
interagem entre si. Ao final, o resultado destas interacdes entre as caixas € “devolvido” a cada
vortice discreto, resultado em uma das componentes do campo de velocidades de cada vortice
discreto, o campo de velocidades distantes (este termo sera abordado na préxima se¢ao).

Neste trabalho opta-se por abordar em detalhes a implementagdo numérica do método
de multipolos rapidos. Detalhes referentes a formulacdo mateméatica podem ser encontrados
no trabalho original de Greengard & Rokhlin (1987), bem como no trabalho de Ricciardi
(2016).
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3.1 CONCEITOS PRELIMINARES

Antes de abordar o método de multipolos rapidos € pertinente estabelecer algumas

defini¢des importantes, tais como:

1)

2)

Caixa: ¢ a unidade de discretizagdo espacial do dominio fluido utilizada pelo método
de multipolos rapidos. O dominio computacional ¢ descrito por linhas e colunas
(impde-se que sempre existam um numero igual de linhas e de colunas). Cada caixa
¢ denominada por uma linha, i, ¢ uma coluna, j. O nimero de caixas do dominio
fluido varia conforme o nivel de refinamento atual da simulagdo (veja a definigdo a

seguir) e suas posigdes se alteram conforme a evolugdo do campo de vorticidades.

Nivel de refinamento: trata-se de uma variavel discreta da simulagdo, definida pelo
usuario, que estabelece a quantidade de caixas em que o dominio fluido ¢ discretiza-
do (equagdo 20). E importante ressaltar que o usuario define o nivel méximo de re-
finamento da simulagdo, porém, em diversas etapas do algoritmo os niveis anterio-

res (do nivel dois até o nivel maximo) também sao utilizados.

Quantidade de caixas = 4™7¢ (20)

A figura 4 ilustra o dominio fluido discretizado em diferentes niveis de refinamento.
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Figura 4 - Niveis de refinamento um (quatro caixas), dois (dezesseis caixas), trés (sessenta e

quatro caixas) e quatro (duzentas e cinquenta e seis caixas)
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3) Hierarquia entre caixas: uma das maneiras de se estabelecer a hierarquia (ou rela-

4)

¢do) entre as caixas em diferentes niveis de refinamento € pela arvore genealdgica

(caixas pais e caixas filhas). Uma caixa de um nivel de refinamento n possui 4 cai-

xas filhas no nivel de refinamento n + 1. Estas caixas filhas possuem um quarto da

area da caixa pai e todas elas tém as mesmas dimensdes, além de, juntas, ocuparem

exatamente a mesma posi¢do que sua respectiva caixa pai (o funcionamento sera

abordado e mais detalhado na se¢do 3.2.1).

Campo de velocidades proximo e distante: o campo de velocidades ¢ dividido em

duas parcelas. A primeira parcela, calculada pelo método de multipolos rapidos, ¢

aquela que contabiliza a influéncia dos vortices discretos que estdo distantes do vor-

tice discreto onde se deseja calcular o campo de velocidades (vortice discreto k); tal
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parcela ¢ denominada de campo de velocidades distante e ¢ calculada nas caixas
vermelhas mostradas na figura 5. A segunda parcela que compde o calculo do cam-
po de velocidades, obtida através da lei de Biot-Savart, contabiliza a influéncia dos
vortices discretos que estao proximos do vortice discretos k; tal parcela ¢ denomina-

da de campo de velocidades proximo e ¢ calculada nas caixas azuis mostradas na fi-

gura 5.

Figura 5 - Representacao da regido onde os campos de velocidade distante e proximo sao

calculados

v

Fonte: produgao propria do autor.

O método de multipolos rapidos ¢ divido em 4 etapas: pré-processamento (fixo e
continuo), Upward Pass, Downward Pass e célculo do campo de velocidades proximo. Na
figura 6 apresenta-se um fluxograma referente ao procedimento de calculo do método de

multipolos rapidos.
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Figura 6 - Fluxograma esquematico do método de multipolos rapidos
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Fonte: produgao propria do autor.

Neste fluxograma mostra-se que a etapa de interagdo direta entre vortices discretos pela
lei de Biot-Savart ainda ocorre, porém, o uso desta onerosa etapa ¢ substancialmente limitada
pelo método de multipolos rapidos. A etapa de interagdes diretas, em que se calcula o campo
de velocidades proximo, estd em cinza por nao pertencer efetivamente ao Downward Pass,
porém, como ocorre no mesmo nivel de refinamento que a etapa de Local to Particle, esta foi

posicionada ao seu lado.

3.2 ETAPAS DE PRE-PROCESSAMENTO

Existem duas etapas de pré-processamento de dados: o pré-processamento fixo, que
ocorre somente uma vez (no inicio da simula¢do), e o pré-processamento continuo, que ocorre
no inicio de cada passo de tempo da simulacdo numérica. Estas etapas sdo responsaveis pelo
calculo de varidveis que sdo utilizadas pelo método de multipolos rapidos. Ambas sdo

abordadas a seguir.

3.2.1 Pré-processamento fixo

r

A etapa de pré-processamento fixo € responsavel por realizar calculos que ndo

dependem do campo de vorticidades (intensidade, posicao ou raio do nucleo dos vortices
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discretos de Lamb). Esta etapa ¢ dependente somente do nivel maximo de refinamento do
dominio fluido e do nimero maximo de termos utilizados nas séries de Taylor e recebe este
nome pelo fato de que suas variaveis sao calculadas somente uma vez e permanecem
imutaveis durante toda a simulacao.

Os célculos efetuados por esta etapa sdo: o numero maximo de linhas e colunas por
nivel de refinamento, nimero maximo de caixas por nivel de refinamento, numeragdo das
caixas, defini¢do da hierarquia entre caixas pais e caixas filhas, definicdo das listas de
interacdo (caixas vizinhas e caixas distantes) e calculo dos binomios de Newton (veja mais
detalhes a seguir).

O calculo do numero méaximo de linhas e de colunas (equagdo 21) e o calculo do

nimero maximo de caixas (equacdo 22), por nivel de refinamento, seguem equagdes

semelhantes:
div = 2nivel (21)
znb = 4mvel (22)

Na equagdo 21, div significa divisdo das linhas e colunas e na equacdo 22, znb
representa a ultima caixa (nb significa number of boxes e z ¢ uma notagdo para Ultimo).
Observa-se, a partir da equacao 22, que o dominio fluido sempre possui 0 mesmo nimero de
linhas e de colunas, uma das condi¢des que implicam que este ¢ discretizado em caixas
quadradas.

O proximo passo desta etapa € a numeragdo das caixas criadas. A numeragdo das caixas
ocorre da mesma maneira para todos os niveis de refinamento e € realizada da esquerda para a
direita e de cima para baixo, a partir da caixa localizada no canto inferior esquerdo do
dominio fluido (veja a figura 4).

A numeracdo das caixas ¢ realizada utilizando-se a equagdo 23:
nbox = (i — 1) - (2mve!) + j (23)
Sendo i e j as linhas e colunas, respectivamente, ¢ a variavel nivel refere-se ao nivel de

refinamento correspondente a um dado instante da simulacdo numérica.

A etapa seguinte consiste em estabelecer a hierarquizacdo das caixas em diferentes
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niveis de refinamento, ou seja, definir as caixas pais e as respectivas caixas filhas. A figura
7(a) ilustra o dominio fluido discretizado em um nivel de refinamento n e a figura 7(b) ilustra
0 dominio fluido discretizado em um nivel de refinamento n + 1. O nivel n + [ representa as
caixas filhas oriundas das respectivas caixas pais referentes ao nivel de refinamento n; o
esquema de cores adotado auxilia na identificacdo das caixas pais (nivel n) e das respectivas

caixas filhas (nivel n +1).

Figura 7 — Dominio fluido discretizado em diferentes niveis de refinamento
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Fonte: produgao propria do autor.

A numeragdo das caixas filhas utiliza a mesma logica de numeracdo das caixas
explicada anteriormente (equacdo 23). Vale ressaltar que as caixas filhas possuem duas
numeragdes importantes: a numeracao geral (dada pela equagdo 23) e a numeragao referente a
sua relacao hierdrquica com a caixa pai. A caixa 1, por exemplo, possui 4 filhas no nivel 3: as
caixas 1, 2, 9 e 10 (numeragado geral — veja a figura 7). Porém, tais caixas sdo as filhas 1, 2, 3
e 4 da caixa 1 do nivel de refinamento 2. A figura 8 ilustra a numeragdo referente a

hierarquizagao.
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Figura 8 — Numeragao das caixas filhas em relagdo as respectivas caixas pais
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Fonte: produgao propria do autor.

Para definir quais caixas do nivel n + 1 s@o filhas das caixas do nivel n, as equacdes

24,25, 26 e 27 sdo utilizadas:

nchild(1) =1+42-( — 1) + (i — 1) - (2"ivel+2) (24)
nchild(2) = nchild(1) + 1 (25)
nchild(3) = nchild(1) + 2nvel+t (26)
nchild(4) = nchild(3) + 1 27)

sendo nchild(1), nchild(2), nchild(3) e nchild(4) a primeira, segunda, terceira e quarta caixa
filha, respectivamente, de uma dada caixa pai. Cada uma das quatro equacdes anteriores
possuem como resultado um nimero nbox de uma caixa filha em um nivel n + 1, ou seja, a
caixa filha de numero 1 (equagdo 24) da caixa nbox (no nivel n) é uma caixa nbox no nivel
n+ 1.

Outra operacao realizada pelo pré-processamento fixo ¢ a definicdo das listas de
interacdo de caixas vizinhas e caixas distantes. Uma caixa vizinha de uma caixa B, por

exemplo, ¢ aquela em que existe o compartilhamento de, no minimo, um vértice com a caixa
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B. A figura 9 ilustra o conceito referente a caixas vizinhas e distantes. Nesta figura, a caixa em
cor azul (caixa B) consiste naquela em que se deseja contabilizar a influéncia das demais,

tanto as vizinhas (cor verde) quanto as distantes (cor vermelha).

Figura 9 — Definicao de caixas vizinhas e de caixas distantes em relacdo a uma caixa em que
se deseja contabilizar a influéncia das demais para calcular o campo de velocidades do

escoamento (caixa B)

v
>

Fonte: produgao propria do autor.

Uma caixa (como por exemplo a caixa B da figura 9) sempre terd 8 vizinhas, a menos
que esta esteja localizada na primeira ou na ultima linha ou, ainda, na primeira ou na tltima
coluna (bordas do dominio computacional). Para efeitos praticos, a caixa B (em azul) ¢
considerada vizinha de si propria, pois a0 compararmos a caixa B com a propria caixa B,
existe o compartilhamento de 4 vértices. Este artificio ¢ de grande ajuda na etapa do célculo
do campo de velocidades devido as interagdes vortice-vortice, no final do processo.

A condi¢do matematica que avalia se duas caixas sdo vizinhas ou ndo ¢ a seguinte: se o
modulo da subtracdo entre os valores das linhas e das colunas for menor do que 2, as caixas
sdo vizinhas.

Analogamente ao raciocinio anterior as caixas distantes de B sdo aquelas em que ndo ha
compartilhamento de vértices. Ainda de maneira similar, a condi¢do que define se duas caixas
sao distantes ou nao ¢é: se 0 modulo da subtragdo entre os valores das linhas ou das colunas for
maior ou igual a 2, as caixas sdo distantes.

Por fim, tem-se o célculo dos coeficientes binomiais de Newton que serdo utilizados

durante a simulacdo. Estes coeficientes serdo utilizados pelo método de multipolos rapidos
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como ferramenta para expansdo em série de Taylor dos multipolos gerados em cada nivel de

refinamento, seguindo a equacao abaixo:

n n! (28)
(E) = kl(n—k)

Onde, de acordo com as equagdes que utilizam estes coeficientes das etapas Upward Pass e
Downward Pass, os termos n e k variam de zero até duas vezes o nimero maximo de termos

da série de Taylor subtraido de um.
3.2.2 Pré-processamento continuo

Ao contrario da etapa de pré-processamento fixo, a etapa de pré-processamento
continuo depende do nimero de vortices discretos e de suas posi¢des. Como a posi¢cdo dos
vortices discretos € alterada a cada instante de tempo da simulagdo numérica para simular a
dindmica da vorticidade, a etapa de pré-processamento continuo ¢ realizada no inicio de cada
passo de tempo.

Os calculos efetuados por esta etapa sdo: determinacdo das coordenadas maximas e
minimas do dominio computacional, definicdo do tamanho das caixas em cada nivel de
refinamento, comparagdo entre o tamanho das caixas em cada nivel de refinamento e o
tamanho do raio do ntcleo dos vortices discretos, calculo do centroide de cada caixa em cada
nivel de refinamento, distribuicdo dos vortices discretos nas caixas e contagem de vortices por
caixas em cada nivel de refinamento.

Iniciando o pré-processamento continuo, a determinacdo das coordenadas méaximas e
minimas do dominio computacional serve de base para o célculo de todas as outras variaveis
desta etapa do processo. O célculo ¢ feito de forma simples: primeiro assume-se como menor
e maior valor as posi¢des em x e y do vortice discreto de niimero 1. Feito isto, o algoritmo
executa uma condi¢do em lago: caso a posi¢do do proximo vortice discreto analisado (do 2 até
o ultimo vortice discreto da simulacdo) seja maior ou menor que as atuais varidveis,
respectivamente, estas sao substituidas pelas posicoes do atual vortice discreto analisado. Ao
final do lago tém-se quatro varidveis: xmax, xmin, ymin ¢ ymax . Com estas quatro

variaveis, pode-se determinar o dominio computacional através dos pares cartesianos a seguir:

1. (xmin, ymin) — canto inferior esquerdo do dominio computacional.
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2. (xmax,ymin) — canto inferior direito do dominio computacional.

3. (xmin, ymax) — canto superior esquerdo do dominio computacional.

4. (xmax, ymax) — canto superior direito do dominio computacional.

Na sequéncia, ¢ possivel determinar as dimensdes do dominio computacional:
Lx = xmax — xmin (29)
Ly = ymax — ymin (30)
sendo Lx e Ly a dimensdo do dominio computacional nas dire¢des x e y, respectivamente. A
figura 10 representa as coordenadas maximas e minimas do dominio computacional e seus
respectivos comprimentos em x € em y, onde as circunferéncias em amarelo representam os

vortice discretos.

Figura 10 - Determinagdo do dominio computacional

(xmin, ymax) (xmax, ymax)
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Fonte: produgio propria do autor.

Através de um lago, para cada nivel de refinamento, os lados das caixas sdo calculados:

Lx Ly) (31)

dxdy = (wa

Onde dxdy ¢ uma varidvel complexa que armazena as dimensdes das caixas em cada nivel de
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refinamento e div (equagao 21) ¢ uma variavel que armazena o numero de linhas e de
colunas de um determinado nivel de refinamento.

Até o momento, existe a possibilidade de os lados das caixas ndo serem de iguais
dimensdes, pois as varidveis Lx e Ly podem ter valores diferentes, uma vez que sao
determinadas em fun¢@o da posicdo dos vortices discretos de Lamb utilizados para representar
o campo de vorticidades. Como as caixas precisam, necessariamente, ser quadradas para o
correto funcionamento do método de multipolos rapidos, uma condigdo ¢ executada a fim de
igualar os lados das caixas em todos os niveis de refinamento. Esta condi¢ao impde que, caso
a dimensdo em x seja maior que a dimensao em y, a dimensdo em y recebe o valor da
dimensdo em x. Esta andlise ocorre de maneira analoga para a dimensao em y.

Uma importante verificacao ¢ feita apds o dimensionamento das caixas: caso o nivel de
refinamento escolhido pelo usuério seja tdo elevado a ponto de o tamanho das caixas ser
menor que o tamanho do raio do nucleo dos vortices discretos, a simulagdo ¢ encerrada.
Procede-se dessa maneira pelo fato de tal situagdo inviabilizar a atribuicdo dos vortices
discretos as caixas.

O préximo passo € o célculo do centrdide, chbox (a,b), de cada caixa, em cada nivel de
refinamento. Esta etapa ¢ de extrema importancia pois todas a interacdes entre vortices
discretos e caixas e entre caixas ocorrem através do centroides. Sendo chox uma variavel

complexa e a e b dados por:

a = xmin+ (j — 1) * [dxdy + (dxzdy )] (32)
b=ymin+({—-1)x [dxdy + (dxzdy)] (33)

a e b correspondem a posicdo em x e em y do centroide da caixa nbox em um nivel de
refinamento n.

Na sequéncia, deve-se identificar os vortices discretos presentes em cada caixa e,
ainda, contabilizar o numero de vortices discretos presentes em cada caixa. Uma vez que a
interacao vortice discreto-caixa € realizada, apenas, no ultimo nivel de refinamento (o mais
elevado), as operagdes de identificagdo dos vortices discretos presentes em cada caixa sdo
realizadas apenas em tal nivel de refinamento, j4 e de contagem do numero de vortices

discretos presentes em cada caixa ocorre em todos os niveis, pois em diversas ocasides, 0
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algoritmo utiliza do artificio de realizar uma conferéncia se a caixa analisada ¢ vazia ou nao,
para que se economize tempo ao ndo interagir caixas vazias com caixas nao vazias.

As equagdes que avaliam a qual caixa um vortice discreto & pertence sao:

vorty — ymin 4
linev = ’(p c)i]xdyy ) +1 (34)
(pvortx — xmin) (35)
luv = 1
comy ’ dxdy + 1
pvortc = (pvortx, pvorty) (36)

sendo linev e coluv, respectivamente, a linha e a coluna em que um vortice discreto, k, se
encontra, e pvortc ¢ uma variavel complexa que armazena a posicdo em x (pvortx) e em y
(pvorty) de um vortice discreto k.

Como linev e coluv sao valores de linha e coluna, respectivamente, saber a caixa em
que o vortice discreto k se encontra ¢ trivial; basta igualar os valores de i e j da varidvel nbox
(equagdo 23) aos valores de linev e coluv, respectivamente. Uma vez localizados todos os
vortices discretos de Lamb utilizados para discretizar o campo de vorticidades, contabiliza-se
a quantidade de vortices discretos presentes em cada caixa; essa informagao ¢ armazenada na
variavel countern. Assim, cada caixa nbox possui uma quantidade countern de vortices
discretos.

Por fim, no ltimo nivel de refinamento tem-se a criacdo de uma variavel que, através
do nimero da caixa e, do nimero countern de um vortice discreto, retorna-se o numero &
(contagem geral de vortices discretos da simulagdo). Esta variavel, boxn, ¢ util para o
momento em que ¢ necessario transferir a influéncia armazenada em uma caixa de volta para

os vortices discretos que se encontram dentro desta.

boxn =k (37)

3.3 UPWARD PASS?

! Por ndo haver uma tradugio consagrada na lingua portuguesa, os nomes das etapas do método de multipolos
rapidos serdo todos escritos em sua forma original, na lingua inglesa.
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A etapa do Upward Pass inicia de fato o método de multipolos rapidos, dado que o pré-
processamento anterior preparou algumas variaveis para as etapas de Upward e Downward
Pass.

O Upward Pass recebe este nome pelo fato de que este se inicia no nivel de
refinamento mais elevado (maior refinamento possivel, escolhido pelo usuario) e encerra-se
no nivel de refinamento mais grosseiro da simulagdo, o nivel 2, como ilustrado na figura 11. E
importante ressaltar que, mesmo que ainda existam os niveis 0 e 1, o nivel mais grosseiro
considerado pelo método de multipolos rapidos € o 2, dado que nao existem interacdes
possiveis nos niveis 0 e 1 pelo referido método (na se¢do 3.5 ficard mais clara a razdo pela

qual as interagdes inexistem em tais niveis de refinamento).

Figura 11 - Representacdo da subida pela arvore de niveis, conhecida como Upward Pass

nivel 2 | 16 caixas
nivel 3 | 64 caixas
nivel 4 | 256 caixas

nivel 5 | 1024 caixas

nivel 6 | 4096 caixas

Fonte: produgdo propria do autor.

Esta etapa possui a fungdo de fazer a transferéncia inicial das influéncias dos vortices
discretos para as caixas e, posteriormente, transferir estas influéncias armazenadas (até agora
no nivel mais fino da simulacdo) para as caixas pais das respectivas do nivel analisado, até
que se chegue ao nivel 2.

O primeiro passo do Upward Pass chama-se Particle to Mutipole (P2M).
3.3.1 Particle to Multipole (P2M)
A etapa do método de multipolos rapidos que € a responsavel pelo armazenamento das

influéncias dos vortices discretos nas caixas no nivel de refinamento mais elevado denomina-

se Particle to Multipole (P2M), ou seja, ¢ responsavel pela montagem dos multipolos. Este
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processo ¢€ realizado através de uma expansao em série de Taylor, onde o truncamento da série
¢ definido previamente pelo usudrio. Na figura 12 sdo representadas, através de flechas azuis,

a influéncia dos vortices discretos sobre os centroides das caixas as quais pertencem:

Figura 12 — Representagdo esquematica da etapa Particle to Multipole (P2M)

I

X X Xﬂ’@ X

X

Fonte: produgdo propria do autor.

A transferéncia se da através da criagdo de uma variavel chamada coeficiente do
multipolo. Para tanto calcula-se, inicialmente, o potencial de uma particula k (ou seja, um
vortice discreto), induzido em um ponto p arbitrario (neste caso, pode-se admitir que p seja o

centroide de uma caixa), o qual ¢ dado por:

dr () = qlog(z — z) (38)

sendo gy, a intensidade da particula k, z a posi¢do de p e z; a posicdo de k. De outro modo,

pode-se escrever que:

b1 (D) = qi log(2) + qilog(1 — %/7) (39)

A influéncia de todas as m particulas presentes em uma dada caixa no centroide, p, da

caixa, ¢ dada pelo somatorio de todas as influéncias, ou seja:
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d(P) = Tity b = itr qi log(2) + Tt qrlog(1 — /) (40)
Pode-se escrever, ainda, que:

Yk=1qx log(z) = log(z) X1 qx (41)
Yk=19k 10g(z) = Qlog(2) (42)

sendo Q, ou bigQ, a soma de todas as intensidades q,. A variavel bigQ armazena as
intensidades dos vortices discretos de uma determinada caixa nbox em um determinado nivel
de refinamento. Aqui tem-se o primeiro uso da varidvel boxn (equagdo 37), pois como m se
trata de um contador interno de vortices discretos (countern) de uma caixa nbox, ¢
necessario converter o valor para a contagem geral de vortices discretos (k). Esta varidvel sera
utilizada no proximo passo, chamado de Multipole to Multipole (ainda dentro do Upward
Pass) e auxiliard o processo de transferir as influéncias das caixas filhas para as caixas pais.
Expandindo o logaritmo presente no ultimo termo da equagdo 40 em uma série de

Taylor, tem-se:

—x) = (= AT (43)
log(1—x) = (1) (x + S+ + -+ %)
sendo x = z,/z, e T o nimero de termos utilizados na expansao por série de Taylor.
Agrupando as equagdes 41 e 43, tem-se:

t

zk’él(—qk)(i")

tq
(-0 (2) 3) = 30 | —— (44)
Dessa forma o potencial se torna:
() = Qlog(z) + TT_, (%) (43)

e o termo a; ¢ definido como o coeficiente do multipolo:
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_ t
a, = Y, Sk (46)

Resumindo, a; representa a influéncia de todos os vortices discretos contidos em uma caixa
no seu centroide. O calculo de a; para o nivel de refinamento mais elevado encerra a etapa

Particle to Multipole e (P2M).
3.3.2 Multipole to Multipole (M2M)

Ultimo passo do Upward Pass, o Multipole to Multipole (abreviando, M2M) possui a
funcdo de transferir o coeficiente a;, calculado na etapa Particle to Multipole, das caixas
filhas (nivel de refinamento mais elevado) para as respectivas caixas pais até que o nivel de
refinamento 2 seja atingido. A figura 13 representa a transferéncia de influéncia mencionada,

onde cada X em vermelho representa o centrdide de uma caixa:

Figura 13 - Representacdo esquematica da etapa Multipole to Multipole

(a) (b)

Fonte: produgio propria do autor.

Em outras palavras, o que se deseja ¢ realizar um célculo semelhante aquele realizado
na etapa anterior (interacdo particula-caixa), porém, na presente etapa, as interacoes serao do
tipo caixa-caixa. Para tanto, nesta etapa deve ser calculado ¢(P), ou seja, a influéncia das

caixas filhas (nivel de refinamento n) na respectiva caixa pai (nivel de refinamento n-1):
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T (n)
o(P) = QM log(z—zp) +Z(z—z ) 47)

z — z,, = cbox(nbox) — cbox(nchild) (48)

sendo Q™ equivalente a somatoria das influéncias dos vortices discretos de uma caixa filha

) 0 coeficiente do multipolo de uma caixa filha de nbox um

em um nivel n (equagdo 42), a(
nivel n, z — z,, a distincia entre o centroide de uma caixa pai (no nivel n — 1) e uma de suas
caixas filhas (no nivel n), chox(nbox) o centréide de uma caixa pai nbox e cbox(nchild) o

centroide de uma caixa filha nchild.

O termo a; ™ 4a equacdo 47 ndo pode ser descrito somente pela equacao 46. Isto ¢
explicado pelo fato de que agora, diferentemente da etapa de Particle to Multipole, existe a

translacao do centro do multipolo do centroide da caixa filha para o centroide da caixa pai.

) 4

Portanto, o termo a; ~ ¢ equacionado como:

—QMW(z -z t—1
o = T2 B Zaﬁ’”(z 7 (,~1) (49)
(n 1) _ (n) (50)
t 1(Z —z )t
-1y . (@-1)! (51)

t-1/ 7 (t=1)I(-1)!

sendo o primeira termo da equacdo 49 proveniente da equagdo 46 e o segundo tratando-se
efetivamente da translagdo do centro do multipolo do centroide da caixa filha para o centroide
da caixa pai. Como o objetivo € o calculo do coeficiente do multipolo no nivel n-/, a equagao
50 torna explicito que o multipolo em um nivel n-/ da-se pela somatoria dos multipolos no
nivel n. Por fim, a equagdo 51 representa os coeficientes binomiais utilizados na equagao 49.
O célculo de a; para as caixas pais até o nivel de refinamento dois encerra o Upward
Pass. Até agora tém-se os multipolos no nivel mais grosseiro da simulagdo. Estes sdo
redistribuidos através do Downward Pass que, ao final, calcula a influéncia, no campo de

velocidades do escoamento, dos vortices discretos mais distantes.
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3.4 DOWNWARD PASS

O Downward Pass se inicia no nivel de refinamento mais grosseiro da simulagao (nivel
2) e vai até o nivel de refinamento mais elevado, ao contrario do Upward Pass, como

mostrado pela figura 14.

Figura 14 - Representagao da descida pela arvore de niveis, conhecida como Downward Pass

nivel 2 | 16 caixas
nivel 3 | 64 caixas
nivel 4 | 256 caixas
nivel 5 | 1024 caixas

nivel 6 | 4096 caixas

Fonte: produgdo propria do autor.

Esta etapa do método de multipolos rapidos, resumidamente, € responsavel por
transladar os coeficientes calculados no Upward Pass a partir das caixas de nivel 2 para suas
respectivas caixas filhas, e assim sucessivamente, até o nivel de refinamento mais elevado,
onde as influéncias armazenadas em cada centroide contabilizam a interagdo com cada vortice
discreto dentro da respectiva caixa; calculando, assim, o campo de velocidades distante
(campo de velocidades gerado pelos vortices discretos que estdo localizados nas caixas
distantes no nivel de refinamento mais elevado).

O Downward Pass ¢ composto por trés etapas: Multipole to Local (M2L), Local to
Local (L2L) e Local to Particle (L2P). As etapas M2L e L2L ocorrem em conjunto, enquanto

a etapa L2P ocorre ao final do processo, separadamente.

3.4.1 Multipole to Local (M2L) e Local to Local (L.2L)

Uma vez determinados os 16 multipolos no nivel de refinamento dois, inicia-se o

Downward Pass, ou seja, desta vez caminha-se até¢ o nivel de refinamento mais elevado da
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arvore genealogica, sempre a partir do nivel dois.

A etapa Multipole to Local consiste na interagdo entre caixa distantes (que foram
definidas no pré-processamento fixo). Esta ¢ a Uinica etapa em que caixas que ndo sao pais €
filhas interagem. Na figura 15 ilustra-se a lista de interagcdo calculada no pré-processamento.
Na figura 15(a), em que a caixa de interesse se chama "B" (usa-se a letra "B" maiuscula por se
tratar da caixa pai), vé-se que as caixas cinzas sdo as caixas proximas e as amarelas sdo as
caixas distantes. Na figura 15(b) vé-se, novamente, as caixas amarelas sendo as distantes.
Nota-se que, na figura 15(b), além das amarelas, existem outras caixas distantes que poderiam
se enquadrar na lista de caixas distantes, porém, estas ja foram consideradas no passo anterior
do processo (do nivel n). Estas caixas terdo a influéncia agrupada nos pais de b, ou seja, B, e

sao consideradas no proximo passo, Local to Local (L2L).

Figura 15 - Representacdo esquematica da etapa Multipole to Local

X X X X X X X X

X X X X
X X X X X X X X
X X X X X X X X

X X X X
X X X X X X X X

Y Y

X X X X X X X X

H B X X
X X X b % X X X
X X X X X X X X

X X X X
X X X X X X X X

X X
(a) caixa B recebendo as influéncias das (b) caixa b recebendo as influéncias das
caixas distantes em um nivel n caixas distantes em um nivel n+/

Fonte: produgdo propria do autor.

A influéncia de um aglomerado de particulas (cujo centro coincide com o de uma caixa

b’ , suficientemente distante) em um ponto (centro da caixa b) é dado por:

¢(b) =Xi_ob; - 7" (52)

onde:
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b = (T2 1) + Q-2 -

— n) 4
b, = (i {=1§(ltll)(—1)t) - (‘;_7 ,paral > 1 (54)
z = cbox(b) — cbox(b") 55)

sendo que na equacdo 52 o termo b; ndo se refere a uma caixa, e sim ao coeficiente do
multipolo que estd sendo transferido (similar ao a; no Upward Pass), mostrado nas equagdes
53 e 54. O termo z se refere a distancia entre os centroides das caixas b e b’ (na figura 15(b) a
caixa b ¢ a amarela no centro e as caixas b’ sdo as amarelas distantes).

As caixas que ficaram em cinza na figura 15(b) terdo sua influéncia considerada na
etapa Local to Local (L2L). O L2L possui o papel de transladar a influéncia de uma caixa pai
para suas quatro caixas filhas, processo inverso ao realizado na etapa Multipole to Multipole.
A etapa Local to Local viabiliza a comunicagdo entre as caixas de diferentes niveis, conforme

representado na figura 16.

Figura 16 - Representacdo esquematica da etapa Local to Local

Fonte: produgao propria do autor.

A equacdo que define a influéncia de uma caixa pai em uma caixa filha ¢ a mesma
utilizada para o Multiple to Local (equagdo 52), porém o coeficiente do multipolo que sera

transferido de uma caixa de nivel n para uma caixa de nivel n+1/ ¢ dado pela equacao 56:
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bz(n+1) =y YT, bz(n) (D(_Z)z—t (56)
sendo:
z = chox(B) — chox(b) (57)

onde chox(B) o centroide da caixa pai, no nivel de refinamento n, e chox(b) o centroide da

caixa filha, b, no nivel de refinamento n + 1.

3.4.2 Etapa Local to Particle (L2P)

Marcando o fim do Downward Pass e, também, o fim do método de multipolos
rapidos, a etapa Local to Particle ocorre no nivel de refinamento mais elevado e possui a
funcdo de transferir a influéncia que foi armazenada nas caixas durante todo o processo do
Upward e Downward Pass para seus respectivos vortices discretos. O resultado da
transferéncia ¢ o campo de velocidades distante, aquele que considera os vortices discretos
que estdo nas caixas distantes da caixa de um vortice discreto k, onde se deseja determinar o
campo de velocidades. O campo de velocidades proximo ¢ calculado pela lei de Biot-Savart,
na etapa seguinte. Esta interacdo vortice-vortice ocorre somente entre os vortices discretos
que estdo dentro de uma mesma caixa e entre os vortices discretos de caixas vizinhas. A figura
17 representa o centroide de uma caixa transmitindo a influéncia resultante do processo de

multipolos aos vortices discretos que estdo dentro dela.

Figura 17 - Representacdo esquematica da etapa Local to Particle

Fonte: produgao propria do autor.
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A figura 18 representa quais regides do dominio computacional sdo contempladas com
o célculo do campo de velocidades distante e quais sdo contempladas com o célculo do campo

de velocidades proximo.

Figura 18 - Representacao das caixas que contribuem no calculo do campo de velocidades

distante e do campo de velocidades proximo

l:‘ campo de velocidades distante

Y . l:‘ campo de velocidades proximo

. caixa analisada

X

Fonte: produgao propria do autor.

O equacionamento da etapa Local to Particle ¢ dado por:

d(b) = 2{:0 b.z* (58)

sendo ¢ (b) a influéncia de uma caixa em um vortice discreto, T o nimero de termos da série
de Taylor, b; o coeficiente do multipolo de uma caixa no nivel de refinamento maximo ¢ z
representa a distancia entre uma particula (vortice discreto) e um ponto b (centroide de uma

caixa no nivel de refinamento méaximo):

z = pvortc(k) — cbox(b) (59)

Como o resultado obtido pelo método de multipolos rapidos ¢ um potencial, € ndo uma

velocidade, deriva-se o resultado da equagdo 59:



47

d¢(b) _
WO _ ST byt 7t (60)

O valor resultante da equacdo 60 ¢ o campo de velocidades distante, célculo que
encerra 0 método de multipolos rapidos. Na se¢do seguinte, calcula-se o campo de

velocidades proximo.
3.5 CAMPO DE VELOCIDADES PROXIMO

Apos o célculo do campo de velocidades distante (equagdo 60), ¢ necessario calcular o
campo de velocidades proximo; tal calculo ¢ feito através da lei de Biot-Savart. Na figura 18
ilustra-se como o uso da lei de Biot-Savart foi limitada (somente para a caixa azul e para as
caixas cinzas). O equacionamento da lei de Biot-Savart foi abordado na secdo 2.2.1 e ¢ dado
pelas equacdes 8 € 9.

Em resumo, o campo de velocidades na posi¢do ocupada por um vortice discreto €

obtido pela adi¢ao de trés componentes:

1. Para vortices discretos da mesma caixa, a interagdo ¢ feita diretamente pela lei de
Biot-Savart (campo de velocidades préximo).

2. Para vortices discretos nas caixas vizinhas (no nivel de refinamento mais elevado),
também ¢ calculada a interacao direta pela lei de Biot-Savart (campo de velocida-
des proximo).

3. Para vortices discretos nas caixas distantes, o resultado é calculado pelo método de
multipolos rapidos (em particular, a etapa final, Local to Particle; campo de veloci-

dades distante).

O 1ultimo passo para a obtencdo do campo de velocidades ¢ unir as contribui¢cdes dos

campos resultantes das caixas proximas e distantes, o qual ¢ dado por:

Vi 61
V= ( dl.;t;nte) + Vpréximo (61)
Vrinar = (—imag(V), —real(V)) (62)

Para que ambos os campos de velocidade estejam na mesma escala de unidade, ¢ necessario
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dividir o campo de velocidades distante por 2m, como mostrado pela equagdo 61. Além disso,
¢ necessario inverter a parte real com a imaginaria do vetor de velocidades, analogo ao que ¢
feito nas equacdes 10 e 11, onde, na equagdo 10, por exemplo, o calculo do campo de
velocidades em x utiliza somente de variaveis do eixo y. Maiores detalhes sobre a formulagao
matematica do método de multipolos rapidos podem ser encontrados no trabalho original de

Greengard & Rokhlin (1987), bem como no trabalho de Ricciardi (2016).



4 RESULTADOS E DISCUSSAO

A anélise de resultados, neste trabalho, possui trés frentes principais:

1) Analise do desenvolvimento da esteira de vortices.

49

2) Comparagdo entre o tempo dispendido nas simulagdes numéricas com e sem a utiliza-

¢ao do método de multipolos répidos.

3) Avalia¢ao da distribui¢do do tempo de simula¢do numérica no algoritmo do método

de multipolos rapidos.

Antes de discutir-se cada um dos resultados, ¢ importante estabelecer sob quais

condigdes as simula¢des foram executadas. Ressalta-se que, tanto as simulagdes envolvendo o

método de multipolos rapidos, quanto aquelas que utilizaram, exclusivamente, a lei de Biot-

Savart, lancaram mao do modelo do vértice discreto de Lamb (equagdes 10 e 11). A tabela 1

mostra os principais parametros envolvidos nas simulagdes numéricas.

Tabela 1 — Parametros das simulag¢des utilizando o método de multipolos rapidos (FMM)

Propriedades das simulagtes

Propriedades do FMM
Mivel de refinamento ]
Mumero de termos da série de Taylor 25

Propriedades dos vortices discretos
Namero de vortices discretos em

cada ponta de asa 2~ 250.000

Raio do nicleo do vortice discreto 0,001

Mumero de Reynolds 75000
Propriedade de tempo

Incremento de tempo 0,05

Fonte: produgao propria do autor.

O numero de vortices discretos utilizados nas simulagoes variou de 10 até 500000,

porém, cada simulagdo teve um nimero fixo de vortices discretos durante todo o teste. Em

outras palavras, 20 testes para cada abordagem foram realizados, variando-se o nimero de

vortices discretos conforme a tabela 2:
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Tabela 2 — Ntimero de vortices discretos utilizados em cada simulagdo numérica

Teste Niamero total de vortices discretos

1 10

2 a0

3 100

4 S00

5 1000
il S000
7 10000
8 20000
9 30000
10 40000
11 S0000
12 100000
13 150000
14 200000
15 250000
16 300000
17 350000
18 A0C000
19 A50000
20 S00000

Fonte: produgao propria do autor.

Quando da utilizagdo do método de multipolos rapidos, nivel maximo de refinamento 6
foi utilizado devido ao fato de ser o limite para atender a condi¢dao de que o tamanho da caixa
deve ser maior do que o raio do nucleo do vortice discreto de Lamb; esta condi¢ao foi imposta
na etapa de pré-processamento continuo (se¢do 3.2.2). Em relacdo ao nimero méaximo de
termos na da série de Taylor, informa-se que foram utilizados 25, pois ap6s testes utilizando
menos termos na série, erros em relacdo ao método original (puramente lei de Biot-Savart)
apareciam tanto no calculo do campo de velocidades como no calculo das posi¢des dos

vortices discretos.
4.1 DESENVOLVIMENTO DA ESTEIRA DE VORTICES

Na figura 19 apresenta-se a evolugdo, ao longo do tempo, das estruturas vorticosas. O
desenvolvimento de tais estruturas foi obtido a partir da associacdo do método de multipolos

rapidos com o método de vortices discretos.
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Figura 19 — Desenvolvimento do par contrarrotativo de estruturas vorticosas desprendidos das

pontas das asas de uma aeronave
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Fonte: produgdo propria do autor.

Na figura 19(a), 19(b), 19(c) e 19(d) apresenta-se o resultado do teste nimero 10

(40000 vortices discretos em cada ponta de asa) da tabela 2, onde cada ponto azul representa

um vortice discreto de Lamb.

A tabela 3 exibe, para cada passo de tempo da figura 19, a posicdo e velocidade de

quatro vortices discretos aleatorios (dois de cada nuvem de vortices discretos) para os dois

métodos abordados: exclusivamente lei de Biot-Savart e o método de multipolos rapidos.
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Tabela 3 - Comparacao entre as metodologias de teste

Lei de Biot-Savart Método de Multipolos Rapidos Variacdo percentual
Passo | Vrtice Discreto Px Py Wx Wy Px Py Vx Wy Px Py W Wy

1 10136 3,4165 7,1153 -3,2836 | 2,7650 3,4165 71153 -3,2836 | 2,7650 | 0,0000% | 0,0000% | 0,0000% | 0,0000%

1 17980 3,4605 7,1682 -2,4450 | 3,5816 3,4605 7,1682 -2,44%0 | 3,5816 | 0,0000% | 0,0000% | 0,0000% | 0,0000%

1 24515 4,5766 6,8393 3,8425  -2,8099 | 4,5766 6,8393 3,8425 | -2,8099 | 0,0000% | 0,0000% | 0,0000% & 0,0000%

1 27547 4,5592 7,0577 3,0657 1,4075 4,5592 70577 3,0657 1,4075 | 0,0000% | 0,0000% | 0,0000% | 0,0000%
35 10136 3,7697 | 64537 | -0,1603 @ -0,6192 | 3,7697 | 64537 | -0,1603 @ -0,6192 | 0,0000% | 0,0000% @ 0,0000% | 0,0000%
35 17980 3,7243 | 6,3854 | -0,2570 | -0,4899 | 3,7243 | 6,3854 | -0,2570 | -0,4899 | 0,0000% | 0,0000% | 0,0000% | 0,0000%
35 24515 4,2021 6,7623 -0,1105 | -0,6566 | 4,2021 6,7623 -0,1105 | -0,6566 | 0,0000% | 0,0000% | 0,0000% | 0,0000%
35 27547 4,2865 6,7743 -0,0945 | -0,3885 | 4,2865 6,7743 -0,0945 | -0,3885 | 0,0000% | 0,0000% | 0,0000% | 0,0000%
70 10136 3,3313 6,3614 0,0326 0,2781 3,3313 6,3614 0,0326 0,2781 | 0,0000% & 0,0000% | 0,0000% | 0,0000%
70 17980 3,3698 6,4628 0,1426 0,2296 3,3698 6,4628 0,1426 0,2296 | 0,0000% | 0,0000% | 0,0000% | 0,0000%
70 24515 4,5833 | 60747  0,3041 | 0,1137 | 45833 | 60747 0,3041 | 0,1137 | 0,0000% 0,0000%  0,0000% | 0,0000%
70 27547 4,3845 | 61330 | 0,1540 | -0,2214 | 4,3845 | 61330 | 0,1540 | -0,2214 | 0,0000% | 0,0000% | 0,0000% | 0,0000%
100 10136 3,7253 6,3668 0,2701 | -0,3698 | 3,7253 6,3668 0,2701 | -0,3698 | 0,0000% | 0,0000% @ 0,0000% | 0,0000%
100 17980 3,7687 6,2719 0,1688 -0,4588 | 3,7687 6,2719 0,1688 -0,4588 | 0,0000% | 0,0000% | 0,0000% | 0,0000%
100 24515 4,5233 6,3851  -0,2990 @ 0,0354 4,5233 6,3851 | -0,2990 0,0354 | 0,0000% @ 0,0000% | 0,0000% | 0,0000%
100 27547 4,5506 6,0384 0,0314 0,0084 4,5506 56,0384 0,0314 0,0084 | 0,0000% | 0,0000% | 0,0000% | 0,0000%

Fonte: produgao propria do autor.

As colunas de delta da tabela 3 tornam explicito a precisao do método de multipolos
rapidos. E importante ressaltar que a precisio do método ¢é altamente atrelada ao truncamento
da série de Taylor, definido pelo usuario (25 termos para os testes executados neste trabalho).

Caso a série fosse truncada em menos termos, erros apareceriam nas colunas de delta.

4.2 AVALIACAO DO CUSTO COMPUTACIONAL ENVOLVIDO NAS SIMULACOES
NUMERICAS

Antes que se entre na discussdo sobre o custo computacional e tempo das simulagdes, €
importante que se cite a maquina utilizada para a realizagdo de tais testes: computador
equipado com processador Intel Core 17-5500U (2,40 GHz) e 8,0GB de memoria RAM.

Verifica-se que, em alguns dos testes realizados, o tempo dispendido nas simulagdes
numéricas que utilizam o método de multipolos rapidos € superior aquele dispendido nas
simulacdes que utilizam, exclusivamente, a lei de Biot-Savart. Isto pode ser explicado pelo
fato de que a execugdo de algumas etapas do método de multipolos rapidos, em particular, as
etapas de pré-processamento, consomem um tempo computacional relativamente alto. Deste
modo, em fun¢do da existéncia de tais etapas, a utilizagdo do método de multipolos répidos s6
se justifica para simulagdes numéricas envolvendo um niimero elevado de vortices discretos.
Caso contrario, ou seja, para um numero reduzido de vortices discretos, o tempo gasto nas

etapas de pré-processamento pode superar o tempo gasto pela lei de Biot-Savart,
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inviabilizando, assim, o uso do método de multiplos rapidos em tais situagdes. Essa discussao

pode ser melhor compreendida a partir da observacao da figura 20.

Figura 20 — Tempo de simulagdo numérica dispendido em funcao do nimero de vortices

discretos presentes no dominio fluido
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Fonte: produgdo propria do autor.

Nota-se, portanto, que, quando o nimero de vortices discretos presentes no dominio
fluido situa-se na faixa entre 15000 e 20000 (figura 20a), o método de multipolos rapidos
passa a ser mais eficiente, em termos de tempo de processamento, do que a lei de Biot-Savart,
chegando a ser 184,58% mais veloz, quando k = 50000. Extrapolando a analise para um
nimero ainda maior de vortices discretos presentes no dominio fluido (figura 20(b)), fica
evidente o quao importante ¢ a associagao do método de multipolos rdpidos com o método de

vortices discretos visando a reducdo do tempo dispendido em simulacdes numéricas
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tabela 4 mostra-se os valores exatos de tempo de processamento para cada

simulacdo executada, assim como a varia¢ao percentual da lei de Biot-Savart em relagdao ao

FMM.

Tabela 4 — Comparagao entre o método de multipolos rapidos e a lei de Biot-Savart para o

calculo do campo de velocidades do escoamento

Lei de Biot-Savart

Variacdo perncetual: [Lei de Biot-Savart / FMM)-1

Método de multipolos rapidos (FMM)

Teste Mimero de vortices discretos | Tempo total (minutos) Tempo total (minutos)
1 10 0,000067 -99,96% 0,1829
2 50 0,0001 -09,07% 0,324651
3 100 0,000183 -99,96% 0,413634
4 500 0,001367 -99,78% 0,609501
5 1000 0,003383 -99,59% 0,818634
] 5000 0,095733 -90,63% 1,000718
7 10000 0,328167 -70,83% 1,125199
B 20000 1,462633 7,64% 1,35876
9 30000 2,347367 72,84% 1,358116
10 40000 3,656333 100,83% 1,820583
11 50000 6,716467 184,58% 2,360116
12 100000 23978784 223,74% 7,4067
13 150000 58,134566 301,12% 14,493183
14 200000 94,399748 246,44% 27,248434
15 250000 148 478516 269,41% 40,193648
16 300000 228938802 228,04% 69,788915
17 350000 270,662695 217,98% B85,118336
18 400000 350,69821 193,44% 119,512068
19 450000 446,346322 204,06% 146,793571
20 500000 548673177 165,05% 207,0051883

Fonte: produgdo propria do autor.

4.3 AVALIACAO DO TEMPO DISPENDIDO EM CADA ETAPA DO METODO DE

MULTIPOLOS RAPIDOS

De maneira geral, o aumento do niimero de vortices discretos presentes no dominio

fluido resulta em um aumento nao proporcional do tempo de calculo do método de multipolos

rapidos, porém, isto ndo se aplica a etapa de calculo do campo de velocidades préximo do

referido método. Existe uma tendéncia de crescimento do tempo de simulagdo de tal etapa,

proporcional ao nimero de vortices discretos presentes no dominio fluido, conforme mostrado

na figura 21.
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Figura 21 — Tempo dispendido na execucdo do calculo do campo de velocidades proximo via
método de multipolos rapidos
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Fonte: produgao propria do autor.

A explicagdo para o comportamento observado na figura 21 pode ser obtida
lembrando-se que o método de multipolos rapidos nao elimina por completo a utilizagdo da
lei de Biot-Savart; ele apenas restringe sua utilizacdo a um minimo possivel. Entretanto, a
etapa do método de multipolos rapidos que executa o calculo do campo de velocidades
proximo (mostrada na figura 21) utiliza a lei de Biot-Savart e, por isso, tem relagdo estreita
com o numero de vortices discretos presentes no dominio fluido. Para se ter uma ideia, no
teste 20 (tabela 4), o tempo de execucdo da etapa referente ao calculo do campo de
velocidades préximo ultrapassa 99% do tempo total dispendido no método de multiplos
rapidos.

Na figura 22 apresenta-se a percentagem do tempo de célculo dispendida em cada

etapa do método de multipolos rapidos, o que corrobora com a explicacdo dada anteriormente.

Figura 22 — Tempo de processamento de cada etapa do método de multipolos rapidos
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Fonte: produgao propria do autor.
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Observa-se, a partir da figura 22 que, a partir de 150000 vortices discretos, a etapa
referente ao célculo do campo de velocidades préximo responde por mais de 90% do tempo

total dispendido com o método de multiplos rapidos.
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5 CONCLUSOES E SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

O método de vortices discretos, técnica lagrangiana de simulagdo numérico-
computacional, apesar de promissora por permitir a obtencao de detalhes dos escoamentos,
tem como principal desvantagem ser onerosa em termos de tempo de processamento. Essa
caracteristica ¢ patente no calculo do campo de velocidades, o qual utiliza, originalmente, a lei
de Biot-Savart para calcular a interagdo vortice-vortice.

Visando contribuir para a evolu¢do do método de vortices discretos, no presente
trabalho utilizou-se 0 método de multiplos rapidos com o intuito de acelerar a etapa referente
ao célculo do campo de velocidades do escoamento. O método de multipolos rapidos retine os
vortices discretos presentes no dominio fluido em caixas e reduz o niumero de interacdes
vortice-vortice, agrupando a influéncia dos vortices discretos nas caixas as quais pertencem de
forma a promover o maior numero possivel de interagcdes caixa-caixa.

A partir dos testes apresentados no capitulo 5 mostrou-se, de forma cabal, que o
método de multiplos rapidos acelera o calculo do campo de velocidades e conserva os
resultados obtidos quando se utiliza, exclusivamente, a lei de Biot-Savart. Mais precisamente,
para simulacdes numéricas envolvendo mais de 20000 vortices discretos de Lamb na
representacdo do campo de vorticidades do escoamento, o método de multipolos rapidos
reduz o tempo de processamento em, aproximadamente, 185,78%. Quanto maior o nimero de
vortices discretos presentes no dominio fluido, mais importante se torna o método de
multipolos rapidos, reduzindo cada vez mais o tempo de processamento em relagdo aos casos
em que a lei de Biot-Savart ¢ usada de forma exclusiva. A lei de Biot-Savart ¢ tdo onerosa, em
termos de tempo computacional que, mesmo quando se utiliza o método de multipolos
rapidos, ela ainda responde pela maior parte do tempo de processamento.

Duas outras frentes podem ser exploradas em trabalhos futuros, uma relacionada ao
método de vortices discretos, € outra que envolve o método de multipolos rapidos. A primeira
¢ a adicdo de uma fronteira sélidas (pista do aeroporto) ao problema, o que deixa o estudo
mais proximo da realidade e, ainda, demanda um esfor¢o computacional maior, haja vista que
as estruturas vorticosas mostradas na figura 19 induzirdo a formagdo de camada limite na
pista. A segunda seria paralelizar o algoritmo do método de multipolos rapidos, o que tornaria

o codigo ainda mais 4gil em termos de tempo computacional.



58

REFERENCIAS

ALCANTARA PEREIRA, Luiz Antonio. Simula¢io numérica do escoamento em torno de
um corpo de forma arbitraria utilizando o método de vortices discretos. 1999. 102 f.

Disserta¢ao (Mestrado em Engenharia Mecanica) — Instituto de Engenharia Mecéanica,
Universidade Federal de Itajuba, Itajuba, 1999.

AVIOES E MUSICA. Wake turbulence, cuidados na decolagem. Disponivel em:
http://www.avioesemusicas.com/wake-turbulence-cuidados-na-decolagem.html. Acesso em:
01 nov. 2019.

BATCHELOR, G. K. An introduction to fluid dynamics. Cambridge: Cambridge University
Press, 1967. 615 p.

BIMBATO, Alex Mendonga. Estudo de escoamentos turbulentos em torne de um corpo
rombudo de superficie hidraulicamente lisa ou rugosa utilizando o método de vortices
discreto. 2012. 165 f. Disserta¢ao (Doutorado em Dinamica dos Fluidos e Maquinas de

Fluxo) — Instituto de Engenharia Mecanica, Universidade Federal de Itajuba, Itajuba, 2012.

CARRIER, J.; GREENGARD, L.; ROKHLIN, V. A fast adaptive multipole algorithm for
particle simulations. SIAM Journal on Scientific and Statistical Computing, Philadelphia,
v. 9, p. 669-686, 1998.

CHENG, H.; GREENGARD, L.; ROKHLIN, V. A fast adaptive multipole algorithm in three
dimensions. Journal of Computational Physics, Amsterdam, v. 155, p. 468—498, 1999.

CHORIN, A. J. Numerical study of slightly viscous flows. Journal of Fluid Mechanics,
Cambridge, v. 57, p. 785-796, 1973.

CHRISTIANSEN, J. P. Numerical simulation of hydrodynamics by the method of
point vortices. Journal of Computational Physics, Amsterdam, v. 13, p. 363-379, 1973.

CIPRA, B.A. The best of the 20th century: editors name top 10 algorithms. SIAM News,
Philadelphia, v. 33, p. 1-2, 2000.

DARVE, E. The fast multipole method: numerical implementation. Journal of
Computational Physics, Amsterdam, v. 160, p. 195-240, 2000.

EINSTEIN, A. Investigation on the theory of Brownian motion. Mineola: Dover
Publications, 1956. 119 p.

FERZIGER, J. H. Numerical methods for engineering application. New York: John Wiley
& Sons, 1981. 288 p.

GREENGARD, L.; ROKHLIN, V. A fast algorithm for particle simulations. Journal of
Computational Physics, Amsterdam, v. 73, p. 325-348, 1987.

GUMEROYV, N.A.; DURAISWAMI, R. Fast multipole methods for the Helmholtz
equation in three dimensions. Amsterdam: Elsevier Science, 2005. 426 p.



59

HIRATA, M.H.; RICCI, J.E.R.; OLIVEIRA, W. Comportamento da esteira de acronaves nas
operagoes de pouso e decolagem, /n: BRAZILIAN CONGRESS OF THERMAL
ENGINEERING AND SCIENCES, 9., 2011, Rio de Janeiro. Anais [...]. Rio de Janeiro:
Brazilian Congress of Thermal Engineering and Sciences — ENCIT, 2011.

KAMEMOTO, K.; NAKAHARA, N.; KAWATA, Y.; IMAMURA, K.; KANEKO, T.
Numerical simulation of vortex flows interacting with vibrations under flow

Gates. In: IAHR SYMPOSIUM, 4., 1990, Belgrade. Symposium [...]. Belgrade: IAHR,
1990.

LEONARD, A. Vortex methods for flow simulation. Journal of Computational
Physics, Amsterdam, v. 37, p. 289-335, 1980.

LEWIS, R. . Vortex element method for fluid dynamic analysis of engineering
systems. Cambridge: Cambridge University Press, 1991. 529 p.

MACHOL, R. Wake vortices — a primer. FAA Aviation Safety Journal, Washington, v. 3, n.
1, p. 16-19, 1993.

MONI, A.P.; ALCANTARA PEREIRA, L.A.; HIRATA, M.H. Airplane wake near the ground
with natural convection. /n: INTERNATIONAL CONGRESS OF MECHANICAL
ENGINEERING, 21., 2011, Natal. Anais [...]. Natal: International Congress of Mechanical
Engineering — COBEM, 2011.

MUSTTO, A. A. Simulacio numérica do escoamento em torno de um cilindro

circular com e sem rotac¢ao utilizando o método de vortices. 1998. Dissertacao de
Mestrado, PEM — COPPE/UFRIJ. 1998. 95 f. Dissertacdo (Mestrado em Ciéncias e
Engenharia Mecanica) — Programas de Pos Graduag¢do em Engenharia, Universidade Federal
do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 1998.

NISHIMURA, N. Fast multipole accelerated boundary integral equation methods. Applied
Mechanics Reviews, New York, v. 55, p. 299-324, 2002.

OGAML, Y., AKAMATSU, T. Viscous flow simulation using the discrete vortex
model — the diffusion velocity method. Computers & Fluids, Amsterdam, v. 19, p 433-441,
1982.

OGAMLI, Y. Fast summation algorithms for the particle simulation of far-field potential and
rapid decaying potential. JSEM International Journal, Tsukuba, v. 45, n. 1, p. 174-182,
2002.

PANTON, R. L. Incompressible flow. New York: John Wiley & Sons, 1984. 1555 p.
RICCIARDI, T.M. Fast multipole discrete vortex method applied to unsteady flow
simulations. 2016. 171 f. Dissertation (Degree of Master in Mechanical Engineering, in the
area of Thermal and Fluids) — Faculty of Mechanical Engineering, University of Campinas,

Campinas, 2016.

RICCIARDI, T. R.; WOLF, W. R., BIMBATO, A. M. Fast multipole method applied to



60

Lagrangian simulations of vortical flows. Communications in Nonlinear Science and
Numerical Simulation, Amsterdam, v. 51, p. 180-197, 2017a.

RICCIARDI, T. R.; WOLE, W. R.; BIMBATO, A. M. A fast algorithm for simulation of
periodic flows using discrete vortex particles. Journal of the Brazilian Society of
Mechanical Sciences and Engineering, Porto Alegre, v. 39, p. 4555, 2017b.

WOLF, William Roberto. Airfoil aeroacoustics: LES and acoustic analogy predictions.
2011. 220 f. Dissertation (Degree of Doctor of Philosophy in Aeronautics and Astronautics) —
Department of Aeronautics and Astronautics, Stanford University, Stanford, 2011.

ZHENG, Zhongquan Charlie. The influence of Reynolds number and atmospheric effects
on aircraft wake vortices near the ground. 1993. 168 f. Dissertation (Degree of Doctor of
Philosophy in Mechanical Engineering and Mechanics) - Mechanical Engineering and
Mechanics Department, Old Dominion University, Norfolk, 1993.

ZHENG, Z.C.; ASH, R.L. Study of aircraft wake vortex behavior near the ground. AIAA
Journal, Reston, v. 34, n. 3, p. 580-588, 1996.



61

APENDICE A - Fluxograma do funcionamento do método de multipolos rapidos
(continua)
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APENDICE A - Fluxograma do funcionamento do método de multipolos rapidos
(conclusdo)

Calculo dos centroides das caicas em cada mvel de
refinamento

Pré-processamento Contagem de wirtices discretos por Caixa para cada
continuo mivel de refinamento

Distribuicio dos wirtices discretos nas caba@s para o
ultimo mvel de refinamento

Caloulo da somatdria das intensidades dos vortices
dizoretos por caca (0 ou gl

Upward Pass Calaulo dos coeficientes dos multipolos (3

Transferéncia da influéncia das quatro caibas fithas
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Transferéncia de by da caiba pai para suas quatro

Downward Pass caixas filhas
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