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Resumo

Motivado por um modelo de bilhar unidimensional, o modelo Bouncer consiste em uma
particula classica sob a¢do de um campo gravitacional, que colide com uma parede oscilante
no tempo. Esse modelo foi proposto como um sistema alternativo para estudar a aceleracao
de Fermi, fendomeno que consiste no ganho ilimitado de energia da particula devido as
colisdes com a parede mével. Nesta tese de doutorado, exploramos inicialmente a influéncia
de parametros de controle, como a flutuacao térmica e uma hipétese adiabatica, em um
modelo que chamamos de modelo Bouncer "modificado". Além disso, utilizamos o Mapa
Padrao de Chirikov para compreender melhor o comportamento do caos e da difusdo na
evolucao do sistema. Essas caracteristicas motivaram a analise de um bilhar bidimensional
com fronteira inicialmente ovéide, com foco no comportamento de trajetorias e érbitas no
espaco de fase conforme o parametro de controle é variado. Comecamos descrevendo o
sistema e sua dindmica, destacando como as mudangas nesse parametro de controle afetam
as trajetorias. Utilizamos uma paleta de cores para representar a frequéncia das visitas
das orbitas a regides especificas do espaco de fase. Efetuando mudancas na fronteira do
bilhar, ou seja, aproximando o parametro de deformacao de seu valor maximo, observamos
alguns padrdes como taxa de escape, decaimento exponencial e o surgimento de novas
estruturas em um espago de fase distorcido.

Palavras-chave: Caos; Modelo Bouncer; Difusao; Bilhar Lemniscata.



Abstract

Motivated by a one-dimensional billiards model, the Bouncer model consists of a classical
particle under the action of a gravitational field, which collides with a wall oscillating in
time. This model was proposed as an alternative system to study Fermi acceleration, a
phenomenon that consists of the particle’s unlimited energy gain due to collisions with
the moving wall. In this doctoral thesis, we initially explore the influence of control
parameters, such as thermal fluctuation and an adiabatic hypothesis, in a model that
we call the "modified" Bouncer model. Furthermore, we use the Standard Chirikov Map
to better understand the behavior of chaos and diffusion in the evolution of the system.
These characteristics motivated the analysis of a two-dimensional billiard with an initially
ovoid boundary, focusing on the behavior of trajectories and orbits in phase space as
the control parameter is varied. We begin by describing the system and its dynamics,
highlighting how changes in this control parameter affect trajectories. We use a color
palette to represent the frequency of orbit visits to specific regions of phase space. By
making changes to the billiard boundary, that is, bringing the deformation parameter
closer to its maximum value, we observe some patterns such as escape rate, exponential
decay and the emergence of new structures in a distorted phase space.

Keywords: Chaos; Bouncer model; Diffusion; Lemniscata billiards.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Neste capitulo, sera apresentado um breve contexto historico a respeito de sistemas
dindmicos e processos de difusdo, além de uma explicacao sobre a estrutura desta tese de

doutorado, destacando os principais focos de cada secao.

1.1 Contexto Historico

Durante os séculos XVII e XVIII, com o inicio da Mecanica Classica, teve-se também a
origem dos estudos envolvendo sistemas dindmicos [1], os quais sdo modelos matematicos
que descrevem a evolugao de um sistema ao longo do tempo, que podem ser descritos
basicamente de duas formas: os fluxos, sendo o tempo uma variavel continua, e os mapas,
nos quais o tempo é uma variavel discreta [2].

A teoria dos Sistemas Dinamicos ¢é utilizada para descrever problemas que evoluem
temporalmente e aparecem tanto na Fisica, como em outras areas como Biologia, Meteo-
rologia, Economia, entre outras [3, 4]. Devido ao cardter deterministico, acreditava-se que
fenomenos descritos no mundo macroscopico poderiam ser previsiveis, em que, mediante
uma condicao inicial e conhecendo as equagoes de movimento, poder-se-iam prever toda

a oOrbita de um sistema. Porém, alguns problemas surgem devido a nao linearidade das

16



1.1. Contexto Histérico 17

equagoes e ao fato de que solucgoes analiticas nao podiam ser obtidas. Nos tempos atuais,
os modelos matematicos utilizados para descrever fendmenos da natureza sao [5], em sua
grande maioria, nao lineares. Trabalhos com este tipo de sistema comegaram a ter um
maior destaque apds o matemadtico francés Henri Poincaré [6], no final do século XVIII e
inicio do XIX, demonstrar a estabilidade do movimento dos corpos do Sistema Solar.

Poincaré, em 1886, ao participar de uma prova proposta pelos reis da Suécia e da
Noruega, ganhou o prémio, usando técnicas geométricas e topologicas, reduziu o sistema
solar a um sistema de trés corpos, provando - meio que parcialmente - que é impossivel
encontrar férmula analitica exata que descreva o movimento de "m" particulas a partir
de uma posicao inicial qualquer. Foi entao, pela primeira vez, considerada a possibilidade
de caos em um sistema dinamico deterministico, notando que pequenas perturbagoes nas
condigoes iniciais poderiam resultar em comportamentos muito diferentes, introduzindo
assim a ideia de sistemas dindmicos complexos e cadticos.

Birkhoff, em 1927, tornou-se o precursor no estudo de bilhares [7], considerou um
sistema de regiao fechada por uma fronteira para descrever o movimento de uma parti-
cula livre, a qual sofrera colisoes, e assim seguido de importantes trabalhos como os de
Kolmogorov [8] e Smale [9].

Posteriormente, com o advento da tecnologia e o desenvolvimento dos computadores
modernos, tornou-se possivel abordar sistemas nao lineares de uma forma diferente (mais
precisa) e confiar em solugdes numéricas, quando as solugoes analiticas sdo muito complexas
ou inviaveis.

Com os trabalhos de Edward Lorentz [10], a partir dos anos 70, surgiram na literatura
uma série de resultados em relacao a comportamentos cadticos e suas descri¢oes, mostrando
como a progressao da dinamica se instala em sistemas fisicos, como por exemplo nos
trabalhos de Feigenbaum [11], Kaplan e Yorke [12], Chirikov [13] e May [14].

Este tipo de abordagem permitiu observar a presenca de comportamento irregular
ou aperiodico e a sensivel dependéncia das condigOes iniciais. A teoria do caos ganhava
mais for¢a para estudos e entendimentos. Para compreender estes tipos de fenémenos e os

seus mecanismos, pesquisadores buscam desenvolver modelos simplificados que permitam
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uma compreensao mais profunda destes fendmenos. Alguns destes modelos sao os bilhares,
que, dependendo da sua geometria, podem apresentar movimentos cadticos, movimentos
regulares ou uma combinacao destes.

Além de ser uma das ferramentas mais simples para o estudo de sistemas cadticos, o
bilhar oferece grande flexibilidade na sua aplicacao e estudo. Tem sido aplicado em areas
como quimica, fendmenos de transferéncia de calor, supercondutores, nanoestruturas e
também para o estudo da difusdo, entendendo suas caracteristicas e aplicagoes [15].

Em meados da década de 70, trabalhos importantes neste contexto foram desenvolvidos,
como o mapa padrao desenvolvido por Taylor e analisado por Chirikov [13], ao tratar um
péndulo nao-linear como uma relagao de recorréncia, o que permitia que a descricao do
problema fosse feita de forma mais simples. Esta técnica é muito utilizada para resolver

problemas através das seguidas equagoes conhecidas como mapas [16].

1.2 Os Processos difusivos

A compreensao microscopica dos processos que impulsionam os fendmenos macros-
cOpicos, como pressao, temperatura e energia tem sido objeto de estudo e interesse da
fisica, como na dindmica nao linear e na fisica estatistica. A dindmica néao linear, por
descrever comportamentos que nao podem ser previsiveis, leva a estudos mais complexos
como caos, bifurcagoes e oscilagbes nao periddicas. A fisica estatistica, atua através de
métodos probabilisticos, fornecendo uma base tedrica para entendermos fenémenos como
a difusao.

O progresso das ciéncias se deve em muitas circunstancias, a uma busca para descrever
e analisar fendmenos que sao observados na natureza. A difusdo constitui um fenémeno
natural, fundamental e inevitavel numa vasta gama de disciplinas cientificas e tecnoldgicas,
desempenhando um papel central na compreensao do transporte e difusdo de matéria,
energia e informacao. Enraizado na fisica estatistica e nos processos estocasticos, o conceito
de difusao surgiu das primeiras observagoes de movimento aleatorio de particulas em
fluidos durante o inicio do século XIX. Desde entao, o estudo da difusao evoluiu em um

campo sofisticado e interdisciplinar com aplicagoes que abrangem fisica, quimica, biologia,
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engenharia, economia, sociologia e muito mais [17, 18].

A difusao é impulsionada pela movimentacao aleatoria das particulas, chamada Mo-
vimento Browniano, e esta relacionada a entropia e a tendéncia natural dos sistemas de
aumentar sua desordem. Mas um retratamento histérico nos leva a vislumbrar como tudo
se iniciou. Em 1810, Pierre — Simon Laplace, fisico e matematico de grande influéncia em
nossa histéria, foi fundamental para o grande desenvolvimento da mecanica celeste e da
probabilidade, com conceitos fundamentais da estatistica, dando grandes passos para a
compreensao dos conceitos que fundamentam o teorema do limite central, tendo a ideia
de que a soma de varias observagoes aleatérias tende a uma distribui¢gdo normal [19].

Conhecido por seus trabalhos sobre a distribuicdo de calor, Jean-Baptiste Joseph
Fourier, teve grande relevancia no estudo e compreensao de processos difusivos em seu
trabalho sobre conducao de calor [20]. Em 1822, ele desenvolveu a equagdo da condugao
de calor (equagao de Fourier ou ainda a equagao de difusao de calor), que descreve como
o calor se propaga ao longo do tempo em materiais. Posteriormente, em 1828, o botanico
Robert Brown, muito conhecido pelo fendmeno que chamamos de Movimento Browniano,
descoberto enquanto estudava particulas suspensas em agua sob um microscépio, pode
observar que pequenas particulas de pélen em goticulas aquosas imersas em 6leo moviam-
se de maneira desordenada e continua [21]. Percebeu também que esse comportamento
era exibido por outras particulas microscépicas suspensas em um liquido.

Um dos pioneiros no estudo da difusao de gases e liquidos [22], foi o quimico Thomas
Graham, que em 1833 pesquisou sobre o comportamento da velocidade de difusao em
funcao de sua densidade, concluindo que a taxa de difusao de um gas é inversamente
proporcional a raiz quadrada de sua densidade ou massa molar.

Ja em 1855, o médico Adolf Eugen Fick, criador de diversos dispositivos, como por
exemplo as lentes de contato, foi o pioneiro na publicagdo de um estudo na area de
fisica médica, o tratado Die medizinische Physik' (1856). Este tratado abrange uma vasta
gama de estudos, incluindo a mistura de ar nos pulmoées, o funcionamento do coracao,

a hidrodindmica da circulagdo sanguinea, entre outros [23] e [24]. Mesmo com todas as

1A fisica Médica [traducdo nossal
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suas contribuigoes, incluindo sua contribuicao para a histéria da cardiologia e a escrita de
ensaios filosoficos [25], é possivel afirmar que, para os pesquisadores de fisica, seu nome é
o mais conhecido no campo dos fenomenos difusivos, tendo inclusive leis batizadas com
seu nome, Leis de Fick da Difusao, que descrevem o processo de difusao em meios fluidos
e soélidos, revelando como as substancias se propagam ou se movem de areas de alta
concentracao para areas de baixa concentragao. O trabalho que difundiu seu nome na
fisica foi Uber Diffusion® (1855) [26].

O Movimento Browniano observado refere-se ao movimento aleatério e incessante de
pequenas particulas suspensas em um fluido, este motivou diversos pesquisadores a buscar
uma explicacao satisfatéria. De fato, foram varias tentativas para explicar esse fenémeno,
mas foi em 1905, com Albert Einstein, que tivemos uma explicacao satisfatéria para este
movimento, a qual foi seguida por vérias outras contribui¢oes de P. Langevin, A. D. Fokker,
M. Smoluchowski, entre outros [27].

Einstein observou que a evolucao do processo difusivo no Movimento Browniano é uma
relagao linear entre o deslocamento quadratico médio das particulas e o tempo e este tipo
de difusao ficou conhecido como difusao usual (ou normal), seguindo as Leis de Fick.

Em 1926, Lewis Fry Richardson fez avancos significativos na compreensao dos processos
de difusao, especialmente no contexto da turbuléncia atmosférica, descrevendo como a
distancia entre duas particulas se comporta ao longo do tempo em um fluxo turbulento.

Observou que esses sistemas nao reproduziam resultados satisfatorios com a equacao
de Fick, propondo uma equacao com coeficiente de difusao dependente da variavel espacial
[28]. Desta forma, ao estudar o deslocamento quadrético médio (ou varidncia), ele percebeu
que a taxa de difusdo aumenta de maneira exponencial com o aumento da distancia entre
as particulas e assim nao mais possuia um comportamento linear, mas um comportamento
da ordem de t3.

Podemos classificar a difusdo basicamente em 4 tipos: Difusdo molecular (descritas
pelas leis de Fick), difusao efetiva (utilizada em materiais mais complexos), difusao térmica

(relacionada ao gradiente de temperatura) e difusdo em estado sélido (a qual envolve a

2Sobre a Difusao [tradugao nossa]
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migracao de dtomos ou fons através de defeitos na estrutura cristalina) [28].

De extrema importancia para a natureza, de modo que estao presentes em diferentes
situagoes que abrangem desde contextos fisicos até contextos bioldgicos, nestas e em de-
mais situacoes, a difusao pode ser usual ou anémala, dependendo do meio ou da interagao
presente entre as particulas. Estas caracteristicas tém uma direta influéncia no comporta-
mento do deslocamento quadratico médio que, no caso usual, tem uma dependéncia linear

com tempo, ou seja,

((r—(r))*) ~t. (1.1)

Podendo ser descritos por uma distribuicao Gaussiana ou normal, é tipico de processos
markovianos, que apresentam formas mais simples de processos que sao independentes,
de forma que o resultado em qualquer instante depende do resultado que vem a seguir, o
passado nao influencia nos resultados, ou seja, processos sem memoria [29)].

No caso de uma difusdo anémala temos uma dependéncia nao linear com o tempo, ou
seja, o deslocamento quadratico médio nao ocorre mais de forma linear e sim seguindo
uma lei de poténcia, podendo ocorrer de forma mais lenta (subdifusivo) ou de forma mais

rapida (superdifusivo) de acordo com o processo estudado. Por exemplo,

((r= ()% ~ 1, (1.2)

onde 7 < 1 e v > 1 correspondem a subdifusao e superdifusao, respectivamente. Compre-
ender o formalismo difusivo através de seus formalismos matematicos permite entender
suas caracteristicas e aplicagoes, e assim, para descrever um processo usual ou anémalo,
pode-se destacar o formalismo estocastico de transporte em termos de caminhada aleatéria
e a descrigdo pela equagao de difusao [30].

Do ponto de vista matematico, os processos de difusao sao caracterizados por equagoes
de difusao bem definidas, como as classicas leis de difusao de Fick, a equagao do calor

e as equagoes diferenciais estocdsticas empregadas em processos estocédsticos [28]. Essas
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equacoes oferecem uma estrutura quantitativa para modelar e analisar a evolucao de
difundir espécies em uma miriade de contextos, que vao desde a difusdo de substancias
quimicas em meio liquido a difusdo de inovagoes nas redes sociais.

A importancia de processos difusivos na descricdo de transporte andémalo em sistemas
desordenados [31], para modelar processos dindmicos nao Markovianos, vemos que a difusao
anomala pode ser investigada por meio de diferentes tipos de equagoes de difusao. Assim,
o estudo desses tipos de equacgoes, suas extensoes e as situacoes relacionadas a elas sao
importantes, pois possibilitam a investigagdo de novos cenarios como, por exemplo, em

sistemas dindmicos nao-lineares, como os bilhares que nao possuem uma dinamica regular.

1.3 Organizacao da tese de doutorado

Esta tese de doutorado esta organizada da seguinte forma. No capitulo 2, tendo como
base o modelo Bouncer tradicional, apresentamos um modelo Bouncer "modificado" usando
o mapa padrao (Chirikov-Taylor ) para entender esse modelo, onde adicionamos em seu
mapeamento uma flutuagao térmica (¢) e uma hip6tese adiabatica (z). Assim, exploramos
o comportamento cadtico e difusivo do sistema.

No capitulo 3, apresentamos os bilhares classicos, com uma breve revisao literaria,
mostrando as etapas para construcao do mapeamento discreto que descreve a dinamica
do sistema de um bilhar.

No capitulo 4, partimos do estudo de um bilhar com geometria oval, investigando o
comportamento de trajetorias e érbitas a partir de um sistema de cores. Posteriormente,
efetuando mudancgas no pardmetro de controle da fronteira do sistema, ou seja, aproxi-
mando o pardmetro de controle ao seu valor maximo (e = 1), encontramos um formato
de lemniscata ® ao qual denominamos de bilhar lemniscata. Neste tiltimo modelo, foram
realizados estudos como espacgo de fase, taxa de fuga, e observados padroes intricados,
onde exploramos o surgimento de novas estruturas em um espaco de fase "distorcido".

No capitulo 5, apresentamos as conclusoes deste trabalho e perspectivas.

3formato do infinito (oco)



CAPITULO 2

CONTROLE DE PROCESSOS DIFUSIVOS
EM UM MODELO BOUNCER
MODIFICADO ATRAVES DO MAPA
PADRAO

Neste capitulo, apresentamos um estudo do modelo Bouncer "modificado”, uma variacao
do modelo Bouncer tradicional, com alteragoes fisicas em sua estrutura. Introducao de

uma flutuagao térmica e de uma hipotese adiabatica.

2.1 O Modelo Bouncer modificado

O modelo Bouncer consiste em um sistema no qual uma particula colide verticalmente
com uma plataforma oscilante, e dependendo das condigoes iniciais do sistema as quais
a particula estd submetida, pode ocorrer o fenomeno da aceleracdo de Fermi #. Dentro

deste contexto, foi proposta uma mudanca fisica no sistema, substituindo a oscilacao

4Crescimento ilimitado da velocidade de particulas, observado por Enrico Fermi ao estudar a aceleracio
de raios césmicos a partir de um sistema dindmico com campos magnéticos oscilantes.

23



2.1. O Modelo Bouncer modificado 24

mecanica da plataforma por uma flutuagao térmica concomitantemente com uma hipotese
adiabatica, as quais controlam a interacao da particula com a superficie. Denominou-se,
como modelo Bouncer "modificado".

Analisando a termodindmica do sistema, a abordagem de Boltzmann para compreender
a distribuigao de Maxwell [32], fornece uma base tedrica sélida para descrever a distribuigao
de velocidade em um gas ideal em equilibrio térmico, ou seja, permite descrever como as
particulas de um gés se distribuem em termos de suas velocidades em diferentes dire¢oes a
uma temperatura constante. Assim, examinamos particulas que se movem sob a influéncia
de um campo gravitacional, incorporando ao sistema colisoes inelasticas com a plataforma.
Com isso, temos que a particula pode perder ou ganhar energia cinética devido a flutuagao
térmica do solo.

No nivel molecular, a interacdo de uma molécula com uma superficie pode ser enten-
dida como uma combinacgao de forcas atrativas e repulsivas, essas interagoes podem ser
analisadas em termos de forcas de curto e longo alcance, geralmente envolvendo dipolos
presentes tanto na superficie quanto na prépria molécula. As interacoes repulsivas de curto
alcance resultam em uma variacdo na velocidade da particula porque, em distancias muito
pequenas, a orientacao relativa dos dipolos pode levar a superposicao de campos elétricos

que geram forgas de repulsao [33]. E assim podemos ter o seguinte mapeamento:

Un4+1 = Vn+1Un, (21)

onde n representa a n-ésima colisao e a variavel v; denotara consistentemente a velocidade
imediatamente apos a i-ésima colisdo. O fator ~,.1, que controla a troca de energia entre

a particula e o chao durante a (n + 1)-ésima colisdo, é modelado como

¢sin (wtpy1)

z
UTL

Ynt1 =7 |1+ (2.2)

Substituindo a Equacdo (2.1) na Equagao (2.2), temos
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Csin (wtpyq)
(e

Upi1 =7 |Un + (2.3)

O termo que envolve a func¢do seno representa a flutuacao térmica com frequéncia w
no tempo t,11 = t, + 0t, 41, onde ¢, é o instante da n-ésima colisao e 0t ,,+1 ¢ definido
como o tempo de viagem que a particula leva entre a n-ésima colisdo e a (n + 1)-ésima
colisao. O termo v} sera referido como o fator adiabético que, com o auxilio da flutuacao
térmica, diminui com velocidade crescente.

O expoente z tem um impacto relevante nesta conexao. Como veremos nas simulacoes
numéricas, pequenas modificagdes no parametro z resultam em mudancas significativas
no comportamento do sistema. O fator ( denota a amplitude ou intensidade da flutuagao
térmica. Se ¢ = 0, o parametro 7, se reduz a um valor constante . Considerando este
caso, a constante v determina a natureza da colisdo: quando v = 1, a colisao ¢é elastica,
preservando a energia cinética; por outro lado, quando v = 0, a colisdo resulta na dissipagao
completa da energia cinética. Em geral, qualquer valor entre 0 e 1 é permitido. Neste
trabalho examinamos exclusivamente o cenario onde v ¢ igual a 1.

Para utilizar a Equagio (2.1), é necessério calcular o tempo t,,,1 com base na velocidade
v, € no tempo t,. Dado que a particula se move sob a influéncia de uma forca gravitacional
de campo g, o intervalo de tempo entre duas colisdes sucessivas com o solo ¢ igual ao
dobro do tempo gasto durante a subida. Esse movimento esta descrito na Figura 2.1,

A partir da Figura 2.1, encontramos o tempo de subida e descida

2v

Com o intuito de compararmos com o mapa padrao [34], definimos as seguintes variaveis

adimensionais, ¢, = wt, 11 e V,, = %vn, encontramos a partir da Equacao (2.3)

Q
|

g‘—/ 1 CSin(an—H)

SR (T FATA RS

(2.5)

S
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Figura 2.1: Nesta figura esta representada a colisdo no instante ¢, ;. No instante anterior
t, a particula sobe com velocidade v,. Sob influéncia do campo gravitacional a particula
retorna com velocidade —wv,, para colidir no instante t,,1 e fator de restituicdo ;1.

(] e
N 2.1
onde ¢ = (£) "¢ e da Equagdo (2.4)
Ouir _ Su + 2 (2.8)
v w  w
Gry1 = On + 2V, (2.9)

No caso z = 1 as Equagoes (2.7) e (2.9) reproduzem o modelo Bouncer simplificado.
Dessa forma, essas equagoes formam o que denominamos modelo Bouncer modificado
pelo fator adiabatico V71

Por outro lado, se fizermos a redefinicao do par canénico por V,, = 2V,, e ¢, = ¢,41,
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obtemos da Equagao (2.7)

VTL VTL - ) n
AR Szvn(fz (2.10)
(%
Vn+1 o Y 27 .
5 =5 [Vn + Vﬁzlsm(gbn)] (2.11)
Vi1 =7 [Va + Kpsin(én)] (2.12)
onde K, é uma funcao de (, z e V,,
_ 2:¢ 2 (w)®
K, = K(VTwC?Z) = Vnz_l = V;_l (g) C. (213)
Da Equacao (2.9) temos,
an = gbn—l + Vn — ¢n+1 - ¢n + Vn-‘rl (214)
Assim, temos um mapa definido por
Vel =V + K, stin(o,
1= (¢n)] ’ (2.15)
(anrl = (bn + Vn+1 mod (27T)

As equagoes que formam o Mapa (2.15), com v = 1 e K, constante, o que ocorre
quando z = 1, recupera o famoso mapa de Chirikov-Taylor [13] ou, mapa padrao. Este
¢ um exemplo classico de um sistema dindmico que passa de comportamento regular
para comportamento cadtico, com o aumento da intensidade de uma perturbacao. Tal
semelhanga também foi observada na referéncia [35] onde, através de uma nova definigdo
das variaveis, foi possivel fazer uma conexao entre o modelo Bouncer e o mapa padrao.

A ideia de se utilizar o mapa padrao como comparagao é aproveitar todos os resultados

j4 conhecidos, como a localizacao da curva invariante ° spaning, entender a transiciao entre

5Uma curva ¢ dita invariante quando ela ¢é invariante por iterada. Uma vez que a condicdo inicial é
dada sobre a curva ela permanecera sobre essa curva. Elas podem ser do tipo fechadas que no espago de
fase sdo as ilhas , e as curvas do tipo spanning que sao aquelas que atravessam o espaco de fase.
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caos local e global.

Uma nova reparametrizagao das variaveis (¢, — ¢,11 € v, — 2v,) do nosso modelo,
leva o sistema a ser equivalente a uma versao simplificada do modelo Fermi-Ulam usado
por Lieberman e Lichtenberg [16], para facilitar simula¢des computacionais, muitas vezes
referidas na literatura como modelo Bouncer simplificado.

Primeiramente observamos que no processo iterativo, se a particula adquirir um valor
negativo de velocidade, é considerada absorvida pela superficie. Posteriormente, a par-
ticula é reinjetada com o mesmo resultado da velocidade positiva. Outra observacao é
que quando o valor de z < 1, o expoente z — 1 torna-se negativo e V*~! muda para
o numerador. Consequentemente, se a velocidade V,, for pequena, a tendéncia é que os

valores da velocidade diminuam a cada iteracao.

2.2 Processo de Difusao

O modelo Bouncer é um sistema dindmico que descreve o movimento de uma particula
que colide com uma superficie oscilante. Este modelo é um exemplo de sistema nao-linear
e é¢ amplamente utilizado para explorar os efeitos das forcas dissipativas e as propriedades
estatisticas de orbitas cadticas [36, 37]. Devido a isto, pesquisadores investigam vérios
aspectos, oportuno a sua capacidade de flexibilizacao para diversos modelos reais e possiveis
resultados que podem ser obtidos a partir desta dindmica. Explorando este modelo através
de diferentes perspectivas, podemos obter resultados tanto do ponto de vista da dinamica
nao linear como do estudo de difusdo, que sao areas de extrema importancia para a Fisica
Estatistica.

Consideremos um conjunto de particulas com velocidades inicialmente baixas, o que
significa um conjunto caracterizado por uma temperatura baixa, mas suficientemente alta

para negligenciar os efeitos quanticos. Elevando ao quadrado a Equagao (2.12), obtemos

V2 =~2V2 4+ 29°K, sin(d, + 2v,,) + 72K 2 sin? (¢, + 2v,,). (2.16)

Fazendo uma média de conjunto sobre ¢ € [0,27] obtemos:



2.2. Processo de Difuséao 29

(V) =22 (V2) + 577 (K2). 2.17)

Para um n suficientemente grande, podemos expressar a relacao do seguinte modo:

o2  (Vita)— (V)
on  (n+1)—n

=(72—])<V§>%—2}Z7%?<Vf‘%>- (2.18)

Considerando essa distribuicao descrita por uma forma gaussiana de difusao anémala

[38, 39] é possivel expressar a distribuigdo da velocidade quadratica média como

U(Vn) = \/?nluexp [—a (:ﬂ)zl : (2.19)

Com essa distribuicao, os momentos associados sao obtidos como

00 21
V2 :/ V20 ,(V)dV = 2.20
(v2) Vi) N (2.20)

00 1 32z
vEE) = [TV, (Vv = P57 ) e
(V) . w(Vin) N 5 ) (™) (2.21)
Pode-se concluir
21—z 3 1—2
2-2z\ _ 9 2

(V) = ﬁr<2 z> vz . (2.22)

Fazendo a = 2\1/%'2{‘ (% — z) , pode-se definir (V2=%) ~ a (V?)'"% | levando a Equacio

(2.18) em uma equagao diferencial para (V,?) .

A solugao da Equagao (2.18), pode entao ser expressa como

2 2z 2(72-1) 047252 (v2-1) v
o z z(v*—1)n z(y*=1)n
(v2) = {VO e t o) [e 1]} . (2.23)
Assumindo que as colisbes sejam eldsticas, podemos considerar o limite quando 7 se
aproxima de 1 expandindo (P 1)n o 1+ 2 (7? — 1) n. Além disso, apresentamos a fungao

£ como
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NG

Portanto, a velocidade quadratica média (V) , definida por V() = |/(V2) e expressada

5(0) = (2712) G = =@ (5 - 2). (2.24)

2

por
1/2z

v = {vi+8n} " ~ B /. (2.25)

O resultado da Equagao (2.25), sugere que o comportamento da difusdo em um sistema
dependa do valor do parametro z. Especificamente, quando z = 1, o sistema apresenta
difusao normal. Porém, para z < 1, o sistema apresenta comportamento superdifusivo,
enquanto para z > 1, o comportamento observado ¢é subdifusivo. Neste contexto, a difusao
normal corresponde ao fato de que a velocidade quadrada média (V,,s) é linearmente
proporcional a n .

A superdifusao é caracterizada por um V,,,, que aumenta mais rapido do que linear-
mente com o tempo, indicativo de correlagoes de longo alcance ou movimento persistente
dentro do sistema. Por outro lado, a subdifusao é marcada por um V,,,s que cresce mais
lentamente do que linearmente com o tempo, muitas vezes resultante de regices de es-
tabilidade ou de efeitos de impedimento. Assim, o parametro adiabatico z serve como
um controle critico, mecanismo que dita a transicao entre estados subdifusivo, difusivos e
superdifusivos, na energia dinamica do sistema.

Portanto, compreender o papel do parametro adiabatico z é essencial para prever e
controlar as propriedades difusivas do sistema. Este parametro efetivamente modula a taxa
da transferéncia de energia dentro do sistema, influenciando o comportamento dinadmico

geral e permitindo a manipulagdo precisa dos processos de difusdo. Para fundamentar

Z Resultado
O 4: 2:/n = 711 0.8
0.9 25/ = nl 1.8

1.0 %/n=n'/?
/2.2

1,1 ¥n=n

Tabela 2.1: V,,,,s para 4 valores diferentes de z

esse comportamento, realizamos simulacoes com n = 10 iteracoes e 10* condicoes iniciais
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diferentes, para quatro valores diferentes do parametro z especificamente, z = 1, z = 1,1,
z=10,9 ez =0,4. De acordo com a Equagao (2.25), os resultados esperados sao mostrados
na Tabela 2.1.

Os resultados numéricos obtidos através das Equagoes (2.12) e (2.14), que formam
o mapeamento (2.15), com os valores dos pardmetros v = 1 e ¢ = 5, sio ilustrados na
Figura 2.2, juntamente com as funcodes de poténcia que se ajustam aos dados. O nimero
de iteracoes n = 10° garante que as simulacdes capturem o comportamento de longo prazo
do sistema, proporcionando assim uma compreensao abrangente dos processos de difusao.
Além disso, usar 10* condicoes iniciais diferentes nos permite explicar a variabilidade e
garante que os resultados nao sejam dependentes de qualquer ponto de partida especifico,

melhorando assim a robustez e a generalizacao de nossas descobertas.

L]
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Figura 2.2: Graficos Vs para 4 valores diferentes de z, considerando um conjunto de
10*condigoes iniciais variando ¢ no intervalo [0,27] e evoluindo 10° iteracoes.

Os valores numéricos encontrados comprovam os resultados tedricos para os trés casos

iniciais, z = 1,1; 1 e 0,9. No entanto, para z = 0,4, V(). inicialmente exibe comporta-

mento difusivo, aproximadamente alinhando-se com o resultado teoricamente previsto. No

entanto, para valores de iteracdo maiores n > 10°, V.(2) aproxima-se abruptamente de
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Figura 2.3: Grafico ilustrando regides onde a fase congelada transita para a fase difusiva
em trés valores distintos de (. Os valores criticos de z sao enfatizados nos quais essas
transicoes ocorrem.

zero, indicando um processo dissipativo. Para uma melhor comparagao entre os graficos,
foi introduzida uma normalizacdo tal que V{?) (1000) = 1 para qualquer valor z. Esta
normalizacdo nos permite ter uma comparacao mais efetiva do comportamento do V.,
sob diferentes regimes.

Para elucidar esse resultado final, a Figura 2.3 apresenta um grafico representando
V;(,'fl)s na 10° iteracdo, que a partir de agora serd referido como ‘/T(;Z)S,OO, em funcao de z.

Observa-se claramente que, para um dado ¢, existe um valor critico para z, abaixo do
qual \/T(,i)s_oo tende para zero (vﬁf,)m_oo < 10_8). Este comportamento pode ser interpre-
tado como um "congelamento" do sistema de particulas, onde as particulas perdem seu
movimento dinamico e o sistema atinge um estado estatico. Na notacao usada no gréfico,
Zso Tepresenta o menor valor de z que ainda permite processos de difusao. Por outro lado,
2o representa o valor limite em que o sistema transita para a fase congelada. O valor critico
Zso Serve como um ponto de distingao entre comportamento difusivo e a fase congelada,

assim fornecendo informagoes significativas sobre a dindmica subjacente do sistema. O

grafico ilustra o intervalo de z valores dentro dos quais ocorre o congelamento.
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Por exemplo, quando ¢ = 5 , o valor de z que ainda permite estados difusivos é z« = 0,5.
Se este valor for diminuido para zy = 0,49, o sistema transita para o estado congelado.
Alguns pardmetros sao mostrados na Tabela 2.2. Assim, uma pequena mudanca de 0,01
no valor z , altera significativamente o comportamento do sistema. Para ¢ = 0,5, o valor

limite de z,, para a ocorréncia de estados difusivos se aproxima de 1.

( 2w
50 0,5
1,0 0,65
0,5 0,98
0,4 0,95
0,3 1,00
0,2 0,99
0,02 0,91

Tabela 2.2: A tabela apresenta,os valores z criticos para cada valor do parametro (. Esses
valores criticos representam os menores valores z abaixo dos quais a transicao para o
estado congelado ocorre.

Estas transi¢coes que mencionamos no paragrafo anterior indicam uma possivel transi¢ao
de fase do sistema, sendo que para este comportamento ser afirmado de fato é necessario
que alguns critérios sejam satisfeitos, assim como demonstra a referéncia [40] e esta andlise
serd uma das perspectivas deste trabalho.

Pode-se explorar também os resultados obtidos através d0 desenvolvimento de um
diagrama de fases que esclarece a relacao entre o comportamento do sistema e os parame-
tros ¢ e z. Este processo envolve gerar uma grade de pontos discretos, com valores de ¢
variando de 0,2 a 5 e valores z variando de 0,2 a 1,2. Para cada par tinico (Q_" ,z) dentro
desta grade, calculamos o V(2. Inspirado na Equacdo (2.1), modelamos o crescimento
de Vs como uma fungao de lei de poténcia de n (nimero de iteragdes), expresso como
Vims = an’ . A resultante V(?) sio valores subsequentemente, categorizados de acordo
ao expoente b , que fornece informagoes sobre o comportamento da difusao do sistema.
Especificamente, para b < 0,49 , o sistema é classificado com comportamento subdifusivo,
indicando difusao mais lenta que o normal. Na faixa 0,49 < b < 0,51 , o sistema demons-

tra difusdo padrao caracteristicas, onde o processo de difusao é caracterizado por uma

relacdo linear com o tempo. Por outro lado, para b > 0,51, o sistema ¢é classificado como



2.2. Processo de Difuséao 34

superdifusivo, sugerindo um processo de difusao que ocorre a uma taxa mais rapida do
que a difusao padrao.

Essas classificagoes e seus comportamentos correspondentes estao ilustrados na Figura
2.4, que representa visualmente os varios regimes de difusao como uma funcao dos pa-
rametros ¢ e z. Considerando que é normal, o comportamento difusivo estd confinado a
uma faixa estreita de valores b, e é representado por linhas tracejadas nos limites entre
subdifusivo (regiao clara) e superdifusivo (regiao cinzenta). A regido escura representa a
fase congelada.

Para uma andlise completa do diagrama de fases da Figura 2.4, vamos examinar a
dimensionalidade da difusdo normal, limite que separa o comportamento subdifusivo do
superdifusivo. Para isso, utilizamos o Método de Contagem de Caixas, também conhecido
como Dimensao Minkowski-Bouligand [41], que é uma técnica comum usada para estimar
a dimensao fractal de um conjunto. Este método envolve cobrir o conjunto com uma grade
de caixas de tamanho € e determinar como o nimero de caixas N (€) que contém parte
das escalas definidas como o tamanho da caixa € diminui. A dimensao D é definida pela

relacdo de escala:

D — tim 129N ()
b Tog (1/e)

Na prética, calculamos N (€) para vérios valores de € para estimar a inclinagao do
grafico log-log de N (€) versus 1/ e. Esta inclinagao corresponde a dimensao fractal D.
Para o conjunto de pontos que definem o limite de difusao normal, determinamos o seguinte
valor dimensional: D = 1,52439... . Este resultado sugere a natureza fractal do limite em
questao.

Portanto, os parametros z e (, desempenham papéis cruciais na determinacao do
comportamento dindmico do sistema. A medida que variamos os pardmetros, o sistema
pode fazer a transicao do processo superdifusivo para difusao normal e, finalmente, para
o processo subdifusivo. Observamos que dentro de qualquer regime de difusao, ha um

aumento ilimitado de energia, um fenémeno conhecido como aceleracao de Fermi. Além
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Figura 2.4: Diagrama de fases categorizado pela relacio lei de poténcia V., = an’. Para
b < 0,49, o processo ¢ identificado como subdifusivo, enquanto para b > 0,51 é classificado
como superdifusivo. A fronteira entre estes dois regimes, onde 0,49 < b < 0,51, corresponde
a um processo de difusao normal.

disso, se o parametro z cair abaixo de um determinado limite z < 0,46, para qualquer
valor de ( o sistema resulta em um estado “congelado”. A representacao (---) no diagrama

de fases da Figura 2.4, forma o conjunto de pontos que definem o limite de difusdo normal,
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ou seja a passagem do processo superdifusivo para o subdifusivo ou vice e versa. Isso
indica uma rica complexidade estrutural, influenciada significativamente por variagoes no
parametro z e (. Portanto obter uma compreensao mais profunda desses resultados, é

essencial estudar a estabilidade e o caos dentro deste sistema.

2.3 Propriedades Cadticas

O objetivo principal desta secao é examinar as propriedades cadticas do mapeamento
para entender as transi¢oes entre regimes de difusdo e a evolugao do caos durante esse
processo. Pretendemos analisar, especificamente, como as mudancas nos parametros de

controle influenciam o comportamento do sistema e a estrutura de seu espaco de fase.

2.3.1 Os espagos de fase

Caracteristicos de sistemas dinamicos que exibem caos, os espacgos de fase consistem
no conjunto de todos os estados acessiveis ao sistema, de modo que a evolugao, a partir
de um determinado estado inicial, passa por pontos ao longo do espaco de fases. A esse
conjunto percorrido denomina-se érbita. Por meio de condigoes iniciais apropriadas, pode-
mos construir o espago de fases (V, ¢) associado ao problema e a andlise do espaco de fase
¢é essencial para compreender as propriedades dinamicas do sistema.

Os espagos de fase para o Mapa (2.15), dependem do valor do pardmetro ¢, bem
como do parametro adiabatico z. Variagoes nesses parametros resultam em mudancas na
estrutura do espago de fase, o que pode fornecer informagoes importantes sobre a dinamica
do sistema. Alterando o parmetro ¢ e z , podemos obter uma melhor compreensio
do espaco de fases no sistema. Os resultados das estruturas dos espacgos de fase sao
apresentados na Figura 2.5.

Em todos os gréficos, o eixo x corresponde a ¢ , enquanto o eixo y corresponde a V. Os
200.000 pontos de dados iniciais sao excluidos para eliminar quaisquer estados transitérios.
Na primeira linha, os espacos de fases correspondentes para ¢ = 5 sdo mostrados, com z

variando de 0,9 a 1,5. A segunda linha ilustra espacos de fases adicionais para ¢ = 0,47,
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com z exibindo pequenas variacoes na faixa de 0,98 a 1,0001. E importante notar que os

espagos de fase com z = 1, Figura 2.5 (b) e (g), representam os resultados estabelecidos

para o mapa padrao.

{=50andz =11

{=047andz =098

047andz = L0

(h) ¢

Figura 2.5: Espacos de fase para vérios valores de ( ¢ z.

A Figura 2.5 apresenta duas linhas graficas, cada uma caracterizada por um valor

¢ significativamente diferente. A primeira linha ilustra os espacos de fase para ¢ = 5

com z =09, z=10,2z=11¢ez =15 0 valor ¢ correspondente aos valores de z sio

selecionados para facilitar a comparac¢ao com os resultados V,.,,s representados na Figura

2.2. Uma diferenca significativa entre os espagos de fase da Figura 2.5 (a) z = 0,9 e (b)

z = 1,0, nao é facilmente observével. Contudo, é importante analisar que o primeiro (a)

representa um processo superdifusivo, enquanto o segundo (b) corresponde a um processo

difusivo. A distincao entre esses processos difusivos serd identificada com mais precisao,
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avaliando a evolugao da distancia entre dois pontos no espaco de fase através do calculo dos
expoentes de Lyapunov. Este método permite uma andlise quantitativa da sensibilidade
do sistema a condigoes iniciais, proporcionando assim uma visao mais profunda sobre a
dindmica subjacente dos processos difusivo e superdifusivo.

Processos difusivos ocorrem predominantemente para ¢ = 5, Figura 2.5 (a), (b), (c) e
(d), enquanto fenémenos de "congelamento" sdo observados na segunda linha para valores
z abaixo do limite z = 0,98 Figura 2.5 (e). Nos espagos de fase representados na primeira
linha, a presenga do caos é evidente, levando a processos superdifusivos para z < 1 (por
exemplo, z = 0,9) e processos difusivos para z = 1. Para z > 1, estruturas estaveis
emergem dentro do espaco de fase, que deverao retardar o aumento da velocidade média
das particulas, resultando em processos subdifusivos.

A segunda linha (e), (f), () e (h), apresentam os espacos de fase para ¢ = 0,47 com z
= 0,98, 2 = 0,9999, z = 1,0 e z = 1,0001. Representamos com uma seta a linha tracejada
que mostra onde a curva invariante spanning ird se formar. Em (g) temos de fato sua
formacao.

O valor escolhido para ¢ foi inspirado no valor k para o mapa padrao que ainda exibe
a ultima curva invariante spanning. As curvas invariantes desempenham um papel crucial
na compreensao da transicao entre comportamentos ordenados e cadticos em sistemas
dinamicos. Quando referimos a tltima curva invariante spanning, dizemos que € a curva
invariante mais externa que ainda atravessa todo o espaco de fases, delineando as fronteiras
entre ordem e caos no comportamento dindmico [42]. No mapa padrao, o tltimo intervalo
da curva invariante é destruido quando o valor de k excede o valor critico k. = 0,9716....
Neste cenario, caos local, com k < k., transita para o caos global quando & > k. e a
ultima curva invariante spanning ¢ destruida. No modelo em consideracao, o mapa padrao
é recuperado quando z = 1. Portanto, de acordo com a Equacao (3.15) , obtemos um valor

critico para (.

(=5 =04858... .

Ao selecionar ¢ = 0,47, garante-se que quando z = 1, a curva invariante spanning,
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permanece presente no espaco de fase, conforme ilustrado no terceiro grafico da segunda
linha na Figura 2.5. A sequéncia de pontos pretos representa a ultima curva invariante
spanning. Deve-se notar que a curva invariante é, na verdade, um conjunto continuo de
pontos, nao discreto. Esta representagao grafica usando um moderado conjunto de pontos
¢ empregada para ilustrar onde a tltima curva invariante estaria. No caso do mapa padrao,
z = 1, qualquer condicao inicial colocada em qualquer ponto da linha ira evoluir ao longo
da linha. No entanto, com uma variacao do z valor em uma parte em dez mil, a curva
invariante é transformada em uma regidao invariante.

Neste contexto, o termo 'regiao invariante" refere-se ao fenomeno onde, se algum ponto
na curva invariante original for selecionado com uma condigao inicial, esse ponto evolui
para uma localizacdo dentro das regioes escuras, caracterizadas por pontos de densidades
mais altas, conforme destacado nos graficos. Uma vez que o ponto chega a essas regides,
fica preso dentro delas, uma propriedade que foi testada para até 10% iteracoes. Entdo,
em nossas simulagoes, observamos que essas trajetorias nao apresentam o fenémeno de
stickiness®.

O sistema pode ser classificado como um mapa nao twist, como satisfaz a condigao
onde ¢, e V, estdo relacionados pela equacio 2°¢ (z — 1) sin (¢,) = V/?, quando z # 1.
Consequentemente, observamos que

-
8;5‘72_1 =71+ (1-%2) ?/fsz’n (pn) | =0, (2.26)

n

violando a condicao twist, ag{}:l # 0 [43], que é uma afirmacao crucial para a aplicabilidade
do teorema de KAM[44] ao mapa. Portanto, a auséncia de cisalhamento (ou twist) torna
o comportamento do sistema menos previsivel, resultando frequentemente em dinamicas
complexas, como a formacao de barreiras de transporte, como observado em nossas simu-
lacoes. Portanto, quando z desvia de 1, o sistema sofre uma transicio de um mapa twist

para um mapa nao twist.

E importante notar que quando z < 1, a curva invariante é deslocada para uma "regiao

60 fenémeno de stickiness ocorre, quando uma trajetéria cadtica passa longos periodos perto da borda
de uma ilha de estabilidade antes de escapar novamente para a regiao cadtica.
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invariante" abaixo da sua posi¢ao original, enquanto para z > 1, a correspondente "regiao
invariante" esta localizada acima da posicao inicial da curva invariante. Essas observagoes
podem ser vistas nos espacos de fase apresentados na linha inferior dos graficos na Figura
2.5. A curva invariante esta incluida em todos os espacos de fases para facilitar a observagao
desses fenomenos. Contudo, deve-se ressaltar que nos graficos onde z # 1, a curva nao
estd mais presente.

Quando o fator adiabético z é reduzido, a "regido invariante' diminui proporcional-
mente até atingir um limite em z = 0,98. Para valores de z abaixo deste limite, ocorre
uma transicao para o estado congelado, resultando em um espaco de fase com déficit de

estruturas.

2.3.2 Determinante Jacobiano

Analisando a dindmica das equagoes do Mapa (2.15), observamos um espago de fases
que exibe tanto regides de comportamento regular (ordenado) quanto regides de compor-
tamento caodtico, que pode ser observado na Figura 2.5. Essa coexisténcia cria um cenario
onde ha diferencas significativas, como variagoes e regioes de instabilidade local ao longo
de qualquer trajetéria cadtica. Essencialmente, o sistema nao segue um tnico caminho
previsivel, mas exibe uma interacdo complexa entre diferentes tipos de movimento. Como

forma de analisar esse comportamento, calculamos o determinante da matriz Jacobiana

OVint1  OVpg1

J=| o O (2.27)
Obnt1  Obni1
Ve O6n
aVn+1 aKn .
= 1 2.2
av, 7[ v, Sm(%)] (2:28)
Mas,
0K, w\” (1-2)
=2 — =(1-2)K,V, 2.2
o, (g) Cypm TUmART 229

portanto
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a‘/n—‘,—l

oy = VLA (L= 2K Vasin(on) (2.30)

ag‘y/{ble = 7Kncos(én) (2.31)

a;f;j = 8371(¢” + Vor1) = 7 [1+ (1 — 2) K, Visin(y,)] (2.32)
85;21 - azn<¢n + Vo) = 1+ 7Kncos(¢n) (2.33)

Assim

S [0 sinan) Kacos(an) 0

L+ (1= 2) Ko Vasin(@n) 1+ Kycos(¢n)

De modo que

det[J] = y[1+(1—2) K, V,sin(én)]y [% + Kncos(qﬁn)} Y[14+(1=) K, V,sin(g,) |y Kncos(én)

det[J] = y[1 + (1 — 2) K,,V,,sin(¢y,)] (2.35)

Considerando v = 1 o tnico valor de z que preserva a area no espaco de fase é z = 1.

Se z = 1, ocorre preservacao de area no espago de fases de acordo com o teorema de
Liouville [16, 45], pois det [J] = 1.

Quando z # 1, det [J] tem a possibilidade de ser diferente de 1, sugerindo que o sistema
expande ou contrai o volume do espaco de fase, indicando a presenca de comportamento
cadtico, dissipacao ou outro comportamento complexo de fen6menos dindmicos. As grandes
variagoes de comportamento estao diretamente relacionadas ao sistema, alternando entre
estados distintos de movimento. Especificamente, vemos alternancias entre movimentos
cadticos, onde o comportamento do sistema ¢ altamente sensivel as condigOes iniciais,
ao movimento regular, onde o sistema se mostra mais previsivel, embora padroes nao

totalmente regulares. Essa mistura de comportamentos dentro do mesmo sistema torna a
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dindmica interessante e mais complexa de se analisar.

2.3.3 Expoentes de Lyapunov

Os expoentes de Lyapunov [46, 47] sdo frequentemente utilizados como indicadores de
caos. Analisamos os expoentes de Lyapunov para caracterizar o comportamento cadtico
de algumas particulas sujeitas as condigoes iniciais, o que nos permite capturar os detalhes
intrincados deste mapa padrao com dindmica modificada e compreender melhor a interagao

entre os varios regimes difusivos.

{=50andz=09 {=50andz=1.0 {=50andz=1.1
y 6l \JJ > ]
= {

0 r
0 1 2 3 4 5 6
1712 1714 1716 1.718 1612 1614 1616 1618 1542 1545 1548 1.552

{=0.47 and z = 0.9999 {=047and z = 1.0 { = 0.47 and z = 1.0001

Figura 2.6: Variacoes nos valores dos expoentes de Lyapunov em funcio dos pardmetros ¢
e z. Em todos os graficos, os eixos coordenados representam as condicoes iniciais. A fase
inicial (¢;,,) e a velocidade inicial (V;;,) sao representadas no eixo x e eixo y, respectivamente.
A barra em tons de cinza denota os valores dos expoentes de Lyapunov.

O expoente de Lyapunov é muito importante na caracterizagao da dindmica do sistema,

indicando o quao sensivel o sistema é as condig¢des iniciais. Para sistemas bidimensionais
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sao definidos como

) 1 N
Aj = J\chlx; Nln ’Aj

, (2.36)

onde A;V sd0 os autovalores da matriz M = [["_, J (Vo.é,) e J é a matriz Jacobiana
avaliada sobre a érbita [48]. Os resultados estao ilustrados na Figura 2.6. As condigoes
iniciais foram sistematicamente escolhidas a partir de uma grade de pontos igualmente
espagados, onde as varidveis Vj, e ¢;, foram amostradas dentro do intervalo [0,27]. Pos-
teriormente, um processo iterativo foi aplicado, estendendo-se por mais de 1 milhao de
termos para garantir a precisao e estabilidade dos resultados. Na primeira linha dos gra-
ficos, onde ¢ = 5, observa-se que & medida que o valor de z aumenta, o valor médio dos
expoentes de Lyapunov diminui. Esta tendéncia indica uma transicdo no comportamento
do sistema: inicialmente, ele exibe dindmica superdifusiva, entdo passa por um regime de
difusdo normal e eventualmente torna-se subdifusiva. Esta observagao esta alinhada com
a interpretacao dos expoentes de Lyapunov como indicadores da divergéncia de trajetorias
no espaco de fase. Um expoente de Lyapunov mais alto corresponde a uma taxa mais
rapida de separagao entre trajetorias, que esta associado a um comportamento mais difuso

do sistema.

2.4 Propriedades de transporte

Nas sec¢oOes anteriores, examinamos a transicao de um mapa twist para um mapa nao
twist. No entanto, mesmo apdés a ruptura da ultima curva invariante, uma barreira de
transporte pode persistir no espacgo de fase, contingente nos parametros do sistema. Para
este fendmeno, calculamos a razao do nimero de orbitas que atravessam a barreira para
o numero total de érbitas, a semelhanga do que foi feito na referéncia [49]. Primeiro,
consideramos um conjunto de condigoes iniciais mantendo V;,, = 1 e variando ¢;,, entre 0,5
e 6,0. Apés um processo iterativo com N = 10° passos, determinamos a fracao de érbitas
que atingem os pontos definidos por Vy = 2,6 correspondente ao valor maximo atingido

pela ultima curva invariante spanning. Os resultados sao apresentados na Figura 2.7, a
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barra em tons de cinza representa a fracao de érbitas que passam pela barreira. Nas regioes
negras, essa fracao de orbitas é zero, ou seja, o sistema tem total barreira. Vale ressaltar
que quando z > 1, a transmissao ocorre quase invariavelmente, independentemente do

valor de C.

Transmissividade
01 03 05 07 09

06 07 08 09 10 14 1.2
Z

Figura 2.7: Diagrama de transmissividade. Fracao de orbitas que atingir ou exceder a
posicao do valor maximo alcancado para tltima curva invariante spanning. A barra em
tons de cinza indica a porcentagem de transmissividade.

Este comportamento também pode ser entendido nos diagramas de espago de fase
na segunda linha da Figura 2.5, onde é aparente que a regiao com maior densidade de
pontos muda progressivamente para valores mais altos de V' a medida que z aumenta. Esta
mudanca indica que as orbitas, que anteriormente eram obstruidas, encontram resisténcia
decrescente, levando a uma regiao acessivel mais extensa.

Por outro lado, quando ¢ assume valores mais elevados, o sistema experimenta um
aumento na dinamica cadtica, o que facilita maior transmissividade no espacgo de fase.
Neste contexto, transmissividade refere-se a capacidade das 6rbitas atravessarem regioes

do espago de fase, de outra forma poderiam ficar obstruidas. O caos crescente perturba a



2.4. Propriedades de transporte 45

regularidade do sistema, permitindo que as 6rbitas passem por regioes que normalmente
impediriam o seu progresso.

A regiao de interface, que fica entre as zonas de bloqueio total e inicio da transmissi-
vidade, exibe flutuacoes. Essas flutuacoes estao ligadas a variagoes na estabilidade local
do sistema, sugerindo que pequenas mudancas na estabilidade podem levar a diferencas
significativas no comportamento das érbitas neste limite critico. Esse comportamento
enfatiza a complexa interacao entre estabilidade, caos e dinamica de érbita dentro do
sistema.

No grafico da Figura 2.7, uma clara semelhanca qualitativa com o grafico da Figura 2.4
é observada, indicando que o comportamento do sistema permanece consistente em ambas
as representagoes. Especificamente, a regiao de congelamento na Figura 2.4 corresponde
a proporc¢ao de érbitas que nao conseguem superar a barreira estabelecida. Esta regiao
demonstra visualmente onde o sistema encontra resisténcia, levando ao aprisionamento de
6rbitas dentro de uma faixa especifica de valores de C e z.

Além da regiao de congelamento, as demais regioes do grafico da Figura 2.7 apresen-
tam comportamento analogo aqueles no grafico da Figura 2.4. Essas regioes refletem as
diferentes capacidades das orbitas escaparem ou permanecerem confinadas pelas restri¢goes
subjacentes do sistema.

Neste capitulo, analisamos um bilhar unidimensional sob a influéncia de um parametro
adiabatico, que governa a transferéncia de energia durante cada colisdo. Os resultados
demonstraram que o parametro adiabatico ndo s6 controla a troca de energia - onde
a particula pode ganhar ou perder energia por meio de uma interagao oscilatéria, mas
também altera fundamentalmente a estrutura e a dindmica do espaco de fase da particula.

A variacdo do pardmetro adiabatico introduz uma gama diversificada de regimes
dinamicos. Para determinados valores, a particula pode atingir um estado “congelado”,
caracterizado pela velocidade zero Vy = 0 e outras regides do espago de parametros
levam a comportamentos difusivos, com a particula exibindo subdifusao ou movimento
superdifusivo. No préoximo capitulo, comecamos um estudo com a dindmica mista de um

bilhar, onde também teremos um sistema que apresenta regides de movimento regular
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com regioes de zonas caoticas.



CAPITULO 3

BILHARES CLASSICOS

Este capitulo mostrara como bilhares sao definidos, algumas formas geométricas e os
tipos de dinamicas correspondentes. Demonstraremos as etapas envolvidas na construcao
de um mapeamento bidimensional nao-linear. Mostramos que nos bilhares, o tipo do espaco
de fases apresentado pela dinamica esté ligado a forma geométrica. Classificados em trés
diferentes grupos: integraveis, ergoticos e mistos. Através do mapeamento, é possivel
verificar a estrutura do espago de fases exibido pela dindmica do bilhar. Isso mostra que,
para condigoes iniciais apropriadas, uma particula pode exibir trajetérias periddicas e/ou

cadticas no bilhar.

3.1 Bilhares

Ao mencionar o termo bilhar, pelo senso comum a primeira coisa que pensamos é
no velho e conhecido jogo de sinuca. Uma mesa retangular, bolas, taco e um potencial
adversario, com um objetivo tnico que é acertar as bolas nas cagapas. Sim, essa seria uma
maneira bem simples de comecar a explicar a definicao de bilhar para uma pessoa com
pouco ou nenhum conhecimento do assunto, pois a primeira imagem que vem é uma mesa

plana, com bolas colidindo entre si e com as paredes dessa mesa, de modo a encontrar
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aQ

Figura 3.1: Ilustracao da trajetéria de uma particula entre duas colisoes sucessivas no
interior do bilhar.

o desejado. Agora podemos melhorar um pouco essa defini¢ao, explicando que vamos
considerar nesse momento um bilhar matematico. Mesa plana com curvas fechadas e que
o jogo sera realizado com apenas uma bola. Analisando isso, a trajetoria da bola sobre a
mesa sera um segmento de reta. Quando a trajetéria da bola atinge a borda da mesa, a
mesma serd refletida com angulo de reflexao igual ao angulo de incidéncia.

Constituindo uma das mais simples classes de sistemas dinamicos, os bilhares tém
despertado grande interesse entre os matematicos e fisicos. Isso muitas das vezes se da por
serem considerados como os melhores exemplos para a andlise do caos deterministico, tém
fornecido (desde o comego de seus estudos) inimeros problemas em teorias mateméaticas
(como geometria, probabilidade e teoria ergddica) [50].

De uma maneira mais formal, um bilhar [51] pode ser entendido como um sistema fisico
cuja particula estd confinada em uma regiao delimitada por um contorno 0@ Figura 3.1,
que se move livremente em trajetérias retilineas, mantendo constante a sua componente
tangencial, enquanto sua componente normal muda de sinal, assim o angulo de incidéncia
¢ igual ao dngulo de reflexao [52].

As colisoes sofridas pelas particulas no dominio de dQ) podem ser classificadas como
elasticas ou inelasticas. Na colisao elastica, observa-se tanto a conservacao do momentum
quanto da energia cinética da particula. Na colisdao inelastica, a particula experimenta
uma perda fracional de energia, conservando o seu momentum. Temos que entender que

a velocidade da particula se manterda constante ou nao dependendo das condigoes da
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fronteira do bilhar, ou seja, se o dominio d() ndo depende do tempo, entdo o sistema nao
troca energia, mantendo a velocidade constante, temos um sistema de fronteira fixa. Por
outro lado, se Q) = 0Q) (t), dizemos entdo que o sistema apresenta dependéncia temporal,
¢é permitida a troca de energia no sistema, assim a particula poderd sofrer um aumento
ou uma diminui¢do no médulo de sua velocidade. Apds a ocorréncia de uma colisdo, a
particula exibe reflexao especular com a fronteira, ou seja, o angulo de incidéncia no
instante do impacto é igual ao dngulo de reflexdo em relacao a superficie normal da parede,
dando assim origem a uma nova direcao por onde a particula deve prosseguir.

Contudo, os bilhares sdo constantemente ligados aos trabalhos de Sinai [53] e Buni-
movich [54], que discutiram de forma rigorosa as caracteristicas desses sistemas, além
de atualmente esses modelos serem frequentemente utilizados na descri¢ao de problemas

relacionados & mecanica estatistica.

3.2 Mapeamento em bilhares

A forma geométrica de um bilhar influencia diretamente no desenvolvimento da parti-
cula ao longo da regiao delimitada. Essas formas sdo modeladas por equagoes ou formas
geométricas que descrevem a fronteira escolhida. Assim, uma das caracteristicas funda-
mentais para a definicdo da forma geométrica (que vai delimitar a regido do movimento
da particula) é o raio que descreve esse tipo de bilhar em coordenadas polares, ao qual
pode ter infinitas possibilidades, como mostramos na Figura 3.2.

O raio que descreve esse tipo de bilhar em coordenadas polares pode ser escrito como

R (0,e,p) = 1 + ecos (ph). (3.1)

Temos que € é o parametro que controla o achatamento do bilhar, ou seja, a deformacao
do circulo, onde € € [0,27), p estd associado & geometria, é um nimero inteiro e maior que
zero, pois nimeros nao inteiros ocasionam aberturas na fronteira do bilhar, o que acaba
por permitir o escape das particulas [55]. # é o &ngulo que representa a coordenada polar,

esta entre 6 € [0,27).
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Figura 3.2: Esbogo de diferentes geometrias da fronteira, para as combinagdes de parame-
tros.

Em bilhares, a caracterizacao da dinamica é descrita através de mapas bidimensionais
nao lineares nas variaveis 6,, ( posigao angular) e «,, (dngulo que a trajetéria faz com a
reta tangente a fronteira no ponto 6,). Temos que a dindmica é dada por um mapa A,
tal que A (0,,a,) = (011, ny1), onde n representa a enésima colisdo da particula com a
fronteira, ou seja, a dinamica ¢é caracterizada observando o estado da particula apenas em
cada colisao, Figura 3.3.

Para construgao do mapeamento A podemos prosseguir da seguinte forma. A Figura
3.3, mostra um esquema ilustrativo de duas colisoes sucessivas de uma particula com a
fronteira do bilhar. A partir de um dado valor de 6,, (coordenada polar) obtemos o valor
do angulo que a reta tangente da fronteira faz com o eixo x positivo calculado no ponto
em que ocorreu a colisdo, na qual chamamos de ¢,,.

Com essas informagoes, podemos escrever as coordenadas retangulares X (6,,) e Y(6,)

da particula como sendo:
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Figura 3.3: Esquema ilustrativo da trajetoria de uma particula entre duas colisoes sucessi-
vas no interior do bilhar e dos angulos envolvidos na descrigao do mapa

X (6,) = R (On.6,p) cos (0,,) (3.2)
X (6,) = [1 + ecos (p)] cos (6,), (3.3)
Y (0,) = R (One.p) sen. (0,,) (3.4)
Y (6,) = [1 + ecos (p0)] sen (6,) . (3.5)

Conhecida a posi¢ao angular inicial, 6,,, o angulo que a reta tangente a fronteira no

ponto de colisdo, de coordenadas X (0,), Y (6,) faz com a horizontal é dado por

b, = arctan B?, EZ:H : (3.6)

onde X' (0,) e Y’ (0,) sao as derivadas primeiras das coordenadas retangulares em relacao

ao ponto de colisao 6,,.
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Essas derivadas sao dadas por

dX (0n) -, _ dR(6,)
o, (0n) = a0, % (0n) — R (0n) sen (), (3.7)
dy (6,) ., ., _ dR(6,)
db, V() = o, sen (0n) + R (0y) cos (6,,) , (3.8)
Assim
d}jz éfﬁ — epsen (ph) (3.9)

Com o conhecimento de «,, 6, e ¢, podemos encontrar o valor de 6, construindo a
trajetéria da particula, uma vez que a particula se encontra livre de influéncias do meio
externo, e sua trajetéria € retilinea e livre dentro das paredes do bilhar, o valor de 6,1 serd
encontrado resolvendo o instante em que a trajetoria cruza com a fronteira, determinando
a posicao da proxima colisdo. A trajetoria é construida a partir da equagao da reta que é

dada por

Y (Ons1) =Y (0n) = tg (on + ¢n) [X (Onga) — X (0n)], (3.10)

em que X (0,,41) = R(0,41) cos (0p11) €Y (0,11) = R (0n41) sen (0,41), sdo as coordenadas
cartesianas do novo ponto de colisdo parametrizado pelo angulo polar 6,,.1, que é obtido
numericamente como solu¢do da Equagdo (3.10). Uma vez conhecido 6,1, é possivel
encontrar o valor de ¢, através da Equagao (3.6). Portanto, sabendo que o dngulo de
incidéncia e reflexao sao iguais e usando a regra do angulo oposto pelo vértice, encontramos

Q11 através de

Uni1 = Png1 — (O + On) - (3.11)

Na Figura 3.3, podemos ver a orientacao dos angulos para cada colisdo. Portanto, o
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mapa que descreve a dinamica do modelo é dado por:

F(Ony1) = [Y (Oni1) =Y (0n)] —tg (an + én) [X (Oni1) — X (0,)]

Opt1 = (anrl - (an + ¢n)

(3.12)

Se, F'(0,+1) = 0, obtemos o valor de 6,41, o que possibilita encontrar «,, 1, depois que

isso ocorre, iteramos o mapa novamente.

3.3 Classificacao Quanto a Dinamica do Bilhar

A forma geométrica de um bilhar influencia diretamente no desenvolvimento da parti-
cula ao longo da regiao delimitada, ou seja, no modo como o sistema evolui com o passar
do tempo, caracterizando assim a sua dindmica. Essa dinamica pode ser do tipo integravel,

nao integravel e mista.

3.3.1 Bilhares Integraveis

Também chamados de regulares, os bilhares integraveis possuem sua integrabilidade
vinda da conservagao do momento angular, onde o nimero de quantidades conservadas ¢é
igual ao nimero de graus de liberdade. Sao sistemas dindmicos, onde as trajetérias das
particulas seguem um comportamento regular e previsivel, com trajetorias bem definidas.

Podemos citar como exemplo o bilhar circular e o bilhar eliptico. [52, 56] .

a) Bilhar Circular

Sendo a fronteira do bilhar dada por R(f) = 1, a curvatura é sempre constante [34].
Tendo assim, o seguinte mapeamento
Oni1 =0, + 17— 20a,
) (3.13)
Opy1 = Qp

Uma forte caracteristica do bilhar circular é que o valor atribuido inicialmente a «
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permanece constante durante todas as reflexoes da particula, determinando assim o tipo
de 6rbita que a particula vai descrever no espacgo de fase.
Os tipos de movimentos possiveis para um bilhar circular sdo do tipo rotacao [52],

representados no espaco de fase por curvas invariantes na Figura 3.4.

TR
105
& Wit

£
£
RN
AN
05- Asmen

W7,
N\

R

iri e

""’J"Wi

oy ' ""'

i

05-

SRR L
AR
R

AN

O
B!

(c) (d)

Figura 3.4: Evolucao do movimentos de rotacdo de uma particula dentro de um bilhar
circular. Sendo € = 0, p = 2. Para (a) ay, = 1,5, (b) oo, = 1,2, (¢) o, = 1,0 e (d) o, = 0,5.

Como mencionado anteriormente, sistemas integraveis apresentam regularidade em seu
espaco de fase. No caso do bilhar circular, o espaco de fase é composto por segmentos de

reta, conforme representado na Figura 3.5.
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Figura 3.5: Representacao do espaco de fase de um bilhar circular.

b) Bilhar Eliptico

Com caracteristica um pouco diferente do bilhar circular, o bilhar eliptico também
é um bilhar integravel, tendo duas constantes de movimento ( energia e o produto do
momento angular calculado em rela¢ao aos dois focos) [56]. O espago de fase de um
bilhar eliptico, apesar de nao apresentar comportamento cadtico, possui uma riqueza de
comportamentos maior que a do bilhar circular. Apresentando duas grandes ilhas limitadas
por uma separatriz e um conjunto de curvas invariantes do tipo spanning.

O bilhar eliptico tem a expressao do raio em coordenadas polares, dado por

1—eé?

R (0,e,q) = T coos (g0)" (3.14)
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3.3.2 Bilhares nao Integraveis

Apresentando um comportamento complexo e imprevisivel, esses sistemas exibem
regides cadticas no espaco de fase, com caracteristicas de sensibilidade a condi¢Oes iniciais
e trajetorias que podem divergir significativamente mesmo com pequenas varia¢oes. Como
exemplo de bilhares com dinamica cadtica, podemos citar os bilhares que aparecem nos
trabalhos de Sinai e Bunimovich, Figura 3.6. Esses trabalhos foram os primeiros a mostrar
que o comportamento cadtico pode surgir em um problema aparentemente simples, que é
o de uma particula confinada.

O bilhar de Sinai consiste em uma fronteira retangular com um refletor circular em
seu centro. As colisoes com o obstaculo introduzem dispersao e comportamento cadtico,
tornando o sistema nao integravel. Este bilhar possui grande importancia no estudo
do comportamento de moléculas em um gas composto por varias esferas pequenas que
colidem entre si e com a fronteira, conhecido como gas de Lorentz [57]. O bilhar de
Bunimovich é também conhecido como bilhar stadium (forma de um estadio de futebol),
com duas paredes retas e duas semicircunferéncias nos extremos. As curvas das bordas
introduzem comportamentos cadticos, pois o angulo de incidéncia da particula muda
de forma imprevisivel ap6s cada colisdo. Juntos, estes estudos fundamentais revelam
como mesmo pequenas variacoes na forma dos limites podem alterar radicalmente as

propriedades dinamicas dos sistemas de bilhar.

“

(a) (b)

Figura 3.6: a) Bilhar de Sinai. (b) Bilhar stadium. Representamos aqui duas trajetérias de
uma particula sujeita a duas condigoes inicias muito proximas. Percebe-se que rapidamente
apresentam trajetérias que diferenciam-se entre si.
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3.3.3 Bilhares Mistos

Apresentando um espaco de fase composto por regides regulares e cadticas, os bilhares
mistos correspondem a maioria dos sistemas dindmicos [58], onde é possivel verificar a
coexisténcia de um mar de caos, cadeia de ilhas de estabilidade e um conjunto de curvas
invariantes do tipo spanning ao longo do espaco de fase. Em geral, as regices regulares
estdo associadas a orbitas periddicas ou quase-periddicas, enquanto as regides cadticas
apresentam sensibilidade as condigOes iniciais como, por exemplo, a dinamica do bilhar

ovéide [59].
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Figura 3.7: Espacos de fases construidos para os parametros: (a) p = 2 e € = 0,08, (b)
p=2ee=0,12 (c)p=2ee=006e(d)p=2ee=09.

A variagdo de € exerce uma grande influéncia na dindmica do problema, como por
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exemplo a mudanca na curvatura da fronteira. Define-se entao um parametro critico,
Equagao (3.15), tal que indica o valor méximo para uma fronteira que apresenta regioes
com curvaturas convexas (voltadas para fora) e curvaturas concavas (voltadas para dentro),
afetando o comportamento das trajetérias das particulas. Esse parametro pode ser dado

por [59, 60, 61]

1
1+ p?

€c = p=1, (3.15)
onde para valores € < €., Figura 3.7 (a) a fronteira do bilhar tem a forma coéncava e
o espaco de fase é misto, contendo ilhas de periodicidade, curvas invariantes spaning e
caos. Quando € > €., Figura 3.7 (d) a fronteira do bilhar pode exibir regides convexas,
conduzindo a destruicao das curvas invariantes spaning, o crescimento da regiao cadtica,
restando apenas algumas poucas ilhas.

Neste capitulo, fizemos uma revisao do bilhar, mostrando as etapas envolvidas na
construgdo de seu mapeamento, que sera utilizado na descricao da evolucao de uma
particula no interior do sistema. Apds obtermos o mapa, mostramos que nos bilhares
o tipo do espaco de fases apresentado pela dinamica esta totalmente ligado a forma
geométrica assumida pela fronteira do modelo, classificados em trés diferentes grupos:
integraveis, ergéticos e mistos. Esta passagem nos levara a um melhor entendimento do
capitulo trés, onde faremos uma abordagem do sistema um pouco diferente do usual, nos

permitindo uma observacao interessante do espaco de fase.



CAPITULO 4

DINAMICA CAOTICA DE UM SISTEMA
DE BILHARES

Neste capitulo, iniciamos o estudo investigando um sistema de bilhar com geometria
oval, com foco no comportamento de trajetérias e 6rbitas no espago de fase conforme o
parametro de controle é variado. Destacamos como as mudancgas no parametro de controle
afetam as trajetoérias do sistema. Nesta andlise, usamos uma paleta de cores no espaco
de fase, que indica a frequéncia das visitas da érbita a regides especificas. Realizando
alteracoes no parametro de controle da fronteira do sistema, visitamos um novo bilhar o
qual denominamos de bilhar lemniscata.

A escolha desse nome deve-se ao fato de que a lemniscata ¢ uma curva plana em forma
de 0o (simbolo do infinito), caracterizada por uma equagdo matemética que descreve sua
simetria em relacao a um ponto central. Um dos exemplos mais conhecidos ¢ a lemniscata
de Bernoulli [62]. Essa curva surge em diversos contextos matematicos e fisicos, como na
dindmica de particulas e no estudo de integrais elipticas [63].

Mostramos que, a medida que o parametro de controle aumenta, a taxa de escape decai
exponencialmente pois a particula encontra dificuldade em atravessar de um lado para o

outro devido a geometria do sistema. Exploramos o surgimento de novas estruturas em um

29
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espaco de fase distorcido. Demonstramos como o espaco de fase evolui com o parametro
de controle, revelando padroes intrincados. Estas observacoes nos deram alguns resultados
que nos permitirao discutir possiveis caminhos e perspectivas para pesquisa deste trabalho
como estruturas de auto-similaridade ou auto-afim, assim como aplicagoes em sistemas de

bilhares ndo lineares e mecanica estatistica.

4.1 Sobre o bilhar e consideracgoes iniciais

Analisamos um sistema de bilhar que inicialmente apresenta uma geometria oval e que
gradualmente transita para o bilhar lemniscata. A essa progressao deliberada, permite a
observacao de comportamentos integraveis e cadticos, dependendo dos valores especificos
do parametro.

Esta pesquisa baseia-se em estudos anteriores, oferecendo uma analise visual e quanti-
tativa abrangente das distribuicoes de trajetérias. Em particular, empregamos um mapa
espacial de fase codificado por cores para representar a frequéncia de visitas em érbita em
varias regioes. Esta abordagem de codificacao por cores fornece uma representacao visual
clara das estruturas dindmicas, enfatizando areas com niveis distintos de atividade, e é
inspirada em metodologias de analise de densidade de espago de fase em sistemas cadticos
[52].

A medida que o pardmetro de controle se aproxima do seu méximo, surge um fenémeno
distinto: a regiao do bilhar divide-se em duas sub-regioes ligadas por uma abertura estreita
(formato de lemniscata). De acordo com a Equagao (3.1), o pardmetro de controle p é um
numero inteiro que determina o nimero de pontos de inflexdo na fronteira. Especifica-
mente, quando € excede o valor critico Equagao (3.15), o limite exibe pontos de inflexao
2p, relembrando que € é o parametro de controle que altera a deformacao da fronteira.
Assumimos que a particula inicia seu movimento imediatamente apds atingir o limite do
bilhar no ponto (z,yo), com posigdo angular inicial ,,, Equagoes (3.2 e 3.4).

A Figura 4.1 (a) ilustra um exemplo de trajetéria para p = 2 e € = 0,2. Como mostrado,
a trajetéria comega em (x,yo), depois cruza o limite em (z1,y;) e novamente em (x2,ys).

O angulo ¢, é definido como o dngulo entre a linha horizontal (representada pela linha
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cinza) e a linha tangente ao limite no ponto (xg,yo) (representado pela linha laranja). Esse

dngulo ¢ encontrado usando a Equacao (3.6).

0.5

> 0.0

-0.5

=10 -0.5 0.0 0.5 1.0
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Figura 4.1: Em (a) a trajetéria de uma particula é mostrada, comegando na posicao inicial
(x0,90) com posi¢ao angular inicial 6,,. O angulo inicial ¢,, representa o dngulo entre o
linha horizontal e a linha tangente no ponto inicial. O angulo «,, é o angulo entre o linha
tangente e a linha ao longo da qual a particula é lancada. A trajetéria cruza o limite em
(x1,41) e novamente em (xs,y2). Todos os angulos sdo medidos no sentido anti-horario.
Em (b), a mesma trajetoria como em (a) é mostrado, mas com detalhes adicionais das
interceptacoes com o eixo horizontal. A primeira interceptagao ocorre em Sy, seguida pela
segunda interceptagao em S;. A distdncia S é medida a partir do lado esquerdo da fronteira
do bilhar, em = = —1 — €. Os pardmetros de controle usados nesta simulagao sao € = 0,2,
p=2,0,=05¢eaq,=1,5.

O a, € (0,7) é um angulo complementar que determina a direcdo em que a particula
ird ser lancada em relagao a linha tangente. Finalmente, o angulo u,, = o, + ¢, representa
a direcao do movimento da particula.

Para reproduzir a Figura 4.1 definimos os parametros de controle como € = 0,2, p = 2,
0, =0,5e a, =1,5. A Figura 4.1 (b) mostra a mesma simulagao da Figura 4.1 (a), mas
agora com o detalhe adicional de que a particula primeiro intercepta o eixo horizontal em

Sp, depois em S e assim sucessivamente.
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4.2 Resultados Numéricos

4.2.1 Resultados para o plano X-Y

Para melhor descrever os resultados, focamos no caso em que p = 2, correspondente a

um sistema de bilhar com quatro pontos de inflexdo quando € > e..

0.54
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Figura 4.2: Referente a Figura 4.1 (a), a trajetéria da particula cruza o limite em (z1,y;)
e novamente em (s,ys).

A Figura 4.3 (a) mostra um exemplo de 6rbita cadtica iterada até 107 vezes com
condigdes iniciais 6, = 0,3 e o, = 1,9, e com € = 0,2. O c6digo de cores na Figura 4.3 (a)
é gerado da seguinte forma: primeiro imagine que dividimos os eixos 6 e & em 500 regioes
igualmente espacadas, resultando em um total de 250.000 células retangulares. Para cada
célula, contamos o ntmero de vezes que a Grbita visita aquela regido. E entdo aplicada

uma paleta de cores que vai do branco ao vermelho, onde o branco indica zero visitas e o
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vermelho indica um elevado ntimero de visitas. Especificamente, uma regiao é colorida em
vermelho se for visitada aproximadamente 80 vezes, o que corresponde a contagem mais
alta neste caso.

Uma caracteristica interessante, surge ao observar o comportamento na linha horizontal
em que o = 7/2. Nesta linha, quando § = 0, § = 7, e § = 2, as regides sdo predominante-
mente vermelhas, indicando que esses pontos sdo visitados significativamente mais do que
outros. Isso ocorre porque em (6,a) = (0,7/2), (6,a) = (m,7/2) e (0,) = (27,7/2), n6s
encontram pontos fixos hiperbdlicos, que sdo inerentemente instaveis e contribuem para o
comportamento cadtico do sistema.

Como mostrado na Figura 4.3, duas ilhas periddicas sao visiveis (representadas por
regides brancas), centradas em torno os pontos fixos elipticos em (6,0) = (7/2,7/2) e
(0,a) = (37/2,m/2). O ntimero destas ilhas periddicas é influenciada pelo valor de p.

Ao considerar uma linha vertical em 6 = 7, observamos o seguinte: para a comecando
em 0 (onde a regido é branca), a cor muda gradualmente para o vermelho & medida que
a se aproxima de /2, depois retorna ao branco a medida que « atinge 7. Isto sugere que
as regioes onde @ = 0 ou o = 7 sdo visitadas com muito menos frequéncia do que a regiao
proxima a o = /2.

A Figura 4.3 (b) mostra a trajetéria do sistema no plano Y - X, utilizando os mesmos
parametros de controle como na Figura 4.3 (a). A linha preta representa o limite do bilhar,
enquanto a trajetoria vermelha corresponde para a érbita cadtica iterada até 100 vezes. A
condicao inicial é indicada pelo ponto azul. Esse comportamento ¢é tipico de uma trajetoria
cadtica, exibindo dindmicas complexas e imprevisiveis.

Na Figura 4.3 (c), é utilizado o mesmo conjunto de parametros de controle da Figura
4.3 (a), mas com um ligeiro valor aumentado para e, agora definido como 0,21. Aqui,
regioes periddicas comecam a aparecer em torno das principais ilhas, indicando o inicio
de uma estrutura mais organizada no comportamento cadtico.

A Figura 4.3 (d) apresenta o comportamento do sistema para ¢ = 0,35. Neste caso,
os pontos dados em (6,a) = (7/2,7/2) e (0,&) = (37/2,m/2) tornam-se instaveis, como

evidenciado pelo desaparecimento das ilhas periddicas centradas nesses pontos. Ocorre
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Figura 4.3: Nos painéis (a), (c) e (d), apresentamos uma tnica 6rbita caética iterada até
107 vezes com os parametros p = 2, 6,, = 0,3 e o, = 1,9, variando o pardmetro de controle
e. Em painel (a), definimos € = 0,2, onde um exemplo da trajetéria caética é ilustrado no
painel (b) usando os mesmos pardmetros de controle como em (a). Os painéis (c) e (d)
mostram os resultados para valores de € de 0,21 e 0,35, respectivamente.

entao uma bifurcagao de duplicacdo de periodo, transformando uma ilha do periodo 2 em
uma ilha do periodo 4.

Na Figura 4.4 (a) consideramos os parametros ¢ = 0,5, 0y = 0,3 e a9 = 1,9. O
espaco de fase é altamente cadtico e ilhas periddicas sao quase inexistentes. A trajetéria
cadtica, iterada até 100 vezes é mostrada na Figura 4.4 (b). Notavelmente, duas regides
de curvatura negativa sao observadas em X = 0.

Quando o valor de € aumentou para 0,7, regioes brancas comegaram a aparecer em
0 =7/2e 6 = 3n/2, como mostrado na Figura 4.4 (¢). Este comportamento pode ser

explicado pelas duas regioes locais de curvatura negativa aproximando-se um do outro,
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Figura 4.4: O painel (a) apresenta uma tnica 6rbita iterada até 107 vezes para ¢ = 0.5.
As cores indicam a frequéncia das visitas da érbita a regides especificas do espaco de fase.
Painel (b) ilustra um exemplo de trajetéria correspondente as condigoes descritas em (a).
Painel (c) e (d) exiba os resultados para € = 0,7. Em todos os casos, definimos 6,, = 0,3 e
a, = 1,9.

como visto na Figura 4.4 (d), em comparacao com a Figura 4.4 (b) e a Figura 4.3 (b). Na
Figura 4.4 (c), ilhas periddicas reaparecem, indicando que a dindmica do sistema passou
de cadtica para comportamento mais peridédico.

Esta sequéncia demonstra que a estabilidade dos pontos fixos no sistema é sensivel
ao parametro de deformacao €, que controla o comportamento geral do sistema. Agora
na Figura 4.5 (a), onde definimos € = 0,99 (valor préximo de 1), notamos que as regides
brancas em § = 7/2 e § = 37/2 tornam-se mais proeminentes, separando efetivamente

o espaco de fase. Sao observadas quatro grandes ilhas periddicas, juntamente com varias

ilhas menores circundando as principais.
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A trajetéria cadtica, iterada 100 vezes, é mostrada na Figura 4.5 (b). Como visto, as
duas regioes da curvatura negativa estao agora quase se tocando. Para este caso, a orbita
cadtica nao cruza x = 0 nas primeiras 100 iteragoes, sugerindo que o nimero de travessias
em x = 0 provavelmente seja maior do que para os valores mais baixos de € considerados

anteriormente.
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Figura 4.5: Em (a), uma tnica 6rbita cadtica iterada até 107 vezes para € = 0,99, p = 2,
0, =0,3 e a,=109. Em (b), a mesma simulacdo exibindo a trajetéria cadtica, iterada 100
vezes.

A Figura 4.6 (a) apresenta uma simulagdo com os parametros € = 0,2, p = 2, 6,, = 0,3
e a, = 1,9. O eixo 0 é dividido em 10.000 intervalos igualmente espacados, e cada vez
que a drbita atinge um desses intervalos, contamos quantas vezes ele visita esse intervalo.
A simulacdo envolve uma particula atingindo o limite do bilhar 10° vezes. Os dados
resultantes sdo mostrados como um histograma laranja na Figura 4.6 (a), enquanto a
curva preta representa uma média mével com um tamanho de janela de k = 100.

Observe que em 6 =0, # = 7 e § = 27, o histograma exibe locais maximos, correspon-
dendo as posigoes dos pontos fixos elipticos, conforme mostrado na Figura 4.3 (a). Em
contraste, em § = 7/2 e § = 37/2, o histograma mostra minimos locais, correspondentes
as localizagoes dos pontos fixos hiperbdlicos, que sao instaveis.

A Figura 4.6 (b) mostra histogramas para diferentes valores de €: 0,2, 0,21, 0,35, 0,5,

0,7 ¢ 0,99. Como € se aproxima de 1, o minimo em 6 = 7/2 diminui e se aproxima de zero,
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Figura 4.6: (a) Uma Orbita cadtica é iterada até 10° vezes usando o seguinte parametro
conjunto: e = 0,2, p=2,0, =03¢e a, =19 . O eixo 0§ é dividido em 10.000 intervalos
igualmente espacados, e cada vez que a orbita atinge um desses intervalos, contamos o
nimero de vezes que ela visita esse intervalo. (b) A mesma simulagao de (a) é mostrada,
mas com valores diferentes de €, especificamente 0,2, 0,21, 0,35, 0,5, 0,7 e 0,99.

indicando que esta regidao é raramente visitada. Isto é consistente com a observacao na

Figura 4.5 (a), onde o espago de fase se torna mais fragmentado & medida que € aumenta.

4.2.2 Taxa de Fuga

Considere a Figura 4.5 (b) como um exemplo de referéncia. Como mencionado anteri-
ormente, 100 iteragoes foram insuficientes para permitir que a particula faca a transicao
do lado direito (x > 0) do bilhar para o lado esquerdo (x < 0). Na simulagdo a seguir,
calculamos o niimero de colisbes M que uma particula sofre antes de cruzar a linha vertical
em x = 0. Neste ponto, a particula é considerada como tendo escapado, se movendo da
esquerda para a direita ou da direita para a esquerda. Um histograma da contagem de
colisao 1 em fungao de M é entdo construido para drbitas cadticas iteradas até 10% vezes.

A Figura 4.7 (a) apresenta o histograma para diferentes valores do pardmetro de
controle e, especificamente € iguais a 0,5, 0,6, 0,7, 0,8, 0,9, 0,95 e 0,99. O histograma é
plotado em uma escala logaritmica ao longo do eixo 1 e escala linear ao longo do eixo M.
Para facilitar a interpretacao desses dados, redimensionamos o eixo vertical, normalizando-o

em relacao ao valor maximo, produzindo uma frequéncia normalizada F' = n (M) /maz (n).
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O histograma redimensionado é mostrado na Figura 4.7 (b).

Conforme observado, aumentando o valor de € resulta em uma transi¢ao do histograma
de redimensionamento de uma curva em € = 0,5 até linhas quase retas para ¢ > 0,8.
Essas linhas permanecem em uma escala logaritmica versus escala linear, que sugere um
comportamento de declinio exponencial. Especificamente, a curva marrom, apds o ajuste,

é descrita pela seguinte expressao:

F = 0,46927 - ¢(~0.0074796M) (4.1)

Este comportamento de decaimento exponencial indica que a particula experimenta
um nimero crescente de colisdes antes de escapar de uma regiao para outra, com o niimero
de acertos M necessarios para escapar crescendo a medida que € aumenta. Notavelmente,
o coeficiente linear para ¢ = 0,99 é maior do que para os outros valores de ¢, sugerindo que

escapar pelo orificio em x = 0 se torna progressivamente mais dificil a medida que € — 1.
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Figura 4.7: M representa o nimero de acertos no limite do bilhar antes da particula
escapar pelo orificio em X = 0 (veja a Figura 4.5 (b) para detalhes). Em (a), mostramos
o histograma 7, que representa o ntimero de ocorréncias de cada valor M, ou seja, a
contagem de diferentes acertos com o limite. O item (b) apresenta grafico semelhante, mas
com redimensionamento do eixo vertical, onde Frequéncia = n (M) /max (n).
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4.2.3 Resultados para o plano S; — 5y

Para entender melhor os conceitos apresentados nesta se¢ao, nos referimos a Figura
4.8. Cada vez que trajetéria cruza a linha horizontal (Y = 0), calculamos o ponto de
intersecao ao longo do eixo X e calculamos o valor de S, que representa a distancia da
borda esquerda do bilhar (nosso ponto de referéncia) até o ponto de interse¢ao. Para p = 2,
a posigao esquerda do bilhar é dada por Xesuerda = R (0 = m) = —1 — €. Definimos S
como a primeira interceptacao que ocorre quando a particula comeca da posi¢ao inicial
(Xo,Yp). A interceptagao subsequente é rotulada como S;. Depois de salvar este ponto,
atualizamos a referéncia definindo Sy = S e calculamos a préxima interceptagao, que
agora chamamos de S;. Este procedimento define um mapeamento onde tracamos o novo

valor de S versus o anterior.

-1.0 -0.5 0.0 05 1.0
X

Figura 4.8: Referente a 4.1 (b), as interceptagdes com o eixo horizontal ocorre primeiro
em Sy, seguido pela segunda em 5.
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Agora dividimos os eixos Sy e S; em intervalos de 500 por 500 igualmente espacados,
resultando em uma grade de retangulos de 500 x 500. Para cada retangulo, contamos
o numero de vezes que uma particula visita aquela regiao especifica do plano S; — S,
construindo assim a distribuicao de densidade para cada célula. Esse procedimento é
repetido para orbitas iteradas até N vezes.

Todos os resultados nesta secao sao baseados no seguinte conjunto de parametros:
p=2,6,=03¢ea =19 Comecamos mostrando os resultados na Figura 4.9 , onde
definimos € = 0,2, para todos os painéis.

A Figura 4.9 (a) mostra a distribui¢do de densidade no plano S; — Sp. A densidade
é representada usando uma paleta de cores que varia de branco (correspondendo a uma
contagem de 0) a preto, ciano, azul, verde e termina em vermelho (representando o valor
méximo de contagem). As regides que se aproximam do vermelho indicam areas que
recebem um elevado niimero de visitas no plano S; — Sy.

As linhas laranja Ly e Ly na Figura 4.9 (a) destacam as principais simetrias dentro do
plano S; — Sy. Especificamente, a linha L; representa a linha identidade, onde Sy = 57.
A linha Ly conecta os pontos (50,51) = (0,2 + 2¢) e (50,51) = (24 2¢,0), onde 2 + 2¢
corresponde ao valor maximo de S, representando a distancia entre as bordas esquerda e
direita do bilhar (conforme ilustrado na Figura 4.8).

Vale ressaltar que a interseccao das linhas L; e Ly marca o centro de uma ilha periddica.
Esta estrutura peridédica também foi observada na Figura 4.3 (a) para o plano oo — 6, mas
no contexto atual, o espaco estd distorcido como visto na Figura 4.9 (a). A Figura 4.9 (b)
fornece um zoom da Figura 4.9 (a), destacando a linha L; e mostrando que os centros
de algumas regioes periddicas ficam ao longo desta linha laranja. Quando Sy ~ 0,725, a
paleta de cores muda para vermelho, indicando alta densidade de visitas. A medida que a
particula se move a direita da linha, a densidade diminui e a cor muda para o azul.

A Figura 4.9 (c) apresenta um zoom da Figura 4.9 (a), revelando um comportamento
altamente complexo que nao é aparente na Figura 4.3 (a) para o plano oo — 6. A distor¢ao
introduzida pela transformacao do plano S; — Sy foi suficiente para destacar a presenca de

dindmicas intrincadas nas érbitas cadticas. Movendo-se ao longo da linha Lo, a paleta de
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Figura 4.9: Para o conjunto de parametros ¢ = 0,2, p =2, 6,, = 0,3 e a;,, = 1,9, plotamos
S versus Sg. A linha L; representa a linha identidade, que atua como eixo de simetria
da figura, onde Sy = ;. A linha Ly conecta os pontos (Sp,51) = (0,2 4 2¢) e (5),51) =
(24 2¢,0) . As cores no grafico representa a frequéncia (contagem) com a qual a érbita
cadtica visita regides no espago SpSi. Os itens (b), (¢) e (d) mostram diferentes segoes
ampliadas do gréfico em (a).

cores muda abruptamente, exibindo maximos e minimos, indicando variacoes significativas
na densidade de visitas.

A Figura 4.9 (d) fornece um aumento adicional da Figura 4.9 (c), onde o comportamento
complexo se torna mais pronunciado quando Sy se aproxima de 0.

Aumentamos agora o valor do pardmetro de controle ¢, examinando o plano S; — S
para € = 0,21 Figura 4.10 (a). Como pode ser visto, uma grande ilha periédica permanece
centrada na interseccao das linhas Ly e Lo. Além disso, ilhas periédicas menores aparecem
ao redor da ilha principal, também notaveis no plano a — 6 na Figura 4.3 (c).

A Figura 4.10 (b) mostra os resultados para € = 0,35. Aqui, a principal ilha periddica

na interseccao das linhas Ly e Lo desaparece, indicando que o ponto fixo correspondente
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perde sua estabilidade linear e torna-se instavel. Observa-se uma bifurcacao de duplicacao
de periodo, com duas novas ilhas peridédicas emergindo da ilha destruida. Ambas as novas
ilhas estao centradas ao longo da linha L; (a linha de identidade). Esta bifurcagdo de
duplicagao de periodo também é evidente na Figura 4.3 (d).

Para ¢ = 0,5, mostrado na Figura 4.10 (c), considera-se que o sistema apresenta
comportamento andlogo ao visto no plano a — 6 na Figura 4.4 (a). Neste valor de ¢, as
duas ilhas periédicas quase desaparecem, e o espaco de fase torna-se quase totalmente
cadtico. Observamos que o comportamento complexo préximo de Sy — 0 e S7 — 2 + 2¢
comeca a se dissipar, tornando-se menos pronunciado. As estruturas observadas na Figura
4.9 (d) parecem migrar para diferentes regides do plano S; — Sy. Esta migracao é ainda
mais acentuada quando e é aumentado para 0,7, conforme mostrado na Figura 4.10 (d).

Finalmente, consideramos o caso limite onde ¢ — 1. Os resultados para ¢ = 0,99 sao
apresentados em Figura 4.11 (a). Neste valor, o comportamento complexo observado perto
de Sy — 0 e S — 2 + 2¢ desaparece completamente e nao podemos observar estruturas
centradas na linha Ls.

A Figura 4.11 (b) apresenta uma se¢ao ampliada do grafico mostrado na Figura 4.11
(a), onde Sy e S; sdo restritos ao intervalo [0,2] . Conforme mostrado, uma ilha periédica
estd centrada na linha L;. Na Figura 4.11 (c), onde o foco esta na regiao com Sy € [0; 0,46]
e S1 € [1,2;2,02], o comportamento complexo torna-se mais aparente, com certas areas
apresentando alta densidade de pontos ao longo da fronteira, que sao representados em
vermelho.

Ampliando a Figura 4.11 (c), onde a regiao de interesse é Sy € [0,0.1] e Sy € [1.9,2.01],
estruturas complexas exibem um padrao, com sucessivas ampliacoes revelando estruturas
semelhantes que se repetem regularmente, Figura 4.11 (d). Em teoria, continuando a am-
pliar estas estruturas poderemos encontrar semelhanga a um padrao fractal [64]. Padrao
fractal este que podera ter caracteristicas de auto-similaridade ou auto-afim, como defini-
mos anteriormente. Mais investigagoes sao necessarias para compreender completamente
os mecanismos subjacentes e as razoes para a existéncia de fronteiras que separam estas

estruturas distintas.
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Figura 4.10: Para o conjunto de parametros p = 2, 6,, = 0,3 e a,, = 1,9, plotamos S} versus
So para diferentes valores de €. Em (a) € = 0,21, (b) € = 0,35, (¢) e = 0,5 ¢ (d) e = 0.7.
As cores no grafico representa a frequéncia (contagem) com a qual a dérbita cadtica visita
regides no espaco Sy .

Como primeiro exemplo de sistemas exibindo o padrao auto-similaridade, destacamos
o trabalho abordando reflexdes multiplas de particulas classicas confinadas em um pogo
de potencial dependente do tempo [65, 66]. Este sistema é descrito por um mapeamento
bidimensional, que é fundamentalmente diferente do nosso sistema de bilhar. Neste estudo,
os autores demonstram que existe um conjunto de curvas continuas que separam regioes
no plano da fase de energia, onde ocorrem multiplas reflexoes, representando um evento
raro no espaco de fase dinamico.

Padroes auto-similares também foram observados no bilhar em forma de cogumelo

com chapéu inclinado [67]. O bilhar Cogumelo é normalmente formado por um chapéu

semicircular preso a uma haste retangular. No citado trabalho, os autores introduzem uma
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Figura 4.11: Para o conjunto de parametros ¢ = 0,99, p =2, 6, = 0,3 e a,, = 1,9 plotamos
S1 versus Sy. As cores no grafico representam a frequéncia (contagem) com que a 6rbita
cadtica visita regides no espago SpS;1. Os itens (b), (c¢) e (d) mostram diferentes se¢oes
ampliadas do grafico em (a).
inclinagao do chapéu, resultando em uma mistura altamente nao trivial (ou seja, nao-KAM)
de seu espaco de fase. Para pequenas inclinacoes, o espaco de fase exibe uma estrutura
hierarquica semelhante a uma teia. Embora esse sistema tenha dindmicas distintas, ele
ainda exibe possiveis estruturas auto-similares observadas em nosso sistema de bilhar.
Finalmente, consideramos o modelo Fermi-Ulam, que envolve uma particula pontual
submetida a colisdes entre duas paredes rigidas, uma das quais é fixa enquanto a outra
oscila periodicamente no tempo [68]. Os autores mostram que as estruturas emergentes

de multiplas colisdes exibem caracteristicas fractais e auto-similaridade, muito semelhante

aos padroes encontrados em nosso sistema de bilhar.



CAPITULO 5

CONSIDERACOES FINAIS E
PERSPECTIVAS

Neste trabalho, analisamos o comportamento de uma particula sob a influéncia de um
parametro adiabatico, que governa a transferéncia de energia durante cada colisdo. Os
resultados demonstraram que o parametro adiabatico nao s6 controla a troca de energia,
onde a particula pode ganhar ou perder energia por meio de uma interacao oscilatéria, mas
também altera fundamentalmente a estrutura e a dindmica do espaco de fase da particula.

A variagdo do parametro adiabatico introduz uma gama diversificada de regimes
dindmicos. Para determinados valores, a particula pode atingir um estado "congelado',
caracterizado pela velocidade (Vy = 0), onde o sistema para estar em uma configuragao
estatica. Em contraste, outras regioes do espaco de parametros levam a comportamentos
difusivos, com a particula exibindo subdifusdo ou movimento superdifusivo. A fronteira
entre estes regimes difusivos possui propriedades fractais, refletindo a estrutura intrincada
e auto-semelhante do espago de fase e indicando uma dependéncia sensivel das condigoes
iniciais e escolhas de parametros. Além disso, o espaco de fase revela-se misto, combinando
regioes de movimento regular com regides cadticas. Isto é confirmado pelo calculo do

expoente de Lyapunov, que indica a presenca de ambos, caoticidade e regularidade.
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Nas regices onde os expoentes de Lyapunov sao positivos, o sistema exibe um com-
portamento caotico, caracterizado pela sensibilidade as condicoes iniciais e divergéncia
exponencial de trajetérias proximas. Por outro lado, regides com expoentes de Lyapunov
negativos sugerem movimento estavel e previsivel, marcando uma distingao clara entre
dindmicas ordenadas e cadticas dentro do sistema.

Além disso, a variacao do parametro adiabatico induz uma transicao de um sistema de
um mapa twist, para um sistema de mapa nao twist. Avaliamos também a transmissividade
da particula através do espago de fase e notamos que para z > 1, a transmissdao ocorre
praticamente independente do valor de ¢. Mas quando o valor de ¢ assume valores mais
elevados, temos uma aumento da dindmica caodtica tendo assim maior transmissividade
no espago de fase. Nossas descobertas indicam que, dependendo da escolha especifica dos
pardmetros, o espaco de fase pode ser totalmente acessivel, permitindo que a particula
explore todo o espago, ou parcialmente acessivel, onde certas regioes se tornam dinamica-
mente inacessiveis. Este acesso restrito em certos regimes de parametros introduz barreiras
no espaco de fase, confinando o movimento da particula e limitando a gama de possiveis
resultados.

Em conclusao, a interacao entre o parametro adiabatico e a dindmica da particula
cria um complexo e sistema rico, onde mecanismos de troca de energia, comportamentos
difusivos, dinamicas cadticas e regulares, e a transicao de twist para nao twist contribuem
para uma situacao altamente espacgo de fase estruturado. O estudo fornece informagoes im-
portantes sobre como os parametros de controle sensiveis podem alterar significativamente
a dindmica global e local de um sistema, com implica¢oes para compreender fendmenos
semelhantes em outras dreas fisicas, governados por processos adiabaticos. Exploramos
o surgimento de novas estruturas no espago de fase “distorcido” de um bilhar oval. De-
monstramos como o espagco de fase evolui ao mudar o controle pardmetro €, que apresenta
bifurcagoes distintas, levando a formacao de padroes intrincados. Essas observagoes desta-
cam o comportamento complexo e fractal do sistema, sugerindo que a dinamica subjacente
exibe um comportamento de auto-similaridade ou auto-afinidade em diferentes escalas.

Ao fazer comparagoes com outros sistemas que apresentam fendomenos semelhantes,
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como o sistema multiplo reflexdes em um poco de potencial dependente do tempo, o bilhar
de cogumelo com chapéu inclinado e o Fermi-Ulam modelo, mostramos que as estruturas
observadas em nosso sistema de bilhar nao sao unicas, mas compartilham caracteristicas
comuns com outros sistemas que exibem dinamicas complexas, incluindo multiplas colisoes
e estruturas espaciais de fase nao triviais.

Realizando alteragoes no parametro de controle da fronteira do sistema, visitamos
um novo bilhar, o qual chamamos de bilhar lemniscata. Mostramos que, a medida que o
parametro de controle aumenta, a taxa de escape decai exponencialmente, pois a particula
encontra dificuldade em atravessar de um lado para o outro devido a geometria do sistema.
Nas primeiras 100 iteragoes conseguimos comprovar, uma vez que nao houve passagem
de um lado para o outro da particula. Calculamos a taxa de fuga da particula no bilhar
lemniscata para diferentes valores do pardmetro de controle € e vimos, através do histo-
grama, que para uma iterada de 10® vezes o comportamento de decaimento exponencial
indica que a particula experimenta um ntmero crescente de colisoes antes de escapar de
uma regiao para outra; temos que o coeficiente linear para e = 0,99 é maior do que para
os outros valores de €, sugerindo que escapar pelo orificio se torna progressivamente mais
dificil a medida que € — 1.

Como perspectivas, no modelo Bouncer "modificado", pretendemos desenvolver ainda
mais o estudo, estabelecendo uma conexao com a termodinamica, através da definicao e
analise da entropia do sistema, que devera oferecer uma perspectiva fisica do modelo. Ao
integrar o conceito de entropia, o estudo visa aprimorar o conhecimento tedrico e oferecer
novas informacoes sobre o comportamento do sistema sob condigoes termodindmicas.
Apresentamos um grafico que nos mostra regioes onde a fase congelada transita para a
fase difusiva e que para comprovar uma possivel transicao de fase no sistema precisamos
de algumas anélises como parametro de ordem, suscetibilidade magnética, energia livre,
simetria expoentes criticos e classes de universalidade dentre outros uma transicao de
primeira ou segunda ordem. Investigar os padroes auto-similaridade ou auto-afinidade e o
comportamento fractal observados no bilhar lemniscata para compreender os mecanismos

que dao origem a essas estruturas. Aprofundar na metodologia da definicdo de bifurcacao,



78

uma vez que acreditamos estar em maos de uma abordagem nova para esse sistema de
bilhar. Em geral, a natureza das fronteiras que separam diferentes regides no espaco de
fase permanece uma questao em aberto. Estudos futuros poderiam explorar a conexao

entre essas novas estruturas.
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