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Resumo

O objetivo deste trabalho é apresentar algumas caracteristicas relacionadas a teoria
de reticulados. Restringimos ao estudo dos reticulados obtidos via corpos quadraticos
no R?. Estudamos, de maneira sucinta, alguns conceitos basicos de &lgebra e alge-
bra linear. Abordamos alguns resultados sobre corpos quadraticos, resultados sobre
reticulados e reticulados algébricos. Focamos em duas caracteristicas relacionadas a
reticulados: reticulados bem arredondados e reticulados semi-estdveis.

Palavras-chave: Corpos Quadraticos, Reticulados Algébricos, Reticulados Bem Ar-
redondados, Reticulados Semi-Estaveis.






Abstract

The aim of this work is to present the study of some characteristics relatedo to
theory of lattices. We restrict to the study of lattices obtained via quadratic fields in
R2. We present, in a succinct way, some basic concepts of algebra and linear algebra.
We approach some results on quadratic fields, results on lattices and algebraic lattices.
We focus in two characteristics related to lattices: well-rounded lattices and semi-stable
lattices.

Keywords: Quadratic Fields, Algebraic Lattices, Well Rounded Lattices, Semi-Stable
Lattices.
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Introducao

Entende-se por reticulado um subconjunto discreto do R™. Esse conjunto ¢ geome-
tricamente organizado. Existem diversas questoes que envolvem o estudo de reticula-
dos.

O problema de empacotamento esférico é um dos grandes problemas até hoje sem
solugao. Empacotar esferas significa saber a melhor forma de dispor esferas de mesmo
raio num determinado espago, onde as esferas podem se tocar nos bordos. O empacota-
mento perfeito seria aquele onde o espago seria ocupado na totalidade (ou é deixado o
minimo de espago entre as esferas). No nosso caso estaremos dando énfase ao empaco-
tamento reticulado, ou seja, empacotamentos onde o centro das esferas é um reticulado.
A densidade de empacotamento é a medida mais importante para medir a qualidade
de um reticulado.

Um outro problema semelhante ao empacotamento de esferas é o niimero de contato.
Configuragoes esféricas que dao bons ntimeros de contato sempre vem de reticulados
bem arredondados.

Reticulados bem arredondados sao importantes por varias razoes. Muitos reticu-
lados importantes na matemética e na fisica sao bem arredondados. Por exemplo,
o reticulado hexagonal e o reticulado Z?, em R?, e o reticulado ctbico, em R?, sao
bem arredondados, assim como o reticulado hiperctbico e o reticulado Ay, em R*, que
sao importantes em quase cristalograﬁaﬂ (quasicrystallography). Exemplos de reticu-
lados bem arredondados em alta dimensao sao o reticulado de Leech, os reticulados
Barnes-Wall e o reticulado Coxeter-Todd.

Os reticulados bem arredondados também sao importantes na teoria da reducao,
pois eles sao exatamente aqueles reticulados para os quais todos os minimos sucessivos
sao iguais [20].

Uma das técnicas de gerar reticulados e avaliar sua densidade de empacotamento
¢é através da aplicagao de determinados homomorfismos em elementos do anel dos in-
teiros ou ideais no anel dos inteiros contidos num corpos de niimeros K de grau n. Os
reticulados gerados por este método sao conhecidos como reticulados algébricos.

A vantagem de obter reticulados por este método é que podemos identificar os pon-
tos do reticulado no R™ com os elementos de K. Desta forma, podemos utilizar algumas
propriedades do corpo K, que possuem uma estrutura algébrica mais rica, no estudo de
tais reticulados. Com isso, o estudo de parametros relacionados a probabilidade de erro
e que do ponto de vista geométrico sao dificeis de se calcular, podem ser traduzidos
num contexto algébrico.

Reticulados algébricos sao objetos importantes na teoria dos nimeros e na geometria
discreta, que tem sido extensivamente estudados em uma série de artigos de Eva Bayer-

lquase cristalografia: sélido com um espectro de difraciao essencialmente discreto.
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22 Introducgao

Fluckiger e seus co-autores de 1990 a 2000 (ver, por exemplo, [3] @l [5]).

Nesse contexto, surge a seguinte pergunta: Quais reticulados algébricos sao bem
arredondados? Motivados por essa questao e pela importancia dos reticulados bem
arredondados, estudamos reticulados bem arredondados no plano, tendo como texto
base o artigo [12] , em que é mostrado que existe uma infinidade de corpos quadraticos
contendo ideais que produzem reticulados bem arredondados no plano.

Outra questao que vem sendo analisada em [13] ¢ o estudo de reticulados algébricos
que sao semi-estaveis. Veremos que todos os reticulados bem arredondados de posto
total em R? sao semi-estaveis.

Diante do exposto este trabalho estd delineado como segue.

No Capitulo [} apresentamos resultados preliminares necesséarios para o entendi-
mento dos demais capitulos.

No Capitulo [2| apresentamos os principais resultados sobre corpos quadraticos.

No Capitulo [3] abordamos a teoria de reticulados e reticulados algébricos.

No Capitulo[4] apresentamos a teoria de reticulados bem arredondados, juntamente
com defini¢oes e propriedades.

No Capitulo [5, abordamos alguns resultados sobre reticulados semi-estéaveis.

Todas as figuras deste trabalho sao de autoria propria, ou foram confeccionadas
utilizando o pacote tikzpicture do editor IXTEX, ou feitas no software Mathematica®.



1 Preliminares sobre Teoria Algébrica
dos Niimeros

Faremos aqui um breve estudo sobre Teoria Algébrica dos Numeros. Abordaremos
extensoes de corpos e elemento algébrico, trago e norma, base integral e discriminante.
Este capitulo sera essencial para o desenvolvimento da teoria dos demais capitulos.
Optamos por nao realizar todas as demonstragoes dos resultados pois algumas delas
sdo extensas e sairfam do escopo do trabalho. As referéncias aqui utilizadas foram [IJ,
[10], [22] e [28].

1.1 Extensoes de corpos e elemento algébrico
Definicao 1.1. Sejam F e K corpos. Dizemos que K é uma extensao de F se F C K.
Notagao: K/F.

Exemplo 1.2. Q(v/?2) := {a +bv/2 | a,b € Q} é uma extensio de Q.

Observagao 1.3. Seja K uma extensao de F. Como K e F sao corpos, as condigoes da
Definicao sao satisfeitas, sendo assim, K é um espaco vetorial sobre F. Portanto,
existe uma base de K sobre F. Para mais detalhes, consulte [17].

Definicao 1.4. Seja F C K uma extensao de corpos.

(i) A dimensao do espago vetorial K sobre F € o nimero de elementos da base de K
sobre F, chamada de grau da extensao de K sobre F e denotada por [K : F].

(ii) Dizemos que K € uma extensao finita de F se [K : F| € finito. Caso contrdrio, K
€ uma extensdao infinita.

Exemplo 1.5. O grau da extensio do corpo Q(v/2) = {a + bv/2 | a,b € Q} sobre Q ¢
2, pois {1,v/2} ¢ uma base de Q(+/2) sobre Q.

Definicao 1.6. Um corpo de nimeros F é uma extensao finita de Q.

Exemplo 1.7. Vimos no Exemplo que [Q(v/2) : Q] = 2. Logo, Q(v/2) é uma

extensao finita de QQ e portanto, ¢ um corpo de nimeros.

Teorema 1.8. (Teorema da multiplicatividade dos graus) Se F, K e I sao corpos tais
que F CK CL e[L:F] € finita, entao [L : F] = [L : K] [K: F].

Demonstragao. Suponha que [L: K] =me [K:F] =n. Se By = {a1,...,a,} ¢ uma
base de L sobre K e By = {f1,...,0,} é¢ uma base de K sobre [F, vamos mostrar que
B={wp;,i=1,...,mej=1,...,n} é uma base de L/F:

23



24 Preliminares sobre Teoria Algébrica dos Niimeros

(i) O conjunto gerado por B, [B], é L.

Para todo 4,7, de fato, se a € L, entao existem aq,as,---,a,, € K tais que
m

a = E a;;, ja que By gera L. Por outro lado, como a; € K, entao exis-
i=1

n
tem b;1, b0, -+, by, € F tais que a; = Zbijﬂj, ja que B, gera K. Logo, a =

J=1
m n

Z Z bi; B, e assim L C [B]. Como [B] C L, segue que [B] = L.

i=1 j=1

(ii) B é linearmente independente sobre F.

Para todo 1, j, de fato, suponha que Z Z bijo;3; = 0, entao Z ( bz-]ﬂ]) o =
1

i=1 j=1 i=1 \j=

n
0. Como Bj ¢ linearmente independente sobre K, segue que Z b;jB; = 0, para
j=1
todo 7, e como B; ¢é linearmente independente sobre F, segue que b;; = 0, para
todo .

Assim, B é uma base de L/F com mn elementos. Portanto, [L : F] = mn = [L : K|[K:
. O

Exemplo 1.9. Vejamos como encontrar o grau da extensao do corpo Q (\/ﬁ V17 ) =
{a +bV11 + V17 + dV11V17} = {a + by/11 + ¢/17 4 dv/187} sobre Q.

Podemos verificar que Q € Q(v/11) € Q(+/11,+/17). Sendo assim, vamos utilizar
o Teorema para determinar [@ (\/ﬁ, \/ﬁ) : Q] :

(i) {1,v/11} é uma base de Q(y/11) sobre Q. De fato,

(ii) {1, VIT} gera Q(vII) sobre Q. Como Q(VIL) = {a + AVII : o, § € Q},
entdo, se v € Q(v/11) segue que x = al + $v/11, com o, B € Q, ou seja, = é
combinagao linear de {1,+/11}.

(i) {1, \/ﬁ} ¢ linearmente independente sobre Q. Suponha que al+ £v/11 = 0,

com a, 3,€ Q. Se f # 0, entao V11 = _7&, o que é um absurdo pois V11 é

irracional. Portanto, § = 0, e assim, al + 0y/11 = 0, ou seja, a = 0. Dessa

forma, {1,111} ¢ uma base de Q(1/11) sobre Q. Logo, [Q(v/11) : Q] = 2.
(iv) {1,417} é uma base de Q(v/11,/17) sobre Q(1/11). De fato,

— {1,V/17} gera Q(v/11,+/17) sobre Q(+/11). Sabemos que Q(v/11,+/17) =
{a+ BVIT : o, 8 € Q(11)}. Assim, se v € Q(v11,4/17) entdo x =
al+BV17, com a, B € Q(v/11), ou seja, = é combinacio linear de {1,v/17}.

— {1,V/17} ¢é linearmente independente sobre Q(y/11). Suponha que al +
BVIT = 0, com a, 8, € Q(y/11). Assim, podemos reescrever a igualdade
como (p + qv/11) + (r + s/11)y/17 = 0, com p,q,res € Q. Se B = (r +
sm) £ 0, entao

i - —etaV1l)  —(p+eV1D) r—svil

r+svVIl r4+sVIl 1 —sy/11
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—(pr —psv11 +qrv/11 —11gs)  —pr +11gs + (ps — qr)V11

r2 — 112 r2 — 1142
—pr+11gs  (ps —qr)v11 —
= — b 11, ,b E .
r2 — 1152 * r2 — 1152 at 4 Q

Assim, (V17)? = (a + bV/11)?, ou seja, 17 = a? + 2aby/11 + 110*. Logo
17 — a® — 1107
17 — a®> — 116 = 2aby/11, isto &, C; ; = V11, o que é absurdo
a
pois /11 é irracional. Portanto, r + sv/11 = =0, e assim, (p + ¢v'11) +
(04 0v17) = 0, ou seja (p + gV 11) = a = 0. Dessa forma, {1,v/17} é uma

base de Q(v/11,+/17) sobre Q(v/11). Logo [Q(v/11,+/17) : Q(v/11)] = 2.

Pelo Teorema [I.8], segue que

[Q(VI1,V17) : Q] = [Q(WIT, V17) : QVIL)[Q(VIL) : Q] =22 = 4
e {1,v/11,+/17,4/187} & uma base de Q(v/11,/17) sobre Q.

Definigao 1.10. Sejam F C K corpos. Um elemento o € K é chamado de algébrico
sobre F se eziste f(x) € Flz]—{0} tal que f(a)) = 0. Caso o polinémio f(x) nao exista,
a € dito transcendente.

Exemplo 1.11. O elemento /7 € Q(+/7) ¢ algébrico sobre Q pois existe f(z) =
2?2 — 7 € Q[z] — {0} tal que f(+/7) =0.

Exemplo 1.12. O ntimero 7 nao ¢é algébrico sobre Z, pois nao existe um polindmio
em Z[z] de modo que 7 seja raiz. Assim, 7 é transcendente sobre Z.

Proposicao 1.13. Sejam F C K corpos. Assim, a € K € algébrico sobre F se, e
somente se existe um unico polindémio irredutivel e monico de menor grau f(z) € Flz]
tal que f(a) = 0.

Demonstragao. Se a € K é algébrico sobre F, entao existe um polinémio h(x) =
ap + -+ + a2 € Fla] — {0}, com n € N e a, # 0, tal que h(a) = 0. Tomando
h(z) = a;'h(z) € Fz], temos que h(z) € F[z] é um polinémio ménico tal que A(a) = 0.

Observe que se h(x) é redutivel, entdo podemos escrevé-lo como hy (z)-hy () - - - hn(z),

em que n é o grau do polindmio, de modo que hy (), ha(x),- -, hy(7) sejam irreduti-
veis. Assim, se a é raiz de h(x) segue que « é raiz de algum hy(x), ha(x),- -, hy(x)
irredutivel.

Para provar a unicidade, suponhamos que existam f(z) e g(x) € F[x] irredutiveis
e monicos de menor grau n tal que f(a) = g(a) = 0, com f(z) # g(z). Como f(x)
e g(x) sado os polinémios monicos de menor grau n, segue que o grau da diferenga
p(z) = f(z) — g(x) deve ser menor ou igual a n — 1, isto ¢, 0 < d(p(z)) < n—1. Como
f(a) = g(a) = 0, entao p(a) = 0. Portanto, encontramos um polindémio com grau
menor que n que também tem « como raiz, o que é um absurdo, pois f(x) e g(z) sao
os polindmios de menor grau tal que f(«) = g(a) = 0. Logo, f(z) = g(z). O

Definicao 1.14. Sejam F C K corpos e a € K. O polinomio irredutivel e monico de
menor grau f(x), tal que, f(a) =0 é chamado de polinémio minimal de o sobre F
e € denotado por minga.
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Exemplo 1.15. Seja a extensio Q(v/7) = {a + bv/7 | a,b € Q} sobre Q. Como a
extensao é de grau 2, pois {1, \/7} ¢ uma base de Q(ﬁ) sobre QQ, entao o polinémio
minimal de v/7 é da forma 2% + ax + 3. Logo,

(i) com ae f € Q— {0}, temos

VT2 +aVT+ 5 =
T+aVT+ 8

Y

o que é impossivel, pois v/7 é irracional.
(ii) com o € Q e 5 =0, temos

V)2 +aVT = 0
T+ aV7 =

0
Vi 1
e
o que é impossivel, pois v/7 ¢ irracional.
(iii) com S € Q e a =0, temos

VP45 =0
-8 = 0
B = 0.

Portanto, o polinémio minimal de v/7 sobre Q(ﬁ )éa?—T.

Definicao 1.16. Uma extensao K sobre F € algébrica se todo o € K € algébrico sobre
F.

Exemplo 1.17. Vamos verificar que a extensdo Q(/3) sobre Q é algébrica. De fato,
se a € Q(v/3), entdo o = a + bv/3, com a,b € Q. Temos que

a = a+bV/3
= a—a=0b0V/3
= (a—a)® =3
= o’ —2aa+a® —3b° = 0.

Assim, o elemento « é raiz do polinémio f(x) = 2% — 2ax + (a® — 3b?) € Q[z].
Portanto, o é algébrico sobre Q, para todo a € Q[z]. Sendo assim, a extensdo Q(v/3)/Q
¢é algébrica.

Definicao 1.18. Dizemos que a € C € inteiro algébrico se existe f(x) € Z[z] — {0},
monico, tal que f(a) = 0. Seja F um corpo tal que Q C T, o conjunto O = {a € T |
« € inteiro algébrico} € um anel, chamado de anel dos inteiros algébricos de .

Em outras palavras, se o € Op, entao « é raiz de um polindémio com coeficientes
inteiros.
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Exemplo 1.19. Se F = Q, entao Op = Z.
De fato, se a € O, entao a € Q e assim o = % onde a, b € Z e mde(a,b) = 1, com

b # 0. Como « ¢ inteiro algébrico, existe

fla)=ao+ ) a’ € L],

Jj=1

com a, = 1, tal que f(a) =0.
Sen =1, entao Op = Z pois ag + o € Z e ag € Z.
Sen > 1, entdo ) 7 | aja? € Z e assim

Zajxj Z ] a;lzn ’ €.

j=1
Portanto, " divide Y 7, a;a’b"7. Como n > 1, b divide Y 7, a;a’b" 7 e assim b | a”
Mas mdc(a,b) = 1 e portanto b =1 e o € Z. Logo, Op = Z
Exemplo 1.20. O elemento a = v/2 4+ /5 € R ¢é inteiro algébrico, pois é raiz do
polinémio z* — 142? 4+ 9 € Z]z].

Na Secao [2| veremos como caracterizar o conjunto Op a partir de um corpo quadra-
tico IF.

As demonstragoes dos proximos resultados (Teorema e Proposicao podem
ser encontradas na referéncia [22].

Teorema 1.21. SeQ C F C K, com [K : F] < oo, entao eziste 0 € K tal que K = F(6).
O elemento 0 € chamado elemento primitivo.

Exemplo 1.22. O elemento primitivo de Q(v/3) é v/3.
Proposigao 1.23. Se K = F(6), entao [K : F] = 0(mingb).

Exemplo 1.24. Se F = Q(v/23), entao [F : Q] = 2, pois o grau do polinémio
ming(v/23) = 2 — 23 ¢ 2.

Definicao 1.25. Se K = F(0) e d(mingh) = n, entio F(0) = {ag + 160 + ... +
an 10" Y a; € F, para qualquer i =0,1,---,n — 1}.

Exemplo 1.26. Q(v/5) = {a + /5 | a,b € Q}.

Exemplo 1.27. Q(v/3) = {a + b3 + ¢(v3)2 + d(V/3)? | a,b, ¢, d € Q}.

Definicao 1.28. Seja F C K wuma extensao de corpos. Se o € um isomorfismo de
K = F(a) entdo o(a) € chamado de conjugado de o sobre F.

Teorema 1.29. Se F = Q(0) € uma extensao de Q de grau n, entio existem exatamente
n monomorfismos distintos {01, ...,0,} de F em C que fitam Q. Tais monomorfismos
sao dados por 0;(0) = 6;, em que {01, ...,0,} sao as raizes de mingt em C.

A demonstracao do Teorema pode ser encontrada na referéncia [22].

Observacao 1.30. Quando dizemos que um monomorfismo fiza Q, estamos nos re-
ferindo a um monomorfismo ¢ que leva um elemento ¢ € Q ao mesmo ¢ € Q, isto é,
o(q) = q. Os elementos de Q ndo mudam, ou seja, ficam fizos.
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Exemplo 1.31. Considere a extensao Q(v/7). Pela Definicao m,
QVT) = {a+bVT+¢(V7)* | a,b,c € Q}.

Portanto, a extensao é de grau 3 sobre @Q e o polindémio minimal de V7 sobre Q &
mingV7 =1 — 7

Como a raiz de minQW 6 V7, segue que se z = V7 entdo 23 = 7 e a forma polar
de z é V/7(cos 0+ sen 0). Portanto, pela 2¢ Formula de Moivre [24], a raiz ctbica de
7, ¢ dada por

Assim, as raizes sao:

sek=0= V7 cosO—l—zsenO)

2
sek::1=>\3/_(cos—+zsen§>

sek:2:\3/7(cos4§+isen4—ﬂ>

L 3
dr 4 2 27 : < <
Como | cos — +1 sen 3 = cos 5 + 1 sen 5 o conjunto solucao da equacao
2T 27

x3—7é{\3/?, wv'7, wz\gﬁ},emquew:cos?%—zsen 3

Assim, como os elementos de QQ ficam fixos, existem 3 monomorfismos:

o1 Q(V7) = C, em que 0y(V7) = V7
oy - Q(V7) = C, em que 05(V7) = wV/7

o5 : Q(V7) = C, em que o3(V7) = w*V/7.

Definigao 1.32. Sejam F um corpo de nimeros de grau n e {oy,...,0,} 0s n Q-
monomorfismos distintos de F em C. Dizemos que o monomorfismo o; € real se 0;(F) C
R, caso contrdrio, dizemos que o; € 1magindrio. Além disso, se todos 0s a;s, para
1 =1,...,n, sao reais, dizemos que o corpo F € totalmente real e, se todos os O';S,
para i =1,...,n, sao imagindrios, dizemos que F é totalmente 1magindrio.

1.2 Traco e norma

Vamos introduzir alguns conceitos que serao cruciais para o desenvolvimento da
teoria de base integral e discriminante que sera abordada na Subsegao
As referéncias aqui utilizadas foram [1], [10] e [22].
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Definigao 1.33. Seja F um corpo de numeros de grau n e seja o; parai = 1,2,....n
os monomorfismos de F em C. Para cada elemento o € T,

n

Treg(a) == Z oi(a),

=1

€ chamado de traco de o sobre F. Também

Ngjg(a) = H oi(a),

¢ chamado de norma de o sobre F.

1
Exemplo 1.34. Sejam F = Q(v19), @ = 1+ V19 e § = 3+2\/_9'

linémio minimal de /19 é dado por 2% — 19, suas rafzes sao /19 e —/19, entao, os
monomorfismos de F em C sao

o QW19 — C oy Q(W19) — C
V9 = V19 V19 = —V19

e os elementos de Q ficam fixos.
Segue que

Como o po-

Nejgla) = ai(a)os(a) = (1+V19)(1 - V19) = ~18;

Nejo(B) = o1(B)oa(B) = (3+\/E) (3—\/1_9> —5

2 2

Trejg(a) = oi(a) +oz(a) = (1+V19) + (1 - V19) = 2;

TTF/Q(B) = o01(f) +02(B) = & +2\/1_9 + ’ _2\/E =3.
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E também, temos

Nrjg(aB) = Nrjg ((1 +V/19) (3 il \/_>) = Nejg(11 +2v/19)
= (114 2V19)(11 — 2v/19) = 112 — 4.19
-5
= 121-76=45=(-18) —

= Nr/g(a)Nrjo(B)-

Trejgla+B) = Trejg ((1 +V19) + <%1_9>> = Trejg <M)

2
_ (M>+(M>:5:2+3

2 2

= Trrjg(a) + Treg(B).

Este exemplo ilustra algumas propriedades de trago e norma apresentadas a seguir.
Sejam Q C K C L corpos, em que K C L é uma extensio finita. Se a,a € L e
a € K, entao valem as seguintes propriedades:

(1 T’I"L/K(Oé + Oz/) = TTL/K(O_/) + TT‘L/K(O/);
(ili) Trik(a) = [L: K]a;

)
)
)
(iv) Npjx(a) = al“™;
(v) Nijx(aa) = al““INy g (a);
)

N]L/K(O./Oél) = NL/K(OZ)NL/K(QI).

As demonstragoes dessas propriedades podem ser encontrada na referéncia [22].

1.3 Base integral e discriminante

Apresentamos os conceitos de base integral e discriminante que serao importantes
para a construcao de reticulados no Capitulo [3| Diferente das outras subsegdes, aqui
nao apresentamos exemplos. Para um melhor entendimento, os conceitos introduzidos,
aqui, para quaisquer corpos de nimeros, sdo exemplificados no Capitulo [2, por meio
de corpos quadraticos.

As referéncias utilizadas foram [I], [10] e [22].

Definicao 1.35. Seja O o anel de inteiros algébricos de um corpo de nimeros F.
Uma base de Og sobre 7, ou simplesmente, uma Z-base para Og, é chamada de uma
base integral para Of.
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Observagao 1.36. Se tomarmos uma base de Op sobre Q, teremos uma Q-base.
Teorema 1.37. Todo corpo de nimeros F possui uma base integral.
A demonstracao do teorema anterior pode ser encontrada na referéncia [2§].

Definicao 1.38. Sejam F = Q(«) um corpo de nimeros com [F : Q] = n, B =
{ag,aq, ..., } uma Q-base para F e o; parai =1,...,n 0os monomorfismos de F em
C. O discriminante de F, ¢ definido por

D]F = (det(aj (Oéi)))Q,

em que det € o determinante da matriz com entradas o;(a;) na i-ésima linha e j-ésima
coluna.

O proximo teorema fornece um critério para sabermos quando uma base é integral.

Teorema 1.39. Se o conjunto B C O ¢ uma base de Op e Dy € livre de quadrados,
entao B é uma base integral para Og.

A demonstragao do Teorema [1.39 pode ser encontrada na referéncia [22].

Observagao 1.40. Como vemos na referéncia [22], o valor do discriminante associado
a uma base integral de um corpo independe das bases tomadas.






2 Corpos quadraticos

Os corpos quadraticos sao o principal objeto de estudo do Capitulo |3| e do Capi-
tulo[d O objetivo aqui é caracterizar seu anel dos inteiros algébricos, base integral e
discriminante, a fim de construir reticulados no R™, com veremos no Capitulo 3]

As referéncias aqui utilizadas foram [I], [10], [22] e [28].

2.1 Caracterizacao dos corpos quadraticos

Definicao 2.1. Uma extensdo de corpos de grau 2 sobre o corpo Q € chamada de
corpo quadrdtico.

Proposicao 2.2. Todo corpo quadrdtico é da forma Q(v/d), sendo d wm inteiro livre
de quadrados.

Demonstragao. Sejam F = Q(6) um corpo quadratico, ou seja, um corpo de niimeros
de grau 2, e f(x) = 2? + ax + b, com a, b € Q, o polinémio minimal de 6 € F.

—a ++va?—4b
2

sao as raizes de f(z). Como £(26 + a) = va? — 4b, segue que Q(0) = Q(va? — 4b).
Por outro lado, a? — 4b é um ntmero racional que pode ser escrito como a? — 4b =
u o uv . :

— = —, com u, v € Z, mdc(u, v) = 1, e de forma que u e v ndo sejam quadrados
v v

perfeitos simultaneamente, pois caso contréario, teremos Q(f) = Q. Assim, Q(0) =

uv

Q(Wa*—4b) =Q <\/g> =Q ( ﬁ) = Q(y/uv). Escrevendo uv = k?d, com k, d €
Z., e d um inteiro livre de quadrados, entdo, Q(6) = Q(v/uwv) = Q(Vk2d) = Q(v/d). O

Resolvendo a equacao quadratica 6% 4+ afl + b = 0, segue que 0 =

A Proposicao nos diz que todo corpo quadratico I é da forma Q(\/E), em que d
¢ um inteiro livre de quadrados e {1, v/d} ¢ uma base do espaco vetorial Q(v/d) sobre

Q.

Definicao 2.3. Sed > 0, a extensao Q(\/g) sobre Q € dita real e se d < 0, a extensao
@(\/3) sobre Q € dita tmagindria.

2.2 Anel do inteiros algébricos e base integral de um
corpo quadratico

Conforme mencionado anteriormente, exemplificamos aqui os conceitos apresenta-
dos na Segao [1.3]

33
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A seguir, vamos caracterizar o anel dos inteiros algébricos de um corpo quadratico
F = Q(+/d), com d um inteiro livre de quadrados e seu discriminante.

Teorema 2.4. Se F = Q(\/E) € um corpo quadrdtico com d um inteiro livre de qua-
drados, entio o anel dos inteiros algébricos Op de Q(\/d) é dado por:

1 d 1 d
+Vd :{a+b< +\/_>,coma,b€Z} sed =1 (mod 4), e uma

(Z) O]F:Z 5 9

1++d

2 [

Z-base de Or € dada por {1,

(i) Op = Z[Vd] = {a+bVd, com a,b € Z} sed =2 oud=3 (mod 4), e uma Z-base
de O ¢ dada por {1,v/d}.

Demonstracao. O conjunto dos inteiros algébricos é nao vazio, pois, de imediato, os
ntmeros inteiros sao inteiros algébricos.

Seja o = a + bv/d € Q(+/d), com a, b € Q, um inteiro algébrico. Entéo, existe um
polinémio com coeficientes inteiros de modo que « é raiz deste polinémio.

Vamos analisar duas situacoes:

e Se b = 0, entao o polindmio minimal de a sobre Q ¢ dado por minga = = — a.
Como « é um inteiro algébrico, segue que a € Z.

e Se b # 0, entao o polindmio minimal minga de a sobre Q tem grau 2 e é obtido
do seguinte modo:

a = a+bV/d
a—a = bV/d
(a—a)*> = bd
o’ —2aa+a* = bid
o? — 2aa + (a® — b*d) = 0.

Logo minga = x? — 2azx + a®> — db*. Como « ¢ um inteiro algébrico, segue que
2a, a® — db* € Z. J& que a® — db* € Z entdo (2a)? — d(2b)* € Z e como 2a € Z
segue que d(20)? € Z. Ainda, 2b € Z, pois, caso contrario, 2b seria da forma %,

com w, y inteiros primos entre si e y # 0 (se 2b € R — Q, ¢é claro que d(2b)? ¢ Z).
2
Como d(2b)? € Z, segue que d <%) € Z e portanto ou y* | w? ou y? | d. O

primeiro caso ¢ impossivel, pois y { w. Logo, y? | d e assim, d = y*k, para algum
k inteiro, o que também é um absurdo, pois d ¢ livre de quadrados, por hipdtese.
Portanto, 2b € Z.

Concluimos que se o = {a + bVd, com a,b € Q} é algébrico, entao 2a e 2b sao
nimeros inteiros. Portanto, podemos escrever:

u:2a:>a:g e v:2b:>b:gcomueU€Z.
Temos também que (2a)? — d(2b)? € 47, pois

(2a)? — d(2b)* = 4a® — 4db® = 4(a® — db?) € 47Z.
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v
Substituindo a por ¥ e b por 3> segue que u? — dv? € 4Z. Entao 4 | u* — dv® ou,

equivalentemente,
u? — dv* =0 (mod 4). (2.1)

Agora, vamos determinar em quais condi¢oes a equivaléncia anterior é valida:

(i) Se u e v sdo impares, temos que a e b € Q — Z, ja que a =
para todo ki, ky € Z,

o

eb= 1—} Entao,
2

w—dv? = (2k1+1)*—d(2ko+1)? = 4(k2 4+ ky —dk2 —dky)+1—d € 4Z < 4 | (1—d).
Neste caso, a equivaléncia (2.1]) é valida se, e somente se, d = 1 (mod 4).

(ii) Se u e v sdo pares, temos que a e b € Z, ja que a = g eb= g Entao, para todo
k’l, ky € 7,
u? — dv? = (2k)* — d(2ky)? = 4(ki — dk3) € 4Z.

Neste caso, a equivaléncia (2.1) é valida se, e somente se, d = 2 (mod 4) ou
d =3 (mod 4).

(iii) Se w é impar e v é par, entdo, para todo ky, ko € Z,
u? — dv® = (2k; +1)% — d(2ko)? = 4(k] + ky — dk3) + 1 ¢ 4Z.
Neste caso, a equivaléncia ([2.1) nao é valida.
(iv) Se u é par e v é impar, entdo, para todo ki, ky € Z,
u? — dv? = (2k)* — d(2ky + 1)? = 4(k? — dk2 — dky) — d ¢ 47Z.

ja que d Z 0 (mod 4), pois d é livre de quadrados. Mais uma vez, a equivaléncia
(2.1)) nao é valida.

Do item (i) concluimos que se d =1 (mod 4), os elementos do anel Op dos inteiros
algébricos de Q(v/d) sdo da forma o = a +bvd coma e b€ Q — Z , isto &,

v—l—v\/zl U—v 1+\/E 1—1—\/8
5~ g V{3 €L |

Y

U v U—v
_ — — d:
o 2+2\/_ 5 +

ja que e v € Z (note que se u e v sdo impares, entdo u — v é par). Portanto,
1 d
OF CZ + \/_ .
2
14+ +Vd 14+ Vd .
Por outro lado, se « = a + b < 2\/_) S/ 2\/_ , com a, b € Z, entao

2 2 2 2
1—
orveze (L0) _a(Y) - LEOA-0F
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pois d = 1(mod4). Logo, Z

C O, pois os coeficientes do polindmio mi-

(1 — d)p?
1

1+vd
2

nimal de a, minga = 2% — (2a + b)z + a® + ab +

1+vd
2

, estao em Z. Portanto,

Or=2

Do item (ii) concluimos que se d = 2 ou 3 (mod 4), o anel O dos inteiros algébricos
de Q(v/d) é da forma a = a 4 bv/d com a e b € Z. Sendo assim, o € Z[/d] e, entdo,
Or C Z[\/E]

Por outro lado, todo o € Z[/d], é raiz do polinémio 22 — 2az + a® — db* € Z[z],
pois 2a, a® — db? € 7. Logo, Z[/d] C O. Portanto, O = Z[V/d). O

2.3 Discriminante de um corpo quadratico
Proposigao 2.5. Seja d um inteiro livre de quadrados, o discriminante de F = Q(V/d)
sobre Q € dado por:

(i) Dr =d, se d=1 (mod 4);

(ii) Dy = 4d, se d =2 (mod 4) ou d =3 (mod 4).
Demonstracao. Pelo Teorema , os monomorfismos de F = Q(v/d) em C, com d € 7Z
um inteiro livre de quadrados, sao

o1 (Vd) = Vd e 03(Vd) = -V,

segue que o discriminante de um corpo quadratico é obtido do seguinte modo:

14+Vd
5[

(i) Para d = 1 (mod4), temos que uma base integral de Q(v/d) é {1,

entdo, pela Definicdo [1.38, o discriminante de Q(v/d) é

o5(1) 2

o1(1)
De = Dsjg <1,1+2\/Zz>: det <1+¢8) U <1+\/Zz> _

2 2

=|det| 1+vd 1-Vd = 5 5
2 9

1 1 (1—\/3_1+\/E>2:d

(ii) Para d = 2 (mod 4) ou d = 3 (mod 4), temos que uma base integral de Q(v/d) é
{1,1/d}, entdo, usando a Definicio o discriminante de Q(v/d) é

Dr = Dyjo(l,Vd) = (det ( aﬁ%) UZZE/%) )>2

- (det ( ))2 = (—2Vd)? = 4d.

1
Vi

5
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[
Exemplo 2.6. Dado F = Q(+/5), o discriminante de F é 5, ja que 5 = 1 (mod 4).

1 5 1 5
De fato, pelo Teorema temos que O = Z V5 , {1, V5

2 2

integral de Op e os monomorfismos de F em C sio o,(vVd) = Vd e 0o(Vd) = —/d.
Portanto, de acordo com a Proposicao [2.5 o discriminante é dado por

} é uma base

2

1 5 2
o1(1) o +2f , LEVS
Dr = det = | det 2
’ 14++5 . 1-+/5
02(1) 09 9 2
2
B (1—\/5 1+\/5> .
a 2 2 o

que é livre de quadrados. Observe que todas as hipoteses do Teorema sao satis-
feitas.






3 Reticulados

Neste capitulo, apresentamos os principais conceitos da Teoria de Reticulados. Tam-
bém vamos expor aqui como construir reticulados no R™ via corpos de ntmeros, es-
pecialmente via corpos quadraticos. Dessa forma, podemos identificar os pontos do
reticulado no R™ como os elementos de um corpo de numeros. A partir dai, podemos
estudar esses resultados em diversos contextos e aplicagoes, conforme veremos neste
capitulo e no Capitulo [4]

As referéncias aqui utilizadas foram [1], [§], [11], [28] e [22].

3.1 Definicoes

Nesta secao, apresentamos a defini¢ao de reticulados e outras defini¢coes importantes
como a regiao fundamental, matriz de Gram e volume da regiao fundamental. A partir
de agora os reticulados serao a base de todo o contexto apresentado.

Defini¢ao 3.1. Sejam {vy,vs, ..., v} vetores linearmente independentes do R™, com
m <n. O conjunto de pontos

A= {x:i)\ivi,)\i GZ},
i=1

¢ chamado reticulado de dimensao ou posto m e {vy,va,...,vn} € chamado de base
do reticulado.

Equivalentemente, entende-se por reticulado um subconjunto discreto aditivo do R",
ou seja, pontos isolados. Como veremos, esse conjunto é geometricamente organizado.

Definicao 3.2. O paralelepipedo formado pelos pontos
91U1+"'+9mvm, OSGZ < 1,
¢ chamado um paralelepipedo fundamental ou regiao fundamental do reticulado.

Exemplo 3.3. A = Z? é um reticulado gerado pelos vetores e; = (1,0) e e; = (0,1)
com regiao fundamental descrita na Figura a seguir.

Definigao 3.4. Seja {vy,...,v,} uma base do reticulado A. Se v; = (vi1, ..., Vi), com
1=1,---,m, a matriz
V11 V21 oo Umi
V12 V22 ... Um2
M =
Uin UV2n -+ Umn

39
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Figura 3.1: Regiao fundamental

¢ chamada uma matriz geradora para o reticulado. A matriz G = M'M ¢é chamada
uma matriz de Gram para o reticulado, em que t denota a transposicao.

Observagao 3.5. De acordo com a Definigao [3.4, o reticulado A é formado pelos
pontos

A={x={M\|XeZ"},
onde A\ é um vetor de tamanho m x 1.

Definicao 3.6. Para reticulados de posto mdximo, isto €, m = n, a raiz quadrada do
determinante do reticulado € o volume do paralelepipedo fundamental, também chamado
volume do reticulado, e denotado por Vol(A).

Definicao 3.7. O determinante do reticulado A € definido como sendo o determi-

nante da matriz de Gram,
det(A) = det(G).

Observacao 3.8. De acordo com a Defini¢ao [3.6/ e a Definicao|3.7] se m = n o volume
de A é dado por Vol(A) = |det(M)].

Exemplo 3.9. Seja o reticulado A em Z? com base {(2,0),(1,4)}, representado na
Figura (3.2, Uma matriz M geradora para A é M = ( (2) le e de acordo com a

Definigao [3.4} sua matriz de Gram G é G = ( ;1 127 ) .

O determinante de A ¢é det(A) = det(G) = 68 —4 = 64, e o volume de A é Vol(A) =
|det(M)|= |8 — 0|= 8.

Definicao 3.10. Dizemos que um reticulado tem posto mdzximo ou posto completo
sem =n, e neste caso M é uma matriz quadrada. Assim,

det(N) = (det(M))?.
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Figura 3.2: Representacao geométrica do reticulado do Exemplo [3.9

Exemplo 3.11. Do Exemplo [3.9) temos que A tem posto completo e portanto,
det(A) = (det(M))* = (8 — 0)? = 64.
Neste trabalho vamos considerar reticulados de posto completo.

Definicao 3.12. A norma minima de um reticulado A é dada por
|A|:=min{]||x| : x € A, x # 0},

em que ||-|| € a norma euclidiana usual em R™.

Observe que é sempre possivel definir a norma minima de um reticulado uma vez
que A é nao vazio e é um conjunto discreto. Dessa forma, pode-se definir o conjunto
das distancias entre os pontos do reticulado e a origem, e esse conjunto tera elemento
minimo, conforme a referéncia [19].

Exemplo 3.13. Do Exemplo temos que a norma minima do reticulado é 2, ja que
os vetores com norma minima sao (2,0) e (—2,0).

Definicao 3.14. Um empacotamento esférico, ou simplesmente um empacotamento
no R", € uma distribui¢cao de esferas de mesmo raio no R™ de forma que a intersegao
de quaisquer duas esferas tenha no mdximo um ponto. Pode-se descrever um empaco-
tamento indicando apenas o conjunto dos centros das esferas e o raio.

Definigao 3.15. Denotando por B(p) a esfera com centro na origem e raio p, definimos
a densidade de empacotamento de A como

A(A) = Volume da regiao coberta pelas esferas  Vol(B(1))p"

Volume da regiao fundamental — Val(A)
7.{.77,/2 )
—, Sené par
(3)!
2nr(=D/2((n —1)/2)!
n!

onde Vol(B(1)) =

, Senempar
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Portanto, o problema se reduz ao estudo de um outro parametro, chamado de den-
sidade de centro, que ¢ dado por

p
o) = Vol(A)

Y22

Para mais detalhes sobre o assunto, consulte a Referéncia [§].
O objetivo do empacotamento esférico é encontrar uma maneira de arranjar esferas
de mesmo raio de forma que o espaco do R™ coberto por elas seja o maior possivel.

Observacao 3.16. Note que:

(i) Tomaremos o raio das esferas do empacotamento como a metade de 7.

(il) Quando o conjunto dos centros da esferas do empacotamento forma um reticulado,
chamamos esse empacotamento de empacotamento reticulado.

Exemplo 3.17. Seja o reticulado Z* com base {(1,0), (1,3)}. Temos que o raio das

esferas ¢ p = 5 ©dque Vol(B(1)) = 1-7 = 7. O volume do reticulado é dado por

| det(M) |=3 — 1 = 2. Logo, a densidade de empacotamento é

r Ly
vaB) ™G
Vol(A) N 2 8 39, 3%.

Isso quer dizer que as esferas (circulos, neste caso) ocupam 39, 3% do R?.

A densidade de centro desse reticulado é 3

Os empacotamentos reticulados de maior densidade sao conhecidos nas dimensoes
1 a 8 e 24. Para maiores informagoes, consulte a Referéncia [§].

Definicao 3.18. Seja B uma matriz n xn com coeficientes em Z. Um sub-reticulado
N de A ¢ dado por

N={x=MBXN| \eZ"},
em que M € a matriz geradora de A.

Exemplo 3.19. Considere o reticulado

o (10 A
wez e (10)(2) nnes).

Se tomarmos um reticulado

(e (3 D) () moner)

temos que A é um sub-reticulado de Z?2.

Em outras palavras, quando um reticulado A’ é sub-reticulado de A, temos que A’
é um subconjunto de A que também é um reticulado. Na Figura [3.3] apresentamos a
esquerda a representacao geométrica de A e a direita a representacao geométrica de A.
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Figura 3.3: Representacao geométrica dos reticulados do Exemplo |3.19
Definigcao 3.20. Dado um reticulado A, um reticulado escalonado N’ pode ser obtido
multiplicando todos os vetores do reticulado por uma constante, isto €,

N =cA, ceR.
Ainda, A" é um sub-reticulado de A quando ¢ € Z.

Exemplo 3.21. Considere o reticulado

1 0o 7 A1
A=<{x= 2 -1 1 Ao |)\1, )\2, A3 € Z
-3 0 =2 A3
Se tomarmos
1 0o 7 A
AN=<{x=c|[ 2 -1 1 Ao || A, de, A3€ZeceRy,
-3 0 =2 A3

temos que A’ é um reticulado escalonado.
Se ¢ € Z, temos que A’ é um reticulado escalonado e um sub-reticulado de A.

Na Figura |3.4] apresentamos a representacao geométrica de A.

Definicao 3.22. Dois reticulados A1, Ay C R™ de posto n sao ditos semelhantes ou
equivalentes se existe uma matriz ortogonal A, de ordem n com entradas em R, e
uma constante real o tal que Ay = aAA,.

Exemplo 3.23. Os reticulados

o

0e;

U

6 3
0 12

2 1
0 4

)(
)(

A1
A

A3
Aq

)|)\1,/\2€Z} e

) |>\3,)\4€Z}
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Figura 3.4: Representacao geométrica do reticulado A do Exemplo [3.21

do R? sao semelhantes, pois

(o)== ()5 4)

Em outras palavras, reticulados semelhantes tém a mesma configuragdo mas nao a
mesma escala.

Observagao 3.24. Note que:

1. Se A’ é um reticulado escalonado A’ = cA, entdo A’ também é semelhante a A
fazendo A’ = cIA, sendo I a matriz identidade.

2. Se A’ é um sub-reticulado de A, entao A’ e A sdao semelhantes. De fato, se M ¢ a
matriz geradora de A e M B a matriz geradora de A’, basta fazer a = 1 para obter

N = oM BA.

3. A semelhanca entre A; e Ay é uma relacdo de equivaléncia, que denotamos por
~ ,isto é, Ay ~ As. De fato, a semelhanca de reticulados segue das condic¢oes da

Definicao de relacao de equivaléncia, pois, dados Aj, Ay C R™,

(i) Ay ~ Ay, jaque Ay =1-1-Aq, em que I é a matriz identidade de M,(R).
(ii) Se Ay ~ Ay entao Ay ~ A;.

De fato, se Ay = aAAy, com a € R e A uma matriz ortogonal de M, (R),
entao,

AN = aATAA,
AtAl = O[]AQ
(1/71 AtAl = A2 ,

sendo I a matriz identidade, a=! € R e A’ uma matriz ortogonal. Portanto,

A2 ~ Al-
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(111) Se A1 ~ A2 e A2 ~ Ag, entao A1 ~ A3.
De fato, se Ay = ANy e Ay = FBA3, com o, f € R e A, B matrizes ortogonais
de M, (R), entao

AtAl = OéAtAAQ
ANy = alA,
Oé_lAtAl = AQ.
Como A2 = BBAg,

Oé_lAtAl = BBA3
AtAl = (O{ﬂ)BAg

AA'N, = (aB)ABA,
IAl = (Oéﬁ)ABA:g
Al (Oéﬂ)ABAg,

sendo I a matriz identidade, af € R e AB uma matriz ortogonal, ja que a
multiplicacao de matrizes ortogonais também é ortogonal. Portanto, A; ~ Aj.

As classes de equivaléncia dos reticulados sob esta relacao em R"™ sao chamadas de
classes de semelhancas.

3.2 Reticulados algébricos

Nesta secao apresentamos como construir reticulados algébricos no R™. Reticulados
algébricos sao reticulados obtidos via o anel dos inteiros algébricos de um corpo de
numeros ou via um ideal no anel dos inteiros algébricos de um corpo de ntimeros. Esse
tipo de reticulado é construido através da imagem de um homomorfismo especifico.

Definicao 3.25. Sejam oy,---,0, 0s n Q-monomorfismos de um corpo de nimeros
K de grau n, e vamos ordenar os o;s de modo que, para todo x € K, o;(z) € R, 1 <
i <11, € 0jir(x) € 0 conjugado complexo de oj(x) para 1 +1 < j < 1y + ry. Note
que 1 + 2ro = n. Chamamos de homomorfismo candnico ou homomorfismo de
Minkowski o : K — R" definido por

O'(:L‘) = (Ul(x)v 0 (ZL‘), §]%0-7’1-1—1@7)’ %O-Tﬁ-l(x)v T 7§R0—T1+7’2 (l’), %O-TH-W (I))7
em que R e & denotam as partes real e imagindria, respectivamente.

Observacao 3.26. Note que r; é o niimero de monomorfismos reais e 2r, é 0 nimero
de monomorfismos complexos.

Exemplo 3.27. Sejam o corpo quadratico K = Q(v/—2), e {01,02} o conjunto dos
Q-monomorfismos de K em C, em que o; é a aplicacao identidade e o9(y/—2) = —v/—2.
Neste caso, 1 = 0ery = 1. Parax = a+ by—2 € K, com a,b € Q, temos o(a +

bv/=2) = (Roy (), So1(2)) = (a,bV/2).

Uma das aplicagoes do homomorfismo canonico é a geragao de reticulados R", como
apresentamos no teorema a seguir.
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Teorema 3.28. Se {wy, -, w,} € uma base integral para Ok e o : K — C o homo-
morfismo candnico, entGo os n vetores v; = o(w;) € R" i = 1,---,n sdo linearmente
independentes e definem um reticulado em R™, denominado reticulado algébrico.

A demonstracao do teorema anterior pode ser encontrada na Referéncia [28)].

Em outras palavras, um reticulado algébrico é um reticulado gerado pelas imagens
dos vetores de uma de suas bases integrais via homomorfismo canénico.

Partindo do que foi dito no Teorema [3.28] apresentamos a definigao a seguir.

Definigao 3.29. Se {wy,---,w,} € uma base integral de Ok, o anel dos inteiros algé-
bricos de K, a matriz geradora do reticulado algébrico A C R™ € dada por

0'1(11)1> 0'1(11)2)

Ory (wl) Ory (wQ)
Ropy11(w1)  Rop, a1 (w2)
%01”1 +7r2 (wl) %Oﬁ +7r2 (wQ)

Ko, 1 (wn)
S0y 4, (W)

Exemplo 3.30. Seja o corpo quadratico K do Exemplo [3.27 Sabemos que —2 =
2 (mod 4) e, pelo Teorema , Or = Z[vV—2| = {a+bV/—2, com a,b € Z} e uma base

integral para Op é {1,v/—2}.

Para x = a + by/—2 € K, temos que o(x) = (a,bv/2), logo

o(1) =(1,0)
o(v=2) = (0,V2).

Assim, os vetores geradores desse reticulado sao (1,0) e (0,1/2).
Por outro lado, a matriz geradora do reticulado gerado pelas imagens de {1, v/—2}

(%0'1(1) %0’1(\/—_2)
Soi(1) So1(v-2)

e a Figura (3.5 apresenta a sua representacao geométrica.

Figura 3.5: Representagdo geométrica do reticulado algébrico do Exemplo [3.30] gerado

pela base {(1,0), (0,v/2)}.
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Proposigao 3.31. Sejam K um corpo de nimeros de grau n, o o homomorfismo
candnico e I um ideal nao nulo de Og. Os conjuntos o(Ok) e o(Z) sao reticulados

algébricos, com volumes )
Vol(o(Ok)) = 27| Dk|?,

Vol(o(Z)) = Vol(a(Ok))N ().
em que N(Z) indica a norma de I.

A demonstracao da Proposicao pode ser encontrada na Referéncia [25].
Denotaremos o reticulado o(Ok) por Ak e o reticulado o(Z) por Ak (7).

Exemplo 3.32. Seja K = Q(v/5). Pelo Teorema 2.4, o anel dos inteiros algébricos ¢

145 1+\/5}
) .

dado por Og = Z 5

Os dois monomorfismos sao 01(\/3) = /5, 02(\/5) = —/5. Neste caso, 1 = 2 e
ry = 0, assim para z = a + by/5 € K, temos que o homomorfismo canénico é dado por
o(z) = (o1(x), 09(x)) = (a+bv/5,a — by/5). Calculando o homomorfismo canénico nos
elementos da base integral, temos

(1) = (o1(1), 02(1)) = (1, 1);

1+V5) 1+V5 1+v5)\)  [(1+v5 1-5
S\ T2 T\ T )2l T T2 T2 )

1+v5 1-+5
2 2 )

e uma base integral para Ok é {1,

Pela Proposicao|3.31, Ak é um reticulado no R? gerado pelos pontos (1,1) e (

Além disso, a matriz geradora do reticulado Ak é

M = Ul(l) o1 %g :(1 2 )

0'2(1) g9 5

H
J’_
S

—_
—

|
Bl

Como o discriminante de K é 5, conforme vimos no Exemplo o volume de Ak é
1

Vol(a(Ag)) = 27°/5|2= /5.

A Figura [3.6) mostra a forma do reticulado Ag.

Exemplo 3.33. Seja K = Q(1/—3). Pelo Teorema o anel dos inteiros algébricos é
14++v-3 14++v-3
dado por OK:Z[% ,+T}
Os dois monomorfismos sao o1(v/—3) = v/—3, 02(vV/—3) = —+v/—3. Neste caso,
ry =0 ery =1, assim, para x = a + bv/—3 € K temos que o homomorfismo canénico
é dado por

} e uma base integral para Ok é {1

o(x) = (Roi(x), So1(x)).

Calculando o homomorfismo candnico nos elementos da base integral, temos

o(1) = Rau(1), o1 (1)) = (1,0);

(557) = (o (F5) o (B57))

I
Y
R =
| %
N——
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)
T

T T S S R
-4 ° 2 2 40

Figura 3.6: Representacao geométrica do reticulado algébrico do Exemplo [3.32] gerado

pela base {(1, 1), (1 _|_2\/S’ L _2\/5) }

1\/§>

Pela Proposigao|3.31} Ax ¢ um reticulado no R? gerado pelos pontos (1,0) e (5, 3

Além disso, a matriz geradora do reticulado Ak é

Roy(1) Roy (L3
M == —=
%0’1(1) %O’l —1+273

Mlawh—‘
N——

VR
O =

O volume de Ag é

S

Vol(Ag) = 27'-3|7= 5

A Figura [3.7 mostra a forma do reticulado Ag.

Figura 3.7: Representagao geométrica do reticulado algébrico do Exemplo [3.33] gerado

pela base {(1,0), (%, ?) }

Observagao 3.34. Note que:
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(i)

(i)

(iii)

E possivel verificar que com essa estrutura algébrica obtém-se o reticulado hexago-

nal, que na literatura é denotado por As, e possui volume igual a ‘/75 e densidade
de centro igual a \/Lﬁ Esse tipo de reticulado recebe esse nome pois podemos
formar hexégonos regulares com os pontos do reticulado, conforme a Figura [3.7
E importante lembrar que todos os reticulados semelhantes a A, também sao

hexagonais. Para maiores detalhes, consulte [§].

Observe que nos exemplos anteriores poderiamos ter calculado o volume do reti-
culado a partir de sua matriz geradora, como na Definigao (3.4l

Como citamos anteriormente, um reticulado algébrico é um reticulado gerado pe-
las imagens dos vetores de uma de suas bases integrais via homomorfismo cano-
nico. Tais reticulados podem ser obtidos de maneira mais geral, considerando
ideais de Ok ou considerando ideais em Op, em que L é uma extensao finita de
K.

Um reticulado algébrico A" construido a partir de um ideal Z C Oy, fornece um
sub-reticulado do reticulado algébrico A construido a partir de Op,. Se Z = aOy,
entao a matriz geradora M é dada por

o1 (aw) o1 (aw,) e o1(awy,)
o, () o, (Qwy) T o, (Qwy)
Roy 11(awy)  Ropq(awy) -+ Rop, g1 (awy,)

%0—7”14#2 (awl) %0—7”14#2 (an) e %O—T1+T2 (@wn)






4 Reticulados bem arredondados

Neste capitulo, investigamos em quais condicoes reticulados algébricos em R? sao
bem arredondados, do inglés, well rounded.

Tal investigacao é importante para o estudo de empacotamentos esféricos, proble-
mas referentes ao ntimero de contato (do inglés, kissing number) e outras propriedades
de reticulados que sao interessantes na aplicacao prética.

Como este é um tema de estudo recente, existem poucas referéncias relacionadas a
ele. Para o seu desenvolvimento, as referéncias utilizadas foram [6], [12], [14] e [28].

4.1 Definicoes iniciais

A fim de facilitar a leitura do texto, toda vez que nos referirmos aos reticulados
bem arredondados, usaremos a sigla WR (Well-Rounded).

Definicao 4.1. Seja A um reticulado de posto completo em R?, com d > 2. O con-
junto dos vetores minimos de A € definido por

S(A) = {x e A x][= |Af},
onde |A|= min{|x| : x € A, x # 0} (ver Defini¢ao[3.19).

Definicao 4.2. Seja A um reticulado de posto completo em R?, com d > 2. Dizemos
que A é um reticulado WR se S(A) gera R?.

Observacao 4.3. A propriedade WR é preservada com relacao & semelhanca. Em
outras palavras, se dois reticulados de posto completo A;, Ay C R" sao semelhantes e
A; é WR entao Ay também é WR.

Lembremos da Secao que Ax(Z) = o(Z) denota o reticulado em R? obtido via
o ideal Z de Ok e Ag = 0(Ok), em que o : K — R? é 0 homomorfismo canénico dado
na Definigao [3.25]

Observagao 4.4. Dado x € A, z # 0, a fim de facilitar os célculos consideramos ||x|[?
ao invés de ||x||, pois o resultado nao se altera.

Exemplo 4.5. Seja K = Q(i) = {a + bi | a,b € Q}. De acordo com a Proposigao [2.4]
como —1 # 1 (mod 4), entdo {1,7} ¢ uma base integral de Ax. Além disso, é claro que
K é totalmente imaginéario ja que r; = 0.

Para todo x € Ak,

= (Ao By () -6 () = ()

o1
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com x1,xy € 7.
Dalf,
I[|* = ot + 23,
que assume o menor valor, nao nulo, quando x; = +1 e x5 = 0 ou quando x; = 0 e
r9 = 1. Portanto,

S(A]K) = {(17 O)a (07 ]-)7 (_]-7 0)7 (07 _1)}
Claramente, S(Ag) gera R?, o que ¢ suficiente para concluir que Ax é bem arredondado.

Observacao 4.6. O resultado encontrado no Exemplo[4.5 era intuitivamente esperado.
Tal afirmagao pode ser verificada a partir da Figura a seguir, no plano cartesiano,
que descreve os pontos de Ag em uma parcela da regidao préxima a origem de R2.

Figura 4.1: Representacao geométrica do reticulado do Exemplo [4.5]

Os pontos em azul sdo os de menor distancia até a origem (exceto ela mesma), o
que é equivalente a afirmar que s@o os elementos de S(Ax), o que de fato acontece,
como verificado no Exemplo 4.5 .

Exemplo 4.7. Sejam K = Q(v/—3) = {a +bv/—3 | a,b € Q}. De acordo com
1+\/f3}

y é base integral de Ak, uma vez que —3 =

1 (mod 4). Além disso, sabemos que K é totalmente imaginario, ja que r; = 0.
Para todo x € Ak,

o [Rn(1) Rou () (xl) _ (1 %) (xl) _ (x1+%>
Soi(1) Son (=) ) ) \0 42\ =ys )
com x1,xy € Z.
Dalf,

a Proposicao , o conjunto 11,

2
3z5

2 2
||X||2:(:171+%)2+<—“22\/§> =2+ zy2p + 2 + P2 = af + x4 23,

que assume o menor valor, nao nulo, quando 1 = 1l e xy =0, x1 = 0 e x5 = *+1,
r1=1lexzy=—1ouxzy =—1eax,=1. Portanto,

S(Aw) = {(1,0), (=1,0), (5, 4), (=3, =), (

Novamente, ¢ claro que S(Ax) gera R?, ou seja, Ak é bem arredondado.

)

JIs

23),(

oG

[N
N

Y
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Para dimensao 2, os tnicos reticulados obtidos via o anel dos inteiros de um corpo
de nimeros que sao WR sao Aqgei) e Ag/=3). Mostraremos tal resultado na proxima
$egao.

Além disso, todos os sub-reticulados de Ag(;) e Ag(,/=3), obtidos a partir de ideais
em Ok, K = Q(i) e K = Q(v/=3), também sdo WR. Isto é uma consequéncia direta do
fato de que sub-reticulados de Ag() e Ag(,/=3) sdo semelhantes & Aggi) e Ag/=3) (ver
3.24)).

No entanto, a unicidade observada acima se refere a reticulados em R? obtidos via o
anel dos inteiros de um corpo de nimeros. Para o caso dos reticulados em R?, obtidos
via um ideal fracionario no anel dos inteiros de um corpo de niimeros, mostraremos
no Teorema que existem infinitos corpos quadraticos K cujo anel dos inteiros
algébricos contém um ideal Z com a propriedade de que Ag(Z) é WR. Apesar disso, é
relevante observar que existem corpos quadraticos cujo anel dos inteiros algébricos nao
contém nenhum ideal de modo que o reticulado correspondente seja WR.

4.2 Reticulados Ag(Z) bem arredondados em R?

Nesta segao investigamos em que condigoes reticulados em R? do tipo Ag(Z), onde
K é um corpo quadratico e Z é um ideal de Ok, sao WR.

Iniciamos este estudo apresentando uma propriedade geral sobre reticulados WR e
que seréa necessaria para os resultados que apresentamos adiante.

Lema 4.8. Um reticulado de posto completo A C R? contém 2,4, ou 6 vetores minimos
e € WR se, e somente se, | S(A) |=4,6. Além disso, | S(A) |= 6 se, e somente se, A
¢ semelhante a Ny /=3, o reticulado hezagonal.

Demonstra¢io. Seja x € S(A). E claro que ||x||° = ||—x|%, e entdo —x € S(A).
Sabemos que, se dois vetores distintos de S(A) s@o linearmente dependentes, entao sao
opostos entre si. Assim, S(A) tem um namero par de elementos e contém dois vetores
linearmente independentes se, e somente se, |S(A)|> 4.

Suponha que o angulo ¢ entre dois vetores distintos x,y € S(A) seja tal que ¢ < 7.
Entao, pela lei dos cossenos,

2 2 2 2 2
I = ylI" = [lx]I” = 2l[x][llyllcos & + [ly [I* < lIx[I" = [Ix[llyll+lIylI"-

Como ||x||= |ly]|, pois x e y € S(A), da desigualdade acima segue que
2
=yl < [xl*=llylI*,
o que é um absurdo, ji que encontramos um vetor x —y € A, com x —y # 0, com
norma menor que ||x||= ||y||. Sendo assim, o angulo entre os vetores de S(A) deve ser
maior ou igual a %
Pela definigdo de S(A), seus vetores estdo compreendidos na circunferéncia de centro

na origem e raio |A|. Entao, |S(A)| é tal que

2
[S(A)]

>

wl

Segue da desigualdade anterior que | S(A) |< 6. Entao | S(A) |= 2, 4 ou 6.
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Se | S(A) |= 2, entdao A nao é WR, pois 2 vetores linearmente dependentes nao
geram A C R?. Portanto A ¢ WR se, e somente se, |S(A)|= 4 ou 6.

Agora vamos mostrar que se | S(A) [= 6 entao A ~ Ag(,/=3).-

Observe que se | S(A) |= 6, o angulo formado por dois vetores quaisquer x, y €

S(A) deve ser, necessariamente, 3 pois, se houvesse dois vetores cujo angulo entre eles

. . ’ A 7T
fosse maior, haveria também um par de vetores com angulo entre eles menor que 3 0

que é um absurdo.
s
Como o angulo entre x e y é 3 e A tem posto igual a 2, entao x e y sao linearmente

independentes e, consequentemente, estes dois vetores formam uma base de A, segue
que A ~ Ag/=3). Fazendo rotacdo e dilatagio dos vetores, obtemos o reticulado
hexagonal.

Por outro lado, se A ~ Ag/=3), entdo [S(A)|= [S(Ag/=3))|= 6. O

Observagao 4.9. Para reticulados com quatro vetores minimos, existem infinitas clas-
ses de semelhancas distintas de reticulados WR em R2.

De fato, isto é intuitivamente esperado, ja que, se x € S(A), entao —x € S(A). Tais
pontos formam um angulo 7 entre si, e o arco formado por eles contém uma infinidade
de pontos. Cada ponto y dessa infinidade obviamente se comporta como um vetor
em R2, e seu oposto —y também tem um ponto correspondente pertencente a mesma
circunferéncia. E demonstravel que a infinidade de possibilidades para y se mantém
se aplicarmos a restri¢do de que quaisquer dois pontos de {—x,x, —y,y} formem um

. . ™ . .
angulo maior ou igual a 3 como vemos na Figura . Para isso, basta que y faca um

T T

angulo #; com x de modo que 3 <t < 3 Dai, se 6, é o angulo entre y e —x, entao
2T s

Op=m—0,>1— — = 3 Assim, existem infinitas configuragoes de quatro pontos

numa circunferéncia de centro na origem que possam eventualmente ser representadas
por reticulados de quatro vetores minimos. E de se esperar entao que existam infinitas
familias de reticulados com |S(A)|= 4. Para maiores detalhes, consulte [14].

Y arco de posigoes
possiveis de y

Figura [4.9} Representacao de angulo entre dois vetores
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A proposigao a seguir mostra que apenas os reticulados algébricos Q(i) e Q(v/—3)
sao WR.

Proposigao 4.10. Seja K = Q(v/d), com d € Z livre de quadrados, d # 1. Entio Ag
¢ WR se, e somente se, d = —1 oud = —3.

Demonstracao. Seja x € Ag.

(i) 1° caso: d # 1 (mod 4), d > 0.

Neste caso, para qualquer elemento nao nulo x € Ag,

= o) = (0 28) (2) = (1 225)
onde x1, x5 € Z. Dali,
Ix|[* = (21 4+ 22Vd)* + (21 — 22Vd)* = 2(2} + dar) > 2,

que assume menor valor quando x; = £1 e x5 = 0, logo S(Ax) = {(1,1), (—1,—1)}.
Portanto, Ax nao pode ser WR.

(i) 2° caso: d # 1 (mod 4),d <0

Neste caso, para qualquer elemento nao nulo x € Ag,

<= (8o amiv) ()= (0 i) () = )
A\ Qo (1) %01(\/3) za)  \O ldl ) \x2)  \a2/|d|)’
onde x1, xo € Z. Dal,
Ix[|* = 2F + [d]23 > 1,

que assume o menor valor quando z; = +1 e x5 = 0, a menos que d = —1. Nesse
caso, r1 = 0 e x9 = £1 sao também solucoes. Portanto, Ax é WR se, e somente
se, d = —1. Se este ¢ o caso, S(Ax) = {(1,0),(0,1),(—-1,0),(0,—1)}.

(iii) 3° caso: d =1 (mod 4), d > 0 (entao d > 5)

Neste caso, para qualquer elemento nao nulo x € Ag,

< a1(1) oy (1) (x1>: | Vi (Sﬁ)z 2e1tey | 22Vd
02(1) 02(1+2\/3) 2 1 %ﬁ To le%_mg/g )

onde xq, x5 € Z. Dali,

1
Ix|1* = 5427 + (d+ 1)af + daya) > 2,

que assume menor valor quando z; = £1exy = 0. Logo, S(Ax) = {(1,1),(—1,—-1)},
o que significa que Ag nao pode ser WR.

(iv) 4° caso: d=1 (mod 4), d < 0 (entao d < —3)
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Neste caso, para qualquer elemento nao nulo x € Ag,

(i T (- (£ 0)- ()

onde x1, x5 € Z. Dali,

d|+1)x2
HXH2=l’%+$1l’2+ (| |4 ) 2 21’
que assume o menor valor quando z; = +1 e x5 = 0, a menos que d = —3. Nesse
caso, o menor valor é obtido quando 1 =0 e x9 = 1, quando z; = 1 e x5 = —1
ou quando x;1 = —1 e x5 = 1. Portanto, Ax é WR se, e somente se, d = —3. Se

este é 0 caso,
S(AK) - {(170)7 (_1’0)7 (%7 73)7 (%7 _\/T?:)? (_%7 \/7?:)7 <_

o que conclui a demonstracao.

J )

—)}

N

O proximo resultado diz respeito & semelhanca de reticulados.

Lema 4.11. Seja K um corpo quadrdtico totalmente imagindrio. Se T é um ideal
principal de Og e J = oZ € um ideal fraciondrio, com o € K*, entdo Ag(J) ~ Ak.

Demonstracao. Por hipotese, existe v € Ok tal que Z = vOk. Pela mesma justificativa,
J = ayOg. Observe que ay € C. Dai, 3r,v € R tais que ay = re?’. Como .J
é fracionario, faz sentido aplicar o homomorfismo canénico em J para se obter um
reticulado. Dado um elemento 3 = se? € C, ary gera uma rotacao e dilatagao quando
multiplicado por 8. Assim,

ayf3 = rse'®+¥)

Como Ax = 0(Ok), essa é a a¢ao de ay no reticulado. Portanto, Ax(J) = o(ayOk) é
obtido via dilatagao e rotagao de Ag. Segue que, Ax ~ Ag(J). O

Corolario 4.12. Sejam K um corpo quadrdtico tal que K = Q(i) ou K = Q(v/=3) e
Z C K um ideal fraciondrio nao nulo. Entio Ax(Z) é WR. Por outro lado, se K € um
corpo quadrdtico totalmente imagindrio tal que K # Q(i) e K # Q(v/=3), e T C K é
ideal nao nulo fraciondrio e principal, entio Ax(Z) nao é WR.

Demonstragao. Como Q(i) e Q(v/—3) s@o corpos, segue que sao também anéis prin-
cipais. Escreva K como um desses corpos e seja Z ideal fracionéario de K. Assim, Z é
ideal principal de K. Dai, da € K tal que

I:aK:{ai—; : xl,xQGOK,xQ%O},

. v « ’
ou seja, I = —O0Ok, para algum zo € Og. Escrevendo — = a € K, segue que
T2

x
T = ' Og. Como T ¢ além disso fracionério, segue do Lema que Ag(Z) ~ Ak. Pela
Proposi¢ao[d.10], Ax ¢ WR. Como a semelhanga entre reticulados preserva a propriedade
WR, conclui-se a primeira parte da demonstracao.

Por outro lado, se K # Q(i) e K # Q(v/—3), pela Proposi¢ao Ax nao ¢ WR.
Se Z é um ideal fracionario principal de K, temos, analogamente ao caso anterior,

que 3o’ € K tal que T = o/ Ok. Dai, pelo Lema Ax(Z) ~ Ak e, portanto, Ax(Z)
nao ¢ WR.
]
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O resultado anterior é importante por apresentar um critério para que reticula-
dos Ax(Z), T C Ok, em que K é um corpo quadrético imaginario diferente de Q(¢) e
Q(+v/—3), nao sejam WR, e também por garantir que, nesses corpos, todo ideal fracio-
nario ndo nulo gera (mediante o homomorfismo canoénico) um reticulado WR.

4.3 Construcao de uma familia infinita de reticulados
bem arredondados

Prosseguimos a investigacao com a construcao de uma familia infinita de corpos
quadraticos contendo ideais que, mediante o homomorfismo candnico, geram reticu-
lados WR. Tal construcao é feita a partir de uma escolha conveniente de uma base
integral para um ideal em qualquer corpo quadratico.

Em [6], foram provadas as condigoes apresentadas a seguir. Tais condigoes serao
imprescindiveis para as demonstragoes dos Teoremas e

Sejam d € Z livre de quadrados e K = Q(v/d). Pelo Teorema , Ok = Z[0], onde

—V4d, se d Z 1 (mod 4)

§= _ (4.1)
! 2\/8, se d =1 (mod 4).

Novamente, sejam K = Q(v/d) e Z um ideal de Ok.
Existem tinicos a,b, g € Z com

0<g<b<a, gla e glb (4.2)
tais que
Z=Z(a,b,g) ={ax+ (b+gd)y : x,y € Z}. (4.3)

Tal base integral {a,b+ gd} é tnica para cada ideal Z e é chamada a base canénica
para Z.
Observe que isso nao significa diretamente que

T = (a,b+gd) (4.4)

j& que, apesar de terem a mesma base, os coeficientes de (a,b + gd) pertencem a Ok.
No entanto, se a,b, g € Z também satisfazem a condicao

N (b+ gd) = kga, para algum inteiro k € Z, (4.5)

entao vale a igualdade (|4.4]).
Os dois proximos teoremas fornecem infinitas possibilidades de ideais em Ok, in-
clusive dando sua caracterizacao.

Teorema 4.13. Existem infinitos d € 7Z livres de quadrados, com d > 1 e —d =
1 (mod 4) tais que o anel dos inteiros algébricos Ox de K = Q(v/—d) contém pelo
menos um ideal T de modo que Ax(Z) seja WR.

Demonstracao. Sejat € Z, t > 0 impar e defina

-1
2

d=(t+2)(3t+2) = 3t* + 8t + 4.

g=1,b

,a=2b+2=t+1e
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Podemos observar que a,b, g € Z satisfazem (4.2)), Vt € Z.
Além disso, d = 3 (mod 4), pois como t é impar, existe k € Z tal que t = 2k + 1,
em que

d=302k+1)*+8(2k+1) +4=3(4k* + 4k +1) +8(2k + 1) + 4. (4.6)

Fazendo a congruéncia modulo 4 em (4.6)), temos que

d = 3(4k* 4+ 4k 4+ 1) (mod 4)
d = (12k* + 12k + 3) (mod 4)
d=3 (mod4) ,

o que é equivalente dizer que —d =1 (mod 4).

Afirmamos que existem infinitos ¢ € Z impares tais que d é livre de quadrados. De
fato, se IP é o conjunto de ntimeros primos impares, entdo P C {t +2 : ¢t € Z,2 t t}.
Agora, escolhendo t € Z de modo que p =t + 2 € P e substituindo em , segue que

d=p3p—4).

Pelo Teorema Fundamental da Aritmética, oy, as, ..., ., p1, D2, ..., pr, 7 € Z7 tais que

d=p|]p,
=1

——
3p—4
com p; primo, Vi € {1,2,...,r}.
Dai, por definicao, para que d seja livre de quadrados, é necessario que Vi €
{1,2,....,r}, s = 1 e que p # p;. Observe que, se p | 3p — 4, entdo Ik € Z tal
que 4 = p(3 — k), em que p | 4, o que é absurdo, pois p € P. Portanto, p 1 3p — 4, ou

seja
,
pt]r
i=1

Isso significa que p # p;, Vi € {1,2,...,r}. Assim, para que p(3p — 4) seja livre de
quadrados, basta que a; = 1, Vi € {1,2,...,7}, ou seja, que 3p — 4 também o seja.

Existem infinitos primos p tais que 3p — 4 é livre de quadrados. Para maiores
detalhes, consulte [28]. Assim, existem infinitos primos p tais que d seja livre de
quadrados. Para cada uma dessas infinitas possibilidades, 3¢ € Z impar tal que t =
p— 2.

Portanto, existem infinitos ¢ € Z impares com d livre de quadrados. Para cada ¢

dessa forma, defina K = Q(v/—d) e

C Ok.

Z=<(a,b+gd) = <t+1,#>

Como N (b + g8) = o1(b + g8)oa(b + g8) = (t-fd) (t+fd) =4 (p4 ]2 =g =

a’g, segue que a condicao 1' ¢ satisfeita, o que significa que {t +1, %jd} ¢é base

canonica de Z. Assim, a matriz geradora de Ag(Z) é dada por

Ro1(t+1) Roy (@)) _<t+1 % )
Sor(t+1) oy (141) 0o )
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Dai, dado x € Ax(Z), Fz1, x5 € Z tais que

. t+1 & 1\ (4 D)x + S
N 0 —\/TE X2 N —\/Tgl’g

Assim,

x| = (t + 1)%% + t(t + Dayzo + ;L(t2 +d)z2, d=3t2+8t+4
=a’r] +ala — )z129 + 025, a =1+ 1.
Observe que, Vi, x9 € Z, com n # 0, tem-se que
i) ||x||*= a* quando (z1,z9) = (+1,0) = (0, £1),
ii) [|x|*>= 3a® — a quando (z1,29) = (1,1) = (=1, 1),
iii) ||x[|?*= a® + a quando (z1,zs) = (1,—-1) = (—=1,1),
iv)

|x||*> a® + a, 3a*> — a, a* quando (x1, z9) # (+1,0), (0, £1), (£1,+1).

Como a =t+1 > 0, temos que HxH2 assume menor valor em a2, isto ¢, quando
r1 ==x1 e xy =0 ouquando z; =0 e x5 = £1. Logo,

S<AK(I)) = {<17 O)? (_17 0)? (07 1)7 <07 _1)}

e com isso Ag(Z) é WR.
Portanto, existem infinitos corpos quadraticos totalmente imaginarios tais que existe
pelo menos um ideal I de Ok tal que Ax(Z) é WR. O

Observe que a condi¢do —d = 1 (mod 4) nao é necesséaria para a demonstragao do
teorema, e sim um resultado que é identificado no processo de demonstracao.

Teorema 4.14. Existem infinitos d € Z livres de quadrados, comd > 1 ed =1 (mod 4)
tais que o anel dos inteiros algébricos Ox de K = Q(V/d) contém pelo menos um ideal

Z de modo que Ax(Z) seja WR.
Demonstracao. Seja t € Z, t > 0 impar e defina

t+1
g=1, b:%, a=2b+1=t+2e

d=(t+2)(t—2) =t>—4.

Novamente, a, b, g € Z satisfazem (4.2)), Vt € Z.
Além disso, d = 1 (mod 4), pois como t é impar, existe k € Z tal que t = 2k + 1,
em que

d=2k+1)? —4=4(kK*+k—1) +1, (4.7)

e portanto d = 1 (mod 4).
Além disso, t* — 4 = 4(k* + k — 1) + 1, portanto d = 1 (mod 4).
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Afirmamos que existem infinitos ¢ € Z impares tais que d é livre de quadrados. De
fato, se P é o conjunto de ntimeros primos fmpares, entdao P C {t +2:t € Z,2 1 t}.
Agora, escolhendo t € Z de modo que p =t+2 € P e substituindo em (4.7)), segue que

d=p(p—4).

Pelo Teorema Fundamental da Aritmética, oy, as, ..., ., p1, D2, ..., pr, 7 € Z7 tais que

d=p[]p .
i=1
——
p—4
com p; primo, Vi € {1,2,...,r}.
Dai, por definicao, para que d seja livre de quadrados é necessario que, a; = 1 e
p # pi, Vi€ {1,2,...,r}. Obviamente, p{p — 4, pois p > p — 4. Dali,

.
pt]r
=1

Isso significa que p # p;, Vi € {1,2,...,7}. Assim, para que p(p — 4) seja livre de
quadrados, basta que o; = 1, Vi € {1,2,...,7}, ou seja, que p — 4 também o seja. O
fato de que existem infinitos primos p tais que p — 4 é livre de quadrados novamente
segue de [28]. Assim, existem infinitos primos p tais que d é livre de quadrados. Para
cada uma dessas infinitas possibilidades, ¢ € Z impar tal que t = p — 2.

Portanto, existem infinitos t € Z impares com d livre de quadrados. Para cada t
dessa forma, defina K = Q(v/d) e

I =(a,b+gd) = (t+2,2%¥4) C Ok.

+4at+4—d
Como N'(b+ gd) = o1(b + g6)oz(b + g6) = (t+22—\/3) <t+22—\/3> _ Ut 2‘ —

t+ 2 =a = ag, entao a condicao 1} é satisfeita, o que significa que {t + 2, #E}

é base canonica de . Assim, a matriz geradora de Ag(Z) é dada por

2 t+2—Vd 12 /d
01(t+ ) o1 5 t+2 +T '

A: —
0'2(t+2) 09 #E t+2 w

Dai, dado x € Ak(Z), 3m,n € Z tais que

x:A@).

Para facilitar a analise fazemos uma mudanca de base de modo que Jxq, 9 € Z tais
que

t+24+4vVd  t+2—Vd T4
— 2 2 —
x t2-vd 24V | \ gy
2

\/E+t+2>x1+§(—\/8+t+2 s
~Vd+t+2) o+ (VA+t+2)

2

NI—= N

—~~
B
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1x||> = t(t + 2)2? + 4(t + 2)ay20 + t(t +2)22, d = 1> —4

ala — 2)23 + darwy + ala — 2)z3, a =1t +2.

Observe que, Vz1, 25 € Z, com n # 0, tem-se que

i) ||x]|?= a(a — 2) quando (z1,z2) = (£1,0) = (0, £1),

ii) [|x|*= 2a(a — 2) + 4a quando (z;,x5) = (1,1) = (=1, 1),

)
)
iii) [|x|[= 2a(a — 2) — 4a quando (z1, @) = (1,—1) = (1, 1),
iv) ||x]|2> a(a—2), 2a(a—2)+4a, 2a(a—2)—4a quando (z1, z5) # (£1,0), (0, £1), (£1, +1).

Temos que 2a(a — 2) — 4a > a(a — 2) < a? — 6a > 0 que ¢é satisfeita quando a < 0
oua > 6. Como a=t+2> 0, segue que ||x||* assume menor valor em a(a —2) quando
a>7ex;=xlexs=0ouquandoa>T7Tex; =0e xy = =+1.

Convém observar que a = t 4+ 2 e portanto a restricao para a nao afeta a infinidade
de possibilidades de ¢ impar (mostrada acima). Logo,

S(AK(I)) - {<17 O)? (_17 0)? (07 1)7 <07 _1>}

e com isso Ag(Z) ¢ WR.
Portanto, existem infinitos corpos quadraticos totalmente reais tais que existe pelo
menos um ideal Z de Ok tal que Ax(Z) é WR, o que conclui a demonstragao. O

Observagao 4.15. Pelo Teorema |4.13] tomando ¢ = 1, temos que, se I = (2, ==L
entdo Ax(Z) ¢ WR.
Graficamente,

Figura [4.15; Representacdo de Ag(Z) com I = (2, 1=4=15)

Por outro lado, certamente existem ideais com outras caracterizacoes que nao as
encontradas aqui mas que dao origem a reticulados WR. A caracterizagao encontrada
foi relevante para mostrar a infinidade dos ideais que satisfazem a condicao de que
originam reticulados WR, mas nao representa sua totalidade.

Na Tabela[4.T]e na Tabela[d.2] apresentamos alguns exemplos de ideais I em corpos
quadraticos K = Q(v/—d) com —d = 1 (mod 4) ¢ K = Q(+/d) com d = 1 (mod 4),
respectivamente, de modo que Ax(Z) é WR, como discutido no Teorema e Teorema
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4.14] Para cada um dos ideais, apresentamos o ideal em termos da base candnica e
escrevemos explicitamente os elementos de I que resultam nos vetores minimos em
Ak (Z) com relagao ao mergulho o (ndés os chamamos de elementos minimos).

Note que essas familias consistem apenas de alguns ideais para os quais a forma
quadratica (), ou corresponde a tnica escolha da base como em ou é obtida a partir
dela por um mudanca de base, é reduzida e simétrica. Podem haver, ¢ claro, muitos
outros exemplos, assim como outras situagoes mais complicadas quando a forma nao
é reduzida, mas é equivalente a uma forma simétrica reduzida, nesse caso o reticulado
em questao é, mais uma vez, WR. Em outras palavras, existem, provavelmente, muito
mais reticulados WR que vém de ideais em corpos quadraticos reais e imaginarios do
que os que demonstramos no Teorema [4.13] e no Teorema [£.14]

Tabela 4.1: Exemplos de ideais em corpos quadraticos imagi-
narios K = Q(v/—d) que dao origem a reticulados WR.

—d Ideal I C Ok Elementos minimos
~15 < o L=v—15 > b 4tV
) 2 2
—55 < A 3— V=59 > 14713_— V=55
I 2 2
—\/ —4/11
~119 < g 2~ V19 > 16,0 v119
9 2 2
_ 7T — 207
907 < 8.7 \2/207 > 48,7 V2

Tabela 4.2: Exemplos de ideais em corpos quadraticos reais
K = Q(v/d) que dao origem a reticulados WR.

d Ideal Z C Ok Elementos minimos
21 < 7, Tova _zm > LrEva ig/ﬁ

165

15_ V165 > j:151\/165
2

«/28 > j:19i\/285
2

957

(1
o ()
(.8

,/—95 > | 33+ V057
2
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Por fim, se toméssemos valores arbitrarios para a variavel ¢ dentro das condigoes dos
Teoremas ou [£.14], observarfamos que os reticulados correspondentes sempre tém
quatro vetores minimos. Esse fato inspira o préoximo resultado.

Proposicao 4.16. Sejam d € Z livre de quadrados, K = Q(\/E) e Z um ideal de Ok.
Se d # £3 entao | S(Ax(Z)) |< 4.

Demonstracao. Mostraremos tal resultado pela contra-positiva.
Se | S(Ak(Z)) |> 4, entao | S(Ax(Z)) |= 6. Se este é o caso, entao, pelo Lema [4.8]
S(Ax(Z)) ~ Agy=3)- Dai, 3x,y € S(Ax(Z)) tais que, se 6 ¢ o angulo entre x ey,
T

0=3

g do outro VetOT, X = (ZEH + T12v/ |d|,ZE21 + Toov/ |d|>, com Ty; S @, VZ,'] = 1,2 Dai,

. Isso significa que um desses vetores, digamos y, é obtido via uma rotacao de

2 2

1 V3
yo (f 12>Xe@<m>x@<m>,

o que implica que v/3 € Q(y/]d|), e portanto d = £3. m

Concluimos entao o capitulo com os principais resultados para reticulados WR em
R?. Para reticulados Ax em R? com d > 2, a propriedade que os caracteriza como
WR, s6 acontece nos casos em que K é ciclotémico, [12].






5 Semi-estabilidade de reticulados
algébricos no R?

Neste capitulo, apresentamos resultados sobre a estabilidade e semi-estabilidade de
reticulados no plano. Através de uma conexao com o Capitulo[d] investigamos de forma
introdutoéria em que condigoes reticulados algébricos construidos via ideais no anel dos
inteiros de um corpo quadratico sao semi-estaveis.

Estabilidade e bem arredondamento sao propriedades independentes para reticula-
dos de posto maior do que 2, isto €, reticulados WR podem ser instaveis e reticulados
estaveis nao precisam ser WR. Por outro lado, veremos que reticulados WR no plano
formam um subconjunto proprio de reticulados estaveis.

A nocao de semi-estabilidade foi introduzida originalmente por Stuhler [27] no con-
texto da teoria da redugdo e posteriormente usada por Grayson [16] no estudo de
subgrupos aritméticos de grupos algébricos semi-simples. A semi-estabilidade heuris-
ticamente significa que os minimos sucessivos nao estao muito longe um do outro.

Encontrar um vetor cujo comprimento € igual a um certo minimo sucessivo é neces-
sario em uma variedade de aplicagdes. Por exemplo, em comunicagoes [23] e criptografia
[21], em que frequentemente é preciso resolver o problema do vetor mais curto de um
reticulado.

Em [2], o autor observa que, enquanto reticulados semi-estéveis tem sido investi-
gados em varios contextos aritméticos e geométricos, eles ainda nao foram seriamente
estudados no ambito da teoria de reticulados. A principal referéncia utilizada para o
desenvolvimento deste capitulo é [13].

5.1 Relacao entre reticulados bem arredondados e semi-
estaveis no R?

Definicao 5.1. Seja A um reticulado de poston > 2. Para cada 1 <1 < n, o minimo
sucesstvo de A € definido como os nimeros reais que tem como caracteristica

tal que
N =min{A € R A > 0:dimg{x e A: ||z]|< A} > i},
Em outras palavras, o -ésimo minimo sucessivo \;, ¢ = 1,---,n é o menor namero \

tal que a bola com centro na origem e raio A contém i vetores do reticulado linearmente
independentes.

65
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Note que A é bem arredondado se houver igualdade em (5.1)) e que o primeiro
minimo sucessivo é o menor comprimento dos elementos nao nulos de A, ou seja,

A1 = min{|[x||: x € A;x # 0}.

Vetores linearmente independentes x1, - - -, x, € A tais que ||z;||= \; s@o chamados
de vetores correspondentes ao i-ésimo minimo sucessivo. Eles nao necessariamente
formam uma base para A.

Definicao 5.2. Um reticulado A é chamado semi-estdvel se para cada sub-reticulado
QO C A,

det(A) oo™ < det(€)pomiot (5.2)
Se o reticulado nao € semi-estdvel, dizemos que ele € instdvel.

Por exemplo, quando posto(A) = 2 temos que posto(2) = 1. Logo, Q =< z >z, z €
Z e portanto, det(Q2) = ||z||> A1.
Desse modo, a inequagao ((5.2) pode ser reescrita como

A > det(A)z. (5.3)
O Lema a seguir trata da semi-estabilidade e instabilidade de reticulados.

Lema 5.3. Todos os reticulados WR de posto total em R? sdao semi-estdveis e, para
cada n > 3, existe uma infinidade de reticulados WR instaveis de posto n em R"™.

Demonstragdo. Primeiro suponha que A C R? é bem arredondado. Entao existe uma
base {v1,v2} para A consistindo de vetores correspondendo aos minimos sucessivos,
isto é,

AL = [[vr]]= [lve]|= Ae.

Se 0 é o angulo entre estes vetores, entao
det(A) = ||vy]|||va]|sen & = A3 sen § < A,

e assim A é semi-estavel por . Isto mostra que todos os reticulados WR em R? sdo
semi-estaveis.

Agora, suponha n > 3 e sejam ey, -- -, e, vetores da base candnica de R". Vamos
construir uma familia de exemplos de reticulados WR de posto n em R", que sao insta-
veis. A partir dessa construcao, é imediato que muitos outros exemplos sao possiveis.

Seja 0 € [Z,7) e seja

Y
v Xy = cos e + sen fe,,
e defina
Ag = (e1,Xp, €3, €n)y -
E imediato que Ag é bem arredondado com
M= = A =1,
onde ey, Xy, €3, -, €, sa0 vetores correspondendo ao minimo sucessivo.

Considere um sub-reticulado Qy =< e1,xy >72C A de posto 2, e note que
det(Ag)Y™ = (sen8)Y/™ > (sen 8)Y/? = det(€y)"/?,

pois \/73 < sen@ < 1. Portanto, Ay é instavel.
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5.2 Reticulados algébricos semi-estaveis no R?

Tendo em vista o Lema [5.3] é interessante entender quais reticulados algébricos
construidos via corpos quadraticos K sao semi-estaveis.

Seja um reticulado algébrico Ax(Z) C R", onde n = r; 4+ 2ry, r; é o numero de
mergulhos reais, 75 o namero de pares de mergulhos complexos conjugados de K e

Se K é totalmente real, isto é, ro = 0 temos que

A@DP2 VDI (5.4

Se K é totalmente complexo, isto é, r; = 0 temos que
1 1
Ak (D)= T—le(I)\”- (5.5)

Podemos conectar o minimo sucessivo de um reticulado algébrico e a norma do ideal
7 C Ok.
De [3] temos que

det(Ax(ZT)) = 2772 |Dx|2N(T), (5.6)

onde Dx é o discriminante de K.
Uma consequéncia de ([5.6[) ¢ que todos os reticulados algébricos vindo de corpos de
ntmeros quadraticos imaginarios sdo semi-estaveis, conforme veremos no Teorema [5.4]
Da Definicao temos que |A|= \;. Assim, ao considerarmos reticulados algébri-
cos Ag(Z) denotaremos |Ax(Z)| por A (Ax(Z)), que corresponde ao minimo sucessivo
do reticulado Ag(Z).

Teorema 5.4. Seja K = Q(v/—d) um corpo de nimeros quadrdtico imagindrio e T C
Ox um ideal. O reticulado algébrico Ag(Z) € semi-estdvel.

Demonstracao. Como K é um corpo quadratico imaginario, r; = 0 e ro = 1. Combi-

nando ((5.5) com ((5.6)), vemos que

M (Ak(T)) > %det(AK(I))l/Q,

e assim,

1/4
M (A (1)) P2

NG > det(Ax(T))">.

|DK|1/4

Observe que > 1< |Dk|> 4.

Logo, a desigualdade ¢ satisfeita quando |Dk|> 4. Isto significa que Ag(Z) é
semi-estavel quando |Dk|> 4, isto é, —d # —3, d livre de quadrados.

Agora, vamos analisar se Ag(Z) é semi-estavel quando |Dk|< 4. Pela Proposigao
, a Unica situa¢ao com |Dk|< 4 é quando —d = —3. Neste caso, todos os reticulados
algébricos sao WR, pelo Corolario e, portanto, sao semi-estaveis pelo Lema |5.3|

Concluimos assim, que para qualquer valor de d, o reticulado Ag(Z) é semi-estéavel.

]
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Quando K é um corpo quadratico real, 7y = 2 e ry = 0, e combinando (5.4 com
(5.6]), obtemos

M(Ak(Z)) > et(Ag(Z))*.

L d
\/§|DK|1/8
Logo,

M (Ax(2))V2|Dg V8> det(Ax (T))Y*

Portanto, a situacao é mais complicada e exige analise mais detalhada.

Assim, estamos interessados em analisar a semi-estabilidade de reticulados algébri-
cos quando K é um corpo quadratico totalmente real. Para isso, usaremos a Proposicao
5.5, cuja demonstracao exige uma sequéncia de lemas e, portanto, serd omitida aqui,
podendo ser encontrada em [13].

Considere d > 1 um inteiro livre de quadrados. Para cada par de inteiros (a, b) tais
que

0<b<a, a|b*—d, (5.7)

definimos o reticulado

Seja
S(d) = {(a,b) € Z* | (a,b) satisfaz }

Proposicao 5.5. Para infinitos pares (a,b) € S(d), o reticulado correspondente A(a, b)
€ semi-estavel, e para infinitos pares o reticulado € instdavel. FEspecificamente, existe
uma constante v > 1 tal que se

b’ +d
b<a< , 5.9
Wsas—5 (5.9)
entao o reticulado A(a,b) € semi-estdvel. Por outro lado, se
v’ +d
T4 a<—d, (5.10)

entao o reticulado € instdvel.

Teorema 5.6. Seja K = Q(\/E) um corpo de numeros quadrdtico totalmente real.
Entao existe uma infinidade de ideais T C Ok tal que o reticulado algébrico Ax(Z) é
semi-estdvel, assim como, existe uma infinidade de ideais tal que o reticulado algébrico
Ak (Z) € instdvel.

Demonstragao. Sejam a, b, g > 0 satisfazendo (4.2)) e (4.5)), e o ideal Z = Z(a, b, g) C Ok
como em ({4.3)). Entao, se d #Z 1 (mod4), de (4.1)) segue que

w@= (000 me ) ? - (0 i)
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esed=1(mod4) de (4.1) segue que

a(my = (@ A PmTR)) o (a2
K O'Q(CL) o b_%ﬁg a 2b_+1_|_ﬁ .

Sem perda de generalidade assuma que g = 1.
Se d # 1 (mod4) entao

Z={ax+(b—Vdy: z,y € Z} C Ok.

O par (a,b) satisfaz as condigoes de (5.7) e Ax(Z) = A(a,b). Logo, pela Proposicao

(5.5), segue o resultado.
Agora, se d = 1 (mod4) entao

2b4+1—+/d
I:{ax—i-(—i_T\/_)y:m,yeZ}gOK,

onde 1
b — 2b+1 2—d
<a7a|4(( ) )7

2b+1 _ Vd
a =3 2 | 72
Sejam a; = 2a e by = 2b+ 1. Como b < a o par (ay,b;) satisfaz as condigoes de

(-7 e
a; by — \/E) 72

2a 2b+1—+/d\, ,
Alar, by) = - Z
(a1,b1) <a1 by +Vd <2a 2b+1+\/c_l)
1

Logo, Ax(Z) = 5A(ay,b1). Observe que Ag(Z) é semi-estéavel se, e somente se, A(ay, by)
é semi-estavel e portanto, pela Proposigao (j5.5)), segue o resultado.

]

Conforme mencionado, reticulados semi-estaveis tem sido investigados em varios
contextos aritméticos e geométricos, porém na teoria de reticulados eles ainda foram
pouco estudados. Existem poucas referéncias sobre esse assunto, e portanto nao é de
nosso conhecimento que hajam exemplos mais concretos sobre esse tema.






6 Consideracoes finais

O presente trabalho foi dedicado ao estudo da teoria de reticulados, sendo que o
foco foi abordar algumas aplicacoes dessa teoria.

Primeiramente, apresentamos conceitos e principais resultados sobre corpos quadré-
ticos, tema de grande importancia no desenvolvimento deste trabalho, ja que usamos
tais corpos ao longo de toda a teoria.

Em seguida, desenvolvemos um estudo sobre teoria de reticulados, estudando os
principais conceitos e resultados. No entanto, nosso objetivo maior foi o estudo dos
dois ultimos capitulos, sobre reticulados WR e reticulados algébricos semi-estaveis.

Investigamos em quais condigoes reticulados algébricos sao WR e uma das principais
conclusdes de [12] e que neste trabalho apresentamos de forma mais detalhada, é que
um reticulado Ak, com K = Q(\/E), é WR se, e somente se, d = —1 ou d = —3 com
d € Z livre de quadrados e d # 1.

Vimos também que existem infinitos d € Z livres de quadrados, com d > 1 e
—d = 1 (mod 4) tais que o anel dos inteiros algébricos Og de K = Q(v/—d) contém
pelo menos um ideal Z de modo que Ak (Z) seja WR. E, analogamente, existem infinitos
d € Z livres de quadrados, com d > 1 e d = 1 (mod 4) tais que o anel dos inteiros
algébricos Og de K = Q(v/d) contém pelo menos um ideal 7 de modo que Ax(Z) seja
WR.

Na sequéncia, apresentamos uma conexao entre reticulados WR e semi-estabilidade
de reticulados. De [13] concluimos que todos os reticulados WR de posto total em
R? sao semi-estaveis, mas por outro lado, para cada n > 3, existe uma infinidade de
reticulados WR instéveis de posto n em R™.

Vimos também que se K = Q(\/—_d) é um corpo de niimeros quadratico imaginério
e T C Og um ideal, o reticulado algébrico Ag(Z) é semi-estavel, e que se K = Q(v/d) ¢
um corpo de nimeros quadratico totalmente real, entao existe uma infinidade de ideais
T C Ok tal que o reticulado algébrico Ax(Z) é semi-estével, assim como, existe uma
infinidade de ideais tal que o reticulado algébrico Ax(Z) é instavel.

Por fim, vale ressaltar que ainda ha muitas aplicagoes e resultados a serem estudados
a partir da teoria apresentada aqui.
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7 Topicos de Algebra e Algebra
Linear

Apresentamos alguns topicos de Algebra e Algebra Linear que julgamos necessarios
para um melhor entendimento deste trabalho.

7.1 Topicos de Algebra Linear
As referéncias aqui utilizadas foram [7], [I8] e [26].

Definicao 7.1. Dizemos que um conjunto V nao vazio € um espag¢o vetorial sobre o
corpo F se existir:

(i) uma regra (ou operagao), dita adicao de vetores, que associa a cada par de vetores
u,v em V um vetor u+v em V, de maneira que, para todo u,v,w €V,

u+v=0v+u;
u+ (v+w)=(u+v)+w;

existe um unico 0 de V, chamado vetor nulo, de forma que u+ 0 = u;

e v =~

para cada u de V eziste um unico vetor —u em V tal que u + (—u) = 0.

(11) uma regra (ou operacao), dita multiplicagao escalar, que associa a cada o em F
e cada vetor u em V um vetor au em V, denominado o produto de o por u de
maneira que, para todo u,v €V e o, 3,7 € F,

1. lu=u;

2. (af)u = a(Bu);
3. a(u+v) =au+ av;

4. (a+ pu = au + Pu.

Exemplo 7.2. O corpo R? é um espaco vetorial sobre R com as operacoes de adicao
e multiplicagao usuais.

Exemplo 7.3. O espago das matrizes m x n com entradas em um corpo F é um espaco
vetorial sobre F.

Exemplo 7.4. O espago das fungoes polinomiais com coeficientes e variavel em um
corpo [F é um espaco vetorial sobre F.
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Definigao 7.5. Seja F C R™ um espago vetorial. Dado um vetor u = (1, ..., ) € F,
com m < n, indica-se por ||u|| e chama-se norma euclidiana de u o nimero real
positivo dado por ||ul|:= /> ", x?

i

Exemplo 7.6. O vetor u = ( 2,—4,—3 ) € R® tem norma

22 + (—4)2 R L
Va2 (=5 ) =5 =1
Em outras palavras, a norma euclidiana de u corresponde ao comprimento de wu.

Definicao 7.7. Seja 'V um espago vetorial sobre F. Um subconjunto S de V € dito line-
armente dependente, LD, se existem vetores distintos uy, us, ..., u, em S e escalares
aq, Qa, ..., , em F, nao todos nulos, tais que

iUy + oy + ... + au, = 0.

Um conjunto que nao € linearmente dependente é dito linearmente indepen-
dente, LI.

Exemplo 7.8. O conjunto de vetores {1,t + 2,2t + 4} do espago P, das fungoes
polinomiais de grau menor ou igual a 4 sobre R, é linearmente dependente, pois
204+4=0-14+2-(t+2).

Exemplo 7.9. O conjunto S = {(2,0,3),(1,0,0),(0,1,5)} do espago R? ¢ linearmente
independente, pois

a(2,0,3) + A(1,0,0) ++(0,1,5) = (0,0,0), com a, 8 ¢ v € R

se
20+ =0

v=0
3a+5y=0

As trés igualdades anteriores sao satisfeitas se, e somente se, « =0, =0e v =0.

Definicao 7.10. O conjunto W C 'V € um subespacgo vetorial de V se W é também
um espago vetorial sobre R com as operagoes herdadas de V.

Teorema 7.11. Seja V um espaco vetorial sobre R. O subconjunto W de V é um
subespacgo vetorial de V sobre R se

(i) 0 e W;
(i) YV u, veW, u+veW;
(iii) VaeR eVueW, aue W.

Demonstracao. De fato,
(i) se 0 € W, entdo W & néo vazio e vale a condigao 3 do item (i) da Definigao [7.1]

(ii) se para todo u,v € W temos u+ v € W, entéo as condi¢oes 1 e 2 do item (i) da
Definicao [7.1] sao satisfeitas pelo fato de W ser subconjunto nao vazio de V.
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(i) se Vae ReVue W, au € W, entdo as condigoes 1, 2, 3 e 4 do item (ii) da
Definigao [7.1] sao satisfeitas.

Se, ainda u € W e o = —1 entdo au = —u € W. Assim, a condigdo 4 do item (i)

da Definigao [7.1] também ¢ valida.
Portanto, W é subespaco vetorial de V. O

Definigao 7.12. O subespago [S]| de um espago vetorial V € definido por
[S] :={aqus + -+ + apuy, | a1, -+, € R}

com S = {uy, - ,u,} CVen €N, recebe o nome de subespagco gerado por S.
Cada elemento de [S] é uma combinagao linear de S.

Dizemos que os vetores uy, - - -, u,, da definigdo anterior geram [S] ou entao que sao
um sistema de geradores de [S].

Definicao 7.13. Um espaco vetorial V € finitamente gerado se existe um conjunto
S, finito, com S C 'V, de maneira que V = [S].

Observagao 7.14. Também usamos a notagao (S)g para indicar o conjunto gerado
por S sobre R.

Exemplo 7.15. Seja S = {(0,2), (1,—1)}. O conjunto gerado por S é dado por

a(0,2) + B(1,-1) = (8, 2a — B).
Portanto, [S] = {(f, 2a — B) | a, B € R}.

Definicao 7.16. Seja V um espaco vetorial. Uma base de V é um conjunto linear-
mente independente de vetores em V que gera V.

Definicao 7.17. Um espaco vetorial V € de dimensao finita sobre R se for finita-
mente gerado e, neste caso, o numero de elementos da base € finito. A dimensdo de V
sobre R € definida como o numero de elementos de uma base de V sobre R. Notacao:

dimRV.

Exemplo 7.18. O conjunto S do Exemplo ¢ uma base do R3, pois é linearmente
independente e gera o R3.

De fato, qualquer vetor (x,y, z) do R? pode ser escrito como combinagao linear dos
vetores (2,0,3),(1,0,0) e (0,1,5), isto &,

(x,y,2) = «(2,0,3) 4+ 5(1,0,0) +~(0,1,5)
xr=2a+p
& (Y=
z = 3o+ 5.
z—9y , 3x—2z+10y

Ou seja, basta tomarmos o = ey =y, paratodoz,y ez €

R. Portanto dimgrS = 3.

3 7 3
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Definigao 7.19. Chamamos de produto interno no espago vetorial V uma funcao de
VxV emR que associa todo par de vetores (u,v) € VXV um nidmero real, indicado por
(u,v), tal que os sequintes axiomas sejam verificados, para todo u,v,w € V e o € R,

(1) (u,v) = (v, u);
(it) (u,v+w) = (u,v) + (u,w);
(iii) (o, v) = alu,v);
(iv) (u,u) >0. E (u,u) =0 se, e somente se u =0,

Exemplo 7.20. No espaco vetorial R?, a funcao que associa cada par de vetores
u=(x1,71) € v = (T2,y2) 0 numero real

(u,v) = 3x129 + 412

é um produto interno.
De fato, para todo u = (x1,41),v = (22, y2), w = (23,y3) € Ve a € R,

(i)
(i)

u,v) = 37172 + 4y1y2 = 31211 + dyoy1 = (v, u);

1
i) (u,v+w) = 3x1(xs + x3) + 4y1(y2 + y3) = (3x122 + dy1y2) + Br125 + dy1y3) =
u,v) + (u, w);

{

(

{

(iii) (au,v) = 3(azy)re + 4(ayr)ys = a(3x129 + 4dy1y2) = alu,v);

(iv) (u,u) = 3z1z1 + dy1ys = 322 +4y? > 0 e (u,u) = 3z? + 4y? = 0 se, e somente se,
r1 =1y = 0. Isto &, u = (0,0).

Observacao 7.21. Espacos vetoriais com produto interno sobre R sao chamados es-
pagos vetoriais reais e espagos vetoriais com produto interno sobre C, isto é, espagos
vetoriais em que associamos o produto interno a um ntmero complexo, sao chamados
espacos vetoriais hermitianos.

Podemos estender as defini¢oes e teoremas de espacos vetoriais reais para espagos
vetoriais hermitianos.

Definicao 7.22. Sejam V e W espacos vetoriais sobre R. Uma aplicagio T : V — W
¢ chamada transformacao linear de V. em W se, e somente se,

(1) T(vy +v9) =T(v1)+T(vg), Vi, p eV, e
(i1) T(awv) = aT(v), VveVeaecR.

Exemplo 7.23. Seja a aplicagao T : R? — R? definida por T'(z,y,2) = (—y, = — 2z).
T é uma transformacao linear. De fato, para todo vy = (21, y1, 21), v2 = (T2, Yo, 22)
€ R? temos que

(i) T((x1, y1, z1) + (22, Y2, 22)) = (=1 — Y2, T1 +T2—2- 21 — 2 29) = (—y1,21 —
221) + (=¥, 12 — 222) = T'(v1) + T'(v2);

(i) T(avy) = (—ay1, ary —2az) = o1 (vy).
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A imagem do vetor v = (—1, 2, 0) é

T(-1, 2, 0)= (=2, —1-2-0) = (=2, —1).

Definicao 7.24. Sejam A e B bases dos espacos vetoriais V e W, respectivamente, e
uma transformacao linear T de V.em W. Temos a igualdade, para todo v € V,

em que:

e [T'(v)]p denota a matriz coluna das componentes do vetor imagem de v por T em
termos da base B de W ;

e [v]4 denota a matriz coluna de componentes de v em termos da base A de V;

e [T]4 denota a matriz das imagens dos vetores de A em termos da base B em
coluna.

A matriz [T]3 € chamada matriz da transformacdo linear T em relacdo as
bases A e B.

Exemplo 7.25. Seja T' a transformacao linear do Exemplo [7.23] Vamos definir a
matriz da transformagao linear em relagao as bases A = {(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)} e
B = {(1,0),(0,2)} de R?® e R?, respectivamente. Escrevendo as imagens dos vetores
da base A em termos da base B, temos

T(1,1,1) = (—=1,-1) = (—1, —%)
T00,1,1) =(-1,-2)=(-1,-1)p
T(0,0,1) = (0, —2) = (0, —1) .

Entao, a matriz da transformacao linear 1" em relacao as bases A e B, pela Defini¢ao

[724} ¢
N -1 -1 0
T3 = 1 .
[ ]B - -1 -1
2
Agora, para calcular a imagem de um vetor pela transformacao T' e escrevé-lo em

termos de uma base B, fazemos apenas a multiplicagdo das matrizes. Como exemplo,
tomemos o vetor (0,0,2) e apliquemos a transformagao 7. Obtemos

-1 -1 0 0 0
[T@)]B_[—% 1 —1]' g _[—2]3'
Portanto, 7°(0,0,2) = (0, —2)p.

As definicoes a seguir tratarao de transformacoes lineares em R2.
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Definicao 7.26. A rotacao do plano em torno da origem, que faz cada ponto descrever
um dngulo 0, determina uma transformacao linear Ty : R? — R? cuja matriz candénica
(isto €, em termos das bases candnicas) é

il = |

Essa matriz € chamada matriz de rotagao de um dngulo 6.

cos 0 —sen 6
sen 0 cos 0 |

Exemplo 7.27. Vamos determinar a imagem do vetor (4, 2) pela rotagao de g Basta

L0 o )=

Definigao 7.28. Uma dilatag¢do ou contracdo na dire¢io um vetor (x,y) em R? é
definida por

fazer

cos % —sen
sen % cos

IMIEINIE]

T:R? — R?
(z,y) — a(zr,y), a €R,

em que:

(1) T dilata o vetor se |a|> 1,
(i) T' contrai o vetor se |a|< 1.

Se o < 0, T troca o sentido do vetor. Analogamente, podemos definir uma dila¢ao
ou contragdo na dire¢io do eixo x ou do eixo y por T : R?* — R?, onde T(a(z,y)) =
(az,y), a >0 ouT(ax,y)) = (x,ay), a > 0, respectivamente.

Exemplo 7.29. Sejam as transformacoes lineares T; : R? — R? dada por Ti(z,y) =
(3z,y) e Ty : R? — R? dada por Ty(x,y) = (—2z,—2y). Dizemos que T; ¢ uma
dilatagao do vetor (z,y) e Ty é uma contragao de (z,y). Assim, a imagem de (1, 2) por
T1 é

T1(172) = (3 ’ 172) = (372)7

e por 1y é
T5(1,2) =(—2-1,-2-2) = (=2, —4).

7.2 Topicos de Algebra

As referéncias aqui utilizadas foram [9], [15] e [17].

Definicao 7.30. Um numero inteiro € livre de quadrados se nao € divisivel pelo
quadrado de nenhum nimero inteiro maior do que 1.

Exemplo 7.31. O nimero —14 é um inteiro livre de quadrados, pois seus divisores sao
1, =1, 2, =2, 7, =7, 14 e —14, e nenhum deles é quadrado de algum ntmero inteiro

maior do que 1. Ja o niimero 12 nao ¢ livre de quadrados, pois um de seu divisores ¢é
o ntmero 4 e 4 = 22 = (—2)%
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Definicao 7.32. Sejam a e b nimeros inteiros quaisquer e m um inteiro estritamente
positivo. Diz-se que a é congruente a b médulo m se m | (a—b), isto €, se a—b = mq
para um conveniente inteiro q. Notagao: a = b (modm).

Dizer que a ¢é congruente a b moédulo m significa que a e b deixam o mesmo resto
quando divididos por m.

Exemplo 7.33. 16 = 9 (mod 7), ja que 7 | (16 —9) e, além disso, o resto da divisao
de 16 por 7 é 2, e o resto da divisao de 9 por 7 é 2.

Definicao 7.34. Chama-se relagao bindria de EE em F todo subconjunto R de EX F'.
Logo, R € relagao de E X F' se, e somente se, RC E X F. Se E=F, dizemos que R
¢ uma relagao em E. Para indicar que (a,b) € R, usaremos a nota¢ao aRb.

Conforme essa definigdo, R é o conjunto de pares ordenados (a,b) pertencentes a
E x F.

Exemplo 7.35. Se E = ' = 7Z, entao E X F' é o conjunto de todos os pares ordenados
de niimeros inteiros. Um exemplo de relagao de Z em Z é:

R = {(z,y) eZ|z=—y}
{'”7<_n7n>7"'7(_272)7<_171)7(070>7(17—1)7”'7<n7_n>7"'}'

Definicao 7.36. Uma relacao R sobre um conjunto E nao vazio € chamada relacao
de equivaléncia sobre E se cumpre as sequintes propriedades:

(i) se x € E, entio xRz (reflexiva);
(ii) sex,y € E e xRy entdo yRx (simétrica);
(111) se x,y,z € E, xRy e yRz entao xRz (transitiva).
Exemplo 7.37. A relagao de igualdade é uma relacao de equivaléncia sobre R, pois
(i) Vz € R, z = x;
(i) Vz,y € R, se x = y entao y = x;
(iii) Vz,y,z € R, se x =y e y = z entdo x = 2.

Exemplo 7.38. A relagao de congruéncia médulo m, com m € Z e m > 1, sobre Z é
uma relagao de equivaléncia, pois:

(i) Ve € Z, x = x (mod m), ja que m | (x — x) = 0;

(i) Vz,y € R, se x = y (mod m) entdo y = x (mod m), ja que se m | (x — y) entdo
m | (y —x);

(iii) Vz,y,z € R, se x = y (mod m) e y = z (mod m) entdo x = z (mod m). De fato,
sem | (x—y)em]| (y—z), entdo

rT—yYy=mg €y — 2z=1Mmqs,
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para algum ¢, g € Z. Substituindo y por mgqs + z na primeira igualdade,

x—(mg+2z) = mq
T—Mmg—2z = mq

r—z = m(qp+q), comq, ¢ € L.

Sendo assim, m | (x — z). Portanto, z = z (mod m).

Observagao 7.39. Ainda podemos citar outras propriedades de congruéncia moédulo
m, para todo a,b,c,d,m € Z, com m > 0,

(i) a=b (mod m) < a+c=0b=xc (mod m);
(i) se a =b (mod m) e c =d (mod m), entao a+ ¢ = b+ d (mod m);
(iii) se a =b (mod m), entao ac = bc (mod m);
(iv) se a = b (mod m) e ¢ = d (mod m), entdao ac = bd (mod m).
As demonstragoes dos itens anteriores podem ser encontradas na referéncia [9].

Definicao 7.40. Seja uma relagao R de equivaléncia sobre E. Dado a, com a € F,
chama-se classe de equivaléncia determinada por a, modulo R, o subconjunto @ de
E constituido pelos elementos x tais que xRa, isto €,

a:={r € E|zRa}.

Exemplo 7.41. Vimos no Exemplo ge a congruéncia modulo m é uma relacao de
equivaléncia. A classe de equivaléncia determinada por a é dada por

a={x €Z|x=a(modm)},

isto é, @ é o conjunto de todos os elementos de Z que deixam o mesmo resto que a na
divisao por m. Neste contexto, @ pode, também, ser chamado de classe de restos de a.

A partir de agora, apresentaremos alguns tépicos de algebra basica.

Definigao 7.42. Um sistema matemdtico constituido de um conjunto A ndo vazio e
duas operagoes sobre ele, uma adi¢ao e uma multiplicacao definidas, respectivamente,
por:

+:(zy) = z+y
i (xy) = oay

¢ chamado anel, e representado por (A,+,-), ou simplesmente A, se essas operagoes
atendem as sequintes condigoes: Ya,b,c € A,

(i) A adigao em A € associativa, isto é, (a +b)+c=a+ (b+c);

(i1) A adigao em A € comutativa, ou seja, a +b=b+ a;
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(111) Existe elemento neutro para a adi¢ao em A, portanto 304 € A |a+04 = a,Va €
A;

(iv) Existem os simétricos aditivos em A, logo¥V a € A,3a € A|a+d =0y;
(v) A multiplicagao em A € associativa, ou seja, a(bc) = (ab)c;

(vi) A multiplicagao em A € distributiva (4 direita e a esquerda) em relag¢ao a adigao,
ou seja, a(b+c) = ab+ ac e (a+b)c = ac+ be.

Para simplificar a notagao, vamos representar 04 apenas por 0.

Exemplo 7.43. Os conjuntos numéricos Z, Q, R e C com as operagoes de multiplicagao
e adigdo usuais, cujas propriedades cumprem os axiomas da Defini¢ao [7.42] sdo anéis
representados, respectivamente, por (Z,+,-); (Q,+,); (R, +,-) e (C,+,-).

Exemplo 7.44. Para todo m > 1, definimos Z,, = {0,1,2,---,m — 1}. Considere as
operagoes:

= a+b

a+ e
a = a-b,Va,beZ,.

S o

O conjunto (Z,,,+,-) das classes de resto médulo m, com as operagoes acima, é um
anel, pois

A)a+b+e)=a+(b+c) =a+(b+c) = (a+b)+c ja que a adigio em Z ¢é
associativa. Entao, (a +b)+c=(a+b)+¢=(a+b)+¢Va,b,c € Z,,.

(ii) a+b=a+b=b+aji que em Z vale a comutatividade da adigao. Logo,
b+a=b+a,vVa,beZ,.

(ii) 30 € Z,, | 0+a=a,Va € Z,,. De fato, pois 0 +a = 0+ a = @, e isso ocorre
porque 0 e a sao elementos de Z, e em Z o elemento 0 é neutro para a adicao.
Portanto 0 é o elemento neutro da adicao em Z,,.

(iv) 3d €Zy|a + dd =0,Va € Z,. Defato,a+d =0=a+d =0=a+d =
0 (mod m) isso quer dizer que m | (a+a') —0 = a+da’ = gm para algum g € Z.
Logo a =qm—a, entdo a’ =qgm—a=ad —qm+( a), mas gm = mm, portanto,
a’ =m — a é o simétrico aditivo de a,Va € Z,,

v)a-(b-¢)=a-(b-c)=a-(b-c) = (a-b)- ¢, ja que a multiplicagio em Z ¢é
comutativa. Entao (a-b)-c=(a-b)-¢=(a-b)-¢,Va,b,¢ € Ly,

(viya-(b+e)=a-(b+c)=a-(b+c)=ab+ac=ab+ac=a-b+a-c.
Definicao 7.45. Seja A um anel. Se a multiplicacao em A € comutativa, isto €, se
ab = ba,

para quaisquer a,b € A, entao se diz que A € um anel comutativo.
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Definigao 7.46. Seja A um anel. Se A conta com o elemento neutro para a multipli-
cagao, isto €, se existe um elemento 1 € A, 1 # 0, tal que

qualquer que seja a € A, dizemos que 1 € a unidade de A e que A é um anel com
unidade.

Definicao 7.47. Seja A um anel comutativo com unidade. Se para esse anel vale a lei
do anulamento do produto, ou seja, se

ab=0<a=0 ou b=0
coma,b e A, entao A € um anel de integridade ou dominio.
Exemplo 7.48. Todos os anéis numéricos, Z,Q,R e C, sao dominios.

Definicao 7.49. Seja K um anel comutativo com unidade. Se o conjunto dos elementos
de K que possuem simétrico multiplicativo, ou inverso, for igual a K* = K—{0}, entdo
K € um corpo.

Exemplo 7.50. Os conjuntos numéricos Q, R e C com as suas operagoes usuais sao
corpos, pois Q, R e C sao anéis comutativos com unidade e todos os seus elementos,
exceto o zero, tém simétrico multiplicativo.

Definicao 7.51. Seja K um corpo. Um subconjunto nao vazio I. C K é chamado de
subcorpo de K se € fechado para a adicao e a multiplicacao de K e se I também tem
uma estrutura de corpo, com as operacoes de K restritas aos elementos de L.

Exemplo 7.52. Q é subcorpo de R.

Definicao 7.53. Seja F um anel. Chamamos de polinémio sobre F em uma indeter-
minada x a expressao p(z) = ag+ax+...+a,x" em que a; € F, para todoi =1,...,n.

Denotamos por F[z] o conjunto de todos os polinémios sobre F, em uma inde-
terminada x.

Exemplo 7.54. O polinémio —4z® — 1 + v/3z% é um polinémio sobre R.

Defini¢ao 7.55. Seja p(z) = ag + a1z + ... + a,x™, com a, # 0, um polinémio. O
nimero natural n é chamado grau de p(x) e é denotado por Op(x). Assim, o termo
a, € chamado coeficiente dominante de p(x). Caso o termo a, seja 1, entdo p(x) €
um polinémio monico.

2
Exemplo 7.56. O grau do polinémio p(x) = —3z* + ?1'2 +6 é 4. Como seu coeficiente
dominante ¢ —3, p(z) ndo ¢ ménico.

Exemplo 7.57. O grau do polindomio ¢(z) = x° — 0,823+ 5x ¢ 5. Como seu coeficiente
dominante ¢ 1, ¢(x) ¢ monico.

Definicao 7.58. Seja K um corpo e p(x) = ap+arz+. .. 4+a,z"™ um polindmio em K[z].
Seu € K, chamamos de valor de p(x) em u a expressao p(u) = ap+aju+...+a,u™ €
K. Se p(u) = 0, dizemos que u € raiz do polinémio p(x).
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Exemplo 7.59. Seja o polinémio p(z) = < ; (1) ) T+ ( :; _32 ) em Ms(R)[z]. O

valor de p(z) emUZ(_Ol Z)e
(50) (o) (i) (2 5)-(27)

e a raiz de p(x) é <

4 5)-(0)

Definigao 7.60. Seja f(x) € Fx] tal que Of(x) > 1. Dizemos que f(x) é um po-
linomio irredutivel sobre F se toda vez que f(x) = g(x)h(z), que g(x), h(z) € Flx],
implicar que ou g(x) = a, constante em F, ou h(x) = b, constante em F. Se f(x) nao
for irredutivel sobre F, dizemos que f(z) é redutivel sobre F.
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Exemplo 7.61. O polinémio x? — 17 é redutivel sobre R, pois
z?—17= (x—ﬁ) (x—l—\/ﬁ)

em que cada um dos fatores de 22 —17 pertencem a R[z] e ndo sao polinémios constantes
em R pois ambos tem grau 1.

Exemplo 7.62. O polinémio z? — 17 & irredutivel sobre Q.
Para mostrar isto suponha o contrario, que 22 — 17 nao ¢ irredutivel sobre Q. Isto
significa que
2 —
x®—17 = (ax 4+ b) (cx + d)

com a,b,ced € Q. Os coeficientes a e ¢ devem ser diferentes de 0 (pois caso assumissem
esse valor, o polindmio seria irredutivel). Como /17 é raiz de x? — 17, substituindo x
por v/ 17 em ambos os membros da igualdade, obtemos

0= (a\/1_7+b) <C\/1_7+d>.

A igualdade acima nos fornece que ou av17 +b = 0 ou /17 +d = 0, isto é, ou
—b —d

V17 = — ou /17 = —, o que ¢ absurdo, pois /17 ¢é irracional. Portanto, o
a c

polindémio x? — 17 é irredutivel sobre Q.

Definicao 7.63. Seja A um anel comutativo. Um subconjunto I C A, T # ¢ serd
chamado de ideal em A se, para qualquer x,y € T e para quaisquer a € A, verificarem-
se as relagcoes sequintes:

(i) =y eT;
(i1) ax € T.

Exemplo 7.64. O subconjunto Z = {f : R — R | f(1) = 0} do conjunto das fungdes
de R em R, ¢ um ideal de RE, pois, para todo f,g € Z e h € RE,
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() (f —9)(1) = F1) — g(1) =0+ 0 = 0;
(i) (hf)(1) = h(1) - F(1) = h(1) -0 = 0.

Definigao 7.65. Um ideal Z gerado pelo conjunto unitdrio {a} € chamado ideal prin-
cipal gerado por a, isto €, T =< a >. Se todos os ideais de um anel comutativo sao
principais, entao esse anel recebe o nome de anel principal.

Exemplo 7.66. Seja n € Z e seja nZ = {nk : k € Z}, um ideal em Z. Entao
nZ = (n) = (—n) é um ideal principal. Na verdade, todo ideal de Z é da forma nZ.

Observagao 7.67. O conjunto Z recebe o nome de dominio de ideais principais pois
todos os seus ideais sao principais.

Definicao 7.68. Se A € um dominio, entao o corpo F consistindo de todos os elementos
da forma a3~ para o, 3 € A com 3 # 0 é chamado de corpo de fragoes de A.
Exemplo 7.69. O corpo de fracoes de Z é Q.

Definicao 7.70. Suponha que A é um dominio com corpo de fracoes F. FEntao um
subconjunto nao vazio T de F € chamado de ideal fraciondrio se satisfaz as trés
propriedades:

(i))Va,fel,at+ el
(i) VaeZereArael;
(iti)) 3 v € A comy #0 tal que vZ C A.
Observagao 7.71. Todo ideal de A é também um ideal fracionério, basta tomar v = 1.

Exemplo 7.72. Seja o dominio Z, seu corpo de fragoes Q e o ideal Z = {% |n e Z} C

Q. O conjunto Z é um ideal fracionario, pois, para todo a,er € Z:

La B a+p
(i) 3+3 3 el
(ii)r%:%é[;

(iii) 33 € Z tal que 31 = Z.

Definigao 7.73. Sejam A e B duas estruturas algébricas. Uma aplicagcao f : A — B
¢ um homomorfismo de A em B se

(i) f(+y) = f(z) + F(y), para todo 2,y € A;
(ii) f(ay) = f(2)f(y), para todo z,y € A.

Se, além disso, a aplicacao f for injetora, dizemos que f é um monomorfismo ou
mergulho; se f for sobrejetora, dizemos que f € um eptmorfismo; e se f for bijetora,
dizemos que f € um isomorfismo e que A € isomorfo a B.

Observagao 7.74. Note que a aplicagao f da Definigao [7.73| preserva todas as propri-
edades estruturais de A em B.
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Exemplo 7.75. A aplicacao f : Z — Zy = {0, 1} definida por

0, se n & par;
1, se n é impar.

¢ um homomorfismo de Z em Zo, pois, para todo n; e ny € 7Z,

e se n; for impar e ny for par:

Exemplo 7.76. Seja o conjunto A = {m +nv2 | m, n € Z}. A aplicacio f: A — A
definida por f(m+n+v/2) = m—n+/2 é um homomorfismo pois, para todo m,n, s,t € Z,

(i) f((m+nVv2)+ (s +1v2)) = f(m+5)+ (n+1)V2) = (m+5) — (n+1)vV2 =
(m—nv2) + (s — tv2) = f(m+nV2) + f(s + tV2);

(i) f((m+nv2)-(s+tv2)) = f(ms+mtv/24+nsv2+2nt) = f((ms+2nt) + ((mt +
ns)v2)) = (ms + 2nt) — (mt +ns)v2 = (m —nv2) - (s — tv/2) = f(m +nv/2) -
f(s+1V/2).

Além disso, f é bijetora, pois, para todo m,n, s,t € Z,

(i) f éinjetora. De fato, sejam m+nv2es+tv/2 € A. Se m+nv2 # s+tv/2, entdo
f(m—i—n\/§) =m—-nV2#s—ty2 = f(s +t\/§). Assim, f é um monomorfismo;

(ii) f é sobrejetora. De fato, para todo elemento m + nv/2 de A existe m — nv/2 em
A, de modo que f(m —nv/2) =m +ny/2. Assim, f é um epimorfismo.

Portanto, f é um isomorfismo.



Indice Remissivo

Anel, [82]
com Unidade., [84]

Comutativo,
de Integridade,
dos Inteiros,

Principal,
Base, [77]

Base Integral,
Canénica,

Classe
de Equivaléncia,
de Restos, [82]

Congruente,
Conjugado,
Contracao,
Corpo,
de Fragoes, [86]
de Numeros, 23]
Quadratico,

Densidade

de Empacotamento,

de Centro,

Determinante do Reticulado, [40]

Dilacao,
Dimensao, [77]
Discriminante,

Dominio,

Elemento
Algébrico,
Primitivo,
Transcendente,

Empacotamento Esférico,

Epimorfismo, [86]

Equivalentes, [43]

Extensao
Algébrica,
de Corpos,

Imaginaria, [33]

Real, [33]

Finitamente Gerado,

Grau,
Grau da Extensao,

Homomorfismo,

Ideal,
Fracionario,
Principal,

Instavel,

Inteiro Algébrico,

Isomorfismo, [36]

Linearmente
Dependente, [70]
Independente, [70]

Livre de Quadrados,

Minimo
Sucessivo,
Matriz
de Gram, [A0]
de Rotacao,
Geradora, [40]
Matriz da
Transformagao Linear, [79]

Mergulho,
Monomorfismo,

Norma,
Norma Minima,

Polinémio,
Irredutivel,
Monico,
Redutivel, [85

Posto Completo, [A0]

Produto Interno,

88



INDICE REMISSIVO

89

Regido Fundamental, [39)
Relacao,
de Equivaléncia,

Semelhantes,
Semi-Estéavel,
Subcorpo,
Subespaco
Gerado, [77]
Subsepago
Vetorial, [76]

Totalmente
Imaginério,
Real,
Traco,
Transformacao Linear,

Volume do Reticulado,



