


irr-TM 04/99 

ESTUDO SOBRE UMA FORMULAÇÃO 

INVARIANTE PARA A FASE DE BERRY 

Samuel lAaler Kurcbart 

DISSERTRÇRO DE mESTRRDD RPRESEDTRDR DD 

inSTITUTO DE FÍ5ICR TEDRICR 

Driontador: 

Prof.Dr. Rbraham Hirsz Zimerman 

São Paulo 

novembro de 1989 



Dedico a 

Moixik, tieter\.a e Mara 



AGRADCCIKEKTOS 

Ao Prof»s.sor Zi m<»r rrií»n p>*lo cfcrinho, pkclAnci* * dcrdicAçto 

dfcmons.tr fcdaiE. dur fantfc i* orlfcntkçSo. Suíi presença se encontra, nSo 

neste ou naqueJe ponto em particular no trabalho, mas na forma 

de encarar o problema e toda a atividade cientifica. 

Minha profunda estima à D. H. Kobe. Nossas reuni5es contribuiram 

fortemente para minha formaçSo. 

Ao Prof. Valdir pelo incentivo dado, o bom humor derronstrado 

durante as nossas reuniSes e p>elos inúmeros esclarecimentos. 

Ao Ayrton Zadra, F. Pablo, P. Teotonio, A. Amorim, George, 

Maurício, Luis Dias, Edson e Clisthenis pelo ap»oio, confiança e 

amizade que me dedicam. 

Aos amigos do IFUSP, IME e FFCL pelo apoio e carinho. 

Ao Professor Ruben, pelos inúmeros "bate-píapos’* e sua visSo 

profundamente humana que contribuiram fortemente para minha 

formaçSo pessoal. 

A todos aqueles que conviveram e trabalharam no IFT, formando um 

ambiente acolhedor. 

Manifesto a minha estima aos Profs. V. Wrezinski e L. A. Ferreira 

por suas palavras amigas e confiantes na clôncia e na arte. 

A Luzinete pelo seu trabalho paciente de datilografia, sem a 

qual esta dissertaçSo nSo teria sido escrita. 

E ao CNPq pelo importante apoio financeiro. 



KESUMO 

dÍKK*rtAçKo, nosBO obJ»tivo A * formulAçKo 

inv*ri»nt» p>or tr A.ncfor itlíiç&»& unltárlfts d* M»cânicai C^JAntic» 

propoita por Yang, A d&duçSo original da fas» d© Berry. 

A dias.©rtaçSo ©stA dividida •m duas partos. Na prlmoira, 

apresentaremos as formulaç&es de Berry, Anandan-Aharonov © Kobe 

para a fase de Berry. Na segunda parte, estudaremos diferentes 

manifestaç&es desta fase em sistemas quAnticos. Uma apIicaçAo em 

especial serA o cAlcuIo das fases de Berry e das probabilidades 

para uma partícula com spin 1«^ na presença de um campo magnòtico, 

dep>endente do tempo. Nosso estudo, em concordAncia com a 

formulaçSo de Kob>e, sugere que a fase de Berry pode ser expressa 

de maneira invariante por transformaçBes unitárias. 

ABSTRACT 

In this Work we intond to extont the invariant formulation of 

unltary transformatíons In Quantum Mechanics, suggested by Yang, 

to the deduction of Berry's phase. 

In the first part of this dissertation we shal 1 apply the 

formulation due to Berry, Aharonov-Anandan and Kobe to the Berry’s 

phase. 

In th© second p>art we shall study different manifestations of 

this phase in quantum systems. Ono sp>ecial application will be the 

calculation of Berry's phase and pr obabi 1 i ti es for a par ti cie of 

spin 1/2 in the presence of a time magnetic fiel d. 

Our study, in accordance with Kobe's formulation, suggests 

that the Berry’s phase can be express€Ki in a invariant way by 

unitary transforma ti ons. 
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Not. I 

Os capxtxilos soo indicados por nxírrt»ros romanos 7 , 7 7 , 7 7 7. 

As sefCCjoes dos capí't’ulos soo nunusraudas s^grurido a s&rie dos 

rt\M7*sros nat urai* 1.1, 1.2, 11.3, 11.4, ... 

Sonxí^nltf r\o capxtxilo 111 aprsssntamos s\ib6»c<^o»s. Ss. pore-m, 

ocorr€fr»m os nxmxBros das f^quou^Xiss C1. c. 3^ «• Cl 11.1.33^, tfslss dsf- 

\>»m ssr inttfrpr»iCLdos: Cl. 3. 3^ a »q\xa/^ao ss encontra rvo capitulo 

1, s6*cção 3 ff corr^sponds a ftxprsssao 3 «f Clll.i.33> a »qxia^ao 

ss »contra no capitulo 111, secçao í, exprBssao 33. Em cada 

sBC<^ao, as Bqucu^OBS soo numsradas ds> maneira docimal progrs&siua: 

Cí>, C3>  C3í:>,. . . 



INTRODUÇÃO 

Nocbo objvtlvo n»£i* diss»rt.BçSo 6 Bnftlisar a raformulaçKo da 

daduçSo original da fasa d» Barry. Esparamos qua a formulaçSo in- 

varianta p*®*" transformaçOas unitArias» proposta p*®*" D. H. Koba'*\ 

nos p>ossibilita uma visSo mais clara do contaúdo físico da fasa da 

Barry. Também nos permitir A raspxsndar a quastSo; “Podaroos ramovar 

a fase de Barry p>or transformaçSas unltArias 7“ 

A dissartaçSo astA dividida am duas p>artas» qua resumimos a 

sagui r. 

Na primeira parta CCapitulo apresentar amos a formulaçSo da 

fasa de Barry p>ara a MacAnica QuAntica nSo-ralativística. 

Na sacçSo Cl,13 introduzíramos a daduçAo original da fasa da 

Barry*“. Esta fasa foi anunciada originalmanta como fasa geomé- 

trica adquirida p>alos autoastados da um sistema, descrito por um 

hami 1 toniano que dap>ende da um conjunto de p>arAmetrc». Sup>Se-sa 

qua os p>arAroetros variam cíclica a adiabaticamenta no tampxs. 

Na sacçSo Cl. 23 astudararoos a formulaçSo da Aharonov a 

Anandan*" para a fasa da Barry. Nesta formulaçSo, os autoras 

raintarpratam os trabalhos originais da Barry, generalizando-os 

para sistemas qua evoluam da forma nSo—adiabAtica. Aharonov a 

Anandan apresentam a fasa da Barry como uma propriedade geométrica 

da projaçSo, no esp>aço de raios, dos ciclos p>ercorridos pelos 

estados da um sistema. 

Na sacçSo Cl. 33 apresentaremos o tratamento da Anandan p>ara 

sistemas descritos por hami 1 bonianos com espectro degenerado. Para 
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mmu»m Anandun introduz potonclziz d» gzug» nKo-zboliz- 

nos. Rotomzromos os trsbailhos d* Rorry^’ ond* olo snsllss o csso 

d* sistomss d* dois nivois» no qusl um ponto no osp>Jiço ds psrâms- 

tros corrospondo s um ponto d* dogonorsscAncis psrs os hamilto- 

nianos. Para ostos sistamas, Berry consaguiu intarpratar a fasa 

gaomótrica am tarmos do campo da um otonopólo a de um ângulo sólido 

definido no espaço de parânttetros. 

Finalizamos a primeira parte com a análise da fomulaçSo de 

D. H. Koba*^ para a fase de Berry. Na sacçXo Cl. 4? a no apândice 

CI3 estender amos a formulação invariante por transformaçSes de 

gauge para a Mecânica Quântica nSo-ralativistica» apresentada por 

Yang‘”\ â deduçSo original da fase de Berry. Elucidando a 

ralaçXo entra grandezas observáveis e a invariância de gauge 

Capândice CI3D argumentaremos que a energia e o hamiltoniano de um 

sistema devem se modificar de maneira diversa, sob transformaçSes 

unitárias dependentes do tenqpo. Apresentaremos a deduçSo da fase 

de Berry em sua forma invariante a p>artir das equaçSes de 

Schrôdinger e de autovalores para o operador energia, sem nos 

restringir a sistemas que evoluem cíclica ou adiabaticamente. 

Esperamos que a reformulação invariante por transformaçSes 

unitâriais nos possibilite uma visSo mais clara do conteúdo físico 

da fase de Berry. 

Na segunda p»arte da dissertação CCapitulo II e IIID, 

procuraremos analisar em detalhes as diferentes manifestaçSes da 

fase de Berry. 

Na secçSo CII.ID reinterpretaremos o efeito Aharonov-Bohm, â 
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luz dos trabalhos originais da Barry^\ Esta * uma BtanlfastaçXo 

na qual o carAtar adiabAtico da avoluçXo do sistama nSo sa faz 

nacassArio. 

Aprasantaramos na saçSo CIl.S!) os trabalhos da Wilczak. Zaa» 

Moody a Shapar qua ganaralizam a aproximaçSo Born- 

Oppanhaimar, utilizada no astudo da molAculas. Em sua formulaçSo, 

introduzam o potancial da Barry como uma primeira corraçSo A 

aproximação Born-OpF>anhaimar original Considaram a contribui- 

çSo das transiçBas antra os nlvais alatrônicos para a aquaçSo 

afativa dos núclaos molacularas”^ Aprasantaramos potanciais da 

Barry nSo-abal ianos» p>ara o caso da uma molAcula biatOmica com 

nivais bidaganar ados 

Na saçSo CII.3^ discutíramos a a>^>ariAncia proposta fx^r Chiao 

a Wu^*^^ para datarminar a manifastaçSo da fasa da Barry am sista- 

mas ópticos. Consi dar ando a propagaçSo da um foton linaar manta 

F>olarizado numa fibra óptica» Chiao a Wu praviram qua o plano da 

px>larizaçSo seria rodado por um Angulo» axprasso am funçSo da fasa 

da Barry. Suas pravisBas foram confirmadas axpari mental mente por 

Tomita a Chiao“". 

C2) 
CoDç>araramos a formulaçSo da Barry a a da Aharonov- 

Anandan » para uma partícula da spin 1/2 na prasança da um campo 

magnótico dap>andanta do tampo» na sacçSo CIZ.AD. Obtaramos p>ara am 

bas as formulaçBas fases da Barry proporcionais a Ângulos sólidos. 

Barry relacionou a fase com o campo de um monopólo localizado na 

origem do espaço da p>arAmatros. Tambóm relacionou A um Angulo 

sólido definido nassa aspaço. Aharonov a Anandan associaram a fasa 
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AO ângulo »&lido dollmitAdo pola trAjotdrla do apin d» pArticul* 

AO r*dor do cAmpo inAgnâtico. 

FIhaImente, ha secçXo CII.S^ e Apêndice C2^, estudAremos o 

trAbalho de Berry‘^*\ em que resgetA as contribuiçCes de 

PencharAtnAm'*^*’. Relacionaremos a fase de Pancharatnam para esta- 

dos de polarização da luz com a de Berry C prevista por Chi ao e 

F>ara a prop>agaçXo do fdton linear mente polarizado numa 

fibra óptica. Discutiremos o significado da conexSo de 

Pancharetnam, que nos permite comparar fases entre dois estados, 

nXo necessariamente "vizinhos" na esfera dos estados de polariza- 

ção da luz. 

Final mente no capitulo III analisaremos â luz dos trabalhos 

de Kobe, o oscilador harmônico generalizado» dep>endente do teiq^ 

COHGD^^ e uma p>artlcula de spin 1/2 na presença de um campo 

Biagnêtico arbitrário, depondente do tempo CSMTD Discutiaos 

p>essoalmente com o Prof. D. H. Kobe a sua formulaçSo invariante de 

Gauge p>ara a fase de Berry. Esta formulaçSo independe da condiçSo 

de adiabaticidade para evoluçSo do sistema. Tivemos oportunidade 

de estudar sua formulaçSo p>ara o oscilador harmônico generadizado, 

dependente do tempo. 

Na secçSo CIII.ID deter oiinaremos as equaçSes de movimento 

clássicas e a energia para o O. H. G. Para cHcte sistema, a energia 

nSo corresponde â hamiltoniana. Também, no caso quântico, o O. H. G. 

apresenta o operador energia diferente do hajniltoniano. 

Deter mi nairemos as equaçBes de movimento p>aj'a as ajnplitudes de 

probabilidade, em funçSo de grandezas invariantes por 
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t>rA.nsformiiçBM unit.4rlas. As fssss d* Dsrry psrs os sulosstsdos do 

oF>srsdor snsrgls do Bistszna sSo nulas. E>»monstrsrsmos qus as fasss 

d» Bsrry s os autovalorss f>ara a snsrgla sko ssparadamsnts 

invariantss por transformaçSss unitArias. Consoqüsntsment». a faso 

total s» mantAm invariants. Discutirsmos a formulaçSo d» 

Rohrlich***^ • de Gerbert***’ para o O. H. G. Elstes autores nSo 

distinguem o op>erador hami 1 toniano da energia do sistema. Portan- 

to, os autovalores para a energia e a fase de Berry nSo sBo 

invariantes por transformaçSes unitArlas. Mostraremos que no limi- 

te adiabAtico, a fase total invariante coincide com a nBo-inva- 

riante. 

Na secçSo CIII.cO, resolveremos de modo exato o problema de 

uma ptarticula de spin 1/^ em um canço magndtico depondente do 

tempo. C%>teremos os autoestados e autovalores p>ara o oporador 

energia do CSMTD e as equaçSes de movimento p>ara as amplitu- 

des de probabilidade. Consideraremos o sistema descrito num 

referencial “girante". Demonstraremos que os autovalores p>ara a 

energia e as fases de Berry, deternii nadas no referencial de 

laboratório, sSo iguais aos obtidos no referencial "girante". 

Tambóm neste caso, discutiremos a fcx^mulaçSo de Rohrlich^**’ de 

Gerbert'*®\ . . . Estes nSo distinguem o opserador hami 1 toni ano da 

energia do sistema, no referencial "girante". Obtdm-se os autova- 

lores p>ara a energia e as fases de Berry diferentes p>ara o refe- 

rencial de laboratório e p>ara o girante. No limite adiabAtico, a 

fAs» total invariante coincide com a nSo-invariante p>ara o refe- 

rencial "girante". 

B 



Est» problAina s»rá publicaido sob o título: “ Borry phas» «ind 

prob*biliti*s for «i spln ono-half pArticl» in a nonadl abatí c 

magnatic fiald"^**’, do qual particip>al am sua formulaçlío. 

/ 

• ' ír 
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tltf) 
o Fator do Faso na Mocanica Quantlca - A Fasa da ^rry 

Em MacAnlca Qu&ntlca, um ast&do físico é raprasantado p>or um 

vetor d© estado elemento d© um espaço vetor!al complexo. 

Postula-se qu© contém informaçfio completa a resp>eito do 

estado físico, a qual obtemos pelo processo de medida de um 

conjunto completo de observáveis. O conjunto dos vetores que 

diferam antre si por um número complexo, nSo nulo, representa o 

mesmo estado físico. A este corresponde um esp>aço vetor! al 

unidimenslonal. O produto é interpretado como a densidade 

de probabilidade de se encontrar a partícula am um ponto do 

espaço. Logo usamos vetores de estado normalizados á unidade 

Csegundo a norma definida no esp>aço vetorial complexo^ para indi- 

car os estados físicos. 

Consideremos uma partícula, cujo estado é representado pelo 

vetor normalizado , funçSo da posiçSo jT  e do ten^^ t. 

Ebcpressemos da seguinte forma 

|'y> = . Cl> 

onde A e 5^ sSo funçSes reais de f © t. Denominamos an^litude e 

fase as funçSes A e , resp>ectivamente. Em cada instante t, o 

estado da p»artlcula estará determinado a menos d© uma constante de 

módulo um, que nSo apresenta manifestaçSo física. Elssa indetermi- 

naçSo na fase de provém da liberdade em adicionar constantes 

arbitrárias á . 

A densidade de probabilidade indep>ende da fase de 1'V'> , 

p>ortanto, qualquer indeterminaçSo na fase nSo manifestará 

7 



»bp>*ço. m&s * dlf*r*nçai »ntr* o vtilor da fas* am doia pontos 

vizinhos está bem determinada. Para dois pontos distantes, haverá 

uma diferença de fase definida, que depende da trajetória que os 

une. Neste caso, a mudança de fase nfio á necessariamente nula, 

quando o estado percorre uma curva fechada t. 

Analisemos as condiçóes necessárias para que este fator de 

fase nSo-lntegrável nKo dá origem a ambiguidades no formalismo 

quántico. Vimos, anterior mente, que o produto está bem 

definido, pois independe da fase do estado. Consideremos dois 

estados e que a partícula pode assumir. O produto 

é interpretado como a densidade de probabilidade de transiçSo 

entre os estados m e n. Para que esse produto tenha um valor bem 

determinado À.(S S ) 

a funçSo CShi - Sn!) deve estar bem definida entre dois pontos 

quaisquer, embora os estados nSo necessitem ter uma fase definida 

em cada ponto. A diferença de fase AS entre dois pontos e , é 

caracterizada po" 

In phase of a wave functlon round any closed curve must be the 

Logo, essa diferença será nula num caminho fechado 'C . a variaçSo 

da fase de ao longo de T será igual e oposta á de ^4nl, ou 

same for all the wave functions" 
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A nXo-int»graibilidatd» da f&s* é consist»nt» com o principio 

d* suporposiçSo. Sojam os ostados • IYt, ^ Sabomos qua a 

variaçSo na fas» ao longo d» um caminho fochado P A a mosma para 

\ o 1 'Vt) > . Logo, uma combinaçSo linear dos dois esLados ter A 

essa mesma variaç&o na fase ao longo de 't 

Vamos aprofundar nossa discussSo sobre a questSo da fase 

nXo-integrAvel. Primeiramente, expressamos o estado l, de 

maneira mais geral que em ClD» sob a forma 

C4> 

onde A um estado com uma fase definida em cada ponto. A 

incerteza na fase estA presente no fator Supx>ndo que esse 

fator nSo A integrAvel, entSo S nSo A uma funçSo de x , x , x , t 
t s s 

com valor bem definido em cada ponto, mas deve ter derivadas 

definidas 

 ) -x-— i ^ Oí- C53 
ax, 

ko 

Voltemos a discutir 

E^tas nSo satisfazem, em geral, as condiçBes de integrabilidade 

C65 

a consistAncia do fator de fase 

nSo-integrAvel e o principio de superposiçSo. Podentos usar o mesmo 

fator de faseS^p>ara representar diferentes estados do sistema 

C4!>. Logo, uma combinaçSo linear de estados ser A expressa p>elo 

mesmo fator ^ . Este determina a variaçSo da fase ao longo de 

um caminho fechado. Embora usemos o mesmo p>ara tratar com 

todos os estados do sistema, nada nos obriga a tomar o mesmo IK. 

Podemos entregar JK's, diferindo entre si pelo gradiente de um 

escalar, p>ara exp>ressar diferentes estados Cap>enas^^\K estA 

O 



f1x^doD. 

Vaimos» * K*guir» wrl ficar qu» os ostados lt> , \'¥^> nXo 

satisfazam a nasma aquaçSo da avoluçXo. Considaranos a darlvada 

C4^i rasulta am 9 

d%‘ 
• Quando aplicada ao astado 

HS 

K> 

9x^/ C73 

Portant^o» sa satisfaz uma aquaçSo da avoluçSo anvolvando os 

oparadoras somantum p a anargia E, ^ obadacarA uma aquaçSo da 

avoluçSo corraspondanta am qua substituímos: 

?> — ^ C8) 
9x> 

Em out^ras palavras» sa satisfaz uma aquaçSo da avoluçSo 

obedecerá uma equaçSo 

foi substituída F*or 

que contenha a derivada » iV> 

correspondente, em qua a derivada -Z— 

3x* t ^x^ 

Se satisfaz a equaçSo de evoluçSo para uma partícula 

livre da int,eraç8es» ^ irá satisfazer a equaçSo da evoluçSo de 

uma partícula de carga q movendo-se na presença de um campo 

eletromagnátlco, cujos potenciais sSo 

Ao s — Ko íAa kí kt,Kj^ COD 

Portanto, * introduçSo de um fator da fase nSo-integrável equivale 

á introduçSo de potenciais eletromagnéticos, por meio do 

acoplamento minimo C8!). O fator de fase nSo integrável é definido. 

para uma curva unindo os contos x e x » da seguinte forma 
„ a ^ 

sob umai t^raj>srormaçSo ds gaugs» o fator da fasa ú invarianta 

C103 

C113 
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parA toda poÍK axp C i. ^ 3 • axp C D kXo constanti 
♦» t\ 

curva unindo os c>ontos x • x . 
^ o í 

U7] 
Nas F**!*"^** • Yang *'E1 atromagnati sm is thus tha 

gauga-i nvari ant manifastation of a noni ntagr abl a phasa factor**. 

Para o alatromagnatismo o fator da fasa nSo-intagr&val» numa dada 

curva» 6 um alamanto do grup>o abaliano UCID. Wu a Yang propu- 

saram uma ganaralizaçSo do concalto da fator da fasa» para taorlas 

da Gauga-nSo abalianas. Nastas taorias, o fator da fasa nSo-1nta- 

gr ával será um elemento de um grupo de Lie nSo-abellano. 

Consideramos um oporador hami 1 toni ano qua daponda 

continuamanta da parâmetros <R £ M» onda M ó uma variadada 

difaranciávai. Denominamos M da asp>aço da p>arámatros. Assunnamos 

qua exista uma diferença finita entra os autovaloras discretos da 

HCR;>. Quando R p>arcorra a imagem da uma curva am M» por hipótese 

nSo ocorra cruzamento entra os autovaloras. Nesta contexto» o 

C873 
teorema adiabático quántico poda sar assim expresso: variando 

os p>ar&metros IR lantamanta ao longo de uma curva am M> um 

autoastado do operador hami1toniano mantóm-se no autoestado 

corraspondanta durante a avoluçSo. 

Racantamanta» Barry resgatou o fator da fasa gaomótrico 

qua havia sido ignorado no teorema adiabático quántico. Barry 

demonstrou qua um estado quántico » quando transpertado 

adiabaticamante ao longo da um laço am M» adquira um fator de fase 

geométrico em adiçSo ao dinâmico C i'^'> é um autoestado do 

op>ar ador HC R3 3 . 

Simon 
US] reconheceu que fasa de Barry é devida â 
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holonoml* d* um» con^xXo d*flnld* num “lln» bundlm*' sobr* o 

#sp*ço d# pair&ii»tros M. Definiu um fibr*do v*torÍAl sobr» M» 

As&ociando a cada p>onto R c M o autoa&p>aço corrasp>ondanta ao nlval 

do energia £nClR>. Este fibrado vetorial é um subfibrado de M , 

onde é o espaço de Hllbert dos estados qu&ntlcos. Uma 

transformaçSo adiabÀtica em HCR^ pode ser interpretada como um 

transporte paralelo no fibrado vetorial sobre M, sob a conexSo de 

Berry. Esta conexSo permite-nos comptarar os estados em pontos 

vizinhos do fibrado. Simon observou que este transporte p>aralelo 

tem a seguinte propriedade 

< \ à > *0 CIE) 

Uma mudança infinitesimal de um autoestado é ortogonal ao 

autoespaço a que portence. Concluiu que a evoluçSo de um 

sistema Cquando o fator de fase din&mico é removido) é o transpx>r- 

te p>aralelo dos estados do sistema sob a conexSo de Berry A . A 

fase geométrica é a integral da curvatura A sobre uma regiSo do 

“line bundle". A fase deponde da curva porcorrida no fibrado. 

A formulaçSo original de Berry e Simon foi generadizada por 

Wilczek e Zee^^. E^tes consideraram hami 1 tonianos com esp>ectro 

degenerado. Para tais casos» obtiveram potenciais de gauge 

nSo-abelianos. 

/ Anterior mente ao estudo de Wilczek e Zee da ap>roximaçSo 

Born-Opp>enheiner CB. O.) p>ara moléculas» alguns quimicos^**^ obser- 

varam que nSo seria px>ssivel escolher sempre as fases dos autoes- 

tados eletrônicos univaloradas e reais. Analisando o espoctro dos 

níveis vi br acionais dos núcleos» porceberam que se deveria adicio- 

lE 



n*r AO hAmiltoniAno nucloAr AfAtlvo, provlAto ha AproxinAçXo B. O. » 

um tArnno SAmolhAntA a um potAnciAl votor. A luz dos trAbAlhos d# 

Berry‘*\ Wilczek a 2ee propusorAm uma oeneral IzaçSo da aproxlma- 

çSo B. O. , introduzindo o potoncial do Berry como uma corroçXo a 

»sta aproximaçSo. O p>otencÍAl sorA nSo-abeliano para AutoAstados 

«l»trânicos dogonerados. Quando os núclAos percorrom um caminho 

fochado no «spaço» os ostados «lotrdnicos adquiram a Taso de 

Berry. 

Sagert^*^’ estudou uma fAmilia d» operadores da forma: 

H = H + tC. V, onde H é um op>erador invariante por rotaçSes, V um 
k o O 

operador vetorial e K um vetor unitário em R. C^teve» para o caso 

do espectro de nSo degenerado» que existe somente uma conexSo 

riemanianna invariante sob açSo de um elemento do grupo das 

rotaçSes. Esta conexSo A definida no *'line-bundle“ do sistema» 

cuja base A o espaço dos vetores unitArios: S^. A evoluçSo do 

sistema» no limite adiabAtico» A dada pelo transporte paralelo a 

conexSo Invariante. Esta conexSo invariante A a de Berry. No caso 

do espectro de com uma dupla degenerescôncla» considerou um 

fibrado vetorial sobre S*» em que a fibra A um espaço vetorial 

complexo» bidimensional. Se os estados degenerados Ccor- 

respondentes a um nivel de energiaD tAm números quAnticos J. K 

consecutivos* m - m = ± 1» existe mais de uma conexSo invariante 
1 * 

por rotaçeSes. Neste caso, a equaçSo de Schrôdinger determina 

univocamente a conexSo» relacionada com a evoluçSo do sistema. 

Se os números quAnticos dos dois estados degenerados nSo satisfa- 

zem a igualdade anterior» podemos identificar a conexSo de Berry 
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B*rry cono » únic* ri^maini «inn* invariaint* por rotatçSos. Vlnot^^’ 

demonstrou que e conexXo de Berry é Inverlente Ce menos de ume 

trensformeçKo de geuge^ sob e eçKo de um grupo de slmetrle no 

espeço de perAmetros. Os resultedos de Segert^^^ e>ceiq>llfleem 

esslm e eflrm&çSo enterlor. Jecklw estudou como es slmetrles 

de um sistema determinem e conexSo de Berry e como es leis de 

conservaçSo sSo efetedes quando e fase geométrica esté presente 

no sistema. 

Recentemente» Aharonov e Anandan^’ estudaram evoluçSes 

cíclicas de estados qu&ntlcos em que um fator de fese geométrica 

p>ode ser associado e cada curva fechada» definida no espaço de 

Hllbert projetivo. Este fator dep>ende somente do caminho no espaço 

projetivo Clndepende da forma do hamiltonlano:>» o que nos permite 

remover a restrlçSo de evoluçSo adiabátlca. Page estudou o 

caso de dlmensSo finita» no qual a fase geométrica é expressa em 

funçSo da holonomla de estruturas geométricas definidas no espaço 

projetivo. 

Consideremos haml 1 tonl anas clésslcas depiendentes de um 

conjunto de parâmetros que variam no tempo. Segundo Hannay e 

Berry as variáveis angulares de um sistema clássico integrável 

adquirem ângulos» os ângulos de Hannay» Cem adiçSo a Integral 

das freqUénclas 1 nstantáneasl) durante um ciclo percorrido 

adi abatí camente no espaço das haml 1 tonl anas Integrável s. Os 

ângulos de Hannay A6 est&o relacionadas ao limite semi-clássico 

da fase de Berry » da seguinte maneira 

Aô = Uw - C135 
0n 
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A d» B*rry t*in ftido confirokada par* dif»r*nt»s •iatanas. 

Chi ao • praviram quo a roiaçSo obsarvada na dlraçKo da 

p>olarl2açIo da um fóton, propagando-sa am uma fibra ótica 

hallcoidal ara igual A fasa da Barry. Confinando um faixo da lasar 

numa fibra óptica. Chi ao a Tomita confirmaram a prasança da 

fase geométrica num sistema óptico. 

No entanto, as evidências da fasa da Barry am si stamas 

ópticos originaram discussóas, no santido da sa datarndnar a 

origam clAssica ou quAntica dos afeitos observados CHaldana^**^, 

Sagar t D. 

ti83 
Na década da 50, Pancharatnam havia tratado classicamanta 

fenômenos ópticos em que se manifestam diferenças de fase nos 

estados da polarizaçSo da luz. Em saus estudos, Pancharatnam 

mostrou que uma mudança ciclica nestas estados é acomp>anhada por 

uma diferença de fase Cdenooiinada fase da PancharatnanO, 

proporcional a um Angulo sólido - no -.espaço dos estados de 

F>olflLrizaçSo. Ramasesham» Nityananda e Berry 

retomaram os trabalhos de Pancharatnam. Berry esta±>eleceu uma 

relaçSo precisa entre a fase de Pancharatnam e a geométrica, 

afirmando que a fase adquirida pelos autoestados de polarizaçSo é 

um “anAlogo óptico ao efeito Bohm-Aharonov*'. A nSo transi ti vi dade 

da conexAo de Pancharatnam para diferentes estados, origina a fase 

adquirida durante uma mudança ciclica da polarizaçSo. 

Uma série de experiências confirmam a dependência da fase 

geométrica de sistemas Cem que a direçSo do spin rodaD ao Angulo 

sólido, a saber ^ 
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Ca> nêutrons •m um cAnpo nagnético h*llcóid«Ll CSO> 

Cb? »sp>*ctro d* ressonância de quadrupolo nuclear p>ara uma 

amostra rodando lentamente C30^ 

Cc3 efeito Hall quântlco C31D 

Cd3 1nterferometrla para ressonância magnâtlca nuclear de 

um sistema de trâs nívels C32D. 

Cogltou-se na possibilidade de se remover a fase de Berry por 

melo de transformaçBes unitárias [14»16»3âl. Nesta formulação» a 

soma da fase dinâmica com a de Berry deveria permanecer inalterada 

sob a açâo de transformaçBes unitárias. Kobe^^ desenvolveu uma 

formulaçSo na qual a fase de Berry e a energia sXo sep>aradamente 

invariantes por transformaçSes unitárias. Inspirado no postulado 

de que unta tr ansf or maçSo unitária nSo deve modificar uma grandeza 

fisica observável» Kobe encontrou nos trabalhos de K. H. Yang"* 

uma formulaçXo da Mecânica Quântica nSo-relativistica invariante 

por transformaçSes de gauge. Yang observou que o hami 1 toniano para 

uma p»articula carregada na presença de um canqdo eletromagnético 

clássico» funçSo do tempo» depsende do gauge escolhido. Postula-se 

que um operador correspondente â uma observável fisica» seja 

hermltiano e forraalmente invariante por transformaçBes de gauge. 

Também seu valor esperado deve ser indep>endente do gauge 

escolhido. Portanto» o hamlltoniano para uma particula na 

presença de um can^o eletromagnético clássico» dependente do tempo 

nSo pode ser o operador energia do sistema. Este operador» deve 

ser nianifestamente invariante e definido como a soma das energias 

cinética e p>otencial. Yang definiu amplitudes de probabilidade 
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invAriantM por irainsforBt»ç0os d* g*ug*» UBJk.ndo os sutoosisdos do 

oporsdor onorgiai do sistoma. 

OF>*r adoras qu» raprasantam grandazas físicas a possuam um 

anÀlogo cl4ssico> davam satisfazar o taorama da Ehranfast. Nasta 

santldo» a variaçSo tamporal do valor asp>arado do op>arador anargia 

deve ser igual ao valor esp>erado do operador potência. 

Em sua formulaçSo, Koba^^^ constrói o oparador anargia a 

partir das aquaçSas da movimanto p>ara o sistama. Nos sistamas am 

qua o oparador anargia nSo 6 o haml 1 toniano» a dlfarança antra 

os op>aradoras ó introduzida na dafiniçSo da fasa da Barry. Sob uma 

transformaçSo unitáiria, <^Ao sa modifica como a componanta zaro da 

um potancial da gauga. Koba p>ostula qua a aquaçSo da Schròdinger e 

a de autoval oras para o op>arador anargia sSo Invari antas sob 

transformaçSes unitárias. Verificou que a anargia a o oparador 

hami1toniano sa modificam difarantamanta sob assas transformaçSas. 

A diferença antra o hami1toniano a a anargia transformados 

ó assim, introduzida na definiçSo da fasa da Barry. Ató mesmo p>ara 

sistamas am qua a anargia ó o hami 1 toniano, a fasa da Barry para 

os autoastados transformados contarA a diferença antra os 

operadoras transformados. Empregando a definiçSo da Koba para a 

fasa de Berry e os autoastados da anargia do sistema, a mesma fase 

ó obtida para qualquer escolha de gauga. Os autovaloras do 

oparador anargia tambóm sSo invariantas, nasta formulaçSo. Assim 

Kob>a defina a fasa da Barry a os autovaloras da anargia da maneira 

invarianta, saparadamanta. No limita adiabAtico, a fasa total 

invari anta coincida com a soma da fasa dinAmica a a da Barry 
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d*p*nd*nt»s d* o*ug*. As ssplitudss ds probsbllidsds» qiuktkdo 

UBsdos os sutosstsdos ds snsrgis» sstisfszsm »qusçC(ss ds 

movimento que relscionsm grandezas invariantes. No caso de 

sistemas dep>endentes do tempo, a variaçXo temporal da energia é 

expressa polo operador potAncia. em sua formulaçlío invari ante. 

NKo é necessário que a evoluçXo do sistema seja adiabAtica ou 

ci clica p>ara que a defini çSo invari ante da fase de Berry potssa ser 

aplicada. 

/ 
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I. o FATOR DE FASE GEOMÉTRICO NAO-INTEGRAVEL 

I.l A fornulacao de Berry 

Uin sistema físico evolui ciclicamente quando seus estados 

inicial e final assumem o mesmo conjunto de valores observados. 

Caracterizam-se estes valores pela medida do conjunto completo das 

observáveis fisicas. Classicamente, nSo há diferença entre estes 

estados. Tudo se p>assa» como se nSo houvesse ocorrido a evoluçSo 

do sistema. Quanticamente, ele lembra sua evoluçSo, pois adquire 

um fator de fase. Este fator pode ser determinado p>or meio da 

interferência do estado do sistema com outro coerente, mas de 

evoluçSo distinta**’. Berry**’ caracterizou uma contribuiçSo 

geométrica no fator de fase, adquirida por um autoestado, durante 

a evoluçSo cíclica do sistema. Considerou sistemas descritos por 

hami1tonianos H que dependem de um conjunto de parâmetros. Estes 

sSo funçSes do teiiçx:» que se transformam lentamente. No espaço de 

Hilbert, o autoestado é transportado adiabaticamente ao longo 

de uma curva fechada. 

Passemos agora à obtençSo da fase de Berry em sua formulaçSo 

original**’. Eienot aremos as coordenadas dinâmicas por: ^ (V) * ^ e a 
0^ _ A A 

hami 1 toniana por: H t^.F'J ~ ^) » cujos p>arámetros sKo 

IRtO - R . A equaçfio de Schròdinger p>ara o estado é dada por 

l'V^> . lN^^,Rlt),t)> = |''pct)> ci> 

A cada instante t, teremos um conjunto completo e ortonormal das 
A 

autofunçeSes ^ = 1 ~ do operador energia £ que 

satisfazem 
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ond# €nC^') é o Autovador dai •n»rgi» corr#»pc>nd*nt* aio aiutOMtAdo 

• Ho Instaint* t» * «implltudo do probaibilidodo do oncontrao' o 

olstomo om un outoostodo» é dodo polo produtoi 

O os todo podo sor o>^rosso no boso dos outofunçBos do 
A 

opor odor £, , o sobor, 

C4) 
n 

Os cooficlontos a^lt) s8o obtidos pelo produto Indicodo om C3^. 

Nosto ponto, idontlficornos o onorglo con o homl 1 toniono H do 

sistomo. Quondo substituímos o o>q>ross8o C4? no oquoçXo do 

Schròdingor Cl^, omprogondo o C3^, obtomos poro os omplltudos 

<Xrt{i.) , O seguinto conjunto do oquoçSos do movlmonto: 

À.^ay\ - e«at\ + ilí ^ ^o.<n = - ^ < T-n (Ã^í ^ > ajt cs5 
at ’ 3t 2% 

o membro à direito no oquoçKo C5> contém os omplitudes de 

probobilldode de tronsiçSo do estodo poro^^^. Diferonciondo, 
/V 

em reloçSo oo tençx>, o equoçSo de outovolores poro o operodor £ 

CS> , obtemos o elemento 

<N^-nl 3. 
d% ÊK - Ê-n 

poro K Y^ e os outoostodos do H nSo degonerodos. 

C«> 

Se num pieriodo de Bohr _^ÍE. paro o tronsiçSo de outoostodos 

p»oro I ' o vorioçSo do homil toni ono com respeito oo teiqx^ 

é pequeno, conçtorodo 4 diferenço entro os nivols do onergio dos 

dois outoostodos 

_L 
T 

A 
9H 

« 
(O K». -L (€k 

^ C6o) 
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F>ortanto, *s •qu*ç8*s d* moviiMnCo par» ab CXn(t) 

simpllfic&m-s* «n) 

jL - €yy CXtí "t ^ W ^ ^ CX-n =0 C7> 

EsCa aproxlmaçSo ú conhaclda como Adlaballca. Supomos o autcostado 

do sistema transportado adlabaticamente» de modo que a nSo Induzir 

transiçSes p>ara outros autoestados. Se o sistema for prep>arado em 

\ IB-CO)) > ^ ele evoluira no tempo, p>ermanecendo em . 

Assim, se 0.»>Co) = ^ p>odemos integrar a equaçSo de movimento C7D 

e obter a amplitude de probabilidade na aproximaçSo adiabAtica 

o transf^orte adiabAtico resulta num fator de fase, que se soma ao 

fator dinAmico esporado ). n '0 

Postula-se que um estado físico é representado por um vetor 

de estado p>ertencente a um espaço de Hilbert ^ Para um 

número complexo C, nSo—nulo, os vetores I^ « C.1^^ representam o 

mesmo estado fisico. Elm outras palavras, os raios Cvistos como 

classes de equivaiAnciaD sSo os elementos significativos na 

descriçSo do sistema fisico. Em nosso caso, acreditava-se que o 
,t 

fator de fase geométrico: ^ t J^ | It') ^ 

presente em C83 pudesse ser absorvido em mediante uma 

redefiniçSo de fase. Supunha-se que esta nSo implicaria em p>erda 

de informaçSo sobre o estado do sistema 

Berry idealizou uma exp>eriéncia de interferência p»ara 

detectar ««ma diferença de fase, provinda do fator geométrico. 
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Considerou sistemas em que os parâmetros variam lentamente 

com o tempão. Os operadores hami 1 tonlanos sXo iguais nos instantes 

t t o e t T: . Os sistemas sXo transpor- 

dos ao longo de curvas , definidas no espaço de parâmetros» 

em que * P (.T) . Os autoestados de H [flí.(t)^ retornam aos raios 

originais» mas acrescidos do fator de fase geométrico. Se um 

sistema é separado em dois subsistemas: 

Ci3 num deles» o autoestado do hami 1 toniano H é transportado 

ao longo de uma curva fechada T 

Cii3 no outro» o autoestado evolue segundo um hami1toniano mantido 

constante , 

Ao recombinâ-los em t e T» devemos observar p>or meio de 

interferência uma diferença de fase entre os autoestados. 

Experiência de interferência idealizada p>ara 

determinar a manifestação da fase de Berry. 
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Estft dif»r»nça d* f*s*> adquirid* p*lo autoastado duranta o 

iran&porta ao longo do uma curva fochada P, donominamos faso do 

Borry, doflnida como: 

^ ^ > cii’ 
co> 

cr é p>aramotrlzada p>or tD. 

So os autoestados nSo depondom oxplicitamonto do tompo, mas 

sim os F>arAmetros , podemos expressar a fase de Berry 

como a integral de linha: 

p C10> 

onde V|i^ op>era em 1R 

O ponto importante de CIOD consiste na fase ^ri nSo-integr4vel. 

ELI a assume diferentes valores conformo a escolha da curva P no 

esp>aço de p>arâimetros. E>evido A integraçSo nas coordenadas desse 

esp>aço, a fase nSo pode ser expressa como funçSo de 

EIscolhemos normal 1 zada: ^'VVi Wn >• 1 

IRCt) 

A derivada 

temporal deste produto A nula: ^ » 0 Podemos rees- 

crever os termos da expressSo anterior: 
" 3t 

e verificar que cada termo é o complexo conjugado do outro. 

Portanto, cada um deles é um imaglnArio "puro" e a fase de Berry 

Vamos introduzir um "potencial vetor", definido no esp>aço de 

F>ar Ametros: 

/AIR') = lUR» C113 

de maneira a reescrever a equaçSo CIOD com este "potencial": 
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C1Z> 
U{V) « k 

'^r 

Cm analogia com o •latromagnotismo» o “potanclal vator" A(|R) 

possui invariância por transformaçSo da Gauga. Sa a fasa da 

é modificada» o "potancial vator" altara-sa p>or um gr adi anta: 

—* An[^) +XVi^ MU) C13) ^ 

Notemos que a invariância de Gauge da fase de Berry Já era 

esperada. Podemos interpretar esta fase como o “fluxo** da um 

**caRqx:> magnático** Cinvarianta da GaugaD atravás da áraa D limitada 

paio caminho adiabático no espaço da p>arámatros 

= ^ òlR.'A«CiR) = W5.(VaAt,) * ( dS*Bt.UR) Cl45 
t> ■'d 

Et» ^'R) =. A C14a3 

utilizamos o teorema de Stokes para expressar a integral de linha 

C12D como a integral sobra a superfície D cujo bordo 0 á o 

caminho adiabático P = “Bt) .Embora o autoestado a o 

potencial dep>endam da escolha de fase C13D» a curvaturaIBv» 

C14aD e a fase de Berry C14D sSo invariantes por transformaçSes 

de Gauge. 

Empregando elementos: rotacionais . gr adi entes , 

familiares ao cálculo vetorial em esf>aços bi ou tridimensionais» 

podemos interpretar C14^ e C14aD em um contexto mais geral. Uma 

2-forma B C IR D está definida no espaço fibrado sobre a variedade 

de parámebros. Quando integrada em uma regiSo D» bidimensional» 

cujo bordo é uma curva P » resulta em TÍy,(.P)- A 2-forma B CR5 
T% 
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lnd*p*nd* d* Mcolh* d* ttkmm dos suto*stsdos. 

Dsvldo à fsmillsridade cont os espaços bi e tridimensionais e 

antecip>ando que interessantes aplicaçSes sSo formuladas para o 

esp>Aço tridimensional de p>arAmetros • detalharemos as expressCies 

em Cl 413>: 

t> D 

. - y dS • < 1 A 1 Vii. (.R)> 
D 

\ àtl* ^ \ C1S3 

onde representa o rotacional e ^ % : o produto exterior 

C ou vetorialD . 

Introduzindo os operadores ltn'>^yn\ que satisfazem 

L l'rnlR)><YnllR')\=^ : unidadeD. reescreveremos o integrando 

em Cl55 como elementos da forma ^Nw> ^ Vg_^ s 

ISy. (D = -1« áS.22' l-l*™> A <in 1 V^4„ > 

ciej 

onde ^ significa que omitimos o caso m s n. Por argumentos 

similares que demonstram ^ "Va 1'> ser um imaginArio "puro**, 
c% 

pxxlemos concl ui r que <ÍlViÍ> A um imaginArio puro. Sabemos que 

o produto de dois números imaginArios puros A real. Portanto, o 

produto é real e nSo contribui na soma. 

A parti r da equaçSo de autovalores p>ara o opserador energia 

CaD, podemos expressar os produtos da seguinte forma: 

C175 

€ Y1 ~ Ç. •m 
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supondo quo o oporsdor onorois tsnhs um ospoctro nXo dogonorsdo. 

Assim rosscrsvsrsmos CIO introduzindo C16D • C17Dt 

JUs.v.íR) ci8:> 
D 

onds 

C103 

Vamos dsstacaLT qu« 'l^v\(r') ^ zsro: CO ss a ragiXo D é nula» 

Cii> ou sa a curva T é parcorrida da forma a voltar paio masmo 

l,raJato atA o ponto inicial a partir de um valor do parAmetro t. 

Fm pontos vizinhos ao da daganarascAncia» a contribuiçSo dos 

astados |‘'/rn'> passa a sar dominante am N/t>(1R') a TÍt» (T) Como 

comentamos anterior mente» a 2-forma no espaço fibrado gene- 

raliza a axpressSo CIOD. B>-n(íR)A calculada empregando a derivada 

exterior d e o “produto exterior*'A 

1.2 A Formulação de Anandan-Aharonov^ 

Consideramos um vetor-normalizado que avol ui da 

acordo com a eqfXJaçSo de Schròdinger 

\ C13 

Apôs um intervalo de tempo T » o estado se caracteriza por 

=» , onde <|) A real. A evoluçSo do sistema A 

representada por meio de uma curva F em . Em virtude da funçSo 

% : ^ Cque associa um vetor 1'V'^ em ^ ao raio que o 

contAmD F pode ser projetada em uma curva r* «m P . s. r a 

lima curva fechada» a evoluçSo do sistema denomina-se cíclica. O 
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•stikdo transportado ao longo dassa curva é dasignado cíclico. 

No dacorrar da avoIuçSo cíclica, o vator astado adquira 

um fator d© fase . Definamos um raio lV^(t)> = C- ^ 

tal que a funçSo cxCtD satisfaz . Sob astas condiçBes, 

conclui-sa que: * 1^(0") > . Derivando i i ^^^^em relaçSo 

ao tempo, obtemos 

Multiplicando C2a3 por resulta 

^ Yct)li_'?ít)>«ti( 9 o(lO^^ <^(0| ^ y(t)> 
9t \'i*‘ J 'jt 

C2a!> 

C2b> 

Empregando a equaçSo de Schròdinger C13, reescrevemos CSbD desta 

f ormat 

<^^(0 ) H ! <4(t) 1 i\ ^ 'ttt» - ti í 'L 0({t)) 

• 9t [ ' C2c5 

Integrando a expressSo CScD entre 0 a X a fasa real (|) 

resulta da soma da fase din&mica Cprimeiro termo no lado direito 

da equaçSo C3DD com a , a saber: 

6» - 1 \ 1h 1^(0> àt + ( <'ÍU)Uti 9.<u 
-Jo Jo 

(oUti 9. 
*^0 gx . C4? 

A fase geométrica nSo dep>ende de ^ nem da forma da 

hamiltoniana H, p>ara uma dada curva T. Também indep>ende da 

parametrizaçao de F • esta univocamente determinada a menos de 2Trn 
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Cn B int»ircO. Uma ascolha apropriada da funçSo , para toda 

curva r lava-nos ao masmo ralo 1^^. Assim concluímos qua o fator 
lí 

da fasa ^ é uma proprladada gaomAtrica da proJaçXo da P no 

aspaço dos ralos ^ . 

Barry^*^ a Simon'^*^ obsarvaram qua a fasa 1 é manlfastaçSo 

da gaomatrla do aspaço da par&matros. Ela 6 a holônoirda associada 

a uma conaxSo definida num "lina bundla" harmltiano, cuja basa 6 o 

aspaço da par&matros. 

Aharonov a Anandan^*^ formularam asta problama am tarmos da 

ciclos dos estados qu&nticos no espaço projetivo do sistema. A 

formulaçSo original considera ciclos do operador hamiltoniano no 

aspaço da par&metros. Indapandanta da avoluçSo do hamiltoniano sar 

"adiab&tica", a fase geométrica C4!> corresponde & fase de Berry 

^v>cr3 Cl.OD e Cl.lOD, para a escolha ^ 

1.3 Sistemas com autoestados degenerados^^’ 

Estados degenerados formam um subespaço V de ^ Cespaço de 
n 

Hilbert:>. Uma base natural para asta subespaço é formada pelos 

autoestados < > i = l,...,dlm correspondentes ao nível 

degenerado Cn . 

A avoluçSo temporal dos vetores de satisfaz a aquaçSo de 

Schrôdinger. Se no intervalo de tempo I0,t3 temos V Ct3 = V C03, 
n f> 

denominamos a evoluçSo de V cíclica. Suponhamos que o espxaço ^ 

do sistema p>ossa ser decomposto em uma soma direta de dois 

subesp>aços de dimensSo m e n» dependentes do tempo U) • 

Suponhamos também que a evoluçSo de V^^tD é cíclica, no intervalo 
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CO»t3. S»J» “ 1>... »dln V uma bas* ortonormal d* V , 
*' »* 

•m quo os vatorms s*tisf*çam|''fTi,a('f)>»|'fT),aW)para todo a. CXjtra bas» 

ortonormal da V é dada por a*l,...,diirV Os vatoras, 

avoluam no twmpo, sagundo a aquaçSo da Schròdingar: 

^ 1 Cl) 

No instante inicial» t = 0, os vetores das diferentes bases sSo 

considerados iguais ~ Em um instante t, os vetores 

da base I ^ p>odem ser caracterizados pela açffo de um operador 

uni t Ari o UCt) em <) 

Jí Vi> 

l<í>T.,aW> = ^ 
fc-1 

Este operador satisfaz a condiçSo inicial 

C2) 

C3) 

Substituindo C2D na equaçSo de Schròdinger CID» obtemos uma 

equaçKo p>ar a o oper ador UC t): 

^ (Jl‘) = 
2<- 

na qxjal definimos os seguintes elementos de matriz: 

Ci) O potencial: Aab Ct) = < c))n a ?_ b > 

?fc 

CA) 

C5) 

Cii) O termo dinâmico: To^Ct”) = <C (|>iiclÍ Hlò-ríb^ C6) 

Uma e^q^ressSo p>ara o op>erador unitário UCt)> que satisfaz a 

equaçSo de evoluç&o CA) e a condiçSo inicial C3), A dada por: 

Uít) = T \ ^ I C7) 

r\ 
em que T denota "ordenamento temporal". Introduzimos o ordenamento 
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polK op*rador»s definidos m dif»r*nt*« instaniM» podM 

rvXo comutar »ntr» si. A avoluçXo clcllcA • adiabAtlca do ftuto»s^- 

ço d»g»n»rado V corr»spond* ao caso am qua» aomanta axlsta con- 

tribuiçXo dos alamantos diagonais d* T .CC^. Para os autoastados 
aV 

C6I> daganarados. astas alamantoE kXo indicados assim: 

< Hct) 1 (J)r.a >.= (03 

Esta axprassSo nos parmit.a raascravar o op>arador unitArlo UCt^C7^, 

na forma: 

u{t)= ^ 

,x 
_t XEltSdt' 

- ç- L 
.t\ e 

C03 

Sob uma transformaçXo unitAria W Ct^, os vatoras da bausa 

modlficam-sa da saguinta manaira: 

= L VJ.bU) 1 C10> 

O potancial A C5^ a o tarmo dinâmico T C6D transformam-sa» 

rasp>acti vamanta am 

^ = NmIa VvI^ vJ t'= \AIH\M C113 

o caso particular, am qua a daganarascância anvolva somanta 

dois asbados, foi discutido por Barry Considaramos uma 

matriz harmitiana 2 x 2, qua dapanda da 3 parâmatros X, Y 

a Z> coiqponantas da um vator R. Esta matriz sarâ axprassa paio 

produto 

HW = CT = i 

C121 

C = d o oparador vatorial cujas componantas sSo as 

A A 
Biatrizas da Pauli. Admitamos qua HCRD - £ Os autovaloras para o 
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op>or ador £ B&O 

Ef (IR) ( A V+ Z^) = :LlRl 
2, • 2 ^ ^ 

Os autovetores ralacionados a E| a E^tlR) sarSo danot-ados, 

por ir>. u>. No as paço da par&matros, o pxanto R «0 corresponda 

no sistema físico a: E.^E. | R*) =* 0 . Logo, os 

autoastados a sSo deganarados. 

Sa os par&matros IRC*) , parcorram pontos vizinhos a R*, a 

fasa da Barry ^ CF3 CI.18D, Cl.lOD para um autoastado da HCRD 6 

dominada pala contribuiçSo do outro. Elm nosso caso, a daganaras- 

c4ncia ocorra num p>onto isolado, qua corresponda Às trÀs 

comp>onantas de R si mui tineamenta nulas. Para um f>or>to R vizinho a 

it A 
R, expressamos V^CR!) Cl.lOD como o termo da expansSo da H CR!:> C12D 

T 

•m primeira ordem na variável R - R : 

V|IR) 

A 
O op>ar ador 

(- £tCR')f 

V-|.l,R') = -V;lR') 

calculado no ponto R , resulta: 

C143 

C153 

VrH Cr') = 10* C16D 
2 

O cálculo dos elamantos da matriz 1 t ^ 1 Ç" | é 

simplificado, sa rodamos temporariamente nosso eixo de coordenadas 

da forma qua o vetor R tenha somente componentes no eixo OZ Cdo 

sistema rodadoD. Os autoastados: ® 1“))^ sSo obtidos da 

rotaçSo de \ ^ CR)')a 1 ^ rasp>acti vamente. Sob a açSo das componentes 
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do op>«raidor 0* os aut^osstados rodados sat.lsfazsin as seguint.»s 

reiaçSes: 

C173 

Sup>ondo e \-> normalizados» e em corresponddncia com os 

autovalores ^ ^ obt.emos das e>cpressSes C14»17!> as componen- 

t.es de VC 

V, + = j. 4± icy^lí X; +>] =0 

V,j+ = A.^l-^(^<±l(TjU><;l0-*lt>)=0 

C183 Vj t = + X lto( <±l(5«:U><:;l<J'j't>)= + 

No ospaço dd pair&mel.ros» V CRD d»p>onda do vorsor rAdi&l \V na sa- 

guinbe forma: 

=-Vi(R^ = ■ <r C105 
^ * ZR’' 

A diferença de fase C P ^» expressa pela integral de sup>erficie 

C1.18Z)» C103» permite-nos interpretar CFD como o fluxo atravte 

da Area limitada pela curva P» do campo magnético de um monopolo 

de carga -l/S» localizado no ponto de degenerescénciaf^*. O 

autoestado 1'V'^u» de um hami1toniano. expresso pela matriz 

hermitiana C12D» adquire um fator geométrico '^y) associado ao 

laço r» a saber. 

= - 1 r ) C205 

Quando a sup>erficie S Ccujo bordo é uma curva fechada definida no 

espaço de p>arAmetrosD é deformada» passando p>elo ponto de 

degenerescôncia» o Angulo sólido sofro uma descontinuidade 4n em 

seu vaior. 
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1.4 A Formulação Invarlanto por Transformaç^s Unitárias^’ 

Consldaremos uma partícula de massa m e carga q na presença 

de um campo eletromagnético dependente do temp>o. cuja a equaçSo 

de Schrôdinger para o estado da partícula 6: 

corresponde ao potencial escalar do campo 

A 
tempo. O hami 1 toniano H é expresso pelo potencial 

por uma energia potencial que pode ter origem 

nuclear ou gravi tacionai: 

2rr\ ^ 

dependente do 

vetor /A(ir,t) ^ 

eletrostAtica» 

Para sistemas dependentes do tempo» seu hami1toniano» em 

geral» nSo corresponde A energia. Esta é definida pola soma das 

energias cinética e potencial Cpara o caso conservativoD. Quando 

comp>arada ao hami 1 toni ano» este pode diferir por um termo que» 

sugestivamente» denominamos 
A ^ 

= H - . C3D 

Supondo que o potencial N/('f) seja conservativo» podemos definir o 
A 

op>eraidor onorgia e do sistema por 

+\ílír) C45 
2tO 

Quando o estado [t)y do sistema» expresso na base das 

autofunçSes do operador energia ^ C1.4D pelos coeficientes defi- 

nidos em Cl.33» é substituído na equaçSo de Schrôdinger C13 e as 

equaçBes C33 e Cl.23 sSo empregadas» obtemos a equaçSo de 

novimento para a amplitude de probabilidade a-ntt) 

“àar, - eY^a■n + aTA 
C53 

át 
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Nos sistemas em que o operador energia 4 o KamiItoniano deles, o 

termo 4 nulo CequaçSo 3D. Nesse caso, a equaçSo C5^ 4 

for mal mente igual 4 obtida em Cl. 5D. A expressSo Cl.lOi) define 

uma fase de Berry invariante de gauge p>ara o espaço de jsarametros 

C1.14D. Ciuando a desejamos invariante de Gauge para o espaço de 

Hilbert dos estados fisicos, definimos: 

C©> 

Embora p>areça esp>ecifico p>ara sistemas em interaçSo com 

o camp>o eletromagn4tico, o essencial 4 que esse termo representa a 

diferença entre o hamiItoniano e a energia do sistema em um 

instante t. Sob uma transformaçSo de gauge, ^Ao assume a forma 

qAÒC<r,t)= aAoU,t> _ ;-K c7d 
' 9t 

onde 4 a funç&o geratriz da transformaçSo. Supomos Atr.t) 

univalorada e hermitiana. 

A equaçSo de autovalores para operador energi 

A 

a £ C4D 

C83 

define o conjunto completo e ortonormal das autofunçSes e 

resp>ectivos autovalores: <^ 

Se impusermos que a equaçSo de Schròdinger e a de autovalores 

para operador energia sSo invariantes sob transformaçBes unitárias 

U^C|t^dep>endentes do espaço e tempo entSo: 

Ci3 o op>erador energia assume a forma: 

£ = U £ . C05 

£ - A_ 0- + V (r) COaD 
2m , 

Cii:> a equaçSo para autovalores do operador £ 4 a seguinte: 

€nU) C105 
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CllD 

CiilD » a.s autofunçSes s« transformam »m 

= u \^^U)> 

o hamiltoniano corespondente a este sistema 6 assim expresso Cl D e 

C2D : 

H ç _ kVA+ VCtr) -I- ^ Ac 

2tt> 

Cila!) 

Quando introduzido na equaçSo de Schrôdinger C13 para o estado 

da partícula, obtemos: 

Sob transformaçeSes unitárias » o estado assume a forma: 

C125 

e a equaçSo de Schrôdinger transforma-se em: 

H'Cia’, = Á»i 2.1 
5-t 

A Hamiltoniana H' está relacionada à H por meio de 

h’ = ÜHU^ UL.Ü^ 
h -it 

H' =» Jk 1, V - i- 'A' ") -f N/ C \ Ae 
2-m ^ 

onde a energia p>otencial modifica-se da seguinte maneira: 

\j\x) = 

Em geral, os p>otenclais transformam-se como 

C13D 

C143 

C14a3 

C165 

onde (j assume os valores 0.1.2.3 e as derivadas 

e TcA- x\ x*",**). Ctefinimos a métrica na 

C16D 

3, 

for ma diagonal 
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Comparando a hami 1 toniana H CllaD com o op>erador energia EC4D 

percebemos que a diferença entre eles é o potencial escalar do 

campo eletrostático dep^endente do tempo, sugestivamente indicado 

na definiçSo C33. O hami1toniano e a energia se transformam de 

modo diverso. Esta diferença 4 expressa por C7D. 

Supomos que uma transformaçSo unitária nSo altere uma 

observável fisica. As diferenças entre os níveis de energia sSo 

"observáveis", assim como a fase de Berry. A invariância desta 

fase sob transformaçSes unitárias á decorrente da invariância do 

elemento 

= > C17D 
dt 

Como sugerimos em C17D p>odemos analogamente mostrar que o elemento 

—'^Ao 1'> para é invariante. A amplitude de 

probabilidade GtíCt) definida QVICt) 1> 6 também invariante sob 

transformaçSes unitárias, a saber, 

a„(t) = |4> = <4v>l = <N^v^W>- av^u) 

A equaçSo de movimento ptara essas amplitudes C5D, mantem-se 

formalmente invariante, devido ás consideraçSes anteriores Cl73 e 

C183. A equaçSo de movimento para as amplitudes transformadas 

resulta em 

À i Gr» — 6v\ Gr« -V ^ _4Ao ^ ^ ~ 
(it dt 

C103 

' Aíi. _ ü Aò \'^l >o4 
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onde \ dado em CllD e ^ Ao om C16D. Na represent-açSo de 

interação, definimos amplitudes OlTi(-t) em funçSo de grandexas 

invariantes, a saber, 

ãr\Ct) 4 ay,lt) e 

O-nCt) satisf azem a equaçXo de movimento 

C20D 

iáãY^tt)= '4'r, 1 

Esta foi obtida substituindo a definiçSo C20D nas equaçSes de 

movimento C53. Mantendo a invariância formal da equaçSo C213, 

p>odemos reescrever seus elementos de matriz em termos do op>erador 

F>otônci a 

- ex 
C223 

O op>erador potência 6 definido Cem geralD como [Apândice 13: 

V = í i- ^ IqAo, 

ou 

1 ^ l £ 1 1 9 I N-m > 

Assim, as amplitudes de probabilidade 0.-r\ Ct) na representaçSo de 

interaçSo satisfazem a equaçSo invariante: 

Ã i ã,» u) = i £^Í!lÍ^AÍí2- at> í-t) 5^ 

C23D 

dt 
14:6'H ~ ^ Jt 

H dt + A, pímít) ^ ç 243 

Esta 4 obtida introduzindo o elemento C22D na equaçSo de movimento 

C213. 
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Gostaríamos d» dastacar que, sob transformações unitárias, 

a energia Cou a diferença entre os nívels de energia^ e a fase de 

Berry sSo separadamente Invariantes, visto se tratar de grandezas 

"obser vAveis". 

Agora estamos em condições de demonstrar que a fase de Berry, 

definida em C6]>, é Invarlante por transformações de gauge. 

Consideremos a transformaçSo unitária dependente do 

espaço e tempo, a qual assume a forma 
i-íí ACr.f) 

. C25) 

onde é uma funçSo uni vai orada e hermitlana, denominada 

funçSo geratrlz da transformaçSo. Se, sob a açSo de U Cr,t!> as 
A 

autofunções do operador energia £ se transformam como em 

CllD e o potencial ^Ao C3!) da maneira descrita em C16D, entSo 

obtemos a fase de Berry C6D Invarlante por transformações de gauge 

= [it e’' â. + itie’' 3{e.'’ ) + HY-h» 
9^ 9t 9^ 

3t 

= <N'.,Cfc)) 9 - ^Ao l'Y'ys(fc)> 
9^ C26) 

Recentemente^**'^®^ cogitou-se na possibilidade de se remover 

a fase de Berry por transformações unitárias. Denominamos fase 

total a soma da fase dinâmica com a de Berry. Sob essas transfor- 

mações, cogitava-se em que a fase total permanecería Inalterada. 

Essa InalterabllIdade decorre do seguinte: a fase dinâmica se mo- 

difica compensando a remoçSo da fase de Berry. No entanto, sob 
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nosso pontuo d» visLa» se transformaçBes unitÁrias nKo devem 

alterar qualquer grandeza observÀvel, 6 surpreendente que a fase 

de Berry e a energia Cou a diferença de energia^ possam se 

modificar. 

Em sistemas dep>endentes do tempo, a hamiltoniana nSo é 

necessariamente a energia Nós a obtemos das equaçSes de mo- 

vimonto j com a característica de sua variaçSo no tempo ser a 

potância trocada pelo sistema. 

O problema consiste agora em determinar a energia do sistema, 

pois argumentamos que nossa formulaçSo propóe a invari&ncia por 

transformaçSies unitárias da fase de Berry e da energia, separada- 

mente. O fato de assumir que o hamiltoniano é a energia em proble- 

mas depondentes do tempo Csem primeiro obtó-la das equaçSes de 

movimentoD, leva-nos a um oporador energia, depondente do gauge 

escolhido, assim como a fase de Berry. 

A seguir, mostraremos que no limite adiabático a exptansSo 

p>erturbativa da fase total depondente do gauge escolhido coincide 

com a fase total invariante. Esta é calculada quando se determina 

a energia do sistema e se emprega a definiçSo invariante da fase 

de Berry. 

Suponhamos que a hamiltoniana depondente do tempo H é a 

energia do sistema. A equaçSo de autovalores p>ara o oporador enei— 

gia expressa—se da seguinte maneira: 

C275 

onde sSo autoestados e 'CE^> as autoenergias correspondentes. 

A fase total Cdepondente do GaugeD é a soma da fase dinâmica 
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com a d* B»rry Cambas d»p>endent»s do gauga^, a sabor. 

C285 

A faso t^oLal 

^ I f' » 

Ir.-- <<t>t.Ulíâ.l4>n> 
di.' 

^r\ InvarianLo 6 obtida usando a de Borry C6D, 

os autovalores €n e autovetores Hr. > correspondentes ao op>era- 
A 

dor energia S . Dentro deste formalismo deve-se ter o cuidado de 
A 

caracterizar o op>erador £> como a energia do sistema Cque, a 

priori, pode ser diferente do hami1tonianoD. Esta fase á assim 

expressa 
r% 

_ J €n(t') At' _ ^Ao > at' 

® Jft 
C203 

Assumamos que o hamiltoniano H do sistema seja expressa como 
ft 

a soma de um termo Ho e uma perturbaçSo V: 
/> n 
H = Ho n/o . . C305 

A /V 
Se escolhermos o termo He como o op>erador energia £. do sistema, 

a perturbaçSo V correspx^nderA ao termo ^Ao C3D. Para esta 

escolha, as autoenergias €n e os correspondentes autoestadoslN^>n^ 
A 

do o]:>erador & satisfazem a equaçSo de autovalores ptara o op>erador 
A 
Ho , isto e 

H4C > = EÍ'l<t>r> , = I 4>'í> , e. , eT C30 

A e>7>ansSo p>erturbativa dos autovalores Et. do hamiltoniano 

H C27D, em ordens mais baixas, A a seguinte: 

Et. = €y. + < 'fv, 1 > + ... C323 

e a expansSo da fase de Berry C6D 

^Y. * \ ^ ^ \ i"/! 5. \dt' + 
. 1 

C333 



A fase total C28D podo ser expressa em funçSo de C32D e C 33!) , a 

saber, 

+ j \ (t')>+... I d-t' C343 

Quando compiaramos esta com a fase total invariante de gauge 

C29D, notamos que a fase invariante corresponde A soma da fase 

dinAmica \ > calculada até primeira ordem na expansSo 
‘^0 t 

C32D, com a de Berry f 1 Â-li » calculada ató ordem zero 
Jo ^ -H’ 

na expansSo C 33D. 

Consequentemente, Tl -n + termos de ordem mais elevada 

na expansSo. Isto corresponde, no limite adiabático, ao resultado 

c onj ec t ur ado . Em geral, as duas fases nSo devem 

ser iguais. 
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II. MANIFESTAÇÕES DA FASE DE BERRY 

II. 1 Efeito Aharonov - Bohm 

HA cerca de trés décadas. Aharonov e Bohm originaram uma 

série de debates e controvérsias na comunidade cientifica, que 

continuam até os dias presentes. Sugeriram uma exp>eriéncia de 

difraçSo de elétrons e calcularam a seçSo de choque p»ara o 

esptalhamento de elétrons por uma linha infinita e impenetrável de 

fluxo magnético. Assim que obtiveram uma seçSo de choque diferen- 

cial nSo nula. interpretaram que o esp>alhamento e a figura de 

difraçSo eram causados pelo potencial vetor, definido na regiSo 

livre da influência do campo magnético. Propuseram que na formula- 

çSo quántica. os potenciais eletromagnéticos podem ter consequên- 

cias observáveis. Portanto. representam mais que artifícios 

introduzidos para simplificar as soluçSes das equaçSes de Maxwell. 

Aharonov e Bohm sugeriram que *’in quantum mechanics the fundamen- 

tal entities are the potentlals. whlle the fields are derived 

from them by differentlatlons". 

Classicamente as equaçSes de movimento de uma partícula de 

massa m e carga e. num campo eletromagnético. sSo dadas em termos 

da força de Lorentz: 

(^X . 

í 

\ 

0 -E^ -E" \ 

O 

- B 

-B* 

O -B' 

O 
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C15 

onde T é o tempo próprio da partícula. 3cC ) 

=. (x®,-x',-x*, - ) . o tensor campo eletromagnético 

C3D 



»stA rol acionado aos p>otonciais A = CAo, /A) , Ao o potoncial »sca- 

lar, /A o potoncial votor, a sabor. 

B^A^ . ,3. 

Estes p>otonciais nSo sSo univocamonte determinados por C3D. p>ols 

sob uma transformaçSo do gaugo: 

e 

os campos mantem-so invariantos: 

F"*" C53 

Nosto contexto, ó natural interpretar fisicamente a força de 

Lorentz em termos da interaçSo da partícula com os campos e . 

Essa interaçSo ocorre em regiSes em que IB. e/ou tB> nSo sSo nulos. 

A exp>eriôncia'*^^. prop>osta px>r Aharonov e Bohm consiste na 

difraçSo de elétrons através do duas fendas, dispostas de maneira 

que um solonóide muito longo o do pequeno raio esteja entre elas. 

A situaçSo é idealizada, tal que o raio do solenólde tende a zero. 

enquanto o campo magnético confinado B tende a cc, resultando em 

um fluxo constante através de secçSios do solonóide. Envido ao 

caréter ondulatório dos elétrons. nSo detectamos px^r qual fenda 

eles p>assam. mas observamos um p>adrSo de interferência caracterís- 

tico. A corrente que p>assa p>elo solonóide infinito gera um campo 

magnético confinado . Assim os elétrons e detectores se 

encontram em regióes livres da interaçSo magnética. A seguir, 

descreveremos o campo B em coordenadas cilíndricas C f ^ D. 

Escolheremos o campo confinado ao interior do solenóide e paralelo 

a seu eixo CdireçSo OzD. a saber. 

43 



interior Cr < RD 

exterior Cr>RD;^ = 0 C63 

R: raio do solenóide 

Um px^tencial vetor , que descreve este campo solenoidal confi- 

nado. é o seguinte: 

interior Cr < RD: At = A-^ = 0 

exterior Cr > RD: Ar = A'^ = 0 

A<f = l_r 
2 

Af - 
2r 

C7> 

zero para r > R. tal que Ba Cr') a Vt [ 1. (^T A^f) - 9_ At 1 

Primeiramente» vamos estudar o padrSo de difraçSo de 2 fendas 

na ausAncia de campo magnético» ou seja» o caso em que nSo há 

corrente p>assando p>elo solenóide. 

Um elétron propaga-se da origem Xo = ( ^ ^ = a um ponto 

■JCp4, C X= X^: + ) ^ r»o intervalo de temp>o: t^ com velocidade v» 

cuja componente: é constante. Continua a se propagar 

livremente para um p>onto x na tela» localizado em 

no intervalo de tempo t - t^. A intensidade do padrSo de difraçSo» 

que é observado na tela» é dada em termos da funçSo de onda ^ Ccl> 

do eletron. Pelo principio de sup>erposiçSo» é a soma da fun- 

çSo de onda do eletron %Uo) que p>assa através da fenda em e 

da funçSo de onda ^(>^c)do elétron que passa através da fenda x^ . 

^ CXc) = Cxc^ + ^ CXc ) C8D 

Para os efeitos de interferência serem significativos» é necessé- 

rio que a distSncia x ao longo da tela seja muito menor 
C 

que a distSncia L na direçSo OY entre as fendas e a tela: 

1_ s (, tc - ) . Representamos jxar * a 
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diferença entre os percursos do elétron. relacionados és 

rto) 
diferentes fendas. A diferença de fase C entre as funçSes de 

onda: 

onde 

é dada pela razSo entre a e o nomentum 

ó o comprimento de onda do eletron: 

^ 2X(X C03 

Os efeitos de interferência podem ser apreciados. como dissermos 

anteriormente, para x << L. Nessas condiçSes expressamos a em 

funçSo de d^^X^^a disténcia entre as fendas, a saber 

a ^ -L C105 

A diferença de fase COD pode ser reescrita em termos de: 

2% Xc . (L 

^.L 
C113 

A intensidade do padrSo de difraçSo na tela é prop>orcional a: 

^ Z 
C125 
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Consid«romos a difraçSo dos »16trons na pr»s»nça d« um camp>o 

magnói-ico confinado ao intarlor do solanóid». O poloncial vot,or 

•stÀ definido em todo o espaço C7D e o hami1toniano para o elétron 

é expresso p>or este potencial vetor 

H = ^ p - 
2tT( 

A funçSo de onda do elétron livre de interaçSo é 

C133 

C143 

onde p é o momentum da par ti cuia. Na presença do campo 

eletromagnético» o momentum canônico P é definido como; L 6 
3r 

a lagrangeana do sistema. P nSo representa mais o momento cinético 

p, mas jp - Q,lfK As fases das funçSes de onda % e 1^- modificam- 

se de acordo com 

OÍ+—» of+ _ o(_ —» CH- - C153 

A mudança de fase sobre a trajetória C é: 

= - e, \ /A.df , C163 
Jct 

C-t-CO»x 3 representam os caminhos de O a x que ptassam através da 
-• C C 

fenda em x^^ . Pelo principio de superposiçSo, a anç>litude de 

probabilidade para o eletron em x^ é: 

/ Uc) C173 

% Uc) estSo relacionados a Cfunções de onda do elétron 

livreD F>or: 

l UO = 

C185 

A.e f A- d»r 

‘‘ .tíUe-) 
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A diferença de fase entre as funçSes de onda í Xc) ® ) 

é expressa p>or 6 e pelo fluxo : 

8 = + /^<=í+-^oí_ = 8''°'* 

= + e U^v^A).<^s = 8'"^ + L[h.6^ 
■ii ■ ' ti 

C1Q3 

C ó o caminho fechado - C = ÕS, bordo da sup>erficie S e^ 

representa o fluxo magnótico atravAs de uma secçSo do solenóide. 

Empregamos em Cl03 o teorema de Stokes Ct.SD p>ara obter a 

integral de superfície: ^ B. dS 

Como dissemos anteriormente» o efeito CA. B3 pode ser 

interpretado nos seguintes termos: na teoria qu&ntica» os poten- 

ciais apresentam "manifestaçSes" físicas em partículas que se 

encontram em regiSes livres da influância dos campos. Por outro 

lado» F>ercebemos da expressSo Cl03 que os efeitos físicos dependem 

do VaA » ou seja» o elétron sofre a influência de campos nSo 

nulos em regiSes inacessíveis a ele - nSo localidade da integral 

A. Ar 

t2) 
Em seu artigo original» Berry mostrou que a fase geométri- 

ca estava relacionada com o efeito Aharonov-Bohm CA.B3» de certo 

modo generalizando-o. Berry considerou p>artlculas carregadas no 

interior de uma caixa» rodada f*®** Angulo de 2n em relaçSo ao 

eixo» que contém o fluxo magnético. Ele concluiu que os estados do 

sistema adquirem a fase geométrica» projsorcional ao fluxo. 

Consideremos sua formulaçSo para o efeito CA.B3. Vamos 

admitir um campo magnético confinado a uma linha» cujo fluxo deno- 

taremos FX3r . Um ^ distância R da linha de fluxo 
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nSo sente e influôncie do camfx). Porém» o potencial vetor C ^ D» 

deve satisfazer a seguinte condiçSo: 

à AC(R). c)ilR =1.^ C203 

em que C representa um laço em torno da linha de fluxo. Seja um 

sistema quJLntico constituído de partículas carregadas no interior 

de uma caixa, cuja posiçSo é dada pelo vetor R. O sistema, situado 

a uma disténcia R da linha de fluxo, nSo é atravessado p>or linhas 

de campo magnético. 

Na ausência de fluxo magnético, o vetor potencial é nulo. 

Nesse caso o hamiltoniano de uma partícula confinada depende do 

vetor posiçSo r Cou da diferença r - RD e do momento conjugado p: 
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Ob auto«st,ados do operador enargia £ ■■ H dependam apenas do vetor 

posiçSo: \% U-R» . Os níveis de energia €-n devem ser independen- 

tes de CposiçSo da caixaD. 

Para fluxo nSo-nulo, o hami 1 toni ano de uma p>artícula 

confinada depende do vetor posiçSo íT- R e do momentum conjugado 

Os autoestados do op>erador energia E*H para partí cuias Irn ou 

melhor dizendo, as projeçCSes ^ \ px>dem ser relacionadas com 

^ p>elo fator de fase de Dirac: 

i.<2, \ Alr')àT’ 
í "h Jo 

C235 

Sendo a energia fx^tencial do sistema indep>endente do temp>o e 

o fator de fase de Dirac a única contribuiçSo adquirida pelos 

autoestados, conclui-se que os níveis de energia Çy, mantêm-se 

inalterados. 

Suponhamos agora a caixa transpx>rtada ao longo da curva C. 

que circunda a linha de fluxo sem interceptá-la. Neste caso. nSo é 

necessário que o transpx>rte seja adiabático. Após completar o 

circuito, um autoestado adquirirá uma fase independente 

de gauge CI.l.lOD, que obtemos usando o produto C23D: 

Supondo R)) normalizada, o termo (<•-R'i] 

é nulo, pois I real no interior da caixa. A fase de Berry 
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fica relacionada ao fluxo C203 na seguinte forma: 

Note-se que» para este fendmeno» ^ uma grandeza 

definida no espaço-tempo» correspondendo ao potencial vetor. A 

fase (. ^) ^ independente do número quAntico n, da forma do 

circuito C ao redor da linha de fluxo e do modo como A p>ercorrido 

esse circuito. O efeito A. B. ilustra que (P) p>ode ser nSo nula 

até mesmo se o circuito C nSo envolve deformaçBes isospectrais de 

HCR') cNSo é necessAria a presença de degenerescôncia no 

esp»ectro do hami 1 toniano p>ara que o fator de fase geométrico nSo 

seja nuloD. Berry propâs que este fator pxxieria ser observado pela 

interferência dos autoestados das p>ar ti cuias transportadas na 

caixa e de outras em uma caixa fixa. 

^ aiR. = e_(^ C25D 

II. 2 A aproximai^ao Born-Oppenheliner (B O.) 

A aproximaçSo Born-Oppenheimer foi primeiramente formulada no 

contexto da Fisica Molecular, mas aplica-se a sistemas que 

apresentam duas escalas de energia bem distintas entre si. Na 

aplicaçSo A Fisica Molecular, a sep>araçSo nas escalas de energia 

refere-se de um lado ao espaçamento entre os niveis de energia 

eletrônicos, e de outro, ao espiaçamento entre os niveis associados 

com vibraçESes e rotaçBes dos graus de liberdade nuclear Cque 

nSo envolvem mudanças nos orbitais eletrônicos^. Os sistemas 
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mol»culares apr»s»ntam uma caractoristica simplificadora: sendo a 

massa dos elétrons muito menor que a dos núcleos Cda ordem de 

a vezes menor^ e sujeitos C elétrons e núcleos ^ a forças de 

intensidade comparével, o movimento dos elétrons é muito mais 

rápido que o dos núcleos. Estes distintos movimentos podem ser 

analisados separadamente. Na aproximaçSo B. O. resolvemos os esta- 

dos eletrânicos p>ara núcleos fixos. Logo» estes estados devem 

apresentar dep^endéncia paramétrica nas variáveis nucleares. Devido 

á aproximaçSo adiabática, para excitaçBes de baixa energia» 

esp>eramos que os estados eletrônicos sejam aproximadamente 

estacionários» durante o movimento lento dos núcleos. A equaçSo de 

Schrõdinger p>ara o sistema 

Ct.,.cu+T»i.+=E'? 

comp>òe-se de;energia cinética nuclear T e eletrônica T » o 
nuc »l 

F>otencial V Cr,RD de interaçSo dos elétrons e núcleos» e as 

coordenada eletrônica r e nuclear R. O potencial de interaçSo 

entre os núcleos depende da distância que os separa. Para o caso 

da molécula» este potencial corresponde a um oiínimo para determi- 

nadas distâncias i nter nuclear es» o qual equivale á configuraçSo de 

equilíbrio. Os núcleos efetuam p>equenas oscilações em torno destas 

configurações de equilíbrio. Podemos observar também rotações e 

transi ações do conjunto dos núcleos. Born e Opponhelmer^**’ 

observaram que a razSo entre o “gap** de energia dos estados 

eletrônicos e o "gap" dos níveis de energia de rotaçSo e vibraçSo 

dos núcleos é expressa por um fator da ordem de CM e m 

sSo as massas do núcleo e do elétronj resp>ecti vamente?. 
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Quando •siudamos o »sp»ctro de excitaçSes de baixa energia da 

molécula, a descriçSo do sistema envolve somente os graus de 

liberdade nucleares. Nesse caso, as excitaçCSes com energia sSo 

menores que o “gap" dos níveis eletrônicos. Ê nesse sentido, que 

os estados eletrônicos sSo considerados estacionários Causôncia de 

transiçSesD. Transições entre estados, cuja diferença dos niveis 

de energia ó grande na escala molecular, envolvem mudanças 

p>rop>orcionalmente grandes na frequôncia. As variAveis eletrônicas, 

quando associadas a estas mudanças, sSo denominadas "rápidas". 

Tradicional mente, a formulaçSo da aproximaçSo B. O. em termos de 

variáveis "rápidas" e "lentas", está relacionada com as diferenças 

das frequôncias associadas ao movimento eletrônico e nuclear. 

Os elátrons movem-se com uma frequôncia associada muito superior á 

de vibraçSo dos núcleos em torno de suas posições de equilíbrio. 

Consideramos a frequência do movimento de rotaçSo da molécula 

oiuito menor que a de vibraçSo. Nesse sentido, denominamos graus de 

liberdade nucleares - variáveis "lentas". 

O estado ^ do sistema pode ser decomposto em uma componente 

nuclear e outra, eletrônica : 

Os Índices i e J rotulam o i-ésimo eletron de massa Ta o J-ésimo 

configuraçSo dos núcleos indexados por J, corresponde á uma 

C23 

cada 

distribuiçSo eletrônica com energia (JCílj) 

Os estados 

[T?,1 + C33 
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onde ignoramos T 

O operador energia cinética eletrônica é definido: 
T\ 

T.i = - r v:. eni funçSo da massa m do elôtron. Denotarenos: 
n  * '■ r\ o 

por i e R. F>or J- Assim, r eescr evemos: 
i» 1 2m e a 

^quaçSo de Schródingor, independente do tempo, para os estados 

eletrônicos C C33 

C43 2.tn A—' ^ 

Introduzindo a representaçSo do operador energia cinética nuclear 

Tmvjc = V: 1 e do operador energia cinética eletrônica 

Te,l podemos reescrever a equaçSo do estado CID sob 

a seguinte forma: 

+ (-tT 

Introduzindo C23 em C6D, obtemos: 

CS3 

0 
C6D 

2tt> i„i Z ' '3 

Comparando as expressões C43 e C6D, percebemos que a equaçSo de 

Schrõdinger C5D contém a energia eletrônica Uj : 

j=1 ' ‘J 

{'f T. 
j>i •* 

Na aproximaçSo B. O. , consideremos a projeçSo de C7D sobre 

. Ela pressuF>õe os estados eletrônicos "congelados”, 

^tacionários em relaçSo ao movimento lento dos núcleos. Assim, 

C73 
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obtamos uma descriçSo do movimento nuclear sem referencia 

aos estados eletrônicos. No entanto, o hami1toniano nuclear 

efetivo contém um termo potencial Creiativo á contribuiçXo dos 

niveis de energia eletrônica^ e um potencial de gauge “de fundo" /A 

C93. Multiplicando C7D por , integrando nas variáveis eletrô- 

nicas, e supondo os estados eletrônicos normalizados 

obtemos: 

por 

u è -iuVj + 

Denotaremos as integrais ^ 

C103 

onde introduzimos a notaçSo de Dirac. O hami1toniano nuclear efe- 

vo, na aproximaçSo B. O. Cpara niveis de energia eletrônicos nZo 

degenerados^ é simplesmente: 

C113 

Acreditava-se que as fases dos estados eletrônicos 

D, 
poderíam ser escolhidas global mente para cada , de modo a tornar 

reais os estados das variáveis “rápidas". Se 4>(n,Rj) é real e 

lormalizada, logo: ^ ^ '*■ ~ ^ 

5 = f • Empregando 
(t X 4 

seguintes resultados: /f\=0 e VV (^S7-í[)- ) 

e 

os 

reescre- 
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v»mos o hamilioniano «fativo nuclsar CllD p>ara »stados «1 «irônicos 

reais: 

H 
6.0 

ETF 

C123 

B«rry mostrou que esta escolha para os autoestados das variáveis 

. ij) 
rápidas Cp. nSo era possível para todas as fases. O efeito da 

^ . ^i) redefinição de fase de <p^ á modificar os autoestados das variá- 

veis lentas, a saber, 

í i C13J 

tal que o estado do sistema C2D se mantém invariante. 

A conexão de Berry -iA C9D é somente uma primeira correção a 

ai^proximação B. O. A seguir, vamos obter hami 1 toni anos efetivos 

F^ra sistemas moleculares com autoestados degenerados e hami1to- 

ni anos que contenham a contribuição das transiçSes entre autoesta- 

dos eletrônicos. Seguiremos a formulação de Moody, Shapere e 

Wilczek [ 1. 

O estado do sistema Cl D é expresso como combinação dos 

autoestados nucleares ^'n ® eletrônicos (r.R) , em que o 

Índice n rotula o n-ésimo autoestado eletrônico. Para uma 

determinada configuração nuclear R, o autoestado R) da variá- 

vel rápida satisfaz a equação de autovalores: 

^sJi "V- \Cr, = G.r^ílR.') C14D 

Recordemos as definiçSes dos opjeradores energia cinética nuclear 

e energia cinética eletrônica na representação . 

Twuc. =■ e ^ • Introduzindo estas defini- 

2^1 Zni 
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çS«s 0m CID • C14D, •» post«riornM»nt*, comparando astas •quaçSas, 

reescr«vamos a «quaçSo d« Schròdingar ClD 

Ç.[ + €„] = eTL íur'>4„<.«',r) C105 

Projatando CIBD num autoastado d) (if R) > obtamos uma aquaçSo 

efetiva F>ara variáveis ''lentas*': 

^ ^ ^ Ê'rnCl^)^Tr) = H ^Tn C165 

Introduzimos em C16D a notaçSo de Dirac p>ara os autoestados 

eletrônicos normalizados. Recordemos a açSo do operador T Ele nuc 

atua nos autoestados nuclear e eletrônicos ) . Logo» 

o termo relativo à energia cinética nucleares em C16D pode ser 

desenvolvido como 

<4>Tn\+VR$^i4)v.> = 

+ ( -hZ <Cj>^\VR4)t,>*VR.+ <(j>m Wg ())„>) C175 

Introduzindo o "potencial de Gauge" 

Awm = X < <^tn \ Vr-4)„ > C18> 

reescrevemos C17D sob a seguinte forma: 

< 4>„1 +V»5>„ \<^„> = +( S^r. Vr < 4-\fl Ar,.,.VR ) C105 

Na ap>roximaçSo B. O. » nSo 6 considerada a contribuiçSo das 

transiçBes entre estados eletrônicos. Logo os elementos 

2 

V<^Y\ F>ara m n sSo ignorados. Na aproximaçSo B. O. 

p>ara níveis eletrônicos nSo-degenerados existe uma semelhança 

formal entre a equaçSo efetiva p>ara as variáveis nucleares 

Cque obtemos introduzindo CIOD em C16D p>ara m >= nD e a equaçSo de 

Schròdinger para uma p>articula carregada na presença de um poten- 

cial magnético 'A "de fundo". Esta semelhança sugere-nos reescre- 
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ver CIOD da seguinte maneira: 

< 1 Cj)„ > = “ ^ Ct-y, \ Vr (^»^ > - 2^,^>nn .Vr- ') ^.n 

= [-[V^+ <4>v.\VRCt>n>] + < \VR(^r,> 4 

+ ( <4)^\ VR4>r.>t ^ CE03 

ou na forma 

- < <Í>^1 |L VR$n\^n> = 

onde 

Wt, = ^ ( < «r4>v, 1 Vr.4)„> - ffr. (.R)) 

C213 

C22> 

Introduzindo C21D e CSZ:> na equaçSo C16D, resulta a equaçSo 

»f etiva nuc1ear 
í 

IZ \ -ÍL [(Vr+ 6« + 
^ 2. 

£ [ <Vr<K> WR<t’r,> - W]] E (J, 

Se o nivel de energia n nSo ú degenerado expressaremos 

\Nn = y Ü Wr(^K><4)k\VR(^y,> 

C233 

K+n 
C243 

Derivando em relaçSo a R a equaçSo de autovalores para o opserador 

C14D, obtemos a identidade ^6n) . <4»^\V(^Ê^^|4^kX 

gue nos permite reescrever C243 da seguinte maneira: 

= YL C €.v> - 6r) . < \"^rÊjJL 1 > C25D 
K + r^ 

^ 4^nCr, R) 6 real, logo Atiyi = 0 Reobtemos a equaçSo efetiva 

nuclear na aproximaçSo B. O. , para niveis eletrônicos 

nSo—degenerados, em sua formulaçSo tradicional: 

<4)nl 

6v\ - £\ 

4 6n| - E n C26D 
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Wilcz4»k, Mocxly • Shaip>*r«^*^ introduziram corroçCWs para 

a aproximaçSo adiabAtica. Consideraram hami1tonianos efetivos des- 

crevendo niveis degenerados e transiçSes entre os autoestados 

eletrônicos. Generalizaram o hami1toniano efetivo em C165 e C235, 

expressando a equaçSo de Schrôdinger para os autoestados nuclea- 

res, a saber, 

^ 1 Z- ü ^ "A Clp.)"] + 
^ K 2M 

C275 

A evoluçSo de uma molécula, com um nível de energia que apresenta 

N autoestados eletrônicos degenerados, será descrita por uma 

equaçSo semelhante à C27^, o potencial de gauge A desta 
fW% 

equaçSo será representado por um elemento de UCN]>. Para determina- 

do nivel de energia, os N autoestados degenerados ser8o compreen- 

didos como um vetor de N-componentes, que adquire durante sua 

evoluçSo uma fase caracterizada por uma matriz CN^. 

Como exenqp>lo ilustrativo, consideremos o hami 1 toni ano efetivo 

nuclear para uma molécula dlatômica com niveis de energia 

duplamente degenerados . Suponhamos o sistema em equilíbrio. A 

cada instante, o eixo molecular esté orientado na direçSo OZ. Ele 

pode ser caracterizado, em coordenadas esféricas, pelo p>ar , 

^*=0^. Os vetores IRCt3 Ci = 1,2D, que representam a posiçSo 

relativa dos núcleos, tém somente comp>onentes, na direçSo do 

versor K. O sistema apresenta uma simetria por rotações em torno 

do eixo molecular. O operador é o gerador destas rotações. 
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Seja um sistema em que os estados sSo caracterizados por J » 1/2. 

Existe um isomorfismo entre as álgebras de SUC25 e SX3?. Os 

geradores ® constituem uma "âilgebra. Eles satisfazem 

a álgebra das rotaçSes CSUC25 é o grupo de recobri mento de SOC35, 

grupo das rotaçSes esp>aciais5. Os autoestados da conponente do 

momentum angular serSo rotulados por |^ > e 14, >. Associaremos 

OL +|(0,0)> ® (°] = o--U0|0)> . Um autoestado 

eletrônico pode ser caracterizado por um vetor Este é obtido 

d®+lqo^por rotações 

±i6,i>> = (í 10,0» 

OU cai(|) ( l) + ^ >^(1) ) C28) 

Empregando as expressões C18!> e C28D os potenciais de gauge 

UC25 efetivos sSo calculados, a saber, 

Af = < W â 1 e,^>> F 0 C29D 

-x3jvf 

Ac = < e.*? I Ã 1 ^ 1 e,'P> = ^   lo,o> 
® r 90 t 

- < 0,0 1 - aa/a'f 3^ 4 3i ( o,0 > 

r 

C303 

A<f = <^ 9.s> 1 ^ 1 e,<f > = <0,0 I2 + 

Ypi^B ~ " 

= <0,0 1 + C cav^e - 9) ^31 0|0> 

f 
C315 

Para determinarmos os potenciais A9 e Avf , 

vamos introduzir os “ladder operators" Jj- . Estes sSo op>eradores 
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nKo-h»rmitianos dafinldos palas componentas a do oparador 

momantum angular 

3+ = ± i 3z . C325 

3"i = i (. 3+ + 3_ ^ 
2 ' 

= i_ ( 3+- 3_) 
2L ' / 

C335 

3jt sati&fasiam as saguintas ralaçSes da comutaçXo: 

[J+, J.] 

[ 3t . 3^1 = + Tf «3*5 

Os optaradoras J^, a J formam uma Algabra. A aquaçSo da 

autovaloras para os "laddar oparator" é a saguinta 

JtH> = 0 J. U> = 0 

J+U> = '*iH> • 3-lt>=íU> C3S> 

Por maio das dafinlçSas am C33:), podamos ascravar como combinaçSas 

da a J > as funçSas qua sa saguam: 

Cai 'P 3^ + 3z — ~ J- ( Qy J+ ■+• 6» 3- ) 
z ' 

3n 4- cea ^ Jz » -1. ( T- ) C385 
Z 

Agora astamos am condiç8as da calcular os potanciais Ae a Aif 

Utilizando as a>q>rassSas C303, C313, as aquaçSas da autovaloras am 

C353 a as notaçSas 1 t ^| D,0)> , 11> - l 0,0^ , indicamos os 

potanciais sob a forma: 

Aft = _ T_ 
2r 

< t\ 0 u> 

< i lê m 

or.de & = {+ e'"'' J-) 
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0 

Ae = - 1 
2r 

0 / 

onde 

í <t\'k\\'> 

V <11Á 1 T> 

<tlÂU>\ 

<il ^U> J 

A =-;U 
Â*P. 

~ ^ J- ) +• 2 (CAC0 - ) j. 

i ni mos: 

K = l< T 1 J, U> 

A intensidade do campo Ip é obtida 

C375 

C38) 

C3Q:) 

9vfA© -vLA^.Avfl=J_(l-R^)r<r3 C40d 

Segundo Moody, Shapere e Wilczek» nSo é p>ossivel a escolha de 

vima base p>ara as autofunçCSes eletrônicas, em que os potenciais 

e A«f se tornem diagonais para todo o esp>aço. 

Sob uma redefiniçSo de fase do estado eletrônico o potencial 

vetor Atrír C18!) transforma-se como um potencial de gauge. Logo, o 

hamiltoniano efetivo nuclear C233 se mantôm invariante. Este é 

Semelhante ao hajni 1 toniano de uma p>artlcula carregada na presença 
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d» um c&mpo magnético . Quando o núcloo parcorr* lonta- 

mento um caminho fechado» os estados eletrônicos adquirem uma 

fase - a de Berry - proporcional ao fluxo magnético através da 

érea circundada p>elos núcleos. 

II. 3 Verificarão da fase de Berry 

para sistemas c(piicos^^^^ 

Para determinar experimentalmente a fase de Berry, utiliza- 

ríamos sistemas em presença de um campo magnético. Por exemplo» 

uma F^rticula de spin 1^2, na presença de um campo. E^te varia 

har monicamente no ten^po. a saber cwiot ) 

onde B é constante e fixo. A condiçXo de evoluçSo temporal 

adiabética p>ara este sistema corresponde A: CO « 

_ +i 
Z^B é a diferença entre os níveis de energia C^: momento 

magnético da partícula!). Durante essa evoluçSo» p:>ara um 

autoestado do operador energia» a fase de Berry 2tC(1- ^ 

muito menor que a din&mlca ^ ~ Cnum per iodo T=2il.íw 5, 
"hcO 

Nota-se o seguinte: 

Ci) a necessidade de controle do sistema para se manter a condiçSo 

de evoluçSo adiabÃtica; 

Cii3 a dificuldade em se medir a manifestaçSo da fase de Berry. 

Chi ao e Wu^^* propuseram uma verlficaçSo experimental» 

baseada na analogia entre os seguintes sistemas: a partícula de 

spin lyZ em um can^x> magnético B varlével» e a dlreçSo K de 

es 



proF>*gaçSo do fóton. Esta varia A medida que o fóton percorre uma 

fibra óptica helicoidal. Seja S o op>erador de spin do fóton. O 

fato dessa partícula de spin 1 nSo ter massa de rep>ouso 

garante-nos que os autovalores da hellcidade: S. K sSo +1 e -1. 

Negligenciemos quaisquer efeitos de bi-refrigéncia no meio óptico. 

Sup8e-se que nlío haja descontinuidades na fibra óptica Cquando 

comparadas ao comprimento de onda de luz polarizada^. Nessas 

condiç8es, S. K é um invarlante adiabAtlco. A medida que o fóton 

se propiaga na fibra helicoidal, o vetor K está vinculado a 

inanter-se paralelo ao eixo local da fibra, pois o momentum do 

fóton se ertcontra nesta direçSo. Logo, S estA também vinculado a 

n>anter-se p>aralelo a IK • O spin "segue** B, no exemplo magnético, 

como o spin *'segue" K, no análogo óptico. A condi çSo de adi abatí- 

cidade, no caso do fóton. pode ser expressa em funçSo de 

características geométricas da fibra; 

L,Rc, Rt » 

onde L é o comprimento total, raio de curvatura, raio de 

torçSo e d é o diâmetro da secçSo transversal da fibra helicoidal. 

Se um fóton penetra na fibra em um estado linearmente 

polarizado, combinaçSo dos autoestados 1+^ e \~y da hellcidade: 

1 =r _L f l+> + l->) C25 

seu estado final, ap>ós propagar-se através de uma hellce da fibra, 

será: 

U'> =JL S 

^ ~ ” ^+)]) l-> J C3) 

Aqui, T representa o comprimento de arco óptico, que parametriza a 
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propagaçXo na fibra hallcoldal. Ela 4 Igual ao produto do indica 

da rafraçSo do maio paio comprimanto da arco parcorrido. A 

avoluçSo do spin do fóton é govarnada por uma Hamlltoniana qua tam 

uma forma similar àquela do caso magnético: 

r-Ho + C4> 

Nessa exprassSo, define a “background propagatlon" e £o um 
" A 

autovalor desse operador. Sob esta forma C4!>, é a mais geral 

hamlltoniana que p>odemos compor a ptartlr dos vetores S e 0CC't;> 

para uma partícula de spin 1, sem massa, em um melo isotrópico com 

secçSo transversal constante. K é uma constante de acoplamento, 

medida experimental mente. A equaçSo de movimento para o spin do 

fóton é a seguinte: 

,1  „ V 
C55 Hít) 1 1KCt),o(> 

’ 
|lKC'X),o(^ sSo autofunç^Ses de e 5*K , a saber, 

Mo Eo1kU)^o(> C6> 

5.1K \KU),o(> = Of \ lKC't),o(> C7> 

o número quàntico de hei 1 cidade ^ assume os valores +1 e -1. 

Denotaremos 1 , O = 1 ^ • \ KC.t) ^ ~ A ^ . A invariància 

adiabàtica da heiicidade do fóton in^lica que, em cada ponto , 

o estado do spi n 1 K (. X) , cX sati sfaz a equaçSo de autoval or C 73. 

Nota-se que resulta de C23 eC33; ( Xx ~ )$+ ) 

Pela lei de Malus, isso implica que o plano de polarizaçSo foi 

r odado de um àngul o K X - ^ + 

A trajetória helicoidal na fibra obriga a IK (t 5 ) traçar no 

espaço de p>aràmetros C 3 uma curva fechada C na superfl- 
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cie de uma esfera. Em virtude da simetria radial, a origem do es- 

paço de parâmetros K = 0 é singular. A fase de Berry resulta em 

Cc) çg-j 

sendo O.CC) q ângulo sólido delimitado por C em relaçSo â origem 

C*C 05. No caso especial da hélice uniforme, C é um circulo e 

(c') =r 2TTN1(‘1— ® ) ç Q) 

N significa o número de voltas completas da hélice e ® Co *'pitch 

angle**5 , ângulo formado p>elo eixo local da fibra e o eixo da héli- 

ce. Novamente, a fase de Berry p>ode ser vista como resultado do 

transjxjrte paralelo ao longo do laço C, na presença de um roonopolo 

úe intensidade 1 na origem IK 0. Se a fibra fosse uma reta, y 

seria nula. C^alquer rotaçSo no plano de polarização do fóton 

Seria em virtude do p>arâmetro k, que surge da atividade óptica do 

n»lo e pxxle ser medido sep>aradamente. A fase de Berry é indep>en- 

dente de K* A fase dinâmica é expressa em termos de k e £o 

=: ( £,0 ±k)T _ C105 

A condição C15 é necessária para que a evolução do fóton 

seja adiabática. Vamos mostrar que as amplitudes de transição 

e + ^ sSo nulas. Reescrevemos C55 com 
9T 

a definiçSo da Hamiltoniana C45 e a equação de autovalores C65, 

a saber, 

A1kU),o(>= 8.0 + 1 lK(.x),cx'> 

^ Vamos derivar essa expressão em relaçSo a T 

H3 y KCT),o<> = ^ L (£o+ ^-K) ^ 

. (£o-»-cXK)1, ') o<> (123 
■ 9 X / 

o produto de C125 e 1 resulta em: 
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C13> 

<IKC't)-0(l 1^ 1 ( to- \ \KU),e( > = 

(6o ^ IkU) «> 

<\M)\ ^ \ KCTT 0( > = <KC'X),-o< \ \ KCx),«>< > 

Not»-s* qu* «m H CO ap«nas K Ct3 d*p*nd» do parA.m»tro t 
A 

9H a K S !L. ÍKÍ'^). Se reescreverroos t = n . em funçSo do Índice n 
dX 3T 

de refraçSo do melo e do comprimento de Arco X da fibra, a ampli- 

tude de transiçSo serA: 

<lKtT),-o< 1 2- 1 <\K(T),-‘k1kS^ IkU),c<> 
9-c ZK ' ‘ 9t; 

= (2yi) I5. ^ >■ 

= (2Y^ÍLcy'<lKtT),-í< 1 S-V^C^) l'KtT),«> 

onde V^C'C)é a normal principal da hélice. Sendo S um operador veto- 

rial, p>elo teorema de Wigner-Eckart, teremos: 

<RU),-ot\ S.t> ) >= 0 « U-(-o()\=Z C155 

Portanto, nSo ocorre nenhuma violaçSo ao teorema adiabático, 

nSo importa quais sejam as dimensSes de K. Este é um caso 

especial, devido à forma da hamiltoniana CO e do caráter vetorial 

do fóton Cparticula spin-1, sem massa de repouso^. Normalmente, a 

aplicabilidade do teorema adiabático está condicionada a que o 

sistema evolua lentamente no tempo. Mas em nosso caso, o fóton 

p>ercorre a fibra com a velocidade C. No entanto, existe outra es- 

cala de tempo mais rápida: o tempo para a luz cruzar o diâmetro da 

fibra Cem geral d 

/ 
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11*4 Parií^cula <!• Spln 1/^ na prasança da u» Campo Magnatlco 

Consideremos uma partícula de spln s na presença de um canpo 

niagnético BCtD que varia ciclicamente . O haml 1 tonlano associado 

a este sistema 

apresenta uma dep>end4ncia no camp>o magnético BCti), visto como 
A 

par&metro do problema. O hamiltoniano contém o operador de spln S, 
A 

a constante K Cque envolve o fator glromagnéticoD. O operador S 

possui um esp>ectro discreto com 2s + 1 autovalores, rotulados 

rotulados por inteiros variando entre -Se S, que denotaremos 
A 

F>ela letra n. Os autovalores associados ao op>erador energia ^ 

do sistema revelam uma dependência no módulo do campo magnético 

I BC t5 I = BC t:), a saber , 

C2) 

CXiando BCtD =0, temos um exemplo de degenerescôncia, que tratamos 

anteriormente Cl.33. A fase de Berry, associada aos 2s + 1 autoes- 

tados degenerados» apresenta uma interpretaçSo geométrica no 

A 
ospaço dos parémetros B. Denotaremos os autoestados do operador S 

ao longo da direçSo do campo BCt3 pxsr jn,^>. 

O esf>aço de par&metros tB desse sistema é tridimensional. 

Introduzindo na expressSo Cl. 1.193 os autovalores €t\ C23, o hamil- 

tonl ano H C13, visto como op»erador energia c ^ obtemos a seguinte 

expressSo para a curvatura de Berry V CB3: 

V-n CB) = _L_ <1^,5// 1 s 1-^,S»//>A <-^|S//| S ) Tt, £// ^ C33 
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A expressSo C3^ supOe Implicitamente que variamos o campo magnéti- 

co BCt:> de maneira lenta. Sem perda de generalidade» vamos 

calcular os produtos em C3^ rodando os eixos coordenados» de modo 

que o campo B coincida com a direçSo do eixo OZ. Se os operadores 
A A 

St ~ S».t jL Sy atuarem nos autoestados |n,S^ > 

S+ \ = \[sCSv'\') 1 "n-»- A , 

5 _ \ ^ - 'n'(T\-ó \ ' I 
C43 

Conde n varia nos inteiros entre -S e SD» somente os elementos em 

C33> com X = n ± 1 resultarSo em contribuiçSes nSo-nulas. A escolha 

de elementos da forma: < n ± 1 j . | n > ou < nj . |n ± 1 > implica 

que as componentes x e y do vetor no espaço de parâmetros sKo 

nulas. O fato delas serem nulas decorre de C3::). As componentes 

e V sSo combinaçSes de elementos de matriz que envolvem termos 
y A 

nXo diagonais do op>erador S^: 

U-,6,^ = Y1 

^ oa ± \ \ i 6// > = 0 

Escrevendo os element^os em funçSo dos operadores S e S :    y 

<'n±A, S/, \S,. \ Y\ ■ =• VínJsU+A')- 

C53 

C63 < 'niA. \ Sy \ 'n • > =*:; Vz i >TsCs + 0 - (rk± A> 

expressairemos a componente z do vetor V^» a saber» 

= Xnm ^ \'n+A><t\-vA\ 5'>( \rv> —<n| &>(\n+AX“n + A \ 

"V <”^16% \ Ti- a'>‘C‘t\-a\ ê>Y \ r\'> ~ \ 1 \ =• 
>-Z • ) C73 

=5 'Yl.b 

onde |n > e |n 1 1 > representam | n, S^> e I n i 1» ^ * respec— 

tivamente. 

De forma geral, uma p>articula de spin S na presença de um 
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caimpo magnético BCt!>» quo varia ciclica • adiabaticamonta, 

aprasenta a curvatura de Berry CB!) sob a forma 

B  . C0) 

A expressSo da fase de Berry termos da integral de 

superfície da curvatura V^^BD CI.l.lB? possibilita interpretarmos 

y coroo o fluxo do campo de um monop>ólo de carga -n, presente na 
Tí 

origem do espaço de parâmetros B, que atravessa uma superficie, 

cujo bordo é a curva P. A fase geométrica 

C05 

depende somente do autovalor n da componente do spin ao longo de 

BCt:>. Ela é proporcional ao ângulo sólido dei i mi tado p>el a 

curva r e centro em © = O, Para férmions, uma volta conçsleta de \B 

Co que corresponde a uma rotaçSo de 2rr em um plano e ^ 

resulta num fator de fase igual a -1. A mesma situaçSo para bósons 

produz um fator de fase igual a +1. 

Consideremos a formulaçSo de Aharonov e Anandan , para uma 

partícula de spin S = 1-^ na presença de um campo magnético homo- 

gêneo ao longo do eixo OZ. Vamos admitir que a direção do estado- 

spin esteja a um ângulo 0 CconstanteD do eixo OZ. O hamiltoniano 

correspondente ao sistema 

CIOD 

Ê>3 0 

0 "B3 

onde fj é o momento magnético da p>articula. A equaçSo de 

Schrôdlnger piara o estado \"V^W^a piarticula contém o hamiltoniano 

H expresso em CIOD 

'òt 
C113 
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A soluçSo desta equaçSío é a seguinte: 

(i) j C12!> 

em que Ct3 tem dlmensSes de frequência vezes temp>o e é igual a 

. As funçBes cos • sin Ê. j podem ser expressas 

f>elas conqx>nentes do campo B: 

Oe!) ô = Bj . 1 1 

e ^ \fe\ ^3  

^ '42\E.l(\6l+B3') • '12\BU\®-63) «33 

A evoluçSo do sistema é cíclica, com periodoT=T^. Ha 

formulaçSo de Berry, sob a hipótese de adiabaticidade >•» oo 

C lO é a frequência da órbita fechada de tB:>, obtínhamos para cada 

ciclo, a fase de Berry proporcional ao Angulo sólido. O bordo 

do Angulo era caracterizado p>ela curva de evoluçSo do p»arAmetro: 

4BCtD. Na formulaçSo de A. A. , chegamos A expressSo para a fase 

geométrica y para sistemas cíclicos, sem lançarmos mSo da hiptótese 

de adiabaticidade quanto a parAmetros. A evoluçSo do nosso sistema 

é parametrizada pelo tempo t. A fase geométrica y, em Cl.2.3D, 

assume para o nosso sistema a forma: 

C143 

onde a fase totad c|> p>ara um ciclo é iguad a 2rr e o estado 

é expresso por 

l'y(t)> = 
i A®* / ' 

C,« .w(|) C15) 

(I) ^ 
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C16) 

Assim, obtemos a fase geométrica: 

"SCS) = = “1 iOj ^5) 
2. 

em que corresponde ao ângulo sólido, cujo bordo é a curva 

descrita pela evoluçSo do estado-spin. Embora a fase obtida 

original mente por Berry seja semelhante â fase geométrica 

C31), em forma, elas apresentam diferenças conceituais. Na 

formulação original, a fase de Berry C95 é proporcional ao ângulo 

sólido definido no espaço de parâmetros IB. O bordo do ângulo 

é a curva percorrida adiabaticamente p>elo campo magnético variá- 

vel. Na formulação de A. A. , a fase geométrica Cl. 2. 41) é proporcio- 

nal ao ângulo sólido lO/CS) , cujo bordo é a curva percorrida 

pelo estado-spin S. 

As equaçóes de Heisenberg de movimento para as componentes do 
A A A A 

operador S: S , S e S sSo as seguintes: 
XX y 

à- Sk = 0 

à. = -1 H 1 - 2L.Ç)ti“\ Sv 
òt i 

Sytt) = - ^ H1 = -2 . S >. 
Jt 

S ”= i 
2 

C173 

visto que essas corqxjnentes nSo apresentam dep>endéncia explicita 
t '' 

no tempo -—^ = 0 e o sistema é conservativo: á-H =■ 0 
9i ót 

A evoluçSo temporal das componentes do operador de spin S é 

assim expressa: 

Sx W - e » »S, e. ^ ^ 

s-rW= ç, e= ^ = -is 
A ^ 

C18) 
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•m funçSo dai fr*quénclai oò , r*l&clonaidai com * dlf^r^nça dos nlvsls 

d» onergls: 

tiw = 2^E> . CIO) 

Os valores esperados de S , S e S para o estado sSo 
X y * 

<-+(«1 - Wll)) = 

< ^(O 1 Sx 1 ( Ê + gj )aw -_XLE>Awe.CMl£ot) 

1 5^^1 |) (^1')= -jx% M^{ujt) 

^ C20) 
A * . 

< 1 6x \ > * < I O ram" em torno do eixo OZ com frequén- 

A 
cia W , enquanto < 1 1 ^ se mantém inalterado. A curva descrita 

pelo vetor-estado S é bordo que delimita o Angulo sólido iTUs') . 

Este» como dissemos anteriormente» é proporcional A fase geométri- 

ca do sistema. 

II.5 A Fase Adiabatlca e a Fase de Pancharatnam 

para Luz Polarizada^*^ 

Na década de 50» Pancharatnam propôs a seguinte questSo: 

"dados dois feixes de luz polarizada» existe uma maneira natural 

de se compiarar as fases destes feixes ?" [ 3. Motivado por seus 

estudos sobre interferência de luz polarizada» Pancharatnam propôs 

o seguinte critério: dois feixes polarizados estSo "em fase"» 

quando a interferência dos feixes superpostos resulta em tima 

intensidade máxima. Este critério corresponde a uma "conexAo" 

Cgeométrlca)» que nos permite con^rar fases entre dois estados de 
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p>olarlzaçao CnKo ortogonais entr© si5, nSo necessarianvent© "vizi- 

nhos" na ©sf©ra d© Poincaré H .[Ap^ndic© 23 

No iratam©nto do ©l©tromagn©tismo clássico para a luz, uma 

onda plana monocromática, propagando-s© na dir©çSo OZ, á 

f/ '' ^ t 
r©pr©s©ntada por E= Vk. [_vO.)i.£.>. -v ^ J , 

^ A 
©m qu© 6>, © 2--^ sSo os v©rsor©s na dir©çSo x © y, r©sp©cti vam©nte. 

Ã onda plana monocromática corr©spond© um f©ix© de luz com as duas 

componentes ortogonais do campo elétrico, cujas amplitudes e fases 

©stSo contidas ©m a e a . Diferentes valores dessas amplitudes K y 

correspondem a diferentes estados d© polarizaçSo do feixe 

CpolarizaçSo plana, circular ou elipticaí. Embora os fótons 

tenham um spin S = 1 Co que deveria corresponder a 2S + 1 =3 

possíveis orientaçSes do splnD, a condiçSo de transversalidade 

das ondas eletromagnéticas reduz o número de graus de liberdade 

para dois, exatamente o mesmo que para partículas d© spin 1/2. 

O estado d© polarizaçSo de um feixe d© luz é descrito por um 

vetor unitário complexo: 

, =1 Cl) 

ao qual corresponde um vetor coluna com duas componentes: 

L d% - jLd’^ C2) 

A intensidade ^ do feixe é a soma das probabilidades p>ara as 

duas orientaçSes do spin Csemelhante ao caso d© partículas com 

spin 1/2 existem duas possíveis orlentaçSes do spin), a saber, 

- -*'*<*-1 C35 

Logo, deve ser normalizado a 1. Cada spinor ^ será entendido 

dl = C dx, ') 

't J sf? 
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como um Autov*tor d* uma matriz harmltiana 2 x 2 Ca matriz da 

polarlzaçSo!) da forma 

= tr.a = 1 

z 
V 

a0a6ê. - c©5G 
C4,y 

-V 

''f'^ é um vetor unitário caracterizado pelos ângulos 8 e 9 

Ccoordenadas esféricas!). Como toda matriz 2x2 pxxie ser expressa 

pela combinaçSo das matrizes de Pauli^" da unidade , 

na seguinte forma: 

H = CL^ -t- (55 

a escolha a=0 nos conduz á expressSo de H em CO. Cada 

configuraçSo de »V define uma matriz HC If 3, cujo autovetor é o 

estado de polarlzaçSo . Os p>olos 9* e 0=-TC correspondem 

a 'H^- = 0 e ^^-0 respecti vajnente. Estas configuraçQes de 

representam os dois sentidos de polarizaçSo circular. Os pontos no 

Equador ^ caracterizam representam as diferentes 

direçSes que a polarlzaçSo llneajr assume. Outras conflguraçSes de 

tr definem os diferentes estados de polarizaçSo elíptica. A descri- 

çSo desses estados será formulada em termos de esfera de Poincaré 

Z, na qual estSo definidas as coordenadas C 6 » 9 ^ [Apêndice 2]. 

Identificaremos o ponto r na esfera Z ao estado de polarizaçSo 

Sejam |A> e 1B> dois estados representados na esfera de 

Poincaré, normalizados e nSo ortogonais. A interferência desses 

estados p>or sup>erp>osiç8o resulta na intensidade: 

( <^\ -^ \A> \B>) = <AU> + <B)B>+-21^a <AlB> C65 

A diferença de fase entre e ^ simplesmente a fase do 
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produto »scailar . Os estados 1 A> • \B'> sSo definidos 

"em fase" pelo critério de Pancharatnam, se <A\B> é real e 

positivo. Em geral, se expressamos o número complexo 

i-Ot 
na forma polar , onde p> 0 , entXo a diferença de fase entre 

1a> é o. O critério de Pancharatnam define uma relaçSo entre 

dois estados CnSo-ortogonaisD, nSo necessariamente vizinhos em Z. 

Neste sentido, assemelha-se Ãs noçSes geométricas de conexSo e 

paralelismo, envolvidas quando comparamos vetores em diferentes 

pontos no espaço. 

Pancharatnam observou, no entanto, que essa relaçSo entre 

dois estados nSo é transitiva: se está em fase com \A> e \C^ 

com entSo \ nSo está necessariamente em fase com l A> . Se 
. ^ 

está em fase com um estado |A> ^ definido no ponto da 

esfera de Poincaré, entSo 
-k. JL 

<AiÃ> = e ‘ C7) 

ASC é o ângulo sólido do triângulo geodésico ABC em T2 . 

Berry considerou a evoluçSo de um sistema quântico com 2 

niveis Cestados^, V. G. , uma p>artícula de spin 1/2. A evolução 

temporal desse sistema é descrita por um hamiltoniano na forma 

C4D. Vamos admitir que a aproximação adiabática seja válida psara o 

problema considerado. Se o autoestado inicial ó descrito por 

, em um instante t, o sistema estará neste autoestado 

mas acrescido de uma fase Cap>ós subtrairmos a fase 

dinâmicaD, caracterizada psela conexSo: 

C8J 

De C8D, decorre que o sistema de dois níveis, ao percorrer um laço 
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r» Ccujo ponto inicial • final é apresenta uma diferença de 

fase Capós subtrairmos a fase din&mica:> expressa no fator de 

fase presente em . px 

Neste produto , Qcn representa o ângulo sólido delimitado por F. 

denotam o autoestado inicial e o transportado ao 

longo de F» respoctivamente. A semelhança entre C7D e C9D sugeriu 

C293 f4.21 
a Ramaseshan, Nityananda e, posteriormente, a Berry a 

equivalóncia entre a "conexSo" de Pancharatnam e a adiabÃtica C8^. 

Assim, se transportado de acordo com C8? ao longo da 

geodósica que une os pontos ^ ^ saber, 

logo, deve ser real e positivo. Para entender essa 

equivalência entre as conexSSes, primeiramente vamos introduzir o 

op>erador unitário U , dependente do tempo, que relaciona os esta- 

dos Ie da seguinte maneira: 

= UCT> I A> . (113 

o transporte do autoestado l"í'f't^^do sistema ao longo da curva 

que liga ''í'a a ÍTg , segundo a conexSo definida em C8D, 

caracteriza o op>eradorUCt)^ como se segue [Apêndice 33: 

U Ct) = T \ ^ ^ • CT dt’ I C12D 

Na expressSo de U , T denota ordenamento temporal e õo{t> a veloci- 

dade angular instantânea do referencial transportado p>aralelamente 

na esfera XL , ao longo de uma curva que liga ^Y'A a . Para uma 

geodésica, CjO é paralela ao vetor unitário jn, perpendicular ao 

plano da geodésica, e podemos reescrever o vetor velocidade angu- 
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lar sob a forma 

coCt) = C135 

Se o Angulo <|) entre 1 A'> • A obtido a partir da frequAncia ÕT: 

CFig. IV5 

4>ab = i CO tt') dt 
'O C145 

o operador unitário C125 será reescrito Ccom o auxilio das 

expressSes Cl3^ e C14:)!> da seguinte maneira: 

U(T) = ^-jL = ceò ^ <^ab ^ -t^.cs' 

condiçSes de mostrar que *CA\B> ^ real e 

<k\ OtT)\ A> 

C155 ‘«B ' 2. I \ Z / 

Estamos agora em 

positivo. O produto ^ A \ \J\, ' ) l pode ser avaliado com 

auxilio das expressSes Cll^» Cl53 e entSo obtemos: 

<A^B'> = < A I1 A> 

O elemento A 1 Tí.<S ^ A'> ^ nulo, pois envolve o valor espe- 

rado da componente do spin S ao longo da direçSo in. EIsta direçSo A 

perpendicular a . Cfcservemos que 1 A>A um autoestado de . 

Logo, ^AIB^ ^ real e pxssitivo, desde que 1 4>ab 1 ^ . 
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Flg. IV 

Arco Geod^lco na 

Esfera de Poincaré esfera de Poincaré 

Pancharatnam pôde confirmar suas previsSes. Indiretamente, 

verificou seu critério, detectando uma diferença de fase entre 

estados de polarização, em experiências que envolviam interferên- 

cia de feixes. CK>serva-se que a expressão C7D esté em concordAncla 

com os dados experimentais, nnesmo para sistemas ópticos em que a 

polarização varia subitamente Ccomo é o caso da propagação de 

feixes nos cristais birrefrlngentesD. Essa concordância com os 

dados expierintentais é uma evidência de que as expressões C7^ e C9D 

dependem somente da conexão C83, embora, originalmente, C93 tenha 

sido deduzida no contexto da aproximação adiabática. 

Vamos, a seguir, apresentar um resultado análogo á “diferença 

de fase" presente no efeito A. B. Neste, dois feixes de elétrons 
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d»s»nvolv<»in umA dlf*r*nçA d* f«is* proporcional k um fluxo 

magnético. No análogo óptico, o fluxo magnético é representado 

pelo ângulo sólido delimitado por um poligono, definido na esfera 

de Poincaré. O "fluxo" é devido a uma carga de intensidade -1/S, 

situada no centro da esfera Z. Um feixe2\^^, dividido em dois, 

evolui por estados intermediários | B > e | C > respectivamente. 

A seguir, os dois feixes sSo analisados em uma p>olarizaçSo D. 

Logo, os estados I D > e j D' > diferirSo em fase por 

. i do a. ângulo sólido óZ.ABcd é delimitado p>elo psoligono geodésico ABCDA 

sobre a esfera Z CFig. Va e Vb:>. Obtemos uma analogia com o efeito 

A. B. , considerando um feixe dividido em dois, a saber, um 

feixe continua no estado , enquanto o outro retorna ao ponto 

na esfera Z no estado após percorrer estados intermediários 

I B > e I C > CFig. Vc). Da interferência entre e ^ 

obtemos a diferença de faseABC- 

Resgatemos um estado obtido originalmente por Pancharatnam. 

Ck>nsideremos a decomposiçSo de um feixe com polarizaçSo em 

dois, com polarizaçSes ^ e , da seguinte forma: 

lc'>= ! b> C17D 

Suponhamos que | A > e | B > estSo em fase, ou seja, é 

real e pxasitivo. A fase relativa entre os dois feixes está 

relacionada á razSo . 

Podemos reescrever Cl75 em termos da fase relativa ^ ^ 

saber, .. 

lc>= Ul(lA>')+ e.^ 

\c> = a( \ C185 
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o •stado antipoda ^ * ortogonal a IC^ 

<!ClC'>=0 • Se multiplicarmos a expressSo C185 

» ou seja. 

por < çl 

obteremos a relaçXo 

<clc>= <x [ <t\^y ^ <c \ e>>) = 0 ^ /v_/ / 

a 

^ AB <C 1 A> 

cio:> 
<clE> • 

Escolhemos \C> em fase com 1, tal que é real e p>oslti- 

a fase de . o que nos permite 

: 1 1-^ . Estamos em condlçBes de expres- 

relaçSo entre e ^ .a partir da equaçSo C19D: 

vo. Denotemos por 

escrever: 

sar uma 

^C!A> <€)?>> KC\B>.1 C20) -V ^ 

SeY .<CC^A>e\<^C \ ?>> 1 sSo reais e jx>sitl vos, de C20D concluímos 

Consideremos o tri&ngulo BACB' . que percorremos do estado l6> 

ao \H>'> . De C7:> decorre < 6> \ E>’> = \ Bftc ^ .Sabemos que 

I B > está em fase com 1A> e ^ com ^ . Logo, a fase de<clB> 

é igual a -íOjBAC , ou seja, 

%= C223 
Z 

Pancharatnam concluiu que a decomposlçSo de um feixe com 

polarizaçSo \ em dois com pKslarlzaçBesl A^e| B')C175 resulta numa 

fase relativa ^A'B entre ambos, igual a C21D, C22D ^Tt - 1 cBA ^ . 

Berry chama-nos atençSo a fim de distinguir a fase de 

Pancharatnam e a prevista por Chi ao e Wu p>ara á propagaçSo de 

luz circularmente polarizada ao longo de um "twisting path". Na 

formulaçSo de Pancharatnam, o ângulo sólido é delimitado por um 
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caminho percorrido na esfera dos estados de F>olarizaçSo de um 

sistema de dois níveis. Embora o fóton seja uma partícula de spin 

1, ele pode ser visto como um sistema de dois estados: para ondas 

planas, a condiçSo de transversalidade possibilita apenas estados 

de heiicidade, nos quais o spin é paralelo, ou antiparalelo, À 

direçSo de propagaçSo |< da onda. Nos experimentos ópticos em 

"twistlng path", à medida que a luz se propaga, a direçSo de 

IK é modificada adi abatí camente, sendo descrito um caminho na 

esfera das direçóes K , que delimita um &ngulo sólido. Esse 

caminho significa a rotaçSo do spinor a 3 comp>onentes do fóton. 

Num referencial de laboratório, o spinor que representa o estado 

do fóton Cpara a luz propagando-se transversal mente na direçSo D 

assume a forma em coordenadas esféricas C 6,(|) a saber, 

([«+côoe] 

i(b 
Co(+[i> - j e ^ 

a & ft estSo vinculados p>ela relaçSo: 1 I i . Em um 

referencial móvel, cujo eixo z coincida com |K , teremos a 

comp>onente longitudinal Cspin-zeroD do spinor nula. 

A diferença entre a esfera de Poincaré das px:>larlzaçóes Cspin 

1/S5 e a das direçóes de propagaçSo está refletida nas distin- 

tas dependências das fases geométricas com relaçSo ao ângulo 

sólido a , a saber, 

C233 

CaD para um ciclo na esfera de direçSes de (K, 

Conda circular mente polarizada^ é proporcional 

a fase 

+ Cl 

geométrica 
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DA «afAra E, A fA8A gaom^tricA 4 proporcionAl a Cb3 num ciclo 

-a . 
2 

82 



III. EXEMPLOS ILUSTRATIVOS DO TRATAMENTO 

INVARIANTE PARA A FASE DE BERRY 

III* 1 O Oscilador Harmonico Generalizado'^’ 

III.1.1 Introdução 

Um oscilador harmônico generalizado O.H. G. , dependente do 

tempo, p>ode ser descrito por uma hamlltonlana 

H = i [ ] C15 

na qual r é uma coordenada generalizada e p é o momentum canonlca- 

mente conjugado à. coordenada r. Os parâmetros a,b,c sSo funções do 

temp>o t. Das equações de Hamilton, obtemos a velocidade: 

f - ^ ^ = ap + br . C23 

e a derivada em relaçSo ao tempo do momentum canônico 

H = - - cr • ^ 

A equaçSo C23 posslbillta-nos expressar o momentum canônico p em 

funçSo de ir e ir. Substituindo—o em C35, obtemos a equaçSo de 

movimento do sistema: 

= — Y'^V'T - 

C4> 

na qual atribuímos um significado fisico para o parâmetro a: 

ã (t') = Yf\ é a massa dep>endente do tempo. 

A equaçSo C25 oferece-nos um exemplo, em que o momentum 

canônico p e o momentum cinético mf nSo sSo iguais. O termo -mf em 

C43 origina-se da derivada em relaçSo ao tempo do momentum cinétl- 

co:dCwf) mr + wr e representa uma força fictícia F^. Esta é o pro- 

duto da variaçSo da massa dependente do temjao C-nO pela velocidade 

relativa Cr D entre o sistema e a massa perdida. No referencial 

83 



inercial considerado para descrever o sistema, esta massa perdida 

está em repouso. 

A energia £ do sistema é obtida multiplicando a velocidade ir 

pela equaçSo de movimento C4D: 

2- 2 a dt V cx / C5) 

A energia do sistema com massa variável no tempo nSo é conservada: 

“í 
A £ _ 1 xnf C- wTH + lé_(C-k-if—re-i 
at “ Z 1 òt^ ■ o. ^ 

Nesta expressSo empregamos a equaçSo de movimento C4D e a 

definiçSo C5D. Trés termos contribuem para a variaçSo da energia: 

Cl) a potência Pr, fornecida ao oscilador devido à variaçSo da 

massa a velocidade constante: Pr = 

Cli) a potência dissipada P^, devido á força fictícia : Pk =(-vv^t)Ít 

Cill) a potência Pr, fornecida ao oscilador devido á variaçSo de 

deslocamento constante: ?r = i i í c- d 

A energia , indicada em C5) se comparada á obtida para o 

oscilador harmônico O. H. , nos leva a definir uma "constante** posi- 

tiva KCt): 

= cU) - ^ _ k í bW \ 
act) *dt \ cxC^f) J 

£ 

\c-í _ à(b)l 
a V o. ^ > 

tal que C5) seja a soma da energia clnêtica com o potencial , 

na seguinte forma: 

£ = A- + A \<(T^ 
2 2 

Podemos reescrever a equaçSo anterior em termos de ip e ir, 

C8) 

empregando a equaçSo C2): 

£- ^ 
2w 

+ kíT \ + 1 
a. I 2 

K>r C9) 
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oscilador harmônico generalizado será descrito por uma 

lagranglana da forma; 

L = 1 1 _ d-f ( CIO) 
2 Z c*tL\2a/ J 

obtida da hamiltoniana Cl) p>ela transformaçSo: L= H . O 

momento canônico p p>ode ser expresso em termos de ir e if, via 

equaçSo de Hamilton C2). Consideremos uma nova lagranglana L’ 

L'= 1 _ 1 • tll) 
2 2 

que difere da lagranglana L pela derivada total com respeito ao 

tempo de uma funçSo ACr,t) 

ACv,i) = 
ZaCt) 

As condições de extremo das ações 
’a Ct) / 

C12) 

: S= J LC^r.^rt>át e s'= ,t)dt 

coincidem, de forma que a equaçSo de movimento C4) se mantém 

inalterada. O termo L 
dt ^ 2a 

( ^ ^ , presente em CIO) nSo 
' 2a > 

nSo altera a “dinâmica" do sistema. As lagrangeanas L e L' o 

descrevem. 

O momentum canônico p* é igual ao mon»ntum cinético: 

Ik - = -mr W\ = (t) C13) 

e a variável r' é idêntica á r. A nova hamiltoniana pode ser 

construída: H’ = p'.r’ - L', na seguinte forma; 

H' = .í- 1 . C14) 
Zvn ' 2 

Em termos das variáveis canônicas r' e p’, a expressão em 

Cl 4) corresponde á hamiltoniana conhecida para um oscilador 

harmônico, no qual a massa mea constante K sSo funções do tempo. 

Comparando C8) com C13) e C14), percebemos a igualdade entre £, e 

H’. Outra maneira de se ver a Igualdade, consiste em relacionar os 

momentos canônicos p e p*; 

^'=|^4(k)<r . C15) 
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• introduzir » exprossSo de p* C15^ em H* CI4D, reobtendo & 

energia £ COD. 

III.1.2 A Formula^ao Quantica 

A evoluçSo temporal do vetor-estado lN^tt)>de um sistema é 

descrita pela equaçSo de Schrõdinger. Impomos que ela seja formal- 

mente invariante sob transformações de Gauge. Introduziremos 

regras de quantizaçSo para as grandezas fisicas tratadas anterior- 

mente**^\ Uma grandeza fisica definida, no formalismo canôni- 

co da mec&nica clássica, em termos das variáveis dinâmicas ir e |p 

será identificada á um operador hermitiano A, na formulaçSo quán- 

tica. Segundo estas regras de quantizaçSo, identificamos os parên- 

teses de Poisson clássico < , > ao comutador quântico 

i [ , ]. Os parênteses de Poisson para as variáveis canônicas r 

e IP têm a forma: 

\ = \ Yi, \ = 0 . = C165 

Associaremos a p>osiçSo tr e o momentum \p aos operadores r e p, 

resp>ectivamente, de maneira que as componentes destes operadores 

satisfaçam as relações canônicas de comutaçSo 

C175 

No entanto, o operador A nSo é resultado da simples identificaçSo 

A A 
das variáveis: r e p com os op»eradores: r e p, na expressSo da 

grandeza clássica^;^ Cp,rD. Ctoservemos a hami 1 toniana H Cl3. Ela 

contem o produto escalar »r.(p, que é comutativo. Ao identificarmos 

as variáveis clássicas aos op>eradores, verificamos que: r.p ^ p.r 

A A A A 
e os operadores: r . p e p . r nSo sSo hermitianos. Logo, é 
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C18) 

A 

necessário introduzir regras de simetrizaçXo convenientes para^ . 

Por exemplo, o operador associado à r.p será: ^ Crp + pr5. 

Na formulaçSo quántica, o hamiltoniano para o oscilador 

harmônico generalizado CO. H.G. D ó definido como 

H = 1 C a(.t') b(t) ( pr f ^ ) + Cl-t) ~] 

Seguindo o mátodo de quantizaçSo canônica, o op>erador energia ^ 

será construido a partir de £ C93, substituindo o momento 

A , 
canônico p pelo op>erador p * >,1i 

C19) 
2Tn ' Ol 2 A 

A equaçSo de autovalores para o operador £ assume a forma 

£ = €r, . 

em que as autofunçôes sSo normalizadas'^*\ Se impusermos que 

a equaçSo de Schrôdinger e a de autovalores para o operador 

energia sSo invariantes sob transformações unitárias: para a 

escolha = tiC \ a , os op>eradores £ e H, o estado 

l'^>e as autofunções se transformam segundo as equações: 

Cl. 4. 93, Cl. 4.103, Cl. 4.113, Cl. 4.123 e Cl. 4.133. Os níveis de 

C203 

energia sSo invariantes por transformações unitárias e podem 

ser caracterizados pela frequência angular CO = (^ KCf). o. 
Vz 

da seguinte maneira: 

€r^ ='t^OJUU1í^ + 1) 
z 

Se a funçSo geratriz 

AU.t> = l( killrM . 
^ ^ att) > 

o operador energia transformado 

n: natural , nSo nulo 

ó da forma: 

C213 

£' 

expresso como: 

2 1 A 2 z 
£ = + iKr. 

2vn ^ 

C223 

, segundo Cl.3.93, pode ser 

C233 
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A A 
O momonto transformado p* astÀ ralaclonado a p, da saguinta 

manalra: 
Al ^ A 
b = ^ + k f . C 245 

0. 
* \ 

Os autoastados 1do operador £ sSo funçSas normalizadas a 

reais. 

f 
III. 1.3 Formulação em que a Hamlltonlana e a energia do sistema 

Outra formulaçSo é assumir a hamiltoniana do O. H. G. , depen- 

dente do tempo C15, como sendo a energia E do sistema. Podemos 

expressar \p em termos de ir. ir a partir da equaçSo C25 e 

substitui-lo na hamiltoniana C15. Desta maneira, escrevemos a 

energia ECt5 como funçSo das variáveis tr e ir 

E(-t) = 1 C C255 
2- 2 

C Ct5 caracteriza a "constante" do oscilador que, em todo 

instante. 4 Fx>5itiva. Ela á assim definida em termos dos 

p»arâmetros 

C (t) = c - ã’- C265 

A derivada de ECt5 C 255 com relaçSo ao temp>o 

-f ^ L ríLr] C275 
2. 2 ^dlt / ) 

pode ser reescrita em termos da constante KC75 

AEU) = ^ r i ( 

(it 2 2 ^ -1 Ç285 

logo. se compararmos as equaçSes C65 e C75 com C285, verificaremos 

que esta última corresp>onde á equaçSo C65. pois a energia £ Ct5 

C85 está relacionada a ECt5 da seguinte forma 

£(*) = E(t1 - i[([l-K)r"] C205 
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No entanto, a derivada de ECtD, relativa ao tempo C275, contém 

membros que nSo podem ser interpretados fisicamente em termos do 

operador potência [Ap>éndice 13 ! 

A seguir, vamos reescrever ECt!) C255 em termos do momentum 

canônico ip C25: 

C 305 

2tti ' 0. ' Z 

111.1,4 A Formularão Quantica 

Empregando o método de quantizaçSo canônica, construimos o 
A 

opterador energia E para o O. H. G. dependente do tempo: 

Ê (t) = 1. ( b + ^ V ^ 4- JL.C f = C315 
a 

Os niveis de ener gia 

C325 

h 

A equaçSo de autovalores para o operador energia E: 

Ê l'P„> = h„ I9„> . 

define autofunçSo \^r\'Z normalizadas^**’. 
f I 

obtem-se: 

= Cy>+ 1 )'tí^Zct) n; natural, nSo-nulo C335 

em ternos da frequência angular = [ at*-) . C(^M , dependente 

do tempo. Sob uma transformaçSo uni târia na qual A tf, t) 

é definida em C225: 

A 
Ci5 o operador energia E assume a forma Csegundo Cl.4.955: 

= i- ^ 
A 2 . h í. 

- i L r C345 
2w 

Cli5 e as autofunçôes reais e normalizadas do operador E' sSo as 

seguintes Cde acordo com Cl.4.1155: 
, , l^L felt' r , 

= e *Pn> 

Os autovalor es 

tr ansfor maçôes. 

de E’ mantêm-se invar1antes sob 

C355 

estas 
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III.1.5 A Fase de Berry 

A fase de Berry pode ser calculada e comparada para os 

diferentes tratamentos do problema; 

Cl) a hami1toniana H Cl8) nSo corresponde ao operador energia 

CIQ) do si tema. 

Cil) a hamiltoniana H C18) é assumida como o operador energia 

C31). 

Cl) Neste tratamento, a funçSo Cl.4.3), que descreve a 
A '' 

diferença entre os operadores H e £ , assume a forma 

^Ao = if à(^\, C36) 
2 at V cx j 

Ela está presente na definiçSo invarlante da fase de Berry 

Cl. 4. 6). A derivada com relaçSo ao tempo da fase de Berry p>ode 

ser expressa como a soma de dois termos, que segue das equaçSes 

Cl. 4. 6) e C36) 

dt 9t- 2 C37) at 9t 

o último termo à direita da equaçSo C37) é Igual ao elemento de 

9fc 
.cuja funçSo geratriz 

definida em C32). Podemos reescrever os elementos ^ i^ ^ 

W'> 

foi 

utilizando a definiçSo de autofunçSes transformadas 

“Àr A 
Cl.4.11): 

^ = <%\ +XÍ!<t,'ÍS- \'t'> C383 

Escolhemos ! Tr^ normalizadas à unidade, de maneira que ao elemento 

1 a. X' > = - < 3 11.' > = - < -t; 12. -v-: >* 
9t 9t 3t 

ciado um número Imaginário "puro". As autofunçSSes \'Vi! ^ sSo reais. 

o que implica associarmos ao elemento ^Nn 1 ^ '^r!um número real. 
9t 
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Uma vaz qua est* produto dovo assumir um valor om • C » loqo 

C30) 

<’V'„ I S-ü > 
2^ 

\ í i': >^0 . 

Somando «st» resultado com a igualdade entre 

1\* ^ f k ^ 1 Vn » concluímos que para este sistema a 
* c>t V ^ 

fase de Berry é nula. 

Classicamente, havíamos obtido que a hamiltoniana 

transformada H’ Cl4!) C15I> é igual a energia £, CQ2, tal que a 

funçSo <^Ap CI . 4. 32) é nula. Na formulaçSo qu&ntica, o operador H’ 

definido em CI.4.14D é igual ao op»erador £, C 13D, C242>. Logo, c^Ao 
\ 

é nulo Cl.4.162). A fase de Berry é avaliada para os autoestados 

\'%'> . C2omparando a defini çSo Cl. 4. 62) com as expressSes: C302) e 

^a1=0 , deduzimos; 0 . JA era esperado que a fase de 

Berry em sua formulaçSo invariante resultasse nula para o sistema 

transformado Cl. 4. 262). 

Cli) Nesta formulaçSo, assumimos que ^Ao é nula. A fase de 

Berry Ty, Ct2> é calculada para os autoestados 1 ***’ <jo 

operador E: 

*= dt'(^=01-bô.) ^ {v\+í i (^0--tiã) (ac- 

Tã ^ — 

= C vi -V 1) 1 dt' (- a.b ) 
2 i C40> 

-1 
^ a ac - ^ 

o valor esperado de r* assume a forma: 1 r* | > = (yi+ 1 ) aíl 

onde 4 definida em C332). 

A fase de Berry para os autoestados transformados 1^,,^ C35D: 

Ty! Ct) = f V' ^ _ 3 Ac \ < > C415 
0 
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contém o potencial ascalar . Este é expresso em funçSo de 

e do gerador Aír^t) C225, presentes na relaçSo CI.4,16;> = Oi). 

Nesta formulaçSo, assumimos que ^Ao ^ nula para o sistema, e o 

potencial ^Ae s© reduz a: 

dt dt 
C42) 

Já argumentamos, anteriormente, que a escolha das autofunçSes 

1 ^v)'> reais e normalizadas implica em ^ ^ ^ ^ nulo. 

O integrando de Pv> ít) C4i;> contém o potencial transformado C 42.) 

r^'(t)= a ( krVTrl >dit' = 
0 dv u<x ; t 

=rí [ C43) 

Comparando C435 com C405, concluímos p>ela igualdade ry,(t)= fn (t) 

111.1*6 As An^lltudes de Probabilidade 

A equaçSo de movimento para a amplitude de probabilidade ôínCt) 

contém a amplitude de transiçSo <_ <1 Ao \> para 

estados I # n . Para o problema do oscilador harmônico 

generalizado e do oscilador harmônico dependente do tempo, podemos 

calcular as amplitudes de transiçSo entre diferentes estados. 

Vamos distinguir duas formulações e expressar as equações de 

movimento para as amplitudes de probabilidade na representaçSo de 

interaçSo: 

Cl) a hamiltoniana H Cl8) nSo corresponde ao operador energia C10) 

do sistema. 

As an^litudes de transição são calculadas em termos das 

autofunções 1 ^t^ "> çgo), do potencial escalar ^Ao C36) e da 

constante k C7); 
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C44> 

Como ospor & vamos, a amplitude C44:> se anula para j£ = rt 

Obtemos uma equaçSo diferencial acoplada para a amplitude 

Q.T({t^ , introduzindo C445 em Cl .4.213. A equaçSo reduz-se a dois 

termos: 

áA Qr^ít) = A ( A - r \ÍC'^-Í)'^ ' Qn-2 Wp J dLt' ) + 
8 ' 1*^ a /  ^ ^ -t 

+ \f(7+^Xv^+2) ay,v2e%p(-2Z J^vfõ^dlt')] C453 

Os autovalores Gn C213 podem ser reescritos como =ií\ja ( vi+ i. ) 

A derivada da fase de Berry U‘K _aAolVn^ C373 é nul a e as 

amplitudes O-rt-í = 0 » se n - 2 < O. A amplitude de probabilidade para 

o estado n está acoplada às amplitudes para os estados n - 2 e 

n + 2. Se os parâmetros a,b,c variam lentamente com o tempx:*, as 

/s-i 
amplitudes de transiçSo podem ser desconsideradas e CXnCt3 é uma 

constante. As amplitudes de probabilidade dn Ct3 na representaçSo 

de Schròdinger variam da seguinte maneira: 

Gtr,(t) = 06^. ^ i )nTcxK ’dt' \ C463 
■h z ) 

C113 a hamiltoniana H C183 é o operador energia E do sistema 

c ^Ao= 0 3. 

Expressamos a amplitude de transiçSo entre os autoestados I 

sob a forma; 

onde os trôs termos contém a derivada da fase de Berry para o 

autoestado fundamental Cn = 03 C403 

Pnít') = q\3-âb _ \ r g •' ^ C483 
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Para r» =-í. , raobtemos a axprassSo da fase de Berry C405. 

Introduzindo C473 e C485 na equaçSo Cl. 4.21!), conseguimos uma 

equaçSo diferencial acoplada para a amplitude de probabilidade 
rs^ 

Ct5: 

AÍanít) = ^ - àS^^íõrcit-zro])!+ 

H ~ ilÃ [2ro - Í^^ÍÕFdt'] ar\+2 ^ 

No caso da evoluçSo nSo-adiabática do sistema, a amplitude para o 

autoestado n está acoplada a duas amplitudes, relativas aos 

autoestados n - 2 e n + 2. Em C493, os coeficientes On-llt') sSo 

nulos para n - 2 < 0 e o nível de energia C333 é reescrito em 

termos dos parâmetros: i nTqX ' _ Se C ('t)=0 e 

trocarmos C p>or K, de C403 obtemos formal mente C45D. 

Ciuando variamos os parâmetros lentamente no tempo, os termos 

relativos ás amplitudes de transiçSo em C49!) podem ser desconside- 

rados e portanto, a Ct!) é uma constante. Consequentemente, a n 

amplitude de probabilidade í'* representaçSo de Schrõdinger 

, varia no tempo, como: 

o.ifict') - cx>ict'> • ^ [ 'Tõrf ^ ^vi+i 
T á. í k\ 
t it'U) 

di C50D 

III.1.7 A Fase Total 

A fase total .definida pela soma da fase de Berry e da 

dinâmica, deve ser invarlante sob transformaçSes unitárias 

Cl. 4 3 visto que cada uma é Invarlante, separadamente. Se assumi- 

A. 
mos que a hamiltoniana H C18D é o operador energia E do sistema. 
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a fase total consiste na soma da fase dinâmica - (y\+í iQ it' 

C345 com a de Berry à ( M dt' 
^ 0 20, dt \ 0- / 

C405 

C51) 

C52) 

=- i ) iQlt')dt' -V j aiQ"' 1 f b\ dt' 1 
o dt' \ ol / j 

Vamos definir o parâmetro = 

'ítt) = a- to ^ ( b \ 
at V o. / 

no sentido de expressar a frequência^2^33^ funçSo de to(t) C215 

iQct) = wW jTt |(t) ' . C535 

Podemos reescrever a fase total ^^C51D, introduzindo CüCt) e na 

seguinte forma; 

- (n + ±')j tx)L''iTr^ - 1 d-t' C54) 

A variaçSo lenta dos parâmetros no tempo» corresponde a grandeza 

"^«l Cl imite adiabáticoD. Nestas condi çSes, podemos expandir a 

funçSo i/ , presente na equaçSo C54D, em pxstôncias de 

C&tóm-se assim a expressSo para a fase total: 

C55) 

fase 
.t 

resulta da soma da fase dinâmica invariante 

C563 

=-("+4)Lu,U')[i + Vjf - 

-fn+i\\ C215 com a de Berry invariante 
^ , rt , 

UK*')dt 

“ -E 
comparando C553 com C56D, verificamos que a fase totalQ^pxsde 

ser expressa em funçSo da invariante 

<:s73 

A diferença entre os integrandos dessas fases é da ordem 

z 
de . Variando os parâmetros a,b e c lentamente no tempo, 

os termos de scrgunda ordem ou superiores em ^ serSo desconside- 

rados. A equaçSo C575 concorda com as consideraçSes presentes em 
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Cl.45. 

Neste exemplo, o oscilador harmônico generalizado CO. H.G. 5 

ilustra o tratamento no qual a fase de Berry e os niveis de ener- 

gia sSo separadamente invariantes, sob transformações unitá- 

rias^*\ Quando distinguimos a hamiltoniana da energia do O. H. G. , 

a fase de Berry invariante é nula. Se incorretamente assumimos a 

energia como o hamiltoniano C185 de O. H. G. , a fase de Berry nSo se 

anula, mas mantem-se invariante sob transformações unitárias. No 

limite adiabático, a fase total para os diferentes tratamentos 

coi ncidem. 
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III* 2 Pari:ícula de Spin na presença de um campo 

magnei^ico dependent^e do lempo Ct-ratament^o exato) 

III.2.1 Introdução 

Consideremos uma p>artícula de spin 1/2 na presença de um 

campo magnético B que varia com o tempo. O campo BCt) pode ser 

expresso em coordenadas esféricas, nas quais ^ 

a magnitude do vetor^ 6U) ; o Ângulo polar e *ftt) ; © Ângulo 

azimutal desse, na seguinte forma: 

Iblt") = ][ Baím© ce^ ^ ^ ^ 09^ 0 ) Cl) 

A equaçSo de Schrõdinger para o estado da parti cuia é 

=« â- C2) 
3t 

O hamiltoniano em C2) é dado pelo momentum do elétron 

Ç\ = . C3) 

e das matrizes de Pauli CT= ) • R^^crevemos o hamiltonia- 

no HCt), introduzindo a expressSo do vetor BCt) em coordenadas 

esféricas Cl) 

\ owecíi + ^ (5^. + e <r_ ) 

no qual definimos 

cy+ = 1 i <5", ± ) C5) 
2 

o tempo t p>arametriza HCt) do sistema. O hamiltoniano C2) consiste 

num potencial e o identificamos com a energia do sistema. Os 

niveis de energia €n sSo obtidos da equaçSo de autovalores p>ara 
A 

o operador £ : 

er^ \%y C6) 

é o autoestado da energia correspondente a €n . Efetuando a 

1 
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escolha dos autovalores a+ e a- do operador (j^ 

H + > - \o(_> 
A 

como base para o espaço dos autovetores do op>erador energia <8 , 

expressamos, os autovalores e autovetores desse operador, a saber 

C8!) 

= o^+ 4côí>^|)o(_ C9) 

A diferença entre os níveis de energia é 2 pB. A fase de Berry, em 

sua formulaçSo invariante de Gauge Cl.4.65 tem a derivada em rela- 

çSo ao temp>o expressa na forma 

^Y^(t) = 1 ( 9. _ a Ao)] 'Vvi> C105 
9t 

O potencial escalar ^Ao Cl.4.35 representa a diferença entre 

o hamiltoniano e o operador energia do sistema. Neste problema, 

esse potencial é nulo! Ao introduzirmos os estados\"^i^C85 e l^z^C95 

no elemento C105, obtemos respectivamente: 

is, (.t) = 9 ( § 
(l)- 

(D- 

C115 

C125 

^ e 0 sSo funçSes do tempo. Ctoservemos que as derivadas 

temporais da fase de Berry foram obtidas sem hipóteses quanto ao 

carAter adiabático da variaçSo do hamiltoniano C35. Em outras 

palavras, as expressBes C115 e Cl 25 sSo válidas nos casos 

adiabáticos e nSo-adlabáticos. 

O caso adiabático caracteriza-se pela lenta variaçSo no 

tempo do ângulo polar 6t"t) . As fases de Berry, neste caso, sSo 

obtidas por quadratura das expressóes C115 e C125, resultando 

C135 
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0 

(t) = [‘fu')-d') C145 

Estas dependem da diferença entre o Ângulo azlmutal no instante t 

e no inicial Ct = OD. Logo, independem de como o ângulo azimutal 

varia no tempo. Neste intervalo Centre 0 e t5 o ângulo polar 6(t) é 

considerado constante. No periodo T do ângulo azimutal, temos 

'PlT') - 0') = 2TC . Logo, reescrevemos Cl33 e Cl43 nas formas 

conhecidas 

(T) = xi ^1+ 09í>e)= liATt-íl) C153 

n. 

C163 

dei i mi tado p>el o 

= Tt U- c«e)=^ 1 n 

é proporcional ao ângulo sólido 

campo magnético BCt3 e propjorcional ao ângulo sólido comple- 

mentar . 

No caso particular em que B, ô ^ sSo constantes no 

tempo, a fase total ='6^ CI.4. 2Ô3 Conde ín corresponde â 

fase dinâmica e à fase geomótrica3 é dada por 

+ C173 

Cpara o estado fundajnental3 

^ - t/JiB) + W C183 

Cpara o estado excitado3 

III. 2. 2 A Introdut^ao de um Referencial Girante 

Analisemos o problema de uma partícula de spin l/<2 na 

presença de um camp>o magnético BCt3 que varia com o tempx>, a saber 
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Br( , B o^e ) ^ g; constante; O : constante CIO) 

Agora, o campo magnético independe do tempo na direçSo OZ. A 

proJeçSo de B no plano XY roda em torno de OZ, com frequência 

angular constante CO . Este sistema pode ser descrito por meio de 

um hamiltonlano H, dependente do tempo, obtida de C4) 

\\ to = -yuB ^ osò 6 (5^ + pím 9[CG'+-|-Gcr_]^ ( 20) 
A ;S 

O operador E, do sistema corresponde ao hamiltonlano HCt) C20). Os 
A 

autovalores e correspondentes autovetores do operador E sSo 

definidos pela equaçSo C6). Eles sSo expressos em funçSo de C8) e 

C9) por 

6i = 

-Xüjt 
0(4. 4 ê. oí _ C21) 

iüjt 

£2. = 4 C22) 

A equaçSo de Schròdinger para o estado l"'^l*^))da partícula se obtém 
A 

introduzindo o hamiltonlano HC20) na equaçSo C2). 

Embora se trate de um sistema em que o potencial é depiendente 

do tempo, determinamos de maneira exata os autoestados do operador 
A 

energia E , sem ter que resolvé-lo por expansSo perturbativa. 

Considerando um referencial em que o campo magnético B é 

constante, podemos resolver o problema de autovalores para o 

sistema de dois níveis na presença deste campo. A seguir, expres- 

saremos os autoestados no referencial de laboratório, em que o 

campo varia com o ten^o Cl 9). Por uma transf ormaçSo unitária, 

dependente do tempo 

Uít) = e C23) 

o estado ^ da p>articula, no referencial girante, será 
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rel&cionado a no refarancial da laboratório CI.4.12!> da 

saguinta forma 

IJlt) l>w> C243 

Vamos admitir que, a ©quaçSo da Schrôdingar C23 axprassa no 

referencial de laboratório mantém-se formal mente invariante sob 

uma transformaçSo Cl.4.135. O hamiltoniano transformado 

Cl.4.145 é obtido de H C205. Este novo hamiltoniano é independente 

do tempo e assume a forma 

, o r A" _L /-r 1 \ _ fi\ H = ^ C»5e03 + a;^6[q; + - ^(^3 C255 

Supondo que a equaçSo de autovalores para o operador 8 se 

mantenha formalmente invariante, o op>erador 6 se transforme da 

segui nte manei r a C1.4. 95 '. 

^ j + >w^e[ <5+ -*■ CL ] I C265 

e os autoestados |'V^'(t)>se modificam como |'^ít)')CI. 4.125 e Cl. 4.115. 

A condição anterior, expressa os resulta 

I ^ W ^ f 
C275 

ô ^^ l') o(+ + «285 

onde os autoestados |''fi,ltí^sSo dados em C215 e C225. Os autovalores 

£n C215 e C225 sSo constantes e mantôm-s invari antes sob 

transformaçSes unitárias Uct5. Sob estas o hamiltoniano e o 

operador energia se transformam de maneiras diversas Cl.4.14 5 e 

Cl. 4. 95. Comparando a hami 1 toniana C255 e a energia C265 do siste- 

ma, no referencial girante, percebemos que o potencial 9f^o Cl. 4. 35 

nSo é nulo, mas assume a forma: 

Q Ao = — ^ (Ti C205 

101 



A fase de Berry tem a derivada em relaçSo ao tempo Invariante por 

transformações unitárias Cl,4.175. Basta introduzir na deflnlçSo 

Cl05 os autoestados C275 e C285 e o potencial *^Ao C205 para 

reobtermos: ^ - <^ j - ^ "> expressa em C115 e C125 
Z 1 

C íf= CO 5. 

III* 2* 3 Formulat^^s em que a Hamiltonlana o 

[^83 
Operador Energia, no referencial girante 

A 
Se assumirmos que a hamiltonlana H’ C255 ó o operador 

A 
energia E do sistema, no referencial girante, verificamos que a 

fase de Berry e a diferença entre os níveis de energia se 

modificam em relaçSo ao previsto no referencial de laboratório. As 

autoenergias da p>artlcula sSo determinadas pela equaçSo de 
A 

de autovalores para o operador E C255: 

\ C30) 

Expressamos, a seguir, os autovetores | (tí)> deste operador, na 

base dos autovetores do operador 0’3 , e os respectivos autovalores 

hn ; 

4) (t) =   1 +W)+^'o(. :+ 4 

\ (,00o+ 'i? 

C315 

ho í: 

<b (t) = ^   i ~ ^ 4 N (c>Jo + W ) + SIj \ ‘2.    I I  r 2. \ 

Vo ^ Çtí ■) 4 a 

As frequências Oj© * CO,, eQ sSo definidas; 

cOo = cei0 

C325 

C335 

102 



(O, e C34) 

a=[ ( u)o 4- *1 C 35) 

A diferença entre os níveis de energia dos dois estados é 

dada por 2 a , que difere do obtido no referencial de laboratório 
* 

C21), C22). A derivada da fase de Berry nesta formulaçSo é a 

mesma para ambos os estados. Nós a obtemos, substituindo os 

autovetoresJ<^„U)VC31D e C32) na definiçSo CIO) e recordando que o 

. » 
potencial a Ao ó nulo 

9fc Z 

III.2.4 A Fase Total 

A fase total adquirida pelo autoestado durante sua 

evoluçSo temporal, coincide com a prevista no referencial de 

laboratório Cl7) e Cl8). Este resultado decorre da invariância da 

fase de Berry e da fase dln&mica, sob transformaçóes unitárias, 

TC (H ( AI 
separadamente. A fase total CformulaçSo em que H ^ £ )para o 

estado fundaimental é dada Cl7) 

= \ - (-/B) -)• lO I )|t 

e para o estado excitado é indicada Cl8) 

C37) 

+ , 2 I ^ C38) 

No entanto, na formulaçSo em que se assume H’ - E, a fase de Berry 

rri = Jr^dit e a dinâmica Pn = ^hnlt')dt' Cos autovalores hp foram 
e o 

obtidos em C31) e C32)) nSo coincidem com as fases calculadas no 

referencial de laboratório Cdependem da escolha de UCt)). A fase 

total , CformulaçSo em que H = E ) para o estado fundamental 
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é dada 

- (- ri - )t • C305 
z 

a para o estado excitado: 

-(H- !^)t • '«>’ 

Quando a frequência é expressa em funçSo de cOo . Co e u),^ 

C33,34,355, a fase total para o estado fundamental C393 é 

indicada 

(H’=E.^ ,     1 
C413 

( í ‘—-  - ' i ^ 
0, ~ 1 + ü£)+w^ 

e para o estado excitado C40:>: 

^2. ~ ^ ~ ''1 ^^0 + y )^ + ■' + ^ ^ ^ 
C423 

Quando expressa em termos de ( juB = 4+ iWo ) * ^ frequência 

a C353 apresenta a seguinte forma: = uB 1 ^ (u>o + ‘*^7^) 

Expandindo a frequência em série de potências, reescrevemos a fase 

3.CH=E’) 
total (J)^ C4i:> e C43) 

~ í ^ 2 l -1 2 í 

C443 

No limite adiabático: co«c0o , termos de ordem superior em co podem 

X ^h'=E) 
ser omitidos na expressSo de e assim obtemos, a partir das 

expressSes anteriores: 

CV^'=E') 
X ^ yjiB + i{^+oei©)|'t C46) 

= ^ -^B -V i C46) 

Recordando as identidades trigonométricas: cei(i) - 0©io< ) 
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0 comparando C45? com C37), C463 com > 

C385, percebemos que, no limite adiabático C üo«iOo 5 reobtemos: 

s entanto, a fase de Berry e a diferença entre os 

níveis de energia do sistema nSo sSo iguais para as duas formula- 

ções, até mesmo no limite adiabático. Verificaremos que a fase de 

Berry estâT presente da probabilidade do sistema estar em um 

autoestado do operador £. ou de spin S. 

III. 2. 5 Probabilidade do sistema estar em 

um autoestado do operador energia 

A seguir, vamos calcular a probabilidade do sistema estar em 

um autoestado do operador £ , para o sistema preparado inicial- 

mente: 

Ci) no estado fundamental do sistema; 

Cii) no autoestado **up"tdo op>erador de spin. 

Na prática, resolveremos as equações de movimento para as 

amplitudes de probabilidade , no caso nSo-adiabático, mas para 

um campo magnético IBCtl) que varia como expresso em CIO!), ou seja, 

um campo que varia harmonicamente. Em um instante t, a amplitude 

de probabilidade de encontrar a partícula com spin em um autoesta- 

do 215 C22!), é definida em Cl. 1.3D Cpara n = 1,25. Os auto- 

estados dep>endem explicitamente do tempo por meio do ângulo 

azimutal 4>(t")ríot. A amplitude a’ntfc) satisfaz a equaçSo de movimento 

CI.1.5D, que acopla dois autoestados. Sendo a hamiltoniana C205 
A 

igual ao op«erador energia £ , o potencial ^Ao é nulo. As ampli- 

tudes de transiçSo entre os autoestados sSo dadas por 

^ 
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As derivadas temporais das fases de Berry foram obtidas em Cll) e 
* 

Cl25C 9 = ^ 5. Reunindo os termos Cas amplitudes de transiçSo, a 
A 

derivada temporal da fase de Berry e os autovalores do operador £ 

C215, C2255, indicamos as seguintes equaçSes para as amplitudes de 

pr obabi1idade: 

- [->xe. - c^J a^U) = a2 tt) C48) 
\ 2, 2. 

>. áiU) - [ - w = (t) C495 

Eistas equaçSSes diferenciais, lineares e acopladas podem ser 

resolvidas, introduzindo o "fator integrante", de modo que as 

soluçSes tenham a forma 
i ^ t 

a^Ct)=e \ Al C50> 

e 

0-z (,t) 2 C ^ ^ Al os:> ^ Vx C515 

CA , D , A , D sSo constantes complexas e a frequência O. é 
112 2 

definida em C3555. Os coeficientes A , D , A e D devem 1 A 2 2 

observar certas condiçSes, de maneira que as amplitudes a^ e a^ 

em C505 e C515 satisfaçam as equaçSes diferenciais C485 e C405, 

respectivamente. Essas condiçSes sSo expressas pelas seguintes 

equaçSes 

u c®>>0)Ai .V xO,!)! C52) 
2 '2. 

e 

1 CO ( Atr>9) Al = - (. mB + ^ vs^e)Az 4 jlOjDí C535 
1 ^2 

Os coef i ci entes A, D Cn = 1,25 sSo deter mi nados, n r> 

especi f i candO“se as condi çSes iniciais em que foi prep»arado o 

sistema. 

C15 Sistema Inicialmente preparado no estado fundamental 
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Consideremos uma amostra contendo partículas de spin 1^. Sua 

temp>eratura T é mantida bem abaixo de Cdiferença entre os 

níveis de energia do sistema^. Nessas condições, estamos diminuin- 

do a probabilidade de transiçSo para o estado excitado do sistema 

de 2 níveis, devido à influência térmica. Quando a configuraçSo de 

equilíbrio ê estabelecida, as amplitudes iniciais Ct = sSo 

que refletem máxima probabilidade para o sistema estar no estado 

fundamental. Introduzindo as amplitudes iniciais nas equações que 

as relacionam aos coeficientes A , D C50? C515, concluímos 
n n 

Ai= 1 = 0 C55D 

Da equaçSo C535 que relaciona os coeficientes A^, A^ • D^, 

obtemos a forma desse último 

C565 

A amplitude a Ct> obtemos, substituindo em C5i:> as expressões 
2 

para C565 e A^ C55D. A probabilidade de encontrar a partí- 

cula com spin 1/2 no estado excitado 2, no instante t, é por 

def1niçSo 

, .2 
p 2 (t)= 1 a^u)l = CO.oOa 

20, ( 
t ) C573 

A probabilidade (.t) de encontrar o sistema no estado fundamental 

1, no instante t, é obtida pelo coeficiente A = 1 C553> e de D 

C525 

Dl = O, •A’ + <d.£jeò©) 
2 

C585 

Introduzindo-os na expressSo da amplitude a^CtD C505, expressamos: 

como sendo 1- 
// ^ 

Essas probabilidades podem ser medidas por 

107 



melo de Instrumentos de espectroscopla. 

Cii5 Sistema preparado no estado Spin UPt 

Consideremos uma amostra contendo partículas de spln 1/2, 

sujeitas a um camp>o magnético muito intenso na dlreçSo OZ. O 

sistema tenderA A conflguraçSo dos splns paralelos A dlreçSo do 

campo aplicado. Em t = O, |^(o)^o sistema, preparado no estado de 

spin up, Crepresentado pelo autoestado a+5 é expresso 

a,(oj + a^íc) = 1 o(^.> C605 

Na expressão anterior, o estado inicial é a combinação dos 
A 

autoestados do op>erador energia £ . Supomos formarem uma base 

completa p>ara o espaço de Hilbert do sistema. Os autovetores da 

base foram obtidos em C21!> e C22I>. Quando introduzimos as suas 

expressSes na equação C603 para , obtemos uma equação para 

cada componente do spinor 

aiCo") ^ ê ) - Ai/r\ = 1 C613 

e 

CXi Oj ^ I') 4 = 0 C62D 

Resolvendo-as, concluímos 

a, Coj = 0©^ i") • (oj = - J Ê. "j C633 

Comparando as expressSes C635 das amplitudes, no Instante t = O, 

com as soluçSes em C505e C513 , percebemos que Q.,(o')= A,e = 

Ao substituir esses coeficientes em C52D e C53D, resultam expres- 

sSes para os coeficientes e D^, respectivamente: 

As 

t), = ; \ c» 1 si 

amplitudes a Ct3 e a Ct5 são conseguidas 

( ê ^ 
^ 12/ C64D 

introduzindo os 
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coeficientes C635, D C645 e A C63 5 
1 a D ceo em C50:> e 

* 
C513, resp>ectiv&mente. No instante t, a probabilidade; ' <i(*)que o 

,l+> 
sistema esteja no estado fundamental 1 , ou, P z Ct) 

excitado 2, é a seguinte: 

to.ua^ 

no estado 

?‘;\o   
^ ^ ^ 2/x6.Xl^ 

C655 

Elas podem ser ^medidas^ p>or meio de instrumentos de esf>ectroscopia. 

111,2.6 Probabilidade do Sistema estar em um Autoestado do !^in 

Passemos agora a considerar a probabilidade de que uma 

partícula de spin 1/2 esteja em um autoestado do SPIN, em um 

instante t, para o sistema inicialmente preptarado: 

CiD no estado fundamental 

Cil> no estado “up" do operador de spin. 

No sentido de resolvermos as equaçSes de movimento p>ara as 

amplitudes a Cti), observaremos um campo magnético >BCtD que varia 
n 

harmonicamente, como expresso em C102>. A probabilidade de que a 

partícula esteja em um autoestado do operador de spin J^, será 

obtida p>elo produto 

sSo autoestados de C7D e é o estado do sistema 

que satisfaz a equaçSo de Schrddinger C22>. Nesta equaçSo o hamil- 

toniano é expresso em C203). As amplitudes Ct) satisfazem a 

equaçSo de movimento C1.1 • 5 3 

; à i*) = - uB ( cw e b+ {t) -t e b_ 1:>) çg7) 

e 
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C68) 
Á "à b. (*.)=- uE> í - cô^0 b_ (t) -V Q, M/nQ b^. U)) 

^ ' 

Co ângulo p>olar © é constante no tempo e o ângulo azlmutal ^(t) 

varia llnearmente: * cot 5. Introduzindo o "fator integrante* 

nas equaçSes de movimento, deduzimos a forma das amplitudes 

ct") = ê. ^ ^ ■4 C60) 

b_(t")=: 6- Cj&íC Gt - ^ ^ I ^ 70D 

CJuando substituímos C69D em C675 e C703 em C685, obtemos equaçSes 

que relacionam os coeficientes F^, F_, G^, G_ 

^ ^ CO •+- íOo ) F^. -V À-Oí & + •+ CO1 F_ = 0 C71) 

— ico + io«)F_ ^Q- + ^iR^=0 ç725 

Estes sSo determinados especificando-se as condiçSes iniciais em 

que o sistema foi prepiarado. 

Ci5 Sistema Preparado no Estado Fundamental 

Uma amostra, com partículas de spin 1/2 pode ser preparada no 

estado fundamental controlando a sua temperatura T, para esta ser 

menor que a diferença C2^<B5 entre os niveis de energia do sistema. 

Ciuando este atingiu o equilíbrio, seu estado inicial\T^Í°))é expresso 

em funçSo dos autovetores do operador <53 

(I) o(+ 4 

A equaçSo anterior corresponde ao autoestado Y^^ C215 

em t - O. Os coeficientes b^Ct5 C 695 e b_Ct5 C705 em t = O sSo 

obtidos da expressSo do estado inicial C735, recordando que: 

1'H"C05> = b C05a + b C05a 

(oi = F+ = ( è b_ (o) = F_ = JiJirr\ 
C745 
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Quando Introduzimos as exprassSas C74D ©m C71D © C725, concluímos 

qu« 

G+ = Ã lO. [ ■+ (wo+!^)c»>^l')'] C75) 

© 

G-= >Cl - C Wo*+ ^ C76) 

No instante t, a probabilidade do spin ser up C O é 

calculada introduzindo G C755 e F C745 na amplitude b Ct5 C693: 

-V <77) 
^ / YJIhVÍ^ (1) 

Neste mesmo instante, a probabilidade do spin ser down C-) 4 

obtida introduzindo G C76) e F C74D na amplitude b Ct) C705 

( e \ _ ^ l Clt') C78D 
V Z / 2 uB 

•'a 4 
Essas probabilidades serSo verificadas pela medida da magnetizaçSo 

da amostra. 

Cii) Sistema Preparado com Spin Up^ 

Aplicando um campo magnético intenso na direçSo z, podemos 

preparar o sistema no autoestado de spin up, visto que essa 

configuraçSo é favorecida em termos da energia. Logo, no instante 

t = O, as amplitudes de probabilidade sSo 

b+(o')=i b_ío)=0 C70D 

Decorre das expressSes C6Ô) e C70) que, neste instante, as 

amplitudes estejam relacionadas aos coeficientes F^ e F_ da 

seguinte maneira: 

b+(o^ = = i , b- (o)= F_ = O (8Q) 

Introduzindo-os em C71) e C72), resultam as expressSes para os 

coeficientes 

G. = 1 C wo •+ w ) C81) 
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EIstAb®l*cida a forma dos coeficientes F^, G^, F_ e G , estamos em 

condiç5es de expressar as amplitudes G Ct5 C60) e b Ct5 C705. 

(+) 
ar Consequentemente, no Instante t, a probabilidade P~lt)de encontr 

o sistema com spin down, é 

P _ (.t) = lOj C82) 

e a probabilidade de encontrar o sistema com spin up 

Vt") » ‘1- jyLnrí.(.nt) Ç 83) 

A frequôncla de precessSo do spin ao redor de um campo magnético 

ie,= (o,o,B^) é dada por: W2.1 = 1 ( - G, ) = -L í 2 yuB ) . Os valores 
t) 2 

esperados das componentes do operador de spin <Sx> e <Sy> variam 

no tempo de acordo com a frequência A condiçSo de ressonância 

campo para esse sistema é satisfeita, quando a frequência w do 

magnético girante coincide com w de precessSo do spin. Nesta 

condiçSo C 00 ^ 2as probabilidades ?^\t) C82) e C83) 

indicam que, além da precessSo do spin, o sistema apresenta uma 

sucessSo de "spin-flofjs" | + > ZT* | - >. 

Para o sistema: partícula de spin 1/2 na presença de um campo 

magnético que roda com velocidade angular constante em torno de um 

eixo coordenado, a hamiltoniana é o operador energia. O operador 

de spin e a energia nSo comutam entre si, mas correspondem á 

observáveis do sistema. Quando consideramos um referencial, em que 

o campo magnético é constante, a hamiltoniana nSo mais corresponde 

à energia do sistema. Estes operadores se modificam diferentemente 

sob transformaçSes unitárias. No entanto, quando dlstlnguimos a 

hamiltoniana do operador energia, no referencial "girante" as 

probabilidades, fases de Berry e os níveis de energia obtidos sSo 
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iguais àqueles calculados no referencial de laboratório Cneste, 

observa-se o campo magnético ■*girante"5. Quando assumimos que a 

hamiltoniana é o operador energia do sistema, no referencial 

"girante", perdemos a condiçSo de invariància das probabilidades, 

fases de Berry, fases totais e dos niveis de energia. No limite 

adiabático a fase total invariante e a nSo—invariante por 

transformaçSes unitárias coincidem. 
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CONCLUSÃO 

Estudamos nesta dissertação uma formulaçSo invariante por 

transformaçBes unitárias para a fase de Berry Cprop>osta por 

D. H. KobeD . 

Originalmente, a fase de Berry foi formulada para sistemas 

cujos hami1tonianos dependem de parâmetros que variam ciclica e 

adiabaticamente. Esta fase era invariante por transformaçBes 

dep>endentes nas coordenadas do espaço de p>arâmetros. 

Posteriormente, generalizou-se o conceito de fator de fase 

geométrico nSo integrável para sistemas cujos hami1tonianos têm 

espectro degenerado. Uma série de experimentos confirmaram a 

dependência da fase de Berry de sistemas Cem que a direçSo do spin 

"roda*‘D ao ângulo sólido definido no espaço de parâmetros. Uma 

genralizaçSo foi expressa associando o fator de fase geométrico a 

ciclos no espaço projetivo de Hilbert. Nesta formulaçSo, 

abandonou-se a restriçSo de evoluçSo adiabática do hami1toniano do 

sistema. 

Recentemente cogitou-se na possibilidade de se remover a 

fase de Berry. Esta é uma grandeza observável e, portanto, nSo 

deve ser passivel de remoçSo por transformaçBes unitárias. 

D. H. Kobe reformulou a definição da fase de Berry introduzindo um 

termo que mede a diferença entre o hami 1 toni ano e o operador 

energia do sistema. Sób uma transformação unitária o hami1toniano 

e a energia se modificam de maneiras distintas. Com a introdução 

deste termo na definição original da fase de Berry, obtemos a fase 
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invariamt® por transformações unitárias. Ela independe das hipóte- 

ses de evoluçSo cíclica e adiabática do sistema. Estudamos o osci- 

lador harmônico generalizado, dependente do tempo. COHGD CIII.ID à 

luz dos trabalhos de Kobe. As fases de Berry para os autoestados 

do sistema ó nula. Nossos resultados nSo estSo de acordo com os 

trabalhos de Gerbert e Rohrlich . Estes autores afirmam que 

a fase de Berry para os autoestados do OH6 pode ser removida por 

uma transformaçSo unitária. 

Nenhuma das formulações, mas somente o estudo da fase de 

Berry para o caso de uma partícula de spin 1/2 em um campo 

magnético arbitrário CIII.2D teve nossa participação direta. No 

entanto, ficamos motivados a compreender o significado das 

transformações de Gauge e da fase de Berry na Mecânica Quántica 

nSo-relativistica. Nossa análise, em concordância com as 

formulações de Yang e Kobe, sugere que a fase de Berry, sendo uma 

observável física, nSo pode ser removida por transformações 

unitárias. Talvez compreendamos agora as palavras de R. Jackiw: 

“C... D We appreciate Berry’s contribution, not necessarily for the 

now physics that it exposes, but rather for its uni versality with 

which it sp>ans phenomena as diverse as atomic physics and modern 

particie physics. " 

Esperamos que o emprego dos conceitos da análise global 

possibilite uma formulaçSo covariante para a fase geométrica. 
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APENDICE 1-0 OPERADOR POTÊNCIA, INVARIANCIA DE GAUGE   

Consideremos uma partícula Csem spinD de massa m e carga q, 

em presença de um campo eletromagnético clAssico e de um campo 

conservativo dependente de ir. A cada instante t, os campos 

elétrico 'E («“.t) e magnético (bOr.t) , em todo espaço, podem ser 

descritos p>elo potencial^ j ^oCir.t) . o hamiltoniano para 

esse sistema contém V(.♦>“) : a energia potencial, a saber, 

M (A,A») = 1 r p - '^/A 1 + q Ao + ^ tr > CID 
2rn t * 

Esta energia é definida de forma que menos seu gradiente 

corresponda a uma força conservativa •Çír') =-V^VC’!') e A = 0 . 

As transformaçSes de Gauge, em um contexto clássico, sSo as 

transf ormaç£5es canônicas cujas funçSes geratrizes sSo da forma 

P 3-r +1 ^ A (f,t) • formulaçSo quântica, essas transformaçSes 

sSo as unitárias, que dependem das variáveis r e t. As funçSes 

geratrizes A Cf,"t) também dependem destas variáveis. A cada instante, 

a coordenada r e o momento p assumem a forma r' e p’, a saber, 

= rct) = p{t) - (^V^ACr.t) C25 

A evoluçSo do estado é descrita pela equaçSo de Schrõdinger 

HCA,A«)l^(t)> = C33 
a* 

Sob uma transformaçSo de gauge, o estado que caracte- 

riza o sistema assume a forma 

L q.A 

o emprego da equaçSo C3D possibilita-nos escrever a derivada 



C53 
9t I 9t J 

Se admitirmos que a equaçSo de Schrõdinger para o estado 

tr ansfor mado 1 ^’U)> é for mal mente a mesma que definimos em C30 

H(A', a;)1t’(u>= ^ 
9fc 

C63 

basta-nos comparar C6D com C53, para definirmos o hamiltoniano 

transformado em funçSo de W(<*s,Ao) ciD, a saber, 

H(a',aI)í = 
Z 

= (2w>)' [ p’ _ /Ai ^ >] + \/ U’ ■) H ^ Ao - ^ lA ^ 
9* 

= — [ P - ^ (/A + V, A )1 M u’) + a ( Ao - \ 
2m J 9t ' 

= ^(^2 yrt) - ^p-^/A ) + ^Ao| — 9A = 

H(a',AÍ) = 1 (p- ^/A’)” + MU')+ <^AÍ 
2m 

Denotaremos p>or H’C A D o termo H (A,Ao>e 
-Ac^A 

C6a3 

a saber, 

W (A,Ao') 

A -i<^A 
^ H(A,Ao)e^ .r nf 

. • # I 

Sob essa transformação de gauge, o momentum cinéticoTí - p-^A 

assume a forma 

p'-^AU\t) = p - 

= Tl(,p,(A) - A . C73 

e a energia, componente zero do quadrivetor momentum - energia 

'^0 = ^ transforma-se em 

r TtolAo)]’ = = ^(Ac) 1 ?A C83 
9jt , 

Vamos admitir que o operador KC/A' ► Ao D é formaln»nte igual a 

KC A , Ao Os potenciais CA , Ao D estão relacionados aos corres- 

pondentes transformados da seguinte maneira: 
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Ao = A( 
dj\ 

C9) 

/A = /A + VA 

Denotaremos ôxp( K (/A , At.) (“-A ^ A ) por K'CA , Ao 2). Usando estes 
’ ti ’ ti 

símbolos, verificamos as seguintes relaçSes para algumas grandezas 

físicas, a saber, 

tr ; [it(p,Ai]'= 3 [tc„ ( Ao)]'= ^ > 

['H(_p,'A)]'3 p- '^Va - <^/A ^ p - =. 7t(. ) 

^ ?t J 9t 

p’= p- Ip 

M'c'A,Ao) = i Ly-*^'ÍaI + 4.nI0'T) = H(W,Ao) 
' 2^n 9'^ 

= H (íA’, AÒ ) ^ H(/a',AÒ) 
9-t 

As igualdades e desigualdades em Cl 03 e C10a3 podem ser 

interpretadas sob a luz do conceito de observável fisica. K.H.Yang 

[53 propôs que um operador somente representa uma grandeza fisica 

com um análogo clássico, se a equaçSo de movimento do valor 

esperado desse operador é formalmente a mesma para grandeza 

clássica cor resp>ondente. Assim, o principio de correspxsndôncia 

permite-nos discernir os operadores que representam observáveis 

físicas. Classicamente, uma grandeza fisica observável associada 

a um sistema, a cada instante, assume valores independentes do 

gauge utilizado para descrever o campo eletromagnético**^\ Para 

um operador KCA ,Ao3, que corresponde a uma grandeza observável, o 

valor esperado deve ser um invariante por transformações de gauge 

\ 1 KíK.aí) C113 

ou expresso na forma 

<T(«1 K(í\,Ao^ l^(t)>.= <'t'(fc)| K'(A,Ao) lA^'(fc)> C123 
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C13) 

Comparando as exprassSos Cll]> com C1S:> obtamos a ralaçSo 

K'Cl^, Ao) = K , Ao ) 

Portanto, um operador depende de potenciais eletromagnéticos é 

invariante de gauge, se transformado é igual ao operador original 

C47) 
com os potenciais transformados . Se compararmos C6b3>, C6a5, 

ClOaD e C133, percebemos que o hamiltoniano nSo é invariante de 

Gauge. 

Se os campos depondem do tempo, ^jSo corresponde a uma 

energia potencial 

q tE s - V a Ao - 2- '^A 
^ 'dt 

-VClAo)* Q lE + % 3A C13aD 

Por meio da lei de Faraday, percebemos que a força elétrica 

nSo é conservati va. O termo ^ devido à dependência de gauge do 

potencial nSo corresponde a uma grandeza física. 
A 

O oporador energia do sistema ^ obtido subtraindo da 

hamiltoniana o termo ^A<> 

£, (<A) = H ('A, Ao ) - ^A© « H(A,0) C14D 

A 
Podemos reescrevér o oporador E em funçSo do momentum cinético 

Tl=jp-i^A e da energia potencial N/C*") 

H(A,0)= £(,ÍA)= X,, TC-t-\)Cvf) C15D 
A 2m 

Por deflniçSo, £. é o operador hermltiano definido p>or'T^o = Ã 2-- , 

Este corresponde classicamente à componente zero do quadrivetor 

momentum-energia . Sendo V-o e U invariantes de gauge Cl03 

Cassim como VCO 5, concluímos que 

H'(/A.0) = H ( a’,0) C163 

é um invariante. 
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Final mente, reescreveremos a equaçSo de Schròdinger C4D em 

funçSo de op>eradores invariantes de gauge 

^Cí^,0) = Tio C17) 
A 

No problema de autovalores para o operador energia HC/A , 0 D = £ OA5 

A 

£C<A) = ev^\N'y^U)> 
C18) 

eles(.tn)sao invariantes por transformaçSes de gauge e o estado 

do sistema pode ser expresso na base completa das autofunçSesl'V^r»U)> 

= Y. O-n IVn C*->> . (Xr, = <\ \> CIO) 
r) 

Os coeficientes O-n também sSo invariantes por transformações d© 

gauge Cl. 4.18) © satisfazem o conjunto d© equações d© movimento 

ÃHa. 0^^ _ ( = -YL ajt cao) 

Nós as obtemos, introduzindo a expressSo Cl 9) na equaçSo d© 

Schròdinger para o estado do sistema. Vamos a seguir 

interpretar o produto ''f'n(t) ) TCp Cfc)'> em termos do op>erador 

A 
potência P. Num sistema isolado Cou conservativo), a energia deve 

ser uma constante, indep»end©nte do tempo. Se o sistema nSo é 

isolado, ele está num campo externo, dependente do tempo, que 

troca energia com o sistema. A variaçSo da energia em relaçSo ao 

tempjo é a potência, trocada entre o sistema © o campo externo. 
A 

Consideremos o operador Potência P relacionado à troca d© 

energia entre o campo eletromagnético clássico Cdependente do 

tempo) e a partícula quântica carregada. A densidade de energia 

U do od.nip^o oo é ont dos o&inpos 

elétrico e magnéticodependentes do tempo 

E^) • C21) 
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C22!) 

O fluxo do onorgla do camp>o é conhocido como vetor de Poyntlng 

Sew = í E A TB ) 

O campo eletromagnético dependente do tempo, soluçSo das equaçSes 

de Maxwell, satisfaz o teorema de Poyntlng. Segundo este, o campo 

troca energia com a partícula carregada na razSo de - Jc^t) . E (íc, t) 

por uma unidade de volume. Essa propriedade p»ode ser expressa por 

2. Cm -V ^ ^ fcm = “ J • E C 235 

JCT,t) ó a densidade de corrente no interior do volume. No caso de 

uma partícula carregada, a densidade será indicada 

J = \ } C245 
A A 

em que, 'V é o op>erador velocidade ^=l7t enéo momentum ciné- 
m 

tico C 7t = Das equaçSes de movimento para a partícula 

carregada, obtemos a densidade de energia trocada entre o campo e 

a partícula 

J.E = ^ \ S'* P.'S' I C255 

O operador potência P é assim expresso: 

? = 1 .V C26D 

A densidade de potência trocada é definida classicamente pela 

proJeçSo da força na direçSo da velocidade da partícula. Ctoserve- 

mos que o campo IB nSo realiza trabalho sobre a partícula. Logo, 

formulamos o teorema de Poyntlng introduzindo a densidade de 

potência ^ C255 C265 em C235: 

A 
A densidade de energia da partícula é funçSo do oporador £(A) 

assim como o fluxo de energia 

C285 

C295 
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Da ©quaçSo de Schrõdinger, deduzimos uma equaçSo para a densidade 

de energia da partícula, análoga à obtida para a densidade de 

energia do campo eletromagnético C273, a saber. 

9 Ui + V. Sp = C30) 

vP representa a densidade de potência absorvida do campo 

eletromagnético p>ela partícula. Somando as equaçSes C275 e C305, 

obtemos a condiçSo de conservaçSo da densidade de energia total. 

Para uma partícula quántica carregada num campo eletromagnético 

dep>endente do tempjo, a densidade de potência trocada pelo camp>o é 

igual à absorvida p>ela partícula. Podemos interpretar fisicamente 

este resultado como a conservaçSo local de energia do sistema. 

Vamos a seguir mostrar que a equaçSo de movimento C203 para 

as amplitudes de probabilidade (Xr\{,t) será expressa em termos do 

operador pjotência P C265 sob a forma 

Uí 2. - €y, - = 

SL4:r) 
Diferenciando, com relaçSo ao tempo t, a equaçSo de autovalores 

para o operador £ = H C18D e efetuando o produto da 

equaçSo resultante com , obtemos 

dt dt dfc 

ou 
d<: dt / 

C32) 

A 
A derivada temporal do operador £cA 3 C15D é assim expressa 

= 1 ^ ( E -V -^. (ig -V VAe) j 
C335 
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onde o op>erAdor velocidade é definido ro" i 1 Tt §.Vtt-)=0. O 

C345 

comutador de £ CA ) com o potencial resulta 

[£('A); ^Ac] - -Í.' [ ( V- 
Ztt\ I- ^ 

— -1 >tiQ ( '\T.VAo+^Ao ) 
^ ^ <s . 

onde o operador momentum é representado p>or 'f = - ^ 

e o comutador N(r), ^Ao^= 0 . Comparando C345 com a derivada temporal 
A 

do operador £ C/A 3 C33D, reescrevemos essa derivada como: 

•+ C^E.^U-I + Xr£(A),^Ao*] 
9t z í ' 1 -H J 

C35) 

O termo entre < > é o operador p>oténcia P, definido em 

C265. Introduzindo a expressSo C355 em C325 e supondo Cm > 

obtemos: 

C365 

A equaçSo de movimento para a amplitude Cl. 4. 21!) p>ode ser 

reescrita usando o elemento C36D, o que nos p>ermite introduzir o 

A 
op>erador P invariante por transformações de gauge C31!). 

Consideremos, agora, uma partícula com massa m , carga q e 

spin s, movendo-se num campo eletrostático 'E© C<T) conservativo e 

num campo eletromagnético dep>endente do tempo e 6Cr,t) 

A equaçSo de Schròdinger para a evoluçSo do sistema é dada por: 

2. C37D 
9t 

O hamiltoniano, associado ao sistema, é expresso na forma 

H(<A;Ao) = {2yr^)'\ (|p-^/A)% gN/cU)+ ^Ao ->oS-B(nt) C38) 

em que A e A© sSo potenciais dependentes do tempo, que 

descrevem os campos E U,t) e , obtidos da diferenciação dos 

potenciais. O termo ^N/o (ir) representa a energia potencial 

el etrostática. 
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C395 

Definimos a densidade p(T|t) como 

e a densidade de corrente 

/\J representa o operador velocidade da partícula, a saber. 

C40) 

U) = ty> . - 9- ) . C41) 
c 

a equaçSo da continuidade é satisfeita pelas densidades p>(<r,t) C305 

e C405: JCr.t) 

?. pCfl-.f) C425 
9ít 

O teorema de Poynting, que descreve as trocas de energia na 

interaçSo da matéria com o campo eletromagnético, pode ser 

expresso p>ara esse sistema 

i \ Ae J(c,t).ECr,t^ C43) 
òi A 

Ctefinimos o op>erador He C435, por 

He 4 He + He = L ( p - A) + 5-B C443 

onde os op»eradores Wg 
OR6 

H 
SP‘N 

, 0P6 
= f U - Vc^^) + H 

sSo indicados assim: 

S?ifJ _ 
g = C4s:> 

2w ^ - C 

C4>servemos, também, que o hamiltoniano H C38D para o sistema dife- 

re do operador He C445 pelo potencial ^Ap 

* OR.B. 
A equaçSo de movimento de apresenta a seguinte forma: 

à- l'V'>= <'+1 2-Ar-i[V'TiHlH'> 
dí ti 

= <^^1 i. í (p- ^ \ + 
2m 1 ' ’ C M C 2* J 

H --è |t)'í f” ‘ ^" 

= <^ll + c^E.^^lN'>A<'V^lPl^> 

C465 
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Nesta expressSo, consideramos a deflniçSo do operador^ (P" ^ 
oRe 

e a relaçSo de comutaçSo entre <^Ao © Hg . dada por: 

C47) 

com a 

[ ^Ao , 1 aK ^Ao).^y I 

Comparando a deflniçSo da densidade de corrente t) 
0R6 

equaçSo de movimento do , observamos que C46D pode ser 

expressa em funçSo da densidade de corrente 

i = jdr E.| i [ j 

observa a seguinte forma; 

àt 

W 
SP\t4 

A evoluçSo temporal de 

9t 
(i <N' 
dfc 

C4s:> 

> u«j dr 

= ^ V.[lE ^ +E 

Demonstramos, assim, como obter à equaçSo C43D a partir das 

equaçSes C46^ e C49D. 

A seguir, vejamos o nosso sistema descrito por um hamiltonia- 

no que contém um termo de interaçSo spin-órbita 

H = A ( p- «pAo + \/o -/Xo 5->B + Ictr) ^r. S a ( p - lA ) C50) 

Note-se que a condiçSo de invariância de gauge da equaçSo de 

Schrõdinger nos leva a substituir p por C p - D no termo de 

interaçSo spin-órbita. A funçSo é 

'fCr)= -LÍ^N1oU)\ C515 

2^^^ r \ dr / 
onde admitimos que VoC*") é um potencial central. O op>erador 

velocidade para o nosso sistema ó expresso por 

AJ-ít') - l(p-^A) 4-tC«')5A»f C525 
vn ' ^ 
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C535 

e o operador densidade de corrente C405 mantém sua forma 

= i i, ] +L'4*( I +/X0 

A equaçSo da continuidade C425 e a equaçSo de conservaçSo da 

energia na interação campo-matéria sSo obtidas para o sistema, se 

consider ar mos 

= L aN/o(.r) -uc5-tE).t f^*^>S.rA(p _ C543 

e as equaçBes de movimento para este operador. 

Apresentamos assim uma formulação invariante do teorema de 

Poyinting para a interação entre uma p»articula e o camp>o 

eletromagnético, dependente do tempo. A variação temporal do valor 

esperado do operador energia é o operador jxsténcia, invariante de 

Gauge. 
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apÊndice 2 - a esfera de poincare 

Uma onda plana varia har nronl camente no tampo sa as 

componentes Ccartesianas!) dos campos E e B apresentam a forma 

= "Pa O^yo Cl) 

onda ^ denota a varlÃval 

t = oot - »c <r » ojU - <L-â_) C23 
C 

O varsor S representa a direç&o de propagaçSo da onda. Se 

assumirmos que o eixo OZ estA na dlreçSo S, a condi çSo de 

transversal idade para os campos CE. S = B. S = O) será satisfeita 

se as componentes x e y dos camp>os forem diferentes de zero. 

Consideremos, por exemplo, o campo E 

E% = ce^ (. + S-i) 

cei) > . C3) 

Se a diferença de fase 6= - §2. entre as componentes de E 

for um múltplo inteiro de n Cnn), a raz&o Ey/Ex será igual a 

C-l)"^ a^/a^. Dizemos que a onda está linear mente polarizado. Os 

campos E e B sSo ortogonais entre si e encontram-se no plano 

plano perpjendicular a direçSo S Ca direçSo OZ>. Se E é linear mente 

polarizado na direçSo x entSo H é linear mente polarizado na 

direçSo y. 

Se a diferença de fase 5= §z entre as componentes de E 

for um múltiplo de n/2 da forma S = n n/2 Conde 

n - ±1, ±3, ±5,. . .) e as amplitudes a e a C3) forem iguais, entSo 

a razSo Ey/Ex será . Neste caso, a onda está clrculamente 

polarizado. Convencionou—se denominar o campo E ci rcularmente 

polarizado à direita para a diferença de fase S — g- e 
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ci rcul armente polarizado i. esquerda para a diferença de fase 

S = - n/E. 

O estado de polarização de uma onda monocromática plana pode 

ser representado pelos parâmetros de Stokes, a saber, 

r 
5o = ot, + aj 

2 I 2 2 51 * 

62 = 2 a^ tt2 cBi ^ 

5j = 2 Ck, 

O parâmetro é proporcional a intensidade da onda. Os parâmetros 

S , S e S podem ser expressos em função de S introduzindo os 
12a o 

ângulos ^ CO < 'S^ < 2tiD eXC -s<X<nD,da seguinte maneira 

5^ = So 

Sj. = So 

63 ^ So 

So e + S 2 -V ^3 

C5D 

As relaçSes C5D indicam uma representação geométrica dos 

diferentes estados de polarização. Neste sentido, S , S e S são 
i 2 3 

as coordenadas cartesianas de um p>onto P na esfera Z de raio S e 
o 

o par CX,'1^ 3 são as coordenadas esféricas para este ponto. A todo 

estado de polarização de uma plana monocromática Cde intensidade 

S constanteD corresponde um ponto em Z e vice-versa 
O 

Uma onda linearmente polarizada apresenta diferença de fase 

S igual a mt Cn inteiroD. Portanto, o parâmetro S é nulo e o 
a 

estado de polarização da onda é representado por pontos no plano 

do equador de Z. Uma onda circularmente polarizada à direita 

128 



a n/2 Cresp. À esquerdaD apresenta diferença de fase è igual 

Cresp. - n/2D. Logo os par&metros = O e o estado de 

ptolarizaçSo da onda é representado pelo pólo norte Cresp. pólo 

sulD da esfera Z. CXitros pontos da esfera de polarizaçSo Z Cesfera 

de PoincaréD representam estados elipticamente polarizados. 
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AP^ICE 3l A CONEXÃO DE BERRY E O TRANSPORTE PARALELO 

HA duas manalras da concaituar curvas. A primalra é como 

lugar geométrico de um conjunto de pontos. Nesse caso nos 

referimos á curva geométrica. Intui tivamente entendemos curva como 

um caminho percorrido por uma partícula que ee desloca no espaço. 

Uma segunda maneira de se pensar em uma curva é como funçSo de um 

p>ar&metro, por exemplo. t. Nem sempre basta sabermos onde a 

partícula esteve, também gostaríamos de saber quando ela esteve 

neste ponto. O par&metro t é visto frequentemente como o tempo. Se 

desejarmos utilizar nossos conhecimentos de cálculo para descrever 

as propriedades geométricas da curva. é necessário vé-la como 

funç&o. Cfcservemos que sob este ponto de vista, a curva é a funçSo 

e nfio o conjunto imagem Ccurva geométrica!). IXias diferentes curvas 

podem ter o mesmo conjunto imagem Cpor exemplo. as curvas 

o(tt> «(1,0,0 e t") = ^ i t ^ apresentajn o mesmo conjunto 

imagem ~ uma reta em 5. 

Def.l'**^» Uma curva regular em é uma funçSo 

de F>ara um K > 1. tal que ^40 para todo te(a,b) . 
oX, 

Def.St O vetor velocidade de uma curva regular «Ct5 em t - t é a 
o 

derivada calculada em t^. O campo de vetores velocidade ao 

longo de a é a funçSo de Ca.b:> á valores vetoriais àa ;^a 
clt <ik 

O campo de vetores tangentes á curva regular oCtD é a 

funçSo de Ca.b3> á valores vetoriais“T(t) • . 1 r’ T.■(a.bWtR^ 
át I (ít , ' ^ 

Def.3t Seja Cc,d5 um intervalo de R. 

130 



A imagem de uma curva e qualquer de suas reparametrizaçSes 

sSo as mesmas. Grandezas que nSo se alteram, quando mudamos os 

parAmetros CreparametrizamosD, sSo denominadas invariantes 

geométricos. 

Ctoservemos que o vetor tangente é uma invariante geométrico. 

Ele dep>ende somente da imagem de 

Def. 4i O comprimento de um segmento da curva regular oí ir' é 

bém nSo dep>ende de uma particular p>arametrizaçSo. 

Existe uma parametrizaçSo geométrica natural Cpelo comprimen- 

to natural de arcoD que empregamos para descrever todos os pontos 

de uma curva. Ela é parametrizada p>elo comprimento de arco quando 

seu can^x> de vetores velocidade coincide com o campo tangente. 

Neste caso, o comprimento de arco S SCt^ da curva o«Ct:> é dado 

pelo comprimento de arco. Quando uma curva a é assim 

A curvatura K de uma curva plana é a razSo com que varia o 

Angulo formado pelo vetor tangente e uma linha horizontal, a 

saber, 

definido \ 1 «Ifc 
' <if 

Ê possivel demonstrar'^^’ que o comprimento de uma curva tam- 
(SO) 

De agora em diante as curvas serSo parametrizadas 

Dizemos que a curva <x apresenta 

dS 

Def»A curvatura de oiis) é definida por kC&>= 1T Cs')\ 
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T(J) 

Def.Gt O campo de vetores normal principal para uma curva otCs!) é o 

A torçSo indica quSo rapidamente Cem uma vizinhança de sl> a 

curva otCsD se afasta do plano osculador em s. Uma curva é 

denominada hélice se é uma constante. 
T 

Def.7t O conjunto Frenet-Serret para uma curva é assim expresso 

<K(s>,T:ts),T(s), Nts),®t$)>. 

Prop. 1* Uma curva oKIs? com kCs3 O e conjunto de Frenet, satisfaz 

as seguintes equaçSes 

©'cs.') = -XCS) ISCS) 
• 

Lema It Para todo S em que KCs> O, o conjunto < Tts),#^Cs ©Cs) > 

definido sobre a curva oCCS) é um conjunto ortonorroal. 

Devido a esse lema, para todo ponto de uma curva em que K ^ O 

estÃ associado um conjunto de vetores ortonormal que se oove 

ao longo da curva, a medida que a p>er cor remos. RazSo pela qual 

< T(s), |^JCs) ,IBCs)> é classicamente conhecido como referencial móvel. 

campo de vetores unitArios, á saber 

vetores binormais para a é definido por = TCs') a IW Cs) ^ ^ torçKo 

de oíCsí é a funçSo à valores reais definida como Tts') = - K>'cs'). nJCs) . 

O plano determinado por Tcs') ® MCs') ^ denominado plano osculador. 

TVs) = KCS) W^^Cs) 
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(91) 
Teorema Fundamanial das curvas t Dadas as funçCSes diferenciá- 

veis KCs5 > 0 eTCsD C defini das em uma vizinhança do 0 R3 ► exis- 

te um intervalo I C R [0 « R] e uma curva oCs^ Cparametrizada p>eIo 

comprimento de arco s3, onde KCs5 é a curvatura e Cs5 a torçSo, 

Uma outra curva a, que satisfaz as mesmas condiç3es, difere de o 

p>or um movimento rigldo em R . 

Embora, para uma dada curva exista uma parametrizaçSo 

geómetrica natural Cj>elo comprimento de arco3, para uma superfície 

nSo há tal parametrizaçSo. De fato, para muitos casos nSo é 

possível encontrar uma parametrizaçSo que descreva toda a 

supierficle, esp>eclalmente de uma única maneira. 

3 3 
Def.8t Para <v € IR , o esp>aço tangente do IR- em V é o espaço 

vetorial de dimensSo 3 cujos elementos sSo os pares )é . 

Denotaremos o espaço tangente em 'tr p>or • 

Seja U um conjunto aberto em IR'^ , Os elementos de U serSo 

denotados por U => C u^,) 

(91) 
Def.9 t O fibrado tangente de U Cdenotado por HD é a uniSo 

disjunta dos esp>aços tangentes Tv , munida da proJeçSo 

canônica T< ; TvjU • relaciona C v ,w 5 a 'V' . TU está em 

correspondência biunívoca com • 

Def.io'^^ Um subconjunto M C R* ê uma suporflcie regular se, 

p>ara cada P e M ► existe uma vizinhança V de P em R* e uma 

transformaçSo diferenciável f sobrejetora de um aberto U C R* em 

V r\ M C R* tal que: CID f é um homeomorfismo C23 para todo u ^ U, 

a diferencial : T•^^CUD -* é injetora. 

A transformaçSo f é denominada uma p»arametrizaçSo e V DM é 
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conhecida como vizinhança coordenada 

A condiçSo de regularidade para uma superfície está presente 

na definiçSo acima» a saber» injetora para todo ueU 

Podemos reescrever essa condiçSo para uma superfície na forma: 

— ^ ILÍ, i 0 . Ela implica que o conjunto^ ^ ^ \ é 
3U^ km ^9-u’ 9-u" i 

linearmente independente em cada ponto da sup>erficie. 

Def.lls O subespaço vetorial bidimensional )C é 

denominado espaço tangente de em e o denotaremos por T-^-f 

Os elementos de Tu^ c>s vetores tangentes. 

Denotaremos por 

Ç, . 2i e 
9u^ 

Def.12^**^^» Uma transformaçSo do coordenadas S é mní> funçSo 

» bl Jetora (|) ■• \j —» U entre abertos do ÍR , cuja inversa 4>'’; U-»V 

é também 

A normal unitária para a superfície em um ponto P - fCa»b5 é 

definida por = ^ Observemos que o vetor normal existe» 

pois í-vA íz 4=0 . Ele é perpendicular ao plano tangente em P. 

O conjunto < "fi, TA > é linearmente independente e constitui 

uma base para o íR . Ele é denominado triedro de Gauss. Esta base 

serve aos mesnos propósitos na superfície que o referencial móvel 

em uma curva. No entanto» o conjunto < > nSo é uma base 

ortonormal Cem geralD. 

Def.l3i Seja -f ^<R uma superfície. Uma curva em f é uma 

f unçSo CK>1 3 def i nl da por % : C 

tal que 1$ « 4^ o (i , onde Ji '• 0 é uma curva em 

Prop. 2* Seja •. C o., >« TR^ curva em . EntSo 
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é o vetor tangente ptara 'f em p»Ct) 

Seja X uma curva cuja imagem está definida em uma 

sup>erficie f-Uc IR^~» ÍR^ . ^ apresenta um conjunto de Frenet bem 

definido em cada j>onto da superfície IhJ, IB | . |f\l, representa o 

camp>o de vetores normais a 'í enquanto que ts corresp>on- 

de ao vetor normal para-Ç, . Definimos a normal intrínseca 

de 'í , a saber, -TíaT . Denotaremos o conjunto de todos os 

vetores perpendiculares a í em P por jjlp .0 plano tangente e a 

normal Ca menos de possíveis mudanças de sinais p>ara uma 

superfície (em um ponto') é invariante geométrico. 

O espaço pode ser decomposto em uma soma de vetores 

tangentes e normais a "f em P. Elm particular, o campo de vetores 

ao longo de "f pode ser representado na forma h * 

■p • 

Def.l4i Definimos a curvatura normal ky^ a conçonente normal 1fi de 

^ . A curvatura geodésica ka é a componente de d S na dlreçSo 

da normal intrínseca S. 

K-n p*ermite-nos medir a curvatura de -f em (R^ e a curvatura 

de "iS em -f . 

Consideremos^^^^ a biJeçSo linear dí í • T-u.Ik >■ T«.-f C , o 

produto interno em Tf^u) induz a uma forma bl linear, simétrica 

em T-uf . O produto interno em conçosto com a 

transformaçSo linear induz a uma forma bilinear, simétrica 

emT^íR^. Podemos identificar por meio da biJeçSo linear df 

essas duas deflniçCSes da primeira forma fundamental, : 

Sejam X,Y £ T-utR : ^ dfu'^ • 

Sejam : (J ^ ( y. ) = X.V 
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D»f«15i A r»pr»sent*çSo matricl&l da prlmalra forma fundamantal» 

com ralaçSo a base , *^2 ser& 

- UM- ÍrC^Í.) 

A primeira forma fundamental ^ de uma sup>erficie "f é 

definida positiva. Ela é invariante sob transformações de 

coordenadas. Se a transformaçSo de coordenadas <|) é expressa por 

- 'Vx'’) L=',2. , entSo a matriz fundamental ^ da 

superfície Ç = "f ° 4^ está relacionada a g da superfície í 

por 

( Q L Vi (<))<.'vn) 
^ ^ k,£ 9VJ 

Os coeficientes da matriz g sSo funções dlferencláveis de U 

em IR» denominados coeficientes da mótrica. 

Um resultado importante consiste em que a curvatura geodésica 

de K(^ em uma superfície pode ser medida em termos das funções . 

Def.ie'®®^ Uma geodésica em uma superfície M é uma curva 2 para- 

metrlzada pelo comprimento de arco com curvatura geodésica igual a 

zero em todos os pontos. 

[>esde que a curvatura geodésica de uma curva plaurta é sua curvatura 

plana K isto significa que as linhas retas no plaino sSo 

geodésicas. 

Prop. 3* Seja % Cs5 uma curva , M uma superfície onde a curva é 

expressa = í ('í (s),^)) . A curva é uma geodésica see 

JS l,i Js <iS 

Def.l7* Para uma superfície M com coeficientes métricos os 
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símbolos de Chrlstoffel sXo definidos, a saber, 

Def.lSt Um campo de vetores ao longo de uma curva "í : hc 6 

uma funçSo X que associa a cada t e[a,k'\ um vetor tangente a 

curva'XU'). Um campo XCt3 ao longo de uma curva otCtD é diferenciá- 

vel se como funçSoX • [*^i, ele é diferenciÀvel. 

O vetor ser normal á superfície M significa que nSo hA 
dt 

conçonente tangencial na mudança de XCt), quando t varia. Assim^um 

habitante "intrínseco" da superfície nSo detectaria mudanças emX^^'> 

ao longo de YC^) . EIste habitante veria os vetores X(tt) eXtti">Cpara 

próximo a 5 como paralelos se ^ é normal. 
di*fc 

Prop. 4* Uma curva Y CsD definida em M é uma geodésica, see, o campo 

é normal a M Cmúltiplo da normal f1 para a superficieí 
d 5^ 

nos pontos que p»ertencem a curva. 

Def.lOt Um camp>o de vetores diferenciáveis X(t) a© longo de ^ 4 

paralelo ao longo desta^se é perpendicular a 
òt 

Prop. 5» SeXCt') = f é uma curva descrita em uma superfície 

M e X^t) ^ um campo de vetores diferenciáveis ao longo de Y(t) 

entSo X(t) ^ paralelo ao longo da curva see 

X = Ix‘-ft ái’‘+r ru'^'ií^ =0 K-V2. 

‘ dt tl “ it 

Observemos que a equaçSo diferencial que o campo Xit) deve 

n < 
satisfazer depende somente da curva YCt) e das grandezas 1 Lj 

Portanto, o conceito de p»aralelo ao longo de uma curva é 

t *■ 
intrínseco à superfície CnSo depende do esp»aço ambiente em que a 

superfície está imersaí'®^’. 
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Prop. Oí Seja uma curva regular em uma sup>erflcle M. Seja % 

um vetor tangente para M em í(to). EntSo existe um único campo XCt5 

que é transportado paralelamente ao longo de C Ct5 com XC'^o)= . 

Def«20'^^i O único campo de vetores paralelo ao longo de "<(t) 
rsj 

tal quex(.to) = X ^ denominado transportado paralelo de ao lon- 

go da curva. O transporte paralelo de vetores preserva comprimento 

e ângulos. 

A seguir comentaremos dois exemplos mostrando que a noçSo de 

C4P0 
transporte paralelo dep>ende do caminho . No primeiro exemplo 

consideraremos dois meridianos ^ ^ na esfera S* definidos do 
r>-» 

pólo norte ao pólo sul. Seja X o vetor unitário tangente aí no 

pol o norte. Se X é transportado paralelamente ao longo de o até 

o piólo sul, obtemos um vetor unitário tangente â curva í neste 

pólo, desde que í seja uma geodésica. S!e % é transportada 
ío / 

paralelamente ao longo de , X mantem um ângulo constante com 

que é também paralelo. Seja © o ângulo entre dí e no 
dS dS dS 

pólo norte. O ângulo entre os dois vetores transladados de % ao 

pólo sul é 26 . Esta diferença angular é a área da regiSo 

limitada por í e (X . CVeJa figura VIa> 

Em um segundo exemplo transportaremos um vetor ao longo de um 

"triângulo geodésico” e observaremos que o vetor nSo retorna ao 

original. Consideremos novamente a esfera. Seja um segmento de 

um grande circulo do pólo norte a um ponto A no equador. 

Entre um p^nto B no equador e o pont-o A definamos a curva 

geodésica • Seja um segmento de um grande circulo que une o 
/sj 

ponto B ao pólo norte N. Um vetor X pode ser transportado ao longo 
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d« do ix>nto N fc A. Vamos a sagulr, transportA-lo ao longo da 

até B « antSo ao longo da 1^3 até N. O resultado dasta transporta é 

um vetor diferente de X . De fato, o Angulo 0 entre os dois 

vetores em N é igual A Area da regiSo limitada por e . 

CVeJa figura VIb5 

Def.2l'®“i SeJa-p:Uc1^ 

•• Ü SV r" 

uma superfície. A transformaçSo 

UH-♦ fs ( 

é denominada transformaçSo de Gauss. n associa a cada ponto ^ um 

vetor normal nC^<D de f em fC/j3, nCfuD s T R . 

Prop«7i A imagem de dn ;~í'uR encontra-se em Tu-f c TftK 
Z 2 

Def*22t A forma bilinear simétrica - ckT)■^. 6f-u • ^ íR. 

é 

é denominada a segunda forma fundamental de f em u, sendo denotada 

por II . 

Def.23x A transformaçSo linear Lu= - Tu t 

conhecida como transformaçSo de Weingarten. 

Para vetores X, Y £ podemos expressar 

13Q 



Prof.8i S»J* M uma suparficia. S* IS é uma curva, paramatrizada 

pelo comprimento de arco, com tangente T, entSo « II CT,!^. 

Uma maneira de medir a curvatura de uma superfície envolve a 

mudança da normalf^Cao longo de uma curva na superfície^ conhecida 

como transformaçSo de Weingarten L; L(fj)=-921 . O determinante de 

L ^ a curvatura gaussiana K. O Teorema Egreglum de Gauss expressa 

que K de uma supterficie é uma grandeza intrínseca, no sentido de K 

ser funçSo dos coeficientes da métrica. 

Def.24t Se M ó uma superfície, a érea de um suh»conJunto R C M é 

definida por ACIi') = 

Prop,9t A curvatura gaussiana K em um ponto P é o limite da razSo 

A Ly1s(R)'].{^A CR')^ ^ quando a regiSo R "se contrai” ao fx^^íto P. 

Def.25i Seja X um cair^ de vetores diferenclavel em um aberto VCM 

e P € V. Seja Y € T M. Consideremos a curva o< = )c IR ► V 
p 

onde ^ U C . Seja XCt3, T € C~€ , e 3 a restriçSo 

do campo X a curva o. Em t = O, oC03 = P e 'Y 

Para u e U, definamos -i» Tu-f a proJeçSo sobre o 

plano Tf Cou T >£>, segundo a normal nCuD à superfície. O vetor 

obtido da ® é denominado a derivada covariante 
ox 

em P do campo vetorial X em relaçSo ao vetor Y • Denotaremos essa 

derivada covariante p>or DX/dtC03 ou "^yXCP?. 

Embora essa defirtiçSo empregue o vetor normal Ã M e uma curva 

particular a, tangente à Y em P, o conceito de diferenclaçSo 

covariante é intrínseco e nSo dep^ende da escolha partlculair da 

(SOI 
curva a 

Def*26t Um campo de vetores X ao longo da curva a: ^ -»Mé 
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paralelo se DX/dt * 0 para todo t e C - ^ ^ 5. 

Def.27i Uma curva regular TS(-t,£)-^ é uma geodésica em t e (-£,£') se 

o campo de vetores ^ 6 paralelo ao longo de em t, a 

saber, 

dt 

dt’ V df J 
0 

"í é uma geodésicajSe a curva é geodésica p>ara todo t ^ C - £ ,£ 3. 

As definiçSes Cl63 e C273 sSo equivalentes, assim como, Cl93 e 

C263. 

Variedades Diferenelaveis, Fibrados e o Transporte Paralelo 

Assim como uma superfície p>arece local mente um aberto do , 

uma variedade de dimens&o ''n pareceré local mente com um aberto do 

nC . 

Uma variedade diferenciável'**^ de dimensSo-d, é um par 

C 3 consiste em um espaço local mente Euclideano M de 

dimensSo-d, segundo contável, munido de uma estrutura diferencial 

. Usaremos a expressSo suave para indicar diferencia- 

oC 
bilidade . Uma variedade pode ser vista como uma tripla 

consistindo de um conjunto, uma topologia segundo contável 

local mente Euclideana para esse conjunto e uma estrutura 

diferenciável Catlas3. 

Def.lt Um espaço M de dimensSo d localmente Euclidiano é um espaço 

topológico M Hausdorff, no qual cada ponto tem uma vizinhança U 
p 

homeomorfa a um conjunto aberto do R**. Se 9 é um horoeomorfismo de 

um conjunto aberto conexo U C M sobre um subconjunto do 

denominamos 9 uma funçSo coordenada e o : H —> (í^ IR-) a 
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1-ésima funçXo coord^naidai. Ao p*r CU, ^ denominemos certe ou 

slsteme de coordenadas. 

Def.2t Uma estrutura diferencial *3, sobre um 

espaço My1ocalmente Euclideano^consiste em uma familia de cartas 

') , « t A I , satisfazendo: 

Ca) 0 U<x = 
-1 

Cb) ^cc ® é de G para todo cx^o('eA 

Cc) a familia*!? é maximal com relaçSo aCb), ou seja, se CU, 9 ) ó 

itma carta em que ® ^ constituem funçSes para 

todo o « A, entXo CU,<P ) « ? . CA é um conjunto de Índices) 

Se é uma família de cartas satisfazendo Ca) e Cb), 

existe uma única estrutura diferencial que contém 

Def.3t A funçSo-Ç: * diferenciAvel Cou ) se, para 

toda carta CU,?^ ) de e de N^, a conqx>siçSo 

'to-Ço^r': un r'(vn-fcu'»^) ^ . 

Denotaremos por Cx ao conjunto das funçSes de uma 

vizinhaxíça de x em IR. ( x fe M) 

Def.é®’*^ Uma curva num ponto x e M é funçSo definida 

, tal que í CO) = pCa< 0< b). Curvas e 

em p sSo equivalentes se d (o í^Vo) = ^{^o%z)[o) para toda ^; U-♦ JR*^. 
at òt 

Uma classe de equivalência de curvas em p é denominada vetor 

tangente a p. O conjunto de todos os vetores tangentes a p é 

denotado por T M. 
p 

Def.St O vetor tangente A variedade M em p é a funç&o X : Cp ■* ÍR. 
o6 P * 

que satisfaz, p»ara todo aeRe as seguintes 

propriedades: 
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ci> XpC^ + 

cii) cf.s (xn • ^ 

N»st» sentido o T^M é o conjunto do todos os op>orAdoros X^ 

satisfazendo as propriedades Ci3> e Ciii). 

Teo. Seja f: M -» N uma funçSo "G”* Essa funçSo induz um 

homomorfisroo f* de T M em T, N. f* é denominada transformaçSo 
* p f<p> 

Jacobiana ou diferencial de f. Seja X um vetor T M. Definimos-f*X 
p p 

como um elemento T^^p^N* Considerando uma funçSo , o 

vetor ífX satisfaz a relaçSo 

Seja 1 uma curva em M. Para cada t £ Ca.b], o vetor tangente 

a X s®*' expresso 

-1 
dt It Jt t 

onde -Ç € C'*Cp) . Em outras palavras, 4-) "í" é derivada de f 
at It 

na direçSo da curva í Ct3 em t = t. 

Def.6^*^t Um grupo de Lie G é uma variedade diferenciável também 

dotada de estrutura de grupo, tal que a aplicaçSo G x G -» 6 

definida por Cg,h3 -* gh~* 

Denotaremos por Lg e Rg os seguintes difeomorfismos 

L^K = i^K VheQ 

Eles sSo denominados transiaçSo à esquerda e transiaçSo à direita 

de G por um elemento g G, respectivamente. 

Def.7i Um campo X em G é designado invariante à esquerda se ele é 

invariante por toda transiaçSo à esquerda Lg, g £: G: 

4* 
Uh. V «,K € G 
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Os cainqp>os 4 ssqusrda sSo difsrsnclávsls"*\ 

Prop.lt O conjunto de todos os campos Invarlantes 4 esquerda do 

grup>o de Lie G forma uma 41gebra de Lie sob a op>eraçSo de 

comutaçSo definida nos campos. Denotaremos este conjunto por ^ . A 

álgebra de Lie do grupo 6 é um espaço vetorlal real. A funçSo 

o(; -^Te,Gr . definida por aCX3 = X« é um Isomorfismo de ^ no 

espaço tangente a G na unidade «. Portanto, a dim ^ = dim Te G = 

dim G. 

Def.St Seja G um grupo de Lie e M uma variedade b . Uma açSo de 

G em M é a funçSo 

íl; h M 

satisfazendo 

Ci5 = ^ QI elemento identidade de G 

R é denominada açgo 4 direita de G em M e assumimos R uma funç&o 

de , 

Consideremos a funçSo 

L ’• ô * t,al que 

C13 LCe,í>) = ^ C115 U = LC 

para todo Lé denominada açSo 4 esquerda de G 

em M. 

Def.Qt A açSo é efetiva se para todo p £ M, R Cp,gl> = p inçílicar 

g = a. 

Def.lO***^! Sejam G e H grupos de Lie. Se ^ : G H 4 um homomor — 

flsmo algébrico entre os grupos de Lie e também uma funçSo , 

denominamos ^ : um homomorfismo de grupos de Lie. Diz-se que 'f é 
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um isomorflsmo d» grupos d» Lie se ele for um dlfeomorfismo e um 

homomorfismo de grupos de Lie. Um Isomorflsmo de um grup>o de Lie 

em sl mesmo é denominado um automorf 1 smo. Se H é o conjunto dos 

automorflsmos de um esp»aço vetorlal V, ou se H é o grupo das 

matrizes Inverslvels reais ou das matrizes Inverslvels complexas, 

entSo o homomorfismo : G -► H é denominado representaçSo do 

grupo de Lie G. 

Se e VC sSo álgebras de Lie, a funçSo ^ ^ é um 

homomorfismo de áilgebras de Lie se ela é linear e preserva as 

relaçSles de comutaçSo entre os elementos da álgebra 

'H'[X,Y3 = [''t’ CX5,^CY3], X, Y e Se um homomorfismo é 

também uma funçSo bljetora, entSo denominamos N/ ; um Isomorflsmo. 

Um Isomorflsmo de ^ em sl mesma é chamado de automorflsmo. 

Teo. Sejam G e H grupos de Lie com álgebras Cde Lle3 eH , 

resp>ectlvamente. Se : G -» H é um homomorfismo, entSo d^ : g -♦ K 

é um homomorfismo de álgebras de Lie. 

Def.ll: Seja g um elemento do grupo de Lie G. Definimos um 

dlfeomorfismo g ,a saber, 

A representaçSo adjunta do grupo G é definida pela apllcaçSo Ad 

Act ; Gr --*■ Ajuit ( ^ ) 

A diferencial d CAd3 = Ad^ = ad associa um elemento de ^ a 

outro da álgebra de Lie de AutCÍ^ 5, a saber, 

oA '• —> &íA ^ 

C921 
CXiservemos que Ad e ad apresentam as seguintes propriedades : 
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Cau> Ad Cg"^5 «= CAdCg??’* 

Cb5 Ad Cg> [X,Y3 »= tAd Cg5X, Ad Cg5Y3 X. Y € <^ 

Cc) tkd CX3Y = tX,Y3 

Cd) Ad e ad sSo homomorflsmos de 6 e da Álgebra de Lie ^ , res- 

pectlvamenie. 

Not. t Sejam E e F espaços vetoriais sobre . O espaço dual a£ 

é denotado por Para p,q > 0. T^'^(*E,P) representa o espaço das 

transformaçCes mui ti linear es Ctensores a valores em IF) 

•Ç • 'K'-- K E-»• • ■ y- ^ ^ ^ . T^*CIE,F)Ao espaço IF. 

P % 
Consideremos uma base Cpara lE) formada pelos vetores e 

*n 
sua base dual constituída dos vetores ». • • » ^ .Um elemento 

n Q. 
, fR.) pode ser expresso da seguinte maneira 

Jq 

' ^’ > 

. ... vy 
onde os coeficientes \ pertencem a IR. 

S®Ja A*^( 1E,F) o subespaço de T°''^(EJF) constituído das 

transformaçQes K - muitillneares -p em que -f C ,., . 3 ^ 

anti si métrica com relaçSo a € E . A° ( E ,F) representa o 

espaço F • Para Co€ A^CE.R), 

w = WL,.., Ck ® ® ••• ® e 

f! ^ 
em que Co, .é anti si métrico com relaçSo aos índices 

Def.12”*^» SeJaUj,, UL,... um conjunto de vetores de lE. Para 

«6 CE,IR) e p€A'*(lE,'R-) , def 1 nimos 

(c< A fi )C'Uip('u^(i+i))-)’^cra^i)) 
' ^. J ' (T 

onde a soma é sobre o conjunto de todas as p>ermutaçSes CJ' de 
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<l,...,i+J3eC-15»^±léo sinal d» (J . 

Def*13i üma métrica sm E é um elemento g do espaço T ' » 

tal que g é simétrica e nSo-degenerada Cp>ara todo ^ , se 

g Ca .'^5 - 0, entSo A é o vetor 05. 

Def*14i Seja T^'^(H,IR.)= U . Uma 1-forma ou uma 
HtM 

forma diferencial de grau 1 em M é a funçSo a: M -» T^'* CM.IR. 5 tal 

que 01^ e T®'* CT^M ,(R 5 e Cpara qualquer canrç>o Y em M5 a funçXo 

« <Y^5 é C^CM) . 
X X ^ 

Def.l5t Um campo tensorial do tipo Cp,q5 sobre M corresponde a 

funçSo S: M -» T**’^CM, R 5 tal que C: ^ e Cpara todo 

conjunto de 1-formas  o(p e todo conjunto de campos 

\ . • • . . def i ni dos em M5 a funçSo SCí<^,...,<X|3,yi ,- -,'V^5Cx5 

COO 
X CM5. Denotaremos o espaço de todos os canços tensoriais do 

tipo Cp,q5 em M por CM, IR 5. 

r-(0,X. 
Def,16t Uma k-forma em M é o cajnpo tensorial € J CM,lK 5 em 

que co^ € A . O espaço das k-for mas em M é denotado por 

A^^ChiR’). Se 9^t)ch —> R’' é uma funçSo coordenada'X;. = a i-ésima 

funçSo coordenada CX‘^:UcM'>R , )C5, entSo é uma 1-forma 

em U caracterizada por áy.''(9j)= j corresponde a um 

vetor da base doTf^]^5. Um elemento oo 6 A (.h,R) pode ser expresso 

na vizinhança U 

Go = J. H a dy.'' 

onde CO ís to (,3c,--., 9k) é C CM5 e A representa o produto 

exterior de formas. 

J5S1 
Prop.2 t Seja M uma variedade. Existe uma única operaçSo 

d : —*■ M denominada diferencial exterior, que 
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Apr^s^nt* «is 8»gulnt*s proprl8dAd*s: 

, ©ntSo df é a diferencial definida por 

dfCYi) « Y[fl CY: um campo pertencente a TK> 

Cb) SeoíèA*'Ct^|iP-) entSo: d(o<ApWclo('/sp>+(-l') o(Acip> 

CcD d é linear 

Cd5 = do d =0 

Def.l7t Uma forma co fe A**CM|é fechada se dw=o e denominada exata 
K-1 

se 00 =» d« para uma forma diferencial o(éA CMD. 

Def.lSt Uma métrica em M é um campo ^ ^CM,IR ^ tal que é uma 

métrica em T^^M. 

DefolQ**^» Seja V um espaço vetorial com base . 

Consideremos o conjunto de k-formas diferenciais 6 A . 

A funçSo %1—+-- - + ^ designada k-forma à valores em 

V. O espaço das k-formas é valores em V é denotado por A CM,W). 

Def.SO^^^^t Seja M uma variedade e 6 um grupo de Lie, Um fibrado 

principal diferenciável CPFB3 sobre M consiste de uma variedade P 

e a açSo de G em P, satisfazendo as seguintes condiç8es: 

Cli> G age livremente em P à direita: Cp,g3 e P x G -» <pg - e P 

C113 M é o espaço quoclente de P pela relaçSo de equivalência 

induzida por G, M = P/G, e a proJeçSo canônica n: P -* M é uma 

funçSo difer enciével. 

Cili3 todo ponto x € M possui uma vizinhança U, tal que n~^CtD é 

isomorfo a U x G. Existe um difeomorfismo : u~*CU5 -» U x G de 

modo que ''V Cp3 « CnCp3, ^ Cp3D, onde 'f é uma funçSo de n~*CU3 em G 

satisfazendo ^ Cpg5 = H^Cp^g para todo p e n"*CU3 e g e G. Pé 

local mente trivial. 
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Denotaremos o PFB por PCM,G,n5. Designamos F o espaço 

fibrado, M a variedade de base, 6 o grupo de estrutura e n a 

projeçSo. Para cada x e M, n~^Cx!> 6 uma subvariedade fechada de P 

designada a fibra sobre x. Se p é um ponto de n~*Cx!>, entSo a 

fibra sobre x é o conjunto de pontos pg, g G, denominada fibra 

em p. Toda fibra é difeomorfa a G, pois ^ : iT~*Cp3 ^ > x G ó 

um difeomorfismo. ^ é denominado trlvlalizaçSo local ou "uma 

escolha de Gauge". 

Def*21t Uma secçSo local num fibrado princip>al P 6 uma apllcaçSo 

diferenciéivel de um aberto U de em P 

0"u ; U C h P 

tal que a conçosiçSo 'Tlo(Tu=lL^ é a identidade no aberto U 

Prop.2i Seja M uma variedade, < U«> uma cobertura de abertos 

da variedade e G um grupo de Lie. Consideremos funçSes 

^(jo< ' n —» Q definidas para todo conjunto nSo- 

vazio ,que satisfaçam a relaçSo para 

X€U«nU(^rvUi . Logo, podemos construir um fibrado principal 

diferenciável PCM,G5 com funçSes de transiçSo . 

Def*22t Seja PCM,G,nD um fibrado principal e F uma variedade em 

que G age á esquerda: ( 1 è G >, 1—> e F . Se G age à direita 

na variedade produto P x F, logo, um elemento € G associa 

e a C ) 6 Px F . o esp>aço quociente de P x F pola 

açSo de G é denotado E = ^^P/Cr . E^te espaço consiste das classes 

de equivalência 

onde ^ 1 

149 



A funçXo P X P M qu* «issoci* Cfi^ 3 a nCp^ Induz uma funçSo'Ttc » 

denominada proJeçSo de E em M. Para cada , o conjuntoé 

denominado fibra de E sobre x. Todo ponto x de M possui uma 

vizinhança \J tal que CID é isomorfa a U x 6. Identificando 

TC CID com U X 6, vemos que a açXo de G em ^ à direita é 

dada por 

c >c, j ) 6 U« Q»F h £ & 

o isomorfismo entre Tr (0) ^ KJí^Q- induz um isomorfismo entre 

TC £ K UikF _ Introduzimos uma estrutura diferencial em E impondo 

que 'Tt~£((J) ^ subvariedade aberta de E, difeoroorfa a U x F 

A proJeçSo Ttg é entSo uma funçSo diferenciável de E em M. 

Denominamos E CM,F,Cx,? 3 fibrado associado a P. 

Neste sentido, o fibrado tangente ó associado ao fibrado 

das bases LCM5 , onde a fibra é o tR'" e grupo de estrutura 

GLCn,lRD. Um cançx> de vetores será uma secçSo em TM 

A proJeçSo inversa Tt \ é uma subvariedade diferenciável de 

, denominada fibra sobre v. . Se esta é homeomorfa a 6 o 

fibrado é dito princip>al. Se a fibra for um espaço vetorial, sobre 

o qual age uma representaçSo de G, o fibrado é denominado 

associado. 

Def.23t A imagem do homomorfismo (f: IR'~> Q* é denominada subgrupo a 

1-parâmetro de G. 

Teor.4 i Existe uma funçSo bijetora entre os subgrupos a 

1-parâmetro de G e os elementos de Tg,G C G : á a identidade de G>. 

Def • 24s SeJ a X um el emento da ál gebr a de Li e ^ e o subgr upo a 

1-parâmetro de G associado a X. Definimos a funçSo exponencial 
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4 G- porC%^: ')C\—> ^ 

Teor.4'**N Seja X um elemento de ^ . 

Ca) C.'|^^ (tX) a para todo t c R 

Cb) t2)X=(e%pt,X)texpt2X ) para todo t^, t^ € R 

Cc) e^-^p C-txX) 

Cd) a funçSo é um dlfeomorfismo entre a vizinhança de C em 

e uma vizinhança de G em 6. 

Not* I Se M é uma variedade, re presentaremos por CM) o conjunto 

dos campos vetoriais sobre M CsecçSes em TM). 

Def»25t Seja X , um elemento da álgebra de Lie de G . A açSo do 

subgrupo a 1 p>arámetro saber 

( ç expUX) 

induz um campo no fibrado, denominado campo fundamental 

correspondente a X, definido na seguinte forma 

X 
* 
P 

CtX) 

* = 0 

Prop. Seja X* o campo fundamental correspondente a X 

portencente a . O campo fundamental correspondente a AdCg *)X á 

dado por dR Cg)X? O campo fundamental X^ é tangente a fibra 

para todo p portencente a P. Denotamos o 

subespaço de T P tangente a fibra no ponto p por V . CdnCX*) = O). 
p p 

Def.26: Uma forma conexSo Ap num fibrado principal P é uma forma 

diferencial de grau 1 definida sobre P a valores na álgebra de Lie 

^ do grupo de estrutura G, a sabor 

Av •• TfP 

Esta apresenta as seguintes propriedades: 
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C»> Aç CX*> « X s» x\ Vp, CX3 >= 0 8* X v^ 

Cb3 dR Cg5 Aç = Ad Cg‘^5 A^ 

Para todo Xp ^ g « G» p ^ P varlfica-se que 

Av><^ CdRCgDX5 -= adCg’b Xp 

Denominamos o espaço dos vetores Y e T^P» que se anulam 

6ob a açSo da conexSo , o eepaço horizontal Todo vetor 

X T P pode ser decomposto numa componente vertical X^ ^ e 

numa horizontal X^ £ H^. A um campo X pertencente a 3^(f^)estA 
e>J tCJIl 

associado univocamente um canço X pertencente a que 

satisfaz 

Xp e V\p 

X é denominado levantamento horizontal de X. Este canqpo é 

invariante por dR . 
» 
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Sejam 'H'o ^ e 'vVní • '^^ & trlviallza- 

çSes locais de um fibrado principal P com grupo de estru ura G. As 

funçSes de transiçSo de para 'H^v sKo definidas para cada 

e KJÍWJ Cem funçSo de : X \ v.) ^ ^ 5 na forma 

^OM • Em Uns/ , quando efetuamos uma mudança 

de secçSes triviais, para , as proJeçSes locais 

COjj s Cíjoo e OJ^ = (S^ CO da conexSo oo nos abertos U e V, 

respectivamente, se relacionam por 

“ ?UM ^ 

As proJeçSíes e sSo formas diferenciais a valores em(^€(^i^^ 

Cespaço vetorlal das matrizes n x n reais!) 

(.'<') = T>.U 

ío^ C'i') •» T^\J C^Cvi, 

Seja < 7« > uma base de do grup>o de estrutura Gr • A 

conexSo A definida em P pode ser expressa por 

A- JocA*" 

Logo, obtemos a proJeçSo Au e AUDiR") 

Avj = A = <^u ^ A“> = 3"o( ( (Ty A**) = Joc Ay 

em funçSo das formas de grau 1: Ay . Estas expressas em termos da 

base < Alf-*' > 

Ay = A ri 

apresentam componentes conhecidas por potenciais de 

Gauge. 

Def*27t Seja © um elemento de A'*^ CP, 5 e X^,. • • elementos de 

T^P. Definimos e K^ÍV^(^) por ^ k') = ( j... ^ v^h ) ’ onde 

^1Vi , Y Kh ^ ^ f 
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Deft28t A derivada axterior covarlante da G ^ ^ é daflnida 

(ci6)*^€ A •“ funçSío da darivada axtarl or da © C d G 3. 

H Co 
[)anotaramos CdO ^ por D 6 , com o propósito da destacar que D 

depende da conexSo oD definida em P. 

Def*20t A curvatura da conaxSo OJeA(P, ^')é definida 

n,“=-D“co € 

Teor*5i CEquaçSo estrutural de Cartan!) A forma curvatura satisfaz 

a seguinte igualdade 

= 4u)+ 1 £uj,u)l 
2 

Se < 3«c > é uma base da álgebra de Lie ^ , a conexSo A em P 

pode ser expressa A = Iío< Â*^ . Portanto» o comutador [A, A3 p>ode ser 

reescrlto na forma; [^A, A]| t A'', ] = C ^(^1 A”a 

A curvatura Ccan^x» de Gauge3 associada ao potencial A é 

definida pela projeç&o = (y;n. . Podemos calcular a curvatura 

Fjj em funçSo de A^^ » a saber^ = dA^ + -t [£ Au j Ag ^ 

Teor.e‘®*”i Sejam \ e duas trivializaçSes locais em P, com 

funçSo de transiçSo um • 0 ><. V —*■ • E® U A V, uma mudança de 

secçóes triviais, de para Cuma transformaçSo de Gauge3 

corresponde a uma transformaçSo nas curvaturas F projetadas 

C campos3 » a saber » 
-1 

Def.30 t Uma conexSo linear em P é a funçSo que associa pares 

de campos í X • Y em W\ a um outro campo VnV em ^ tal que 

CaD VxY é R-bilinear em X e Y, e 

Cb3 para f: MR suave C C* 3, 

V^^Y= -f.V^Y e FV^Y + KCny 
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Denominaimos Vy Y a derivada covarlante de Y ao longo de X. Em uma 
j 

carta local de |v\ com coordenadas 9 = C ^ definimos as 

funçCes 

Ve f N- r' 

Estas funçSes P sSo denominadas simbolos de Christoffel da 

conexSo. Nesta carta as comp>onentes de y) sSo expressas, a sabei) 

Def.31^*^*^ Se 'íCt') é uma curva e X é um campo vetorial, definimos 

a derivada covariante de X ao longo de '6 por 

Vi.(x) 
dt 4t 

Um campo é paralelo ao longo de X se = C) . Denominamos 
át 

a curva ^ uma geodésica se é paralela ao longo de ^ . 
dt ^ 

Prop. 4”®^» Seja '^= uma curva ^ em M. CO<t <13. Para um 

ponto em P C Tt(^p')=Ko 5 existe uma única curva horizontal 

't*= ©t associada a T que se inicia no ponto . Uma curva 

horizontal em P é uma funçSo cujos vetores tangentes sSo todos 

horizontais Cportencem ao esp>aço horizontal H3. A curva horizontal 

'^^que se inicia no ponto apresenta um ponto final em 

Ip^ Xj ). Variando na fibra TC \xo) obtemos uma funçSo da fibra 

-1 -1 
UOna fibraTt Denotaremos essa funçSo por 't . Ela é um 

-1 -1 , 
isomorflsmo de Tt CXo) em Tt (.XO ^ conhecida como transpxsrte p>ara- 

lelo ao longo da curva 

Prop. Ca3 Se é uma curva em M, entSo o transporte 
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-1 
pairail^lo ao longo do c é o Invorso do transporto ao longo do T . 

Cb^ So T é uma curva do ponto y ao ponto z om M o é uma curva 

do z a W om M, ontSo o transporto paralolo ao longo da curvaa 

a composlçSo dos transportos paralolos ao longo do 't • jx . 

Soja X> uma conoxSo om P(Mj<âi). Para um ponto x o ^ * K 

donotarÃ o conjunto das Isomorfismos do n~^CxD om sl mosmo, 

obtidos F>or transporto paralolo ao longo do curvas fochadas om x. 

Soja CCx3 o espaço de laços em x. O conjunto forma um grupo 

denominado grupo do holonomia da conoxSo Cvldo proposlçSo 

53 . S© M é conoxa^H^ é isomorfo a Hy para todo y, y € M . Se 

D é ••flat" ontSo H = O. So M ^ a esfera unit&ria om iR^ o D é 
X 

a conox&o riomanniana» ontSo H= S0(.2,R). 

O Espaço Projetivo 

Elm Moc&nlca Qu&ntlca, o estado do um sistema é representado 

por um vetor pertencente ao espaço de Hllbert ^ . Esto vetor 

pertence a um subosp>aço uni dl monsi onal do , definido pelos 

vetores da forma^ onde ^ pertence a C* Ccon^lexos, nSo-nulos3. 

O espaço quoclente de ^ p>elo grupo C*é denominado projetivo CP 

Os elementos de CP denominamos ralos» que representam os estados 

físicos de um sistema. Se o espaço ^ tem dlmensSo n ■«- 1» logo» o 

projetivo tem dlmensSo n © o denotaremos por . 

Consideremos o espaço % de dlmensSo n + l‘*”. Ele é 1somor- 

fo a . Um estado quSntlco ser& representado em ^ por 

n 1-uplas de coordenadas complexas» a saber» 
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• Um estado normalizado pertanca à asfara unitária S^^^contida am 

O aspaço dos raios caracteriza-se pelo conjunto das linhas 

, que passam pala origem. 

Em um aberto * supomos que a coordenada á diferente de 

zero. O espaço projetivo é recoberto por melo de n + 1 abertos U“, 

. EUn podemos usar como coordenadas locais p>ara o CP^ 

as n razSes 

(P' . 

onde omitimos ^ coordenadas definidas em cada 

aberto [x>dam nSo ser estendiveis para todo . No entanto, o 

espaço projetivo é descrito pelas coordenadas locais em cada 

aberto e pela funçSo transiçSo na IntersecçSo de dois abertos. O 

C?n ^ exemplo de variedade homogênea. 

EIxiste um "line bundle" natural sobre o CVti . Este fibrado 

vetorial tem como base o espaço projetivo. A fibra sobre um ponto 

do CVn consiste no conjunto dos estados que p>ertencem ao raio 

associado àquele ponto. O grupo de estrutura do "line bundle" éCt 

No exemplo de uma partícula de spin 1/2 na presença de um 

campo magnético, o espaço de Hilbert tem dimensSo 2 e o projetivo 
A 

dos raios constitui o CP^. O autovalor H ^correspondente a 

um ponto do espaço de parâmetros j determina um raio de 

autovetores. Quando variam, o autovalor do operador energia 

caracteriza uma funçSo do esp>aço de parâmetros em Esta 

funçSo determina um fibrado natural sobre CP^, a saber, um "line 
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bundl**' sobr» o espaiço d* parâmetros S*. 

Consideremos uma partícula de spln 1^2 cujo estado satisfaz a 

equaçSo de Schròdinger 

3. e H \ Cl) 

a hami1toniana HCt) varia continuamente ao longo de um ciclo no 

qual HC-oO) = HC®^ ). Sua forma é a seguinte 
A 
U U) ='(R.U\<5' C2) 

onde R « Cx,y,z) e <5= C) é um operador vetor 1 al, cujas 

componentes sSo as matrizes de Pauli. Um autoestado instantâneo de 

H com energia E^^^t) é caracterizado pela equaçSo 

Al'ty»U)'> = €w \'4’y,U)> C3) 

Esta equaçSo de autovalores define a menos de uma fase 

dependente do tempo. No entanto, tornamos o autoestado 

CS71 
univocamente determinado, impondo que 

1 = 0 C4) 
dt 

C*>tôm-se o autoestado {''/^^(.t^a açSo de um operador unitário UCt) 

sobre o autoestado original | (_oo)> 

Vamos denota-los por \-V’> e l-'> . A equaçSo de evoluçSo C5) 

para os autoestados |-f> e se apresenta sob a seguinte forma: 

UCfc)l !(-'«)> = 1 C6) 

Derivando a equaçSo C6) em relaçSo ate usando í it)> = \ i: t- O0)> 

resulta 

C7) 

Sabemos que p>ara este sistema de dois estados: +1-X-1 e 

^ + Analisando C7), porcebemos que 
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satisfaz esta equaçSo. 

Vamos introduzir em nosso tratamento'®^’ um triedro formado 

pelos vetores VC , 'C eW e dois escalares positivos RCt), VCtD, 

que satisfazem 

IÇlsIlvr r = \J\r ^=\r^v 

Escolhemos ir como um vetor na direçSo radial a esfera. 

Representauremos o ciclo de HCt5 pelo transporte do triedro , 

^ ao longo de um laço T. E^te é definido na esfera das direçSes 

do vetor RCt3. Assim» mostraremos que o operador unitário UCt5C63 

transforma os autoestados originais \tCf)> por meio de 

um sórie de rotaçSes infinitesimais. A velocidade angular 

instantânea de rotaçSo é univocamente determinada por C45 e 

corresponde à velocidade angular O Ct5 de um referencial 

transportado paralelamente» estando r na direçSo radial â esfera. 

A velocidade angular é assim expressa 

Vamos inicialmente mostrar que 

-(-^.N/nVN-CS').UU') C115 

satisfaz a equaçSo C75. 

Os elementos diagonais^t. sSo nulos» pois 

os autoestados sSo ortogonais e satisfazem a relaçSo C4D: 

= Os elementos diagonais ± |vs/-CT\±> também se ajiu- 

Iam» pois por construção ^ é perpondicular a e os 1-^ sSo 

autofunçSes deVr«(T, C%>temos os elementos fora da diagonal 

\ ( \ + X + W > = <t l ^ > C123 
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Us*ndo «is •quAçSM de eutovelores perai o operedor HCSD, * saiber, 

K.cr \ ±> = ± i \±>, (13) 

onde 1 • derlvando-as com resptelto ao tempo, resulta 

r-6* !:;> + «r.cr I 4ci4) 

Agora efetuando o produto de <C~\ com CIO e empregando as 

definiçSes C0:>, obtemos , 

M<± \ > + < + I ir.<r \ j> = ; 2 + > cisj 

Das equaçSSes de autovalores C13D resulta uma expressSo para os 
e 

elementos ^ ± \ ÍT.fl” 1 > 

= < + !;> tiBj 

Comparando C16^ com C153>, resulta a seguinte relaçSo 

^±lV.(T\^> = ^ (17) 

Para determinar os produtos 4+l~^ • vamos escolher eixos 

locais em que os vetores >X* , estejam nas direçCSes 

__ • • 
ns , t e J respectivamente. Concluímos que 

^ + > = (10)^0 C185 

|~>= (1 0)^0 -i 'II® ^ = -| 

^-l-jLNiW.O- \ + > = (o O/C) -X 
lY-í 

C19> 

C20> 

C21) 

Portauito, a igualdade entre os op>eradores ^ + l e 

.-iV>íA/*0’ se verifica p>ara todo elemento de matriz. A equaçSo 

C113 nos leva a uma expressSo^ para o operador de evoluçSo 

Uít) = T e''" '^*^*^*^ ^225 
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ondW'ai frequôncla angular C5' é definida em C105.^ • « ví iaítíJ 

Para visualizar o movimento do triedro sobre o espaço de 

par&metros^*^ consideremos o versor e^ e perpendicular a esfera 

em cada ponto, A medida que R(t) variado triedro move-se ao longo 

da esfera com sua origem definida na mesma. A origem do triedro 

'^representa'' a direçSo de . Quando ^ retorna a configuraçSo 

Inicial, paralela ao eixo z externo, o vetor e^ do triedro nSo 

retorna paralelo a este. O triedro transportado ao longo de uma 

curva fechada C no espaço de par&metros roda em relaçSo a direçSo 

original de e Cparalela a direçSo z externai devido a curvatura 

da esfera. O Sngulo formado entre e^ e o eixo z externo, após 

a varlaçSo ciclica dos p>ar&metros é a integral da curvatura 

gausseana K da esfera sobre a regiSo limitada p>elo caminho C 

Na formulaçSo de Aharonov e Anandan, um autoestado 

transfxjrtado ao longo de um laço no espaço de Hilbert projetivo, 

adquire uma fase geométrica, em adiçSo à fase din&mica. EIssas 

fases sSo independentes de uma p>articular escolha do operador 

unitArio UCt3 de evoluçSo. A existência da fase de Berry reflete 

uma propriedade geométrica da evoluçSo do sistema quántico, nSo 

sendo necessArio a hip>ótese de evoluçSo adlabAtica. £ px>sslvel 

associar uma fase geométrica A evoluçSo ci clica, nSo-trivial 

de um sistema quAntico. 

A condiçSo C45; = 0 reflete o 
àt 

transporte parelelo do UCt^lnCo^^ ao longo de um laço P C no 

espaço de Hilbert projetivo!). No entanto, essa condiçSo in^lica 

que a conexSo de Berry é nula em cada ponto de P. A escolha de uma 
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con^xXo |>osslbll liai-nos um mslo ds trsnslsdsr paurslslsmsnto 

sstsdos so longo ds curvss. Vimos qus so tpsnsportsrroos o trledro 

<r , 'V ao longo d» uma curva am S*, obtivamos um ângulo a 

proporcional a intagral da curvatura gaussaana da esfera. Este 

ângulo CnSo-nuloD é igual a fase geométrica. 

Sa a fase de Barry é invarianta por transformaçSes unitárias, 

ent&o a escolha do op»erador de evoluçSo tal que o potencial 

de Berry nSo seja nulo, nSo altera esta fase. Em geral, a conexSo 

de Berry sarâ da forma: Cpara uma determinada escolha de 

GaugeD. 

/ 
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