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Resumo

RESUMO

Kurokawa, F. Y., Estudo Hibrido Analitico/Numérico da Equagdo de Difusdo Bidimensional em
Solidos com Prote¢do Térmica Ablativa, Dissertagio (Mestrado em Engenharia
Mecénica), Universidade Estadual Paulista, Departamento de Engenharia Mecdnica,
Ilha Solteira, Sdo Paulo, Brasil, pp. 134, 2003.

A transferéncia de calor com mudanga de fase e perda de massa esté presente em

muitos problemas da engenharia e é de grande importancia tecnolégica. Exemplos

deste fenémeno incluem a fundigdo de metais, o aquecimento aerodindmico e

operagdo com reator nuclear. Problemas deste tipo sdo inerentemente néo lineares

devido ao movimento da fronteira. Um fenémeno que tem ganhado a atengdo dos

pesquisadores nas ultimas décadas é o aquecimento causado pelo atrito entre o ar e a

estrutura de um veiculo espacial na reentrada atmosférica, produzindo a perda de

material da superficie. Este fenémeno é conhecido como ablagdo no meio
aeroespacial. Neste trabalho foi realizada uma anélise do problema de ablagédo
transiente em um prisma retangular que foi modelado como um problema de difuséo
bidimensional. A Técnica da Transformada Integral Generalizada foi usada para se
resolver o sistema de equagdes resultantes. Esta técnica transformar o sistema de
equagles diferenciais parciais original em um sistema de equagbes diferenciais
ordinarias. Foi implementado um programa de computador em Linguagem FORTRAN
para resolver este sistema de equagdes usando rotinas disponiveis na IMSL Library. As
variaveis de interesse tais como a distribuigdo de temperatura, a espessura e a

velocidade ablativas foram obtidas para diferentes fluxos de calor no contorno.

Palavras-chaves: escoamento hipersénico, ablagdo, aquecimento aerodindmico, mudanga de

fase, proteg¢do térmica, técnica da transformada integral generalizada.




Abstract

ABSTRACT

Kurokawa, F. Y., Analytical/Numerical Hibrid Study of the Two-Dimensional Difusion Equation
in Solid with Ablative Thermal Protection, Dissertation (M. Sc. in Mechanical
Engineering), State University of Sdo Paulo, Department of Mechanical Engineering,
Ilha Solteira, Sdao Paulo, Brazil, pp. 134, 2003.

The heat transfer with phase change and mass loss is present in many engineering
problems and is of great technological importance. Examples of this phenomenon
include the metal melting, the aerodynamic heating and operation with nuclear reactor.
Problems of this type are inherently nonlinear due to the moving boundary. A
phenomenon that has been gainning the researchers’ attention in the last decades is
the heating caused by the friction between the air and space vehicle structure in the re-
entered atmospheric, producing the material loss of the surface. This phenomenon is
known as ablation in the aerospace area. In this work an analysis of the transient
ablation problem in a rectangular prism that was modeled as a two-dimensional
diffusion problem, was accomplished in order to obtain the thickness and the ablative
speed. The Generalized Integral Transformed Technique was used to solve the
resultant equations. This technique transforms the original partial differential equation
system into an ordinary differential equation system. A computer program was
implemented using the FORTRAN Language to solve this equation system and IMSL
Libraries routines. The variables of interest such as the temperature distribution, the
thickness, and the speed ablative were obtained for heat fluxes different in the

boundary.

Keywords: hypersonic flow, ablation, aerodinamic heating, phase change, thermal protection,

generalized integral transform technique.




Capitulo 1 - Introdugdo

CAPITULO 1

I NTRODUCAO

1.1 OBJETIVOS

Este trabalho tem como objetivos principais formular e resolver problemas
bidimensionais transientes de fronteiras mdveis. Um fato que se deve salientar é que este
trabalho visa a aplicagdo de uma técnica matematica num problema fisico, no caso o fendmeno
de ablagdo, que pode ser modelado por uma equagdo de difusdo, com fronteira mével decorrente
do desgaste da protegdo térmica ablativa, que a priori é desconhecida. A posi¢do da fronteira é
parte da solug¢@o. Problemas que envolvem fronteiras moveis sdo extremamente complexos e

pela aplicagdo desta técnica matematica pode-se obter solugdes analiticas mais precisas.
1.2 CONSIDERACOES SOBRE AERODINAMICA DE ALTA VELOCIDADE

Um fendmeno que estd em estudo nos dias atuais é aquele que trata do aquecimento
aerodindmico de veiculos espaciais na reentrada na atmosfera. O aquecimento aerodinamico € o
aquecimento de um objeto como resultado do escoamento de um fluido em alta velocidade sobre
0 mesmo, van Driest (1956). O estudo deste fendmeno é complexo, envolvendo conhecimentos
multidisciplinares tais como: mecanismos de transferéncia de calor, aerodinimica de alta
velocidade, ciéncias dos materiais, cdlculos de trajetorias, calculo do fluxo de calor incidente e
ensaios aerodinamicos para simular as condi¢des de reentrada, Pessoa-Filho (1997).

O cisalhamento das camadas de fluido, quando eles escoam ao longo do corpo, e a
compressdo que ocorre quando se aproximam de regides de estagnagdo de superficies frontais,
convertem a energia cinética do movimento em calor dentro de uma fina camada de ar que cobre

o corpo, van Driest (1956). Na Figura 1.1 ¢ mostrada tal regido.
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Figura 1.1 — Regites de aquecimento sobre um corpo em velocidades supersdnicas, van Driest (1956).

A predi¢do do aquecimento aerodindmico de um veiculo espacial é essencial para uma
missdo espacial bem sucedida e um retorno seguro, Meese & Norstrud (2002). Um método
predominante de anélise aerotermodindmica tem sido baseado na combina¢do de técnicas
tedricas e numéricas. A Figura 1.2 apresenta uma comparagdo de simulagdo com dados
experimentais para um Onibus espacial tipico na reentrada. Sdo apresentadas a trajetéria e a
velocidade de reentrada. Com base nas informagdes disponiveis, notamos uma divergéncia nos
resultados, dai a importancia de uma combinagdo dos resultados para uma predi¢do mais

realistica.

O - altitude
O - velocity
and
20 respective simulated curves D
[ ———simulated curves using STS-2 data
1

1500

; 1 i L T
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Figura 1.2 — Comparagdo de dados para altitude e velocidade simulados e dados experimentais, Meese & Norstrud
(2002).

A andlise do aquecimento aerodindmico se tornou uma necessidade com o advento do

Programa Espacial Brasileiro. A Figura 1.3 ilustra a trajetéria de reentrada de um microsatelite

recuperavel, Loures da Costa & Moraes (2000) e Pessoa-Filho (1997), denominado SARA
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(Sistema Auxiliar de Recuperagdo Aerodindmica) desenvolvido conjuntamente pelo IAE-INPE
(Instituto de Aeronautica e Espago — Instituto Nacional de Pesquisas Espaciais) para o estudo de

microgravidade.

N Velocidade

1 T 1 T - ()
300 600 1200 1500

[s]

Figura 1.3 — Trajetéria tipica de reentrada do SARA e sua variag3o de velocidade, Loures & Moraes (2000).

O microsatelite entra na atmosfera terrestre de uma altitude de 300 Km quando est4 com
uma velocidade de aproximadamente 7630 m/s, Pessoa-Filho (1997). Um fato que se nota
através da Figura 1.3 € que inicialmente o microsatelite sofre um acréscimo de velocidade devido
a agdo gravitacional do meio (atmosfera rarefeita). Entretanto, ao se aproximar da atmosfera
terrestre (cerca de 90 Km) a forga de arrasto comega a exercer sua influéncia, devido a interagdo
com as camadas mais densas da atmosfera terrestre, Nagata; Diniz; Campos-Silva & Pessoa-
Filho (1999). Este efeito causa uma diminui¢do significativa da velocidade. Neste processo de
reducio de velocidade, o microsatelite perturba o meio ambiente que o cerca e € por ele
influenciado. Esta redugdo de velocidade é causada somente pelo atrito entre o microsatelite € a
atmosfera terrestre. Um dado relevante a ser notado € que esta redugéo de velocidade ocorre num
intervalo de tempo relativamente curto. Do ponto de vista fisico ocorre uma conversdo de
energia cinética em energia térmica (calor). Entdo se tem que hé transformag¢éo de uma enorme
quantidade de energia cinética em calor num intervalo de tempo muito pequeno, Hatori (1999).
Parte desta energia é transferida para o microsatelite e parte segue com o0 escoamento.

Sob o ponto de vista do microsatelite, ocorre a formagdo de uma onda de choque
destacada a frente do microsételite devido ao fato do escoamento sobre 0 mesmo ser hipersonico,
como ilustrado na Figura 1.4. Atrds da onda de choque, préximo a regido do ponto de

estagnagio, o escoamento torna-se subsonico devido a uma redugéo significativa da velocidade e
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com um conseqiiente aumento de temperatura e pressdo. Devido a estas condi¢des ambientais
ocorre um elevado aquecimento do microsatelite principalmente na regido do nariz onde o

choque € normal.

onda de choque

b=l ponto de
choque | estagnagio
normal

Figura 1.4 — Escoamento ao redor do microsatelite na reentrada, Loures da Costa & Moraes (2000).

Apenas para ilustrar este aumento de temperatura, a 90 Km de altitude a temperatura do

meio é da ordem de 7, =194K e na regidio do ponto de estagnagdo do microsatelite a

temperatura é da ordem de 7 =5820K , Pessoa-Filho (1997).

IlllllII]IIlIlllIII
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Fluxo de Calor [MW/nv']
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Figura 1.5 — Fluxo de calor no ponto de estagnagio do SARA calculado por trés métodos, Pessoa-Filho (1997).
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Uma estimativa do fluxo de calor no ponto de estagnagio para a trajetéria de reentrada
do SARA ¢ apresentada na Figura 1.5 que foi determinada por Pessoa-Filho (1997), no qual o

autor estima o fluxo de calor por trés metodologias diferentes. Observa-se que o fluxo de calor

méaximo encontrado é aproximadamente 2 MW/m?. Um fato que se deve salientar € que

observando a Figura 1.5 temos que o fluxo méximo €é obtido numa altitude de aproximadamente
65 Km e comparando com a Figura 1.3, nessa altitude o microsatelite esta na fase de diminuigio
da velocidade.

Um escoamento de alta velocidade ao redor de um veiculo espacial tera regides de alta
temperatura nas quais processos fisico-quimicos podem ocorrer e podem influenciar no
escoamento. Uma vez que um escoamento de alta velocidade transforma-se em um escoamento
de alta entalpia ao cruzar a onda de choque destacada. Portanto uma grande quantidade de
energia cinética do escoamento € convertida em energia interna do gas. Esta energia pode
transformar-se em energia translacional das moléculas. Uma outra possibilidade é a ocorréncia
de reagdes quimicas como a dissociagdo de componentes do ar, ionizagdo ou emissdo de
radiag¢do, Loures da Costa & Moraes (2000).

Tanto os avangos no voo atmosférico hipersonico quanto em sistemas de propulsdo de
foguetes e em outras areas da tecnologia de alta temperatura tém resultado em ambientes de
temperaturas extremamente altas, Schmidt (1964). Nesses e em outros ambientes de
hipertemperatura, o uso de materiais convencionais de engenharia estd grandemente restrito por
causa de possivel degradagdo térmica e falhas catastréficas. Contudo, estes materiais podem
servir aos seus propositos desde que protegidos adequadamente por um Sistema de Protegdo
Térmica (TPS — Thermal Protection System). O TPS consiste de uma combinagido de materiais e
tecnologia que trabalham conjuntamente para proteger o veiculo espacial e sua tripulagdo. O TPS
representa avangos significativos no projeto aerodindmico, metalirgico, e no entendimento e
manufatura dos materiais, Figura 1.6.

Existem determinados materiais que quando expostos a ambientes hipertérmicos
comportam-se excepcionalmente bem, fornecendo protegdo térmica através do “processo de
abla¢@o”. Esses materiais sdo conhecidos como materiais ablativos e sdo aplicados externamente
nas estruturas isolando-as dos efeitos térmicos do ambiente, Sutton (1982), podendo também
proporcionar uma maior resisténcia a agdo erosiva dos gases de combustdo. Os materiais
ablativos absorvem e dissipam altas cargas de energia com erosdo minima da superficie e

fornecem excelente isolagdo térmica do substrato.
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Figura 1.6 — Materiais utilizados no sistema de prote¢do térmica de um 6nibus espacial (Fonte — NASA).
(www.1903t02003.gov/essay/Evolution_of Technology/TPS/Tech41G2)

Nos poucos anos que se passaram, o impulso dos programas de misseis balisticos tem
conduzido a enormes progressos no campo da ablagdo. A protegdo térmica ablativa condiciona
em grande parte os progressos que acompanham os campos dos misseis e dos veiculos espaciais
bem como em sistemas de propulsdo, Figura 1.7. A transferéncia de calor transiente em sélidos
com protecdo térmica por ablagdo ¢ de grande importdncia tecnolégica e em numerosas
aplicagdes de engenharia. Problemas deste tipo sdo inerentemente nio lineares e envolvem o
movimento da fronteira ablativa, cuja posigdo, a priori, é desconhecida.

O fenémeno ablativo pode ser representado por um modelo matematico envolvendo
variaveis espaciais ¢ temporais. Este tipo de problema ¢ um caso especial de uma ampla classe
de problemas de mudanga de fase, no qual podem ocorrer os fendmenos de evaporagéo fisica ou
“pirdlise”, sublimagdo, fusdo, entre outros. O processo de ablagdo € complexo, envolvendo uma

perda parcial ou total de massa da fronteira ablativa, Lacaze (1967).
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Figura 1.7 — Aquecimento causado pelo sistema de propulsdo de foguetes (Fonte — NASA).

Para ilustrar a remogdo de material ablativo de um TPS, a Figura 1.8 ilustra a

degradagdo no escudo térmico da sonda Galileo, produzido pelo aquecimento causado pela alta

velocidade de entrada na atmosfera de Jupiter. A velocidade de entrada na atmosfera foi de
aproximadamente 170.700 Km/h ou 47,42 Km/s devido a agdo gravitacional. Durante os dois
primeiros minutos da entrada, a temperatura do ambiente préximo a sonda era de duas vezes
mais quente do que a da superficie do Sol sendo produzido uma temperatura de
aproximadamente 14.300 K. Estes dados foram registrados por sensores alocados entre o escudo
protetor e a estrutura.

Um dado relevante é que a massa total da sonda, Figura 1.8, inicialmente era de 335 Kg
e somente a prote¢do térmica apresentava uma massa de 152 Kg, ou seja, aproximadamente
metade da massa total era material de protegdo. Isto significa que a carga util que se pode
transportar esta grandemente restrita.

Em situagdes espaciais, a andlise do aquecimento cinético se torna ainda mais critica
visto que o aumento da prote¢do térmica representa a diminui¢do direta da capacidade de
transporte de carga 1til e/ou aumento de combustivel embarcado para coloca-lo em 6rbita, Hatori
(1999).

Para demonstrar o aquecimento cinético causado na reentrada atmosférica temos na
Figura 1.9 um veiculo recuperavel intacto, antes de ser colocado em 6rbita. Ja a Figura 1.10
exibe um escudo térmico ablativo carbonizado de um veiculo recuperével, utilizado na missdo
CORONA do programa da agéncia espacial norte-americana NASA (National Aeronautics and
Space Administration), apos a reentrada na atmosfera da Terra, na década de 60, onde se pode

observar a degradag¢io térmica causada pelo aquecimento aerodindmico. Esta missdo colocou em
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orbita satélites fotograficos de vigilancia Norte-Americanos. Estes satélites foram projetados

para avaliar a produgdo de bombas de longo alcance e misseis balisticos pela antiga Unido
Soviética e onde estavam sendo produzidas. Estes satélites retornavam a Terra para avaliagdo das

imagens feitas.

Galileo Probe Heat Shield Ablation:
The Most Difficult Atmospheric Entry in the Solar System

BEFORE ENTRY AFTER ENTRY

1.26
meters

152 kilograms 70 kilograms

Total initial mass of Probe: B Ablated material
335 kilograms Ablation temperature =3900 C

Figura 1.8 — Desenho esquemitico do processo de ablagdo observado na Sonda Galileo (Fonte — NASA)

(http://spaceprojects.arc.nasa.gov/Space_Projects/galileo_probe/htmls/Heat_Shield).

Figura 1.9 — Veiculo recuperavel intacto com protegdo térmica ablativa (Fonte — NASA)

(www.1903t02003.gov/essay/Evolution_of Technology/reentry/Tech19G5).
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Dentro do que foi apresentado, no tocante ao efeito da hipertemperatura ocorrida na
reentrada, o presente trabalho tem por objetivo principal formular e resolver problemas
bidimensionais transientes de mudanga de fase com perda de massa, que é um esquema
simplificado do processo de ablagdo. Onde o processo pode ser modelado pela equagdo de
difusdo aplicada a uma geometria bidimensional cartesiana com fluxos de calor prescritos no

contorno. Equagdo esta que modela o processo de mudanga de fase com movimento de fronteira,

que fisicamente pode representar um problema de ablag@o simplificado. Pela aplicagdo de uma

técnica matematica, a Técnica da Transformada Integral Generalizada (TTIG), torna-se possivel

obtermos a solugio deste problema, ou seja, determinar a espessura e a velocidade ablativas.

Figura 1.10 — Escudo térmico ablativo carbonizado apés a reentrada na atmosfera (Fonte — NASA)

(www.1903t02003.gov/essay/Evolution of Technology/reentry/Tech19GS8).
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CAPITULO 2

PRrocESso DE ABLACAO

2.1 CLASSIFICACAO DOS SISTEMAS DE PROTECAO TERMICA

Durante a reentrada atmosférica uma parte da energia total do veiculo, que é convertida
pelo aquecimento aerodinamico, € dissipada ou transferida para o meio ao seu redor por dois
mecanismos de transferéncia de calor, convecgdo e radiagdo, Krischke; Lorenzini & Sabath
(1995). Valores tipicos para cargas de calor incidente na reentrada estéo entre 1.3 a 4.0 MW/m?.
Essas cargas de calor requerem uma protegdo especial que consiste de um escudo de calor e uma
isolagdo térmica.

E conveniente classificar os diferentes tipos de sistemas de prote¢do térmica externos
como absorvitivo ou radiativo, que dependem do método primdrio utilizado para dissipar a
energia incidente, Sherman (1968). Os sistemas absorvitivos s@o subdivididos como sumidouro
de calor, resfriamento por filme ou transpiragéo, ablativo e convectivo.

Atualmente existem quatro tipos de tecnologias mais utilizadas como TPS para
reentrada atmosférica sendo: a protecdo térmica ablativa, a re-radiativa, o sistema ativo e o
método de pogo de calor, Loures da Costa & Moraes (2000).

Materiais ablativos sdo os mais utilizados como sistemas de protegdo térmica. Isso € por
causa de seu desempenho satisfatério, relativa simplicidade e baixo custo, Sherman (1968).
Diversas pesquisas estdo atualmente sendo conduzidas para ganhar entendimento adicional dos

mecanismos de ablag@o e para moldar materiais para aplicagdes especificas.

2.2 ABLACAO

Ablag¢do é um termo geoldgico de pelo menos 120 anos atras. Este termo € derivado do
Latin “au ferre” que significa remover ou transportar para fora, Schmidt (1971). Louis Agassiz,

um ilustre naturalista, foi o primeiro a utilizar o termo para descrever o processo combinado de
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como ocorre o desgaste de uma geleira. O processo dominante foi atribuido aos efeitos térmicos.

O termo ablagdo denota a perda de matéria da superficie exposta a a¢do de uma corrente
de gas quente a alta velocidade. Essa perda de massa em materiais ablativos pode ocorrer através
de diversos mecanismos tais como: fusdo, vaporizagio, pir6lise, combustdo e erosdo mecanica,
podendo todos estar presentes ou apenas um, que dependerd do tipo de material as condigdes
impostas pelo meio.

Os primeiros materiais conhecidos, que sofreram o processo ablativo, foram os
meteoritos. Estes corpos sdo objetos de grande curiosidade, pois quando estes corpos entram na
atmosfera da Terra vindo do espago, sofrem grande degradagdo térmica e até mesmo se
desintegram completamente. Eles tém demonstrado a utilidade do processo de ablagdo para
prote¢do térmica de objetos atmosféricos hipersdnicos.

A compressdo do processo de ablagdo de um dado material em um dado ambiente é
necessaria para o entendimento das razdes que levam o material a comportar-se de uma
determinada forma e para a selegdo e otimizagdo do material, para se obter melhoramentos no
seu desempenho. Portanto, teorias ablativas sdo necessarias de modo a se obter uma
compreensdo basica do processo em si, identificando as propriedades fisicas e quimicas
importantes e a influéncia das varidveis dos materiais e do ambiente, prevendo o desempenho

dos materiais e orientando futuras pesquisas.

2.3 TEORIAS SOBRE ABLACAO

Do ponto de vista termofisico, ablagdo é um processo de transferéncia de calor e massa
ordenados, em que uma grande quantidade de energia térmica € desprendida pela perda de
material da regido superficial. Essa perda de massa em materiais ablativos pode ocorrer através
de diversos mecanismos.

Para fins de engenharia, ablagdo pode ser definida como um processo complexo de
dissipagdo de energia pelo qual os materiais sofrem degradag@o térmica, mecénica e quimica,
combinada com uma remog¢do simultdnea de material da superficie durante a interagio deste com
o ambiente em elevada temperatura, resultando na prote¢do térmica do substrato.

O termo “regressdo da superficie”, Thimoteo (1986), ¢ um termo adotado para descrever
os varios modos de perda de material da superficie, que incluem reagdes quimicas da superficie

(oxidagdo dos residuos carbonaceos); erosdo devido as forgas de cisalhamento e pressdo agindo
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sobre a camada de residuo; falha estrutural do residuo em conseqiiéncia das tensdes térmicas e
erosao mecdnica resultantes da pressdo que se desenvolve dentro da zona de decomposigdo e
combinagdo dos fendmenos quimico e mecanico agindo sobre a superficie exposta.

Segundo Vojvodich (1971), o processo de ablagdo pode ser descrito em um sentido
amplo como a remogdo de material da superficie para proteger estruturas sujeitas a altas taxas de
transferéncia de calor. Duas aproximagdes para o estudo do processo de ablagdo tém evoluido
nos ultimos anos através de extensivas pesquisas: uma € a utilizagdo de programas
computacionais que fornecem solugdes numéricas para as complexas equagdes diferenciais
acopladas que descrevem o processo. A segunda € conduzir experimentos em laboratério para
caracterizar empiricamente os mecanismos de ablagdo individualmente e suas interagdes com o
meio exterior.

Devido a complexidade do problema, que envolve vérias éareas, tais como: quimica,
fisica, termodindmica, mecéanica dos fluidos e dos sdlidos, nenhuma das aproximagdes €
suficiente para uma correta avaliagdo do problema. Na realidade, uma combinagé@o dos estudos
experimentais e analiticos € necessaria para possibilitar o entendimento da fisica da ablagdo e,
assim, construir uma base racional que possibilite o desenvolvimento de novos materiais.

Adams (1959) classifica a ablagdo segundo trés aspectos: ablagdo de fusdo, ablagdo de
sublimagdo e a combinagdo de fusdo e sublimagdo. A ablagdo de fusdo ocorre em materiais que
se fundem e escoam sem que ocorra evaporagdo. A ablagdo de sublimagéo representa o outro
extremo da mudanga de fase e a auséncia de liquido escoando simplifica a modelagem do
problema, diferindo da fusdo onde a interagdo entre o material em ablagdo e o gés da camada
limite ¢ muito importante. A transferéncia de calor ja ndo ¢ independente da ablagdo, uma vez
que o vapor injetado leva a redugdo no aquecimento pelo fendmeno da transpiragdo, Gross,
Masson e Grazley (1958). Na combinagdo de fusdo e sublimagdo atengdo tem sido dada a
combinagio de vidro e plastico e vidros de alta viscosidade. Os materiais vitreos tém atrativos
por causa de sua alta viscosidade, baixa condutividade térmica, alto calor de sublimagdo e boa
resisténcia a tensdo térmica.

Steg (1960) estudou o fendmeno ablativo em aplicagdes relacionadas a reentrada de
satélites, na atmosfera terrestre. Quatro categorias de materiais sdo discutidas, tais como:
materiais que se gaseificam, mas ndo se liquefazem; materiais que reagem em sua superficie com

o ar dissociado; materiais que se fundem e se vaporizam; e finalmente, materiais que se

gaseificam parcialmente sendo o restante removido pela combustdo superficial.

Uma revisdo de trabalhos em ablagio hipersonica foi realizada por Steg & Lew (1962),
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onde os materiais de interesse podem ser agrupados como:

plasticos que despolimerizam mas néo se liquefazem (Teflon);
materiais que sublimam e reagem com os constituintes do ar dissociado (grafite);
materiais que inicialmente fundem e entdo vaporizam (vidro);

materiais compostos que sofrem pirdlise e carbonizam (Nylon fendlico).

Dimitrienko (1997) cita a existéncia de diferenga de terminologia adotada nos trabalhos
cientificos sobre os materiais ablativos. Para ele o processo de diminuigdo (perda) irreversivel de
massa do material devido a ag¢dio de fluxos de calor e carregamentos termomecanicos do
escoamento de um fluido € usualmente chamado de processo de ablagdo do material. O processo
de ablag¢do, quando a densidade do material muda e o volume permanece constante, ¢ chamado
de processo de ablagdo volumétrica ou pirdlise. J4 quando o volume do material muda e a
densidade permanece constante, ¢ chamado de ablagdo superficial. O processo de ablagdo é

chamado combinado se ocorrer decréscimo irreversivel de densidade e volume simultaneamente.

2.4 DESCRICAO DO FENOMENO ABLATIVO

O processo de ablagdo € iniciado pela interagdo do material com o ambiente € o
principal efeito é a remo¢do de material da superficie. Essa perda de massa durante a ablagéo
ocorre através de varios mecanismos complexos que podem estar relacionados com a natureza
térmica, termoquimica e termomecanica do meio (Schmidt, 1968; Strauss, 1978). A quantidade
relativa de material removida por mecanismo depende muito da composi¢gdo do material e das
condigdes na superficie. O material sofre uma degradagdo complexa que depende da distribuigédo
da temperatura interna, das propriedades dos materiais, da presenca e velocidade de reagdes
térmicas competitivas, da velocidade de difusdo dos produtos. O grau de decomposi¢do sofrido
pelo material dependerd da velocidade de aquecimento e do tempo de exposi¢do ao fluxo de
calor. Sob essas condig¢des € muito dificil indicar um mecanismo preciso para cobrir as diversas
reagdes possiveis.

O calor incidente do ambiente é absorvido, bloqueado, dissipado e transformado por
inimeros mecanismos. Esses mecanismos sdo ilustrados na Figura 2.1 para um composto de

resina fendlica refor¢ada com fibra de vidro e envolvem:
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condugdo de calor para o substrato do material e armazenagem pela sua capacidade
calorifica efetiva;

mudanca de fase do material tais como: fuséo, vaporizagdo e sublimagéo;

absorgdo de calor pelos gases no substrato quando eles se infiltram no residuo em dirego
a superficie;

convecgdo de calor na camada liquida;

transpiragdo de gases da superficie ablatada na camada limite com conseqiiente absor¢io
de calor;

radiagdo da superficie;

reagdes quimicas endotérmicas e exotérmicas.

VIDRO FUNDIDO
RESIDUO CARBONACEO

VOLATILIZAGAO DA RESINA

RESIDUO CARBONACEO
POROSO NASCENTE

MATERIAL VIRGEM

CONVECGAD
RADIAGAO
COMBUSTAO
FASE GASOSA

COMBUSTAO NA
SUPERFICIE

RERADIAGAO

RESFRIAMENTO POR
TRANSPIRAGAO

REAGOES QuimicAs
MUDANGAS FISICAS

Figura 2.1 — Dissipagdo de energia de um composto de vidro fenélico ablatado.

Tais processos que absorvem energia tomam lugar automaticamente, controlando a
temperatura da superficie e restringindo grandemente o fluxo de calor incidente.

Um processo de ablagdo fisica de um material composto, mais geral, que envolve
transferéncia de massa, momentum e energia simultaneamente é ilustrado na Figura 2.2, Diniz

(1996). O polimero virgem ¢ inicialmente degradado pela a¢do de aquecimento imposto para

produzir uma camada carbonizada de carbonatos através do qual os produtos de degradag@o

gasosos sdo infiltrados e conduzidos pelo gradiente de pressdo para a superficie. O sistema

idealizado pode entdo ser caracterizado por trés zonas distintas: uma carbonizada, uma camada
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de degradagdo e o material virgem, cada qual com propriedades termofisicas e mecénicas
distintas. A fungdo primaria do material ablativo é limitar a transferéncia de calor através dessas
zonas € assim restringir o aumento de temperatura associada da estrutura priméria do veiculo.

O processo de ablagdo envolve uma evaporagédo fisica ou “pir6lise”, Kreith (1973), na
superficie de um material exposto a um gas em elevadas temperaturas. O aquecimento, atribuido
ao atrito, eleva a temperatura do material s6lido, para seu ponto de fusdo ou sublimagéo e, a
ablagdo que aparece na superficie produz uma camada liquida ou gasosa que € transportada, por
convec¢do, da interface para a camada limite. Sob as condigGes de reentrada na atmosfera o
material em abla¢do usualmente € vaporizado, se mistura e € aspergido no meio do gés da

camada limite.

_SUPERFICIE_ 5! ESTRUTURA
! ZONA DE DEGRADACAO

_IMPOSTA

< | rabragao
N b
/ IRRADIACAO

H
BLOGQUEID

|

PIROLISE
GASES

SUPERFICIE

REMOVIVEL' R

|
|
I
I
| CONDUCAO
|
|
|
|
|

ONDA DE | CARVAD

CHOGQUE
MATERIAL
VIRGEM

TRANSFERENCIA TRANSFERENCIA
C“'_'—_""""'D DE CALOR ("\f\w) DE MASSA
Figura 2.2 — Representagdo fisica do processo de ablagdo envolvendo fusdo do material ablativo.

A mudanga de fase do material em ablagdo aumenta a espessura da camada limite, com
este aumento ocorre uma redugdo do gradiente de temperatura no gas, entre a superficie em
ablagdo e a aresta da camada limite. Com isto, a transmissdo de calor por convecgdo para a
superficie em processo de ablagdo é reduzida. O efeito combinado da redugédo do fluxo de calor
convectivo e a absorgdo de calor por evaporagdo podem provocar uma absorgdo de calor efetiva
deste material.

Os sistemas de prote¢do térmica operando em ambientes de severo aquecimento
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aerodindmico estdo freqiientemente sujeitos a ataques de particulas, na forma sélida ou na forma
de goticulas de liquido, ou ambas, que sdo carregadas pela corrente de gas quente, Zien (2002).
As particulas e goticulas transportam grandes energias térmica e cinética e seus efeitos no
processo de ablag@o ndo podem ser ignorados.

Devido a sua complexidade o processo de ablagdo pode ser definido considerando-se
varios aspectos. Uma proposta conveniente para a defini¢do de ablagdo € a remogdo da massa
(matéria) causada pelos processos mecénicos e termoquimicos. Dentro deste contexto distingui-
se a ablagdo dimensional, que ¢ caracterizada pela remogdo parcial da superficie, e a ablagdo
total, em que ha perda total de massa.

Com respeito ao dimensionamento da camada de prote¢do térmica ablativa, um célculo
mais preciso € necessario. Para isto, um modelo mais realistico e o conhecimento das cargas
térmicas envolvidas se tornam indispensaveis. A analise térmica constitui a fase fundamental no

projeto e desenvolvimento de sistemas aeroespaciais, Hatori (1999).

2.5 APLICACOES DOS MATERIAIS ABLATIVOS

Diante do que foi apresentado, pode-se observar que os materiais ablativos estdo
adquirindo importancia na prote¢do de superficies aerodindmicas contra os severos efeitos das
temperaturas e taxas de aquecimento incidentes muito elevadas, Vaia; Price; Ruth; Nguyen &
Lichtenhan (1999). Isto se deve ao fato de que para um retorno seguro de um veiculo espacial,
tripulado ou ndo, ou de um satélite ha necessidade de se fornecer um sistema de protegédo
adequado. Um ponto importante a ser destacado é que existem regides de maior e de menor
aquecimento. Conseqiientemente, ha necessidade de se obter materiais que possam atender estas
exigéncias, Figura 2.3.

Uma outra aplicagdo tem sido a utilizagdo em estruturas de propulsdo de foguetes (Vaia
et al., 1999; Thimoteo, 1986; Schmidt, 1971). Durante a queima de combustivel (propelente
sélido) do motor de um foguete, a isolagdo interna posicionada entre a carcaga e o propelente
estd sujeito a temperaturas que podem exceder 2.273 K e pressdes de 6,9 MPa ou maiores, Vaia
et al. (1999). Além disso, a isolagdo experimenta uma variedade de tensdes de operagdo e uma
atmosfera quimicamente oxidante com velocidades dos gases e particulas que podem variar de
Mach 0,01 a 10 ou mais. O sucesso de uma missdo pode ser comprometido devido a estes
ambientes severos que podem ocasionar falha no sistema de propulséo.

Nos sistemas de propulsdo que utilizam propelente liquido raramente se empregam
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materiais ablativos, isto por causa da freqiiente necessidade de se realizar testes com estes
materiais no ambiente de trabalho. Uma vez que ablatores presentes sdo geralmente ndo
reusaveis bem como as altas taxas de perda de material devido a longa duragdo da queima e as
altas taxas de escoamento de massa combinadas, Schmidt (1971). J4 para motores de propulsio
solida os materiais ablativos tém conseguido ganhos mais expressivos. Os motores de foguetes a
propelente sélido sdo operados sem resfriamento porque a utilizagdo de circuitos para esse fim
aumentaria a complexidade do sistema pela adi¢do de bombas, motores, valvulas e o liquido de
resfriamento, Thimoteo (1986). Dai a necessidade de se utilizar um sistema de protegdo térmica

em sistemas de propulsdo sdlida.

AMES DEVELOPED
THERMAL PROTECTION MATERIALS

Figura 2.3 — Localizagdo dos diferentes tipos de materiais de proteg#o térmica num veiculo espacial. (Fonte:

NASA/Ames Research Center)

Os materiais ablativos também tém sido empregados como protegdo térmica, para

ambas as superficies interna e externa, de sistema de propulsdo de misseis da U.S. Navy

(Marinha dos Estados Unidos), Koubec (1971). Os propelentes s6lidos sdo usualmente preferidos

devido ao risco associado com o manuseio do propelente liquido em porta-avides. Sélidos,
contudo, tem o inconveniente de que eles ndo apresentam um liquido refrigerante para as paredes
da cadmara de combustido. Devido a esses problemas e também o aquecimento aerodindmico,
devido ao atrito, ha necessidade de se proteger este sistema para se evitar falhas que possam

causar desastres.
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CAPITULO 3

Prorosta

O presente trabalho tem como proposta o estudo da protegdo térmica ablativa em
solidos que pode ser modelada pela equagdo de difusdo bidimensional. Este estudo envolve
desenvolvimento hibrido analitico/numérico da equagdo de difusdo. A equagdo de difusdo,
equagdo diferencial parcial, que modela o problema sera transformada num sistema de equagdes
diferenciais ordinarias acoplada a equagdo de restrigdo no contorno. Pelas matrizes obtidas na
solugdo analitica obteve-se uma solugdo numérica deste sistema através da implementagdo
computacional em Linguagem FORTRAN. Na andlise analitica foi utilizada a TTIG no qual
objetivamos transformar o sistema de equagdes diferenciais parciais em um sistema de equagdes

diferenciais ordinarias.

3.1 MODELAGEM DO PROBLEMA DE ABLACAO BIDIMENSIONAL

Considere um corpo rombudo (revolugéo) com prote¢do térmica ablativa movendo-se
com uma velocidade hipersonica numa trajetéria de reentrada na atmosfera terrestre. Como
comentado anteriormente, este corpo sofrerda um aquecimento devido a conversdo de energia
cinética em energia térmica (calor). Desde que este corpo esteja protegido termicamente a
degradagdo ocorrera somente no escudo térmico.

A geometria considerada é apresentada na Figura 3.1. Na modelagem deste problema ¢
considerado uma simplificagdo do problema onde o processo de ablagdo ¢ abordado apenas
como um fendmeno de mudanga de fase com movimento de fronteira e perda de massa. A
anélise € feita na regido proxima ao ponto de estagnagdo de um corpo rombudo. Nessa regido, o
problema pode ser simplificado, diante da espessura da proteg¢do térmica ser pequena e o raio de
curvatura do corpo ser muito grande, na regido proxima do ponto de estagnagdo. Devido a essa
simplificagdo € considerada uma transferéncia de calor bidimensional num prisma retangular,

Figura 3.1.
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Figura 3.1 — Esquema do fendmeno ablativo aplicado na regido do ponto de estagnag¢do de um corpo rombudo.

O modelo em questdo apresenta a forma de um prisma retangular no qual o
comprimento longitudinal é muito grande comparado com as outras dimensdes e, portanto 0s
efeitos da transferéncia de calor nessa diregdo podem ser negligenciados. O modelo esta sujeito a
um aquecimento em uma das faces, com perda de calor em outra e isolado nas demais, Figura

3.2. Inicialmente o prisma se encontra a uma temperatura uniforme 7,.
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Figura 3.2 — Descrig#o do periodo pré-ablativo do problema de ablagéo bidimensional.

Os fluxos de calor aplicados na fronteira séo variantes no tempo, ou seja, trata-se de um
problema transiente. Para um melhor entendimento da transferéncia de calor transiente em
solidos com protegdo térmica ablativa, o processo pode ser dividido em duas fases sendo, um
periodo chamado de pré-ablativo, em que a temperatura da superficie aquecida estd abaixo da
temperatura de fusdo ou sublimag¢do do material e, portanto ndo ocorre mudanga de fase do
mesmo, Figura 3.2. E o outro chamado de ablativo, em que a temperatura da superficie atingiu a
temperatura de fusdo ou sublimagdo do material que ocasiona a mudanga de fase do material

ablativo que € sacrificado, Figura 3.3. O instante em que a temperatura da fronteira atinge a
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temperatura de fusdo ou sublimagdo é chamado de ¢,,, tempo de inicio da ablagdo.

ol 1 il B

ST

Figura 3.3 — Esquema do periodo ablativo do problema de ablagdo bidimensional.

Nas Figuras 3.2 e 3.3 tem-se que:

g, € g, sdo os fluxos de calor dimensionais absorvido e perdido, respectivamente.
L, e L, sdo as dimensdes do modelo nas diregdes x e y, respectivamente.

£(r) representa o material ablatado.

S(y,7) representa a posi¢do fronteira em ablagdo.

Para 0 modelamento do problema foi utilizado o esquema de Stefan, descrito por Lacaze
(1967) e Gupta & Kumar (1981), que supde que o material ndo se decompde abaixo de uma
temperatura de ablagdo. A condutividade térmica e o calor especifico foram considerados
constantes. Na temperatura de ablagdo havera perda ou aniquilagdo da matéria, este processo de
mudanga de fase absorve um calor ablativo implicito.

Processos difusivos com mudanga de fase dos materiais ocorrem em muitos problemas
cientificos e de engenharia. Eles sdo conhecidos como problemas de Stefan ou problemas de
fronteiras livres (moéveis), Tao (1978). Por causa da presenga de uma fronteira moével entre duas
fases, o problema € ndo linear. Varios métodos matematicos e técnicas tém sido usados para

estudar os problemas de fronteira livre.

Segundo Tao (1978), os problemas de fronteiras livres tem sido estudados desde o
século XIX por Lamé e Clapeyron em 1831, Neumann em 1860 e Stefan em 1889. Alguns
exemplos deste tipo de problemas podem ser enumerados, entre eles: a fusdo ou o congelamento
de uma combinagdo de gelo e agua, a cristalizagdo de uma liga metélica binaria e os problemas

de ablagdo ou dissolugdo de uma bolha de gas em um liquido.
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CAPITULO 4

MEtopos pE soLucio

A partir dos anos 60, com a crescente disponibilidade de computadores mais potentes,
solugdes aproximadas de sistemas de equagdes diferenciais ordinarias puderam ser obtidas.
Desde entdo grandes esforgos estdo focados no desenvolvimento de solugGes numéricas para esta
classe de problemas, Cotta (1993).

Em vista disso, métodos analiticos foram, durante anos, preferidos em relagdo aos
métodos numéricos de solug@o. Se por um lado, solugdes numéricas podem ser obtidas mais
rapidamente, por outro lado, as solu¢des analiticas sdo mais exatas.

Solugdes de problemas envolvendo transferéncia de calor em sélidos com protegao
térmica ablativa sdo apresentados na literatura através de diversos métodos e técnicas tais como:
Método de Diferengas Finitas (MDF), Método de Elementos Finitos (MEF), Método Integral do
Balango de Calor (MIBC), entre outros (Chung & Hsiao, 1985; Zien, 1978; Chung, Chang,
Hsiao, Chang, 1983). Todas as solugdes consideram uma simplificagdo onde o processo ablativo
¢ considerado um processo de mudanga de fase. As Figuras 4.1 a 4.4 exibem uma comparagdo
dos resultados obtidos por Chung & Hsiao (1985), para o problema de ablagdo unidimensional
com diferentes fluxos de calor no contorno. Uma comparag@o do tempo de inicio da ablagdo €
exibida na Tabela 4.1.

No caso da ablago, dentre estes varios métodos uma técnica que vem sendo utilizada ¢
a abordagem entalpica, que evita o problema da ndo linearidade introduzida no problema pelo
movimento da fronteira em ablagdo, Leite (1999).

O problema de fronteira movel cléssico esté interessado com a fusdo ou congelamento
de um material semi-infinito, inicialmente em temperatura constante e existindo o contato com
uma temperatura diferente na sua superficie, onde uma mudanga de fase toma lugar
imediatamente, Tao (1984). A solugdo deste tipo de problemas tem sido objeto de investigagdo
por muitos pesquisadores.

O problema de ablagdo por aquecimento de atrito em um sélido semi-infinito foi
estudado por Tao (1984). Este estudo incluiu todos os movimentos convectivos causados pela

diferen¢a de densidade das varias fases do material.
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Figura 4.1 — Comparagéo da espessura e da velocidade ablativas de vérios métodos para Q = 2, Chung & Hsiao

(1985).
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Figura 4.2 — Comparagéo da espessura e da velocidade ablativas de varios métodos para Q =107, Chung & Hsiao

(1985).
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Figura 4.3 — Comparagio da espessura e da velocidade ablativas de varios métodos para Q =107?, Chung & Hsiao

(1985).
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Figura 4.4 — Comparagdo da espessura e da velocidade ablativas de varios métodos para Q = 0,1.e”’, Chung &

Hsiao (1985).
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Tabela 4.1 — Comparagdo do tempo de inicio do periodo ablativo para varios métodos, Chung & Hsiao (1985).

|
| T

| Finite Difference Method 0195 | 026 [ 0487 [ 650

| 0 - Moment Integral Method 020 [ 026 [ 0485 [ 660

| Heat Balance Integral Method 0.211 026 | 0.486 6.05

Chung & Hsiao (1985) estudaram a transferéncia de calor com ablagdo em placa finita
sujeita a fluxos de calor variando com o tempo. Foram empregadas trés aproximagdes diferentes
a saber: método integral do balanco de calor, método integral do momento-8 e método de
diferengas finitas implicito. Os fluxos de calor transientes considerados foram constante,
exponencial e polinomial.

Chung et al. (1983) consideram a condugdo unidimensional num sélido semi-infinito
envolvendo ablagdo. Sdo consideradas trés condigdes de contorno de fluxo de calor diferentes.
Para solugdo do problema os autores utilizaram o método integral do balango de calor e o
método integral do momento-8.

Um estudo do problema de fronteiras moveis foi realizado por Tao (1978), no qual é
considerado um corpo semi-infinito com uma condi¢do inicial ¢ uma condigdo de contorno
prescritas numa face, no qual é estabelecida uma solugdo analiticamente exata do problema, que
¢ expressa em termos do tempo e de varidveis similares.

Baseado no modelo idealizado por Landau (1950), Zien (1978) apresentou uma solugdo
integral para o problema de ablagdo transiente unidimensional, sujeito a um fluxo de calor
dependente do tempo. Naquele trabalho, o método integral do balango de calor ¢ empregado para
fornecer solugdes aproximadas para o problema. Os fluxos de calor sdo fung¢des potencial e
exponencial por se acreditar que estes simulam mais realisticamente o fendmeno ablativo no
ambiente de reentrada atmosférica que o modelo de fluxo de calor constante.

Vallerani (1974) aplicou a técnica integral para obter solugdo de problemas de ablagdo
simples envolvendo sélidos semi-infinitos sujeitos a um fluxo de calor transiente. A equagdo que
governa o problema ¢ simplificada pela adimensionalizagdo das varidveis com relagdo aos

valores obtidos da ablagdo e por introduzir valores assintéticos obtidos para tempos
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suficientemente longos.

Sunderland & Grosh (1961) realizaram estudos sobre a distribui¢do de temperatura em
regime transiente, em sélidos submetidos a um processo de mudanga de fase. Um método de
andlise ¢ proposto para determinar a distribui¢do de temperatura em um sélido homogéneo semi-
infinito. Inicialmente a temperatura ¢ constante e o s6lido é submetido a um processo convectivo
de aquecimento subito, conduzindo-o a uma mudanga de fase. O método consiste no calculo da
temperatura antes, durante e depois do processo de mudanga de fase.

Goodman (1958) apresenta um método de solugdo que permite avaliar, para problemas
de aquecimento com mudanga de fase, a posi¢do da linha de fusdo, utilizando o método integral

do balango de calor. Expressdes analiticas foram deduzidas para cinco condigdes:

a) temperatura da fronteira esté fixada;

b) fluxo de calor na fronteira é dado;

c) fluxo de calor é gerado aerodinamicamente ou pela radiagio;

d) fluxo de calor na fronteira é dado e o fundido é completamente removido;

e) fluxo de calor na fronteira € dado, e no instante ¢, o fundido comega a vaporizar.

Neumann e Stefan obtiveram solugdes similares para problemas de fronteiras moveis,
(Tao, 1978; Tao, 1984). As equagdes diferenciais parciais do problema sdo reduzidas a equagdes
diferenciais ordinarias através de varidveis de similaridade. Mas esta redugéo € possivel apenas
em situagdes especiais. Por isso muitas técnicas matematicas diferentes e métodos de
aproximagao tém sido concebidos e aplicados para encontrar a solug@o destes problemas.

Dentro deste contexto, técnicas de solugdes hibridas analiticas-numéricas tém sido
desenvolvidas e utilizadas em problemas de difusdo-convecgdo de calor € massa. Dentre estas
técnicas destacam-se a Técnica da Transformada Integral Cléassica (TTIC) e a Técnica da

Transformada Integral Generalizada (TTIG).

4.1 TECNICA DA TRANSFORMADA INTEGRAL CLASSICA (TTIC)

A TTIC consiste em adotar um problema auxiliar de autovalor apropriado,
transformando a equag¢do diferencial parcial original em um sistema desacoplado de equagdes

diferenciais ordinarias. Esta técnica constitui um procedimento direto e sistematico para a
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obtengdo de solugdes exatas, mas € limitada para certas classes transforméveis de problemas que
envolvem problemas auxiliares ndo complicados.

A solugdo exata de problemas de difusdo linear pela TTIC foi relatada por Mikhailov &
Ozisik (1984), onde os autores apresentam sete classes diferentes de problemas de difusdo de
calor e massa com vdrias aplicagdes praticas.

Pode-se encontrar a solugdo de um problema particular pela aplicagdo da TTIC

seguindo-se 0s seguintes passos:

homogeneizar as equag¢des representativas das fronteiras utilizando, se necessario,
mudangas de diregdo dos eixos de coordenadas;

adotar um problema auxiliar de autovalor compativel ao problema original, obtendo-se os
autovalores e as autofungdes;

dentro das propriedades de ortogonalidade, obter o par transformada integral e inversa
apropriado;

fazer a transformagdo integral da equag@o diferencial parcial original e suas condi¢des de
contorno;

resolver o sistema resultante da equagdo diferencial ordinéria desacoplado;

utilizar a formula de inversdo estabelecida para construir o potencial completo desejado.

Essa aproximag@o classica falha quando um problema de autovalor apropriado, que
produz um sistema desacoplado de equagdes diferenciais ordindrias, ndo pode ser obtido. Da
mesma forma, uma solugdo exata formal pode ser de utilidade limitada quando o problema de

autovalor € suficientemente complexo do ponto de vista computacional.

4.2 TECNICA DA TRANSFORMDA INTEGRAL GENERALIZADA (TTIG)

Desde o trabalho pioneiro de Ozisik & Murray (1974), referindo-se a coeficientes da
condigio de contorno varidvel, diversas idéias tem avangado na direcdo de estender o
procedimento da transformag@o integral para problemas mais complexos.

A partir do trabalho de Mikhailov & Ozisik (1984) varias idéias tem conduzido para
uma extenséo da técnica classica, que é a TTIG, aplicavel a uma classe mais geral de problemas.

Por esta técnica escolhe-se um problema auxiliar de autovalor e desenvolve-se um par de

|
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transformada integral apropriado. A equagdo diferencial parcial original ¢ transformada em um
sistema infinito de equagdes diferenciais ordindrias acopladas. Assim a TTIG pode ser aplicada a

problemas das seguintes categorias:

problemas com coeficientes da equagdo variavel;

problemas com coeficientes da condi¢do de contorno variavel,
problemas com contorno variavel;

problemas que envolvem dificuldades na solug@o do problema auxiliar;

problemas nio lineares.

Diante destas situagdes os passos basicos para a aplicagéo da TTIG sio:

escolher um problema auxiliar adaptavel que estabelega uma relagio trativel com a
equagdo original, evitando problemas computacionais;

desenvolver um par transformada integral apropriado;

aplicar a transformagéo integral da equagéo diferencial parcial original que resulte em um
sistema infinito de equagdes diferenciais ordinarias acoplado;

truncar o sistema infinito em uma ordem suficientemente grande, resolvendo-o através de
procedimentos numéricos padrao;

para a constru¢do do potencial desejado utilize a formula de inversdo.

A TTIG vem sendo utilizado para obter solugdes exatas envolvendo problemas de
difusdo podendo citar (Cotta & Ozisik, 1987; Aparecido, Cotta & Ozisik, 1989; Diniz, Campos-
Silva & Zaparoli, 1991; Diniz & Aparecido, 1990; Diniz, Maia & Zaparoli, 1996).

Cotta (1989) apresenta os procedimentos da transformada integral aplicada a problemas

de difusdo. A partir de consideragdes de um sistema basico, o autor utilizou a aproximagdo

generalizada descrevendo a metodologia empregada. A solugdo numérica completa é obtida
resolvendo-se o sistema de equagdes diferenciais ordindrias acopladas.

Diniz (1996) aplicou a TTIG para obter a solugdo de problemas de difusdo
unidimensional para trés geometrias diferentes. S@o mostrados os passos utilizados para
aplicagdo da TTIG no qual sdo obtidas as grandezas de interesse tais como: espessura €
velocidade ablativas e distribui¢do de temperatura.

O estudo de problemas envolvendo ablagdo com transferéncia de calor bidimensional
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foi realizado por Hsiao & Chung (1984), no qual os autores utilizaram o método integral do
balango de calor modificado. Os dados obtidos foram comparados com uma solugdo pelo método
de diferengas finitas, com boa concordancia dos resultados.

A presente pesquisa estd baseada no trabalho de Hsiao & Chung (1984). Os autores

obtiveram a posi¢do da fronteira ablativa para diferentes condi¢gdes de contorno e também a

perda de material total.
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CAPITULO 5

M obELo UNIDIMENSIONAL

Para se analisar a fisica do processo de ablagdo, considere um modelo simplificado, no
qual se tem uma transferéncia de calor na regido do ponto de estagnagdo de um corpo rombudo
(revolugdo), como ilustrado na Figura 5.1. Esse processo pode ser aproximado a uma
transferéncia de calor unidimensional numa placa plana. Essa aproximagao estd baseada no fato
de que a razdo entre a espessura do material ablativo e o raio de curvatura do corpo rombudo ser

pequena.

isolagdo

&=y

AR

Figura 5.1 — Esquema simplificado do processo de ablagdo unidimensional na regido do ponto de estagnag3o.

A placa esté sujeita a um fluxo de calor transiente em uma das extremidades e isolada

termicamente na outra face. Inicialmente a placa se encontra com uma temperatura uniforme 7j, .
Devido ao fluxo de calor a placa vai se aquecendo até o instante ¢, , onde a temperatura

da superficie atinge a temperatura de fusdo 7,, do material. A partir deste instante inicia-se a

fusdo do material na fronteira sujeita ao fluxo de calor. O material fundido € arrastado para o
meio ambiente pelas for¢as do escoamento aerodindmico. Este processo de transferéncia de calor
e massa pode ser modelado como um processo de ablagao.

O processo de ablagdo ¢ melhor descrito se for dividido em dois periodos: um chamado
de pré-ablativo, onde o fluxo de calor incidente ¢ conduzido internamente até que a temperatura
do material atinja a temperatura de fusdo, nesse periodo ndo ocorre perda de material; e outro

chamado de ablativo que devido o material ter atingido a temperatura de fusdo este sofre uma
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mudanga de fase (fusdo ou sublimagao).

Na Figura 5.2 € mostrado um esbogo da geometria do modelo utilizado na modelagem

do problema unidimensional.

material
ablatado

s 74")

0

Figura 5.2 — Esbogo da geometria utilizada no modelamento do problema de ablag@o unidimensional.

5.1 FORMULACAO DO PROBLEMA DE ABLACAO UNIDIMENSIONAL

O problema de ablagdo pode ser simplificado como um problema de condugdo de calor,

no qual se distingue os dois periodos ablativos. Considere a equag¢do na sua forma dimensional:

v" Periodo pré-ablativo:

T (x,t)  8’T(x,0)
=a
ot ox?

0€r<tf 0O<x<lL

com condigdes inicial e de contorno:

T(x,t)=T, t=0 O<x<L

-k it go() x=0
Ox
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v Periodo ablativo:

OT(x,t)  d*T(x,1)
=0
ot o’

t‘f <f[<

com condi¢des inicial e de contorno:

T(x,0) =T, (x,t,) =1,

oTixt)
Ox

0

Tt =T, (x,0)  x=S8()

S(t)<x<l

(5.6)

(5.7)

(5.8)

O processo de ablagdo modelado como mudanga de fase produz uma equagdo de

acoplamento da velocidade da fronteira com o gradiente de temperatura, que na sua forma

dimensional é:

_p 9T | o as(t)
dt

Ox

=q(t) x=8(7)

Define-se uma temperatura adimensional como:

(5.10)

Portanto, tem-se que as equagdes governantes do problema de ablagédo unidimensional,

na sua forma adimensional, sdo dadas como:

v' Periodo pré-ablativo:

2 3 4 5 6 7

unesp

AVA
AVAVEY
wy

E2

1.3

14

1.8

16

17

18
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0
+LO(x,7)=0 Ry

00(x,1)
or

O<x<l

em que 7, € o instante que se inicia a fusdo.

Com condi¢io inicial:

f(x,7)=0 7=0¢e O0<x<l

e com condi¢Ges de contorno:

00(x,1) _

) o]
ox

-080(x,7)

e =Q(r) ; x=0

v Periodo ablativo:

SOIGT) . oix =0
ot S(t)<x<l

ff<1'<00

com condigdo inicial:

0(x,7)=0,,(x,7) v=7, e 0<x<lI

e com condi¢des de contorno:

00(x,7) _

0, x=1 17
B X (5.17)

O(x,7)=1, x =8(7) (5.18)

em que 6,(x,7) € a distribui¢do de temperatura para o instante 7, que € determinado no periodo
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pré-ablativo. A condigdo de acoplamento na interface, resultante do balango de energia na

fronteira em ablagdo, é:

-06(x,7) Wb ds(r)
Ox dr

=Q(7); x=5(7) (5.19)

em que S(r) e v sdo respectivamente a posigdo da fronteira movel que € dependente do tempo €

o inverso do numero de Stefan.
5.2 SOLUCAO ANALITICA
Para o desenvolvimento analitico utilizou-se a TTIG, no qual se adotou um operador

L=-3()/dx* e definiu-se um problema auxiliar de autovalor apropriado. O desenvolvimento

analitico detalhado pode ser obtido no apéndice A.

Obtém-se que para o periodo pré-ablativo, a Equagdo (5.11) transformada é:

04 126,(1) = O(r)

dé,(r)
dr

com condi¢do inicial:
- 1
8,00 = [y, (x)0(x,0)dx =0 (5.21)
0

Utilizando um fluxo de calor polinomial do tipo Q(r)=a+br+cr’ tem-se que a

solugdo da Equagdo (5.20) é:

—5+ 2—iJeXP(—#,-2f)]

[}

A distribui¢do de temperatura na fase pré-ablativa € dada por:
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65,0)=0,(0)+ > L g (5.23)
i=1

i

em que 6,,(r) € o potencial médio, por se tratar de um problema em que todas as condigdes de

contorno sdo do 2° tipo correspondente ao indice i =0, Mikhailov & Ozisik (1984):

bt ef’

@ (=ar+—+—
av() 2 3

Portanto tem-se que a distribui¢do de temperatura na fase pré-ablativa é:

2 3 )
Q(X, T)= (Qf +%+%] 4 ZZCOS(JI,X)%{[G-Fb{T _%J ki
i=l

H;

2 } - {a n b 28 lexp- )
#i #J #;‘

Hi

Resolvida a fase pré-ablativa, inicia-se a solug@o da fase ablativa, que comega para o

tempo 7 >17,. A condi¢do inicial do periodo ablativo ¢ a distribui¢do de temperatura da fase pré-
ablativa para o instante 7=r,. Uma mudanga de varidvel nas Equagdes (5.15) a (5.18) se faz

necessaria para se homogeneizar as condigdes de contorno. Definindo-se:

. S(r)<n <l
6 (n,7)=0(x,7)-1 (5.26)

T>flf

em que 7=1-x e x,=S5(r) que indica a posi¢do da fronteira, como mostrado na Figura 5.2.

Portanto tem-se que a Equacgo (5.15) na nova varidvel é:
W+L9'(q,r)=0 t>1,, 0<n<n()
= .

com condi¢do inicial:
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6 (n,t,)=6(1-n,7,)-1

e com condi¢des de contorno:

6" (n,7)=0; n=n,(r)

00’ (n,7)

=0;n7=0
on ’

A equagdo de restrigdo no acoplamento, Equagéo (5.19), na nova variavel torna-se:

06" (1,7) _ , 4 ()

oy T B 0te); = i) (531)

Seguindo o mesmo procedimento adotado na fase pré-ablativa obtém-se a equagdo

transformada da fase ablativa:
40D 13 4,8, (1) + 11D (1) =0
dr =
com condigdo inicial transformada:

‘F —(-1 )‘*'[90,(,)—1]+-—(2=—1)( 1)'“2 )

i )=
I(Tf) (2i - I;(|(2 —1) 4k2

2t 2c
Lz a+b{r,—~l—2]+c[r12 - f ]exp( Hy r},)]
Hy A ' we o

0; parai=j, (Diniz,l996)
1 9my(r) (2 =i 1))
m(@) ot (P-)-(P-)

yparai # j

AVA
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A equagdo de restrigdo transformada € obtida substituindo a equagfo da transformada

inversa na equagdo de restri¢do, obtendo-se assim:

dny(r) _2
dr 2v [ 1, (7)

]3:'22(2] D@ (r)(=1y’ - Q(f) (5.34)

O sistema formado pelas Equagdes (5.32) e (5.34) pode ser resolvido para se obter a
solugdo para o problema de transferéncia de calor unidimensional em corpos com protegdo
térmica ablativa, no periodo ablativo. Estas equagdes formam um sistema infinito de equagdes

diferenciais ordinarias de primeira ordem acopladas, sendo a Equag#o (5.33) a condig#o inicial.

5.3 SOLUCAO NUMERICA

Foi realizada a implementagdo de um algoritmo em linguagem FORTRAN para a
solugdo do sistema solugdo formado pelas Egs. (5.32) e (5.34). Para tanto foi necessario o
truncamento deste sistema infinito em um sistema finito de ordem N. Fazendo N suficientemente
grande obtemos a solugdo do sistema.

Na anélise numérica utilizou-se as sub-rotinas disponiveis do IMSL (1979),
principalmente as rotinas DGEAR e DCADRE. Abaixo sdo apresentado os resultados obtidos

para a condi¢do de contorno Q=2, Kurokawa et al. (2002). A Figura 5.3 apresenta uma

comparagdo dos resultados obtidos pela TTIG com outros métodos, Método de Diferengas
Finitas (MDF), Método Integral do Balango de Calor (MIBC) e Método Integral do Momento-#
(MIM- @) para a espessura ablativa.

A Figura 5.3 representa o avango da fronteira em ablagdo. A espessura ablativa esta
plotada em fung¢do da diferenca de tempos. O escopo desta apresentagdo ndo é fazer uma
comparagdo de métodos de solugdo e sim apresentar o comportamento da fronteira ablativa
frente as altas taxas de aquecimento. Observando a Figura 5.3 nota-se que a fronteira é
consumida numa forma quase linear.

A Figura 5.4 apresenta uma comparag¢do dos valores obtidos pela TTIG com outros
métodos para a velocidade ablativa. Como dito antes o objetivo de apresentar estes resultados
ndo ¢ comparar os métodos de solu¢do. Na Figura 5.4 observa-se que a velocidade tende a

aumentar com a retirada de material que pode estar relacionado com os diversos mecanismos que

AVA
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4
t-t

m

Figura 5.4 — Variagdo da velocidade ablativa em fungio da diferenga de tempos para um fluxo de calor especificado

0=2.
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ndo foram englobados nesta analise uma vez que se considerou um processo de mudanga de fase

com perda de massa.

Tabela 5.1 — Comparagdo do tempo de inicio da ablagdo obtido por diferentes métodos.

Mctodo de solucao

Na Tabela 5.1 é apresentada uma comparagdo para o tempo de ablagdo 7, obtido por

metodologias diferentes. Notamos que os valores apresentam uma ligeira discordéancia.
Outros resultados podem ser obtidos em Kurokawa et al. (2001), onde é apresentado

varias condi¢des de contorno diferentes tais como um fluxo polinomial com Q=2, 0=2+7 €

Q=2+7+7"; e um fluxo exponencial. Neste artigo foi observado que com o aumento do fluxo

de calor a velocidade ablativa tende a aumentar, como era esperado.

Os perfis de temperatura da fase pré-ablativa ¢ da fase ablativa sdo apresentados nas

Figuras 5.5 e 5.6, respectivamente. Nas Figuras 5.5 e 5.6 tem-se a temperatura adimensional em

fungdo da coordenada n=1- x. Pela Figura 5.5 se observa uma tendéncia da temperatura atingir
o valor 1, na posi¢gdo n=1, ou seja, x=0. Portanto o tempo de inicio de ablagdo é obtido
quando a temperatura adimensional atingir o valor 1 na fronteira aquecida, x=0. Este tempo
como comentado anteriormente serd utilizado como condigdo inicial do periodo ablativo. Ja na
Figura 5.6 a temperatura adimensional tende para o valor 1, ou seja temos que na posi¢do x=1 a
temperatura dimensional da face isolada tende para a temperatura de fuso.

Uma analise mais detalhada pode ser obtida em Diniz (1996) no qual o autor faz um
estudo do fendmeno ablativo para trés geometrias diferentes, a saber, cartesiana, cilindrica e
esférica. Nesta andlise, é considerada uma transferéncia de calor unidimensional e utilizando-se a
TTIG para se obter a solugdo deste problema. Os resultados obtidos foram comparados com a

literatura disponivel com boa concordancia dos mesmos.

AVA
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Figura 5.5 — Perfil de temperatura da fase pré-ablativa do problema unidimensional para a condigéo de contorno

0=2.

Figura 5.6 — Perfil de temperatura da fase ablativa do problema unidimensional para a condigdo de contorno O =2.
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CAPITULO 6

M obELo BIDIMENSIONAL

O modelo do problema de ablagdo bidimensional que sera utilizado € aquele
apresentado no Capitulo 3. A formulagdo do problema estd baseada no trabalho de Hsiao &
Chung (1984), em que os autores utilizam o método integral do balango de calor modificado para
obter a solugdo do problema de condugdo de calor bidimensional envolvendo ablagdo. As

equagdes que governam o problema sdo dadas abaixo na sua forma adimensional.

6.1 FORMULACAO MATEMATICA DO PROBLEMA BIDIMENSIONAL

Um ponto que se deve salientar € que neste trabalho foi utilizado o esquema de Stefan,
no qual o material ndo se decompde abaixo de uma certa temperatura. Portanto tem-se que a

formulagdo matematica do problema é dada por:

v" Periodo pré-ablativo:

00(x, y,7) o 629(x,y, 7) 5 629()(, Y,7)
ot ox’ oy?

com condi¢do inicial:

O(x,y,7)=0 =0 -

e com condi¢des de contorno:

00(x,y,7) _
ox
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00(x,y,7) _
Ox

0

20(x,y.7) _,

06(x,y,7) _ _
%

v" Periodo ablativo:

90(x,,7) _ 0°0(x,3,7) , 0°0(x,,7)
or ox? oy’

T‘}T’f

com condigdo inicial:

9(%}’,?):9";(?‘:%7) Tzrf

0<y<!

e com condi¢des de contorno:

00(x,y,t) _
Ox

0 x=1 0<y<!
O(x,y,7)=1 x=8S(y,7) 0<Ly<l!

00(x,y,7) _

00(x,y,7) _ _

6.12
7y (6.12)

em que 6,(x,y,r) € a distribuicdo de temperatura, obtida no periodo pré-ablativo, no tempo

ablativo r,. Devido ao movimento da fronteira pelo processo de mudanga de fase tem-se uma
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equagdo da velocidade da fronteira, chamada equagdo de restrigdo no acoplamento, definida

como:

2
oS\ |08 oS
‘Ma_yJ }a*"g—g dan i k)

que € a equagdo de balango de calor na fronteira ablativa obtida por Hsiao (1983), que é descrito

por Hsiao & Chung (1984). S(y,7) e v sdo respectivamente a posigdo da fronteira em ablagéo e

o inverso do numero de Stefan.

6.2 SOLUCAO ANALITICA

Na solugdo analitica foi utilizada a TTIG. Nesta se¢do, apresenta-se apenas a solugdo
final sem detalhamento, o desenvolvimento completo encontra-se no Apéndice B. O potencial de

temperatura do periodo pré-ablativo € considerado como uma superposigéo do tipo:
0(x,y,7) = 6,(x,y,7) +0,(x, ,7) (6.14)

Substituindo a Equagdo (6.14) na Equagdo (6.1) obteve-se dois problemas: um em
6,(x,y,7) € outro em 6,(x,y,7). Para se aplicar a TTIG, ha necessidade de se homogeneizar as
condigdes de contorno para os dois potenciais e foi realizado o procedimento descrito no
Capitulo 4. Para tanto se define um problema auxiliar de autovalor apropriado e através da
defini¢do do par transformada integral e inversa se obtém a solug@o. Portanto, tem-se que para

6,(x,y,7) asolugdo é:

2 ~ o0 :-'
gl(xs Vs T') = QI (% == x] + AIBIQI 1 (T) +: AI Z Bm cos(j'mx)glm(r)

"’I=2
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B, = | E
(1+3,1)

¢é o delta de Kronecker.

Para se obter os valores de 6,,(r) deve-se resolver a equagio diferencial ordinéria:

i:‘;(i)‘ +(#.-2 + Z’mz)é:n:(r) = ﬁr’m(r)
T

com condig¢do inicial:

6,y (0) = fim

117
P (1), (x, 0)dx = [ [w,(x, 9,908, (. )R (x, y, T)dlydx
00

~ 1 - 11
()= [7,6, 00, (x, 1) = [ [0, (5, 9,90, (5, 0) £ (x, y)elyedx
0

00

Cuja solugdo da Equagdo (6.16) resulta em:

61 () = expl (1’ + zﬁ)rzggl (0) + «/{ [o@ expl(u’ + 27 yeldz +

+§ [01(®yexpl(as” + Af)r]dr“
0

Oun (1) = expl=(” + 2, )r]{— V210,(0) % = £§ [a@expl(u” + 2,)71de
0

m m
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Para 6,(x,y,7) a solugdo € do tipo:

2 ~ ) ~
0,(x,y,7) =0, ;_1“" AB\Z, (1) + B1ZA; cos(u,y)Z, (1)
i=2

em que os coeficientes 4, e B, sdo iguais aos definidos para 6,(x,y,r)
Para se obter os valores de Z,, (r) deve-se resolver a equagdo diferencial ordindria:
oz, (r
.IJ’.I'i( ) +
or

U+ 22, (1) = S,,,(7)

com condig¢do inicial:

114

~ 1
S (@)= [S,(5, 1), (x,0)dx = [ [P(x, y, )W, (x, 3, D) (x, T)elyedx
0 00

~ 1 11
b (0) = [B(6, ) (v, D) = [ [ 1o 9 (5, 9, D) (3, D)y
0 00

Cuja solugdo da Equagdo (6.21) resulta:

Z,,(7) = exp[-(14” + Aﬁ)r]{ﬁgl(t)) é w1 {—% (O (@) expl( + 47)eldr +
0

¥ é [0, @explin” + 47 )r]drﬂ
0
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Z,(2) = exp[~(u + #)rll«lﬁgz(m;‘} cos(]) + 2 #cos(,uf ) [0 expl(u® + 4 )r]dr}
] 0

[ !

(6.24)

Portanto tem-se que a distribui¢do de temperatura na fase pré-ablativa € dada por:

2

2
0(x,y,7)=Q, (r){% - xJ - Qz(r)gbI " %exp[—(nf + Aﬁ)ﬂ{‘ﬁ

)
5 QO+ J?Qz(ﬂ)g+

+41| [oi(@)expl(u® +zf)r]dr+§ [o@expl(s’ +Af)r]dr]+
L0 0

T —; [o (@ explis® + 47)eldz + % JQ’;(r)e“‘"”*”’drﬂ +
s 0 0

J2u

A 2

m

e Loy

V2 cos(4,x)expl~(1,” + A, )7] {QI ©0)+ [O(@)expl(” + Amz)r]dr} -
2 0

m=

+ ‘E > cos(u,y)expl-(u,” +247)r] "f cos(4; )!Qz(O) + [0y(2)expl(u’ + ﬁ)r]dr] (6.25)
i=2 i 0

Compactando a Equagéo (6.25) tem-se:

0,(0)

! 1 1 l 2 2
3 +EQ1(0)+ Iy, +§12r _?Idr +g*’5:}exi’[_(ﬂ1 +A4,7)r]+

0(x,y,7) =[
- ZZcos(imx)%exp[—( w+2,)70,0)+ I, ]+ 0, (r)(% - x} - Qz(r)% +
m=2 m
+ 213 cos(1} )5 cos(u,y) expl—(1” + A)F0,0)+ I, ]
i=2 ]

em que:

=l

I, = JQl (r)exp[(}r..'t2 +A1]2)r]dr
]
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Iy = JQ| () f'”‘P[(a"—‘I2 + ’112 )rldz
V]

I = [O(@)explu” + 4, )eldr
0

I, = [Q,(expl(u” + 47 )r)de
]

I = [0, () expl(n’ + 4} )r)de
0

I, = [Oy(D)expl( + 47)eldr
0

Os fluxos de calor podem ser polinomiais, exponenciais ou constantes, por isso foram
deixados genéricos.
Concluido o periodo pré-ablativo passa-se a resolver o periodo ablativo, no qual um dos

pardmetros determinado no periodo pré-ablativo, o tempo ablativo 7 =7, € a condigdo inicial do

periodo ablativo.
Foi realizada uma mudanga de variavel nas Equagdes (6.7) a (6.12) a fim de se

homogeneizar as condigdes de contorno. Desta forma define-se uma nova variavel como:

S(y,r)<x<1

0" (x,,7) = 0(x, ,7) -1 £>1,

e também foi realizado uma mudanga de dire¢do no eixo x, sendo a nova variavel:

S (6.28)

em que a posi¢do da fronteira ablativa, definida por Hsiao & Chung (1984), € denotado por

x=S8(y,1), sendo:
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Qz)’
S=80,1)=¢1-==
(O, 7) 5[ ) ‘,}

em que & representa a espessura ablativa ao longo do eixo x, e € uma fung@o apenas do tempo.

Pela aplicagdo da TTIG obtém-se que a equacdo diferencial ordinéria, obtida pela

transformacdo da equagdo diferencial parcial, é:

— & !

8, O+ 33 [A4M 0, M, (DD, (1) +

J=l m=lg

M iE) 45 ¢ (r)+ZL1 O DIM, (s DIM,, (7, D)D" () =

(»7)
kyr ay m=1

—%ZZM,(U )M, (l,7)B, (I, r)ej,,, (r)+5223,;(0 )M, (0,7)M (0, r)ej,,, (r)+

J=lm=1 J=lm=1

+ Mk ('{s f)f; (la 1-)QZ (f)

Compactando a Equag@o (6.30), na forma matricial, tem-se:

ag}k (T)+Zz ukm Jm (f) ﬁk

J=lm=1

!

oM, (y,7
Eypm = =0, 5""'#*2 * I[Au'Mk(y,T)Mm(% 7)-B,M,(y, f)—"éiy )]dy+
0

!
1 1
+8, [ 220, 1M, (3, 0)M,, (3, 7)dy + 2 By OM (LM, (1) =2 B (0,0)M, (0, )M, (0,7)
0

7o = ML) £ (L) ()

A equagio de restrigdo no acoplamento transformada é:
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!
M(©)= [n(r,7)dy
0

Sendo a condigdo inicial transformada:

B, (1) = By (2) -5 (D)

em que:

]
Pu (@)= [M,(7,)5,(,7)dy
0

!
7u(0) = [M (3,07, (y,0)dy
0

Portanto, tem-se que as Equagdes (6.31) e (6.32) formam um sistema infinito de
equagOes diferenciais ordindrias acopladas que € a solugdo para o problema de difusdo
bidimensional em corpos com protegdo térmica ablativa. A Equagdo (6.33) € a condigdo inicial

do sistema solugéo.
6.3 SOLUCAO NUMERICA

Foi implementado um programa computacional em linguagem FORTRAN para solugédo
do sistema solugdo. Inicialmente foi implementado a fase pré-ablativa no qual objetiva-se

determinar uma condigdo inicial para é(x, y,7) no periodo ablativo, ou seja, o tempo de inicio da

ablagdo 7 =17, e também a distribuigdo de temperatura do periodo pré-ablativo.
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O periodo pré-ablativo continua até que temperatura adimensional média, definida pela

Equacdo 6.34, seja igual a 1. O instante em que isto ocorre € o tempo de inicio da ablagdo 7 =7,
como ¢ mostrado nas Figuras 6.1, 6.2, 6.3 e 6.4. A distribuigdo de temperatura 8(x,y,r) no

tempo 7 =7, € a condigdo inicial do periodo ablativo.

1
$(x,7) = [0(x.y,T)dy
0

Sendo ¢(x,7) a distribuigdo de temperatura média, tem-se que o periodo ablativo inicia-
se no instante em que é(x,y,r) € igual a 1. Portanto, considerando apenas o valor de ¢(x,7) em
x =0, na superficie aquecida, como sendo de interesse para se determinar o tempo de inicio da
ablacdo.

Considerando um fluxo de calor polinomial, Q,(r)=a+br+ct’ € Q,(r)=p+qr+rt’,
as integrais que aparecem na distribui¢io de temperatura sdo obtidas através de uma simples
integragdo por partes.

As Figuras 6.1 e 6.2 comparam o valor de ¢(x,7) obtido pela TTIG com o método
integral do balango de calor e a transformada de Laplace. A Figura 6.1 representa o caso em que
as condi¢des de contorno sdo O, =2 e Q, =1. Ja na Figura 6.2, as condigdes de contorno séo
0,=2¢ Q,=05. Isto significa que o fluxo de calor perdido foi diminuido pela metade, ou seja,

uma parte do calor esta sendo armazenada ou transformada.
As Tabelas 6.1 ¢ 6.2 apresentam uma comparagdo do tempo de ablag@o obtido pela
TTIG com outras técnicas para as duas condi¢des de contorno.

Tabela 6.1 — Comparagio dos tempos de ablagdo para 0, =2 e 0, =05.

M¢todo de solucdo

i Solugdo Integral do Balango de Calor

' Solugdo pela Transformada de Laplace

| Técnica da Transformada Integral Generalizada
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TRANSFORMADA DE LAPLAGE
TTIG i
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tx 100

Figura 6.1 — Comparagdo de ¢ obtida por trés metodologias diferentes para O, =2 e O, =1.
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Figura 6.2 — Comparagdo de ¢ obtida por trés metodologias diferentes para O, =2 ¢ 0, =0,5.
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T
15

tx 100

Figura 6.3 — Determinagdo do tempo de ablagdo para a condigdo de contorno Q, =2+7 e 0, =1+40,57.

40
tx 100

Figura 6.4 — Determinagéo do tempo de ablagdo para a condigdo de contorno O, =1+17° e Q, =0,5+0,57%.
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Tabela 6.2 — Comparagdo dos tempos de ablagdo para O, =2 e 0, =1.

M¢étodo de solugdo x 100

Solugdo Integral do Balango de Calor

Solugdo pela Transformada de Laplace

| Técnica da Transformada Integral Generalizada
| =

As Figuras 6.3 e 6.4 ilustram a determinagdo do tempo de ablagdo 7, para duas
condi¢des de contorno varidveis no tempo. Na Figura 6.3 tem-se que os fluxos de calor sdo
0, =2+r e Q, =1+0,57,enaFigura 6.4 Q, =1+7> e Q, =0,5+0,577.

Considerando o fluxo de calor Q, =0, tem-se o problema de ablagdo unidimensional.
Na Figura 6.5 € apresentado o caso em que as condi¢des de contorno sfio O, =2 e 9, =0. Jana
Figura 6.6 tem-se o caso O, =4 e O, =0. Na Tabela 6.3 é feita uma comparagio entre os tempos

de inicio da ablag¢do com as diferentes condi¢des de contorno obtidas pela TTIG.

Tabela 6.3 — Comparagdo dos tempos de ablagdo para diferentes condig¢des de contorno.

0 =2+7¢Q, =1+0,57

0, =1+r? ¢ Q,=0,5+0,57"

I3

Comparando o tempo de inicio da fase ablativa obtida considerando Q,=0 ¢

praticamente o mesmo obtido no caso unidimensional, o que era de se esperar, uma vez que com

essa condi¢dio de contorno recai-se no problema unidimensional.
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1IU
1x 100

Figura 6.5 — Determinag@o do tempo de ablagdo para a condigdo de contorno O, =2 ¢ 0, =0.

tx 100

Figura 6.6 — Determinagdo do tempo de ablagdo para a condigdo de contorno O, =4 ¢ 0, =0.
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Figura 6.7 — Distribui¢@o de temperatura da fase pré-ablativa para a condigdo de contorno 0, =2 ¢ Q, =1.
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Figura 6.7 — ... continuago.

Na Figura 6.7 sdo apresentados os perfis de temperatura adimensional da fase pré-
ablativa com condi¢iio de contorno Q, =2 e Q, =1. As distribui¢des de temperatura mostradas
referem-se aos tempos (adimensional) (a) 7=0,025; (b) 7=0,05; (c) r=0,1; (d) z=0,15; ()
r=02;( r=025;(g) =03 e(h) £=0347.

A Figura 6.8 mostra os perfis de temperatura adimensional da fase pré-ablativa para a

condi¢do de contorno Q, =2 e Q, =0,5. As distribuigdes de temperatura mostradas se referem
aos tempos (adimensional) (a) 7=0,05; (b) 7=0,075; (c) 7=0,1;(d) 7=0,15; () 7=0,2 e (f)
7=0,247.

Para a condigdo de contorno Q =2+7 e Q,=1+0,57, os perfis de temperatura
adimensional da fase pré-ablativa s3o mostrados na Figura 6.9. As distribui¢des de temperatura
sdo relativas aos tempos (adimensional) (a) r=0,05; (b) z=0,1; (c) z=0,15; (d) 7=02; (e)
r=025 e (f) 7=0,274.

Ja para a condi¢do de contorno Q, =1+17* e Q,=0,5+0,5¢%, os perfis de temperatura
adimensional da fase pré-ablativa sdo ilustrados na Figura 6.10. As distribui¢des de temperatura
sdo relativas aos tempos (adimensional) (a) z=0,05; (b) 7=0,1; (¢) 7=0,15; (d) 7=02; (e)
r=03;D1t=04;(2) v=05:N) =06:(1) £=0,7 e () =z=08.
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Figura 6.8 — Distribui¢do de temperatura da fase pré-ablativa para a condigéo de contorno 0, =2 ¢ 0, =0,5.
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Figura 6.10 — ... continuagfo.

Considerando a condigdo de contorno Q, =2 e Q,=0 se tem o caso da placa plana

unidimensional. Na Figura 6.11 € apresentada a distribui¢@o de temperatura adimensional da fase

pré-ablativa para esta condi¢gdo. Comparando com o caso unidimensional apresentado no

Capitulo 5 nota-se uma boa concordancia dos resultados. As distribui¢des de temperatura
apresentada sdo referentes aos tempos (adimensional) (a) 7 =0,025; (b) £=0,05; (c) r=0,075;

(d) z=0]1;(e) £=0125;:(0) r=015;(g) +=0,175 e(h) r=0,196.
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Figura 6.11 — Distribui¢do de temperatura da fase pré-ablativa para a condigdo de contorno Q,
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Figura 6.11 — ... continuagdo.

A Figura 6.12 ilustra os perfis de temperatura adimensional da fase pré-ablativa para
condigdo de contorno Q, =4 ¢ Q,=0. As distribui¢des de temperatura se referem aos tempos
(adimensional) (a) 7 =0,005; (b) 7=0,01; (c) 7=0,015; (d) 7=0,02; (¢) r=0,025; (f) 7=0,03;
(g) 7=0,035; (h) 7=0,04; (i) 7=0,045 e (j) r=0,05.

O tempo de inicio do periodo pré-ablativo é condigdo inicial para o periodo ablativo.
Considerando-se os tempos obtidos anteriormente na solugdo da fase ablativa, obtém-se a
solugdo do problema de fronteira movel.

As Figuras 6.13 a 6.16 apresentam a perda total de material em fungdo do tempo
adimensional para cada condi¢do de contorno. A Figura 6.13 mostra a comparagdo da perda de
material obtida pela TTIG com os apresentados por Hsiao and Chung (1984) para a condi¢do de
contorno Q, =2 e Q, =1. Ja a Figura 6.14 ilustra a comparac¢do da perda de material para a

condi¢do de contorno Q, =2 e Q, =0.5. A Figura 6.15 apresenta a perda de material para a

condi¢do de contorno Q, =2+7 ¢ Q, =1+0,57. A Figura 6.16 mostra a perda de material para a

condigo de contorno Q, =1+7% ¢ Q, =0,5+0,5¢°.
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Figura 6.12 — Distribuigdo de temperatura da fase pré-ablativa para a condigo de contornoQ, =4 ¢ 0, =0.
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Figura 6.12 — ... continuagdo.
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m FEM
e MHBIM
A TTIG

Perda Total de Material
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r

Figura 6.13 — Perda total de material em funggo do tempo adimensional para a condigio O, =2 ¢ O, =1.
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Figura 6.14 — Perda total de material em fungdo do tempo adimensional para a condi¢do O, =2 ¢ O, =0,5.
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Figura 6.15 — Perda total de material em fung¢do do tempo adimensional para a condigdo O, =2+7 e

0, =1+0,57.
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Figura 6.16 — Perda total de material em fungdo do tempo adimensional para a condigdo O, =1+ r?e

Q, =0,5+0,577.
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CAPITULO 7

Discussio

Um ponto a ser destacado nas analises unidimensional e bidimensional € que o processo
ablativo ¢ tratado apenas como um processo de mudanga de fase. Numa analise mais realistica
outros processos poderiam estar atuando concorrentemente, tais como: pirdlise, reagdes
quimicas, irradiag@o, entre outros. Um dos motivos desta simplificagdo é que ndo se sabe
precisamente 0 que ocorre em uma situagdo real.

Um outro ponto de destaque é que este trabalho ndo visa obter resultados quantitativos e
sim qualitativos, no sentido de que a analise realizada tem por objetivo principal a utilizagdo de
uma ferramenta analitica, a TTIG, para solugdo de um problema complexo. A complexidade
deste problema estd na ndo linearidade da condigdo de contorno. Contudo resultados
quantitativos podem ser obtidos a partir dos resultados apresentados, ou seja, considerando um
material ablativo no qual se podem identificar suas propriedades fisicas e observar o seu
comportamento numa situagdo real.

Como observado no Capitulo 5, anélise do problema unidimensional, a TTIG apresenta
uma boa concordancia dos resultados obtidos quando comparado com os da literatura.

Na anélise do problema unidimensional o estudo foi realizado na regido do ponto de
estagnagio de um corpo rombudo (revolugdo). Em que, devido a razdo entre a espessura € o raio
de curvatura ser pequena pode-se simplificar o fendmeno considerando um problema de difusio
em uma placa plana unidimensional, como mostrado no Capitulo 5. Também foi utilizada a
hipotese de Stefan em que o material ndo se decompde abaixo de uma temperatura de fuséo ou
sublimagao.

A analise do problema unidimensional foi baseada numa formulagdo adimensional.
Todos os pardametros fisicos envolvidos no processo de ablagdo unidimensional foram adotados
como definido por Chung & Hsiao (1985) para se comparar os resultados obtidos pela TTIG.

Sendo estes pardmetros:

» Difusividade térmica a =0,1/t*/s;
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Tempo caracteristico ¢, =10s ;

Comprimento caracteristico / =1/7 ;

Fluxo de calor de referéncia g, =10Btu/s.ft*;

Diferenga de temperatura T, - T, =100°F ;

Inverso do numero de Stefan v =1;

Tempo de referéncia ¢, =100s .

No periodo pré-ablativo o interesse maior esta em se determinar o tempo de inicio da
ablagdo e o perfil de temperatura, pois estes parametros sdo necessarios para se obter a condi¢@o
inicial do periodo ablativo. O tempo de inicio da ablagdo € obtido quando a temperatura
adimensional € igual a 1 em x=0. Observa-se que os resultados apresentados apresentam uma
boa concorddncia com os da literatura.

Pela solugdo analitica da fase ablativa, o sistema resultante € composto por um sistema
de equagGes diferenciais ordindria de primeira ordem acoplado a equagdo de restricdo no
contorno. Ap6s o desenvolvimento analitico foi realizada a implementa¢do numérica para se
obter a solugdo deste sistema resultante em que se utilizou a rotina DGEAR (IMSL, 1979).
Como a solugdo envolve séries infinitas houve a necessidade de se truncar o sistema num
numero suficientemente grande para se obter a solugdo com uma boa precisao.

As grandezas de interesse tais como posigdo da fronteira ablativa S(r) e velocidade de
ablagdo V(¢) foram obtidos para um fluxo de calor prescrito no contorno de Q =2. Observa-se

uma boa concordédncia dos resultados apresentados. Resultados utilizando-se outros fluxos de
calor prescrito no contorno podem ser obtidos nos trabalhos de Diniz (1996) e Kurokawa et al.
(2001).

Como observado o desenvolvimento analitico do problema unidimensional ¢ obtido de
forma relativamente simples em comparagdo com o problema bidimensional. O mesmo acontece
com sua implementagdo numérica, o qual requer menos trabalho, uma vez que se deseja obter a
solugdo de um sistema de equagdes diferenciais ordinarias de primeira ordem. Como comentado
anteriormente utilizou-se a rotina DGEAR (IMSL, 1979) e ha necessidade de se definir duas
fungdes externas FCN e FCNJ. Todo o detalhamento para se obter estas fungdes pode ser
encontrado em Diniz (1996) e no manual do IMSL (1979).

A solugio do problema de ablag@o bidimensional esta embasada no trabalho de Hsiao &

Chung (1984) em que os autores empregaram o Método Integral do Balango de Calor
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Modificado para solugdo do problema. A anélise foi feita em termos de parametros
adimensionais, no qual definiu-se uma temperatura adimensional. Todos os parametros

utilizados nesta analise foram definidos pelos autores em seu trabalho. Sendo estes:

Difusividade térmica a =0,1 /1% /s;

Diferenga de temperatura AT =7, — T, =100°F ;
Numero de Stefan S, =1;

Comprimento caracteristico / =1/t ;

Tempo caracteristico ¢, =10s;

Fluxo de calor de referéncia g, =10Btu/s.ft.

Tanto no periodo pré-ablativo quanto no periodo ablativo aplicou-se a TTIG para se
obter a solu¢do analitica do problema. Na fase pré-ablativa determinou-se o tempo de inicio da
ablagdo bem como o perfil de temperatura, O inicio da ablagdo se d4 quando a temperatura
adimensional média € igual a 1 em x=0. Observa-se que os resultados obtidos por esta técnica
apresentam bons resultados quando comparados com os da literatura.

Para se validar os resultados obtidos, considerou-se a condigdo em que os fluxos de

calor prescritos sio O, =2 e O, =0. Por esta andlise tem-se a condigdo do problema

unidimensional obtido no Capitulo 5. Os resultados apresentados para o problema bidimensional
quando comparados com do problema unidimensional apresentam bons resultados como
observado.

Pela anélise da Tabela 6.3, nota-se que para uma mesma condi¢do de fluxo de calor
imposto e redugdo pela metade do fluxo de calor perdido ha uma redugéo 28,8% no tempo de
inicio da ablagdo. Ja para o caso sem fluxo de calor perdido (caso unidimensional) esta redugdo é
de 43,5%. E quando se dobra o fluxo de calor imposto e sem fluxo de calor perdido esta redugio
esta em torno de 85,5%. Ou seja, mais rapido se dara o inicio da ablagio.

De posse do tempo de inicio da fase ablativa, partiu-se para solugdo da fase ablativa.
Pela andlise analitica obteve-se a solugdo do problema, composto por um sistema de equagdes
diferenciais ordindrias acoplado a equag¢do de restrigio no contorno. Implementou-se um
programa para se obter a solugdo numérica deste sistema resultante utilizando-se as bibliotecas
do IMSL (1979). Como no problema unidimensional, a solugdo envolve séries infinitas, houve a

necessidade de se truncar o sistema num nimero suficientemente grande para se obter a solugéo
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do problema com uma boa precisdo numérica.
O sistema resultante € composto por uma matriz de quatro indices obtida no
desenvolvimento analitico, como demonstrado no Capitulo 6. Houve a necessidade de se reduzir

os indices a dois que foi feito através de uma lei de formagdo. Através desta lei de formagéo

transformamos a matriz de quatro indices em uma matriz de apenas dois indices.

Como no problema unidimensional ha a necessidade de se definir duas fun¢des externas
FCN e FCNJ para se utilizar as rotinas do IMSL (1979).
Os resultados apresentados no Capitulo 6 referem-se a perda total de material em fung¢do

do tempo. Os resultados apresentam bons resultados quando comparados com os da literatura.
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CAPITULO 8

ConcLusoEs

Neste trabalho foram estudados os problemas de ablagdo unidimensional e
bidimensional, com fluxos de calor transiente aplicados numa placa plana e num prisma
respectivamente. Os problemas foram analisados considerando que o material sofre apenas uma
mudanga de fase. O fendmeno fisico se caracteriza por apresentar fronteiras méoveis que introduz
uma ndo linearidade no contorno.

Dois objetivos foram enfocados neste trabalho: estudar o fendmeno fisico de ablagéo,
no que se refere aos processos envolvidos na transferéncia de calor e massa, no qual se deve
ressaltar que foi realizado um estudo bibliografico sobre o fendmeno mais realistico, e aplicou-
se, devido a sua complexidade, apenas o tratamento de mudanga de fase; outro foi o de estudar e
aplicar a Técnica da Transformada Integral Generalizada, TTIG, em um problema complexo.

Dentro do estudo do fendmeno fisico pode-se conclui que os problemas de ablagdo sdo
muito complexos, nos quais tém-se diversos fendmenos envolvidos e uma anélise que englobe
todos estes fendmenos se torna muito complexo.

Com relagdo a Técnica da Transformada Integral Generalizada conclui-se que se trata
de uma ferramenta matematica muito poderosa para solug@o de problemas complexos, uma vez
que solugdes analiticas para problemas complexos s@o praticamente inexistentes. Através desta
técnica pode-se ter solugdes mais precisas.

Por este trabalho pode-se enumerar algumas conclusdes:

1)  No estudo do problema unidimensional pode-se observar fisicamente o fendmeno

de ablagdo através do movimento de fronteira. Devido o fluxo de calor imposto o
material sofre um aquecimento com elevagdo da temperatura da superficie.
Quando a temperatura da superficie atingir a temperatura de ablagdo (fusdo ou
sublimagdo), ocorre a mudanga de fase de uma pequena por¢éo de material que €
arrastado pelo escoamento.

A andlise do problema unidimensional foi realizada para se verificar a

aplicabilidade da técnica, TTIG, aplicada a problemas complexos.
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3)

Comparando-se os resultados obtidos pela TTIG com os da literatura nota-se que
ha alguma discordédncia. Isto pode estar relacionado com o fato de que por se
tratar de uma técnica hibrida analitica-numérica tém-se solugdes mais precisas
como apresentado em alguns trabalhos que utilizaram a técnica integral.

Pela solugdo do problema de ablagdo bidimensional os resultados obtidos s3o
concordantes com os obtidos por Hsiao & Chung (1985). Neste trabalho foi
assumida uma fungdo linear na fronteira mével.

A solugdo analitica apresenta um extenso desenvolvimento analitico e a solugéo

numérica foi extremamente complexa a sua implementagao.

Este trabalho pode ser estendido para uma situa¢do mais realistica onde exista a

transferéncia de calor por radiagéo.
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Apéndice A — Desenvolvimento analitico do problema de ablag¢do unidimensional

APENDICE A

DESENVOL VIMENTO ANALITICO DO PROBLEMA DE ABLACAO

UNIDIMENSIONAL
As equagdes que governam o problema com variaveis na forma adimensional sdo:
v" Periodo pré-ablativo:

00(x,7)

0
SPRE py=p
or

0<x<l
com condig¢do inicial:

O(x,7)=0 7=0e O0<x<«l
e com condigGes de contorno:

00(x,7) _

0;x=1
ox

-00(x,7)

" =0(r) ; x=0

o° )
de L=——( ).
onde axz(

Para aplicarmos a TTIG define-se um problema auxiliar de autovalor na forma:

Ky (x)=Ly(x)

com condig¢des de contorno:
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Considerando as condig¢des de contorno definidas pelas Equagdes A.6 € A.7, obtém-se

que a solugdo da Equagdo A.5 sdo as autovalores e autofungdes, respectivamente:

v, (x)=A4;cos(y;x) i=1,..,0

Usando as propriedades de ortogonalidade do problema de autovalor obtém-se a norma

das autofun¢des como:

!
N, = Icosz (u;x)dx = L
2 2

Para a autofungdo normalizada N, =1, resulta que:

|
N, = j‘A,-2 cos® (u;x)dx =1
0

eportanto, 4, =1¢€ 4, = V2 i= 2,...,0 , € conjuntamente pode-se escrever:

4= / 2
(1+5,)

Multiplicando a Equag@o A.1 pela autofung@o e a Equagdo A.5 por 6(x,7), somando-se

1
as equagdes resultantes e aplicando o operador integral Idx tem-se:
0
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1 1 1
% [, 00D+ [l (ILOGx, 7) - O(x, D)Ly, (pix + 1 v, (x)0(x, T)dx =0
0 0 0

Definindo-se o par transformada integral e inversa como:

1
0,(0) = [w,(x)0(x,T)dx
0

o r) =Y L5 (r)

i=1 i
Substituindo a Equagdo A.12 na Equagdo A.11 obtém-se:
96,(r)

=24 48,(r) = g,(2)
or

em que:
1
g(®) = [[6(, )Ly, (0 -y (R)LO(x, 7)|ax
0

O valor de g,(r) € obtido utilizando-se as identidades a seguir:

Kl 00(x,7)| _ dy,(x) 86(x,7) 0’0(x,7)
6x[w*():) ox j|, Ox ox () ox?

o}
a[@(x, T)

aw,-(x)} _00(,0) v, o ()
ox Ox ox : ox?

2

aplicando o operador L = —i—z( ) e subtraindo a segunda equagdo da primeira tem-se:
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—[w,-(x)%ﬂ}ﬁ[a(x, r)m]:o(x, Ly, (x) -y ()LO(x, 7)
X Ox Ox Ox

1
e aplicando o operador integral Iabc , obtém-se que:
0

_ (9 80(x,) _'_a_ oy, (x)
g(r)= I [W,() :] Jax[e(x,r)—ax }a’x

Considerando as condigdes de contorno, Equagdes A.3, A.4, A.6 e A.7, tem-se que:
g(r)=0(7)

Aplicando a transformada integral, Equa¢do A.12, na condigdo inicial, Equagdo A.2,

1
6,0)= [w,(x)0(x,0)dx =0
0

Obtém-se assim uma equagdo diferencial ordinaria de primeira ordem em fungéo do
tempo, sendo a Equag@o A.16 a condig@o inicial:

999 | 26()=0()
or

Admitindo-se um fluxo de calor, na forma adimensional, aplicado na superficie da placa

como sendo polinomial, Q(z) = a+br +c7’, tem-se que a solugdo da Equagao A.17 € do tipo:

6.(r)= I(a+br+cr Yexp(y, r)dr+kexp( i r)

exp(,u, )5

AVA
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com a condi¢do inicial, Equagdo A.18, obtém-se que:

Portanto a equag@o transformada em fungdo dos parametros a,b e ¢ ¢é:

1

a- --l% + 2—i]exp(—,u,zr)
U
A distribui¢@o de temperatura na fase pré-ablativa é dada por:

0(51)= 0 (0 + 3 Y425 (0)
i=1

i

em que 6,, representa o potencial médio, correspondente ao indice i=0, Mikhailov & Ozisik

(1984):

1

0, (7) = m

{(1, )+ [#(x,2ds + [P(x, x')dV]dr}
oLS 4

1
como (g(x),h(x))= Iw(x) g(x)h(x)dx , onde w(x) ¢ a fungdo peso e igual a 1, tem-se que:
0

1
1) = J'w(x).l.l.dx =1

1,0 = J‘w(x).l.f.dx =0

em que f representa a condig@o inicial.
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j P(x,x"YdV =0
;

[pcx,0)ds = [o(r)as = 0(2)
kY 5

Entdo se obtém que:

br? c1’
6, =ar+—+—
2 3

Portanto a distribui¢do de temperatura na fase pré-ablativa é:

H;

i=] i

, 2t 2 b 2 2
| ¥ |38 | = exp(=u, 1)
Hi Hi H; iu;-"

2 3
e(x,r)=[m+£+£]
2 3

+ i ZCos(yfx)%ﬂa + b[r - —]-T] +

Concluida a fase pré-ablativa passa-se a resolver a parte ablativa. A distribuigdo de

temperatura para 7 =7, € a condigdo inicial do periodo ablativo. As equagbes que governam o

periodo ablativo, na forma adimensional, sdo:

00(x,1)

T, <T<®
— =+ LO(x,7)=0 '
or

S(t)<x<l
com condigdo inicial:

6(x,r)=9;(x,r) t=7, e 0<x<I

e com condig¢des de contorno:

90(x,1) _
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O(x,7)=1, x =S(7)

A condigdo de acoplamento na interface em ablagéo é:

-00(x,7) i ds(r)

o ir =Q(7); x=8()

Uma mudanga de variavel nas Equagdes A.23 a A.27 se faz necessario, com o objetivo

de se homogeneizar as condi¢gdes de contorno. Define-se uma nova coordenada n=1-x. A

posigdo da fronteira € designada por x, = S(zr) . Desta forma define-se:

i S(r) <<l
7] =0 -1
(e)=6me)-l

Entéo se obtém:

& ;’?,_r) +LO°(1)=0  7>7), 0<n<ny(7)
T

com condig¢do inicial:
6’ (n,z,)=0(1-1n,7,)-1
e com condigdes de contorno:
0" (1,7)=0; =1, (z)

08" (m.7) _,,. e
on ’

e a equagdo de acoplamento:




Apéndice A — Desenvolvimento analitico do problema de ablagéo unidimensional

00" (n,7) _, dny(v)
on dr

=0(r); n=1n,(7)

Seguindo 0 mesmo procedimento adotado na fase pré-ablativa, define-se um problema

auxiliar de autovalor do tipo:

GHLT) | Rh(n.e)=0
n

sujeito as seguintes condi¢des de contorno:

0¢(m.7) _
on

n=0
P(n,7)=0 n=n,(7) A.36

Aplicando as condigdes de contorno, Equagdes A.35 e A.36, a solugdo da Equagdo A.34

resulta nos autovalores e autofungdes, respectivamente:

i)z
2, (7)

A(7)=
¢,(n,) = B, cos[4,(z)n]

A norma das autofungGes € obtida:

(1)

NI'. (T) — ICOS2 [ﬁj(f)q}jq = T?h;"r)
0

Para a autofung@o normalizada N," =1 obtém-se que:

(1)

N = [B?cos’(uy)dy=1
0
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e portanto:

2
n,(7)

5

[

Definindo-se uma autofungdo normalizada como:

K:(ns I') . ¢i(n, r|),r2
N

(7)

!

Multiplicando-se a Equagdo A.29 pela autofungdo normalizada e a Equagdo A.34 pelo

potencial de temperatura dividido pela raiz quadrada da norma, em seguida, soma-se as equagdes

(1)
resultantes e aplicando o operador integral qu , obtém-se:
0

ny(r) (1)
96" (n,
[ Ko 2Dy 2 [K 1.0 1.0 -

0

(1) 2% 2
o8 (n,t : 0°K,(n,t
[ | Ky T2 D g, EEARD |y
on on

0

Definindo-se o par transformada integral e inversa como:

ny(1)

6/ (= [K,n.0)8"(n.1)dn
0

0’ (n,7) = K,(1,0)8," (r)
i=1

A integral:

(1) 2 . O°K 3
j[K( m )%f;”i)—e(n, )ﬁ} "

0

.cm 1) 2 3 4 5 6 7 unespml ¥2: 43 424 15 1 A7 18
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é simplificada utilizando-se as identidades abaixo:

0’0" (n,7)
2

d {K‘_(m) 26 (n,r)]: K07 00" D)y 1 oy

an on on on

. 2
K1) |_ 96°(0,7) 0K (1.7) | e 12 K.-(zy,r)
on on on on

(1)

subtraindo a segunda equagdo da primeira e aplicando o operador integral fdr; obtém-se:

(1)

8| = oK. (n,

& J Y 9 (q,r)ﬂ dn
on on

Portanto a Equagdo A.41 torna-se:

(1)
26" (n,
[ K022

0

")dq A2(0)8 (1) =0

No primeiro termo da Equa¢do A.44 substitui-se a transformada inversa:

(1)

jK(q,r) [ZK (7,78, (r)}d:ﬁl ()6, (1) =0

fazendo a derivagdo temporal, tem-se:

db;’(r)
dr

(1)

il K(n,r)[e G )—%%,,(n,r)
0

]dnuf(r)é}‘(r) =0

J=

AVA
1) 2 3 4 5 6 7 unespml 2 A3 24 15 Ie
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ny(r)

(1) j’K( y i) ('?’r) dn+Y

J=l

dg_' (1) i
L K (oK, (1,00 + 2208 (1) =0
0

dr

tem-se que:

(1) _ j
jK (K (7, 7)dn = 6;,{
0,i#]

A Equagdo A.45 € escrita na forma:

a’f? dé, (7)

o +,%6, (r)+ZA (r)t? "()=0

J=1

(1)
3K, (n,7)
4,@)= [ K@= ==dn

Multiplicando-se a equagdo da condigdo inicial, Equagdo A.30, e aplicando-se o

(1)
operador integral Idr; tem-se:
0

(1) (1) (1)
IK,(n, 06" (n,7)dn = JK,(??, 000 -n,)dn- [K,(n,7)dn
0 0

0

entdo tem-se que quando 7 =7, a condigéo inicial transformada é:

”;(r,-)
S (2i-1)* -4k

22

i+l _ 5 i+l
= =t 6.t 1]+ 2 2i-1)(-1)

é:‘(rf) e

: AVA
cm 1 2 3 4 5 6 7 unespml ¥2: 43 424 15 1 A7 18
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e 27 2
45?&(:';,,):#2 a+i’:{1’)r 12}+r:[rf2——I+%J—[a—i2+——?—}xp( Hy rf)
Hi Hy He My He My

0; parai=j, (Diniz,]996)
1 9n(7) (27 =D@i-D(=D"™
2my(r) ot (P -D)-(’-))

y parai # j

Substituindo a transformada inversa na Equagdo A.33 tem-se a equagdo da restrigdo no

acoplamento transformada:

dn,,(r) \/_ 1
dr 2v [ , (T)

Q(f)

o] 2 2(21 DE; (2)(-1y’ -

Um desenvolvimento mais detalhado pode ser obtido em Diniz (1996), onde o autor

descreve o desenvolvimento analitico em coordenadas cartesiana, cilindrica e esférica.
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APENDICE B

DESEN VOLVIMENTO ANALITICO DO PROBLEMA DE ABLACAO BIDIMENSIONAL

Este apéndice mostra detalhadamente o desenvolvimento analitico utilizado no
problema de ablagdo bidimensional. As equagdes governantes do problema ablativo, na forma

adimensional, sdo:

v’ Periodo pré-ablativo

00(x,y,7) _ 0°0(x,,7) , 0°0(x,,7)

>0
or ox? oy?

com condi¢do inicial:

By =0  7=1
(*.,7) 4 0<y<!

e com condi¢des de contorno:

06(x,y,7) _ _
ox

o0(x, y,7) ~0
Ox

06(x,y,7) _ 0

00(x,y,7) _ _

S &)
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Na Equagdo B.1 o potencial de temperatura 6(x,y,r) pode ser obtido utilizando-se o

principio da superposi¢@o, com uma solugéo do tipo:
0(x,y,7) =6,(x,y,7) +6,(x, ,7) B.7

Substituindo a Equagdo B.7 na Equagdo B.l obtém-se o seguinte problema em

6,(x,y,7):

agl (xs Y, r) = azgl(xs Y- T) e az9] (x’ Vs T)
ot ox? Ay?

com condi¢@o inicial:

6,(x,y,7)=0 =0

e com condig¢des de contorno:

agl(x) }’, f) =

- ]
o 0 x

06,(x, y,7) "
Ox

0 =x=1

691 (I,}', I’) =

0 y=0
Oy

00,(x,y,1) _

0 y=I
oy

E o seguinte problema em 6,(x,y,7):

aei(x’ya f) =1 6292 (x»J’s r) + 6292 (xs Ys r)
or ol o
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com condig@o inicial:
6,(x,y,7)=0 =0
e com condi¢des de contorno:

692(x$y! f) =0
ox

06, (x,y,7) _
Ox

0

agZ(xays T) =
Oy

0

00,(x,3,7) _

oy -0, y=l

Para homogeneizar as condig¢des de contorno, define-se um novo potencial tal como:

6,(x,7,7) =6, (x,y,7) + 9(x,7)

em que:

@(x,7) = a+bx +cx?

Derivando em relagdo a variavel espacial x se tem:

06,(x,,7) _ 36, (x,7,7)
Ox ox

+b+2cx

e utilizando as condi¢des de contorno definidas pelas Equagdes B.10 e B.11 obtém-se que:
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Substituindo estes valores na Equagdo B.20 tem-se que:

2
6(x,y,7) = 91.(x,y,f)-Q|x+~Qi1—x2 =6, (x,, r)+Q|[%—xJ

Utilizando o mesmo procedimento anterior, obtém-se:
0,(x,3,7) =0, (x,5,7) +7(,7)
em que:
Y1) = pay+ry’
Derivando-se em relag@o a variavel espacial y:

692 ()C, Y, T) - 892. (x? Vs T)
Oy Oy

+qg+2ry

e utilizando as condi¢des de contorno definidas pelas Equagdes B.18 e B19 tem-se que:

Entéo substituindo na Equagdo B.23 obtém-se:
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0,05 7,7) = 0, (1, 9,7 )—%y

Para se obter a solugdo para o potencial 6,(x,y,r), utilizam-se as expressdes abaixo e

substitui-se na Equagédo B.8:

00,(x,y,7) _ 69]'(x,y,

T)
™ o O +0x

azel (xs Vs T) o 6291.(31', Vs T)
ox? ox’

+ 0,

0%0,(x,y,7) _ %6, (x,,7)
& B

agl(xsysr) iz 891.(X,y,1') "Qx+Q x_zz 891‘(-1',}’,1') +
or or | &) or

obtém-se um novo problema em 6, (x, y,7) com condigdes de contorno homogéneas:

06, (xy,r) 66(xy,r) 69(xy,r) _ﬁ
ot ox P Q‘+Q{x 2}

com condigdo inicial:

9['(}:, »,1)=0, (O)(x —%} =0

e com condi¢des de contorno:

ae].(xa ya 1')
ox

=0 x=0

: AVA
cm 1 2 3 4 5 6 7 unespml ¥2: 43 424 15 1 A7 18
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36’,'(x, ¥, 7T) B
Ox

0

ael.(xsys T) -
Oy

0

891'(x,y,f):0 y=z
oy

Portanto tem-se que:

36, (x,y,7) _ 0°6 (%, 3,7) | 36 (5,3,7)
or ox? :

+ B(x,,7)

_ 2
R(x,y,7) =0, +Q{x—%}

com condig@o inicial:
. xz
gl (x,yaf)=f|(X,y,f)=Q1(0)[x—7 =0

Inicialmente transforma-se a Equagdo B.32 na dire¢do y, onde para se aplicar a TTIG,

define-se um problema auxiliar de autovalor do tipo:

*y(x, y,7)

= + 12y (x,,7)=0

com as seguintes condigdes de contorno:




Apéndice B — Desenvolvimento analitico do problema de ablagdo bidimensional

Y1) _

=0
% y

oy (x,y,1) Z0

=]
By y

A solugdo da Equagdo B.34 conduz aos autovalores e autofungdes, respectivamente:
p, = (i- 1)% i=12,.%

v, (x,»,7) = 4, cos(u,y) B.38

Neste caso o autovalor g, =0 € parte da solugdo, pois todas as condigdes de contorno

sdo do 2° tipo. Utilizando-se da propriedade de ortogonalidade das autofun¢Ses normalizadas é

unitéria, resulta que a norma das autofungdes:

1
N, = [42y} (x,y,0)dy =1
0

!
i
N = (4% (x,y,7)dy = —
i Of.w.(xy )dy )

e portanto:

¢ conjuntamente pode-se escrever:
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*J
=]

0, i
em que §; = {] I , € 0 delta de Kronecker.

Multiplicando a Equagdo B.32 pela autofun¢do w,(x,y,7) e a Equagdo B.34 pelo

potencial 9,' (x,y,7), tem-se:

59,'():, Y,7)

o7 v, (x,y,7)+ B(x,y, D)y (x,y,7)

wi(x,y,7)+

3%, (x,y,7)
: s ’f — RS T 8 AL
v, (x,y,7) P

6281‘(}7, Vs T)
a 2

52%(% Y,7)

o 6, (x,y,7) + 12w, (x, 7,708, (%, ¥,7) =0

2
Define-se um operador L =—%( ) e aplica-se nas equag@o anteriores. Somando-se as
V.

!
duas equagdes resultantes e aplicando o operador integral Ia’y , resulta em:
0

I a2n*
06, (x,y,1
%Wd()ﬁya T)dy +

!
IW,(X y,f)Md +‘U'-2 JWf(x$yaT)9]*(x’y=r)dy= .‘-
0

0

! 1
+ [RGsy, oy, 0)dy + | [9.‘(%% DLy (%, 1) =i (x, y, 1)L, (x,, f)]dy
0 0

Definindo-se o par Transformada Integral e Inversa, respectivamente:

!
9.-' (xs T) = jW; (x,y, 1-)gl-(x’ s T)dy
0

Bli(x’y! f) = E!V;(x,y, T)a;(xaf)
i=1

A integral:

AVA
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1
flo" oy oLy, 3.0 - v 2. 1ILE (3 D) iy
0

¢é simplificada utilizando-se as identidades:

azgl. (xa Vs f)
ay2

agl'(x,y,f)} Ay, (x,y,7) agl'(x,y,r)w(x ,7)

—a—[w-(xyr)
il oy dy )Y

oy

i 62 i( 3. )
o oy (x’y’r)la%ﬂ

ﬁ[g}v(x, ) 6'.:'/;-(;}:}’, r)} i 69,'(x, »,7) Oy, (x, »,7) 40

: o* > ; :
aplicando o operador L =-—( ) nas equagdes anteriores obtém-se:
ayl

'l“/f(x‘)ys f) 681‘(};, Vs T) — 3'.!'/;(-\7,}’, f) agl.(ny'! f)
Oy dy oy

0 i
— -y, (x,y,7)LO, (x,y,7)
dy

a s i 69. 3 a i L i
W:(x Y T) = 1 (x }" f) W (x ¥ T) _9] (x,y’
oy oy o

T)L ll"/f(xsy’ f)

_éay_ -91.(x:ys f)

!
subtraindo a segunda equagdo da primeira e aplicando o operador integral Idy:
0

i

0 06,"(x,y,7) ol . oy, (x,y,7)
I= Ia—{Wf(x!yar)lT'}dy_ 6[5[9' (x)y:r)T}dy

0

utilizando as condi¢des de contorno, Equagdes B.30, B.31, B.35 e B.36, tem-se que:

!
I = I[gl-(l‘aysf)lf‘i’,(x»}’,f)—Wf(xsy,T)LQ:-(xa}’,f)]dy :0
0

Substituindo a Equagdo B.42 na Equagdo B.41 tem-se o problema transformado:
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00.(x,7) 2~ 8%6.(x,7)
— T 9 : P 1. i
5 H76,(x,7) 2

+B(x,7)
com condigdo inicial:
6,(x,7)= f(x,7) =0

e com condi¢des de contorno:

6,0 _o o

I
E(I,T) = IW:’(x! y'» T)Pi(x: }’, T)dy
]

|
£ )= [vi(x 3,0 fi(x, )y
0

Utilizando o mesmo procedimento anterior para se transformar o problema na diregdo

x , onde define-se um problema auxiliar de autovalor:
2
995D | 22g(x,1)=0
ox

com condigdes de contorno:

od(x,7) L5
Ox

x=0
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05T _g  yoi
Ox

A solugdo da Equagdo B.48 nos conduz aos autovalores e as autofungdes,

respectivamente:
Ap=(m-Dr m=12,.0

¢, (x,7) = B, cos(4,,x)

2
(1+8,)

Multiplicando a Equagdo B.44 pela autofungdo 4, (x,7) e a Equagdo B.48 pelo potencial

6, (x,7), obtém-se:

a0, (x 7) %9, (x 7)

¢ ( r)+au; 8(.\',T)¢m(x f)— ¢m( T)+P¢m(x T)

D) g x,0)4.2,7 1 5,0) = 0

a? . " b
Define-se um operador L =—a—2( ) e aplica-se nas equagdes acima. Somando-se as
X

1
equagdes resultantes e aplicando o operador integral de , tem-se:

J-69 [(%,7) . (x,7)dx+ (1’ + 2, )IQ (x, )¢, (x,7)dx = IszSm(x r)dx +

0

|
+ j‘[éj(x, 1)L, (x,7) -8, (x,7)LO,(x, r)]dx
0

BCplS FEIS - UNESP
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AVAVAY
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Define-se o par Transformada Integral e Inversa, respectivamente:

A 1
O (2) = [0,(x, ), (x, T)clx
o

0,(,7)= 34 (5, 1)8,n (7)
m=l
A integral:

1
[6:e. 1)L (5. 1) = 80 (LG () i

0

¢ simplificada utilizando-se as identidades:

; 9°6,(x,
g, 0 TG0

00,(x,7) | _ 8¢, (x,7) 09,
ox Ox

0
a[(ﬁm(-’f, 7)

[z ¢, (x,7)] _ 86,(x,7) 04, (x,7) . » 3¢ (x,7)
Ox {9;(){’ iz ox :l T Ox +6,(x7) o’

2

aplicando o operador L = —;—2( ) nas equagdes anteriores:

6%':¢m (x,7)

@, (x, 7)L0,(x,7)

06,(x,7) | _ 04, (x,7) 06,(x,7) _
Ox Ox Ox

0[5, 08,(x0)]_06,(x7) (%7 5
a[&(x,r) o ] o - 6,(x,7)Lg, (x,7)

1
subtraindo a segunda equagdo da primeira e aplicando o operador integral Idx obtém-se:
0
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1

0 0, Yo[n, @
i - fglm(x, Sad il (x’”}dx - 015%[9 (1) D) }dx

3 ox

utilizando as condi¢des de contorno, Equagdes B.46, B.47, B.49 e B.50, tem-se que:

1
11 = (16,06, 2)Lh (5,00 - (5, DL (3,7 i =0
0

Portanto substituindo a Equagdo B.54 na Equagdo B.53, tem-se a equagdo diferencial

ordinaria;

0Bu(®) ,

:uiz + ;“mz)a;m(r) — ;):m(f)
or

com condigdo inicial:

8,(t) = fu(t) 7=0

em que:

- 1 11
Fn@ = [Fi(6 (5 0)dx = [ [0, (x, 7,78, (x, D) £ (3, y)dlyedx
0 00
Para i=m=1 se tem que:
(x,y,7)= el
VX Y, x/?

¢ (x,7)=1
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epara i=m=23,..,0
2 ;
Wi(x,y,7) = 7 cos(u;y) i=23,..

Gn(x,7) =2 cO8(A,x) =23,

Entdo se tem que:

2
[Ql + Q,[x —x—ﬂdydx - \E[Q] + lQIJ
2 3
Q (O){x = —dedt = £Q1(0)

2

"2 H cos(A, x)dydx =

o 1° A, 3 §2

. Fig sen(4, x)| Q{cos(/l o) |, xSeN(A,) 1 (Zxcos(/lmx)+ il
0

A 2

m m m

5 o @Q.][co;(im)_ I _coz();m)]=_ T ﬁ

2

% 14 ‘J'*
Inl : JJT 0)[:" __J cos(lmx)dydx _J_Ql (0) /1

m

manteve-se i=1, pois como definido anteriormente o potencial 6, (x,y,7) é uma fungdo de x,

pelo principio da superposi¢@o, entdo expandiu-se apenas as autofun¢des de x. Entfo se tem que

a distribuig¢@o de temperatura é:

AVA
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2
91(x,ysf)=9.‘(x,y,r)+Q{x?-x]

utilizando a equagdo de inverséo resulta:

0 o - 3
01(%,3,7) = D D W,(%, 7, 1) (3,78, (1) + Qr(x? ) xJ

i=]l m=l

Portanto:

A w % 2
6,(x,y,7) = 4,B\6,,(7) + 4, Z B,, cos(4,x)6,, (t) + Ql[% - x}

m=2

Para se obter a solugdo para o potencial 8,(x,y,r) utiliza-se as expressdes abaixo e

substitui-se na Equagdo B.14:

06,(x,»,7) _ 36, (x,,7) _Qy "
dy dy !

a282(:‘9 Vs T) N 6292‘(}:9 Vs T) _%
oy’ oy’ 4

0’0,(x,3,7) _ 9%6,(x,3,7)
ox’? ox?

06y(x,7,7) _ 36, (%,3,7) _ 0,2
or ot 221

Obtém-se assim o seguinte problema em 6, (x,y,7) com condi¢des de contorno

homogéneas:

862.(35’}” 1") - 6292‘(‘“}'3 1') a: 6292.(%}’,?) re Pz(x y T)
2 ] 3

ot ox?
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Py(x,y,7) = i

com condig¢do inicial:

2
0, (5.0 = f1(x D= QOL o=

e com condi¢des de contorno:

692.(xl Ys T) —
Ox

0

892‘(1'9.])9 1.') =0
ox

00, (x,5,7) _
oy

0

692‘(x,y, 7) »
oy

0

Realizando o mesmo procedimento utilizado para se obter o potencial 9,'(x, YsT),

transforma-se inicialmente na direcdo y, definindo-se um problema auxiliar:

o’y (x,,1)

YR Ky (x,y,7)=0

com condig¢des de contorno:

oYy .7) _ ¢

=0
o ¢
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oy(x,».7) _
%

cuja solugdo para Equagdo B.71 sdo os autovalores e as autofun¢des definidas pelas Equagdes
B.37 ¢ B.38.

Multiplicando a Equagdo B.65 pela autofungdo y,(x,y,7) e a Equag¢do B.71 pelo

potencial 6,"(x,y,7), tem-se:

* 2 *
9 52Dy (4,y,5)= L0 E2D f)+—2 G 2.1)

E +P ] i > T
o pw o vi(x, 3, 7) + B(x, », )y, (%, ,7)

O’y (%,,7)

ay 92 (I ysf)'l-au W:(x y!T)SE (x _V!T) 0

o’ . N
Define-se um operador L =—§( ) e aplica-se nas equagdes acima. Somando-se as

1
equagdes resultantes e aplicando o operador integral jdy , tem-se:
0

00, (x,y,7) B 0

’ 6, (xy 7)
Jwiey,n =222 =y, (%, y,7)dy +
]

! i
w1’ [v (69,08, (x, p,0)dy = [F= 22
0 0

1 1
+ [By w .y + (18 (o LY (1) =y DOLE, (e iy
0 0

Define-se o par Transformada Integral e Inversa, respectivamente:

!
Z;-(x, T) = _[I:V;'(xa Ys 7)92-(%)’» f)dy
0

82.(x9y9 T) = Z W;'(xa Y T)Ej(xa f)

i=1

A integral:
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]
[l6, )Ly 3.0 = w2 DOLO, (5,30 by
0

¢ simplificada utilizando as identidades:

826, (x, y,
ay ay +%Ua)’aﬂ%

96, (x,, r)] _ W (6 ,7) 06, (%,9,7)

0
—|vi(x,¥,7)
e

oy

.g.ligl‘(x’ ,7) oy, (x,, f)} i 392‘(x,y, 7) oy, (x, y,7)

2
8 s s A2 W6 ¥i7)
oy

oy oy oy’

2
aplicando o operador L = _5%?( ) nas equagdes anteriores:

O i, veth 06, (x,5,7) | _ 0y,(x,3,7) 36, (%,,7)
% dy E oy oy

-y, (X, Vs T)ng’(x:y! T)

9 o 5oy, Q002D | _ 06, 05,3,7) W3, 7)

-0, (%, 3, 7)LY,(x,,7)

!
subtraindo a segunda equag?o da primeira e aplicando o operador integral Ia’y :
0

1

b, 69‘(x,y,r) y 6[ . 5!!/,-(x,y,f):|
= =y, (x,y, 1) =222 oy, [ 6,° (x, y, 1) 222l g
Ojay[w(xyr) & ]y Jay , (%, ¥,7) o ly

Utilizando as condi¢des de contorno, Equag¢des B.69, B.70, B.72 e B73, tem-se que:

!
= I[‘gz‘(xsy,f)LW:(xsyﬁ)—%(-’:s)’sf)fﬁz (x,y,r)}l'yz 0
0

Substituindo a Equagé@o B.75 na Equagdo B.74, resulta na Equagdo B.65 transformada:
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- o
LA PO i Zé;(;" D 5m)
T X

com condi¢do inicial:
Z(x,r) = E(x, ) 7=0
e com condi¢des de contorno:

oZ, (x,7) _ 0

i
§f(x’ T) ™= IP2(xs ys f)W;(x, ya T)dy
0

!
(1) = [ £ 0w, p,7)dy
o

Para se transformar a Equagdo B.77 segundo a dire¢do x, define-se um problema

auxiliar do tipo:
0’p(x,7)
TR A1) =0

com condigdes de contorno:
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cuja solugdo da Equagdo B.81 sdo os autovalores e as autofun¢des definidas pelas Equagdes B.51
e B.52

Multiplicando a Equagdo B.77 pela autofungdo ¢, (x,7) e a Equagdo B.81 pelo potencial

Z(x, ) resulta em:

62,- (x,7)
or

0
b (5 0) + 1122, (2, 1) (5,7 = %%u, £+ 5,06, 1) (x,7)

w Z(x,0)+ A, (x,7)Z,(x,7)=0
x

0’ . 2 ;
Define-se um operador L = —6—2( ) e aplica-se nas equagdes anteriores. Somando-se as
X

1
equagdes resultantes e aplicando-se o operador integral Idx , obtém-se:
0

. 0Z,(x,1)
or

1 1
dx+ (1] + 2,7) [$0 (5, 0)Z, (x, 1) = [5,(x, 1), (x, T)dx +
0 0

1
+ 2. 0Lgn (D) - 4, (1 DLZ (D) i
0
Define-se o par Transformada Integral e Inversa, respectivamente:

= 1
Z, (@)= [$(5,0)Z,(x,7)dx
0

Z(x,1)= . n(x, 92, (7)

m=1

A integral:
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Ij'[Z. (%, )L, (x,7) - §y (5, D) LZ, (x, 7) Hx
0

¢ simplificada utilizando as seguintes identidades:

0’Z, (x, 7)

56; { 2 (x’r)éiZ,-(x,r) 04, (x,7) 0Z (x,r) w4 ey LET)

Ox ox

+ Z(x, 7)

..g. ['Z“ (x, 1_) a¢m (x, f) = aZ’ (x’ f) a¢m (x1l f)
Ox ox o =

az¢m (xJ T)
o

; 0 5 ;
aplicando o operador L = —ax—z( ) nas equagdes anteriores:

-4, (%, 7)LZ,(x,7)

{ & I )az (x, r)J 04, (x,7) 0Z,(x,7)
ox Ox

-Z,(x,7)L@, (x,7)

4, (x, r)} 8Z,(x,7) 8¢, (x,7)
ox ox

[Z(,)

1
e subtraindo a segunda equagdo da primeira e aplicando o operador integral I dx obtém-se:
0

Y 0Z,(x,7) o[> a¢,,,(x,r)]
- Ja {g}m (x,7) T}dx - Jax [Z, (x,7) — & dx

0

Utilizando as condi¢des de contorno, Equagdes B.79, B.80, B.82 e B.83, resulta que:
l o~ ~
= j[z,.(x, 7)L$,,(x,7) = $, (x,T)LZ, (x,7) fx = 0
0

Portanto substituindo a Equagdo B.85 na Equagdo B.84 obtém-se a equagdo diferencial

ordinéria:

AVA
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% + (-ur'z + Aﬂ.’mz)é‘:m (T) = §;m(r)
T

com condi¢do inicial:

Z,,,,(r) h,m(r) =0

- 1 - 114
Sm(®) = [5,060)8, (6, 0)dx = [ [B(x, 3,00, (5, 3, ), (x, D)yl
o 00

a 1 - 11
hin(0) = [B (5,008, (x5, 0)dx = [ [ 1o )W (3, 2,70, (3, 7y
0 00

Como 6, (x,y,r) é uma fungdo de y, expandiu-se apenas as autofungdes

Portanto temos:
2 _”i g .0 1 0,* ) _ [_& -1)
Sn(r-ofojﬁ[ ol Wit S0 =L il =S
D y2ayax = i, (O)Q

]cosw,y)dydx

! 2 2 !
£t +%[2—J;°08(m)+[%— %Jsen(ﬂ,y)} = 20, 2 cos(#.l)
0 Hi 0

Iy B 12yl

§,(2) =210, ~cos(u)

i
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~ 11
hy (1) = JJ\/E 2,0 )y cos(u; y)dydx = \/_QE(O);—COS(#,
00 i

em que:
B =pl ==z
Entdo se tem que a distribuigdo de temperatura é:

6,(x,y,7)=6,"(x,,7) - -Q;y

utilizando a equag¢do de inversdo resulta:

0,06, 1) =33 Wiy, D, r)z,,,.(r)—%y

i=l m=l

Portanto:

0,(x,y,7) = A,Bé,, + B, Z A cos(,u,-y)Zd(r) —%y
i=2

Sendo:
O(x,y,7) =6,(x,y,7) +6,(x,y,7)

tem-se que:

0(x,y,7) = 4,B0,,(2)+ 4 Y B,, c0s(4, )8y, () + 4B,Z,,(2) + B, Y, A, cos(u, )2 (1) +

AVA
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A solugdo da Equagdo B.56, juntamente com a condigdo inicial, Equagdo B.57, resulta

Ji

By (7) = expl-(1’ +ﬂn2)r]{7Ql (0)+\ﬁ{ [oi@expl(u’ + 47 yeldr +
0

+§ [Or@expl(u’ + Alz)r]dr“
0

o 1%
6.,,,(r)=exp[—(u3+/1,,,2)r][—JEQ.(0) ' ;‘/2_—2]91
m 0

L

()expl(u” + l,,,z)r]drj'

pois a solug@o para uma equagéo diferencial ordinaria do tipo:

2D 4 %0 =00

¢ obtida da seguinte forma:
X (x)= kexr{—f#fdf] + ew(—i#fdr) [oi @ exp(ur)dr
0 0 0

em que k € obtido a partir da condig@o inicial.

E também da Equagdo B.87, utilizando a mesma definigéo, resulta em:

Z,(2) = expl=(u + ﬂﬁ)rl{\ﬁgz(mé = [—} [ou(r)expl(u? + Ayrlde +
0

+é [QES (T Af)r]a'r”
0

Z,(0) = expl-(u + A7 )r]lﬁgz (0)—cos(u)) +21 ﬁcos(,u,‘ ) [0r(e)explu? + AD)elde
)ur i 0
B.100
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Portanto se tem que o potencial de temperatura do periodo pré-ablativo é:

2

2
0(x,,7)=Q, (T)(% = XJ - (f))z)—f A %exp[-(#.2 + 2 F]{-}QQl (0) + \/sz(O)é *

1| [Q)expl(m’ + 47 )eldr + —‘5 [o@expl(u’ + 4] )r]dr} +
L 0

#T{ -1 [Oa(yexpln’ + 41)rldr +% Jo:@explu’ + Aq")rldr]} i
5 0

IZJECOS(?L x)expl-(u” + 4, )z']‘/_{Q](O)+ IQl(r)exp[(u. + Am )r]a’f]+
m=2 m

121

%zcos(u,-y)exp[*wf + ")) . cos(4; )[Qz(0)+ [0 (@) explu’ +ﬂf)r]dr] B.101
i=2 i 0

Compactando a Equag@o B.101 tem-se:

0(x,y,7) = [Qf o L Q2(0)+ I, += - 12, !14, +%15,}exp[w(,u,2 + 0]+

2
—ZZcos(/l x) sexp[—(t” + 4, )r][Q,(0)+13,]+Ql(r)(——x}—Qz(r)—+

m=2 m

+2!Zcos(#; % cos(#,y)exr)[ (1 + 47)7)[Q,(0) + I, ]

i=2

I, = [Q(@expl(’ + 47)elde
0

L, = [Q(@)expl(” + 47)7ldz
0

I, = [O/(@)expl(u” + 4, )rldr
0
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I, = [Qy(@)expl(s’ + 47 )rldr
0

I, = [0y (r)expl(u’ + 47 )rldr
0

I = [Oy(x)expl(y + A} )rldr
0

Os fluxos de calor foram deixados genéricos, pois estes sdo dependentes do tempo,
podendo ser polinomiais, potenciais, exponenciais ou constantes. Estas integrais podem ser
facilmente resolvidas pela aplicagdo de integragdo por partes, mas que dependem da
especificagdo do fluxo de calor absorvido e rejeitado.

Concluido o periodo pré-ablativo passamos a resolver o periodo ablativo, a condigdo
suficiente e necessaria é o campo de temperatura obtido no periodo pré-ablativo como condigdo

inicial para o periodo ablativoem r=1,.

v Periodo ablativo:

98(x,y,7) _ 9°6(x,,7) . 86(x,y,7) S<x<l
= + 5 T>1,
or ox? oy 0<y<l

com condig¢@o inicial:

9(x,y,f)=91,;(x;)’sf) =y 0{});;

com as seguintes condi¢des de contorno:
f(x,y,7)=1 x=8(,7) 0=<y<li

00(x,y,7) _
Ox

0
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00(x, y,7) "
oy

00(x, y, 1) L.
dy

em que 6,(x,y,7) € a distribui¢do de temperatura no tempo ablativo z,, obtido no periodo pré-

ablativo. A equagdo de acoplamento na interface ablativa €:

2
os ) |08 oS

que € a equagdo de balango de calor na fronteira ablativa obtida por Hsiao (1983), Hsiao &
Chung (1984).
Uma mudanga de varidvel nas Equag¢des se faz necessario, no qual se objetiva

homogeneizar as condigdes de contorno. Desta forma define-se:
0’ (x,y,7)=6(x,y,7)~1

e uma mudanga de eixo na dire¢do x, onde a nova variavel ¢ definida 7 =1-x. Entdo se tem que

as equagdes governantes do periodo ablativo, na nova variavel, sdo:

' ; 727,
0°0"(m,y,7) 070" (m, y,7) _ 06" (1,7,7) 0<ysl

6?}2 ay2 or

0<n<n(y,7)

com condig@o inicial:

9‘(??’}”1-)=9r'mciau‘(x9y’r)_1 T=Tf

com as condi¢gdes de contorno:
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06" (1, ,7) _,
on

6’(0:}’:?):0 T?=U;,(J’sf)

00" (n,y,1) i

™ 0 y=0 0s<p=<n(y7)

96" (1,.7) _

oy -0,(r) y=l 0=<n<n,(y7)

Para se aplicar a TTIG transforma-se o problema inicial segundo a dire¢do 7, adotou-se

o seguinte problema auxiliar de autovalor:

2
%ﬁ:zy’r) + A1, y,7)=0

com as condi¢des de contorno:

09, 1,7) _
on

n=0
¢(,y,1)=0 n=n,
Supondo que:

@(n,y,7) = Asen(An) + Beos(An)

derivando em relagdo a varidvel espacial 7 :

—a¢(g* »0) _ 4 cos(An) - BAsen(An)
n

AVA
AVAVAY
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utilizando as condig&es de contorno tem-se:
n=0—>4=0
¢(n,y,7) = Bcos(An)
n=mn, —> Bcos(An,)=0
portanto obtém-se que os autovalores e as autofungdes sio:

_Qi-D

A (y,7) 2
b

¢(n,y,7) = B, cos(4,1)

A norma das autofungdes € definida como:

Uiy
N = [Bcos®(An)dn = 1o
; of (A4m)dn 5

para autofungdo normalizada N, =1, obtém-se que:

2
aplicando o operador L = —:—2( ) nas Equagdes B.111 ¢ B.117 tem-se:

* 629. (q! J’: T) 69. (;7’ y’ T)
—LB (T?,ysf)'f‘ ayz i ar

- Lg(n,y,7)+ A7 (3, 7)p(,y,7) =0

AVA
AVAVAY
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Apéndice B — Desenvolvimento analitico do problema de abla¢do bidimensional

Definindo-se uma autofun¢io normalizada como:

,, 2 ]
i ]

Tomando-se a Equagdo B.124 e multiplicando-se pela autofung¢do normalizada, e a

Equagdo B.125 pelo potencial 8°(x, y,7), dividido pela raiz quadrada da norma obtém-se:

9%0'n, y, 00' (1, ,
—('qzy—r)zK:('?sysr)'_"M

- K,(1,y,7)LO (1, y,7) + K, (1, y,7) ~ —

-26' 03, KR4 32,096 (3,0 KR = - LK 1,3, 96' (0,3, 0)+

[ i

+ 22 (1)K, (1,3,7)0° (17,5,7) = 0

s
somando-se as duas equagdes acima e aplicando o operador integral Idrp :
0

. 06" (n,y,7) ™ . .
J‘K:'(’?a)'af)#d’?+ HK;(’?,}",T)LB (’?a}’af)"g (U,yaf)LKf("?,yﬂ)}i’?"‘
0 0

2 L]
0 Hg;y,r)dr?:()

My Mh
+220,7) [K,(0,9,0)8" 0, y,0)dn - [K,(1,7,7)
0 0

Definindo-se o par Transformada Integral e Inversa como:

My
0 (3, 7)= [K,(1,y,9)8" (1, y,7)dn
0

0'(1,,7)= 2 K,(1,,0)6, (y,7)

i=l

A integral:

AVA
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My
[l&.(1..0L6" (0.3.1)~ 6" 1.y, D) LK, (.7, D lin =V
0

¢ simplificada utilizando-se as identidades:

[ 26" (1, y,
K;'(’?,y,f) (U y r)]
nl on

= aK‘(q’ Vs f) 69'(”7}’: T)
on on

3%6" (n,y,7)
6?;2

+ K:‘(’?,ya 1-)

+0'(n,,7)

6" (1, y,7)

BK!'(??5y! r):| - 36-(’7,}’,7) aKj(qsya T)

asz(qs y; 1-)
an an on on’

2
subtraindo a Equag¢do B.130 da Equag¢do B.131, e aplicando o operador L= —%( ), tem-se:
n

, ; 805 K,(1, 7,
_8 (W:)’J)LK:(’?Q’J)+K,(Ua)’af)L9 (’?s}’sf)za[g (ﬂs%ﬂ%}*‘

0

__'“{K:(T}‘,y,f)

86" (1, ,7)
on

on

entdo tem-se que:

U U/ *
9 | 5 oK (1, y, G 36" (n, ,
V= —[6_17|:9 (n,y,r)Mjidq_ I—[K,-(rz,y,r) (n,y,7) dn

on on on

0 0

considerando as condigdes de contorno definidas pelas Equa¢des B.113, B.114, B.118 e B.119,

resulta em:

B.133

A partir da equagdo de inversdo, Equagdo B.129, derivando-se em relagdo as

coordenadas espaciais e temporal, obtém-se:
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59 (y, 7)

86" (n,y,1) ZE?‘K ;@ 3,7) ~

9 L) K ’ )
5 = (v r)+Z (@, 3,7)

J=1 J=1

00, (y,7)
Ay

69.(’?,}’,7) ZBK (T},y.,f)

9 ¥, K .(n,y,
5 = (v )+Z ,@,9,7)

2’6" (1,3, 7) O’K,(m,3,7) 5 0K, (n,y,7) 88, (3,7) & 0%, (y,7)
—— —ﬁ—w—é‘(,)+2 K,(n,y,0)——=5—
% ; % ; oy N e

Substituindo estas equagdes na Equagdo B.127, tem-se:

IK (13,03 220G 5, ey + jK,-(rz,y, 03 K, (1, r)%
=1

J=1

+ 4 [K(n,y,r)ZK(n,y,r)e (7 - JK(n y,r)z#l”‘( o)+

oK ;(n,y,7) 69 "(0,7)
oy oy

" < "(3,7)
dn - IK.(n,y.r)ZK,(n,y,r)—ay—d n=0 B.134
0 J=

-2 JK 1, , r)Z

Compactando a Equagdo B.134, tem-se:

00" (3,1 - s = 90 (n1) 36,y
90 ) L 325,008 () + Y 4,8, (,) - ZB,, AR
3 = dy oy

=0

i oK,(m,y,7) , ™ 3’K,(n,y,7)
Ay = JK;(W,y»T)TdW_ J.K;(r?ﬂy&r)—;_ayz—'_-d
0 0

oK ,(n,y,
j(nyr)dq
oy

sy
B, =2 [K,(1,5,7)
0

sabendo que:
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L 0,i#j
[Ki 3, 0Ky, =1 " 7
0 3 I er

As condigdes de contorno transformadas sdo obtidas multiplicando a Equagdes B.115 e
B.116 pela autofungdo normalizada e utilizando a equagdo inversa, Equagdo B. 129, onde se

obtém:

LD * I
06 (n,y,t 0 «— ~
VI= Ku‘(’?s}’sf) (q 2 )di‘?Z Kj(??ayar) K;(??,y,f)ej (y,r)dr}
o o
0 Y 0 y.,=1

] 9_- :
VI = IK (n,y,7) ZMB (y,r)+ZK 1, y,7)—2 ¥, 7) d
J=l 6y = ay

1< 00, (»,7)
=5§U1( r)"l' a}i}r 0

entdo para y=0:

36, (1)
oy

1
w2—Z.B,),@I (y, 1)+ —=2=2 =0

Tem-se que:

My 4 My
[0, 0 2 LLDay = - [, 13,90, )
0 0

i ) i T
_[K;(??,y, r)%z K,(n,y,7)0; (y,0)dn=-0,(7) IK i(n,y,7)dn
0 J=l 0
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e G )

Qi-)r }d _ 22,

U/ M ‘JE |:
K,(n,y,t)dn =
6[ ny,r)an J\/a COs 2}7“)

2i-Drm

s, : 9.‘ ’
IK*(”’Y’T){ZMB (y,r)+ZK ., r)—’—(-y-i)}d??-
0

= = %

66(,)
ZBM(,H aj,”

substituindo estas equagdes na Equagdo B.137 tem-se que para y=1/:

%609 _ oty 050,

fin7)= ‘/_( 1y*

(2i-Dr

Para a transformag@o segundo a diregdo y, adota-se o seguinte problema auxiliar de

autovalor:

O’y (y,1)

%’ + 1y (y,7)=0

com condi¢des de contorno:

oy(»1) _

AVA
2 3 4 5 6 1 Unesp"l
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Supondo que a solugio da Equagdo B.139 seja do tipo:
w(y,7) = Asen(uy) + Bcos(uy)

derivando esta equagdo em relagdo a varidvel espacial y:

% = Apcos(uy) - Busen(uy)

utilizando as condi¢des de contorno, obtém-se que:
y=0>4=0
y(y,7) = Beos(uy)
y=I0l—-Busen(ul)=0
Cuja solugdo sdo os autovalores e as autofungdes:

k-1
.Ukz( ] )’T

vi(y,7)= COS[@ y}

A norma das autofung¢des ¢ definida como:

Definindo-se uma autofungdo normalizada:
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VY, 7)
Mk(er)z_;\“—;z-

k

Multiplicando a Equagdo B.135 pela autofung@o normalizada e a Equagdo B.139 pelo
potencial 6, (y,7) dividido pela raiz quadrada da norma, tem-se:
39, (y,7)
or

+ A M (3,08, (1,0 + D M (1, 14,0, (y,7)+
J=1

Mk(ysr)

z 28, (v, 2’6, (v,
WA a(;”) My, 0) P =0

if
J=1

9 (ys 7.') aQW()’,T) #'2 é:‘(y,f)

y(y,7)=0
N,,”z P Nkuz

2
Define-se o operador L = —a—,_;( ) e aplicando nas equagdes acima, obtém-se que:
oy

Mk(.}’,f)

@M M, (0n 08, (,1)+ > My (1,0 4,8, (7,7) +
Jj=1

ZD M0 ALF] () =0

_ZMk(yar)Bg
J=

a Mk(}’;f)

6, (y,7) + 126, (1, 0IM (3,7) = =6, (»,7)LM, (p,7)+

+ 126, (3, DM, (y,7) =0

somando-se as Equagdes B.147 e B.148 resulta em:

20, (y’r)d f f,l M (3,08, (y,2)dy + i* I9 0, DM, (y,7)dy +

38, (y,7)
M. 4,8) (. 0)dy =Y. IM,(( 0By —L = dy+
J=lo

AVA
2 3 4 5 6 7 unespml 2 A3 94 1&5 de Al

18



Apéndice B — Desenvolvimento analitico do problema de ablagdo bidimensional

!
+ M, 0,028 (0= 8 o) LM, ) Jy =0
0

Definindo-se o par Transformada Integral e Inversa, respectivamente:

~ !
8" (@)= (6], )M, (3, )y
0

6, (y,1) =Y. M, (3,78, (v)
k=1

Substituindo a equagdo inversa nas integrais:

59 (y, 7)

1
[M(.7) dy = ka(y,r)—ZM,,.(y, 08, (Xdy =
0

! aé :
= IMk(y,r) Z%Bw (r)+ZM (y,7)—2——= ) Lo
0 m=l1 T m=1 8r

!

=3 (M, oM, (3,1 2D 69‘* (5,
0

m=1

oM, (y,7)

=0
or

!

96, (y,t 85, (r
J.Mk(y!r) i (y )dy= k ( )
; ot or
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sabendo-se que:

0, k#m

/)
JMk(yar)Mm(y’f)dy={ ,
3 Lk=m

ij(y,r)A,_, 8, (y,7)dy = ij(y,r)AgZM 0, 0)8, (2)dy =

m=l]

- !
O "(2) [4,M, (9, 1)M,, (3, 7)dy
V]

08, (y,7)

! !

8 & 2.
[M, (.8, dy= [M,(y,0)B, % > M, (%,7)8,, (r)dy
0 0 m=|

1" aé" L]
= _[Mk(}'sf)Bg ZM (r)+ZM (y,7) i dy =
0

m=1 ay ay

-
=ZJ.B,J-M,‘(y, )aM" a;y_,r) "(¢)dy

m=l g

entdo tem-se:

29, (,V,f)

! " !

D5 oM (y,T
[M, 01018, = 2 =dy =318, [B,M, (1) 2=l
0 m=l 0

A integral:
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i
_[[M (O DLE, (1,70) =6, (1, LM, (3, r)]ﬂ’y
0

¢ obtida utilizando-se as identidades:

.,.@:_'(y,f)m

3[5,-'02, MG, ’)} _ 98, (5,7) M, (3,7) ‘
oy » o -

oy

i{Mk(ya ?.')

%6, (y,7)
ay 2

98, (v, r)] _M s 00 )
— k 4

O dy O

subtraindo a Equag¢do B.156 da Equagdo B.155 resulta em:

; 1
VIl = J-[Mk(yar)Lé:.(yar)_é:.(y’r)LMk(y’r)]dy= I%{é‘;‘(y’f) 8M,:3;y, T)}dy-’_
; 0

! !

aM.i‘(y}r)

!

9 36, (,
- M, (y, r)%

— —[M (Vs r)%}dy =0, (y,7)

oy

0 0 Y 0

mas como:

M) _
oy

=0 0

N,
oy

portanto:

oy ! ke
VI =M, (, ’)w = M08, (0B, - M1, 00D+
0 J=

1 = ~
-EMJE 0,7)> B,6,(0,7)
J=l
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substituindo a equagdo inversa, tem-se:

VH=%ZZ LM, (1, r)BUf?m (@) -M,(,7)f,(1, )0, (7) +

J=1 m=1

1 o o

_EZZM"(O f)M (0 7) if _,w

J=lm=l1

Portanto substituindo estes valores, Equagdes B.151, B.152, B.153, B.154 ¢ B.157, na
Equagdo B.149 resulta em:

ag:k (f) ,-m ( )+ZZ A,}'Mk(y,T)Mm(y’r)dyé:‘m‘(r)+

ot J=l m=

o o f'
=303 [B,M, () 22D
1m=10 ay

1 W o

=_EZZM,E (,7)M, (1,7)B,(, r)ej,,, @) += ZZB,}(O )M, (0,7)M,, (0, f)gm (7)+

Jj=lm=1 jlml

D44, (r)+Z IA G OM (.M, (. D), (2) =

+ Mﬁ: (J! T)f; (Z: T)QE (T)

Compactando a Equag@o B.158, na forma matricial, tem-se:

ag{k (r) ZzEgkm Jm (f) j;k

S=lm=1

]

M,,(y,T
Ejn = 8, 8mth” + ].[Ay-M «OM,, (y,7) - B;M, (p, r)%})ﬂ
0

I
+ 0y Iﬂ;z (y, )M, (y,T)M,,(y,7)dy + ]5 B,(l, )M, (I, 7 )M, (I, 7) - % B,(0,7)M,(0,7)M,,(0,7)
0

T = My (1,0 £,(L )0 (0)
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Para se determinar a equagdo de restri¢do no contorno transformada, tem-se as seguintes

expressoes:

o

0 (3,0 =Y S K. (.3, 00M, (3, 1), (¢)

i=l k=1

V2 [(k D y}

Mk(y,f)=f005 7

42 05[(25 ~Dr q}

K(ny1)= c
(M, y,7) ﬁ 2

Sabendo-se que:

S(y,7r)=1-n,(y,7)

A equagdo de acoplamento na nova variavel:

oy on ot

2 *
H%J ]M§Q L

entdo derivando-se as Equagdo B.161 em relagdo a coordenada espacial y e a temporal 7, tem-

se.
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3S(y,7) __0my(07)
or or

_&zﬂz_a[g ¢Qr| | L)% g[M] ] B.165
o1 or ol Q1 !

Fazendo a derivagdo da Equagdo B.160 em relagdo a variavel espacial 7, obtém-se:

06" (1,,7) _ < 9K, (1) 2,
— D o —2T M, (y,7)8,
o, Z|§ oy M0 ()

utilizando a defini¢do da autofungdo e derivando-a:

oK,(m.y,7) __ N2 Qi-Drx sen]:(Zf—])fr n}

on N \/a 2m,

2n,

para n=1,(7):

K,my1)_ N2 Qi-lzx Sen]:(Zi—l);r]

on i \/a 2n, 2

oK,(m,y,7) __ N2 Qi-Dn 2 -z

0 .
— -1 h PO ) (_l)l+2
on Jn, 2, = I 2m

Logo a Equagdo B.166 torna-se:

06 (r? Y,7) zz V2 @i-hx =l !)’”Mk(y,r)&k (7)

,u.n./a 2b

Substituindo as Equagdes B.164, B.165 e B.167 na Equagdo B.163, e também aplicando

!
o operador integral Idy tem-se:
0
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Apéndice B — Desenvolvimento analitico do problema de ablagdo bidimensional

£0,) 196" (15,7 on .
(58] [pegpto-rfpa-alo

J‘é‘t‘? (f?,y, f) AN l)fr

-1*28, (1) IMkdy
1 k=1

V2 0{ (k-Drx

] y} i=2,..,0 , portanto:

!
IM,,dy:O para i=2,.,0
0

06’ (rr,y,r) ¥ (2= cvmnine
dy = =D"6, (r)
5[ Z \/‘ 3/2 2 1

Utilizando as expressdes definidas pelas Equagdes B.169 e B.170, e substituindo na

Equagdo B.168, tem-se a equagdo de restri¢do no contorno transformada:

;__Qg_ 3 i+2 dnh_
[H(IQJ}Z; 7D '9,1 (7)- - Ql
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Apéndice B — Desenvolvimento analitico do problema de ablagdo bidimensional

!

M= |1, (y,7)dy

A condi¢do inicial transformada, segundo a dire¢do 7, é obtida utilizando-se:

6" (n,y,7)=0(n,,7) -1 B.172

multiplicando-se a equagdo pela autofun¢do normalizada K,(7,y,7) e aplicando o operador

s
integral Idry tem-se:
0

s s L
[K.(n,,7)6" (n,y,9)dn = [&.(,, 6@, ., 0)dn - (K, (7, y,0)dn
0 0 0

entdo a equagdo torna-se:
é:.(%f) =‘:5,-(y»f)—?,(%f)

em que:

s
70 = [K,(1,y,000(n,y,7)dn
0

My

7,050 = [K,(m,y,0)dn

0

A transformagdo segundo a diregdo y € realizada utilizando a Equagdo B.173, em que

se multiplicou a Equa¢io B.173 pela autofun¢do normalizada M, (y,7) e aplicou-se o operador

!
integral Idy , que resulta:
0




Apéndice B — Desenvolvimento analitico do problema de ablagédo bidimensional

! 4}
[M (3,08, (. 0)dy = [M, (3,0, (3, 7) -7 (y, D) by
0 0

Portanto tem-se a condi¢do inicial para o sistema infinito de equagdes diferenciais

ordinarias como:

8, (1) = 04 (0) =7 (2)

em que:

1
ou(0) = [M (3,05, (v, )y
0

]
74(@) = [M (3, 0)7,(y, )y
V]

Portanto as Equag¢des B.159 e B.171 formam um sistema infinito de equagdes
diferenciais ordindrias de primeira ordem acopladas que € a solugdo para o problema de difusdo
bidimensional em corpos com protegdo térmica ablativa. A Equagdo B.174 € a condigdo inicial

do sistema infinito.
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