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Resumo

RESUMO

Kurokawa, F. Y., Estudo Híbrido Analítico/Numérico da Equação de Difusão Bidimensional em
Sólidos com Proteção Térmica Ablativa, Dissertação (Mestrado em Engenharia
Mecânica), Universidade Estadual Paulista, Departamento de Engenharia Mecânica,
Tlha Solteira, São Paulo, Brasil, pp. 134, 2003.

A transferência de calor com mudança de fase e perda de massa está presente em

muitos problemas da engenharia e é de grande importância tecnológica. Exemplos

deste fenômeno incluem a fundição de metais, o aquecimento aerodinâmico e

operação com reator nuclear. Problemas deste tipo são inerentemente não lineares

devido ao movimento da fronteira. Um fenômeno que tem ganhado a atenção dos

pesquisadores nas últimas décadas é o aquecimento causado pelo atrito entre o area

estrutura de um veículo espacial na reentrada atmosférica, produzindo a perda de

material da superfície. Este fenômeno é conhecido como ablação no meio

aeroespacial. Neste trabalho foi realizada uma análise do problema de ablação

transiente em um prisma retangular que foi modelado como um problema de difusão

bidimensional. A Técnica da Transformada Integral Generalizada foi usada para se

resolver o sistema de equações resultantes. Esta técnica transformar o sistema de

equações diferenciais parciais original em um sistema de equações diferenciais

ordinárias. Foi implementado um programa de computador em Linguagem FORTRAN

para resolver este sistema de equações usando rotinas disponíveis na IMSL Library. As

variáveis de interesse tais como a distribuição de temperatura, a espessura e a

velocidade ablativas foram obtidas para diferentes fluxos de calor no contorno.

Palavras­chaves: escoamento hipersônico, ablação, aquecimento aerodinâmico, mudança de

Jase, proteção térmica, técnica da transformada integral generalizada.
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Abstract

ABSTRACT

Kurokawa, F. Y., Analytical/Numerical Hibrid Study of the Two­Dimensional Difusion Equation
in Solid with Ablative Thermal Protection, Dissertation (M. Sc. in Mechanical

Engineering), State University of São Paulo, Department ofMechanical Engineering,
Ilha Solteira, São Paulo, Brazil, pp. 134, 2003.

The heat transfer with phase change and mass loss is present in many engineering

problems and is of great technological importance. Examples of this phenomenon

include the metal melting, the aerodynamic heating and operation with nuclear reactor.

Problems of this type are inherently nonlinear due to the moving boundary. A

phenomenon that has been gainning the researchers' attention in the last decades is

the heating caused by the friction between the air and space vehicle structure in the re­

entered atmospheric, producing the material loss of the surface. This phenomenon is

known as ablation in the aerospace area. In this work an analysis of the transient

ablation problem in a rectangular prism that was modeled as a two­dimensional

diffusion problem, was accomplished in order to obtain the thickness and the ablative

speed. The Generalized Integral Transformed Technique was used to solve the

resultant equations. This technique transforms the original partial differential equation

System into an ordinary differential equation system. A computer program was

implemented using the FORTRAN Language to solve this equation system and IMSL
Libraries routines. The variables of interest such as the temperature distribution, the

thickness, and the speed ablative were obtained for heat fluxes different in the

boundary.

Keywords: hypersonic flow, ablation, aerodinamic heating, phase change, thermal protection,

generalized integral transform technique.
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Capítulo 1 — Introdução

CAPÍTULO 1

INTRODUÇÃO

1.1 OBJETIVOS

Este trabalho tem como objetivos principais formular e resolver problemas
bidimensionais transientes de fronteiras móveis. Um fato que se deve salientar é que este
trabalho visa à aplicação de uma técnica matemática num problema físico, no caso o fenômeno
de ablação, que pode ser modelado por uma equação de difusão, com fronteira móvel decorrente

do desgaste da proteção térmica ablativa, que a priori é desconhecida. A posição da fronteira é
parte da solução. Problemas que envolvem fronteiras móveis são extremamente complexos e

pela aplicação desta técnica matemática pode­se obter soluções analíticas mais precisas.

1.2 CONSIDERAÇÕES SOBRE AERODINÂMICA DE ALTA VELOCIDADE

Um fenômeno que está em estudo nos dias atuais é aquele que trata do aquecimento

aerodinâmico de veículos espaciais na reentrada na atmosfera. O aquecimento aerodinâmico é o

aquecimento de um objeto como resultado do escoamento de um fluido em alta velocidade sobre

o mesmo, van Driest (1956). O estudo deste fenômeno é complexo, envolvendo conhecimentos

multidisciplinares tais como: mecanismos de transferência de calor, aerodinâmica de alta

velocidade, ciências dos materiais, cálculos de trajetórias, cálculo do fluxo de calor incidente e

ensaios aerodinâmicos para simular as condições de reentrada, Pessoa­Filho (1997).

O cisalhamento das camadas de fluido, quando eles escoam ao longo do corpo, e a

compressão que ocorre quando se aproximam de regiões de estagnação de superfícies frontais,

convertem a energia cinética do movimento em calor dentro de uma fina camada de ar que cobre

o corpo, van Driest (1956). Na Figura 1.1 é mostrada tal região.
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Z  Sterma
—

T"———
—— ­­

..——
——.

—"—.ao in —
enêrgia térmica À energia térmica
devido à devido ao atrito

compressão

Figura 1.1 — Regiões de aquecimento sobre um corpo em velocidades supersônicas, van Driest (1956).

A predição do aquecimento aerodinâmico de um veículo espacial é essencial para uma

missão espacial bem sucedida e um retorno seguro, Meese & Norstrud (2002). Um método

predominante de análise aerotermodinâmica tem sido baseado na combinação de técnicas

teóricas e numéricas. A Figura 1.2 apresenta uma comparação de simulação com dados

experimentais para um ônibus espacial típico na reentrada. São apresentadas a trajetória e a

velocidade de reentrada. Com base nas informações disponíveis, notamos uma divergência nos

resultados, daí a importância de uma combinação dos resultados para uma predição mais
realística.

O — altitude

O + velociy
and

"7 respective simulated curves
— — — simulated curves using STS­2 data

1 inda, à

500 1060 1500

ts)

Figura 1.2 — Comparação de dados para altitude e velocidade simulados e dados experimentais, Meese & Norstrud
(2002).

A análise do aquecimento aerodinâmico se tornou uma necessidade com o advento do

Programa Espacial Brasileiro. A Figura 1.3 ilustra a trajetória de reentrada de um microsátelite
recuperável, Loures da Costa & Moraes (2000) e Pessoa­Filho (1997), denominado SARA
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Capitulo 1 — Introdução

(Sistema Auxiliar de Recuperação Aerodinâmica) desenvolvido conjuntamente pelo JAE­INPE

(Instituto de Aeronáutica e Espaço — Instituto Nacional de Pesquisas Espaciais) para o estudo de

microgravidade,

mm Velocidade

T
—o

1200 1500

[s]

Figura 1.3 — Trajetória típica de reentrada do SARA e sua variação de velocidade, Loures & Moraes (2000).

O microsátelite entra na atmosfera terrestre de uma altitude de 300 Km quando está com

uma velocidade de aproximadamente 7630 m/s, Pessoa­Filho (1997). Um fato que se nota

através da Figura 1.3 é que inicialmente o microsátelite sofre um acréscimo de velocidade devido

à ação gravitacional do meio (atmosfera rarefeita). Entretanto, ao se aproximar da atmosfera
terrestre (cerca de 90 Km) a força de arrasto começa a exercer sua influência, devido à interação

com as camadas mais densas da atmosfera terrestre, Nagata; Diniz; Campos­Silva & Pessoa­

Filho (1999). Este efeito causa uma diminuição significativa da velocidade. Neste processo de

redução de velocidade, o microsátelite perturba o meio ambiente que o cerca e é por ele
influenciado. Esta redução de velocidade é causada somente pelo atrito entre o microsátelite e a
atmosfera terrestre. Um dado relevante a ser notado é que esta redução de velocidade ocorre num

intervalo de tempo relativamente curto. Do ponto de vista físico ocorre uma conversão de
energia cinética em energia térmica (calor). Então se tem que há transformação de uma enorme
quantidade de energia cinética em calor num intervalo de tempo muito pequeno, Hatori (1999).
Parte desta energia é transferida para o microsátelite e parte segue com o escoamento.

Sob o ponto de vista do microsátelite, ocorre à formação de uma onda de choque
destacada a frente do microsátelite devido ao fato do escoamento sobre o mesmo ser hipersônico,

como ilustrado na Figura 1.4. Atrás da onda de choque, próximo à região do ponto de

estagnação, o escoamento torna­se subsônico devido a uma redução significativa da velocidade e
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com um conseqiiente aumento de temperatura e pressão. Devido a estas condições ambientais

ocorre um elevado aquecimento do microsátelite principalmente na região do nariz onde o

choque é normal.

onda de choque

M<! ponto de
choque estagnação
normal

Figura 1.4 — Escoamento ao redor do microsátelite na reentrada, Loures da Costa & Moraes (2000).

Apenas para ilustrar este aumento de temperatura, a 90 Km de altitude a temperatura do
meio é da ordem de T7,=194K e na região do ponto de estagnação do microsátelite a

temperatura é da ordem de 7 =5820K , Pessoa­Filho (1997).
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Figura 1.5 — Fluxo de calor no ponto de estagnação do SARA calculado por três métodos, Pessoa­Filho (1997).
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Uma estimativa do fluxo de calor no ponto de estagnação para a trajetória de reentrada

do SARA é apresentada na Figura 1.5 que foi determinada por Pessoa­Filho (1997), no qual o
autor estima o fluxo de calor por três metodologias diferentes. Observa­se que o fluxo de calor
máximo encontrado é aproximadamente 2 MW/mº. Um fato que se deve salientar é que
observando a Figura 1.5 temos que o fluxo máximo é obtido numa altitude de aproximadamente
65 Km e comparando com a Figura 1.3, nessa altitude o microsátelite está na fase de diminuição
da velocidade.

Um escoamento de alta velocidade ao redor de um veículo espacial terá regiões de alta

temperatura nas quais processos físico­químicos podem ocorrer e podem influenciar no
escoamento. Uma vez que um escoamento de alta velocidade transforma­se em um escoamento

de alta entalpia ao cruzar a onda de choque destacada. Portanto uma grande quantidade de
energia cinética do escoamento é convertida em energia interna do gás. Esta energia pode

transformar­se em energia translacional das moléculas. Uma outra possibilidade é a ocorrência
de reações químicas como a dissociação de componentes do ar, ionização ou emissão de

radiação, Loures da Costa & Moraes (2000).

Tanto os avanços no vôo atmosférico hipersônico quanto em sistemas de propulsão de

foguetes e em outras áreas da tecnologia de alta temperatura têm resultado em ambientes de
temperaturas extremamente altas, Schmidt (1964). Nesses e em outros ambientes de

hipertemperatura, o uso de materiais convencionais de engenharia está grandemente restrito por

causa de possível degradação térmica e falhas catastróficas. Contudo, estes materiais podem

servir aos seus propósitos desde que protegidos adequadamente por um Sistema de Proteção

Térmica (TPS — Thermal Protection System). O TPS consiste de uma combinação de materiais e

tecnologia que trabalham conjuntamente para proteger o veículo espacial e sua tripulação. O TPS

representa avanços significativos no projeto aerodinâmico, metalúrgico, e no entendimento e

manufatura dos materiais, Figura 1.6.

Existem determinados materiais que quando expostos a ambientes hipertérmicos

comportam­se excepcionalmente bem, fornecendo proteção térmica através do “processo de

ablação”. Esses materiais são conhecidos como materiais ablativos e são aplicados externamente

nas estruturas isolando­as dos efeitos térmicos do ambiente, Sutton (1982), podendo também

proporcionar uma maior resistência à ação erosiva dos gases de combustão. Os materiais

ablativos absorvem e dissipam altas cargas de energia com erosão mínima da superfície e

fornecem excelente isolação térmica do substrato.
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Figura 1.6 — Materiais utilizados no sistema de proteção térmica de um ônibus espacial (Fonte — NASA).

(www.1903to2003 gov/essay/Evolution of Technology/TPS/Tech41G2)

Nos poucos anos que se passaram, o impulso dos programas de mísseis balísticos tem

conduzido a enormes progressos no campo da ablação. A proteção térmica ablativa condiciona

em grande parte os progressos que acompanham os campos dos mísseis e dos veículos espaciais

bem como em sistemas de propulsão, Figura 1.7. A transferência de calor transiente em sólidos

com proteção térmica por ablação é de grande importância tecnológica e em numerosas

aplicações de engenharia. Problemas deste tipo são inerentemente não lineares e envolvem o

movimento da fronteira ablativa, cuja posição, a priori, é desconhecida.

O fenômeno ablativo pode ser representado por um modelo matemático envolvendo

variáveis espaciais e temporais. Este tipo de problema é um caso especial de uma ampla classe

de problemas de mudança de fase, no qual podem ocorrer os fenômenos de evaporação física ou

“pirólise”, sublimação, fusão, entre outros. O processo de ablação é complexo, envolvendo uma

perda parcial ou total de massa da fronteira ablativa, Lacaze (1967).
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Figura 1.7 — Aquecimento causado pelo sistema de propulsão de foguetes (Fonte — NASA).

Para ilustrar a remoção de material ablativo de um TPS, a Figura 1.8 ilustra a

degradação no escudo térmico da sonda Galileo, produzido pelo aquecimento causado pela alta

velocidade de entrada na atmosfera de Júpiter. À velocidade de entrada na atmosfera foi de

aproximadamente 170.700 Km/h ou 47,42 Km/s devido à ação gravitacional. Durante os dois

primeiros minutos da entrada, a temperatura do ambiente próximo a sonda era de duas vezes

mais quente do que a da superfície do Sol sendo produzido uma temperatura de
aproximadamente 14.300 K. Estes dados foram registrados por sensores alocados entre o escudo

protetor e a estrutura.

Um dado relevante é que a massa total da sonda, Figura 1.8, inicialmente era de 335 Kg

e somente a proteção térmica apresentava uma massa de 152 Kg, ou seja, aproximadamente

metade da massa total era material de proteção. Isto significa que a carga útil que se pode

transportar está grandemente restrita.

Em situações espaciais, a análise do aquecimento cinético se torna ainda mais crítica

visto que o aumento da proteção térmica representa a diminuição direta da capacidade de
transporte de carga útil e/ou aumento de combustível embarcado para colocá­lo em órbita, Hatori
(1999).

Para demonstrar o aquecimento cinético causado na reentrada atmosférica temos na

Figura 1.9 um veículo recuperável intacto, antes de ser colocado em órbita. Já a Figura 1.10
exibe um escudo térmico ablativo carbonizado de um veículo recuperável, utilizado na missão

CORONA do programa da agência espacial norte­americana NASA (National Aeronautics and
Space Administration), após a reentrada na atmosfera da Terra, na década de 60, onde se pode

observar a degradação térmica causada pelo aquecimento aerodinâmico. Esta missão colocou em
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órbita satélites fotográficos de vigilância Norte­Americanos. Estes satélites foram projetados

para avaliar a produção de bombas de longo alcance e mísseis balísticos pela antiga União

Soviética e onde estavam sendo produzidas. Estes satélites retornavam a Terra para avaliação das

imagens feitas.

|

Galileo Probe HeatShield AbAblation BR
uThe ESTDifficult,AtmosphericEntryinin the.Solaraystemf

| Loerone cite

Figura 1.8 — Desenho esquemático do processo de ablação observado na Sonda Galileo (Fonte — NASA)
(http://spaceprojects.arc.nasa.gov/Space Projects/galileo probe/htmls/Heat Shield).

Figura 1.9 — Veículo recuperável intacto com proteção térmica ablativa (Fonte — NASA)
(Wwww.1903t02003 .gov/essay/Evolution of Technology/reentry/Tech19G5).
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Dentro do que foi apresentado, no tocante ao efeito da hipertemperatura ocorrida na

reentrada, o presente trabalho tem por objetivo principal formular e resolver problemas

bidimensionais transientes de mudança de fase com perda de massa, que é um esquema

simplificado do processo de ablação. Onde o processo pode ser modelado pela equação de

difusão aplicada a uma geometria bidimensional cartesiana com fluxos de calor prescritos no

contorno. Equação esta que modela o processo de mudança de fase com movimento de fronteira,

que fisicamente pode representar um problema de ablação simplificado. Pela aplicação de uma

técnica matemática, a Técnica da Transformada Integral Generalizada (TTIG), torna­se possível

obtermos a solução deste problema, ou seja, determinar a espessura e a velocidade ablativas.

Figura 1.10 — Escudo térmico ablativo carbonizado após a reentrada na atmosfera (Fonte — NASA)

(www.1903to2003 .gov/essay/Evolution of Technology/reentry/Fech19G8).
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Capitulo 2 — Processo de Ablação

CAPÍTULO 2

PRocESSO DEABLAÇÃO

2.1 CLASSIFICAÇÃO DOS SISTEMAS DE PROTEÇÃO TÉRMICA

Durante a reentrada atmosférica uma parte da energia total do veículo, que é convertida

pelo aquecimento aerodinâmico, é dissipada ou transferida para o meio ao seu redor por dois

mecanismos de transferência de calor, convecção e radiação, Krischke; Lorenzini & Sabath

(1995). Valores típicos para cargas de calor incidente na reentrada estão entre 1.3 a 4.0 MW/m?.
Essas cargas de calor requerem uma proteção especial que consiste de um escudo de calor e uma

isolação térmica.

É conveniente classificar os diferentes tipos de sistemas de proteção térmica externos
como absorvitivo ou radiativo, que dependem do método primário utilizado para dissipar a

energia incidente, Sherman (1968). Os sistemas absorvitivos são subdivididos como sumidouro

de calor, resfriamento por filme ou transpiração, ablativo e convectivo.

Atualmente existem quatro tipos de tecnologias mais utilizadas como TPS para

reentrada atmosférica sendo: a proteção térmica ablativa, a re­radiativa, o sistema ativo e o

método de poço de calor, Loures da Costa & Moraes (2000).

Materiais ablativos são os mais utilizados como sistemas de proteção térmica. Isso é por

causa de seu desempenho satisfatório, relativa simplicidade e baixo custo, Sherman (1968).

Diversas pesquisas estão atualmente sendo conduzidas para ganhar entendimento adicional dos

mecanismos de ablação e para moldar materiais para aplicações especificas.

2.2 ABLAÇÃO

Ablação é um termo geológico de pelo menos 120 anos atrás. Este termo é derivado do

Latin “au ferre” que significa remover ou transportar para fora, Schmidt (1971). Louis Agassiz,
um ilustre naturalista, foi o primeiro a utilizar o termo para descrever o processo combinado de
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como ocorre o desgaste de uma geleira. O processo dominante foi atribuído aos efeitos térmicos.

O termo ablação denota a perda de matéria da superfície exposta a ação de uma corrente

de gás quente a alta velocidade. Essa perda de massa em materiais ablativos pode ocorrer através

de diversos mecanismos tais como: fusão, vaporização, pirólise, combustão e erosão mecânica,

podendo todos estar presentes ou apenas um, que dependerá do tipo de material as condições

impostas pelo meio.

Os primeiros materiais conhecidos, que sofreram o processo ablativo, foram os

meteoritos. Estes corpos são objetos de grande curiosidade, pois quando estes corpos entram na

atmosfera da Terra vindo do espaço, sofrem grande degradação térmica e até mesmo se

desintegram completamente. Eles têm demonstrado a utilidade do processo de ablação para

proteção térmica de objetos atmosféricos hipersônicos.

A compressão do processo de ablação de um dado material em um dado ambiente é

necessária para o entendimento das razões que levam o material a comportar­se de uma

determinada forma e para a seleção e otimização do material, para se obter melhoramentos no

seu desempenho. Portanto, teorias ablativas são necessárias de modo a se obter uma

compreensão básica do processo em si, identificando as propriedades físicas e químicas

importantes e a influência das variáveis dos materiais e do ambiente, prevendo o desempenho

dos materiais e orientando futuras pesquisas.

2.3 TEORIAS SOBRE ABLAÇÃO

Do ponto de vista termofísico, ablação é um processo de transferência de calor e massa

ordenados, em que uma grande quantidade de energia térmica é desprendida pela perda de

material da região superficial. Essa perda de massa em materiais ablativos pode ocorrer através
de diversos mecanismos.

Para fins de engenharia, ablação pode ser definida como um processo complexo de

dissipação de energia pelo qual os materiais sofrem degradação térmica, mecânica e química,

combinada com uma remoção simultânea de material da superfície durante a interação deste com

o ambiente em elevada temperatura, resultando na proteção térmica do substrato.

O termo “regressão da superfície”, Thimoteo (1986), é um termo adotado para descrever

os vários modos de perda de material da superfície, que incluem reações químicas da superfície

(oxidação dos resíduos carbonáceos); erosão devido às forças de cisalhamento e pressão agindo
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sobre a camada de resíduo; falha estrutural do resíduo em conseqiiência das tensões térmicas e

erosão mecânica resultantes da pressão que se desenvolve dentro da zona de decomposição e

combinação dos fenômenos químico e mecânico agindo sobre a superfície exposta.

Segundo Vojvodich (1971), o processo de ablação pode ser descrito em um sentido

amplo como a remoção de material da superfície para proteger estruturas sujeitas a altas taxas de

transferência de calor. Duas aproximações para o estudo do processo de ablação têm evoluído

nos últimos anos através de extensivas pesquisas: uma é a utilização de programas

computacionais que fornecem soluções numéricas para as complexas equações diferenciais

acopladas que descrevem o processo. A segunda é conduzir experimentos em laboratório para

caracterizar empiricamente os mecanismos de ablação individualmente e suas interações com o
meio exterior.

Devido à complexidade do problema, que envolve várias áreas, tais como: química,

física, termodinâmica, mecânica dos fluidos e dos sólidos, nenhuma das aproximações é

suficiente para uma correta avaliação do problema. Na realidade, uma combinação dos estudos

experimentais e analíticos é necessária para possibilitar o entendimento da física da ablação e,

assim, construir uma base racional que possibilite o desenvolvimento de novos materiais.

Adams (1959) classifica a ablação segundo três aspectos: ablação de fusão, ablação de

sublimação e a combinação de fusão e sublimação. A ablação de fusão ocorre em materiais que

se fundem e escoam sem que ocorra evaporação. A ablação de sublimação representa o outro

extremo da mudança de fase e a ausência de líquido escoando simplifica a modelagem do

problema, diferindo da fusão onde a interação entre o material em ablação e o gás da camada
limite é muito importante. A transferência de calor já não é independente da ablação, uma vez

que o vapor injetado leva à redução no aquecimento pelo fenômeno da transpiração, Gross,
Masson e Grazley (1958). Na combinação de fusão e sublimação atenção tem sido dada à

combinação de vidro e plástico e vidros de alta viscosidade. Os materiais vítreos têm atrativos

por causa de sua alta viscosidade, baixa condutividade térmica, alto calor de sublimação e boa
resistência à tensão térmica.

Steg (1960) estudou o fenômeno ablativo em aplicações relacionadas à reentrada de
satélites, na atmosfera terrestre. Quatro categorias de materiais são discutidas, tais como:

materiais que se gaseificam, mas não se liquefazem; materiais que reagem em sua superfície com
o ar dissociado; materiais que se fundem e se vaporizam; e finalmente, materiais que se
gaseificam parcialmente sendo o restante removido pela combustão superficial.

Uma revisão de trabalhos em ablação hipersônica foi realizada por Steg & Lew (1962),
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onde os materiais de interesse podem ser agrupados como:

plásticos que despolimerizam mas não se liquefazem (Teflon);

materiais que sublimam e reagem com os constituintes do ar dissociado (grafite);
materiais que inicialmente fundem e então vaporizam (vidro);

materiais compostos que sofrem pirólise e carbonizam (Nylon fenólico).

Dimitrienko (1997) cita a existência de diferença de terminologia adotada nos trabalhos

científicos sobre os materiais ablativos. Para ele o processo de diminuição (perda) irreversível de
massa do material devido à ação de fluxos de calor e carregamentos termomecânicos do

escoamento de um fluido é usualmente chamado de processo de ablação do material. O processo
de ablação, quando a densidade do material muda e o volume permanece constante, é chamado

de processo de ablação volumétrica ou pirólise. Já quando o volume do material muda e a

densidade permanece constante, é chamado de ablação superficial. O processo de ablação é
chamado combinado se ocorrer decréscimo irreversível de densidade e volume simultaneamente.

2.4 DESCRIÇÃO DO FENÔMENO ABLATIVO

O processo de ablação é iniciado pela interação do material com o ambiente e o

principal efeito é a remoção de material da superfície. Essa perda de massa durante a ablação

ocorre através de vários mecanismos complexos que podem estar relacionados com a natureza

térmica, termoquímica e termomecânica do meio (Schmidt, 1968; Strauss, 1978). A quantidade

relativa de material removida por mecanismo depende muito da composição do material e das

condições na superfície. O material sofre uma degradação complexa que depende da distribuição

da temperatura interna, das propriedades dos materiais, da presença e velocidade de reações

térmicas competitivas, da velocidade de difusão dos produtos. O grau de decomposição sofrido

pelo material dependerá da velocidade de aquecimento e do tempo de exposição ao fluxo de

calor. Sob essas condições é muito difícil indicar um mecanismo preciso para cobrir as diversas

reações possíveis.

O calor incidente do ambiente é absorvido, bloqueado, dissipado e transformado por

inúmeros mecanismos. Esses mecanismos são ilustrados na Figura 2.1 para um composto de

resina fenólica reforçada com fibra de vidro e envolvem:
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Capítulo 2 — Processo de Ablação

condução de calor para o substrato do material e armazenagem pela sua capacidade
calorífica efetiva;

mudança de fase do material tais como: fusão, vaporização e sublimação;
absorção de calor pelos gases no substrato quando eles se infiltram no resíduo em direção
a superfície;

convecção de calor na camada líquida;

transpiração de gases da superfície ablatada na camada limite com conseqiiente absorção
de calor;

radiação da superfície;

reações químicas endotérmicas e exotérmicas.

VIDRO FUNDIDO

RESÍDUO CARBONÁCEO

VOLATILIZAÇÃO DA RESINA

RESÍDUO CARBONÁCEO
POROSO NASCENTE

MATERIAL VIRGEM

CONVECÇÃO
RADIAÇÃO
COMBUSTÃO
FASE GASOSA

COMBUSTÃO NA
SUPERFÍCIE

RERADIAÇÃO
RESFRIAMENTO POR
TRANSPIRAÇÃO
REAÇÕES QUÍMICAS
MUDANÇAS FÍSICAS

Figura 2.1 — Dissipação de energia de um composto de vidro fenólico ablatado.

Tais processos que absorvem energia tomam lugar automaticamente, controlando a

temperatura da superfície e restringindo grandemente o fluxo de calor incidente.

Um processo de ablação física de um material composto, mais geral, que envolve

transferência de massa, momentum e energia simultaneamente é ilustrado na Figura 2.2, Diniz

(1996). O polímero virgem é inicialmente degradado pela ação de aquecimento imposto para

produzir uma camada carbonizada de carbonatos através do qual os produtos de degradação

gasosos são infiltrados e conduzidos pelo gradiente de pressão para a superfície. O sistema

idealizado pode então ser caracterizado por três zonas distintas: uma carbonizada, uma camada
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Capítulo 2 — Processo de Ablação

de degradação e o material virgem, cada qual com propriedades termofísicas e mecânicas
distintas. A função primária do material ablativo é limitar a transferência de calor através dessas

ZOnas e assim restringir o aumento de temperatura associada da estrutura primária do veículo.
O processo de ablação envolve uma evaporação física ou “pirólise”, Kreith (1973), na

superfície de um material exposto a um gás em elevadas temperaturas. O aquecimento, atribuído

ao atrito, eleva a temperatura do material sólido, para seu ponto de fusão ou sublimação e, a

ablação que aparece na superfície produz uma camada líquida ou gasosa que é transportada, por
convecção, da interface para a camada limite. Sob as condições de reentrada na atmosfera o

material em ablação usualmente é vaporizado, se mistura e é aspergido no meio do gás da
camada limite.

SUPERFÍCIEcoaiaLEALquesnua
[A

| ZONA DE DEGRADAÇÃO

"| convecção
IMPOSTA| | RADIAÇÃO

id
INTERAÇÃO | ! BLOQUEIO

7 IRRADIAÇÃO

pantt——.

CONDUÇÃO | 2

QUIMICA [—] |

GASES

SUPERFÍCIE

REMOVIVEL'

Í
!
|
| rmRÓóLISE
!
!
!

H

ONDA DE | caRVÃO=
CHOQUE

i

MATERIAL
VIRGEM

TRANSFERÊNCIA TRANSFERÊNCIAC—— DE CALOR Co) DE MASSA

Figura 2.2 — Representação física do processo de ablação envolvendo fusão do material ablativo.

A mudança de fase do material em ablação aumenta a espessura da camada limite, com

este aumento ocorre uma redução do gradiente de temperatura no gás, entre a superfície em

ablação e a aresta da camada limite. Com isto, a transmissão de calor por convecção para a

superfície em processo de ablação é reduzida. O efeito combinado da redução do fluxo de calor

convectivo e a absorção de calor por evaporação podem provocar uma absorção de calor efetiva
deste material.

Os sistemas de proteção térmica operando em ambientes de severo aquecimento
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Capítulo 2 — Processo de Ablação

aerodinâmico estão frequentemente sujeitos a ataques de partículas, na forma sólida ou na forma

de gotículas de líquido, ou ambas, que são carregadas pela corrente de gás quente, Zien (2002).
As partículas e gotículas transportam grandes energias térmica e cinética e seus efeitos no

processo de ablação não podem ser ignorados.

Devido à sua complexidade o processo de ablação pode ser definido considerando­se

vários aspectos. Uma proposta conveniente para a definição de ablação é a remoção da massa

(matéria) causada pelos processos mecânicos e termoquímicos. Dentro deste contexto distingui­
se a ablação dimensional, que é caracterizada pela remoção parcial da superfície, e a ablação

total, em que há perda total de massa.

Com respeito ao dimensionamento da camada de proteção térmica ablativa, um cálculo

mais preciso é necessário. Para isto, um modelo mais realístico e o conhecimento das cargas
térmicas envolvidas se tornam indispensáveis. A análise térmica constitui a fase fundamental no

projeto e desenvolvimento de sistemas aeroespaciais, Hatori (1999).

2.5 APLICAÇÕES DOS MATERIAIS ABLATIVOS

Diante do que foi apresentado, pode­se observar que os materiais ablativos estão
adquirindo importância na proteção de superfícies aerodinâmicas contra os severos efeitos das

temperaturas e taxas de aquecimento incidentes muito elevadas, Vaia; Price; Ruth; Nguyen &

Lichtenhan (1999). Isto se deve ao fato de que para um retorno seguro de um veículo espacial,

tripulado ou não, ou de um satélite há necessidade de se fornecer um sistema de proteção

adequado. Um ponto importante a ser destacado é que existem regiões de maior e de menor

aquecimento. Conseqiientemente, há necessidade de se obter materiais que possam atender estas

exigências, Figura 2.3.

Uma outra aplicação tem sido a utilização em estruturas de propulsão de foguetes (Vaia

et al., 1999; Thimoteo, 1986; Schmidt, 1971). Durante a queima de combustível (propelente

sólido) do motor de um foguete, a isolação interna posicionada entre a carcaça e o propelente

está sujeito a temperaturas que podem exceder 2.273 K e pressões de 6,9 MPa ou maiores, Vaia

et al. (1999), Além disso, a isolação experimenta uma variedade de tensões de operação e uma

atmosfera quimicamente oxidante com velocidades dos gases e partículas que podem variar de
Mach 0,01 a 10 ou mais. O sucesso de uma missão pode ser comprometido devido a estes

ambientes severos que podem ocasionar falha no sistema de propulsão.

Nos sistemas de propulsão que utilizam propelente líquido raramente se empregam
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Capítulo 2 — Processo de Ablação

materiais ablativos, isto por causa da frequente necessidade de se realizar testes com estes

materiais no ambiente de trabalho. Uma vez que ablatores presentes são geralmente não
reusáveis bem como as altas taxas de perda de material devido à longa duração da queima e as
altas taxas de escoamento de massa combinadas, Schmidt (1971). Já para motores de propulsão
sólida os materiais ablativos têm conseguido ganhos mais expressivos. Os motores de foguetes a
propelente sólido são operados sem resfriamento porque a utilização de circuitos para esse fim
aumentaria a complexidade do sistema pela adição de bombas, motores, válvulas e o líquido de
resfriamento, Thimoteo (1986). Daí a necessidade de se utilizar um sistema de proteção térmica
em sistemas de propulsão sólida.

MES DEVELOPED
PROTECTION

Figura 2.3 — Localização dos diferentes tipos de materiais de proteção térmica num veículo espacial. (Fonte:
NASA/Ames Research Center)

Os materiais ablativos também têm sido empregados como proteção térmica, para

ambas as superfícies interna e externa, de sistema de propulsão de mísseis da US. Navy
(Marinha dos Estados Unidos), Koubec (1971). Os propelentes sólidos são usualmente preferidos

devido ao risco associado com o manuseio do propelente líquido em porta­aviões. Sólidos,

contudo, tem o inconveniente de que eles não apresentam um líquido refrigerante para as paredes

da câmara de combustão. Devido a esses problemas e também o aquecimento aerodinâmico,

devido ao atrito, há necessidade de se proteger este sistema para se evitar falhas que possam
causar desastres.
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CAPITULO 3

ProrosrtTA

O presente trabalho tem como proposta o estudo da proteção térmica ablativa em

sólidos que pode ser modelada pela equação de difusão bidimensional. Este estudo envolve

desenvolvimento híbrido analítico/numérico da equação de difusão. A equação de difusão,

equação diferencial parcial, que modela o problema será transformada num sistema de equações

diferenciais ordinárias acoplada a equação de restrição no contorno. Pelas matrizes obtidas na

solução analítica obteve­se uma solução numérica deste sistema através da implementação

computacional em Linguagem FORTRAN. Na análise analítica foi utilizada a TTIG no qual

objetivamos transformar o sistema de equações diferenciais parciais em um sistema de equações
diferenciais ordinárias.

3.1 MODELAGEM DO PROBLEMA DE ABLAÇÃO BIDIMENSIONAL

Considere um corpo rombudo (revolução) com proteção térmica ablativa movendo­se

com uma velocidade hipersônica numa trajetória de reentrada na atmosfera terrestre. Como

comentado anteriormente, este corpo sofrerá um aquecimento devido à conversão de energia

cinética em energia térmica (calor). Desde que este corpo esteja protegido termicamente a

degradação ocorrerá somente no escudo térmico.

A geometria considerada é apresentada na Figura 3.1. Na modelagem deste problema é

considerado uma simplificação do problema onde o processo de ablação é abordado apenas

como um fenômeno de mudança de fase com movimento de fronteira e perda de massa. À

análise é feita na região próxima ao ponto de estagnação de um corpo rombudo. Nessa região, o

problema pode ser simplificado, diante da espessura da proteção térmica ser pequena e o raio de
curvatura do corpo ser muito grande, na região próxima do ponto de estagnação. Devido a essa

simplificação é considerada uma transferência de calor bidimensional num prisma retangular,
Figura 3.1.
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Figura 3.1 — Esquema do fenômeno ablativo aplicado na região do ponto de estagnação de um corpo rombudo.

O modelo em questão apresenta a forma de um prisma retangular no qual o

comprimento longitudinal é muito grande comparado com as outras dimensões e, portanto os

efeitos da transferência de calor nessa direção podem ser negligenciados. O modelo está sujeito a

um aquecimento em uma das faces, com perda de calor em outra e isolado nas demais, Figura

3.2. Inicialmente o prisma se encontra a uma temperatura uniforme 7,.
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Figura 3.2 — Descrição do período pré­ablativo do problema de ablação bidimensional.

Os fluxos de calor aplicados na fronteira são variantes no tempo, ou seja, trata­se de um

problema transiente. Para um melhor entendimento da transferência de calor transiente em
sólidos com proteção térmica ablativa, o processo pode ser dividido em duas fases sendo, um
período chamado de pré­ablativo, em que a temperatura da superfície aquecida está abaixo da
temperatura de fusão ou sublimação do material e, portanto não ocorre mudança de fase do
mesmo, Figura 3.2. E o outro chamado de ablativo, em que a temperatura da superfície atingiu a
temperatura de fusão ou sublimação do material que ocasiona a mudança de fase do material
ablativo que é sacrificado, Figura 3.3. O instante em que a temperatura da fronteira atinge a
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temperatura de fusão ou sublimação é chamado de 1, , tempo de início da ablação.
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Figura 3.3 — Esquema do período ablativo do problema de ablação bidimensional.

Nas Figuras 3.2 e 3.3 tem­se que:

q, E q, são os fluxos de calor dimensionais absorvido e perdido, respectivamente.

L, e 1, são as dimensões do modelo nas direções x e y, respectivamente.

E(r) representa o material ablatado.

S(y,r) representa a posição fronteira em ablação.

Para o modelamento do problema foi utilizado o esquema de Stefan, descrito por Lacaze

(1967) e Gupta & Kumar (1981), que supõe que o material não se decompõe abaixo de uma

temperatura de ablação. A condutividade térmica e o calor específico foram considerados

constantes. Na temperatura de ablação haverá perda ou aniquilação da matéria, este processo de

mudança de fase absorve um calor ablativo implícito.

Processos difusivos com mudança de fase dos materiais ocorrem em muitos problemas

científicos e de engenharia. Eles são conhecidos como problemas de Stefan ou problemas de

fronteiras livres (móveis), Tao (1978). Por causa da presença de uma fronteira móvel entre duas

fases, o problema é não linear. Vários métodos matemáticos e técnicas têm sido usados para

estudar os problemas de fronteira livre.

Segundo Tao (1978), os problemas de fronteiras livres tem sido estudados desde o

século XIX por Lamé e Clapeyron em 1831, Neumann em 1860 e Stefan em 1889. Alguns

exemplos deste tipo de problemas podem ser enumerados, entre eles: a fusão ou o congelamento

de uma combinação de gelo e água, a cristalização de uma liga metálica binária e os problemas

de ablação ou dissolução de uma bolha de gás em um líquido.
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CAPÍTULO 4

METODOS DE SOLUÇÃO

Á partir dos anos 60, com a crescente disponibilidade de computadores mais potentes,
soluções aproximadas de sistemas de equações diferenciais ordinárias puderam ser obtidas.

Desde então grandes esforços estão focados no desenvolvimento de soluções numéricas para esta
classe de problemas, Cotta (1993).

Em vista disso, métodos analíticos foram, durante anos, preferidos em relação aos

métodos numéricos de solução. Se por um lado, soluções numéricas podem ser obtidas mais

rapidamente, por outro lado, as soluções analíticas são mais exatas.

Soluções de problemas envolvendo transferência de calor em sólidos com proteção

térmica ablativa são apresentados na literatura através de diversos métodos e técnicas tais como:

Método de Diferenças Finitas (MDF), Método de Elementos Finitos (MEF), Método Integral do

Balanço de Calor (MIBC), entre outros (Chung & Hsiao, 1985; Zien, 1978; Chung, Chang,

Hsiao, Chang, 1983). Todas as soluções consideram uma simplificação onde o processo ablativo

é considerado um processo de mudança de fase. As Figuras 4.1 a 4.4 exibem uma comparação

dos resultados obtidos por Chung & Hsiao (1985), para o problema de ablação unidimensional

com diferentes fluxos de calor no contorno. Uma comparação do tempo de início da ablação é
exibida na Tabela 4.1.

No caso da ablação, dentre estes vários métodos uma técnica que vem sendo utilizada é

a abordagem entálpica, que evita o problema da não linearidade introduzida no problema pelo
movimento da fronteira em ablação, Leite (1999).

O problema de fronteira móvel clássico está interessado com a fusão ou congelamento
de um material semi­infinito, inicialmente em temperatura constante e existindo o contato com

uma temperatura diferente na sua superfície, onde uma mudança de fase toma lugar
imediatamente, Tao (1984). A solução deste tipo de problemas tem sido objeto de investigação

por muitos pesquisadores.

O problema de ablação por aquecimento de atrito em um sólido semi­infínito foi
estudado por Tao (1984). Este estudo incluiu todos os movimentos convectivos causados pela
diferença de densidade das várias fases do material.
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Figura 4.1 — Comparação da espessura e da velocidade ablativas de vários métodos para Q = 2, Chung & Hsiao
(1985).
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Figura 4.2 — Comparação da espessura e da velocidade ablativas de vários métodos para Q =107, Chung & Hsiao

(1985).
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Figura 4.3 — Comparação da espessura e da velocidade ablativas de vários métodos para Q = 107?,Chung & Hsiao
(1985).
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Figura 4.4 — Comparação da espessura e da velocidade ablativas de vários métodos para Q =0,1.e"""", Chung &

Hsiao (1985).
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Finite Difference Method

9 ­ Moment Integral Method

Heat Balance Integral Method

Chung & Hsiao (1985) estudaram a transferência de calor com ablação em placa finita

sujeita a fluxos de calor variando com o tempo. Foram empregadas três aproximações diferentes

a saber: método integral do balanço de calor, método integral do momento­6 e método de

diferenças finitas implícito. Os fluxos de calor transientes considerados foram constante,

exponencial e polinomial.

Chung et al. (1983) consideram a condução unidimensional num sólido semi­infinito

envolvendo ablação. São consideradas três condições de contorno de fluxo de calor diferentes.

Para solução do problema os autores utilizaram o método integral do balanço de calor e o

método integral do momento­6.

Um estudo do problema de fronteiras móveis foi realizado por Tao (1978), no qual é

considerado um corpo semi­infinito com uma condição inicial e uma condição de contorno

prescritas numa face, no qual é estabelecida uma solução analiticamente exata do problema, que

é expressa em termos do tempo e de variáveis similares.

Baseado no modelo idealizado por Landau (1950), Zien (1978) apresentou uma solução

integral para o problema de ablação transiente unidimensional, sujeito a um fluxo de calor

dependente do tempo. Naquele trabalho, o método integral do balanço de calor é empregado para

fornecer soluções aproximadas para o problema. Os fluxos de calor são funções potencial e

exponencial por se acreditar que estes simulam mais realisticamente o fenômeno ablativo no

ambiente de reentrada atmosférica que o modelo de fluxo de calor constante.

Vallerani (1974) aplicou a técnica integral para obter solução de problemas de ablação

simples envolvendo sólidos semi­infinitos sujeitos a um fluxo de calor transiente. A equação que

governa o problema é simplificada pela adimensionalização das variáveis com relação aos

valores obtidos da ablação e por introduzir valores assintóticos obtidos para tempos
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suficientemente longos.

Sunderland & Grosh (1961) realizaram estudos sobre a distribuição de temperatura em
regime transiente, em sólidos submetidos a um processo de mudança de fase. Um método de

análise é proposto para determinar a distribuição de temperatura em um sólido homogêneo semi­
infinito. Inicialmente a temperatura é constante e o sólido é submetido a um processo convectivo
de aquecimento súbito, conduzindo­o a uma mudança de fase. O método consiste no cálculo da

temperatura antes, durante e depois do processo de mudança de fase.

Goodman (1958) apresenta um método de solução que permite avaliar, para problemas

de aquecimento com mudança de fase, a posição da linha de fusão, utilizando o método integral
do balanço de calor. Expressões analíticas foram deduzidas para cinco condições:

a) temperatura da fronteira está fixada;

b) fluxo de calor na fronteira é dado;

c) fluxo de calor é gerado aerodinamicamente ou pela radiação;

d) fluxo de calor na fronteira é dado e o fundido é completamente removido;

e) fluxo de calor na fronteira é dado, e no instante sr, o fundido começa a vaporizar.

Neumann e Stefan obtiveram soluções similares para problemas de fronteiras móveis,

(Tao, 1978; Tao, 1984). As equações diferenciais parciais do problema são reduzidas a equações
diferenciais ordinárias através de variáveis de similaridade. Mas esta redução é possível apenas

em situações especiais. Por isso muitas técnicas matemáticas diferentes e métodos de

aproximação têm sido concebidos e aplicados para encontrar a solução destes problemas.

Dentro deste contexto, técnicas de soluções híbridas analíticas­numéricas têm sido

desenvolvidas e utilizadas em problemas de difusão­convecção de calor e massa. Dentre estas

técnicas destacam­se a Técnica da Transformada Integral Clássica (TTIC) e a Técnica da

Transformada Integral Generalizada (TTIG).

4.1 TÉCNICA DA TRANSFORMADA INTEGRAL CLÁSSICA (TTIC)

A TTIC consiste em adotar um problema auxiliar de autovalor apropriado,

transformando a equação diferencial parcial original em um sistema desacoplado de equações

diferenciais ordinárias. Esta técnica constitui um procedimento direto e sistemático para a
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obtenção de soluções exatas, mas é limitada para certas classes transformáveis de problemas que

envolvem problemas auxiliares não complicados.

A solução exata de problemas de difusão linear pela TTIC foi relatada por Mikhailov &

Ózisik (1984), onde os autores apresentam sete classes diferentes de problemas de difusão de
calor e massa com várias aplicações práticas.

Pode­se encontrar a solução de um problema particular pela aplicação da TTIC

seguindo­se os seguintes passos:

homogeneizar as equações representativas das fronteiras utilizando, se necessário,

mudanças de direção dos eixos de coordenadas;

adotar um problema auxiliar de autovalor compatível ao problema original, obtendo­se os

autovalores e as autofunções;

dentro das propriedades de ortogonalidade, obter o par transformada integral e inversa
apropriado;

fazer a transformação integral da equação diferencial parcial original e suas condições de

contorno;

resolver o sistema resultante da equação diferencial ordinária desacoplado;

utilizar a fórmula de inversão estabelecida para construir o potencial completo desejado.

Essa aproximação clássica falha quando um problema de autovalor apropriado, que

produz um sistema desacoplado de equações diferenciais ordinárias, não pode ser obtido. Da
mesma forma, uma solução exata formal pode ser de utilidade limitada quando o problema de

autovalor é suficientemente complexo do ponto de vista computacional.

4.2 TÉCNICA DA TRANSFORMDA INTEGRAL GENERALIZADA (TTIG)

Desde o trabalho pioneiro de Ózisik & Murray (1974), referindo­se a coeficientes da
condição de contorno variável, diversas idéias tem avançado na direção de estender o
procedimento da transformação integral para problemas mais complexos.

A partir do trabalho de Mikhailov & Ózisik (1984) várias idéias tem conduzido para
uma extensão da técnica clássica, que é a TTIG, aplicável a uma classe mais geral de problemas.
Por esta técnica escolhe­se um problema auxiliar de autovalor e desenvolve­se um par de
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Capítulo 4 — Métodos de Solução

transformada integral apropriado. A equação diferencial parcial original é transformada em um
sistema infinito de equações diferenciais ordinárias acopladas. Assim a TTIG pode ser aplicada a
problemas das seguintes categorias:

problemas com coeficientes da equação variável;

problemas com coeficientes da condição de contorno variável;

problemas com contorno variável;

problemas que envolvem dificuldades na solução do problema auxiliar;
problemas não lineares.

Diante destas situações os passos básicos para a aplicação da TTIG são:

escolher um problema auxiliar adaptável que estabeleça uma relação tratável com a
equação original, evitando problemas computacionais;

desenvolver um par transformada integral apropriado;

aplicar a transformação integral da equação diferencial parcial original que resulte em um

sistema infinito de equações diferenciais ordinárias acoplado;
truncar o sistema infinito em uma ordem suficientemente grande, resolvendo­o através de

procedimentos numéricos padrão;

para a construção do potencial desejado utilize a fórmula de inversão.

A TTIG vem sendo utilizado para obter soluções exatas envolvendo problemas de

difusão podendo citar (Cotta & Ózisik, 1987; Aparecido, Cotta & Ózisik, 1989; Diniz, Campos­
Silva & Zaparoli, 1991; Diniz & Aparecido, 1990; Diniz, Maia & Zaparoli, 1996).

Cotta (1989) apresenta os procedimentos da transformada integral aplicada a problemas

de difusão. A partir de considerações de um sistema básico, o autor utilizou a aproximação

generalizada descrevendo a metodologia empregada. A solução numérica completa é obtida

resolvendo­se o sistema de equações diferenciais ordinárias acopladas.

Diniz (1996) aplicou a TTIG para obter a solução de problemas de difusão

unidimensional para três geometrias diferentes. São mostrados os passos utilizados para

aplicação da TTIG no qual são obtidas as grandezas de interesse tais como: espessura e

velocidade ablativas e distribuição de temperatura.

O estudo de problemas envolvendo ablação com transferência de calor bidimensional
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Capítulo 4 — Métodos de Solução

foi realizado por Hsiao & Chung (1984), no qual os autores utilizaram o método integral do

balanço de calor modificado. Os dados obtidos foram comparados com uma solução pelo método

de diferenças finitas, com boa concordância dos resultados.

A presente pesquisa está baseada no trabalho de Hsiao & Chung (1984). Os autores

obtiveram a posição da fronteira ablativa para diferentes condições de contorno e também a

perda de material total.

EV
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp”, 12 13 14 15 16 17 18



Capítulo 5 — Modelo Unidimensional

CAPÍTULO 5

MopELO UNIDIMENSIONAL

Para se analisar a física do processo de ablação, considere um modelo simplificado, no

qual se tem uma transferência de calor na região do ponto de estagnação de um corpo rombudo
(revolução), como ilustrado na Figura 5.1. Esse processo pode ser aproximado a uma
transferência de calor unidimensional numa placa plana. Essa aproximação está baseada no fato

de que a razão entre a espessura do material ablativo e o raio de curvatura do corpo rombudo ser
pequena.

S
S

NS
SS

AS

Figura 5.1 — Esquema simplificado do processo de ablação unidimensional na região do ponto de estagnação.

A placa está sujeita a um fluxo de calor transiente em uma das extremidades e isolada

termicamente na outra face. Inicialmente a placa se encontra com uma temperatura uniforme 7.

Devido ao fluxo de calor a placa vai se aquecendo até o instante s,,, onde a temperatura

da superfície atinge a temperatura de fusão 77, do material. A partir deste instante inicia­se a

fusão do material na fronteira sujeita ao fluxo de calor. O material fundido é arrastado para o

meio ambiente pelas forças do escoamento aerodinâmico. Este processo de transferência de calor

e massa pode ser modelado como um processo de ablação.

O processo de ablação é melhor descrito se for dividido em dois períodos: um chamado

de pré­ablativo, onde o fluxo de calor incidente é conduzido internamente até que a temperatura

do material atinja a temperatura de fusão, nesse período não ocorre perda de material; e outro

chamado de ablativo que devido o material ter atingido a temperatura de fusão este sofre uma

FS
AVANAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp”, 12 13 14 15 16 17 18



Capítulo 5 — Modelo Unidimensional

mudança de fase (fusão ou sublimação).

Na Figura 5.2 é mostrado um esboço da geometria do modelo utilizado na modelagem
do problema unidimensional.

material
ablatado

S(7)

Figura 5.2 — Esboço da geometria utilizada no modelamento do problema de ablação unidimensional.

5.1 FORMULAÇÃO DO PROBLEMA DE ABLAÇÃO UNIDIMENSIONAL

O problema de ablação pode ser simplificado como um problema de condução de calor,

no qual se distingue os dois períodos ablativos. Considere a equação na sua forma dimensional:

Y” Período pré­ablativo:

oT(x,t)  OºT(x,f)
= a

õr x? 0<t<t, O<x<L

com condições inicial e de contorno:

T(xN)=T t=0 O<x<L

ok oT(x,t) ­
Ox

qo(f) x=0

FS
AVANAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp”, 12 13 14 15 16 17 18



Capítulo 5 — Modelo Unidimensional

Y Período ablativo:

oT(x,1) TX)
= a

õt ox? ft, <f<oo

com condições inicial e de contorno:

TN =TÁ(%t) tt,

oT(x,1)
Ox

o

Tx,N)=T,(x,t) x=S()

S()<x<l

(5.6)

(5.7)

(5.8)

O processo de ablação modelado como mudança de fase produz uma equação de

acoplamento da velocidade da fronteira com o gradiente de temperatura, que na sua forma
dimensional é:

Ah OT(x,t) + of dS(t)
Ox dt

=q,() x=S(0)

Define­se uma temperatura adimensional como:

(5.10)

Portanto, tem­se que as equações governantes do problema de ablação unidimensional,

na sua forma adimensional, são dadas como:

Y Período pré­ablativo:

2 3 4 5 6 7
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Capítulo 5 — Modelo Unidimensional

0O(x,T) +LO(x,1)=0 O<t<rt,
or O<x<l

em que 7, é o instante que se inicia a fusão.

Com condição inicial:

O(x,7)=0 tT=0eO0<x<l

e com condições de contorno:

0O(x,T) ­ 0O;x=1]
Ox

— 0O(x,T)
Ox

= O(r) ; x=0

Y" Período ablativo:

dO(x,7) Tr, <T<M———+ LO(x,7)=0
OT S(t)<x<l]

com condição inicial:

Ox,1)=O,,(x7) tT=7, e O<x<l

e com condições de contorno:

0O(x,1)
Ox

0, x=1! (5.17)

O(x,17) =1, x =S(r) (5.18)

em que d,(x,7) é a distribuição de temperatura para o instante 7, que é determinado no período
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pré­ablativo. A condição de acoplamento na interface, resultante do balanço de energia na

fronteira em ablação, é:

— 0O(x,T) +yv dS(r)
x de O(r); x=S(r) (5.19)

em que S(r) e v são respectivamente a posição da fronteira móvel que é dependente do tempo e

o inverso do número de Stefan.

5.2 SOLUÇÃO ANALÍTICA

Para o desenvolvimento analítico utilizou­se a TTIG, no qual se adotou um operador

L=­0()/ôx* e definiu­se um problema auxiliar de autovalor apropriado. O desenvolvimento

analítico detalhado pode ser obtido no apêndice A.

Obtém­se que para o período pré­ablativo, a Equação (5.11) transformada é:

DO+ 4/8,(0) = OM)dr

com condição inicial:

1

8,(0) = Íw, ()O(x,0)dx = O : (521)
o

Utilizando um fluxo de calor polinomial do tipo QO(r)=a+br+cr' tem­se que a

solução da Equação (5.20) é:

­ 29,(7) =— a+ ds +q EA +4 ­ É ­ Ea+ 2 Jancu?oH; H; HR HH HO AH

A distribuição de temperatura na fase pré­ablativa é dada por:
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O(x,7) =O,,(1)+ > EPE (5.23)
i=l H

em que d, (7) é o potencial médio, por se tratar de um problema em que todas as condições de

contorno são do 2º tipo correspondente ao índice i = 0, Mikhailov & Ózisik (1984):

brº co
Op (1)=aAaT+—+—av (7) 2 *

Portanto tem­se que a distribuição de temperatura na fase pré­ablativa é:

H;H;

2 3 ooO(x,1)= [eE.+ Eacostunda||­ + bd —s)i=| ;

Resolvida a fase pré­ablativa, inicia­se a solução da fase ablativa, que começa para o

tempo rt >7,. À condição inicial do período ablativo é a distribuição de temperatura da fase pré­

ablativa para o instante 7 =7,. Uma mudança de variável nas Equações (5.15) a (5.18) se faz

necessária para se homogeneizar as condições de contorno. Definindo­se:

S(t)<n<l
COI =AEO 7 (5.26)

em que nm=l1­x e x,=S(r) que indica a posição da fronteira, como mostrado na Figura 5.2.

Portanto tem­se que a Equação (5.15) na nova variável é:

DO 419 (no) =0 t>7,, 0<N<n(0)T

com condição inicial:
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0(n,1,)=9UA­mn1,)­1

e com condições de contorno:

9º (n,7)=0; n=n,(7) (5.29)

08º (n,7)
=0;n=0 (5.30)

on

A equação de restrição no acoplamento, Equação (5.19), na nova variável torna­se:

080 (nt) 2 MO)
On dt

= O(1); n=1,(1) (5.31)

Seguindo o mesmo procedimento adotado na fase pré­ablativa obtém­se a equação
transformada da fase ablativa:

48, (O, 3 4/08 (0) + 4(0)Ô, (1)=0
dr jJl

com condição inicial transformada:

2ºEDA 9, (7pala Lei DEDDD aa2

” 1 1 27 2cNepe arifo kh) de? ­— — a­—br+ 2 JesoenteH kk H, Hx H H,

0; parai=/, (Diniz,1996)
1 ôm(0)Qj­DCeCi­DCVY'"

2mlo) dr (PNQ ; paraitj

AAA

1 2 3 4 5 6 7 unesp ”*. 13 14 15 16 17 18



Capítulo 5 — Modelo Unidimensional

A equação de restrição transformada é obtida substituindo a equação da transformada
inversa na equação de restrição, obtendo­se assim:

dm (1) RA T
dr —2v IO]? e­niacy ­2O (5.34)

=

O sistema formado pelas Equações (5.32) e (5.34) pode ser resolvido para se obter a
solução para o problema de transferência de calor unidimensional em corpos com proteção
térmica ablativa, no período ablativo. Estas equações formam um sistema infinito de equações
diferenciais ordinárias de primeira ordem acopladas, sendo a Equação (5.33) a condição inicial.

5.3 SOLUÇÃO NUMÉRICA

Foi realizada a implementação de um algoritmo em linguagem FORTRAN para a
solução do sistema solução formado pelas Eqs. (5.32) e (5.34). Para tanto foi necessário o
truncamento deste sistema infinito em um sistema finito de ordem N. Fazendo N suficientemente

grande obtemos a solução do sistema.

Na análise numérica utilizou­se as sub­rotinas disponíveis do IMSL (1979),
principalmente as rotinas DGEAR e DCADRE. Abaixo são apresentado os resultados obtidos

para a condição de contorno Q=2, Kurokawa et al. (2002). A Figura 5.3 apresenta uma

comparação dos resultados obtidos pela TTIG com outros métodos, Método de Diferenças

Finitas (MDF), Método Integral do Balanço de Calor (MIBC) e Método Integral do Momento­9
(MIM­6 ) para a espessura ablativa.

A Figura 5.3 representa o avanço da fronteira em ablação. A espessura ablativa está

plotada em função da diferença de tempos. O escopo desta apresentação não é fazer uma
comparação de métodos de solução e sim apresentar o comportamento da fronteira ablativa

frente às altas taxas de aquecimento. Observando a Figura 5.3 nota­se que a fronteira é
consumida numa forma quase linear.

A Figura 5.4 apresenta uma comparação dos valores obtidos pela TTIG com outros

métodos para a velocidade ablativa. Como dito antes o objetivo de apresentar estes resultados

não é comparar os métodos de solução. Na Figura 5.4 observa­se que a velocidade tende a

aumentar com a retirada de material que pode estar relacionado com os diversos mecanismos que
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Figura 5.3 — Variação da espessura ablativa com a diferença de tempos para um fluxo de calor especificado O =2.

0,22 ­

4

t­t.

Figura 5.4 — Variação da velocidade ablativa em função da diferença de tempos para um fluxo de calor especificado
Q=2.
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não foram englobados nesta análise uma vez que se considerou um processo de mudança de fase

com perda de massa.

Tabela 5.1 — Comparação do tempo de início da ablação obtido por diferentes métodos.

Na Tabela 5.1 é apresentada uma comparação para o tempo de ablação 7, obtido por

metodologias diferentes. Notamos que os valores apresentam uma ligeira discordância.

Outros resultados podem ser obtidos em Kurokawa et al. (2001), onde é apresentado

várias condições de contorno diferentes tais como um fluxo polinomial com Q=2, Q=2+r7 e

Q=2+r17+7";e um fluxo exponencial. Neste artigo foi observado que com o aumento do fluxo

de calor a velocidade ablativa tende a aumentar, como era esperado.

Os perfis de temperatura da fase pré­ablativa e da fase ablativa são apresentados nas

Figuras 5.5 e 5.6, respectivamente. Nas Figuras 5.5 e 5.6 tem­se a temperatura adimensional em

função da coordenada 7=1­ x. Pela Figura 5.5 se observa uma tendência da temperatura atingir

o valor 1, na posição 7=1, ou seja, x=0. Portanto o tempo de início de ablação é obtido

quando a temperatura adimensional atingir o valor 1 na fronteira aquecida, x=0. Este tempo

como comentado anteriormente será utilizado como condição inicial do período ablativo. Já na

Figura 5.6 a temperatura adimensional tende para o valor 1, ou seja temos que na posição x=1 a

temperatura dimensional da face isolada tende para a temperatura de fusão.

Uma análise mais detalhada pode ser obtida em Diniz (1996) no qual o autor faz um

estudo do fenômeno ablativo para três geometrias diferentes, a saber, cartesiana, cilíndrica e

esférica. Nesta análise, é considerada uma transferência de calor unidimensional e utilizando­se a

TTIG para se obter a solução deste problema. Os resultados obtidos foram comparados com a

literatura disponível com boa concordância dos mesmos.
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Figura 5.5 — Perfil de temperatura da fase pré­ablativa do problema unidimensional para a condição de contorno

Q=2.

Figura 5.6 — Perfil de temperatura da fase ablativa do problema unidimensional para a condição de contorno Q=2.
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CAPÍTULO 6

MopELO BIDIMENSIONAL

O modelo do problema de ablação bidimensional que será utilizado é aquele
apresentado no Capítulo 3. A formulação do problema está baseada no trabalho de Hsiao &

Chung (1984), em que os autores utilizam o método integral do balanço de calor modificado para

obter a solução do problema de condução de calor bidimensional envolvendo ablação. As

equações que governam o problema são dadas abaixo na sua forma adimensional.

6.1 FORMULAÇÃO MATEMÁTICA DO PROBLEMA BIDIMENSIONAL

Um ponto que se deve salientar é que neste trabalho foi utilizado o esquema de Stefan,

no qual o material não se decompõe abaixo de uma certa temperatura. Portanto tem­se que a

formulação matemática do problema é dada por:

Y Período pré­ablativo:

08x, 1,1) 30X, y,1) POMXY,7) T>O0
rt Ox? dy”

com condição inicial:

O(x,y,17)=0 7t7=O0

e com condições de contorno:

OO(x,yY,T)Ox a
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O0O(x,X,T)
Ox

90(x,y,1)
&

O8(XYD
õ

Y Período ablativo:

d0(x,y,7)  2º0MX, 7,1) SO0X»,7)
=

2dr ox? õ PT

com condição inicial:

O(x,y,7) = 9,,(Xx, Y,T) T=1T,

e com condições de contorno:

0O(x,y,T)
Ox

o

Ox,y,17)=l1 x=S(y,r)

0O(x,Y,T) ­
o

o

00(x,y,7T)
a O y=l Ssxsl (6.12)

em que 8, (x,y,7) é a distribuição de temperatura, obtida no período pré­ablativo, no tempo

ablativo 7,. Devido ao movimento da fronteira pelo processo de mudança de fase tem­se uma
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equação da velocidade da fronteira, chamada equação de restrição no acoplamento, definida
como:

2
os oo os1­2 [não ES 6)

que é a equação de balanço de calor na fronteira ablativa obtida por Hsiao (1983), que é descrito
por Hsiao & Chung (1984). S(y,r) e v são respectivamente a posição da fronteira em ablação e
o inverso do número de Stefan.

6.2 SOLUÇÃO ANALÍTICA

Na solução analítica foi utilizada a TTIG. Nesta seção, apresenta­se apenas a solução
final sem detalhamento, o desenvolvimento completo encontra­se no Apêndice B. O potencial de
temperatura do período pré­ablativo é considerado como uma superposição do tipo:

O(x,y,7) = O (x,y, 1) +0,(x,X,7) (6.14)

Substituindo a Equação (6.14) na Equação (6.1) obteve­se dois problemas: um em

A (x,y,r) e outro em ,(x,y,r). Para se aplicar a TTIG, há necessidade de se homogeneizar as

condições de contorno para os dois potenciais e foi realizado o procedimento descrito no

Capítulo 4. Para tanto se define um problema auxiliar de autovalor apropriado e através da

definição do par transformada integral e inversa se obtêm a solução. Portanto, tem­se que para

0 (x,y,7) a solução é:

? 2 2 &O, (x, » 7) = Q,= = x + A,B9 1 (") + Á, > Br cos(A,x)A , (7)
m=2
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É)

8,
fo)

com condição inicial

é o delta de Kronecker.

Para se obter os valores de 8,,(r) deve­se resolver a equação diferencial ordinária:

T

a
1 11

Pn(2)= [P,(x, 1) dn (x, 7)dx= [ fu, (x,y, )d,(%, )B (3, y, )dydx
[ oo

A 1 ­ 11

fn(1)= [fd 7)dx= [ fy, (x,y,6, 9) f(x, )dydx
o 00

Cuja solução da Equação (6.16) resulta em:

To (0) + 1| fato) expl(u? + 4º )eldr +
o

Ai (o) = expl­(u4º + ado
+= fá oexpIca? + aeee

[0

| 2! oTI RT 1Am Am oQn(D)=expl­(u +0 ­ 1/210,0(0)
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Para 0,(x,y,7) a solução é do tipo:

2 a o A

O.(x,1,1) = O, SS + A BZ (1) + B)' A, cos(uy)Z,(1)
i=2

em que os coeficientes 4, e B, são iguais aos definidos para 9 (x,yX,7)

Para se obter os valores de Z,,(r) deve­se resolver a equação diferencial ordinária:

(UU? + A Zn (9) = Sn (O)OZm (7) +
T

com condição inicial:

Zn (0) = hr (0)

em que:

Ns 1 ­ 117

Sn(1)= [5 1)6,(x,1)dx = [ [PG Y, DV, CY,0,D)dydk
o 00

a 1 1171

hn (1) = [hi GC Dn Cy )dx = [(Gy), y, dnCs )dydx
o oo

Cuja solução da Equação (6.21) resulta:

Zn(9) = expl­(4 +miaOS1É fo(2)expl(u? + 4º )eldt +
o

+ : fós(o)expL(u? + aaa:
o
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Za(9) = expl­(4 + a 79: VETO, 0 Le costa)+Eos) fá (O expl(U? + 4º)rlar
N oi

(6.24)

Portanto tem­se que a distribuição de temperatura na fase pré­ablativa é dada por:

À 129(x,y,7)=Q,=­: ­Q, tbm + gremnl­a? + nn oo +10,OM +
+17) [0() expl(u? + 24º)eJdr + fá (o) expI(u + aaa +

LO 0

+21 e farto) expl(u? +44 + faeerras)
o o

fi
Am2/2cost,x)expl­(Mm” +À,irg:3) ao + farsa +AÀmSee):

ã
H,NãoD  cos(u,y)expl­(u + A dr] cos(u;eo»fá (9) expl(u; + ADela (6,25)

Compactando a Equação (6.25) tem­se:

tao + 20400)+ Ni + Sos = Elas + EDfoxnl­(a? + 4e)+
2 2­ 29 cos(A,ds> expl­(um? + 4,Jo (0) + 1, +o(=­ :)­0,0) +

+ 20” costui) a cos(u,y) exp[­(n,º + 4º)r1[0,(0) + Ls,|i=2 i

em que:

H = ul

Nr = fa explt + 4)r)dz
[
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1, = [à (Dexpl(u' + 4)rldr
o

1, = fá (Dexpl(u + 4, º)elde
o

Ia = [O()expl(u? + nº)elde
o

Is, = [0 (O) expl(U + 4º)rlde
[

Is = [O (O) expl(u, + 4)rlde
o

Os fluxos de calor podem ser polinomiais, exponenciais ou constantes, por isso foram

deixados genéricos.

Concluído o período pré­ablativo passa­se a resolver o período ablativo, no qual um dos

parâmetros determinado no período pré­ablativo, o tempo ablativo 7 =, , é a condição inicial do

período ablativo.

Foi realizada uma mudança de variável nas Equações (6.7) a (6.12) a fim de se

homogeneizar as condições de contorno. Desta forma define­se uma nova variável como:

S(y,9)Sx<l
(2) (x, y,7) = 9(x,y,7)­1 t1>T,

e também foi realizado uma mudança de direção no eixo x, sendo a nova variável:

n=1­x (6.28)

em que a posição da fronteira ablativa, definida por Hsiao & Chung (1984), é denotado por
x=S(y,r), sendo:
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OQ, yS=S(y,r)=é1­<22 6.29(»,7) e( O, | (6.29)

em que é representa a espessura ablativa ao longo do eixo x, eé uma função apenas do tempo.

Pela aplicação da TTIG obtém­se que a equação diferencial ordinária, obtida pela

transformação da equação diferencial parcial, é:

aê ' T & 4
eo co!

a.

oj=l m=

1[B,M,,9)ZaMa)a (9)+D a?CIMAIM 0,DD,(1)=
o m=lo

o

Sel mal
1 so coTX DIMEOM,EDB,L 00,"()+—DD,(0, 7) M, (0, 7)M, (0, nO, (1) +

j=lm=l 2=| m=l

+ M,(1,9) f1,1)Q0,(")

Compactando a Equação (6.30), na forma matricial, tem­se:

22+) XEimoO, (n)= Í
j=l m=l

|
OM ,(X,T)Enm = Simba + fam,OM)BM, )PA b +o

+, fpO, DM, DM, Gr)dy +— B,(L, 7)M,(1,1)M,(1,7)—— By (0, 7)M, (0, )M , (0,7)
fi = M,OSLD0O)

A equação de restrição no acoplamento transformada é:
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1

T(1)= ÍnO,04y
o

Sendo a condição inicial transformada:

ES
eOu (1)= Pr()­ Fr (7)

1

dr(1)= [M,,)60,)dy
o

1

fa()= [M,O0,9)7,0,7)dy
o

Portanto, tem­se que as Equações (6.31) e (6.32) formam um sistema infinito de

equações diferenciais ordinárias acopladas que é a solução para o problema de difusão

bidimensional em corpos com proteção térmica ablativa. A Equação (6.33) é a condição inicial
do sistema solução.

6.3 SOLUÇÃO NUMÉRICA

Foi implementado um programa computacional em linguagem FORTRAN para solução

do sistema solução. Inicialmente foi implementado a fase pré­ablativa no qual objetiva­se

determinar uma condição inicial para O(x,y,7) no período ablativo, ou seja, o tempo de início da

ablação 7 =7, e também a distribuição de temperatura do período pré­ablativo.
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O período pré­ablativo continua até que temperatura adimensional média, definida pela

Equação 6.34, seja igual a 1. O instante em que isto ocorre é o tempo de início da ablação 1 =r7,,

como é mostrado nas Figuras 6.1, 6.2, 6.3 e 6.4. A distribuição de temperatura O(x,y,r7) no

tempo 7 =7, é a condição inicial do período ablativo.

1

d(x,7)= [0(x,y,7)dy
o

Sendo &é(x,7) a distribuição de temperatura média, tem­se que o período ablativo inicia­

se no instante em que A(x,y,r) é igual a 1. Portanto, considerando apenas o valor de g(x,r7) em

x=0, na superfície aquecida, como sendo de interesse para se determinar o tempo de início da

ablação.

Considerando um fluxo de calor polinomial, Q(t)=a+brt+c1º e Q(D)= p+qgtr+rTº,

as integrais que aparecem na distribuição de temperatura são obtidas através de uma simples

integração por partes.

As Figuras 6.1 e 6.2 comparam o valor de g(x,7) obtido pela TTIG com o método

integral do balanço de calor e a transformada de Laplace. A Figura 6.1 representa o caso em que

as condições de contorno são Q,=2 e Q, =1. Já na Figura 6.2, as condições de contorno são

OQ, =2 e 0, =0,5. Isto significa que o fluxo de calor perdido foi diminuído pela metade, ou seja,

uma parte do calor está sendo armazenada ou transformada.

As Tabelas 6.1 e 6.2 apresentam uma comparação do tempo de ablação obtido pela

TTIG com outras técnicas para as duas condições de contorno.

Tabela 6.1 — Comparação dos tempos de ablação para O, =2 e 0, =0,5.

Solução Integral do Balanço de Calor

Solução pela Transformada de Laplace

Técnica da Transformada Integral Generalizada
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Capítulo 6 ­ Modelo Bidimensional

MÉTODO INTEGRAL DO BALANÇO DE CALOR
TRANSFORMADA DE LAPLAGE
TTIG i

T

15 20 25 30 35 40

1X 100

Figura 6.1 — Comparação de & obtida por três metodologias diferentes para Q, =2 e O, =|.

MÉTODO INTEGRAL DO BALANÇO DE CALOR
TRANSFORMADA DE LAPLACE
TTIG

15
1 X 100

Figura 6.2 — Comparação de & obtida por três metodologias diferentes para Q, =2 e Q, = 0,5.
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T

15

1X 100

Figura 6.3 — Determinação do tempo de ablação para a condição de contorno Q, =2+r7 e Q, =1+0,57.

40

1X 100

Figura 6,4 — Determinação do tempo de ablação para a condição de contorno Q, =1+7? e Q, =0,5+0,57?.
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Tabela 6.2 — Comparação dos tempos de ablação para O, =2 e O, =1.

Solução Integral do Balanço de Calor

Solução pela Transformada de Laplace

Técnica da Transformada Integral Generalizada

As Figuras 6.3 e 6.4 ilustram a determinação do tempo de ablação 7, para duas

condições de contorno variáveis no tempo. Na Figura 6.3 tem­se que os fluxos de calor são

Q, =2+r7 e Q, =1+0,5r,e na Figura 6.4 Q, =1+7?º e Q, =0,5+0,57?.
Considerando o fluxo de calor Q, =0, tem­se o problema de ablação unidimensional.

Na Figura 6.5 é apresentado o caso em que as condições de contorno são Q, =2 e OQ, =0. Já na

Figura 6.6 tem­se o caso (0, =4 e Q, =0. Na Tabela 6.3 é feita uma comparação entre os tempos

de início da ablação com as diferentes condições de contorno obtidas pela TTIG.

Tabela 6.3 —­ Comparação dos tempos de ablação para diferentes condições de contorno.

34,70

24,70

19,60

5,00

Q, =2+r7 e Q, =1+0,5r 27,40

Q, =1+7? e 0, =0,5+0,57? 80,00

4Comparando o tempo de início da fase ablativa obtida considerando Q,=0 é

praticamente o mesmo obtido no caso unidimensional, o que era de se esperar, uma vez que com

essa condição de contorno recai­se no problema unidimensional.
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1X 100

Figura 6.5 — Determinação do tempo de ablação para a condição de contorno Q, =2 e Q, =0.

r

1X 100

Figura 6.6 — Determinação do tempo de ablação para a condição de contorno Q, =4 e Q, =0.
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e
lo

Figura 6.7 — ... continuação.

Na Figura 6.7 são apresentados os perfis de temperatura adimensional da fase pré­

ablativa com condição de contorno Q, =2 e Q,=1. As distribuições de temperatura mostradas

referem­se aos tempos (adimensional) (a) 7 =0,025; (b) 7 =0,05; (0) 7=0,1; (d) 1 =0,15; (e)

1r=0,2:(D 1r=0,25;(8) 17=0,3 e (D) 7 =0,347.
A Figura 6.8 mostra os perfis de temperatura adimensional da fase pré­ablativa para a

condição de contorno Q =2 e Q,=0,5. As distribuições de temperatura mostradas se referem

aos tempos (adimensional) (a) 7 = 0,05; (b) 7 =0,075; (oc) r=0,1; (d) 7 =0,15; (e) 17=0,2 e (D
1 =0,247.

Para a condição de contorno Q =2+7 e Q,=1+0,5r, os perfis de temperatura

adimensional da fase pré­ablativa são mostrados na Figura 6.9. As distribuições de temperatura

são relativas aos tempos (adimensional) (a) 7 =0,05; (b) r=0,1; (0) r=0,15; (0) 1r=0,2; (e)

1=0,25 e(f) r=0,274.

Já para a condição de contorno Q =1+7?º e Q,=0,5+0,57º, os perfis de temperatura

adimensional da fase pré­ablativa são ilustrados na Figura 6.10. As distribuições de temperatura

são relativas aos tempos (adimensional) (a) 17 =0,05; (b) r=0,1; (0) 17=0,15; (0) 7 =0,2; (e)
1 =0,3;(D r=0,4:(9) r=0,5;(h) 7=0,6;() 1=0,7 e(1) 7 =08.
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Figura 6.10 — ... continuação.

Considerando a condição de contorno Q,=2 e Q,=0 se tem o caso da placa plana

unidimensional. Na Figura 6.11 é apresentada a distribuição de temperatura adimensional da fase

pré­ablativa para esta condição. Comparando com o caso unidimensional apresentado no

Capítulo 5 nota­se uma boa concordância dos resultados. As distribuições de temperatura

apresentada são referentes aos tempos (adimensionalb) (a) 7 =0,025; (b) 7 =0,05; (c) 7 =0,075;

(OD) r=0,1;(60) r=0,125;(D)7=0,15;(8) r=0,175 e (h) r =0,196.
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Figura 6.11 — Distribuição de temperatura da fase pré­ablativa para a condição de contorno Q, =2 e 0, =0.
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Figura 6.11 — ... continuação.

A Figura 6.12 ilustra os perfis de temperatura adimensional da fase pré­ablativa para

condição de contorno Q, =4 e Q,=0. As distribuições de temperatura se referem aos tempos

(adimensional) (a) 7 = 0,005; (b) 7 =0,01; (c) 7 =0,015; (d) 7 =0,02; (e) 1 =0,025; (f) 7 =0,03;

(8) 1=0,035; (h) 7 =0,04; (1) 7 =0,045 e (3) r =0,05.

O tempo de início do período pré­ablativo é condição inicial para o período ablativo.

Considerando­se os tempos obtidos anteriormente na solução da fase ablativa, obtém­se a

solução do problema de fronteira móvel.

As Figuras 6.13 a 6.16 apresentam a perda total de material em função do tempo

adimensional para cada condição de contorno. A Figura 6.13 mostra a comparação da perda de

material obtida pela TTIG com os apresentados por Hsiao and Chung (1984) para a condição de

contorno Q, =2 e Q,=1. Já a Figura 6.14 ilustra a comparação da perda de material para a

condição de contorno Q, =2 e Q,=0.5. A Figura 6.15 apresenta a perda de material para a

condição de contorno Q, =2+r e Q, =1+0,5r. À Figura 6.16 mostra a perda de material para a

condição de contorno Q, =1+7º e 9, =0,5+0,57".
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Figura 6.13 — Perda total de material em função do tempo adimensional para a condição Q, =2 e Q, =|.
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Figura 6.14 — Perda total! de material em função do tempo adimensional para a condição Q, =2 e Q, = 0,5.
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Figura 6.15 — Perda total de material em função do tempo adimensional para a condição OQ, =2+r e

OQ, =1+0,57.
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CAPÍTULO 7

Discussão

Um ponto a ser destacado nas análises unidimensional e bidimensional é que o processo

ablativo é tratado apenas como um processo de mudança de fase. Numa análise mais realística

outros processos poderiam estar atuando concorrentemente, tais como: pirólise, reações

químicas, irradiação, entre outros. Um dos motivos desta simplificação é que não se sabe

precisamente o que ocorre em uma situação real.

Um outro ponto de destaque é que este trabalho não visa obter resultados quantitativos e

sim qualitativos, no sentido de que a análise realizada tem por objetivo principal a utilização de
uma ferramenta analítica, a TTIG, para solução de um problema complexo. A complexidade

deste problema está na não linearidade da condição de contorno. Contudo resultados

quantitativos podem ser obtidos a partir dos resultados apresentados, ou seja, considerando um
material ablativo no qual se podem identificar suas propriedades físicas e observar o seu

comportamento numa situação real.

Como observado no Capítulo 5, análise do problema unidimensional, a TTIG apresenta
uma boa concordância dos resultados obtidos quando comparado com os da literatura.

Na análise do problema unidimensional o estudo foi realizado na região do ponto de
estagnação de um corpo rombudo (revolução). Em que, devido à razão entre a espessura e o raio
de curvatura ser pequena pode­se simplificar o fenômeno considerando um problema de difusão
em uma placa plana unidimensional, como mostrado no Capítulo 5. Também foi utilizada a
hipótese de Stefan em que o material não se decompõe abaixo de uma temperatura de fusão ou
sublimação.

A análise do problema unidimensional foi baseada numa formulação adimensional.
Todos os parâmetros físicos envolvidos no processo de ablação unidimensional foram adotados
como definido por Chung & Hsiao (1985) para se comparar os resultados obtidos pela TTIG.
Sendo estes parâmetros:

> Difusividade térmica a =0,1ftº/s;
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Tempo característico rs, =10s;

Comprimento característico [=1/f;

Fluxo de calor de referência q, =10Btu/s.ftº;

Diferença de temperatura 7, —T, =100ºF ;

Inverso do número de Stefan v =1;

Tempo de referência rs, =100s.

No período pré­ablativo o interesse maior esta em se determinar o tempo de início da

ablação e o perfil de temperatura, pois estes parâmetros são necessários para se obter a condição

inicial do período ablativo. O tempo de início da ablação é obtido quando a temperatura

adimensional é igual a 1 em x=0. Observa­se que os resultados apresentados apresentam uma

boa concordância com os da literatura.

Pela solução analítica da fase ablativa, o sistema resultante é composto por um sistema

de equações diferenciais ordinária de primeira ordem acoplado a equação de restrição no

contorno. Após o desenvolvimento analítico foi realizada a implementação numérica para se

obter a solução deste sistema resultante em que se utilizou a rotina DGEAR (IMSL, 1979).

Como a solução envolve séries infinitas houve a necessidade de se truncar o sistema num

número suficientemente grande para se obter a solução com uma boa precisão.

As grandezas de interesse tais como posição da fronteira ablativa S(t) e velocidade de

ablação V(t) foram obtidos para um fluxo de calor prescrito no contorno de OQ =2. Observa­se

uma boa concordância dos resultados apresentados. Resultados utilizando­se outros fluxos de

calor prescrito no contorno podem ser obtidos nos trabalhos de Diniz (1996) e Kurokawa et al.
(2001).

Como observado o desenvolvimento analítico do problema unidimensional é obtido de

forma relativamente simples em comparação com o problema bidimensional. O mesmo acontece

com sua implementação numérica, o qual requer menos trabalho, uma vez que se deseja obter a

solução de um sistema de equações diferenciais ordinárias de primeira ordem. Como comentado
anteriormente utilizou­se a rotina DGEAR (IMSL, 1979) e há necessidade de se definir duas

funções externas FCN e FCNJ. Todo o detalhamento para se obter estas funções pode ser
encontrado em Diniz (1996) e no manual do IMSL (1979).

A solução do problema de ablação bidimensional está embasada no trabalho de Hsiao &
Chung (1984) em que os autores empregaram o Método Integral do Balanço de Calor
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Modificado para solução do problema. A análise foi feita em termos de parâmetros
adimensionais, no qual definiu­se uma temperatura adimensional. Todos os parâmetros
utilizados nesta análise foram definidos pelos autores em seu trabalho. Sendo estes:

Difusividade térmica a =0,1fº/s;

Diferença de temperatura AT =7, ­T, =100ºF ;

Número de Stefan S, =1;

Comprimento característico L =1ft;

Tempo característico rs, =10s;

Fluxo de calor de referência q, =10Btu/s.ftº.

Tanto no período pré­ablativo quanto no período ablativo aplicou­se a TTIG para se
obter a solução analítica do problema. Na fase pré­ablativa determinou­se o tempo de início da
ablação bem como o perfil de temperatura, O início da ablação se dá quando a temperatura
adimensional média é igual a l em x=0O. Observa­se que os resultados obtidos por esta técnica
apresentam bons resultados quando comparados com os da literatura.

Para se validar os resultados obtidos, considerou­se a condição em que os fluxos de

calor prescritos são Q,=2 e (Q,=0. Por esta análise tem­se a condição do problema

unidimensional obtido no Capítulo 5. Os resultados apresentados para o problema bidimensional
quando comparados com do problema unidimensional apresentam bons resultados como
observado.

Pela análise da Tabela 6.3, nota­se que para uma mesma condição de fluxo de calor

imposto e redução pela metade do fluxo de calor perdido há uma redução 28,8% no tempo de
início da ablação. Já para o caso sem fluxo de calor perdido (caso unidimensional) esta redução é

de 43,5%. E quando se dobra o fluxo de calor imposto e sem fluxo de calor perdido esta redução
está em torno de 85,5%. Ou seja, mais rápido se dará o início da ablação.

De posse do tempo de início da fase ablativa, partiu­se para solução da fase ablativa.

Pela análise analítica obteve­se a solução do problema, composto por um sistema de equações

diferenciais ordinárias acoplado a equação de restrição no contorno. Implementou­se um
programa para se obter a solução numérica deste sistema resultante utilizando­se as bibliotecas

do IMSL (1979). Como no problema unidimensional, a solução envolve séries infinitas, houve a

necessidade de se truncar o sistema num número suficientemente grande para se obter a solução
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do problema com uma boa precisão numérica.

O sistema resultante é composto por uma matriz de quatro índices obtida no

desenvolvimento analítico, como demonstrado no Capítulo 6. Houve a necessidade de se reduzir

os Índices a dois que foi feito através de uma lei de formação. Através desta lei de formação

transformamos a matriz de quatro índices em uma matriz de apenas dois índices.

Como no problema unidimensional há a necessidade de se definir duas funções externas

FCN e FCNJ para se utilizar às rotinas do IMSL (1979).

Os resultados apresentados no Capítulo 6 referem­se a perda total de material em função

do tempo. Os resultados apresentam bons resultados quando comparados com os da literatura.
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CAPÍTULO 8

CoNCLUSÕES

Neste trabalho foram estudados os problemas de ablação unidimensional e

bidimensional, com fluxos de calor transiente aplicados numa placa plana e num prisma
respectivamente. Os problemas foram analisados considerando que o material sofre apenas uma

mudança de fase. O fenômeno físico se caracteriza por apresentar fronteiras móveis que introduz
uma não linearidade no contorno.

Dois objetivos foram enfocados neste trabalho: estudar o fenômeno físico de ablação,

no que se refere aos processos envolvidos na transferência de calor e massa, no qual se deve

ressaltar que foi realizado um estudo bibliográfico sobre o fenômeno mais realístico, e aplicou­

se, devido a sua complexidade, apenas o tratamento de mudança de fase; outro foi o de estudar e

aplicar a Técnica da Transformada Integral Generalizada, TTIG, em um problema complexo.

Dentro do estudo do fenômeno físico pode­se conclui que os problemas de ablação são

muito complexos, nos quais têm­se diversos fenômenos envolvidos e uma análise que englobe

todos estes fenômenos se torna muito complexo.

Com relação à Técnica da Transformada Integral Generalizada conclui­se que se trata

de uma ferramenta matemática muito poderosa para solução de problemas complexos, uma vez

que soluções analíticas para problemas complexos são praticamente inexistentes. Através desta

técnica pode­se ter soluções mais precisas.

Por este trabalho pode­se enumerar algumas conclusões:

1) Noestudodo problema unidimensional pode­se observar fisicamente o fenômeno

de ablação através do movimento de fronteira. Devido o fluxo de calor imposto o

material sofre um aquecimento com elevação da temperatura da superfície.

Quando a temperatura da superfície atingir a temperatura de ablação (fusão ou

sublimação), ocorre a mudança de fase de uma pequena porção de material que é

arrastado pelo escoamento.

A análise do problema unidimensional foi realizada para se verificar a

aplicabilidade da técnica, TTIG, aplicada a problemas complexos.
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Comparando­se os resultados obtidos pela TTIG com os da literatura nota­se que

há alguma discordância. Isto pode estar relacionado com o fato de que por se
tratar de uma técnica híbrida analíitica­numérica têm­se soluções mais precisas

como apresentado em alguns trabalhos que utilizaram a técnica integral.

Pela solução do problema de ablação bidimensional os resultados obtidos são

concordantes com os obtidos por Hsiao & Chung (1985). Neste trabalho foi
assumida uma função linear na fronteira móvel.

A solução analítica apresenta um extenso desenvolvimento analítico e a solução
numérica foi extremamente complexa a sua implementação.

Este trabalho pode ser estendido para uma situação mais realística onde exista a

transferência de calor por radiação.
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APÊNDICE A

DesenVOLVIMENTO ANALÍTICO DO PROBLEMA DE ABLAÇÃO
UNIDIMENSIONAL

As equações que governam o problema com variáveis na forma adimensional são:

Y Período pré­ablativo:

0O(x,T) oLOM),ra, =0" "27
ot 0O<x<l

com condição inicial:

O(x,7)=0 rtT7=0eO0O<x<l

e com condições de contorno:

90) 0O;x=1
Ox

— 0O(x,7)
as = O(1); x=0

a?
de L=­——().onde 32)

Para aplicarmos a TTIG define­se um problema auxiliar de autovalor na forma:

ny(x)=Ly(x)

com condições de contorno:
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Considerando as condições de contorno definidas pelas Equações A.6 e A.7, obtém­se
que a solução da Equação A.5 são as autovalores e autofunções, respectivamente:

w,(x) = A, cos(u,x)

Usando as propriedades de ortogonalidade do problema de autovalor obtém­se a norma

das autofunções como:

'
1N,= feos” (ux)dx=—

F
2

Para a autofunção normalizada N, =1, resulta que:

1

N,= [4º cos? (ux)dr=1
o

e portanto, 4 =1 e 4 = 1/2 i=2,..,00, € conjuntamente pode­se escrever:

A = 2
(1+5)

Multiplicando a Equação A.1l pela autofunção e a Equação A.5 por 9(x,7), somando­se
1

as equações resultantes e aplicando o operador integral Ídx tem­se:
[M
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1 1 1

= fu)8, 1) dx + fly, x) LO, 7) = Ox, 1)L y, (0 Jdx + 47º fiC006 1) dx = O
o o o

Definindo­se o par transformada integral e inversa como:

1

d(2) = fy,(x)O(x, 1)dx
[0

9,0)=>"22800)
i=l

Substituindo a Equação A.12 na Equação A.11 obtém­se:

08.(n) + 41/0,(1)=g()
oT

em que:

1

g.(1) = flo, 1)Ly, (x) ()LO(x, 1))dx
o

O valor de g,(t) é obtido utilizando­se as identidades a seguir:

PO(x,T)
Ox?

o 0O(x,1) |ôw,(x) 0O(x,7)2 no) EN | ar E + 4, (x)

o ôw,(x) | dO0(x,7)ôw, (x) 8º y, (x)219069 õx |­ Ox Ox +00?) ox?

2

aplicando o operador L =a ) e subtraindo a segunda equação da primeira tem­se:
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=|&ÃO:=) ô2 ox,Tnem )­ O(x, )Ly,(x) ­y (x)LO(x,7T)
1

e aplicando o operador integral fax , Obtém­se que:

g1(9)= [nc PE a ­ EJoc, 24a
Considerando as condições de contorno, Equações A.3, A.4, A.6 e A.7, tem­se que:

g:(1)= O(r) A.15

Aplicando a transformada integral, Equação A.12, na condição inicial, Equação A.2,

1

9,00) = fw,(x)9(x,0)dx = O
o

Obtém­se assim uma equação diferencial ordinária de primeira ordem em função do
tempo, sendo a Equação A.16 a condição inicial:

d8,(n)a + d(1) = OM)T

A.18

Admitindo­se um fluxo de calor, na forma adimensional, aplicado na superfície da placa

como sendo polinomial, Q(r) =a + br +c7” , tem­se que a solução da Equação A.17 é do tipo:

0,(1)=<Afia +br+cr?)exp(u;1)dt + kexp(—u,7).n)o
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com a condição inicial, Equação A.18, obtém­se que:

Portanto a equação transformada em função dos parâmetros a,b e c é:

Ô,(1) =— a+ de ­d) +q EA +&­ É ——L + 2 JanusH; H, HR KH HO AH

A distribuição de temperatura na fase pré­ablativa é dada por:

A,7) =9,,(1)+EPE
i=l i

em que 9d, representa o potencial médio, correspondente ao índice i=0, Mikhailov & Ózisik
(1984):

A, (0) =Toof)+ Ú!d(x,7)AdS + Sonar far
1

como (g(x),h(x))= f(x) g)h) dx , onde w(x) é a função peso e igual a 1, tem­se que:
[

1

(1) = fw(x).1.1.dx=1]
o

1

(1f)= fu(o).] Sdx=0
o

em que f/ representa a condição inicial.
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SfPG,xdV =0
V

Séc, 1)aS = [Q(n)dS = Q(7)
Ss Ss

Então se obtém que:

Portanto a distribuição de temperatura na fase pré­ablativa é:

i=)

2 3 ooO(x,7) = ar+ + EE + 2cos(ux)—— a+b 1 +
2 3 H; H

Concluída a fase pré­ablativa passa­se a resolver a parte ablativa. A distribuição de

temperatura para r=r7, é a condição inicial do período ablativo. As equações que governam o

período ablativo, na forma adimensional, são:

OO(x,T) T,<T<O———+ LO(x,7)=0
ot S(t)<x<l

com condição inicial:

O(x,7)=0 (x,7) t=7, e O0O<x<l

e com condições de contorno:

0O(x,T) ­

rh
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Apêndice A — Desenvolvimento analítico do problema de ablação unidimensional

O(x,7) =1, x =S(t)

A condição de acoplamento na interface em ablação é:

­0O0(x,1), , dSC)
ox dr

= O(1); x =S(r)

Uma mudança de variável nas Equações A.23 a A.27 se faz necessário, com o objetivo

de se homogeneizar as condições de contorno. Define­se uma nova coordenada n=1­x. À

posição da fronteira é designada por x, = S(r) . Desta forma define­se:

. S(t)<n<l
Ô (17,7) =O(x,17)­1 t>T;

Então se obtém:

PD +19 (no) =0 T>T,, O0<n<n(0)
T

com condição inicial:

9(nt)=0Al­n,1,)­1

e com condições de contorno:

6(1,1)=0;n=T,(7)

e a equação de acoplamento:

rh
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp ”*. 12 13 14 15 16 17



Apêndice A — Desenvolvimento analítico do problema de ablação unidimensional

90) dm(0)
on dt

= O(1); n=,(")

Seguindo o mesmo procedimento adotado na fase pré­ablativa, define­se um problema
auxiliar de autovalor do tipo:

2

ae TAM

sujeito as seguintes condições de contorno:

0$(D) q
on

d(n,7)=0 n=n(0) A.36

Aplicando as condições de contorno, Equações A.35 e A.36, a solução da Equação A.34
resulta nos autovalores e autofunções, respectivamente:

(2 ­Da
UE ra

dé, (1,7) = B; cos[4,(e)n]

À norma das autofunções é obtida:

m(r)

Ni()= feos"[1,()nkn ="a
o

Para a autofunção normalizada N,' =1 obtém­se que:

n. (1)

SB? cos? (uy)dy=1
o

rh
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e portanto:

2

mn. (1)
B.=

Ú

Definindo­se uma autofunção normalizada como:

K (1,7) = AO2
N

Multiplicando­se a Equação A.29 pela autofunção normalizada e a Equação A.34 pelo

potencial de temperatura dividido pela raiz quadrada da norma, em seguida, soma­se as equações
m(s)

resultantes e aplicando o operador integral fan , obtém­se:
o

T6(1)Ts (1)

do”PE qm + je,(17,7)0º (n,1)dn=f KMDA
0

(1) 29* 2oo ST * fe) K, T[emo 2ER arma EG bm
o on on

Definindo­se o par transformada integral e inversa como:

nm.(r)

6()= [K(n,9)9"(n,n)dm
o

91,7)=X K,(n,7)8; (1)
i=)

A integral:

mr *X,= eo 2ERFDPEGO ar
o on On

rh
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é simplificada utilizando­se as identidades abaixo:

DO (n,7)
2r Eno ­ EM) 99(O), x(no)om om om

on
'

on On On
' onº

(1)

subtraindo a segunda equação da primeira e aplicando o operador integral fan obtém­se:
o

(rt) ô oo”0) nO | 9 EMO1= [| KG, —|8"(n, dÍ | (1,7)2a lap| ge CAVA: a dl
considerando as condições de contorno, Equações A.31, A.32, A.35 e A.36, tem­se:

Portanto a Equação A.41 torna­se:

Ms(1) 0 (n1,| Émn DO
o

PD an +27 (08' (9) = 0

No primeiro termo da Equação A.44 substitui­se a transformada inversa:

m(1)| Km&218(7,7),O fara?()8'()=0
o

fazendo a derivação temporal, tem­se:

n(1) dO; (7)
dr> femao; (1) DE)oEM),K (7,0)

[oA farsatnana o

AAA
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nm (1) eo do,O"DENn xan,9)EM)aAO jr(moK,modn+4(DO(D)=0 —A4S
­

tem­se que:

ns(r) Lii=]
K,(n,1)K (n,0)dn=6,| 1,1)K(n,7)dm = doij
A Equação A.45 é escrita na forma:

dO a;dt+ 24,08; (1)=0T j=l

n(7)

4,(0)= f Kim?)
o

OK .(n,j(1 dn
OT

Multiplicando­se a equação da condição inicial, Equação A.30, e aplicando­se
T4(1)

operador integral fan tem­se:
o

Ts(1) T.(r) m(r)

[KM MNdn= [KMD9d­nDdn= [K,n,DAdn
o o o

então tem­se que quando r =r,, a condição inicial transformada é:

2/2
2i ­Dz

(11)i+l ne: i+lCy fon)1.2 (2i DCD) aaNTE8 (1,)=

AAA
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” 1 1 27 2c(1)=——> axtfer­d)+der­E& 2 fosse,Hx H, RE HH H H

0; parai = j, (Diniz,1996)
1 ônm(9) 2j­DEI=DCY"

2m(1) d7 (PDP) ; pArait]

Substituindo a transformada inversa na Equação A.33 tem­se a equação da restrição no
acoplamento transformada:

dm(02 x
dr —2v (9? XY Cj­DO;(0))'­

j=l

20)
VY

Um desenvolvimento mais detalhado pode ser obtido em Diniz (1996), onde o autor
descreve o desenvolvimento analítico em coordenadas cartesiana, cilíndrica e esférica.
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AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp ”*. 12 13 14 15 16 17 18



Apêndice B — Desenvolvimento analítico do problema de ablação bidimensional

APÊNDICE B

DesenVOLVIMENTO ANALÍTICO DO PROBLEMA DE ABLAÇÃO BIDIMENSIONAL

Este apêndice mostra detalhadamente o desenvolvimento analítico utilizado no

problema de ablação bidimensional. As equações governantes do problema ablativo, na forma
adimensional, são:

Y Período pré­ablativo

dO(x,y,1) DPO(X,Y,T) R PO(x,y,T)
or ox? dy?

com condição inicial:

O(x,y1,17)=0 tT=0

e com condições de contorno:

OO(x,y,T)
ES

­Q,

00(%;:1) à
Ox

0O(x,y,T) =0

00X, Tt)
& 2

rh
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Apêndice B — Desenvolvimento analítico do problema de ablação bidimensional

Na Equação B.1l o potencial de temperatura G(x,y,r) pode ser obtido utilizando­se o

princípio da superposição, com uma solução do tipo:

O(x,y, 1) = O (x, Y,T) +O,(X%,Y,T)

Substituindo a Equação B.7 na Equação B.l obtêm­se o seguinte problema em

N(x,X,7):

0O0,(X,y, T) —= 2º0,(x,», T) + DO (x,Y,7)
ot ôx* dy”

com condição inicial:

a(x,y,7)=0 1t=0

e com condições de contorno:

OO (x, y, 7) = x=0
EN OQ,

DO (X,y,T)
ôx

0 x=l

OO (x, Y, 7) ­ 0 y=0
d

OO (x,y, T) ­ o y=l
&

E o seguinte problema em 8,(x,y,7):

00, (x, » T) — dO, (x, y T) + dO (x, y T)
ôr ax? . oyº

rh
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Apêndice B — Desenvolvimento analítico do problema de ablação bidimensional

com condição inicial:

Ox(x,y,1)=0 T7=0

e com condições de contorno:

00, (x, )», T) —
Ox

0 x=0

00 (X,Y,T)
Ox

0

00 (x, )», T) =
dy

0

00, (x, » T) =
&

o, y=l!

Para homogeneizar as condições de contorno, define­se um novo potencial tal como:

97,7) = A(y,7) + (7) B.20

em que:

QP(x,7) = a + bx + cx?

Derivando em relação a variável espacial x se tem:

DA (X,Y,7) OA (X,Y,T)
Ox Ox

+b+2cx

e utilizando as condições de contorno definidas pelas Equações B.10 e B.11 obtêm­se que:

rh
AVAVAY

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp ”*. 12 13 14 15 16 17 18



Apêndice B — Desenvolvimento analítico do problema de ablação bidimensional

Substituindo estes valores na Equação B.20 tem­se que:

2A(x,y,1)=O C&)­Qxrr =, Gn HalT­s)
Utilizando o mesmo procedimento anterior, obtêm­se:

(x,7,1) =07 (%,Y,7) + 1(X,7)

em que:

10,7) = p+qy+ry"

Derivando­se em relação a variável espacial y:

00,(x, 1,7) 08, (X,yY,T)
O Oy

+q+2ry

e utilizando as condições de contorno definidas pelas Equações B.18 e B19 tem­se que:

Então substituindo na Equação B.23 obtém­se:

rh
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp ” 1 12 13 14 15 16 17 18



Apêndice B — Desenvolvimento analítico do problema de ablação bidimensional

0,(x,y,1) = 0,(x,Y,7)­&y

Para se obter a solução para o potencial A (x,y,7), utilizam­se as expressões abaixo e

substitui­se na Equação B.8:

BA (x,y,7) OO (X;XY,7)
Ox Ox

­Q +Qox

PO XY, T) = PO (XY, T) +
Ox? ox? Q

PA(XY) OA (X,XY,7)
gr o

BO(%,Y,T) dO, (x,y, 7) Ox 0 222, =x
E ar 2 OT

obtêm­se um novo problema em 6, (x,y,r7) com condições de contorno homogêneas:

+ 26º 26*
.

?

com condição inicial:

2arte = ao x­) 1=0
e com condições de contorno:

dO (x,y, T) = o
Ox

x=0

rh
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Apêndice B — Desenvolvimento analítico do problema de ablação bidimensional

dO, (x,y, T) ­
Ox

0

da (x, », T) =
2)

0

dO (x,y, T) =
&

0

Portanto tem­se que:

99 (&yn) FAGy), PO7)
or Ox* Oy + Rh (X%,y,7)

.

2Rh(x,y,7)= OQ ró(s­=)
com condição inicial:

* xº
O, (x, 1,7) = 1 (x,y,7) = Q (0) AAr T=0

Inicialmente transforma­se a Equação B.32 na direção y, onde para se aplicar a TTIG,

define­se um problema auxiliar de autovalor do tipo:

u(x,y,7)o +UV(x,y,7)=0

com as seguintes condições de contorno:

rh
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Apêndice B — Desenvolvimento analítico do problema de ablação bidimensional

ND, ,
o)

OV(x;3,1)
d

y=!

A solução da Equação B.34 conduz aos autovalores e autofunções, respectivamente:

un =(­nT i=1,2,..00

W,(x,y,7) = A, cos(u,y) B.38

Neste caso o autovalor 4, =0 é parte da solução, pois todas as condições de contorno

são do 2º tipo. Utilizando­se da propriedade de ortogonalidade das autofunções normalizadas é
unitária, resulta que a norma das autofunções:

1

N,= [4/4 / Gy, =!
o

1
lN,= |4/ 1, (x,y,7)dy ==; faco 7

e portanto:

e conjuntamente pode­se escrever:
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Apêndice B — Desenvolvimento analítico do problema de ablação bidimensional

0,i*j,em que 5, = ( ' J , é o delta de Kronecker.1=])

Multiplicando a Equação B.32 pela autofunção y,(x,y,7) e a Equação B.34 pelo

potencial 6, (x,y,7), tem­se:

oa, (x, », 7)
OT

09ºO,(x,Y,7)
o?

PO (x, »y T)
Ox? Wi(X, Y, 7) + R(X,Y, T)W,(X;Y:T)Vi(X,y,7)= W,(X,Y,T) +

Oy, (Xx,yY,T)o O(x,y,1)+ U'V,(X,7,7)A(%,y,7)=0

2õ : " :Define­se um operador L = aa ) e aplica­se nas equação anteriores. Somando­se as
1

duas equações resultantes e aplicando o operador integral fay , resulta em:
o

­ AGIA a, y,D)dy+! 89(x,Y, 7) 2' '

0 o o

1 1

+ [86,»,0v,(,»,0d+ (lrDLHADVE,DLA ED
o o

Definindo­se o par Transformada Integral e Inversa, respectivamente:

1

8,(x,7) = fu,(x,y,1)O,(x,7, 1)dy
"

o(x,y,7)= > Y, (x,y, n)O(x, T)
i=l

A integral:

AAA
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1

lara, >» n)L V, (x, >» (3) ­ YV, (x, >, 1)LO, (x, », by
o

é simplificada utilizando­se as identidades:

PO, »s T)
Oy?

olncro +YWi(X,Y,T)99(x,y, 2 — 4,0) 99 (,y,0)
o Oy Oy Oy

+ o? ATCALDUA
õy õy +, DITO

2aplicando o operador L = Ea ) nas equações anteriores obtém­se:
Oy?

Wi(X,X, NNE 7) |ViT) dO, (%,V,7)fo +
A —Wi(x,y,7)LO, (X,X,T)
õy

o 9 (x,7,0) 2) 2 2a (X,y,7) Oui) &º
2 Oy Oy 2

(x,y, n)Ly,(X,y, T)

1

subtraindo a segunda equação da primeira e aplicando o operador integral fay :
o

1 R /

o Oy Oy FE &

utilizando as condições de contorno, Equações B.30, B.31, B.35 e B.36, tem­se que:

!
* *= fl (x,y, )LY,(X,Y,7) = Wi, Y, 1)LO, (&,7,9)y =0

0

Substituindo a Equação B.42 na Equação B.41 tem­se o problema transformado:
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d8,(x,7)
ot

9ºO,(x,7)+ 1/8, 7) = ax? +B(x,7)

com condição inicial:

O(x,0)= f(xt7) tT=O0

e com condições de contorno:

8%),

1

B(x,1)= fu, y, BG Y,1)dy
o

1

fitt)= 4,y,0)6 )dy
o

Utilizando o mesmo procedimento anterior para se transformar o problema na direção

x, onde define­se um problema auxiliar de autovalor:

2

QT), Vá(6,7)=0
Ox

com condições de contorno:

Od(x,T) =0
Ox

rh
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A solução da Equação B.48 nos conduz aos autovalores e as autofunções,

respectivamente:

An =(m­Daz m=1,2,...00

d,(x,7) = B, COS(A,x)

2

(l + Ôm)

Multiplicando a Equação B.44 pela autofunção &,(x,7) e a Equação B.48 pelo potencial

6, (x,7), obtêm­se:

ao.& 2º,17)PED 4, (x9)+ 1728 (x,6, 6,7) = AD 4 (x,1)+ Bd, (4,7)

2"ADE+ A dn)(1,1) =O
2fo) : > :Define­se um operador Lema ) e aplica­se nas equações acima. Somando­se asx

equações resultantes e aplicando o operador integral Ídx , tem­se:
[6

qedtas 2 2" (7 ­ 5aoe (x, )d + (11º + Av”) (BG, 1)d, (6, 1) dx = [Pdn (3,7) dx +
o oOT

o

+ [BaDLLDl
o

BCplIS FEIS­ UNESP
AAA
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Define­se o par Transformada Integral e Inversa, respectivamente:

A 1

9n(1)= [8 ,7)d, (x, 1)dx
o

x)=X6,(% 0, (9)
m=l

A integral:

! Do 2[BG DL,67) bd, IL 7) x
o

é simplificada utilizando­se as identidades:

FR Ô,“e T)+ dn (8,7) —A—do(67ne9 aún (.1) 0.PPDX

nO(x,7)2 an= ­ 08.,(x,7) 0d, (x,1) de,Ox Ox

2

aplicando o operador L = ea ) nas equações anteriores:

dn (x,7)LO,(x,7)o8,= 1)| ôd,(x,7) ao, (x,7)alo (x,7) k­ Es ax

dd,E 7) | 98(x,7) dn(%PD) >2 ãox,T) |­ a ar
0,(x, )Ld,(Xx;T)

1

subtraindo a segunda equação da primeira e aplicando o operador integral fax obtém­se:

AAA
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1

o

utilizando as condições de contorno, Equações B.46, B.47, B.49 e B.50, tem­se que:

1

l= [BL dn &9)LÔ,7) x=0
o

Portanto substituindo a Equação B.54 na Equação B.53, tem­se a equação diferencial
ordinária:

PRO4 (17 +4/5(0)= Pr (9)T

com condição inicial:

dnt)=Ín(0) r1=0

P(x,1),(x,1)dx= | |vw, y, bn (2, 1) BR (3, y, )dydx
a 1 2d

fn()= [FG Id )d = [ fu, (7,6,DSG )dydx
o oo

Para i=m=]1 se tem que:

mn,1 3), NT

d (x, T) =]

AAA
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e para i=m=2,3,...,020!

2
:v;(X,uy T) = 2 cost4») 1= 2,3,...

dn (X,7) = 2cos(A,x) i=2,3,.

Então se tem que:

1Ss !
:

2
|hi(9)= [íla sa(x­Z) oa =o3

00
l

2 l9of­Ja: = Do (0)
2=)cos(A,x)dydx =

4? Fi 2
m m

aÀ2À, m Amm

!
2” COS(A,,xX) + xsen(A,x) 1 ÉCOS(A,, x) + |x

4º A?
m m m

Br (1) = Sa Go —— —.= Sá 0

Ín(9)= ra (­= cos(A, x) dydx = =/210,(0) —
m ão 1 2 m 1 2 2

m

manteve­se i=1, pois como definido anteriormente o potencial 9 (x,y,r7) é uma função de x,

pelo princípio da superposição, então expandiu­se apenas as autofunções de x. Então se tem que

a distribuição de temperatura é:

rh
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2

utilizando a equação de inversão resulta:

A(%,y,1)=X"X'v,(x,y,dn (x7)0, (1) + O,z ' 1)
i=l m=l

Portanto:

2 2 & 2dh (x,y,7) = ABO (1)+A, >B, cos(A x), (1) + OQ,=­
m=2

Para se obter a solução para o potencial 8,(x,y,7) utiliza­se as expressões abaixo e

substitui­se na Equação B.14:

OO, (x,y, T) = dO, (x,y, 7) ­2,
Oy Oy l

POD 1AMD OQ
Oy? o? l

dO, (x, », T) = dO, (x, y T)
Ox? Ox”

oO, (x, » T) — do, (x, Ny, T)
o7 ot

2
­O,?*­2:57,

Obtêm­se assim o seguinte problema em &, (x,»,r) com condições de contorno

homogêneas:

dO, (x, X, T) = O, (x, uy, T) + PO»,­) + P (x y T)
2 , 3,ôt ax? ôõy

rh
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P(Xx,y,7) = l 2! y?

com condição inicial:

2

03 (x,1,1) = LA,Y,7) =0,(0) 77 7=0

e com condições de contorno:

ão, (x, » T) —
Ox

o

oa, (x, » T) =
Ox

0

do, (x, Y, T) =
dy

0

oa, (x, DE T) =
2

0

Realizando o mesmo procedimento utilizado para se obter o potencial a (&, yv 7),
transforma­se inicialmente na direção y, definindo­se um problema auxiliar:

OV(x,y,T)E +UV(x,y,7)=0

com condições de contorno:

OU) o =0ER y

rh
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Ux;1) =|õy y

cuja solução para Equação B.71 são os autovalores e as autofunções definidas pelas Equações
B.37 e B.38.

Multiplicando a Equação B.65 pela autofunção w,(x,y,7) e a Equação B.71 pelo

potencial A, (x,y,r), tem­se:

do, (x, », T)
oT

DO, (x,X,7)
8x? W;i(X,Y, 1) + Pa(X,Y, T)W;(X,Y,T)wW;(X,XY,T) +

DO, (X,y,T
Wi, y,7)= 2 Cap)

Oy

õ? i(X, VT)VC O,
>

"Gy, D+ UV,10, (X,V,7)=0

o?
; x ;Define­se um operador L ee ) e aplica­se nas equações acima. Somando­se as

1

equações resultantes e aplicando o operador integral Ídy, tem­se:
[

1jo» T)dO, (x,y,PASESPAIZA Oy, T)dy +
E a? w, (x,y, 1)dy

1 1
T +fu, (x,X,7) Vdy + nu? fu, y,7)0, Cy, 1)dy =

o o o

1 1

+ fa»,Di»,Ddr+ fl8' Gy, DL GD, DLOA CDE
o o

Define­se o par Transformada Integral e Inversa, respectivamente:

1

Z, (x, T) = fu, (x, », 7)O, (x, » 1)dy
o

0) (x, 1,7) = X'v,(x,7,1)Z;(x,7)
i=l

A integral:

rh
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Apêndice B — Desenvolvimento analítico do problema de ablação bidimensional

1

fa»IL,6,0,DL ,y,08
o

é simplificada utilizando as identidades:

DO, (x,V,T+ wi(x,y, 1) 222 CI)dO, (x,y, T) = OW, (X,Y,T) dO, (x, »T)
dy õ a?

o E (x, y,T) E2

' 0º, (XY, 7)
+O (x, »1),

d õ
? o?

2

aplicando o operador L =a ) nas equações anteriores:

o wW,(Xx,Y,T) dO, (X,Y, T) = Ow, (x, Y,T) dO, (x,y, T)
” 2 dy Oy

W,(X,y,7)LO, (x,y, T)

o 9) (,y,1) ES — 9, (Xx,Y,T) Qt) 9
é & | õy EX

“GN DEVO)

1

subtraindo a segunda equação da primeira e aplicando o operador integral fay :
o

1
a a0, yo, . VEZ1 = [2 4 Gy, LEIO 14 = [2] 9º Coy, 9)DEEq[nero dy ho E 2 (X;Y,T) Ex y

Utilizando as condições de contorno, Equações B.69, B.70, B.72 e B73, tem­se que:

1

TI = Í9 &, ,LY,(%,Y,9) VW (x,y, 1)LO, (X,y, by =0
o

Substituindo a Equação B.75 na Equação B.74, resulta na Equação B.65 transformada:

rh
AVAVAY
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Apêndice B — Desenvolvimento analítico do problema de ablação bidimensional

0Z,(x,7) 9ºZ,(x,7)
or Ox?+ nu Z(x,0)= +S,(x,7)

com condição inicial:

Z(x,7) = h(x,7) T=0

e com condições de contorno:

0Z(x,7) o

l

S(x,1) = [PG y, DV, y,Ddy
o

1

h&x9)=[4G WC,
[

Para se transformar a Equação B.77 segundo a direção x, define­se um problema
auxiliar do tipo:

2Ex?+4é(x,7)=0x

com condições de contorno:

d(%1)
Ox

rh
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Apêndice B — Desenvolvimento analítico do problema de ablação bidimensional

cuja solução da Equação B.81 são os autovalores e as autofunções definidas pelas Equações B.51
e B.52

Multiplicando a Equação B.77 pela autofunção d,(x,7) e a Equação B.81 pelo potencial

Z (x,7) resulta em:

oZ.Pisa7) DZ,oT)adn (x,7)+ 1 Z/(x, 1), (X,7) E — dn (x,7) + S,(x, 1) bn (x,7)

eSTÓnCOOF(x)+ a,d,(1,1)Z(x,1)=0

o?
: ­ .:Define­se um operador L£ =e. ) e aplica­se nas equações anteriores. Somando­se asx

1

equações resultantes e aplicando­se o operador integral Ídx , obtêm­se:

oz,ofa.(x, )POD 4 (4244, 5 fo, (x,7)Z (x, 1)dx = fs (x, 7)d,, (X, 7) dx +
1

+ fz (x, LO, (x, T) ­ bm (x, 1)LZ, (x,nl
o

Define­se o par Transformada Integral e Inversa, respectivamente:

A
1

Zn(1)= fd, (x,7)Z, (x, 1)dx
o

Z (x) =X d,(40Z,()
m=l

A integral:

AAA
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Apêndice B — Desenvolvimento analítico do problema de ablação bidimensional

1

EG DL, ­ dn, )LZ (x, 0x
0

é simplificada utilizando as seguintes identidades:

tu (69 Aga+d,X,7)FA& T) — dm (x,7) 0Z.(x, T)Ox õx

+Z(xy D) A0ºd, (x, T)
Ox Ox Ox?

2

aplicando o operador £ = ea ) nas equações anteriores:

lo(7n)Ê(x,s9)­ bn (59) ZE) 4 KNIZ(4ox Ox

­ Z (x, 1)Ld, (x,7)
õx ôx dx dx

1

e subtraindo a segunda equação da primeira e aplicando o operador integral fax obtém­se:

= o oz (x, T) ral; Od,,(X,T)

Utilizando as condições de contorno, Equações B.79, B.80, B.82 e B.83, resulta que:

! Land —17 = [2/69)L6, (5,9) ­ 6, (6, 7)LZ(x,9) x = 0
o

Portanto substituindo a Equação B.85 na Equação B.84 obtêm­se a equação diferencial
ordinária:

AAA
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Apêndice B — Desenvolvimento analítico do problema de ablação bidimensional

+(U? +4/)Zn()=5,(O)
Ot

com condição inicial:

A
1 117

o oo

a 1 117

hn (1) = [Rh dn, 1)dx = [ [16y)W, Cy,Dn, )dydx
0 00

Como &, (x,y,t) é uma função de y, expandiu­se apenas as autofunções em 7».

Portanto temos:

— " O? — Q, 2)1 6 J­V(­7 +27

Si y” Jaostundias

H; i Hi 21 un

;
!

:— 9, senta»)sen(u,»)| 122cos(u,y)+(E­­sen(y,»| = 12: 2cos(u;!)
o un? o

10) =/210, 7 cos(u?)
nu

AAA
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2 2200)72 costu,y)dyax= (212100 5Tpeosíui)
a 1

Ml(= HzTa

uisul=a(i­Vr

Então se tem que a distribuição de temperatura é

Q,2)Ô (x yv,1)=0/(X,y,7)— al

utilizando a equação de inversão resulta

Q,EAO(x,y,1) = SS uv Y,DÔn (x, )Z,(0)­
i=l m=l

Portanto:

Q,SEA
i=2

O (x,1,)= ABZ, +> A, cos(u,y)Za(9) ­

Sendo:

O(x y,T) = O (x,y, 7) + 01(X,y,7)

tem­se que:

O(x,yv,17) = A BO (1)+ A >X B cos(A,x)Ô, (1)+ A BZ (O) + B YX» A, cos(u,y)Z, (1) +
i=2m=2

2of &

AAA
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Apêndice B — Desenvolvimento analítico do problema de ablação bidimensional

A solução da Equação B.56, juntamente com a condição inicial, Equação B.57, resulta

nto) =expl­(nº + vn ão (0) + 1| fa)expl(u + 4º)nIdr+
0

*” fá)expl(tu? + abas)
o

FEM (1) exp[(4” + Avdeldr
m

dn()=expl­(uº + in) ­ 210,00) — 2 fá
m oO

pois a solução para uma equação diferencial ordinária do tipo:

ox),
ô

un X,(7) = O (1)
T

é obtida da seguinte forma:

X,(1) = rexp(­J nºde) rexof­futas) fa)exp(un)dt
o [ o

em que & é obtido a partir da condição inicial.

E também da Equação B.87, utilizando a mesma definição, resulta em:

Zn(9)=expl­(4 + da feos: A! fo (o) exp? + 4º)rlde+
o

+ fá)expl(u + ade ||
o

Za()=expl­(u +1 o, (0) Freos(ui) +42!Eesti ) fá(expl(u, + 4º )eldr
i [ o

B.100

rh
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Apêndice B — Desenvolvimento analítico do problema de ablação bidimensional

Portanto se tem que o potencial de temperatura do período pré­ablativo é:

2 2 1d(x,y,1)=O,E­| ­ 0:()T + qexol­(a +DS 13 2(0) + 110,00) +

+41) fa (1) expl(u + 4º)rlde + fá (a) expl(u + abas +
Lo o

/ ­ fo a)expl(u? + 4º)rldr + fá to)expl(u +|+
[ o

2cos(4,,x) expl­(u” saio(0)+ fá (o) expl(u?a
m=2 om

*? DD) cos(u,y)exp[­( + 4 dr]”
i=2 [

Compactando a Equação B.101 tem­se:

0) | 1 1 lO(x,y,71) =2+o(0) +, + a 1 Tl + 15 exol­Cu? + AE] +
2co 223 cos(A 3) expl­(1? + 4,)rila.(0)++00­xOT

ms=2 m

+ 213 cos(u Ieosíu pDexpl­(u; + 42)1[0,(0) + Ie.]
i=2 j

t

em que:

hr = [AOexp + 4º)1ar
o

1 = fá O)explt +4)eJar
o

= fá OexplU +14, )elde
o

O cos;eo: Sfàs(1) exp[(u;º +53 B.101
o

rh
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Ii = fo) explU +4)r)de
[

Is, = [O (9) expl(u? + A4º)eldr
o

Is, = [O (9) expl(u? +4/)r)dr
o

Os fluxos de calor foram deixados genéricos, pois estes são dependentes do tempo,

podendo ser polinomiais, potenciais, exponenciais ou constantes. Estas integrais podem ser

facilmente resolvidas pela aplicação de integração por partes, mas que dependem da

especificação do fluxo de calor absorvido e rejeitado.

Concluído o período pré­ablativo passamos a resolver o período ablativo, a condição

suficiente e necessária é o campo de temperatura obtido no período pré­ablativo como condição

inicial para o período ablativo em r=r,.

Y" Período ablativo:

d0(x,y,1) POC y,0)  DPOGXI,D)
ot Ox? FR

com condição inicial:

O(x, y, 1) = O, (X,Y,T) T=T, oO<ys<l

com as seguintes condições de contorno:

O(x,y,17)=l x=S(XV,7)

0O(x,Y,T)
Ox

0
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Apêndice B — Desenvolvimento analítico do problema de ablação bidimensional

O0O(x,y,T) ­
Oy

OO0(x,Y,T) ­Ex ­Q,

em que &,,(x,y,7) é a distribuição de temperatura no tempo ablativo 7, , obtido no período pré­

ablativo. A equação de acoplamento na interface ablativa é:

2
os 0o os(2 éá£­o xr 25077)

que é a equação de balanço de calor na fronteira ablativa obtida por Hsiao (1983), Hsiao &

Chung (1984).

Uma mudança de variável nas Equações se faz necessário, no qual se objetiva

homogeneizar as condições de contorno. Desta forma define­se:

0º (x,y,17) =O(x,y,1)­1

e uma mudança de eixo na direção x, onde a nova variável é definida n=1­x. Então se tem que

as equações governantes do período ablativo, na nova variável, são:

T2T

o<sy<l!98º (1Y,1) 890»t) 00(M1,»,7)
on Fa OT

com condição inicial:

9º (1,1) = Inicia (XY) 1 T=T,

com as condições de contorno:

rh
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Apêndice B — Desenvolvimento analítico do problema de ablação bidimensional

00º(1,y,T) =0
on

Oy,D=0 n=mQ,7) O<ysl

E
y=0 O0OSsn<sn,(XY,7)

y

PERDOA y=l 0SmEmOo

Para se aplicar a TTIG transforma­se o problema inicial segundo a direção n , adotou­se

o seguinte problema auxiliar de autovalor:

y,7)=0
2

TÉO 4 2Pó(7,

com as condições de contorno:

0d.D
om

n=0

d(n,y,17)=0 n=T,

Supondo que:

d(1, 7,7) = Asen(Ar)) + Bcos(An))

derivando em relação a variável espacial n::

o= Ad cos(Anm)— BA sen(Am)
EU

rh
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Apêndice B — Desenvolvimento analítico do problema de ablação bidimensional

utilizando as condições de contorno tem­se:

n=0>A=0

d(11, Y, 1) = Bcos(An)

n=n, > Beos(An,)=0

portanto obtêm­se que os autovalores e as autofunções são:

2 ei,
U)

d; (11, Y, 7) = B, cos(A;r)

A norma das autofunções é definida como:

Te,

N;= [EA cos* (An)dnm ­ >
o

para autofunção normalizada N, =1, obtêm­se que:

2aplicando o operador L = 2. ) nas Equações B.111 e B.117 tem­se:
on

0(n,y,1) 90(M97,y,7)
o? fox

LO (1,y,7)+

— Ló(9,Y,1) +44, (Y,1)Ó(1,XY,7)=0

rh
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Apêndice B — Desenvolvimento analítico do problema de ablação bidimensional

Definindo­se uma autofunção normalizada como:

é) 2 cos Ci=DA
Nº Jim 27,

Tomando­se a Equação B.124 e multiplicando­se pela autofunção normalizada, e a

Equação B.125 pelo potencial 6 (x, y,r), dividido pela raiz quadrada da norma obtêm­se:

2ºUAPD. 20º (n,y,7)

18(7,7, 20222)o+420,068'7,7, 2/02XD.Fa=­LK,/(1,9,0)9 (1,2,0+N; N;

+4 O, DK07,Y,7)0 (1,y,7)=0

b

somando­se as duas equações acima e aplicando o operador integral fan :

dooY, o.ie (1.0) O dn + [0 ,9L9 O1,7,0)­6 (1, DLK,1,Y,)fn +
o

2
”

+

" 0º (1,X,7) =
o o

Definindo­se o par Transformada Integral e Inversa como:

1)

6/(X,1)= [K/M,1,0)0º (M1,y,7)dm
o

0º (1,1,0) =X K/(7,,0)0/ 0,7)
i=)

A integral:

rh
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/)

KO, LI (1,7,9) 9" (1,», )LK (17, y, )n =V
o

é simplificada utilizando­se as identidades:

9º0 (1,,7)
on”

|

98º (M1.», 2)­ OK (M31) 99(MID, x (mn y,o)K. (n,y,T| i(11, XT) E E E

' PK(M1,y,T— 8 (n,y,r(11,XY,7)
Ex Em EoK,(M1,»,2 ­ 99º (1,»,1) OK, (1,X,7)on

2

subtraindo a Equação B.130 da Equação B.131, e aplicando o operador L =e ), tem­se:
7

* * fo) * OK, 2 VYsT9 (1,1, )LK,(n1,7,0)+ K/(1,7,0)LO nda nn E,om

O
——  K, 35| i(11,X,7) 00(nm, y,7)

om

então tem­se que:

» | : oK,(n,y 2 ; 80 (n,y,T)E on han on

considerando as condições de contorno definidas pelas Equações B.113, B.114, B.118 e B.119,
resulta em:

B.133

A partir da equação de inversão, Equação B.129, derivando­se em relação as

coordenadas espaciais e temporal, obtêm­se:

rh
AVAVAY
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ooEI) DDENOFLEMING

08 (n,yv,7) OK (n1,3,7)—õ K.Ex >E [62359 OI?)

õo,& 7)

00, (3,7)
õd

o26* co PK XY, rs oK, 3 )Xs õo, ,oºo (Io) 5 KT 9122 is y,7) 00/ (3,7)2(n,,) 2DOOy j=l Oy

Substituindo estas equações na Equação B.127,

dy

tem­se:

2 2
jz

+72 deEAD(17,7,)8/ O, 1)dn­de(1,02=)

OK ,(11,X, õ8, ,­2le (1x7Do E 2 o 2p7 le(7.
Compactando a Equação B.134, tem­se:

o08/(7,T) 120 ão
&

——+ A, (Y,1)O, (yY,1)+) A T B,E» ONA OD+LAÇO 0 28

K." OK, (myt),4, = [KMDAdn= [KO
: fox ê

" OK ,(11,X,T)

[

sabendo que:

=

à?< o K,RUA1) *az (y,1)dm +

»nd, (17,y, nº
JF

98/(,1) SÊ O) ,
dy a?

NUA2———— dn
õy 2

dºO, (3,7)
dy

1 2 3 4 5 6 7 unesp
AAA
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” 0, i*j

o =)

As condições de contorno transformadas são obtidas multiplicando a Equações B.115 e
B.116 pela autofunção normalizada e utilizando a equação inversa, Equação B. 129, onde se
obtém:

US) * US o00 (n,y,T fo) =.

õy fo)
o o ) jel

õ oDALERMADA20 [47VI = le (1,Y,7) > ZE 7EU q Frj=l Oy

1 do,o)==— VT)+=0

então para y=O0:

290, (3,7)220, (»,7) +=ao

Tem­se que:

WU bi U/

o o

Te eo na. E)

o j=l o

AAA
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A (—]1)"Ci Dr h 222Te 1) 2 |K( »», d =| n,yv,7)dm ra cos 27, 2i=D7

UIma EE;(yD+ EK O7,12PO n=
00, &,7)

substituindo estas equações na Equação B.137 tem­se que para y=l!:

297(&&,0)B,+ 2OODSO,

O, 7) =2 nº
(2i Dx

Para a transformação segundo a direção y, adota­se o seguinte problema auxiliar de

autovalor:

*VO,7)——> “+tuv(y,1)=0Ex un vO,7

com condições de contorno:

AAA
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Supondo que a solução da Equação B.139 seja do tipo:

v(y,1) = Asen(uy) + Bceos(y)

derivando esta equação em relação a variável espacial y:

Oy(y,7)
Ex Au cos(ty) — Busen(11y)

utilizando as condições de contorno, obtém­se que:

y=0> A=0

wW(y,7) = Bcos(1)

y=1— ­—Busen(ul)=0O0

Cuja solução são os autovalores e as autofunções:

k—1un, = EI r

(k­Drf |Vx (Y, T) = eos
A norma das autofunções é definida como:

Definindo­se uma autofunção normalizada:

rh
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1/2

V.(Y,T)M,(y,17) =2e(Y)7T) N,

Multiplicando a Equação B.135 pela autofunção normalizada e a Equação B.139 pelo

potencial 8,(y,7) dividido pela raiz quadrada da norma, tem­se:

PDD4 22, 0,018D+ MODA O,D+
j=l

M,(Xy,7)

dy EEN­SM,0,7)B;
JjJ=l

80,7) PPu(3,7) + Õ (3,7)

Nº o? Nº
v(y,7)=0

2

Define­se o operador L =o ) e aplicando nas equações acima, obtém­se que:
Oy?

+41,M,(y,7)8,GD +IIMODAB10)+
jel

: FM TM,(,7)Pro)
: 08,(3,7) =­X>M,0,7)B,—a SM (3,9)L8, (y,7)=0
j=l

=. OM , =. —.ão,no +CIMO, =­8' O, DIM, 0,9) +
+19O,DM,O0,7)=0

somando­se as Equações B.147 e B.148 resulta em:

ao,Omono PD220)qy + EMO,98(,0)dy+ nº FBCIMO, D+
1co o AM

i=loj=lo

9,2 ,; 20
o

AAA
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1

+ flM,0,DL6/ 0,0 ­8'E,nLM,O, =0
o

Definindo­se o par Transformada Integral e Inversa, respectivamente:

PN 1

6. (1)= [8X IM, O0,1)dy
o

O.) =IM0,00(0)
k=!

Substituindo a equação inversa nas integrais:

909/(242) 7,1

M,(y,! x(Y;T) ar
1

0 2.= [MOITDLM,0.D8, (Ddy =
fo T mel

1= [Mo PEDE + >M,&,n) Pe OAO
fa m=l

1

=> [MO OM, 7,9) AZ
m=lQ

EEN (O) dy
OT

OM,(Y,7)
OT

=0

dO, (O)
OT06,O 7)Io»,7) dy=

AAA
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sabendo­se que:

0, kem1SM, O, DM (7, 1)dy = |
ê

lL k=m

[Mona/0,0d= [uonadu,0,9,()dy=
O A 1

=3"6, (0) [AMO, IM, (y,7)dy
mal o

! d0,(3,7)[M,3, 9)B, 22,
o

1 de àsdy= [MDB 2. Mn 0,900, (110)=
Q m=l

!
OM,(3,7) O”(O)= |M,0,17)B] NA MM, 0,1) dy =Í 1(3,7)B; > E nO0+> ENA

OM (3, 22
o!

=> [BM,OIV,)—A— m (E1n)dy
oma=l

dy

então tem­se:

OM (3,7) dy
1 CSA 1[M.o,n8, 2222“oDa=XÔ8,(0BM.0,0
o m=l o

A integral:

AAA
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1

flu,LI0,9)­TCIMO
o

é obtida utilizando­se as identidades:

98,(y,1) OM, (X,7)o7 MO |­o) W
+8, 3,7

Oy 2

OM, (y,7) 88, (3,7)> Mo, nO
|

8 O,2 '
subtraindo a Equação B.156 da Equação B.155 resulta em:

!
=. =. fo)vue f[lM,0,0128/0,9­8/6,9L4,0,0)= E

0 o

! —. 1

mas como:

Oy
=0> =0

y=l1>
dy

=0

portanto:

VI ==M,(y,7) E

MC,20:71O,(0,7)

—. 1

Ex dy +M,(y

!

&

1 ma

= aM: d, 7) 0, ,1)B,
flo

T)

M,,7)
(ur us

DB, (3,7)
2

= OM, (Y,T)0,
(7,7) —EL| i (Y,) õ |

Oy
o

­M,(, 9)f1,0)Q0,(1)+

dy+
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Apêndice B — Desenvolvimento analítico do problema de ablação bidimensional

substituindo a equação inversa, tem­se:

MmM==2 DM1 9)M,0,7)B/O, (1) M,,9)S0,1)0()+
j=l m=l

1 oo co
72 2MO, DM, (0,7)B/j8,, (7)

j=lm=

Portanto substituindo estes valores, Equações B.151, B.152, B.153, B.154 e B.157, na

Equação B.149 resulta em:

E ES co co! a.1. +u/1 Om (9)+3)>. SAM, O, DM,dy, (7)+
j=l m=l0

Ma16,9)+S fa?COMO,IM 0, DD,(1)=co !
BM, O,>> OD >|Im=l

SML DM,0,9)8,0,08,, (0) +—DBB,(0,7)M,(0,1)M,(0,1)8 ,' (2) +
j=elm=l 273 nl

1
2

+ M,(L)f(L1)O(")

Compactando a Equação B.158, na forma matricial, tem­se:

od,243 DEEm,jm'O=Í
j=lm=l

OM n(y,7)Em=Ô,jm A + [AM 0,9M,0,9­8M09 E ' ,o

+Ô,fY, IM, IM,Ed +> BU, M,U, OM ,0,7)­ 28/00, 7)M,(0,9)M (0, (2)
Ff =M,LDSLNDOO
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Apêndice B — Desenvolvimento analítico do problema de ablação bidimensional

Para se determinar a equação de restrição no contorno transformada, tem­se as seguintes

expressões:

j=] k=

M,O,7)= TecoJem>|

2 e |K, 3 3,i(M7,Y,1) = Pr cos 27, /

Sabendo­se que:

­ 2»ses)! O. À

A equação de acoplamento na nova variável:

O om

então derivando­se as Equação B.161 em relação a coordenada espacial y e a temporal 7, tem­

AAA
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Apêndice B — Desenvolvimento analítico do problema de ablação bidimensional

os(y,7) —Inm,7)
OT Ot

o /,Br  ô|1) kar)(, DE A ­QA|y

Fazendo a derivação da Equação B.160 em relação a variável espacial 7, obtém­se:

80 (n,1,1) QÉK(M7) Rs
A IM, (y,7)Ô,E 22 ê7 (7, 7)O, (7)

utilizando a definição da autofunção e derivando­a:

oK (mt) 2 Ci­Da se 2|ôn dm 27 2,

para n =n,("):

oKi(mrt) 2 Qi­Da sen Cx]om Jim 27, 2

KID) V2 Qi­DEa pm 02 Qi­DA pia
om Sm 27 dis 27

Logo a Equação B.166 torna­se:

909º (M1.»,7) 912 Ci­DE pia 9, mê Oo

Substituindo as Equações B.164, B.165 e B.167 na Equação B.163, e também aplicando
1

o operador integral fay tem­se:
o

rh
AVAVAY
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Apêndice B — Desenvolvimento analítico do problema de ablação bidimensional

EQ) [189 M1,»,7) OmÉ&)| on Sta maja

[

mas M, = e M, Ecos ED| i=2,...,020 , portanto:Nf l

1

sM,dy =0 para i=2,...,00
o

1 *08 (1,1,1), SR 1 7 2Eo dy =
—

CNO (O)| om is) Vl 77 !

[224=
ô OT dr

Utilizando as expressões definidas pelas Equações B.169 e B.170, e substituindo na

Equação B.168, tem­se a equação de restrição no contorno transformada:

(PÔ (0)­VE=!
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Apêndice B— Desenvolvimento analítico do problema de ablação bidimensional

1

Tp = mn (y,7)dy

A condição inicial transformada, segundo a direção n , é obtida utilizando­se:

9 (1,1,7)=O(n,y,7)­1 B.172

multiplicando­se a equação pela autofunção normalizada K.(17,y,r) e aplicando o operador
U/

integral Ídn tem­se:
o

Th Te E)

[KG1,98 (1, 1, 1)dn = [K, (1,7, 0)900,»,1)dn= [K;(m,»,dm
o o o

então a equação torna­se:

em que:

US)

$X,7)= [K,(7,y,7)0M,y,7)dm
o

Ne

7,,7)= [K,M,»,1)dm
[

A transformação segundo a direção y é realizada utilizando a Equação B.173, em que

se multiplicou a Equação B.173 pela autofunção normalizada M,(y,t) e aplicou­se o operador
Á

integral Ídy , que resulta:
o

rh
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp ”*. 12 13 14 15 16 17 18



Apêndice B — Desenvolvimento analítico do problema de ablação bidimensional

HÁ 1

SM, 0,98, O, 1)dy = [M, O, [80,0 ­ 7,0, 9)
0 o

Portanto tem­se a condição inicial para o sistema infinito de equações diferenciais
ordinárias como:

e (9) =Pa(D)­JT4()

em que:

1

br(1)= [M,0,0)6,0,7)dy
o

1

71 (1)= [M,0,)7,0,1)dy
0

Portanto as Equações B.159 e B.171 formam um sistema infinito de equações

diferenciais ordinárias de primeira ordem acopladas que é a solução para o problema de difusão

bidimensional em corpos com proteção térmica ablativa. A Equação B.174 é a condição inicial
do sistema infinito.

rh
AVAVAY
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