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Resumo

Neste trabalho, estudamos algumas estratégias para resolugiao do proble-
ma de complementaridade ndo-linear generalizada sobre cones poliédricos e cones
de segunda ordem, denotados por GNCP(F,G,K) e SOCCP(F,G, K) respec-
tivamente.

Para isso, estabelecemos relagdes entre estes problemas e o problema de
inequacoes variacionais denotado por VIP(F, (). Este problema tem muitas apli-
cagoes em economia, teoria dos jogos, etc. Fizemos alguns experimentos numéri-

cos, testando a teoria desenvolvida.

Palavras-chave: Complementaridade, Cones, Perturbacao.
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Abstract

In this work we study strategies to solve the generalized nonlinear com-
plementary problem defined on a polyhedral cone and on a second order cone,
denoted by GNCP(F,G, K) and SOCCP(F,G, K) respectively.

These problems are associated the variational inequality problem, denot-
ed as VIP(F,). This problem has many interesting applications, for example in
economy and game thedry.' Computational experiments to confirm the theoretical

results are reported.

Keywords: Complementarity, Cones, Perturbations.
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Capitulo 1

Introducao

O problema de complementaridade nao-linear generalizado, denotado por

GNCP(F,G,K), consiste em encontrar x € IR" tal que
F(z) € K, G(z) € K°, F(z)!G(z) =0 (1.1)

onde F' e G sao fungoes continuas de JR™ em IR™, K é um cone convexo, fechado

e nao vazio em IR", e K° denota o cone polar de K que é definido por
K° ={u € R"|(u,v) > 0,Yv € K} (1.2)

Em nosso contexto, assumiremos que n = m, F,G € C! e trabalharemos
com diferentes formas para o cone K.

Este problema seré reformulado como um problema de otimizagao equi-
valente. Para isto, nos basearemos no fato de que, se z* é solucao de (1.1), entao

F(z*) é solugdao do problema
min G(z*)'z (1.3)
sazr€eK

e usaremos as condi¢oes Karush-Kuhn-Tucker (KKT) do problema (1.3) a fim de
formular o nosso problema de otimizagao equivalente.

Primeiramente, tomaremos K como um cone poliedral em IR". Neste
caso, o ponto (KKT) solugdo do problema (1.3) existe, dado que K é formado

por restrigoes lineares.
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Faremos uso da fungao de Fischer-Burmeister, introduzida primeiramente
por Fisher [7] em 1992, que facilitard escrever o nosso problema de otimizagao
como um problema irrestrito, e que definiremos no capitulo 2, mostrando as
vantagens teéricas para usé-la.

Trataremos do problema da complementaridade sobre cones de segunda
ordem, que sera denotado por SOCCP(F,G, K), e definido posteriormente. Este
problema tem varias aplicages e, em particular, engloba uma grande classe de

problemas com restrigoes quadraticas como casos especiais [9,10]. Notaremos

alguns problemas de diferenciabilidade e regularidade relativos a este cone, e

proporemos duas formas para contorné-los.

A primeira, é descrever K com restricoes diferencidveis e colocar re-
stri¢oes sobre as fungoes associadas para superar o problema da nao regularidade
das restricoes do cone associado.

A segunda, é a proposta de perturbar o cone de segunda ordem, a fim
de obter a diferenciabilidade e a regularidade de uma s6 vez. Provamos dois
teoremas que mostram que esta proposta é teoricamente aceitavel.

Em todos estes casos, estabeleceremos equivaléncias entre o problema
original e o problema de otimizacao e daremos condicoes teoricas suficientes
para que pontos estacionarios do problema de otimizacao equivalente sejam min-
imizadores globais e, em consequéncia, solu¢oes do problema inicial.

Finalmente, apresentaremos alguns experimentos numeéricos que serao
descritos no iltimo capitulo. Usaremos o método de Levenberg-Marquardt ([9])
para resolver problemas de complementaridade sobre cones poliédricos.

Com este método, testamos dois exemplos. No segundo exemplo, tes-
tamos trezentos e sessenta problemas, gerados randémicamente, e fizemos uma
comparacao entre taxas de resolucao, baseando-nos na teoria desenvolvida.

Para cones de segunda ordem, testamos seis problemas que podem ou nao
cumprir as condigoes suficientes para que pontos estacionérios sejam solugoes e

usamos o easy.for para resolvé-los. O easy.for [6] é um programa matematico,
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desenvolvido pelo grupo de otimizacdo da Unicamp, usado para resolucao de
problemas de otimizacao com ou sem restricoes.
Concluimos com um resumo da teoria desenvolvida e dos resultados

numéricos obtidos.

1.1 Notacoes

Nesta secao, apresentaremos algumas notagoes necessarias e alguns conceitos rela-

cionados com os temas discutidos nesta dissertacao.

(1) IR é o espago vetorial real e, se x é um elemento pertencente a IR", entdo

z = (z1,Z2,...,Zy)" € x; € IR para todo i € {1,...,n}.

(2) Sejam z,y € IR™. O produto interno usual de z por y é dado por

{(z,9) =) _ sy =12'y.
=1

(3) Seja z € IR™. Denotamos || z ||= V/ztz a norma de = que serd usada em todo

0 contexto.

(4) Sejam z,y € IR". Se z < y, entdo isto significa que, para todoi € {1,2,...,n},

z; < y;. A defini¢ao é anéloga paraz > yez =y.
(5) A € R™ " denota uma matriz A com m linhas e n colunas.
(6) I, denota a matriz identidade com n linhas e n colunas.

(7) Seja A € IR™™. A norma da matriz A é definida e denotada por

A
| Al= sup 1LAZ1
M=l

z £ 0.

(8) Seja f : R - IR, x € IR". O gradiente de f no ponto x é definido por
Vf(z) = (2L, ..., 2L)t onde 3%% é a derivada parcial de f em relagdo a z;,

0z’ Oz,

= L.




(9) Sejam Q C R e f:Q — IRP. Se f € C™(R) significa que f é diferenciavel e

tem derivada continua até a ordem n, no conjunto §2.

(10) Denotaremos por V2f(z) a hessiana da fun¢do f. Também, denotaremos o
jacobiano da funcdo f por Jf(x). Assim, temos a relacdo entre hessiana e

Jacobiano: Jf(z) = V'f(z).

Seja A € IR™". Denotando as entradas de A por A = [a;j], t,j = 1,..,n,

entdo a matriz transposta A* = [a;i].

A matriz A € IR™" é dita simétrica se A = A"

A € IR"*™ ¢é dita semi-definida positiva se Az > 0, Vz € IR".
A € IR™™ ¢é dita definida positiva se z'Az > 0, Vz € IR.

A distancia euclideana entre dois elementos z,y € IR" é definida por

d(z,y) =z -y |.

Uma bola de centro y € IR™ e raio € corresponde ao seguinte conjunto:

B(y,e) ={z € R"| ||z — y ||< €}

Um conjunto K C IR™ é chamado de cone se ax € K para todoa > 0 e
z € K.

Seja K um cone. Chamamos cone polar negativo de K ao conjunto

K° = {v e R"|(u,v) > 0,Yu € K}

Um cone K é finitamente gerado, se tem a forma

K ={% |:L':Z,ujaj,pj 2 0,5= LT}

j=1

onde a,, ..., a, sdo vetores quaisquer.




1.2 Condigoes de Otimalidade

Vamos considerar o seguinte problema de otimizacao:

minimizar f(z)

s.a T €

onde f : IR" — IR, f € C"(IR") e 2 C IR™ é o conjunto da restrigdes do problema
de minimizacao. Definiremos agora minimizadores locais e globais do problema

inicial.

Definigao 1.2.1 (i) Dizemos que z* é um minimizador global de (1.4) se f(z*) <

f(z) para todo x € Q e x # z*.

(ii) Dizemos que x* é um minimizador local de (1.4) se f(z*) > f(z) para todo

o€ Blz*.e)exfa

Em (i) e (ii), se f(z*) < f(z), entdo diremos que z* é um minimizador estrito de

f (global ou local).

1.3 Condicoes Karush-Kuhn-Tucker

Consideremos, ainda, o problema (1.4) com as seguintes caracteristicas:
Q={r e R":g(z) =0cec(z) <0}, g: R"—> R™ g(z) = (q1(2), -, gm)"
e gi : IR® —» IR, g; diferenciavel para todo ¢ = 1,...,m, ¢ : R® = IRP, ¢(z) =

(e1(x), ..., cp(2))t, € : IR™ = IR e ¢; diferenciavel para todo ¢ = 1,...,p.

Definicao 1.3.1 Chamamos de conjunto de restri¢oes ativas em = do problema
(1.4) as restrigées cujos indices pertencem ao conjunto J = {i € {1, ...,p}|ci(z) =

0}.

Teorema 1.3.1 Se z* € um minimizador local de (1.4) e {Ve¢;(z*)|t € J} U

{Vgi(z*),..., Vgi(z*)} € um conjunto linearmente independente, entdo existem
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tnicos pu; € R, 1; > 0,1 € J, e Ay, ..., Ay tars que
m
Vf(z")+ Z piVei(z*) + Z AiVgi(z*) =0
i€J i=1
Dessa forma, se £ é um ponto regular e minimizador local de (1.4),
definindo p; = 0 quando 7 ndo pertencer a J, podemos escrever as condigoes
K.K.T. gerais da seguinte forma:

V(@) + Y mVa(s) + 3o AVg(a) = 0

i€ 1=1

Se (z, A, 1) € R™ x IR™ x IRP satisfaz as equagOes acima, entdo z sera

chamado de ponto estacionario de (1.4).

Teorema 1.3.2 Condigoes necessarias de segunda ordem

Seja x* ponto reqular e minimizador local de (1.4). Seja A a matriz cujas linhas
sao os gradientes das restri¢ées ativas em z*, excluindo os gradientes daquelas
restrigoes cujos multiplicadores sao nulos. Entao, se A e pu sao os vetores multi-

plicadores de Lagrange, temos

y'VZL(z*, A\, n)y > 0, Vy € N(A)

onde Lz, \, ) = (@) + 3 pmei@) + 3 Xi(o).

i=1

Teorema 1.3.3 Condicgoes suficientes de segunda ordem

Se z* satisfaz a condigao necessdria de primeira ordem para (1.4) e, além disso,
y'V2 L(z*, A\, )y > 0, Yy € N(A),y # 0, entdo z* é um minimizador local
estrito do problema (1.4).
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Proposicao 1.3.1 Mangasarian-Fromovitz Constraint Qualification

Seja x* um minimo local do problema (1.4) com o conjunto restricao 2 o mesmo
do inicio desta segdo, com f, g e c fungoes continuamente diferencidveis de IR™ em
IR™. Assuma que os gradientes de Vg;,i = 1,...,m sao linearmente independentes

e que existe um vetor d tal que

Vgi(z*)d=0, Vi=1,..,m Ve;(z*)'d <0, VjeJ

Entao, z* satisfaz as condigdes necessdrias do teorema 1.3.1.

Para mais detalhes, ver [5].
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Capitulo 2

Cones Poliédricos

Considere o problema de complementaridade nao-linear generalizado,
GNCP(F,G,K), dado em (1.1) com F,G € C' e K o cone poliédrico em IR"
definido a seguir: dados A € IR?*" e B € IR**", temos que
K ={v € R"|Av > 0, Bv = 0} (Z1)
Assim, pela defini¢ao de cone polar de K dada em (1.2), o cone polar do cone
poliédrico em IR" serd
K°={u€ R*lu= A"\ + B'u ,A € R%,u € R’} (2.2)

Exemplo 2.0.1 Para exemplificar, tome A € IR**? e B € IR"? tais que

4 1 0
=(0 1) e B=(1 -1).

Assim, para v € IR?, v = (v1,v7), temos que
Av>0=v,20,u220
e também
Byv=0= v =1,

e, pela definigdo de cone polar, temos que (u,v) > 0. Geometricamente, K ¢ a
semi-retay = x comx > 0 e K° é o conjunto dos vetores contidos no semi-espago

Y2 -z
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Figura 2.1: Cone e Cone Polar negativo.

2.1 A Reformulacao

Visto que (1.1) nao é um problema de otimizagao, queremos estabelecer
equivaléncias entre o problema da complementaridade e um problema de otimiza-
¢ao a fim de que, ao resolver o problema de otimizacao, também estaremos encon-

trando uma solu¢do do GNCP(F, G, K). Para isso, considere a definigao abaixo.

Definicao 2.1.1 O Problema de Inequagoes Variacionats consiste em dada uma
fungdo G : IR* - IR™ e Q2 C IR™ convezo, fechado e nao-vazio, achar z* € 2 tal

que
(G(z*),z —z*) > 0,Vz € (2.3)
Denotamos este problema por VIP(G, ).

Esta defini¢ao nos leva a estabelecer uma equivaléncia entre 0o GNCP(F, G, K)

eo VIP(G,K).

Lema 2.1.1 Se F~! eziste, entdo z* é solugdo do GNCP(F,G, K) se, e somente
se, F(z*) é solugdo do VIP(G o F~!, K).
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Demonstragao 2.1.1 Se z* € solugio do GNCP(F,G,K), entao

F(z*) € K, G(z*) € K° (G(z"),F(z")) =0
Como F~! existe, entao

(G(z"), F(z*)) = (G o F7!(F(z%)), F(z*)) = 0
Sendo G(z*) € K°,
(G(z*),y) 20,Vy e K
Assim,
(Go F7'(F(z%)),y) >0,Vy e K

Logo, por (2.6) e (2.4),

(GoF~"(F(x")),y)—0 > 0 = (GoF~\(F(*)),y)~(GoF~'(F(z")), F(z*)) > 0 =

= (Go FY(F(z*)),y— F(z*)) > 0,Vy € K (2.7)

Entao, por (2.7), F(x*) é solugdéo do VIP(Go F~',K).
Reciprocamente, se F(z*) é solugdo do VIP(G o F~!, K), entdo

F(z*) e K
Assim, para 0 < e < 1,
(1+eF(z*)eK e (1—¢F(z*)eK
e dado que (2.7) se cumpre para todo y € K, temos que

(Go F7Y(F(z%)),F(z*)) <0, com y=0€ K

(Go F7'(F(z%)), F(z*)) >0, com y=2F(z") € K

que implicam que

(Go F'(F(z%), F(z*)) = 0 = (G(z"), F(z")) (2.9)

De (2.9) e (2.8), obtemos que G(z*) € K°. Logo, z* € solugdao do GNCP(F,G,K).

11
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Este lema é essencial no estabelecimento da equivaléncia entre o GNCP(F, G, K)
e um problema de otimizacao equivalente, visto que o VIP(G o F~1, K) pode ser
escrito como um problema de minimizagao (lema 2.1.1) e, para mais, ver [13,15].

De fato, note na defini¢do do VIP(G, 2) que
(G(z*),z — z*) = G(z*)'z — G(z*)'z* > 0 & G(z*)'z > G(z*)'z*, Vz €
ou seja, devemos encontrar o minimizador global de

min G(z*)'z

saxeK

Assim, formulamos o préximo lema, que é consequéncia do lema anterior.

Lema 2.1.2 z* € solugio do GNCP(F,G,K) se e somente se F(z*) é minimo
global de (2.10) com G(z*)'F(z*) = 0.

Demonstragao 2.1.2 Se z* é solugio do GNCP(F,G, K), entdo
F(z*) e K, G(z*) € K° {(G(z*),F(z*)) =0

Da definicao de K°, temos que G(z*)'F(z*) > 0 e como G(z*)'F(z*) = 0,
temos que F(z*) € K € minimizador global de (2.10). Reciprocamente, como

G(z*)'F(z*) =0 e F(z*) € K, temos que G(z*) € K° pela defini¢io de K°.

Na reformulacao de nosso problema equivalente de otimizacao, usaremos
a funcgao de Fischer-Burmeister a fim de obtermos um problema sem restricoes e

mais eficiente computacionalmente falando.

Definicao 2.1.2 A funcdo ¢ : IR? — IR definida por

o(a,b) :=va2+b—a—>b

¢ chamada func¢ao de Fischer-Burmeister.
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Essa fungao tem como propriedade principal que
pla,b)=0a>0, b>0, ab=0 #

Para vetores arbitrarios a,b € IR", definimos a funcao de Fischer-Burmeister

como
99(011 by )

w(a,b) =

o(an, bn)
obviamente,

0(a,b) =0 a>0, b>0, a'b=0

Proposigao 2.1.1 Seja ¢ : IR? — IR a funcdo de Fischer-Brumeister definida

acima. Entao

D((a,b) = {0 se (a,b) = (0,0)

2Vp(a,b)p(a,b) c.c.

onde D(.) ¢ a notagao de Diferencial.

Demonstracao 2.1.3 Para (a,b) # (0,0), temos que

D((a, b)) =2( £ 2e?)

Para t = (a,b) = (0,0) =0,
204) _ 2 2 T 2
L FO-FO ) (EEP— (@t _
>0 |[t—0] 0 || t]] o0 va? + b?
2ab — 2(a? + b?)3
B e (s Coucl) DO YR S
t—0 (02+b2)§ t—0 (a2+b2)§ t—0
Como lim2(a +b) = 0 e observando que (a —b)* > 0 = a® +b* > 2ab,

) p(a,b) = 2V'p(a, b)p(a, b)

temos que
0< 2ab

<
*l@+oi =

e como Ei_gl{l)(az +b)% =0, temos que

. 2ab
lim T
t—0 (aQ + b?)g

D(¢*(0,0)) =0

13
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d¢(a, b)

Observacgao 2.1.1 Note que — < 0 pois temos que

dp(a,b) ~  a
da  JaZ+b?

2 2 i, 2 _lal
>0 & b+a*>a° & Vai+b2>la & 12> W
20(a;5) <0 poisl> 15

Analogamente, B = > ﬁ. Assim,

dp(a,b)\ (0p(a,b)
( 9a )( b )20

Este € um fato muito importante que serd usado mais adiante.

Para garantir a existéncia de pontos K.K.T. no minimizador global do
problema (2.10), pediremos que F(z*) cumpra com alguma constraint qualifica-
tion. Exemplos de constraint qualification sdao: as restricoes do problema sao
lineares, o minimizador global do problema é regular ou o minimizador global
cumpra com a constraint qualification de Mangasarian-Fromovitz [5].

Agora, considerando F'(z*) um minimizador global e regular do problema
(2.10) (pois as restrigdes sao lineares e garantem a verificagdo das condigdes no
minimizador global), temos que F'(z*) satisfaz as condigdes Karush-Kuhn-Tucker

para este problema, ou seja, existem A* € IR?, u* € IR* e z* € IR tais que
(1) G(z*) — A'X* = B'u* =0

(2) AF(z*)—2*=0

(3) BF(z*) =

(4) (A\)2*=0,A*>0,2* >0 (A, 2})=0,Vi=1,..,q

Definindo

A A
0<p()2)= Zgo (M, z:), I=( ), R:( )

7} B

14
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>

podemos escrever o problema de otimizagao sem restri¢oes associado ao GNCP(F, G, K)

como

min f(z,l,2) (2.11)

f(@,1,2) =|| G(z) — RL|* + || AF(z) — z || + || BF () ||” +¢(), 2)

que é a soma do quadrado das normas de cada condigao K.K.T. do problema

equivalente.

2.2 Minimizadores Globais

Nesta secao, provaremos que o minimizador global de (2.11) é também a solugédo

do GNCP(F,G, K).

Teorema 2.2.1  Se (z*,1*,2%) é um minimizador global de (2.11), com
f(z*,1*,2*) = 0, entdo z* é uma solugio do GNCP(F,G, K). Reciprocamente,
sex* € uma solugio do GNCP(F,G, K), entao existem I* e 2* tais que (z*,1*, 2*)

€ um minimizador global de (2.11) com f(z*,1*,2*) = 0.

Demonstragao 2.2.1 Se f(z*,1*,2*) = 0, entdo

q
P(\,2") = 0= 3 (N, 2) = 0,Vi=1,.,¢= p(A},2) = 0,Vi=1,.,g =

i=1

A 20,20 20,02 =0,Yi=1,.,g=2X >0, 22>0, (X*)2*=0

Entao, temos que
G(z") = AN + B'u, )" > 0= G(z*) € K°

AF(z*)=2*>0,BF(z*)=0= F(z*) e K

(F(z%),G(z")) = (F(z*), R'I") = (RF(z*),I") =

15
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= (AF(27),\") + (BF(z7), ") = (", A") = 0.

Portanto, x* ¢ uma solugio do GNCP(F,G,K).
Reciprocamente, se z* é uma solugio do GNCP(F,G,K), como as re-

strigoes sao lineares, e pelo lema 2.1.2, existem A\* > 0, u* e z* > 0 tais que
G(z*) = A\ + B'y* = G(z*) - R'I*=0
AF(z*)—2*=0, BF(z*)=0
e
0= F(z*)'G(z*) = F(z*)'(A'\* + B'y*) = (AF(z*))'\* + (BF (z*))'u* = (\*)'2*

o que implica que p(\*, 2*) = 0. Consequentemente, f(z*,1*,z*) = 0.

2.3 Pontos Estacionarios

Nesta sec¢ao, estabeleceremos condigoes para que pontos estacionarios do proble-
ma (2.11) sejam solugdes do GNCP(F,G, K), visto que minimizadores globais
sao muito dificeis de serem obtidos, especialmente em problemas de grande porte.

Os algoritmos eficientes para resolver problemas de otimizagao, garantem

convergéncia a pontos estacionarios. Por isso, propomos o seguinte teorema.

Teorema 2.3.1 Seja F(z*),G(z*) € C'. Se (z*,1*,2*) é um ponto estaciondrio
de (2.11) e G'(z*)[F'(z*)]™" for definida positiva no espago nulo de B, entdo z*
€ uma solu¢cdo do GNCP(F,G, K).

Demonstracao 2.3.1 Sejam

H = G ()P ()]

w* = AF(z*) — 2*
w = BF(z’)
v* = G(z*) — R
Se z* é um ponto estaciondrio de (2.11), entdo

16
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(i) Derivando em relagio a x temos:

2G'(z*))'v" + 2(AF' (z*))'w* + 2(BF'(z*))tu* = 0

G!(xt)tvv +F.'(:Et)tAtwt + Fr(xt)tBt * 0
Pré-multiplicando esta igualdade por [F'(z*)!]~!, obtemos
(H")* + A'w* + B'u* =0
(ii) Derivando em relagdo a l, temos:

—2Av" +2J$(A%,2°) =0

Av* = JE(N', 2%)

I=dag(PPPRE)] | el

VY

dp(N;, 7)) _ Al

1) <1

W+ @y

_11

‘p(’\tw zf]
P(A*,2") =

e também

Bv* =0

(iii) Derivando em relagdo a z temos

—2w* + 2K@(N\, 2*) =0 & w' = K@(\*, 2°)
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( l?zl) 3(,0(/\;,2;)

K=d:
W5 0z,

)

A* * *
a(p( t!zt)= zi _1’\9(?::1”’@‘

2 (A0)? + (21)?

Note que J = J* e K = K'. Agora, multiplicando a esquerda (2.12) por (v*),
obtemos
(v){H*)* + (v*)' A'w* + (v*)'Btu* =0 (2.16)

Também, multiplicando a esquerda (2.13) por (w*)* e transpondo ambos membros,

temos
(v*)*Atw* = (X, 2*) Juw*
Substituindo (2.15) nesta ezpressio, consegquimos

(v*)tA'w* = (A, 2* ) TK (A, 2°) (2.17)

Multiplicando (2.14) & esquerda por (u*)' e transpondo ambos membros, obtemos

(v*)!B'u* =0 (2.18)
Substituindo (2.17) e (2.18) em (2.16), temos
(V) (H*) Y = —@(X\*, 2*) TK @), 2* (2.19)
A matriz JK é semi-definida positiva pois

_ g dp(A1, 21) | [9p(A1, 21) dp(Ag: 29) | [9p(Ag 27)
JK = diag [( I, ) ( B3, ) § T ( N, ) ( oz, )l

e pela observagao 2.1.1, vemos que

(X, 2}) (A7, 2) ”
( ax, )( 92, 0, Yi=1,..,9q

Entao, por (2.19) temos que (v*)'(H*)*v* < 0. Mas, por hipétese, H* é definida

positiva no nicleo de B. Por isso,

(2.20)
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Em (2.13), substituindo (2.20), obtemos

0p(A}, 2)
0

(A}, %)
O\

) =0 Vi=lLyg

v == JP ) (. 2%) (

Se (X!, 2}) =0, temos o que queriamos. Se =0, entdo

\
()" + (&1

-1 A >0,27=0

Isto implica que p(A},z}) = 0. Logo, em qualquer um dos casos, temos que
p(A*,2%) =0 (2.21)
Substituindo (2.21) em (2.15) temos que
w* =0 (2.22)

Substituindo (2.20) e (2.22) em (2.12), e multiplicando @ esquerda por F(z*)t,

obtemos
B'u* =0 ¢ F(z*)'B'BF(z*) =|| BF(z*) ||’= 0 & uv* ||*=0
que € equivalente a
u'=0 (2.23)

Por (2.20), (2.21), (2.22), (2.23) e pelo teorema 2.2.1, temos que z* € solugdo do
GNCP(F,G,K).

Observe que, neste teorema, obtemos apenas condigdes necessarias para
um ponto estacionario do problema de otimizagao (2.11).

No capitulo 4, resolveremos alguns problemas do GNCP(F,G, K) e ap-
resentaremos o método de Levenberg-Marquardt que nos ajudara a encontrar a
solu¢ao do mesmo. Para isso, escreveremos a fungao objetivo de (2.11) da seguinte

forma:
fla1) = 504 DU, D) = 5 || 2@, P (2.24)
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onde ¥ : R"t9*s — JR™9%5 ¢ | € IR sao definidos como
P(AF(z),A) "
¥z, l)= BF(z) e = ( )
G(z) — RY g
Note que, aqui, denotamos z = AF(z).

Dessa forma, calculando o gradiente de (2.24), obtemos
Vf(z,1) = VU(z,)¥(z,l) = V¥(x,l)

onde V* € 9(¥(z,l)) é a matriz
VF(z)A'D, VF(z)B' VG(z)
Vvt = D, 0 _A
0 0 -B

N )
VA2 + [AF (z))?

Da = dz‘ag(a’l)“') aq): - 11 1= 1) e q

/\i _'11 %=1,,q
YA+ [AF(2))F

Esta matriz V' terd um papel fundamental como dire¢ao de descida para

Db = diag(blw "'qu)'l bi =

o método de Levenberg-Marquardt que serd apresentado no capitulo 4, pois tém

propriedades importantes que viabilizam o método [9)].
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Capitulo 3

Cones de Segunda Ordem

Consideraremos aqui o problema de complementaridade (1.1) sobre cones de se-
gunda ordem, que serd denotado por SOCCP(F,G,K), com F e G continuas e

K o cone de segunda ordem definido por

n
K={zeR"/z; > ()_ 22
i=2
e seu cone polar negativo é definido da seguinte forma

K°={zeR"/z, > ( i %x?) }
1=2,i#1 a;
onde I = {j € {1,..,n}|a; = 0}.

O cone K é chamado Cone de Lorentz se a; = 1,Vi. Dessa forma, o
cone polar negativo coincide com o cone de Lorentz. O cone K esta representado
graficamente na figura 3.1. Os resultados tedricos aqui desenvolvidos baseia-se
na idéia do paper de Andreani, Friedlander e Santos [1], e os resultados aqui

apresentados acrscentam algo de novo para o problema da complementaridade

sobre cones de segunda ordem.

3.1 Diferenciabilidade

Usando o lema 2.1.2, vamos escrever o problema de otimizacdo equivalente ao

GNCP(F,G, K), s6 que agora com o cone de segunda ordem. Para isso, deno-
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taremos ¢ : IR — IR a funcgao definida por ¢(z) = z; — R(z), onde

1
n 2
R(z) = (Z afz?) :
=2
Dessa forma, o gradiente de ¢(z) sera
1

Vo(z) = ([R%;’L) =D i

que é um vetor coluna com 1 na primeira coordenada e [

coordenada.

Figura 3.1: O Cone Perturbado.

l na i-ésima

Com esta notagao, e considerando F'(z*) um minimizador global regular do prob-

lema de minimizac¢ao dado no lema 2.21, vamos escrever as condi¢oes Karush-

Kunh-Tucker(KKT) do problema (2.10):
(1) G(z*) — \*V¢(F(z*)) = 0.

(2) ¢(F(z*)) - 2" =0.
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(3) A'2* =0, A*>0, 2* >0

Observe que estas condigoes pedem a diferenciabilidade de ¢ e a regu-
laridade das restrigoes. Mas, como vemos, ¢ nao é diferenciavel no vetor nulo.
Logo, teremos problemas se F(z*) = 0.

Uma proposta para contornar este problema é reescrevermos o nosso cone
K da forma

K={zeR"/z?> iafxf,:rl > 0}

1=2
onde agregamos uma restricao de positividade para z; e conseguimos um cone

diferenciavel. Assim, o cone polar ficara
R |
o __ n 2 2
K°={z e R"/z}> Y Sz x>0}
i=2,i#1 i
Para simplificar a notacao e também nossos calculos, vamos escrever K

e K° na forma matricial. Sejam

20,..,0)

A = diag(1,—a3, ..., — iy,

onde supomos, sem perda de generalidade, que a; =0, p<i<nea; #0,

2 <1 < p. Da mesma forma, seja

— 5 1 1
A = diag(1, — e T

2 P

0,...,0).

Sejam também e; = (1,0,...,0)" € R" e M = diag(m,,...,my,), onde

m; =0, 1<i<p my=1, p<i<n. Assim, obtemos

K={ze€ R“%:{:‘A&: > 0,elz > 0}

K°={ze€ R"]%m‘ﬁm > 0,eiz >0, Mz =0}

Note que AA = diag(1,,0,...,0), onde 1, = (1,...,1) € R, MA = AM = AM =
MA=0.
Ainda, para reescrevermos as condigoes (KKT) do problema (2.10) em

relacao a este cone diferenciavel, pedimos que F(z*) seja um ponto regular, ou
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seja, que 0s vetores

(1-trien)
AF(z*) =
[_G?Fi(-’f)]i

cumpram com alguma hipotese sobre as restrigdes (constraint qualification).

Observe que, se F'(z*) = 0 entdo AF(z*) = 0, e teremos uma dependéncia
linear das restrigoes do problema (2.10). Se Fi(z*) #0e Fi(z*) =0,i = 2,...,n,
também teriamos o mesmo problema. Mas, neste caso, como Fi(z*) > 0, este
ponto cumpre com a condigdo de Mangasarian-Fromovitz [5] e, em consequéncia,
¢ um ponto (KKT) do problema (2.10).

Em resumo, se F'(z*) > 0, ndo teremos problemas com regularidade. Se
F(z*) = 0, teriamos que verificar se G(z*) € K°. Se assim ocorrer, z* é solugiao do
problema da complementaridade sobre cones de segunda ordem. Caso contrario,

nada podemos afirmar.

3.1.1 Minimizadores Globais

No préximo teorema, mostraremos a equivaléncia entre o problema de otimiza-
¢ao equivalente e o GNCP(F,G,K). Também faremos uso da funcdo de Fischer-
Burmeister utilizada no capitulo 2. Para isso, defina
2
p(A,2) = iZ,:(Pf(/\fa zi)

e sejam também
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Entao, o problema equivalente de otimizacao seré
minimizar f(z, ), z)
onde f(z, ), 2z) =|| G(z) — V() |2 + || ¢(z) — 2 ||* +p(], 2).

Teorema 3.1.1 Se (z*,\*, 2*) é um minimizador global do problema (3.1), com
f(z*, A%, 2*) = 0, entao z* € solugio do SOCCP(F,G,K). Reciprocamente, se
z* € solucio do SOCCP(F,G,K), com F;(z*) # 0 para algum i, entao existem

A%, 2* tais que (2*, \*, z*) € um minimizador global de (3.1), com f(z*, A*,2*) = 0.

Demonstracao 3.1.1 Supondo f(z*,\*,2*) = 0, e observando que a fungao

objetivo € uma soma de quadrados de normas, temos
(1) G(z*) — A\JAF(z*) — Aje1 =0

(2) 3F(z*)!AF(z*) — 21 =0

(3) eiF(z*) —25=0

(4) p(A%,2%) =0

Usando (4), e como ¢ € a funcao de Fisher-Burmeister, temos as sequintes equiv-

aléncias

?1(A,21) =0=>A120, z; 20, Ajz; =0
02(A3,23) =0=>X320, 23>0, A\j23=0

Observe que, como zf > 0 e z3 > 0, de (3) e (2) obtemos que

R =220

F(z*)'AF(z*) =21 > 0

Se F\(z*) =0, entdo por (3.3),
Fi(z*) =0, Yi= F(z*)=0

25
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Portanto, z; = 2o =0 e F(z*) € K. Logo, por (1),
Gi(z*) = A3 > 0 _
G(z*) = Aje1 = = G(z*)'AG(z*) > 0
Gi(z*) =0, Vi=2,.,n
Como MG(z*) = 0, G(z*) € K° e F(z*)!G(z*) = 0. Logo, z* € solugio do
GNCP(F,G,K).
Se Fi(z*) > 0, entao por (3), 25 > 0 e A3 = 0. Logo, de (2), F(z*) € K. Por
(1), G(z*) = A\{AF(z*). Dai,

G(z*)'AG(z*) = A[F(2*)'AAF(2*) > 0
pois AA é uma matriz semi-definida positiva. Também, Gi(z*) = A\] > 0 e
MG(z*) = 0. Logo, G(z*) € K° e
F")'G(a") = NAF(2*) = X2 =0
Dessa maneira, x* é solugio do GNCP(F,G,K).
Reciprocamente, seja z* solu¢io do SOCCP(F,G,K). Como o lema
2.1.2 é generalizado para qualque cone, entao vale também para o cone de sequnda

ordem. Ainda, como F;(z*) # 0 para algum i, temos que F(z*) é um ponto (KKT)

do problema (2.10) e portanto, existem A}, A3, 21, z3 tais que

(1) G(z*) — MjAF(z*) — Mjer =0

(2) 1F(z*)!AF(z*) — 2t = 0

(3) eiF(z*) — 23 =0
(4) Mz1 =0, X120, 2120, Az =0, \3>0, 23>0
De (4), tiramos que
P =0 e PO3%)=0 = p(\,2) =0

pois esta € uma caracteristica da fung¢do de Fischer-Burmeister. Logo, (z*, \*, 2*)
é minimo global de (3.1), com valor da fungdo objetivo zero e Fi(z*) # 0, i =

2wt
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3.1.2 Pontos Estacionarios

Neste teorema, vamos mostrar que pontos estacionarios do problema equivalente
sao solugdes do GNCP(F,G,K) se adicionarmos algumas hipéteses, que sao dadas

logo abaixo.

Teorema 3.1.2 Sejam F,G € C'. Se (z*,)\*,2*) é um ponto estaciondrio de
3.1, com Fi(z*) # 0 para algum i = 1,....,n e G'(z*)[F'(z*)]™! — A\{A € definida
positiva, entao z* € solu¢ao do SOCCP(F,G,K).

Demonstracao 3.1.2 Denote por
H* = G'(a")[F'(z")]™
u* =€ F(z*) — 2}
v* = G(z*) — NAF(z%) — Aey
w* = %F(a:‘)‘AF(:r’) -2z
Assim, se (z*, A*, 2*) € ponto estaciondrio de (3.1), entdo
(i) Derivando em relagdo a z temos
2(G'(z*) — MAF'(z*)) " + 2(F(z*)' AF'(z*))'w* + 2(e, F'(z*))'u® = 0
Multiplicando ambos membros por [F'(z*)~']¢, obtemos

[(H*)! — Xt A]v* + AF(z")w* + eyu* = 0

(ii) Derivando em relagdo a A, temos

—2(AF(z*) €)' v* + Dy(p(X*,2%) =0

onde Dy(p(A*,2%)) = 2B@(A*, 2*), com

6@1(/\172;) 0
[ o 500, 2%) =
B“( 6992(/\5,7.5)) 5 ’z)‘(

0
(%
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[

9p1(A, 21) _ Al _1 Opa(X3,23) _ A3
2% (A2 + (23)?)7 Oz ((23)2 + (23)?)7
Entao

(v") (AF(z*) &) =@ (X", 2")B (3.5)

(iii) Derivando em relagao a z, temos

0 0pa (A3, 23 02(A3, 23)

91 (A1, 27)
- = 7 0 At,z*
C—( 02 . *)) e BN, 2%) = (‘Pl( 1 1))
822

com

a‘Pl(Anzl) _ 2] 0p2(A3,23) - 2

Oz ((A})2+(29)2)2 0z2 ()2 +(23)2)3

Multiplicando (3.4) por (v*)! a esquerda, obtemos

() [(H*) = AW + (0") (AF(z") @) (w ) =0

Substituindo (3.5) e (3.6) em (3.7) temos
() [(H") = N A" = —g(A", 2") (BC)g(A", 2°)

Note que (BC) ¢é semi-definida positiva pois

8@1(’\;!2;) 6901(’\;&2;)) 3‘102(’\;1z;)) 69’92(’\;!'25))
8)\1 3 21 ! 8/\2 8 29

BC = diag ((

e

agoz(/\:,z,) doi(N, 72) ¥
( 5w - (((w @)?)? 1)((

i =1,2, como jd citamos na observagao 2.1.1. Logo,

i

(v*)[(H")" = AjAJp* <0
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Mas, por hipdtese, (H*) — A} A € definida positiva. Entao, concluimos que
v* =0 (3.8)
Substituindo (3.8) em (3.4), e com Fi(z*) # 0 para algum i = 2, ..,n, temos que
AF(z*)w* = —eju® = —2aFi(z*)w* =0 i=2,.,n
e como a? # 0, temos que
*=0=u

Agora, como v* = w* =u* =0, de (3.5) e (3.6) obtemos

Bp(X*,2*) =0, C¢g(Ar',2*)=0

Se B e C forem inversiveis, entao
¢1(Al,27) =0
p2(A3,23) =0

PO, 2*) =0= {

Se B e C nao forem inversiveis, entao
f AT
dpr(A, 21) | B2 (N3, 23) (D)2 + (z)2)3
= O = ! * 4

( o\ )( OXg ) A2

€T
L ((A3)% + (23)?)2
r Z;
901, 70), dea05,2)) _ o, | (O + G

62:1 622

<9

[ (A3)% + (22)?)

=1&2=0,

142 =0,

1 2] >0,

(

=1&#z>0,

Em qualquer um dos casos teremos
(pl()‘zsz;) =0 € (101(}";!22*) =0

Portanto, por (3.8), (3.9), (3.10) e pelo teorema 3.1.1, x* € solugao do
SOCCP(F,G,K).

Como observamos nesta se¢do, adicionamos uma restrigao ao cone (z; >
0) a fim de obter a diferenciabilidade do mesmo e conseguimos garantir a existén-
cia de pontos K.K.T. no minimizador global usando a constraint qualification de
Mangasarian-Fromovitz. Outras estratégias de resolucao sao usadas para cones

de segunda ordem [10].
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3.2 Perturbacao

Neste capitulo vamos propor uma estratégia de perturbacdo em nosso cone de
segunda ordem, e trabalharemos com o problema de complementaridade (1.1),
mas agora sobre este cone de segunda ordem perturbado. Este cone pode ser

escrito como

1

K.={ze€ Rz > Zasfc, +€%)2}
Note que esta perturbacao é feita somente no cone K, ji que nao pre-
cisamos da diferenciabilidade do cone polar. Assim, o cone K° continua o mesmo:

K°={z e R"[z, > ( Z

i=2,i£] z
onde I = {j € {1,..,n}|a; = 0}. Note que K, C K e quando ¢ tende a zero, K,
tende a K.

Observe, que temos apenas uma restri¢ao no nosso problema, o que nos
garante a regularidade em todo ponto, dado que z € K., z; > 0. Para facilitar
os célculos, vamos reescrever o cone perturbado da forma

n
K. ={z € R"/ex — (3 a'Az + €)% > 0}
i=2
onde e; = (1,0, ...,0)* € R" e A = diag(0,d3, ...,a,0,...,0) € R™", onde supo-
mos, sem perda de generalidade, que a; =0, p<i<nea; #0, 2<:<p. Da
mesma forma, sejam

s 1
A = diag(0, =,
tag( -

e; = (1,0,...,0)* € R* e M = diag(m,, ...

mi=1, p<i<n,e

P 1
K° ={z € R"|eiz > ()_2'Az)?, ez >
i=1

Definimos também

‘;bf(x) = ei.r = Rt(x)
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onde R (z) = (z'Az + €2)7 ¢
VoD =4 R
e tome ¢(), z) a fungdo de Fischer-Brumeister definida anteriormente. Considere

o seguinte problema (P,) de minimizagao sem restricao:

minimizar  f(x, A, 2) (3.11)

fe(®, A, 2) =|| G(2) = AV(F(2)) |I* + || ge(F(2)) — 2 | +¢°(), 2)

3.2.1 Minimizadores Globais

Neste teorema, vamos mostrar que ao resolvermos o problema de otimizagao
equivalente, cuja restri¢cao é a restricao do cone perturbado, encontraremos uma

aproximagao da solu¢ao do SOCCP(F,G,K).

Teorema 3.2.1 Se (z(€), M(€), z(€)) é um minimizador global de (3.11), com
f(z(e), A(€), 2(€)) = 0, entao eziste m(e) tal que

Fz(e) € K Gla(e) € K* G'(a(e))F(a(e)) = M&)(¢)

Demonstragao 3.2.1 Como f(z*, \*,2*) = 0, e usando a caracteristica da fung¢do

de Fischer-Burmezister, temos

(1) G(z(€)) — M)V (F(x(€))) =0
(2) ¢c(F(z(€)) — 2(e) =0

(3) ¢*(A(e),2(€)) =0

De (3), obtemos que @(A(€), z(€)) = 0= A(e) > 0,2(e) > 0, A(e)z(e) =0

Agora, usando (2) temos

8(P() = (9 20> Fi(2() 2 Rle) = Y- @?Fi(a(0) = Fla(e) € K
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Por (1), obtemos que

1
G(z(€)) = Me)Voe(F(z(e))) = A(z(e)) ( [_ —afF,—(:c(e))] ) i=2,.,n
R (F(z(€)))
Logo,

Gi((e)) - (Z ﬁ@?(z(e))) " = A (1 - ——}ff(‘;((j(‘?)))))) >0

i=2 ““i

onde R(z) = () af:cf)%. Isto implica que G(z(¢)) € K°. Agora,

F(z(e))'G(x(€)) = Fi(z(€))Gi((e)) — iFe(x(f))Gs(:r(e)) =

) R(F(z(e)))?] _
= A(z(€)) | Re(F (z(€))) — m} =Aae)) [ml

Portanto, existe

E2

™) = RFEE))

Agora, analisemos
2 2

RE(F(ZE(G))) B (iGEFg(I(E))+€2)%

€)=

Se Fi(z(e)) # 0 para algum ¢, entdo quando ¢ — 0, temos que m — 0. Se
F;(z(e)) — 0 quando € — 0, temos entdo que

62

S a2Fy(2(6))
=2

€2

Te =

+1

tende a zero, quando € tende a zero. Com isso, F(z(€)) é livre de condigoes e

obtemos o seguinte corolario.

Corolario 3.2.1 Se (z(¢), A(€), z(€)) € um minimizador global de (3.11), com
f(z(e), A(€), z(€)) =0 e A(e) € limitado, entdo quando € — 0, z(€¢) — z*, onde z*

€ solug¢io do SOCCP(F,G,K).
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Demonstragao 3.2.2 Dado que 7, — 0 quando € — 0, e como \(¢) € limitado,
temos que F(z(€))'G(z(e)) = 0, com F(z(z(e))) € K e G(z(¢)) € K°. Portanto,
quando € — 0, z(€) — z*, onde z* € solugdo do SOCCP(F,G,K).

3.2.2 Pontos Estacionarios

O seguinte teorema mostra sob quais condi¢gbes podemos encontrar um mini-

mizador global do problema P,. Denotando

—AR{(F(z(e))) + AF (z(€)) F((e))' A
R}(F(z(e)))

a derivada de V¢ (F'(z(€))) em relagao a z, no ponto z(e), e

P4 \ .
&(F(z(e)n) Flate))

a derivada de ¢.(F(z)) em relagao a z, no ponto z(¢), e lembrando que

D(e) =

H(F(a(e) = ( .

0p(A, z) A o 0p(N, z) 2 B
O\ VA2 22 0z AT+ 22

escrevemos o seguinte teorema.

Teorema 3.2.2 Sejam F,G € C'. Se (z(¢€), A(€), z(€)) € um ponto estaciondrio
e (3.11) e G'(z(€))[F'(z(€))]"" — D(€)A(€) € definida positiva, entdo
f(z(€), A€), 2(€)) = 0.

Demonstragao 3.2.3 Do mesmo modo que anteriormente, definimos

H* = G'(z(€))[F'(z(€))] ™ — D(e)A(e)

. AFG()
L =a R FeE)

= G(z(€)) — Me)Ve(F(z(e)))
w* = ¢c(F(z(€))) — 2(e)
Como (z(€), A(€), 2(€)) € um ponto estaciondrio de (3.11), entdo
[((H*)" = A(e)(D(€))'Jv* + L*w* =0 (3.12)
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(7)o" = 520, 2N, 2(9)

0
w* = (A0, 2(6) 5o (A(©), 2(6)
Multiplicando (3.12) por (v*)' @ esquerda, obtemos
() [(H")! = X (D(O))!]" + (") L*w* =0

Multiplicando (3.13) por w* e transpondo ambos membros, obtemos

d¢

(") L*w* = ¢(A(€), 2(€)) 73 (A€), z(€) w”

e substituindo (3.14) na igualdade anterior, temos

() L = G(Ae), 2(6)) e (M(e), 2(6) 32 (), 2(6)

Substituindo (3.16) em (3.15), obtemos

) [(H") = AAD() I = 6 (Me), 2(6) 9 (Ae), 2(6)) 9 (A(e), 2(¢)

Observando que g—?(h(e),z(e))g—f(k(e),z(e)) > 0, temos que
(v*)Y[(H*)t — X(e)(D(e))]v* < 0. Mas, por hipétese, H* — A(€)D(e) € definida

positiva. Portanto,

(3.17)

De (3.12) resulta

Note que L* # 0 pois
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Por (3.13),

Ae)
V@) + (2(e)2 =1

que € uma contradicao. Logo,

220, Me) 20, 2(e)A(e) =0 & @(A(e),2(e)) =0

$(A(e), z(€)) =0
De (3.17), (3.19) e (3.20), temos que f(z(€), A(¢€), z(€)) = 0.
Com este resultado, podemos escrever o seguinte corolério:

Corolario 3.2.2 Seja ¢, uma sequéncia que converge para zero e tal que

€r > 0,Vk. Se (z(ex), A(€x), 2(€x)) € um ponto estaciondrio de (3.11) com

G'(z(€))[F'(z(€))]~" — D(€)\(€) definida positiva para todo €, e A(ex) € limitado,

entio x(ex) — x* quando ¢, — 0, com z* solugdo do SOCCP(F,G,K).

Demonstragao 3.2.4 A prova resulta diretamente dos teoremas 3.2.1, 3.2.2 e

coroldrio 8.2.1.
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Capitulo 4

Experimentos Numeéricos

4.1 Cones Poliédricos

Nesta se¢ao, apresentaremos o método de Levenberg-Marquardt [12|, fazendo
uso da fungéo objetivo f e da matriz V € 9(¥(z,!)) definidos em (2.24), (2.25) e
(2.26). Este método foi implementado e testado no Matlab 5.2.0 e as matrizes dos
problemas aqui testados foram geradas randémicamente com o comando "rand"
do Matlab. Por conveniéncia, seja 2*¥ = (z*, \¥, u¥) o ponto da k-ésima iteracao

do algoritmo.

Algoritmo 4.1.1

Passo 1: Escolha um ponto inicial 2° € IR"*9**, parametros p, 8 € (0,1) ee > 0.

Seja k = 0.
Passo 2: Se || Vf(z*) ||< €, parar; caso contrdrio, ir para o passo .

Passo 3: Escolha um elemento V* € 0¥ (2*). Seja d* € IR"*9** a solugdo do
sistema linear

(VF)VE £ vk d = —(VF) 0 (2F)

onde Vv =|| ¥(2*) |.
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Passo 4: Seja my o menor inteiro nao negativo m tal que
J(* + pmd¥) < () + BV £,

faga 2¥*t! = 2F 4+ p™d*, k:=k+1 e vd ao passo 2.

Este algoritmo est4 bem definido, dado que V' € 9¥(z,!) sempre existe,
(VEYVE + UFT ¢ inversivel e a direcio d é de descida ([9]). Se Vf(2¥) = 0

k k

entdo 2*¥ é um ponto estacionério do problema (2.11) e assim z* é solugdo do
GNCP(F,G,K). Na anilise de convergéncia abaixo, assumiremos que ¢ = 0 e

que o algoritmo 4.1.1 gera uma sequéncia infinita.

Teorema 4.1.1 Qualquer ponto de acumulacdo da sequéncia {z*} gerada pelo

algoritmo 4.1.1 é um ponto estaciondrio de (2.11).
Demonstracao 4.1.1 Ver [9]
Agora, daremos dois exemplos que serao analisados em testes numéricos.

Exemplo 4.1.1 Queremos encontrar x* € IR™ tal que

F(z*) >0, z*-—m(z*) >0, (F(z"),z"—m(z"))=0

1
1
1
1

e m(z) = y(F(z)) : R* — IR™ é duas vezes diferencidvel. Teremos duas opgoes

para y:
(1) "}’,(t) =—-0.5—- t,;, 1= 1,2,3,4

(2) 7(t) = —0.5 — 1.5¢; +0.25¢2, i=1,2,3,4
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Observe que, neste exemplo, temos A = I € R"" e B = 0 € R"™".
Observe também que G'(z)[F'(z)]™" é definida positiva para qualquer z € R",
portanto, também é definida positiva no espaco nulo de B.

Na tabela 1, temos a fungao v utilizada (7y),0s pontos iniciais usados (z°),
o valor da fungédo objetivo na solugao (f*), o nimero de iteragoes executadas (it)

e o tempo computacional empregado (tempo). Em todos os testes, as solucoes

encontradas foram z* = (—0.9, —1.2, 1.2, —0.9)" quando usamos 7;(t) = —0.5 —
t;,, i=1,234e

r* = (—1.0021, -1.36,—1.36, —1.0021)" quando usamos ;(t) = —0.5 — 1.5¢; +
0.25t%, i=1,2,3,4. A precisdo exigida foi e < 107"

Tabela 1

£
8.759 x 1016
6.306 x 10~2!
4.296 x 10~2
2.253 x 10716 0
3.089 x 10718 0

5.929 x 10~ 0.05
1.975 x 10~ 0.05
(2) 5, .. 2311 x 10~4 0.06
9.512 x 1022 0.11
(2) . 1.740 x 1026 0.05

Observando a tabela 1, vemos a eficacia do método em relagao a precisao,
iteragoes e tempo dispensado pela maquina e notamos que o Jacobiano da fungao
inicial F'(z) é inversivel, simétrico e definida positivo. Dessa forma, este exemplo
cumpre com a condic¢do de que G'(z)[F'(z)]~! é definida positivo no nicleo de B
(pois, aqui, B = 0) e, entdo, os pontos estacionarios encontrados sao solugoes do

GNCP(F,G, K).
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No proximo exemplo, vamos testar diferentes fungées G(z), geradas

aleatériamente. Isto nos dard uma idéia razoavel da eficacia deste algoritmo.

Exemplo 4.1.2 Considere o problema de encontrar z* € IR™ tal que
z € K = {v € R"|Av > 0},
Nz+de K°={ve R'\v=A'\ )€ R}
z'(Nz+d)=0
onde o cone poliédrico K é gerado por s faces cujos lados sao as sequintes arestas:

¥ reos(2)
y |=|rsin(3i) |7, T€R, i=1,2,..,5
z 1

Sendo assim, a i-ésima linha da matriz A € IR**® pode ser computada

como
sin(%i)(cos® — 1) — cos(*1)sin®"

8
2n
8

cos(#4)(1 — cosZ) — sin(
rsin(2)

Para cada familia, escolhemos r € {0.1,1,10} e s € {3,5}. As compo-

i)sin®"

nentes do vetor d sao geradas randdémicamente no intervalo (—10,10). Geramos
a matriz N da se_?mnte maneira: denote a matriz ortogonal de Householder por
Quy=1- 2” ;} (”)2, onde as componentes do vetor u() sdo geradas randomica-
mente no mtemaio (=1,1). Seja Dy a matriz diagonal cujos elementos de sua

diagonal principal sao gerados randémicamente no intervalo (1,10). Definimos,

assim, N = QN DNQnr-

Para este exemplo, dividimos o conjunto de problemas testes em trés

familias:
(1) N é nao-simétrica e indefinida.
(2) N é simétrica e definida positiva.

(3) N é simétrica e semi-definida positiva.
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Obviamente, os problemas das familias (1) e (3) nao satisfazem as hip6te-

ses do teorema 2.3.1. Para cada familia com diferentes r e s, foram testados vinte

problemas com o ponto inicial z = (1,...,1). Os resultados numéricos estao

apresentados na tabela 2.

familia | r | Iter NF tempo (s)
0.1 | 152 1.655 x 10719 0.88
(1) 1 | 363 |05 11495 x 102 | 0.202
10 | 13.21 | 0.7 | 5.8678 x 10~2! 0.17
01| 195 | 0.6 [4.1151 x 10720 |  0.13
1 | 134 5.2588 x 1072 0.09
10 | 14.8 6.0342 x 10719 0.1
0.1 20.3 3.4006 x 1072 | 0.13
1 |23.58 4.1999 x 107 | 0.15
10 [ 192.1 | 0.3 |2.4026 x 10720 | 0.22
0.1 | 169.6 3.4823 x 1071 1.44
1 | 198 1.5815 x 1079 | 0.17
10 | 21.6 | 0.7 | 1.6641 x 10~20 0.17
0.1]193.5 9.0739 x 10~% 1.35
1 | 35.7 6.9223 x 10~20 0.29
10 | 22.7 1.0112 x 102! 0.17
0.1 2256 | 0. 1.367820 1.62
1 | 886 8.1465 x 1072 | 0.63
10 | 191.6 3.1335 % 10720 1.34

Levando em conta a possibilidade de convergéncia para um ponto esta-
cionério de f(2) que nao é solugao do GNC P, chamamos de problema bem suce-
dido se o valor da f é menor do que 107! com até 1000 iteracoes e denotamos

por SP a taxa de sucesso. Para todos os casos bem sucedidos, Iter denota a
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média dos nimeros de iteragoes e NF denota o maior valor para f alcancado en-
tre os casos bem sucedidos. Também denotamos por Speed a velocidade média
dispensada na resolucao de cada problema.

Podemos ver, pelos resultados, que o algoritmo 4.1.1 tem uma boa per-
formance para este conjunto de problemas, exceto para os casos onde r = 0.1, isto
ocorre pois ao diminuirmos r, estamos diminuindo também a regiao de abrangén-
cia do cone, ou seja, aproximando seua arestas. Existe, também, o fato de que a
matriz N fica mal condicionada quando r = 0.1, compromentendo a velocidade
do algoritmo.

Observamos também que, quando temos N definida positiva, ou até mes-
mo, semi-definida positiva, a convergéncia é rapida com um nimero baixo de
iteracoes.

O trabalho que o algoritmo faz para resolver este problema é maior quan-
do aumentamos s. Aqui, exibimos até s = 5, mas aplicamos ainda s = 9 e

verificamos que o algoritmo é mais exigido, o que é uma coisa normal.

4.2 Cones de Segunda Ordem

Para cones de segunda ordem, utilizamos o easy.for que é um algoritmo desen-
volvido para minimizagao de fungoes nao-lineares com ou sem restrigoes, e utiliza
a linguarem FORTRAN.

Testamos cinco problemas cujas dimensoes variam entre seis e dez, e a
matriz Jacobiana da funcdo f seja definida positiva ou semi-definida positiva.

Comparamos, na proxima tabela, o desenvolvimento do algoritmo usan-
do, ou nao usando, a funcao de Fischer-Burmeister. Para os casos em que nao
usamos a funcao de Fischer-Burmeister, obtemos um problema com restri¢oes de
positividade.

Os problemas usados estao descritos abaixo e, em todos os exemplos,

usamos o cone de Lorentz, ou seja, com A = diag(1,—1,...,—1).
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Exemplo 4.2.1 Encontrar z tal que

F(z)e K G(z)e K° F(z)'G(z) =0

) Glz) ==z

1 0
e K = {z € R?|z*Az > 0,z, > 0}, comA:(O 1).

A solucao desse problema é z* = (0,0)* com A* = (0,0) e z* = (0,1)".
Observe que a matriz G'(z*)[F'(z*)]™* — AJA ¢é definida positiva e satisfaz as

condigoes do teorema 3.1.2. Isto nos garante que pontos estacionarios sao solugoes

do GNCP(F,G, K).

Exemplo 4.2.2 Queremos resolver o GNCP(F,G, K) com
e 1
Fz)=11 |, G(z) = =, A=]|0 -1 0
T3 0 0 -1
A solugdo desse problema é z* = (0,0, 0)* com A* = (0,0)" e 2* = (0,1)".
Observe que a matriz G'(z*)[F'(z*)] ' — A} A é semi-definida positiva e ndo satisfaz

a hipotese do teorema 3.1.2, mas este ponto é solu¢gao do SOCCP(F,G,K).

Exemplo 4.2.3 Queremos resolver o GNCP(F,G, K) com

1 10 1

1L 2 1
F(z) = G(z)==z
0 1 1

00 1

Observe que F'(z) é uma matriz definida positiva e que o nosso problema de

otimizagao terd otto varidveis.

AV
AVAVL

3 4 5 6 7 éunespm. 12 13 14 15 16 17

18



Exemplo 4.2.4 Queremos resolver o GNCP(F, G, K) tomando
/€ +1)
T + T
To + T3

T3+ T4

\ 24 + 5 /
Aqui, F'(z) é uma matriz definida positiva e o nosso problema de otimizagdo terd

nove varidvels.

A solucdo é z* = (0,0,0,0,0)t, \* = (0,0)! e 2* = (2,2)". Esta é uma
solugdo para o SOCCP(F,G,K).

Exemplo 4.2.5 Vamos resolver o GNCP(F,G, K) com
(1 1 0 0 0) (1\
1 0 0 1
1 0 0 1

1 0 1

0
0 11 1
0 1 1) \1)

Observe que F'(x) é uma matriz semi-definida positiva e que o nosso problema

de otimizacao terd dez varidveis.

Na tabela 3 descrevemos os resultados fornecidos pelo easy.for que sao: a
solugdo (z*), o valor da fungéo na solu¢ao encontrada (f*), o nimero de iteragoes
(it) e a velocidade da resolucao do problema (speed). Também, comparamos as
propostas usando e nao usando a Funcao de Fischer-Burmeister, que denotaremos
por (A) e (B), respectivamente, e os exemplos estdo numerados de 1 a 6. O ponto
inicial usado foi 2o = (1,...,1)" e a tolerancia foi de e = 1 x 10~°. Se obtivermos
um valor para uma variavel menor que €, por exemplo, o valor z; = 2.21 x 1079,

entao colocaremos na tabela z; = 0.
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Tabela 3

Prop. Z i

(A) (0,0,0,0,0,1)* 2.622 x 10713
(B) (0,0,0,0,0,1)* 2.72 % 10~*
(A) (0,0,0,0,0,0,1)* | 8.83 x 107!
(B) (0,0,0,0,0,0,1)* | 2.26 x 10~
(A s3 3% 1078
(B
(
(
(
(

) rs 0.15

A) |(0,0,0,0,0,0,0,2,2)t | 3.73 x 10713

B) |(0,0,0,0,0,0,0,2,2) | 4.13 x 1012 0
)
)

A S5 1.5 x 1072 0
B Ts 0.43 1.56 %1072

onde s3 = (0.31,0.22,0.08, -0.2,0.2,0,0, 1.09)%, r; = (—0.2,0.05,—-0.2, 0,0, 0,0, 0.8)",
ss = (0.5,—0.4,-0.1,-0.22, —0.2, —0.29, —0.5,0,0,1.09) e
rs = (—0.22,0.06,0.24, —3.74 x 1073, —0.38, —0.24,9.6 x 10~2,0,0,0.84).

Para as fungoes (1), (2) e (4), as duas propostas foram bem, mesmo com
a fungao (2) nao satisfazendo a hipotese de ser definida positiva do teorema 3.1.2.
Neste caso, o ponto estacionario encontrado é solu¢ao do SOCCP(F,G,K).

Por outro lado, na fungao (3), a proposta sem a funcdo de Fischer-
Burmeister encontrou dificuldades para sua resolugao, fornecendo um valor para
a funcao
objetivo maior do que o exigido. Para a funcdo (5), as duas propostas foram
ruins, devido a condigdo de semi-positividade do jacobiano da fungio F'(z), o que

nao nos garante que pontos estacionarios sejam solu¢oées do SOCCP(F,G,K).
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Capitulo 5

Consideracoes Finais

Fizemos um estudo tedrico para o problema de complementaridade nao-linear
generalizada para cones poliédricos, usando a estratégia de Andreani, Friedlander,
Santos [1] para resolvé-los, mas acrescentando a fungdo de Fischer-Burmeister a
fungao objetivo, e provamos os mesmos resultados teoricos do paper citado, mas
estabelecendo um problema de otimizagao equivalente sem restrigoes.

Usando o método de Levenberg-Marquardt, fizemos testes computacionais
relacionados na se¢ao 1 do capitulo 4. A convergéncia para pontos estacionarios
deste método estd provada em Ma, Wang, Zhang [9], e também sua convergéncia
super-
linear.

Este método tem um bom comportamento para uma série de problemas
testados e, analisando os dados fornecidos, observamos que a proposta de res-
olugao do problema generalizado da complementaridade sobre cones poliédricos
¢ numéricamente aceitavel, salvo os problemas que nao satisfazem as condigoes
do teorema para pontos estacionérios.

Como o problema de complementaridade sobre cones de segunda ordem
é um problema dificil de ser resolvido como um problema de otimizacéo, trabal-
hamos com duas reformulagoes que tém viabilidade teérica e pratica.

Provamos dois teoremas, tanto para a proposta com restricao adicional,
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quanto para a proposta de perturbagao do cone. Nestes dois casos, conseguimos
escrever novos teoremas para este tipo de cone. Estes teoremas nos dizem respeito
quanto a minimizadores globais e pontos estacionarios do problema equivalente
de otimizagao e solugoes do SOCCP(F,G,K).

Para testes numéricos, tomamos cinco problemas e usamos o easy.for para

resolvé-los. Alguns destes problemas satisfazem as condicoes do teorema 3.1.2 e

outros nao. Trabalhamos estes cinco problemas usando a proposta com a funcao
de Fischer-Brumeister e também a proposta usando a complementaridade com
restricoes.

Em geral, os resultados numéricos mostram que estas estratégias acham
as solugoes dos problemas, dependendo fortemente de condicoes adicionais im-
postas. Isto exige de nossa parte uma maior concentra¢ao em outras estratégias.
Durante o decorrer desta dissertacao, aprendemos varios conceitos que nao nos
eram conhecidos, e crescemos do ponto de vista da pesquisa cientifica. Contin-
uando os estudos nesta area, uma opgao seria estudar estratégias de projecao

sobre cones de segunda ordem, dado que o cone K é convexo.
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