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Resumo

O principal objetivo deste trabalho é estudar métodos para construir os numera-
dores e denominadores parciais da fragao continua que corresponde a duas expansoes em
série de poténcias de uma fungao analitica f(z), em z = 0 e em z = oco. Além disso,
consideramos casos em que hé coeficientes nulos nas expansoes e, também, quando os co-
eficientes apresentam simetria. Alguns exemplos numéricos sao apresentados para ilustrar

dois dos algoritmos estudados, o Q-D e o Q-D modificado.

Palavras-chave: funcoes analiticas, aproximantes de Padé, fragoes continuas, polinémios

ortogonais.
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Abstract

The main purpose of this work is to study some methods for deriving a continued
fraction that corresponds to two series expansions of an analytic function f(z), in z =0
and z = oo simultaneously. Furthermore we considered the case when there are zero
coefficients in the series and also when there is symmetry in the coefficients of the two

series. Some examples are given.

Keywords: analytic functions, Padé approximants, continued fractions, orthogonal poly-

nomials.
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Introducao

As fragoes continuas, assim como os aproximantes de Padé, tém vasta aplicagao em
muitos problemas da Matemaética Pura e Ciéncias Aplicadas. Sao ferramentas essenciais
para a solucao de muitos problemas relacionados a aproximacao de ntimeros irracionais e
racionais, aproximagcao de fungoes, aplicagoes na fisica tedrica, solucao de equacoes diofan-
tinas e equagoes integrais de Volterra nao lineares, resolucao de problemas de momento,
entre outras. Essa grande variedade de aplicacoes foi a motivagao para esse trabalho.

Seja f(z) uma fungao analitica que possui expansoes em séries de poténcias em

z =0 e em z = oo dadas, respectivamente, por

f(2) =ao+ a1z +az2® +azz® + - - (1)

e
a_1 a_o a_3 a_y
_ &1 %2 &3 94 9
floy=-tr ot o )
Suponhamos que f(z) seja aproximada por fung¢oes racionais da forma
P.(z Qo+ Um 12+ 4 Qm12™ "
(2) _ amo L m-l . m=0,12,..., (3)
em que os coeficientes v, ; € By,i+1, ¢ = 0,1,...,m — 1, sao independentes de z. Esses 2m

coeficientes podem ser determinados de tal forma que, quando a fungao racional em (3) é
expandida para |z| pequeno e para |z| grande, haja coincidéncia com ¢ termos de (1) e j
termos de (2), respectivamente, totalizando i + j = 2m termos ao todo.

Assim,
Pu3)

em que o simbolo no lado direito significa que o lado esquerdo ¢ da ordem de 2" para |z|

=0 (2,27 0tY), (4)

pequeno e da ordem de z~U+) para |z| grande.

Seja a fracao continua

n(z)  p(z)  ps(2) Pm(2)
@1 (2) + @(2) + @3(2) + oo+ agm(z) + .




INTRODUCAO 2

Pr(2)
Qm(2)

os polindomios P,,(z) e @(z) satisfazem as relagdes de recorréncia (ver, por exemplo,

Chihara [6])

cujo m-ésimo convergente é exatamente a funcao racional . E bem conhecido que

Pri1(2) = qmi1(2)Pn(2) + pmy1(2) Proa(2)

Qerl(Z) = Qerl(z)Qm(Z)+pm+1(Z)mel(Z)a

para m = 0,1,2, ..., com valores iniciais Py(z) =0, Pi(z) = p1(2), Qo(z) =1 e Q1(2) =
G (2).

O principal objetivo deste trabalho é estudar métodos para, a partir dos polinémios
P,(2) e Qm(z), determinar os elementos da fra¢do continua correspondente as duas séries
(1) e (2). Murphy (1966) mostrou que ela ¢ da forma

T No 2 nsz Nm~z
l+diz+14+dyz+1+dsz+ ... +1+d,z+ ...

(6)

em que n,, e d, sao constantes independentes de z. Essa fragao continua é chamada
M-fragao.

Para realizarmos o estudo proposto, organizamos a presente dissertacao da seguinte
forma.

No Capitulo 1, introduzimos alguns conceitos bésicos sobre fragoes continuas,
polinémios ortogonais e aproximantes de Padé, onde, também, relacionamos tais topicos.
Os conceitos dados neste capitulo sao fundamentais para o entendimento e desenvolvi-
mento dos demais capitulos.

No Capitulo 2, apresentamos os métodos para a obtenc¢ao da fragao continua corres-
pondente as séries de poténcias, em z = 0 e z = 0o, de uma func¢ao f(z) dada. Tais
métodos sao construidos a partir dos determinantes de Hankel e do algoritmo Q-D. Apre-
sentamos, ainda, o caso em que hé coeficientes nulos em uma ou em ambas as séries de
poténcias e, também, quando os coeficientes das séries apresentam simetria.

Por fim, no Capitulo 3, fizemos um breve estudo sobre erros nas aproximagoes por
fungoes racionais, além de dois exemplos computacionais utilizando os algoritmos obtidos

no Capitulo 2.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, faremos um estudo sucinto, porém consistente, sobre fragoes conti-
nuas, polindémios ortogonais e similares e aproximantes de Padé. Sobre fragoes continuas,
comecaremos por uma breve introdugao histérica, passando por suas defini¢oes e pro-
priedades e, por fim, mostraremos alguns resultados sobre convergéncia. Quanto aos
polindmios ortogonais e similares, daremos suas defini¢oes, algumas propriedades e a co-
nexao dos mesmos com fracoes continuas. Finalmente, sobre os aproximantes de Padé,
apresentamos a definicao da tabela de Padé em um ponto, sua conexao com fragoes con-
tinuas e a definicao de tabela de Padé em dois pontos. Embora esses assuntos sejam bem
conhecidos, a apresentagao é necessaria pois fundamentam os proximos capitulos. Muitos

textos podem ser utilizados para o estudo de tais topicos como, por exemplo, [5], [6], [8],

[14], |21], |23].

1.1 Aspectos histéricos das fracoes continuas

Para se fazer matematica, isto é, a fim de compreender e fazer contribuicoes a esta
ciéncia, é importante estudar sua historia. A matemaética esta sendo construida constan-
temente através de descobertas. Aqueles que desejam estudar um campo particular da
matematica, seja estatistica, algebra abstrata ou fragoes continuas, necessitarao primei-
ramente estudar seu passado. Assim, podem-se fazer melhorias em resultados ja obtidos,
sem repeti-los.

A origem das fragoes continuas é dificil de se precisar. Isto é devido ao fato de que

podemos encontrar exemplos dessas fragoes por toda a matematica nos ultimos 2000 anos,
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mas seus verdadeiros fundamentos nao foram colocados até o final de 1600, inicio de 1700.
Sua origem ¢ tradicionalmente atribuida ao desenvolvimento do Algoritmo de Fuclides.
O Algoritmo de Euclides, entretanto, é usado para encontrar o maximo divisor comum
(mdc) entre dois ntimeros. Porém, manipulando algebricamente o algoritmo, pode-se
obter a fra¢ao continua simples de um ntamero racional p/q. Ha duavida se Euclides ou
seus antecessores usaram realmente este algoritmo dessa maneira. Mas, devido a seu
estreito relacionamento com fragoes continuas, o Algoritmo de Euclides significou o inicio
de seu desenvolvimento.

Por mais de mil anos, todo trabalho que usava fracoes continuas era restrito a
exemplos especificos. O matemaético indiano Aryabhata (476-550) utilizou-as para resolver
equagoes lineares diofantinas. Entretanto, ndo desenvolveu um método geral; particular-
mente, usou fragoes continuas somente em exemplos especificos. Durante toda a escrita
matematica grega e arabe, podemos encontrar exemplos e sinais de fracoes continuas.
Mas, novamente, seu uso era limitado a aplicacoes especificas.

Dois cientistas da cidade de Bolonha, Italia, Rafael Bombelli (1526-1572) e Pietro
Cataldi (1548-1626), contribuiram também neste campo, embora apenas fornecendo mais

exemplos. Bombelli expressou a raiz quadrada de 13 como uma fragao continua dada por

4 18
VBrgs 2 218
)
6+ ¢

que é um caso especial da férmula

b b b b
va?+bra+ — —

20 +2a+2a+2a+t ...

No século X VI ja se conhecia a aproximacao

b b
Va?+bra+ — —

2a + 2a’

Cataldi fez o mesmo para a raiz quadrada de 18:

2
al %4&—2:4—1-

8& ——— 8
8% s

que ele abreviou como

2,2, 2
4&-&-&- .. ..
&8&8&8
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Ambos os mateméticos forneceram somente estes exemplos, mas nao foram além.
As fragoes continuas transformaram-se num campo de estudos através do trabalho
de John Wallis (1616-1703). Em seu livro "Arithmetica Infinitorium"(1655), desenvolveu

e apresentou a identidade:

4_3><3><5><5><7><7><9...
T 2X4x4X6x6x8x%x9...

O primeiro presidente da Royal Society of London, Lord Brouncker (1620-1684),

transformou esta identidade em

+ 32 +2+2+2+2+2+...

52
72
92
2+

4 12 12 3 52 79
s

2+

2+
2+
2+

Essa descoberta foi um passo importante na histéria de 7 = 3,14159. ...

Embora Brouncker nao tenha enfatizado a fracao continua, Wallis tomou a inicia-
tiva e introduziu as primeiras etapas para generalizar essa teoria.

Em seu livro "Opera Mathematica"(1695), Wallis colocou alguns dos fundamentos
basicos das fragoes continuas. Explicou como calcular o n-ésimo convergente e descobriu
algumas das propriedades, agora familiares, dos convergentes. Foi também neste trabalho
que o termo "fracao continua” foi usado pela primeira vez.

O matematico e astronomo holandés Christiaan Huygens (1629-1695) foi o primeiro
a demonstrar uma aplicagao pratica de fragoes continuas. Escreveu um artigo explicando
como usar os convergentes de uma fracao continua para encontrar as melhores aproxi-
macoes racionais para as relagoes entre as engrenagens. Essas aproximagoes permitiram-
lhe escolher as engrenagens com o nimero correto de dentes. Seu trabalho foi motivado
pelo desejo de construir um planetario mecanico.

Embora Wallis e Huygens trabalhassem com fragoes continuas, esse campo de pes-
quisa s6 comegou a florescer quando Leonard Euler (1707-1783), Johan Heinrich Lambert
(1728-1777) e Joseph Louis Lagrange (1736-1813) abragaram o topico.

Muito da teoria moderna foi desenvolvida por Euler em seu trabalho de 1737, "De
Fractionlous Continious”. Ele Mostrou que cada racional pode ser expresso como uma

fracao continua simples finita, e forneceu, também, uma expressao para o ntmero e na
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forma de fracao continua:

e=2+ 1
+ 1
1—1-‘
ou
2+1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
e= - = - - - - - = = = = :
1+2+14+144+1+14+6+1+1+8+ ...

Usou esta expressao para mostrar que e e e? sdo irracionais. Demonstrou, também, como
representar uma série como fragao continua, e vice-versa.

Lambert generalizou o trabalho de Euler sobre o nimero e. Em 1766, ele mostrou

que
em—l_ 1
ew—{—l 2_{_ 1
P
z JE— 1
r 14

Em 1768, ele encontrou expansoes em fragoes continuas para as fungoes log(1+ ),

arctg(z) e tg(x). Para tg(z), ele encontrou

1
tg(r) = 1 :
3
x — 1
a7
—

e usou essas expressoes para mostrar que e” e tg(z) sao irracionais se x for racional.
Lagrange usou fragoes continuas para encontrar o valor de raizes irracionais. Pro-
vou também que os nimeros quadraticos irracionais sao dados por uma fracao continua
periddica.
O século XIX provavelmente pode ser considerado como a idade dourada das
fragoes continuas. Como Claude Brezinski escreveu em "History of Continued Fractions

and Padé Approximants”, "o século dezenove pode ser considerado o periodo popular

das fragoes continuas". Foi uma época em que "o assunto era conhecido por todos os
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matematicos". Como consequéncia, houve uma explosao no crescimento deste campo. A
teoria de fracoes continuas foi desenvolvida significativamente, especialmente com respeito
aos convergentes. Também eram estudadas as fragdes continuas com variaveis comple-
xas como termos. Alguns dos matemaéticos mais proeminentes que contribuiram para
este campo foram Karl Jacobi (1804-51), Oskar Perron (1880-1975), Charles Hermite
(1822-1901), Karl Friedrich Gauss (1777-1855), Augustin Cauchy (1789-1857) e Thomas
Stieltjes (1856-94). No principio do século XX, a teoria tinha avangado muito além do
trabalho inicial de Wallis.

Desde o comecgo do século XX, o uso das fragoes continuas tem aparecido em outros
campos. Para dar um exemplo de sua versatilidade, uma publicacao recente de Robert
M. Corless |7] examinou a conexao entre fragdes continuas e a teoria do caos. As fragoes
continuas foram utilizadas, também, em algoritmos para computador calculando aproxi-
macoes racionais para os nimeros reais, bem como para resolver equagoes diofantinas.

Este breve resumo do passado das fragoes continuas fornece uma visao geral do
desenvolvimento deste campo. Embora seu desenvolvimento inicial parega ter levado um
longo tempo, uma vez iniciado, o campo e sua analise cresceram rapidamente. Mesmo
hoje, o fato de as fracoes continuas ainda estarem sendo usadas significa que o assunto

esta longe de se esgotar.

1.2 Conceitos basicos

Veremos, nesta se¢ao, os conceitos bésicos sobre fragoes continuas que serao neces-
sarios para o bom entendimento deste trabalho.
Uma fragao continua é uma expressao da forma

a
bo + !

Q9 )
as

+—
byt

by +
b

onde {a,},—, e {bn},—, sdo sequéncias de nameros complexos ou fungdes complexas sim-

ples com a,, # 0. Uma fragdo continua pode, também, ser denotada das seguintes formas:

aq a9
b+ — —
O b by ..

bo + K2, <Z—”) .

(1.1)

ou
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Outra maneira de definir fragdes continuas, segundo Henrici e Pfluger [11], é uti-
lizando transformacoes lineares fracionais, conhecidas também como transformagoes de

Moebius.

Defini¢ao 1.1. Uma transformagao linear fracional (t.1.f.) € definida por

t(w) _ a—l—cw’

onde a,b,c,d e w sdao numeros complexos e ad — bc # 0.

Definicao 1.2. Uma fragao continua é um par ordenado

(({ant s {bn}), {n})

onde {a,},~, e {b,} _, sio sequéncias de nimeros complexos ou, ainda, funcoes com-
plexzas simples com a, # 0 e {f,} € uma sequéncia em C, o plano complexo estendido
(CU o), dada por

fo=5,(0), n=0,1,2,...,

onde S, (w), paran =1,2,..., sao t.I.f. definidas por

Su(w) = Suca(sa(w), suw) = = (1.2)

com

So(w) = so(w) e so(w) = by + w.

Os numeros a, e b, sao chamados, respectivamente, n-ésimos numeradores e deno-
minadores parciais. Esses numeros também sao chamados de elementos da fragao conti-

nua. O valor
a1

fn:Sn(O) :b0+ ao

as
b3‘|— .. Ay,

by +

by +

é chamado de n-ésimo convergente ou aproximante da fragao continua. Podemos usar as

seguintes notacoes

f_b+a1 (05} Qp
n — Y0 7

a.
2 Sn =bo+ K", |-2]).
A S S L J—1<b)

J
Correspondentes a cada fracdo continua da forma (1.1), existem sequéncias de

nameros ou fungdes complexas {4, } e {B,} definidas por

A_l 1 Ao bo
B_; 0 By 1
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An Anfl An72
=b, + ay, , n=1,2,.... (1.3)
Bn Bn—l Bn—2
Os nameros A, e B,, n = 1,2,..., sao chamados de n-ésimos numeradores e

denominadores de (1.1), respectivamente (também sao chamados de numeradores e de-
nominadores canoénicos). O resultado (1.3) é facilmente verificado por indugao (veja, por

exemplo, Chihara [6]). A importancia desses nimeros é mostrada no teorema a seguir.

Teorema 1.1. Se A,,, B, e f, denotam os n-ésimos numerador, denominador e conver-

gente da fra¢io continua (1.1), respectivamente, e se {S,} € a sequéncia de t.l.f. (1.2),

entao
An_'_Anflw An
Sy =— f,=5,0)=— =0,1,2,...
(w) B, + B,_jw / (0) - n €
A, _
fn—lZSn(OO):Bn_i, n:1,2,....

Além disso,
AnBy1 = Ay By = (1) [Jaw #£0, n=1,2,....
k=1

A ultima equagao pode ser escrita como

Ap An (_1)n71 HZ:l Ak

— — = ) 1.4
Bn Bn—l Bn—an ( )
Sejam A,, e B, os numeradores e denominadores de
ap az as
bp+— — — , 1.5
O b £ by +by (15)
respectivamente, e C), e D,, os numeradores e denominadores de

dy+ 2 205 (1.6)

O d 4 dy+dy + ..

respectivamente.
Defini¢ao 1.3. A fragdo continua (1.6), com
Cp = Ag, Dy = Bop, k=012,
é chamada contra¢ao par (ou parte par) da fra¢ao continua (1.5).
Defini¢ao 1.4. A fragdo continua (1.6), com
Cr = Aoky1, Dp= By, k=1,2,3,...,

¢ chamada contra¢ao impar (ou parte impar) da fragao continua (1.5).



1.3. CONVERGENCIA DE FRACOES CONTINUAS 10

Teorema 1.2. A parte par de (1.5) eziste se, e somente se, by, # 0 para k =1,2,3, ...,
e € dada por

baay a2a3b4/b2 a4a5b6/b4

by + :
0 bgbl + a9 —ayg4 + bgb4 —|—CLgb4/b2 —ag + b5b6 + a5bﬁ/b4 - ...

Teorema 1.3. A parte impar de (1.5) existe se, e somente se, boypi1 # 0 para k =

0,1,2,..., e € dada por

bob1 + a1 B arasbs /by asa4bsby /bs
by bi(as + babs) + asbs — as + babs + a4bs/bs
@5%57/ bs CL?asbg/ by

—a7+b6b7+a6b7/b5 *a9+bgbg+&8b9/b7 - ... '

1.3 Convergéncia de fragoes continuas

Nesta secao, trataremos da convergéncia de fracoes continuas. Daremos sua defi-

nicao e um resultado importante.

Definigao 1.5. Convergéncia cldssica de uma fragao continua da forma (1.5) para um
nimero f € C significa a convergéncia da sequéncia de convergentes {f,} para f e, neste

caso, o valor da fragao continua é o limite da sequéncia {f,}. Entdo, podemos escrever

aq a9 as
=bp+— — — )
F="b by © by © b3 - ...

Como existe uma correspondéncia biunivoca entre os pontos do plano complexo
estendido e a esfera de Riemann, aceitamos também o conceito de convergéncia para o
infinito. Assim, dizemos que uma fracao continua diverge se a sequéncia {f,} converge

para mais de um valor ou quando nao converge para nenhum valor.

Teorema 1.4. Se api1 > 0eb, >0, n=0,1,2,..., entao os convergentes de ordem
par, fon, da fra¢iao continua (1.5) formam uma sequéncia numérica crescente, enquanto
que 0s convergentes de ordem impar, foni1, formam uma sequéncia decrescente e todo
convergente de ordem par é menor do que qualquer convergente de ordem impar. Além
disso, cada convergente f,, n > 2, estd entre os convergentes f,_1 € fn_o. Os termos da

sequéncia { f,} satisfazem

fo<fo<fa< - <fo< - <fop<--<[fs<fs<fr. (1.7)
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Demonstracao: De (1.3) e (1.4), encontramos que

b”( ]_)TL HZ:i k
’n fn 2 = Ban ) y n -~ 2 (1 8)

Desta equacao, obtemos

bon (—1) 2" T ay,

f2n - f2n72 - anBQn72

>0 = fon—2 < fon, (1.9)

bonr1(—1)2 T an

f2n+1 - f2n71 = B B <0 = f2n+1 < fgnfl. (110)
2n+1P2n—-1
Além disso, de (1.4), temos
-1 2n—1 22 a
fon = fon—1 = ( )B BH’“ P20 = fon < fona, (1.11)
2nP2n—1
¢ 2n+1
1) [ a
f2n+1 - f2n = ( ) Hkil b >0 = an < f2n+1. (112)

B2n+1BQn

De (1.9) e (1.10) concluimos que {fs,} é uma sequéncia crescente e que {fa,11} é uma

sequéncia decrescente. De (1.9), (1.12) e (1.10) podemos escrever
Jon—2 < fon < fan+1 < fon—1. (1.13)

Portanto, f,, esta entre f,, 1 e f,_o. Em (1.13), fazendo

e n =1, obtemos fy < fo < f3 < f1.

e n =2 temosfo < fi < f5 < f3. Portanto, fo < fo < f1 < f5 < f3 < f1.

e n =3, obtemos f; < fo < fr < f5. Logo, fo < fo < fa < [fo < fr <[5 < [3 < fi1.
Continuando desta forma, obtemos

Jo<fo< - <o <fon <o <fonsr < fomr <o < fs < o,

concluindo, assim, a demonstragao do teorema. |

1.4 Polindmios ortogonais e similares

Faremos, nesta se¢ao, um breve estudo sobre os polindmios ortogonais e os similares
aos ortogonais e suas conexoes com as fragoes continuas. Para maiores detalhes veja [4],

6], 18], [21].
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Definigao 1.6. Seja ¢ uma funcao real, nao decrescente, definida em |a,b]. Um ponto

¢ € la,b] é chamado de ponto de aumento de ¢ se p(§+¢)—d(E—¢e) > 0, para todo € > 0.

Seja ¢(r) uma fungao real, ndo decrescente e com infinitos pontos de aumento em

um intervalo (a,b), —oo < a < b < co. Se 0s momentos

b
s, = [ amdoto)

existem param = 0,1,2,..., d¢(x) é chamada uma distribuigao em (a, b). Se os momentos
existem para todo m inteiro, d¢(z) é uma distribuigao forte. Se, além disso, (a,b) C

(0,00), dp(x) é uma distribuigao forte de Stieltjes.

Definicao 1.7. Os determinantes definidos por

K Hmt1 o Mmtn—1
gl = | fmt e e S 1 m= 0,1, 42, ., (114)
Mm+n—1 Mm+n Tt ,um+2n—2

sdo chamados determinantes de Hankel, onde H'Y =0 ¢ H™ = 1.

Esses determinantes possuem a importante propriedade dada abaixo, cuja demons-

tragao pode ser encontrada em [10]:

(H) — H O+ OV EY =0, nomeZ, n>1 (L15)

n n—1

1.4.1 Polin6mios ortogonais

Entre os polinomios que satisfazem uma relacao de recorréncia de trés termos,
estao os polinomios ortogonais. As aplicacoes desses polindomios na Anélise Aplicada sao

muitas e novas aplica¢oes surgem a cada dia.

Definigao 1.8. Uma sequéncia { P?(x)}%, de polinémios ortogonais relativamente a uma

distribuicao do(x) em um intervalo (a,b), —oo < a < b < 00, pode ser definida por
(i) P?(z) € um polinémio de grau exatamente n, n > 0,

b
(ii) (™, P?(x)) :/ 2" P?(x)dé(x) =0, m=0,1,...,n— 1.
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A existéncia dessa sequéncia de polindémios depende da condigao
HY £ 0, n=0,1,2,....

Do item (i) da defini¢do anterior, temos que {PJ(z), P{(x),..., P¢(z)} é um con-
junto linearmente independente, portanto, formam uma base para P,, o espaco vetorial
dos polinémios de grau < n.

Os polinémios ortogonais possuem muitas propriedades interessantes. Vejamos

algumas delas.

Teorema 1.5 (Relagao de recorréncia de trés termos). Seja { P?(x)}2, uma sequén-

cia de polindmios ortogonais em (a,b) relativamente o distribui¢ao do(z). Entao,

Pfﬂ( )= (’Yf+1x—52+1)P1?(1’) n+1p¢ (z), n=>0, (1.16)

com PJ(x) =1, P’ (x)=0, a2, B, 72 €R, n>1, e

Qp, 1,n+1 T P;f)
%HZL#O, 5“_7&1%’ n>0
Onn <Pn 5 Pn >
5 7¢+1 <P¢ P¢> (].].7)
€ an—i—l = n¢> ¢ 7& 0 n Z 1.
Tn <Pn 1> P >
Demonstragao: Usaremos a notagao Pd’ Z Qn, .t apn 7 0.

Como xP?¢(x) ¢ um polinémio de grau n + 17 podemos escrever

n+1

rP?(x Z b P? (x

Igualando os coeficientes dos termos de maior grau em ambos os membros da

igualdade acima, obtemos
Qpn = bn+1an+1,n+1-

Logo,
a/n,n
bn+1 = 0
Ap41,n+1

Porém, das relacoes de ortogonalidade,

b
<wP;f’,Pj’> = / P,f(x):tpf(x)dqﬁ(w) =0 para 0<j<n-—2.

a
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Assim,
n+1
<xP;f’,Pf’> = Zbi<ﬂ-¢,P]¢> =b; <Pf,PJ¢> =0=0;=0 para0<j<n-2.
i=0
Logo,

2P(2) = b1 Py () + b Py (@) + buoa Py (2),

que pode ser escrito como

P??Jrl(‘T) = (’VZHx - 6Z+1>Pf<x) - 042+1P511(x), (1.18)
com
= = e Rasgl e hag
Calculemos, agora, os valores de aZ € ﬁf +1- De (1.18), obtemos
0= (Pl P2 ) =70 (2P0 PE) = By (P2 PE) — ol (PLLPE ).
Dali,

vPY, P
ﬁff+1 = %+1%-
(ri.

Analogamente,

0= <Pf+1,Pf_1> = 72+1 <$P$7Pf—1> - ﬁjf—&-l <P$>P7?—1> - 042+1 <Pr(f—1? Pf—1> .

Logo,
<$Pr?7 Pr?fl>
¢
Qpy1 = 7n+1ﬁ'
<Pn—1> Pn—1>
Mas, como
P,f’(x) = (’7233 - ﬁf)Pf_1($) - aﬁPf_z(m),
obtemos
1 By o
2P (x) = < Poa) + 2P (2) + 22 P (a).
Tn Tn n
Entao,

(ep2. P2y = [ oL @)

a

1o gy [°
= =) Pf(x)Pf(z)dgb(x)—ir% / Py () Py ()dg(x)

a? [P 1
22 [ PP y(w)do() = = (P2 P2).
7”1 a ’Yn
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Portanto,

é _’Yﬁﬂ <PT‘5’,P7‘{’>

n+1 — .
7 <P¢ P? >

(0
n—1+* n-1

|
N 0o
Para construirmos a sequéncia de polinémios ortogonais monicos {Pg’(x)} com
n=0
relagdo a distribuigao d¢(x), basta dividirmos cada polinémio pelo correspondente coefi-

ciente do termo de maior grau, ou seja,

. po
Pozy = B0 sy

Qnon

Dividindo a relagao de recorréncia (1.16) por a,i1,+1 ¢ fazendo os ajustes neces-

sarios, obtemos

p;f+1(x) = (x - Bfﬂ)pf(x) - @gﬂpafq(x)a n >0, (1-19)
onde o
. (aPppp) (P2, P?)
ﬁn—‘,—l A~ A ) dn—i—l = ~ ~ ’ (120)
(Pr B2 (Pra Py

Teorema 1.6. Seja P?(x), n > 1, uma sequéncia de polinémios ortogonais no intervalo
(a,b) com relagio a distribuicao do(z). Entdo, as raizes de P?(x) sdo reais, distintas e

pertencem ao intervalo (a,b).

Demonstragao: Suponhamos que P?(x) nao mude de sinal em (a,b). Entao, P?(x) >0

b
(ou P?(x) < 0), mas nao identicamente nulo, em (a,b). Logo, / P?(z)dp(z) > 0 (ou

b
/ P?(z)d¢(x) < 0), o que contradiz a propriedade de ortogonalidade dos polinomios P,,
pois
b b
/ P?¢(z)w(x)dr = / 2" P?(z)do(x) = 0. (1.21)
Assim, P?(x) deve mudar de sinal em (a, b) pelo menos uma vez. Logo, existe pelo menos
uma raiz real de P?(z) de multiplicidade fmpar em (a, b).
Suponhamos que Z, 1, T2, ..., Tn, (1 < n) sejam as raizes distintas de multiplici-

dade impar de P?¢(z) em (a,b). Entao,

PY(r) = (2 = 2p1) (@ = Tn2) . (& = Top)Qur(7) = ¢(2)Qur(2),
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onde @,,_,(z) é um polindmio de grau (n —r) que tem somente raizes complexas ou raizes
de multiplicidade par em (a,b) ou raizes fora de (a,b). Logo, @,—.(z) ndo muda de sinal

em (a,b). Porém, pela relacao de ortogonalidade,

/ ¢-(2) P2 (2)do(z) = 0. (1.22)

Mas,

/ 4o (2) P2 (x)do(x) = / P(2)Qur () d(x) # 0. (1.23)

Por (1.22) e (1.23) temos um absurdo. Assim, P?(x) tem r > n raizes de multipli-
cidade fmpar em (a,b). Mas, como P¢(z) ¢ um polinémio de grau n, entdo r = n. Deste

modo, P?(x) tem n raizes de multiplicidade fmpar em (a, b), da seguinte forma
Pl(2) = (x — 201)" (2 — 2n2)? ... (T — 20 )™.

Como i1, 1s,...,1, sS40 poténcias positivas e impares e i1 + is + ... + i, = n, temos que
lelgzzlnzl |
Outra propriedade muito interessante é a do entrelacamento dos zeros, cuja de-

monstragao pode ser encontrada, por exemplo, em Chihara [6].

Teorema 1.7. Seja {Pf(:z:)} uma sequéncia de polinémios ortogonais. Entao, entre
j=0

dois zeros consecutivos do polindomio de grau n — 1, Pf_l(a:), existe somente um zero de

Podemos definir uma segunda sequéncia de polinomios, {Q%(z)}%°,, do seguinte

modo:

b po(y) _ po
Q) = [ H=E W ag), azo

Esses sao os polindmios associados que aparecem na teoria dos polinémios ortogo-

nais. Podemos mostrar que esses polindmios satisfazem a mesma relagao de recorréncia

dos polindmios ortogonais, mas com condicoes iniciais diferentes, ou seja,

Qi+1(x) = (73+1$ - 5Z)+1)Q£($) - O‘;ﬁﬂQi—l(@a

para n > 1, com as condicoes iniciais Q%(z) = 0, Q¥ (x) = 7’ u. Logo, Qiﬂ(x) tem grau

n, n > 0.
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E claro que os polinémios associados aos polinémios ortogonais ménicos P?(x)

satisfazem a mesma relagao de recorréncia dos ménicos,

QZH(QI’) = (z — Bﬁﬂ)éz(l’) - @2“@2_1(%), (1.24)

com as condigoes iniciais QF(x) = 0, Q¥ () = ug. Portanto, nio sdo moénicos e todos tém

o coeficiente do termo de maior grau igual a ,ug).

1.4.2 Polin6mios similares aos ortogonais

A introdugao do problema forte de momento, veja [13], abriu caminho para o estudo
de polinomios que apresentam propriedades semelhantes as dos polinémios ortogonais.
Este problema pode ser expresso por:

Dada uma sequéncia { i, }>°_ de niumeros reais, sob que condicoes existe uma

—00

medida nao negativa diy(t) tal que

b
[ = 11 :/ t"da(t), m=0,%+1,+2,...7

Jones, Thron e Waadeland [13] resolveram este problema quando (a,b) C (0, 00).
Sri Ranga [20], usando conceitos de fragoes continuas, resolveu o problema forte de mo-
mento de Hamburger, isto é, quando —oo < a < b < 0.

Vamos, aqui, definir uma sequéncia de polinomios similares aos ortogonais ou,

simplesmente, polindmios similares, {B}f(z)}:;o, por

(i) B¥(z) é um polindmio ménico de grau exatamente n, n > 0,

b
(i1) / ZMBY(2)dyp(z) =0, m=0,1,...,n—1,

onde di(z) é uma distribuicdo forte de Stieltjes em (a,b).
Uma condicao necessaria e suficiente para a existéncia dessa sequéncia de polino-

mios é que os determinantes de Hankel definidos por (1.14) satisfacam
H™ £0,  n>0, m=0+1,42,....

Na verdade, podemos demonstrar que, para uma distribui¢ao forte de Stieltjes,

HY >0,n>0, m=0,%1,+2,... .
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Esses polinomios satisfazem, por exemplo, a relagao de recorréncia de trés termos

By(2) = (2= B1)BY(2) — anzBis(2), 0 =0, (1.25)

n

com BY(z) = 0 e BY(z) = 1. Os coeficientes (Y e a’ 1, n > 1, podem ser dados em

termos dos determinantes de Hankel por

(=n) gy(—n+1)
Oéd) L= Hn+1 Hn—l
n+ ]yﬁfn)}{éfn+l)

—n —n—2
HHL

—n—1 —n—1
_HE

e BY n>1. (1.26)

Do mesmo modo que fizemos para os polindmios ortogonais, podemos definir os

polinémios associados de grau n — 1 por

AY(z) = /b Bg(ti - f#(z)dw(t), n>0, (1.27)

com A (2) =0e AV(2) = uf.

E facil ver que o coeficiente do termo de maior grau desses polinomios é u;f. Como

BY(t) — BY(2) = (t" — 2") + by 1 (1" — 2" 4o b (t - 2),

temos
BY(t) — BY ol o 2 -
il 1 0 (2) = Zt”_l_]zj + b1 Zt”_2_jzj o F bt + 2) + b
—Z
j=0 Jj=0

= anl + (t + bn,nfl)zniz +oeet (tn72 + bn»nfltnig Tt bn’z)z

(" byt b)),

Portanto, integrando ambos os lados no intervalo (a,b) relativamente a distribuigao v,

obtemos

AV(2) = gy (] A b)) 2 T A (g + D1 e+ Do)z

+(H:f—1 + bn,nfl,UZ—Z ot bn,lﬂg)' (1.28)

Os polinémios A, (z) também satisfazem a mesma rela¢do de recorréncia dos po-

linébmios similares, ou seja,
A:f+1(z) = (2 — 5&1)14%(2) - 0‘&1214571(2)7 n =1, (1.29)

com as condicdes iniciais AY (z) = 0, AV(2) = p.
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AV
Além disso, o quociente :Z(Z) satisfaz
By (z2)
oo v 1
Aw<z) M_O+M_;+...+/Ln;1+0<n+1),
Z( ) = z z z z (1.30)
By (2
! —,utfl - ,uquZ — .- — ulfnzn’l + O(z").

De fato, fazendo a divisao de A¥(z), dado em (1.28), por BY(z) encontramos

AY (2 v ¥ ﬁ, 1
"():“—0+“—§+---+” L+0 -
B}f(z) 2 z 2n 2n+
Para a segunda série, sabendo que
1 1 1 n—1 n
_ — a2 1.31
t— 2 t(1_f) R T T (1.31)
t
obtemos
|
/ jdd}(t) e A AR R VA AN AL SR (1.32)
X
t

De (1.31) e da definigdo de polindmios similares, temos que

b Bw b M1 n—1 n
[fmen = [mofiraer g N
t

b [ on zn—l—l
_ / BY) | + +} do(t) = O(=").  (1.33)

Logo, como

A¥(z) 1 /” BY(t)
Bl (z) BY(z)Ja ¢

de (1.32) e (1.33), obtemos que

A¥(z) " v ¥ _n-1
_nNo = U ez — e — _nzn_ +Ozn
Bff(z) H_p — g % ( )

Veja Andrade [3] e Ranga [20] para outras propriedades sobre esses polinomios.

1.4.3 Conexao com fracoes continuas

Faremos, agora, a associacao dos polindémios ortogonais e similares aos ortogonais
com as fragoes continuas. As formulas de Wallis (1.3) levam-nos diretamente a isso. Se,

em (1.1), tomarmos

b0:07 a’lzug#(h an-i-l:_df:-l,-l#()a bn:x_ﬁ/\;i nzlv
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obtemos a fragao continua

R R

cujo n-ésimo denominador parcial, B,, ¢ o polinémio ortogonal Pﬁ(x) que satisfaz a
relagao de recorréncia (1.19). A fragdo continua (1.34) é conhecida como fragdo continua
do tipo Jacobi ou, simplesmente, J-fracao, devido a sua relagdo com certos tipos de
matrizes conhecidas por matrizes de Jacobi, cujos autovalores sao os zeros dos polinémios
ortogonais a elas associados.

Retornando as féormulas de Wallis, vemos que A, = Qﬁ(x), e, entao, satisfazem
a relacao de recorréncia (1.24). Observe, também, que o n-ésimo convergente é a razao
entre o polinémio associado de grau n — 1 e o ortogonal de grau n.

Vamos obter, agora, a conexao entre os polindmios similares e fragoes continuas.

Retornemos as formulas de Wallis. Tomando, em (1.1),
by = 0, alz,ug#(), an+1:—af+lz7é0, bp=2—03Y n>1,

obtemos a fragao continua,
I ol z ¥z a¥z

2= 2=y 2= =y

conhecida como T-fracao, cuja forma geral sera definida mais adiante.

(1.35)

Observe que os n-ésimos numerador e denominador parciais sao, respectivamente,
o polinémio associado de grau n — 1, A¥(z), e o polindémio similar de grau n, BY(z).
Portanto, satisfazem as relagoes de recorréncia (1.29) e (1.25).

Conhecendo-se, pois, as relagoes de recorréncia dos polindmios ortogonais ou si-
milares, é possivel construir as correspondentes fragoes continuas a partir dos coeficientes

dessas relagoes.

1.5 Aproximantes de Padé

A classe P das séries de poténcias formais sobre C consiste de todas as expressoes
da forma

Clz)=cy+crzt+cz?+--- = Zcmzm
m=0

com coeficientes ¢,, € C.
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Seja C'(z) € P e sejam m e n inteiros ndo negativos. A forma racional complexa

u(z) U+ urz - A Uy 2™
v(z)  vo vzt oz

¢ uma forma de Padé do tipo (m,n) para C(z) se v #0 e

C(2)v(z) — u(z) = O(z™ . (1.36)

[e.e]

O simbolo O indica que o lado direito é uma série de poténcias da forma » Pa—

0 < k < +o0; onde k = 400 significa que C(z)v(z) — u(z) = 0.

A equagao (1.36) é equivalente ao sistema linear de m+n+1 equagoes nas m—+n-+2

incognitas ug, . .., Um, Vo, - - -, Up :
n . u
u;, 1=0,1,...,m, (S™.)
Sran = E Ci—jV; =
;o v
=0 0, i=m+1,....m+n, (S,)
ou seja,
( 3
CoVo = Up
C1Vg + CoUq = U u
> Smn
CnVo + Cpo1V1 + CpoU2 + -+ CppUp = Unp )
Smn = 3
Cm1Vo  +  CpUr + Cpoiv2 A+ 0+ CpprnUn = 0
Cm+2V0 + Cmy101 + U2 + 0+ CmgonUn = 0 s
> mn
CmtnV0 + Cmin—1V1 + Cmin—2V2 + -+ + CpUn = 0 )
Observe que se m <n, ¢, =0, k=m+1,m+2,...,n.

Teorema 1.8. [Frobenius|. Sempre existem formas de Padé do tipo (m,n) para C(z).
Cada forma € uma representacdo da mesma fungdao racional R,,(z). A representagdo

reduzida
~ Poan(2)
Qmn(2)

¢ possivel com P (z) € Qmn(2) relativamente primos e P, (0) = ¢o, Qmn(0) = 1.

Ryn(2)

Demonstragao: Sempre existem solucdes nao triviais (ug, . .., Upm, Vo, - - ., Vp)L de Spp.
De fato, basta tomar uma solugao v # 0, pois, caso contrario, S;,, implicaria em u = 0.
Da mesma forma, se v(z) = O(2}), temos vy # 0 e, entdo, u(z) = O(2}), uy = covy.

~ . (% . .
Portanto, a representacao reduzida de — pode ser normalizada como desejado.
v
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/

uou
Se — e — sdo duas formas de Padé do tipo (m,n) para C(z), entao
voow

Cv—u=0(z"*""), Cv —u' =0(z") e
w’ —u'v = (Cv' —u)v — (Cv — u)v' = O(z""),

O lado esquerdo é um polinémio de grau no maximo m + n e o lado direito é uma

série de poténcias comecando com a poténcia 2™+ +*+1 L > 0. Portanto, ambos os lados
/

se anulam e as fungoes racionais determinadas por — e — sao idénticas. Isso completa a
v

demonstracao. |

_ Prn(2)
Qumn(2)

¢ chamada

Definicao 1.9. A funcao racional unicamente determinada Ry,,(2)

fragdo de Padé do tipo (m,n) para C(z).
Defini¢ao 1.10. A tabela de Padé (estendida) para C(z) € definida por:

Roo Ro1 Ro2  Ros
Rigy Ry Ria Ris
Roy Ry Ryy Roz - (1.37)
R3y Rs1 Rs2 Ras

A primeira coluna desta tabela contém as somas parciais Cp,(2) = Y -, cxz® de

C(z). Também associadas com C'(z) estao as matrizes

Cm Cm—1 o Cm—n4+2 Cm—n+1
Cm41 Cm 0 Cment3 Cm—ni2
Crn = , n>1
Cm4n—2 Cm4n—-3 " Cm Cm—1
Cm4n—-1 Cm4n—2 Cm+1 Cm

Definigao 1.11. Seja ¢y, = det Crupy ¢o = 1. A c-tabela (estendida) para C(z) € definida
por:

Coo Co1 Co2 Co3

Cio C11 €12 (13

C20 Co1 C22 Ca3

C30 C31 C32 Cs3
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Evidentemente ¢,,0 = 1, ¢n1 = ¢, Con = €-
Fragoes de Padé iguais ocorrem em blocos quadrados na tabela de Padé. A c-tabela
tem uma estrutura de blocos correspondente, com grupos de determinantes c¢;; ocorrendo

em blocos quadrados maximais da forma:

% %
* 0 0
* 0 k+1, ® # 0,
=0 0
« 0 0 - 0)
k + 1

O proximo resultado é uma extensao de um teorema de Padé. Ele caracteriza as formas
de Padé do tipo (i,j) para C(z) e d4 uma férmula para os postos dos sistemas lineares
Sij € SZUJ

P(z)
Q(2)

co # 0. Sejam m e n os graus de P e @), respectivamente, e suponha que a série de potén-

Teorema 1.9. Seja

uma fragao de Padé para a série de poténcias C(z) € P,

cias C(2)Q(z) — P(z) comece exatamente com a poténcia z™ "1 Entdo, as sequintes

afirmacgoes sao verdadeiras:
(a) k= 0;

P(z)

(b) Ru(z) = )

se, e somente se,

m<u<m+k e n<v<n+k. (1.38)

Se (u,v) satisfaz (1.38), entao:

(c) M ¢ uma forma de Padé do tipo (i, v) para C(z) se, e somente se,
v

(2)
u(z) = 2Md(2)P(2),  v(z) = 2Md(2)Q(=),

com Ay, = max{0, (g —m)+ (v —n) —k} e d(z) # 0 de grau no mdzimo

(R e S T e

min{y —m,v —n}, k=oc.
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(d) p+v—posto (S,,) =v — posto (S;,) = Xuw-

(¢)

cn 70, m<pu<m+k,
v 70, n<v<n+k,

cw =0, m<pu<m+k e n<v<n+k.

~ . u(2) ) ) P(z) N
Demonstracao: Sejam —— uma forma de Padé do tipo (u,v) e R, (z) = . Entao,
grau(u) < p, grau(v) <v, C(2)v(z)—u(z) = Oz, (1.39)

Desde que ¢g # 0 € (ug, ..., Um, Vo, -..,0,)" # 0, segue, da forma de S, que v # 0 e
u # 0. Colocando em evidéncia o maximo divisor comum entre u e v, obtemos
u(z) = 2Mdo+diz+ -+ d2X)P(2)
(1.40)
v(z) = 2Mdo+diz+ -+ dy2¥)Q(2)

com dod, # 0. Entao, de (1.39),
C(2)[M (do + diz + - - + d 2)Q(2)] — 2Mdo + duz + - - - + dy 2X) P(2) = O(#+1).

Logo,
Mdo + dyz+ -+ dy 2 [C(2)Q(2) — P(2)] = Oz

e, assim,

AMO(2)Q(2) — P(2)] = Oz, (1.41)

Como X e y sao graus de polinémios, entao
A>0 e x>0 (1.42)
De (1.39) e (1.40), segue que
X+A+m<pu e x+A+n<w (1.43)

Por hipétese, a série C(2)Q(z) — P(z) comega exatamente na poténcia z™ "1 Togo,
de (1.41),
p+v<m+n+k+A\ (1.44)
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As desigualdades (1.42), (1.43) e (1.44) sao equivalentes a

vV

X 0,
A > max{0, (u—m) + (v —n) — K}, (1.45)
X+A < min{g—m,v—n}.

Reciprocamente, sejam os inteiros p e v tais que existem inteiros x e A satisfazendo (1.45).
Para d(z) = dy+dyz+ - - - +d, 2X # 0 arbitrario, definimos u e v por (1.40). Entao, (1.39)
P
vale em razao das desigualdades (1.45), Y ¢ uma forma de Padé do tipo (u,v) e Ry = 0
v
P
Desde que — é uma fracao de Padé para C(z), existem inteiros x, A, i e v satisfa-

Q
zendo (1.45). Entao,

E>(p—m)+v—n)=A>2x+2A—-A=2x+ >0,
—_—— N —
>X+A >X+A

o que demonstra (a).

Além disso, R, =

0 se, e somente se, existe uma solugao (x, A) de (1.45). Isto ¢
possivel se, e somente se,
max{0,(x—m)+ (v —n) —k} <X <min{g —m,v —n} — x <min{y — m,v — n}.

Isto é, se, e somente se,

0O<mu—m e (u—m)+w¥—-—n)—k<v—n=m<pu<m+k, (1.46)
0<v-—n e (u—m)+v—n)—k<pu—m=n<v<n+k, '

ou seja, (1.38) vale, provando, assim, (b).

N

* + ?L=rn|'n{p.-m,v-n}

A = max [D.[;.t-mh[v-n]-k}

LI LR LARARA)

AL iiiie

% N\ "

Fl“

Figura 1.1: Regiao factivel para encontrar x,, e A,,.
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A forma de Padé mais geral do tipo (u,r) é obtida quando A é minimizado e x
¢ maximizado, sujeitos as desigualdades (1.45). Célculos simples de otimizagao mostram
que os valores 6timos sdo A = \,, e X = X (veja a Figura 1.1). Isto prova (c). Isso
significa que o grau do polinémio d(z) na forma de Padé mais geral do tipo (p,v) € X

A afirmagcio (d) segue uma vez que as solugoes gerais de S, e Sy, contém y,, + 1
parametros.

Agora, ¢, = 0 se, e somente se, Sy, tem uma solugao nao trivial com vy = 0. Mas,
segue de (1.45) que

Xpv + Ay = min{p — m, v — n},

e Ay € o inteiro maximal A para o qual v(z) = O(z") em alguma forma de Padé do tipo
(p,v). Logo, ¢, = 0 se, e somente se, \,, > 0 e, portanto, min{y —m,v —n} > 0. Ou
seja,

p—m>0=pu>m e v—m>0=v>n.

Isto, junto com (1.46), prova (e), completando a demonstragao do teorema. n
Os blocos quadrados descritos no teorema anterior, R-bloco e c-bloco, sao chamados

de blocos de ordem k.

Definicao 1.12. A fra¢ao de Padé R,,, € normal se o R-bloco que a contém é de ordem

k =0, isto €, R,,, ocorre apenas uma vez na tabela de Padé.

Definicao 1.13. A série de poténcias C(z) é normal se todas as suas fragoes de Padé

sao normais. Isto €, nao hd duas fragoes de Padé iguais.

Corolario 1.1. Uma fragcao de Padé R,,, € normal se, e somente se, os determinantes
Cmns Cmn+1; Cm4+1,n € Cm41,n+1

nao se anulam. A série de poténcias C(z) € normal se, e somente se,
Con 70, m>0, n>0.

Em particular, os coeficientes ¢,1 = ¢y, m > 0, nao devem se anular.

1.5.1 Conexao com fracoes continuas

O resultado abaixo nos mostra como as séries de poténcias, ou os aproximantes de

Padé, estao relacionadas a fragoes continuas, conhecidas como C-fragoes.
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Definicao 1.14. Uma C-fragao é uma fragao continua da forma

alzil (ngiQ agzi3
1 + 1 + 1 + ...

Co+
comcyg€C,a,cCei,eN n>1.

A fracao continua

Co

a1z a9z agz®

1
+1+1+1+...

também é chamada C-fracao.

Teorema 1.10. Seja
1+ciz+ ez + ez + - (1.47)

uma série de poténcias formal tal que seus aproximantes de Padé
ROO(Z), Rlo(Z), Rn(z), 321(2), 322(2)7 R32(2),

sao normais. Entdao, a série de poténcias (1.47), corresponde uma C-fragdo reqular

a1z Aoz (3% Q2
1+— —-— — —_— ) 1.48
1 +1 + 1 +... 4+ + ... ( )

cujos aproximantes C,, satisfazem
Cgm = Rmma C2m+1 = Rerl,ma m = O, 1, 2, e (149)

Para a demonstragao referimo-nos a Jones e Thron [12], pag. 191. Vale, também,
a reciproca desse resultado.
Podemos observar que aproximantes consecutivos C,, e C,,;; da C-fragao formam

“degraus”’ na tabela de Padé (1.37) da série (1.47).

1.5.2 Tabela de Padé de dois pontos

A tabela de Padé usual interpola apenas uma série de poténcias formal em um
ponto, normalmente z = 0, e esta relacionada a fracoes continuas do tipo C-fragao regular.
Vimos que, neste caso, os aproximantes formam “degraus” na tabela de Padé.

As T-fragoes

z z z z
1+d12+1+d22+1+d32+ +1—|—an+

: (1.50)
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introduzidas em 1948 por Thron [22| e minuciosamente estudadas por ele, tém uma es-
trutura simples e também correspondem a séries de poténcias. Entretanto, nenhum dos
aproximantes estao na tabela de Padé (exceto o caso d,, = 0 para todo n). Muito mais

tarde descobriu-se que, além da correspondéncia com a série de poténcias
co+crztesz?— o 4 (correspondéncia em 0), (1.51)

a T-fracao geral

F F. F. F,
co+ —12 2% 3% _mE . F, 40, (1.52)
1+Giz+14+Goz+1+G3z+ ... +1+Gpz+ ...
corresponde, também, & série de poténcias
i + 4 + ] + - F i + - (correspondéncia no oo) (1.53)
S 2 .3 Sk+l p ’ :

se G, # 0 para todo n. Sob determinadas condigoes sobre os coeficientes, também vale
a reciproca, isto é, para cada par de séries de poténcias (1.51) e (1.53) corresponde uma,
T-fracao geral (1.52). A interpolacao fornecida pela T-fragao geral é dividida entre inter-
polagao em 0 e co.

A tabela de Padé de dois pontos (em 0 e 0o) é construida a partir de um par de
séries (1.51) e (1.53) de maneira semelhante ao caso de apenas um ponto. Nesta tabela,
encontram-se os aproximantes da T-fragao geral (1.52). Esta surpreendente propriedade
das T-fragdes gerais (a de corresponderem a duas séries de poténcias simultaneamente,
uma em z = 0 e uma em z = o0) foi primeiramente observada por McCabe e Murphy
[17]. Eles chamaram sua fragdo continua de M-fra¢ao, dada por

1 NoZ N3z Nm 2
14diz+1+dez +14+dsz+ ... +1+dnz+ ...

(1.54)

Mas, M-fragoes sao, essencialmente, T-fragoes.

Denotemos por F(z) e F*(z) as duas séries (1.51) e (1.53), respectivamente. Entao,
Pmn(2)

Gmn(2)

simultaneamente, um determinado ntimero de termos (os primeiros) de cada série. Isto

o aproximante de Padé de dois pontos de (F, F*) é obtido de modo a ajustar,

pode ser feito de diversas maneiras. Podemos exigir, por exemplo, que

. 1
pm,n(z)F(z) - Qm,n(z) = O (Z(m+n+1)/2) € pm,n(z)F (Z) - Qm,n(z> = O (W)

se m+n+1 é par.
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Logo, podemos escrever

q (z) co+criz+ 027;2 + o+ Clmtn—1)/2 Lmin=1)/2 L (Z(m+n+l)/2) :

Pmn(2) @, 4 Clm+n+1)/2 —(m4n+3)/2
;—F;—F"'—FW-FO(Z )

Analogamente para o caso m +n + 1 impar.
No proximo capitulo, veremos mais detalhes sobre a tabela de Padé de dois pontos.

Veja, por exemplo, [15] para uma definigdo mais precisa e propriedades sobre essa tabela.



30

Capitulo 2

Fracoes continuas que correspondem a
expansoes em séries de poténcias em

dois pontos

Neste capitulo, baseado nos artigos [1], [2], [9], [16] e [17], apresentamos os métodos,
construidos a partir dos determinantes de Hankel e do algoritmo Q-D, para a obtencao
da fracao continua correspondente as séries de poténcias, em z = 0 e 2 = 00, de uma
fungao f(z) dada. Apresentamos, ainda, o caso em que hé coeficientes nulos em uma ou
em ambas as séries de poténcias e, também, quando os coeficientes das séries apresentam
simetria.

Uma fungao f : U C C — C é chamada analitica em U se, para todo ponto zg € U
existe uma vizinhanga V,, C U tal que f(z) pode ser expressa como uma série de poténcias
de centro z para todo z € V.

Seja f(z) uma fungao analitica que possui expansdes em séries de poténcias em
z = 0 e em z = o0o. Resultados analogos podem ser obtidos para dois pontos finitos
aplicando-se uma transformacao bilinear & variavel z.

Assim, consideremos o caso em que, para |z| pequeno, temos
2 3
f(z) =ap+ a1z + axz” + azz” + - - (2.1)

e, para |z| grande,
flo)= -2 8 A (2.2)

Suponhamos que ag,a; # 0 e explicaremos a razao desta restricao mais adiante.
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Os coeficientes a;, © € Z, podem ser complexos, mas para muitas aplica¢coes os tomamos
reais. A razdo para a notagao em (2.2) ficara clara posteriormente.

Suponhamos, ainda, que f(z) seja injetora e que nao tenha singularidades no eixo
real positivo, salvo, possivelmente, em z = 0 e z = oco. Os sinais de igual em (2.1) e
em (2.2) nao sdo estritamente necessarios, as expansoes podem ser consideradas como em
carater assintotico, valendo para alguns intervalos de valores de argz que contém argz = 0.

Aproximemos f(z) por fungoes racionais da forma

im0 + A 12 + -+ O4m,m—1zmi1

1 + ﬁm,lz + -+ ﬁmn’nzm

= fii(2), m=0,1,2,..., (2.3)

em que os coeficientes v, ; € Byi41, ¢ = 0,1,...,m — 1, sao independentes de z. Esses 2m
coeficientes podem ser escolhidos de tal forma que, quando a fungao racional em (2.3) é
expandida para |z| pequeno e para |z| grande, haja coincidéncia com ¢ termos de (2.1) e
J termos de (2.2), totalizando ¢ + j = 2m termos ao todo. Portanto, esta ¢ a razao de
denotarmos a aproximacao por f; ;(z).
Assim,

f(z) = fij(z) = O (2, 27TV | (2.4)
em que o simbolo no lado direito significa que o lado esquerdo é da ordem de 2z para |z|
pequeno e da ordem de z~U+!) para |z| grande.

Seja a fragao continua

nonops Pn
@1+ qtg+ ...+ gmt ...

- Py, . . .
com m-ésimo convergente —, em que P, e (), satisfazem as relagoes de recorréncia
m

Pm+1 = Qm+1Pm +pm+1Pm—1 € Qm+1 - Qm—i—lQm +pm+1Qm—1a (25)

param =0,1,2,..., com valores iniciais Py =0, P, =p1, Qo =1¢ Q1 = q1.
Definindo A, ; por
Ar,s = P.Qs — P,Q,,

de (2.5) encontramos que

Am m—+1 Am—l m-+1
Pm+1 : dm+1 Am—Lm ( )

m—1,m

param = 1,2,3,.... Tomando P,,(z) e Q,,(2) das formas

Pm(Z) = 0mo + A 12 + -+ am,m—lzm_l € Qm(z) =1 + 5m712 + -+ ﬁm,mzm,
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temos
o P
fl:]( ) Qm(z)’

Assim, a partir dos polindémios P,,(z) e Q,,(z) podemos determinar os elementos

i+j=2m, m=123,....

da fragao continua. Como ja mencionamos, Murphy, em (1966), mostrou que a fragao
continua desejada é da forma

ny NoZz nsz Nn 2

(2.7)

em que n,, e d,, sao constantes independentes de z. De fato, mostraremos que as fragoes
continuas sao dessa forma. Vamos supor que n,,, m > 1, sejam nao nulos, mas que d,,,

m > 1, podem ser iguais a zero.

2.1 Construcao de fracoes continuas pelos determinan-

tes de Hankel

2.1.1 Casot=3=m
Consideremos a sequéncia de fungoes racionais

Jras fazs fa3s s fmams -

que aproximam f(z).

Temos, de (2.4), que
fmm(z) = f(z) =0 (Zma Z_(m+1)) (2.8)

e, também, que

SendCl o f )= fusamen() = (55 - 1)) - (25 - 1))

Qm(z)Qm—i-l(z Qm(z) Qm-l—l(z)

Os termos entre parénteses sdo, respectivamente, de ordens O(z™,z~ (™) ¢

O(z™+1, 2= (m+2)) Logo,
Pn(2) = Qu(2)f(2) = 02", 271) e Prnii(2) = Qumaa(2)f(2) = O(z"", 27)
e, entao,

Apmi1(2) = Qmi1(2) [Pn(2) = Qm(2)f(2)] = Qm(2) [Pnia(2) — Qmia(2)f(2)]
= 0", z2"),
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m+17 mfl).

uma vez que a primeira parcela é de ordem O(z™, z™) e a segunda, de ordem O(z z
Portanto, como A, ,,4+1(2) é um polindémio de grau no maximo 2m, ele tera um

nico termo em z™. Esse termo é facilmente determinado considerando-se o termo em 2™

de Qmi1(2) {Pn(2) — Qm(2)f(2)}, isto &, de
—Qm(2)f(2) == (14 Bnaz+ ...+ Bumz™) (a0 + a1z + az2® +...) .

Portanto,

Apyms1(2) = 0 2™, (2.9)

com

5m - - (am + am—lﬁm,l + -+ aoﬂm,m) . (210>

Usando as expansoes (2.1) e (2.2) para f(z) junto com (2.8), obtemos as 2m equa-

coes lineares

p
Am,0 = Qo
Om, 1 = ay + aoﬁm,l
Umz = a2 + @iy + B2 (2.11)
kam,m—l = Qp-1 + am—Qﬁm,l + + a'()ﬁm,m—l
€
p
—Omm—-1 — a—lﬁm,m
—Qmm—2 = a—QBm,m + a—lﬁm,m—l
9 —Qmm-3 = a—3ﬁm,m + a—?ﬂm,m—l + a—lﬂm,m—? : (212>
—0m0 = a—mﬁm,m + a—m—&—lﬁm,m—l + + CL—lﬁm,l

Substituindo os valores dos oy, ;, ¢ = 0,1,...,m — 1, dados em (2.11), em (2.12),

chegamos ao sistema linear de m equacoes com m + 1 incégnitas

(

Qo + a—lﬁm,l + a—?ﬂm,Z + -+ a’—mﬂm,m =0
aq + aOBm,l + a*lﬁm,Q + -+ aferlﬁm,m =0

a  +  afmi + abm2 + -+ apm2Bmm = 0 (2.13)

Am—1 + ameﬁm,l + &m73ﬂm,2 + -+ a*lﬁm,m =0
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Sejam os determinantes D, s definidos por:

Gy Qr41 e Ay s
Qr_1 Ay o Opgs—1
Dr,s =
Ar—s Qr—s41 Gy

parar =0,+1,+2,...,5s=0,1,2,...e D, = 1 para s < 0. Note que estes determinantes
sao bastante similares aos determinantes de Hankel definidos no Capitulo 1. Na verdade,

a relacao entre os determinantes é a seguinte:
D,.=(-nl=lnl. (2.14)

Portanto, a diferenga, se houver, é apenas no sinal.

Acrescentando a equagao (2.10) ao sistema (2.13), obtemos

ag a1 Q.9 -+  G_py 1 0

ay Qo a_1 - A_m41 ﬁm,l 0
Amp—1 Am-2 Ampm-3 *°° a_—q ﬁm,m—l 0

A, Am—-1 Am—2 Qo ﬁm,m _5m

Resolvendo o sistema linear acima pela regra de Cramer, pelo Teorema de Laplace

Do
encontramos 6,, = (—1)erlL e, assim, de (2.9),
D—l,m—l
D
Amm — (=1 m+1 0,m m
min(e) = (1) G

Temos, ainda, que A, ,,42(2) ¢ um polindémio de grau no maximo 2m + 1 e que

Ammia(z) 2) — o) — Pm(z)_ ) — Pm+2(z)_ -
G ~ )~ amte) = (G5 - 1)) - (G225 - 1))

Como, na equagao anterior, o primeiro termo entre parénteses ¢ de ordem

O(z™, z=(m*1) e o segundo de ordem O(z™+2, 2~ (m+3)) entdo,

Pn(2) = Qu(2)f(2) = O(2™,27") e Puya(2) = Qmra(2)f(2) = O(z"1,271).

Assim,

Ammi2(2) = Qmi2(2) [Pn(2) = Qm(2)f(2)] = Qm(2) [Pni2(2) — Qmia(2) f(2)]

= O(z", 2",
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m7 m+1) m+2’ m71>‘

uma vez que a primeira parcela é O(z™, z e a segunda de O(z z

Portanto, A, ,,+2 consiste de apenas dois termos e é da forma 9,,2"™ + Omar 2™,
onde os 0y, k = m, m+1, sao constantes. Claramente 9,,2"™ é exatamente A, ,,,+1 € 0 outro
termo ¢ calculado considerando-se o termo em 2™ de Q,,12(2) {Pn(2) — Qum(2)f(2)}

para |z| grande, ou seja, o termo em 2™ de

(1 + Bm+2,lz +...+ 6m+2,m+22m+2> { [(am,O + a_10m 1 +...+ a—mﬁm,m)
+ (Oém,l + a—lﬁm,Q + ...+ af(mfl)ﬂm,m) Z4 ...+ (am,m—l + a—lﬁm,m) Zm_l]

+ (a1t aafnit. o+ a(minBnm) 2+ O (2_2>}_
(2.15)

Lembrando que P,,(z) — Qmm(2)f(z) = O(z71) para |z| grande, entdo o termo entre
colchetes na expressao (2.15) é nulo.

Portanto, o termo em 2™ de A, m12(2) é da forma

+1
ﬁm+2,m+20mzm )

onde

Crm = a1+ a_2fm1 + - + a_(ms1)Bmm-

Agora, usando a equagao acima e (2.13), obtemos o sistema linear

a_1 G_9 G_3 ++ G_ypi 1 Cm
ao a_1 Q_9 -+ A_pm B 0
= : . (2.16)
Ampm—2 Qm-3 Qm—g4 - a_2 ﬁm,mfl 0
m—1 Am—2 Am-3 **° a1 6m,m 0

Novamente, usando Cramer e Laplace, obtemos

D_y,,
Cp =——, m=20,1,2,....
D—l,m—l

Resolvendo, agora, (2.16) para (3, ,, e substituindo o valor de C,,, encontramos
B = (—1)"—"—  m=1,2,3,....

Assim, temos

D—l,mDO,m—l-l Zm+1

Am7m+2(z) = Am7m+1 (Z) + (_1)mD 1 1D Lmt1

) )
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Portanto, de (2.6), obtemos
DO mel m—1

) )

) )

param =1,2,3,....

Para m = 0 encontramos que a féormula ainda vale, desde que p; é independente

de z. Assim, a fracao continua (2.7), que tem convergentes f11(z), f22(2), f33(2), ..., tem
coeficientes
Dom-1D_1 m— Dom-1D 1
Ny = 2 hme3 Ay = — 222 Zbme2 0y 2 1,2.3, . (2.17)
Dfl,meDO,mfZ Dfl,mleO,mf2

2.1.2 Casot#j

No caso em que i # j, podemos construir a fragao continua usando praticamente o
mesmo método anterior, ainda que pequenas diferencas ocorram. Como, nas aproximacoes
pelas fungoes racionais, apenas um nimero par de pardmetros esta disponivel, vamos
considerar as aproximagoes da forma f,12.m(2), 7 = 0,1,2,.... Para obter uma fragao
continua cujos elementos podem ser expressos de maneira simples, para r = 1,2,3,...,

tomamos, primeiramente, a sequéncia

f11(2), f22(2), -+ s fnm(2), frn1m—1(2), fnrom(2), - fmaor—1m—1(2), finr2rm(2), - - -

(2.18)
Essa sequéncia de fungoes racionais sao os sucessivos convergentes da fragao con-
tinua
ny Noz nsz nmz Nm+12 Nm427 (2 19)
14+diz+1+dy +1+dsz+ ... +14+dpz+ 1 + 1 + ...° ’
De fato, n, e d,,r = 1,2,...,m, sdo dados por (2.17) e para calcular os demais coeficientes
Ny, dr, ¥ > m+ 1, notemos que
Pryor_o(z S
frntor—am(z) = Ponvora(z) =i+j=2m+2r—2=2(m+r—1),
Qm—i—?r—?(z)
ou seja, P02 tem grau m +1r — 2 e Q10,2 tem grau m + r — 1. Da mesma forma,
Prpor—1(2 o
Frsaramn(2) = o2t G o 99— am gy — 1),
Qm+2r71(2)

ou seja, P01 tem grau m +1r — 2 e Qpi0,—1 tem grau m + r — 1. Lembremos que

fm+2r,m(z) - f(Z) = O(Zm+2r7 Zi(erl))?
fm+2r71,mfl(z) - f(Z) = O(Zm+2ril> me)’

Frvzram(2) = f(z) = O(z272, (), (2.20)
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Assim,
Am+27“72,m+2r71(2) _ B
Qmior2(2)Qmisr_1(2) frvor—2m(2) = fmror—1m-1(2)
_ ((Fmira(z) )_ <M_ )
- (oG- o) - (g -
— O(Zm+2r72’ me).
Logo,

Am+2r72,m+27“71<z) = Qm+2r71(2) [Pm+27'72<z) - Qm+2r72(2)f(z>]

(.

~~
O(zm+2r72’zr72)

~Qurara(2) [Pz 1(2) = Quia 1 (2)f(2)]

L

~~
O(Zm+2r—lyzr—l)

o O(Zm+2T_2, Zm+2r—2) )

Portanto, A, 9, 9.m+2-_1 consiste de um tnico termo em 2™+ 2

, que é facilmente deter-
minado considerando-se o termo em 2" "2 de Q1 0, 1(2) { Pruyor—2(2) — Quyar—2(2)f(2)},

isto é, de —Qui2r—2(2) f(2). Logo,

_ m—+2r—2
Am+27“72,m+27°71(Z) — m+2r722 )
com
5m+2r72 = - (am+2r72 + am+2r73ﬂm+2r72,1 + -+ arflﬁm+2r72,m+r71) . (221>
De (2.20), obtemos o seguinte sistema:
p
Qr_1 + ar—Qﬁm—&—Qr—Q,l + -+ a—mﬁm+2r—2,m+r—1 = 0
Qy + ar—lﬁm+2r—2,1 + o+ a—m+1ﬂm+2r—2,m+r—l 0
Q41 + arﬁm+2r72,1 + e+ afm+25m+2r72,m+rfl = 0. (222>
L Am+2r—3 + am+2r—4ﬁm+2r—2,1 + -+ a'r—26m+2r—2,m+7‘—1 = 0
Acrescentando a equagao (2.21) ao sistema linear (2.22), obtemos
Qr—1 Qr_2 Qr_3 e a_m 1 0
ay ar 1 r_g 0 Qi Bm+2r—2,1 0
Am+2r—3  Am42r—4  Am42r—5 *°° Qp—2 ﬂm+2r—2,m+r—2 0

Am+2r—2 Am+2r—3 Am42r—4 Ar—1 Bm+2r—2,m+7"—l _5m+2r—2
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Novamente, resolvendo pela regra de Cramer e usando o Teorema de Laplace,

encontramos
D
o m4r+1~r—=1m+r—1 m42r—2
Am+2r72,m+2r71(2) - <_1) = — .
DT—2,m+r—2

Fazendo os mesmos calculos para A, o,—3m12,—2(2), obtemos

D
m+r Cr=1m4r—2 m42r—3
Am+2r—3,m+2r—2(z) - (_]-> D < .
r—2,m+r—3

Temos, ainda, que

Am+2r72,m+2r (Z)

Qm—i—?r—? (Z) Qm+2r (Z)

fm+2r—2,m(z) - fm+2r,m(z)

- leirig o) (g 1)

-~

O(zm+2r 22 (m+1)) O(Zm+2r7zf(m+l))

Logo,

Am+2r—2,m+2r(z) = Qm+2r(2’) [Pm+2r—2(z) - Qm+2r—2(2’)f(2)]
_Qm+2r—2(z> [Pm+2r(2) - Qm+2r(2)f(2)]

. O(Zm+2r72’ Zm+2r72) )

m+2r=2 " que é calculado

Portanto, Amﬂr,g,mwr consiste de apenas um termo em 2z
considerando-se o termo em 2™ 2 de Qi2r(2) { Prtor—2(2) — Qmaar—2(2) f(2)} ou de

—Qm+2r—2(2) f(2). Encontramos, entao,

m—+2r—2 __
Am+2r—2,m+2r(2) — Om+2r—2% — 07
onde
- 5m+2r72 = Qm42r—2 + am+2r73ﬁm+2r72,1 +oe 4+ arflﬁm+2r72,m+7“71- (223>
De (2.20), obtemos o sistema linear:
(

Qr—1 + ar—2ﬁm+2r—271 + -+ a—mﬁm+2r—2,m+r = 0

Qy + arflﬂerQer,l + -+ a7m+1ﬁm+2r72,m+r =0
Q41 + arﬂm+2r72,1 + -+ a7m+26m+2r72,m+r = 0. (224)

L Am+4-2r—3 + am+2r—4ﬁm+2r—2,l + -+ ar—2ﬁm+2r—2,m+r =0
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Acrescentando (2.23) a (2.24), obtemos

Qr—1 Qr—2 Qr_3 e a_m 1 0

Qy Qr—1 Ar—2 Tt Aomtd ﬁm+2r—271 0

Um+2r—3  Am42r—4  Am42r—5 *°° Qp—2 Bm+2r72,m+r72 0
Am+42r—2 Am+2r—3 Qm42r—4 " Ar_1 ﬁm+2r—2,m+r—1 _5m+2r—2

Por Cramer e Laplace, encontramos

D
m+r+1 = r=1m+r—1 m42r-2
Am+2r—2,m+2r(z) - (_1) D < .
r—2,m+r—2

Fazendo os mesmos calculos para A, 19,3 m12,—1(2), obtemos

D

m+r Zr=1lm4r—2 my2r-3

Am+2r—3,m+2r—l(z) - (_1) D z .
r—2,m+r—3

Portanto, de (2.6),

o Am—|—2r—2,m—i—2r—1 o Dr—l,m—l—r—lDr—Q,m—l—r—Z’)
Pm+42r—1 = _A - D D 2
m—+2r—3,m-+2r—2 r—2m+r—2r—1m+r—2

r=1,2,3,...
o Am—|-27‘—3,771—1—27"—1 o
m+2r—-1 — A - 17
m—+2r—3,m-+2r—2
€
D o A7’11—}—27’—1,771—1—27’ o Dr,m+r—1Dr—2,m+r—2 5
m+2r — - 9
Am-l—27"—2,m—&—27"—1 Dr—l,m+r—2Dr—1,m+r—l
r=1,2,3,....
o Am—i—?r—?,m—i—?r T
qm+2r — A - ;
m+2r—2,m—+2r—1
Ou seja,
o Dr—l,m+r—1Dr—2,m+r—3 d o
Nm42r—1 y m+2r—1 — 07
Dr—2,m+r—2Dr—1,m+r—2
r=1,2,3.... (2.25)

Dr,m—i—r—lDr—Q,m—f—r—Q d
Nm+2r - - 5 m+2r — 07
Dr—l,m+r—2Dr—1,m+r—1

Um caso particular de (2.19) é obtido quando m = 0. Exceto para um multiplo
de z, encontramos a fragao continua que corresponde a (2.1) apenas. As equagoes (2.25)
tornam-se as expressoes convencionais para os coeficientes dessa fragao continua.

Considerando a aproximagao fy,42rm, podemos, também, tomar a sequéncia

f1.0(2), f20(2), f30(2) -, faro(2), fore11(2), -+ o foromm(2), -
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Vamos mostrar que essa sequéncia nos leva a fracao continua

sl Noz nsz Noyr2 Nor4+12 Nor4+m=<

1+ 1 + 1 4.4+ 1 +1ddypazt+ .o +14doppmz+ ... (2.26)
Assim como para (2.18), usando o mesmo raciocinio encontramos que
Ny = Dr,r+m71Dr71,r+m73 e d2r+m _ _Dr,r+m71Dr71,r+m72’
Drfl,r+m72Dr,r+m72 Drfl,r+mler,r+m72
param =1,2,3,....
Agora, vamos calcular os coeficientes n,, e d,,,, m = 1,2, ..., 2r. Observando o com-
portamento dos graus dos polinémios Pog, Pos 1, QQas € Qas_1, s = 1,2,...,r, encontramos

que Py, Pos_1 e (Qas_1 tém graus s — 1 e que (J95 tem grau s.
Note que nao utilizaremos a série para |z| grande, pois temos j = 0. Além disso,
st,O(Z) - f(Z) = O<228)7
f2s—1,0(z) - f(Z) - 0(228_1)7 (227>
fas—z0(2) = f(z) = O@E*77), (2.28)

Como Ags_125(2) tem grau 2s — 1, entao

Ao 1on(2) ) o) — (st 1(2) f@) (P28<z> f(z))'

Q2371<Z>Q28(Z) Qas— 1(2) QQS(Z)
O(z;; 1 O(zQS)

Logo,
A2571,2s(2) = Q2(2) [Prs—1(2) — Q25-1(2) f(2)] — Qas—1(2) [Pas(2) — Q2s(2) f(2)]
= O(z*™).

Portanto, Ags_1 25 consiste de apenas um termo em 22~1 que é calculado considerando-

se 0 termo em 2% de Qoy(2) { Pos_1(2) — Qas_1(2)f(2)}, isto &, de —Qas_1(2)f(2). En-

contramos, entao, Ags_125(2) = dg5_12%571, com

— 0251 = Q25—1 + Q25202511+ + As4125-1,5—2- (2.29)

De (2.27) e (2.29), obtemos

Qs As_1 Gg_o -+ a1 1 0
Ast1 Qs As—1 - a2 ﬁ25—1,1 0
A2s—2 A2s—3 QA2s—4 = (Ag—1 525—1,3—2 0

A2s—1 QA2s—2 QA25—3 -~ Qs 525—1,5—1 —025—1
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Resolvendo o sistema usando Cramer e Laplace, encontramos

Dss— P
AQS,LQS(z):(—l)S“—D ’1 1222 L

Fazendo os mesmos célculos para Ag,_95_1(%), obtemos

Dy 4
A257272571(2) _ (_1)s+1&’22572'
D372,372

Temos, ainda, que Ags_395-1(2) tem grau 2s — 3. Assim,

A2573,2371<2)
Q2373(Z)Q2571(2’)

= fos—30(2) — fas—1,0(2)

[ J/
a"'g n'g

0(22573) 0(32571)

Logo,

A25—3,25—1(Z) = Q2s—1(2) [P2s—3<z) - Q25—3(Z)f(z)] - Q25—3<Z) [P2s—1(2) - Q2s—1(2)f(2)]
= O(z*7%).

25—

Portanto, Ays_39,_1 consiste de apenas um termo em z 3 que ¢é facilmente cal-

culado considerando-se o termo em 2%73 de —Qy, 3(2)f(2). Encontramos, entao,
Nos_395-1(2) + {a2s—3 + ags—afas—31 + -+ + as_1025-352} 2573 = 0.

Seja
— 0253 = Q5—3 + Q25—425-31 + ++* + A5_125-3 5—2. (2.30)

De (2.28) e (2.30), obtemos

As—1 As—2 as—3 T ay 1 0

s Qs—1 Qg_p - QA2 B2s—3,1 0
(2s—4 Q2s—5 Q25— **° (g_2 B2s—3,5—3 0
A25—3 QA2s—4 Q25—5 -~ (Ag—1 525—3,5—2 —025—3

Logo,

Ds— S— s—
Dgeazii(2) = (1) 5207
s—2,5—3

Fazendo os mesmos calculos para Ags s 94(2), encontramos

D, {4
Nos_o94(2) = (—1)stt Ls—1 252
DS—Q,S—Z
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Portanto, de (2.6),

A25—2,25—1 o Ds—l,s—le—Q,s—B

P2s—1 - = )
A25—3,25—2 Ds—2,s—2Ds—1,s—2
o A25—3,25—1 -1
Q2s—1 = N
25—3,25—2
(¢
A25—1,28 Ds,s—le—2,5—2
p = = z
2s  — T - )
A25—2725—1 Ds—l,s—QDs—l,s—l
o A25—2,25 -1
QZS - A - )
25—2,25—1
para s = 1,2,...,r. Ou seja,
Ds—l,s—1D3—2,s—3 d o
N2s—1 D D ) 2s—1 = 0,
5s—2,5—25—1,5—2
s=1,2,...,m.
o DS,S—IDS—Q,S—Q doe —
Nos = — 2s = 0,

Ds—l,s—QDs—l,s—l 7

Assumindo que a expansao (2.1) é conhecida, a fragao continua (2.19) é til quando
apenas um namero finito de termos de (2.2) esta disponivel ou é facilmente determinado,
ou se ha4 uma boa razao para se usar apenas um numero finito de termos, como no caso
em que a série é assintotica.

O resultado (2.26) pode ser util quando ag ou a_; é zero. Até aqui assumimos que
ambos sdo nao nulos. Assim, ny = ag e dj = —ag/a_; sdo nao nulos. Se essa condigao
nao ¢é satisfeita, pequenas modificacoes podem ser feitas. Por exemplo, se ag = 0, mas
ai,as # 0, podemos considerar a fungao g(z) = {f(z) — a12}/2*. As expansoes para g(z)
para |z| pequeno e para |z| grande possuem termos lideres as e —a;/z, respectivamente.
Podemos, entao, proceder da mesma forma que para g(z). Por outro lado, podemos formar
uma fra¢do continua da forma (2.26) para a fun¢do f(z)/z no caso em que ag = 0, mas
ai,as # 0. Assim, temos

nq NoZz nsz nyz
1+ 1 +14dsz+ 1+dyz+ ...

onde os dois primeiros termos da série

f(2)

2 3
=a;+ a9z +azz” +agz” + -

sao ajustados antes de qualquer termo de

flz) {a_l a_s a_j }
P s + = + ! + .
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2.2 Construcao de fracoes continuas pelo algoritmo Q-

D

Uma das muitas aplicagoes em Analise Numérica do algoritmo Q-D de Rutishauser
[19], é transformar uma tnica expansao em série de poténcias na fra¢ao continua corres-
pondente. Mesmo no caso em que as fragoes continuas correspondem a séries de poténcias
em dois pontos, podemos construir um algoritmo, que é essencialmente o Algoritmo Q-D.
Comegamos supondo que, em (2.1) e (2.2), a, #0, r = 0,+1,£2, ..., e definindo

f(z) = (ap+arz+--+a,_12" 1)

(r) —
) . ,
(2.31)
(- (2) -— [ <E =2 “*T)] r
FU(2) f(z)+ ~ + = +-+ )]
para r = 1,2,3,..., onde fO(2) = f(2).
Temos que f(z) possui as expansdes
f(r)(z) = ar+ Ar41%2 + ar+222 + ar+323 +oeey ‘Z’ pequeno,
(r) _ Ar_1 Qr—2 Ar—3 Qr—4 .
(=) = { . + p + o + i + ) |z| grande,
e que f77)(2) possui as expansdes
f(_r)(z) =0+ 0,12+ a—r+222 +a 32’ |z| pequeno,
—_r A_r—1 a_r_2 a_r_3 a_r_y
£ )(z):—{ T Tt st —1—---}, |z| grande,
parar =1,2,3,....
ssim 2), r= ..., corresponde a fracao continua
A I ) f(,r)( )7 07j:17j:27 ) p d : f QN i
a n{”z n{’ n{z (2.32)

1+d7z+14dV2 +14dVz +14+d0z+ -
Agora, a fragao continua (2.32) pode ser considerada como a parte par (Teorema

1.2) de
a, d(lr)z lér) mg")z lér) mér)z

— = = 2.33
1+ 1 -1+ 1 -1+ 1 —...7 (2:33)
onde (r) (r) 4(r)
1) — " m) — di “d;”\
ol 4 d?) ool dn)

parar =0,+1,+2,...e1=2,3,4,....
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A parte impar (Teorema 1.3), de (2.33) é dada por

ardgr)z lg)mg)z l:(,f)mg)z

117 +d7z 117 +m 2+ 110 +m{z + -

(2.34)

PY(z) RW(z) UW(z)

: ¢
() Sw()  Val(2)
(2.32), (2.33) e (2.34), respectivamente.

os m-ésimos convergentes das fragdes continuas

Sejam

Temos que R%H(z) e S§2+1(z) tém grau m, R§2+1(z) tem graum—1e S§2+2(2)

tem grau m + 1. Assim, por (1.4),

Bonio?) _ Bonn() _ ™y
S a(2) S5 (2) S o(2) S (2)

onde Y, 41 € 0 produto dos numeradores parciais de (2.33).

Portanto, devemos ter

M_ (r) _ Rg}lﬂ(z)_ (r) o mil _—m
(G- ro0) - (G ) moeem e

Assim, de (2.35),

™,
<R2m+1( ) . f(r)(z)> — O(zm+1,z_m).

St (2)
(r) (r)
R m
Logo, como ?:;”1(2) = (T)(z , obtemos
Som1(2) m(2)
U
My () —
V() SRR 6 gom ey, (2.36)
2 z
f(r)(z) — Qy ~ .
Portanto, de (2.34) e (2.36), temos que gera a fragao continua
z

ardgr) lg)mg)z lér)mgr)z
- (r) (r) (r) (r) (r) (r) ) <2'37)
]_ - l2r + dlr z + 1 i lgr _'_ m2r z + ]. - l4r + m3r z JF ttt
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Dividindo o numerador e o denominador do primeiro quociente parcial da fracao
continua (2.37) por (1 — lg)), o numerador e o denominador do segundo quociente parcial
por (1 — l:(f)) e, assim, sucessivamente, obtemos a fracao continua equivalente

—a,dy” /(1 15”) é”mé’“)z/[( —E)A -] Wm0 - -8
L+d2/ =1+ 1m0 -1+ 1m0 -1

(2.38)
f(r)(z> — Gy 1 ~ ;
Mas, como —————" = f(r+1)(2) de (2.32) ela gera a fracdo continua
z
i1 n(r—f—l) (r-l—l) n(r—f—l) (2 39)
14+d" ™z + 14d0™z + 1+d’“+1z+ 1+di™z
Comparando (2.38) e (2.39), para r = 0,+1, 42, ..., obtemos
(r) (r)
Y, = dy'z iy = d; o T ) 4 g
e e
D
Entao,
ardgr) (r) (r) (r+1) Q41
Apiq = —W = Qpy1 = —CLT(’I’L2 + dl ) = d a—, (240)
— 1 ”
parar =0,+1,+2, ....
Temos, ainda, que
[(T) n(r) 1
T P A )
B ngr) 1 B ny)
(r) + dET) dz(r)l/( (r) + d ) d(T)
e
W 1
=i a7 +d 1 =nl/ ) +d))
I S Y
- r r T ry =l (r r)
2"+ d" d J (D 4+ d) n 4+ d",
Assim,
™, ) (r) e
(=47 =15) diil e d i
(r) (r) (r)
gD M) P (2.42)
l 1 - ll(:-)l Z ”z(r) + dz@l
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parat=2,3,...er=0,£1,+2,....
Substituindo (2.42) em (2.41), obtemos
" 1 1 1
(1) _ M ) ) ) ) )

i (r) A 7 — 7 7
i—1

) n

=8

Agora, somando (2.41) e (2.42), encontramos

3

(1) (r41) ) . ) n(-:)1 +d" (r+1) . (r+1) r) (r)
Portanto,
r+1 r
”EH ) % dz(' ) = Ny i+1

(2.43)
n(r+1)+d5r+l) _ ng:_)l‘i‘d(r)

parat=2,3,...er=0,+1,£2, .. ..

Entdo, se definirmos n{” = 0 e calcularmos d\”) por (2.40), as equacdes em (2.43)
podem ser usadas para calcularmos ngr) e dzm, parat=23,...er=0,£1,+2,.... As
regras de formulagao seguem a caracteristica padrao do algoritmo Q-D.

Referimo-nos a tabela abaixo como tabela n-d.

0 é N ny,

0 AP W0 | AP P a7
N SR i SRR i
o0 [d 0 W | alh Y a0 |
A R SR T
N Y
0 A P [P & P
R I I R R R R U R0
0 N

O bloco interno mostra como os n e d subsequentes sao calculados a partir de nY)

e dY). A fragdo continua que ajusta um nimero igual de termos de (2.1) e (2.2) &, entdo,

ag ngo)z ngo)z

14+d"2 +14+dP2 + 14402 + -~

(2.44)
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e seus coeficientes estao na linha central da tabela n-d. Por exemplo, dados os quatro
primeiros termos de (2.1) e (2.2), isto &, a,, para r = —4,—3,...,3, calculamos os coe-
ficientes que estao no bloco externo na tabela n-d. Esses coeficientes incluem os quatro
primeiros quocientes parciais da fragao continua (2.44).

E facil ver que podemos obter as fracdes continuas correspondentes a todas as

funcdes f()(z) que possuem as séries

Ur + 12 + Qpyo2® + Qpypg2® + - |z| pequeno (2.45)

e
Ar—1 Qr_2 Ar—3 Qr—4
— — — — — . z| grande 2.46
= 22 23 24 Y ’ ‘ g ) ( )
que geram a fragao continua
a, ng)z ngr)z nff)z (2.47)

14+d7z +1+dVz +14d02 +14d02 + -+
Além disso, desde que em (2.43) as equagoes sao lineares, os elementos da tabela
n-d podem ser gerados a partir de condigoes iniciais diferentes das dadas em (2.40). Por
exemplo, se f(z) possui apenas uma expansao em séries de poténcias, digamos (2.1),
podemos construir (na nossa notagao) a fra¢do continua correspondente
o néo)z néo)z
1+ 1 + 1 + ...

Esse problema é resolvido, convencionalmente, pela aplicacao direta do algoritmo Q-D.

Aqui, o problema pode ser resolvido se tomarmos

dY):_ & ’ T:172737"‘ € d§0)207 22172737

Qr_1
Entao, a equagao (2.43) permite que os elementos da tabela n-d sejam completados
da maneira usual na linha n(®) — d(©) e abaixo dela. Se necessério, os elementos das linhas
(r)

abaixo da linha n(®) — d© podem ser obtidos isolando-se n; e dz(-r) na primeira equagao

de (2.43) e substituindo-os na segunda. Obtemos, entao,

(74 a3 ) d? = () V) azi?,
r+1 r+1 r+1 r+1 r+1
( z(+1 ) + d§+1 )> z(-i-)l = (ng : + dz( )> z(+1 )

Podemos, também, usar (2.43) para construir a fragdo continua que ajusta um

nimero finito de termos de, digamos, (2.2) e todos os termos de (2.1). Nesse problema,
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conhecemos a, para r = —m,—(m — 1), —(m — 2),..., e fazemos
o= -4 r=—(m—1),~(m—2),...
ar—1
4" = o, i=(m+1),(m+2),....

Na fragdo continua resultante, o (m + 2r)-ésimo convergente € fy,1a,m € 0 (m + 2r + 1)-
ésimo convergente ¢ fy,42,11,m—1 como em (2.19).

Com condigoes iniciais adequadas, a fragdo continua (2.26), e outras, pode ser
gerada pela tabela n-d.

Podemos relacionar o algoritmo (2.43) aos resultados das se¢oes anteriores, como
mostraremos a seguir.

Na forma de determinante, vemos, de (2.7), que

a0 D, 1Dy_y;3 . FONS ~ Drica Do

% i )
Drfl,ifQDr,if2 Drfl,iler,ifQ

parai=123 . .er=0+1+2, .. ..
Substituindo esses resultados na segunda equagao de (2.43) e reorganizando, obte-

mos
2
Dr,i72Dr,i - Dr,ifl Dr,i—lDr,i—?)

- I
Dy i 1Dri1i1 Dy 1 9Dp 12

parai=2,3,4,...er=0,£1,£2,....
Agora, de (1.15) e (2.14) temos

(2.48)

2
D Dy _1i1Dpirio1 — DpyDyyo =0

ri—1 "

e, entdo, substituindo em (2.48), obtemos

Dy _1;-1Dyy1,1 - D, 19D 119
Dy 11Dy D, 12D 11

e a identidade esta estabelecida.
Substituindo os determinantes na primeira equagao de (2.43), facilmente a reduzi-
mos a identidade.

Para o caso particular ¢ = 1, temos

(r) (r) DT,O Qr
ny = D,q=a, e dy’ = — = — )
! ’ ! Dy 19 Qr—1

Entao, demonstramos a conexao entre o algoritmo (2.43) e os resultados de deter-

minantes da segao anterior.
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2.2.1 Caso em que as séries de poténcias apresentam coeficientes

nulos

Na tabela n-d, os elementos que sao afetados pelo coeficiente a; estao no interior

do bloco na tabela abaixo:

0 1 N 2 ng 3

0 d§_2) né_Q) dg_Z) é—2) dg_Q)
0 AV gD &Y [ R0 gD
0 40 [ W0 @D a® O
T L R R
e O S R 1 B
0 40 WP | a®
T R I R RO

. TSN 1
Se a; = 0 e todos os outros coeficientes das séries sao nao nulos, temos d§ '=0e
2
dg ) = 0. Para calcular os elementos subsequentes da tabela, escolhemos, por exemplo,

a; = ¢ e fazemos ¢ — 0 nos elementos afetados. Os resultados sdo:

ngo) _ _dgm néO) _ —déo)
dgl) =0 ngl) =+o00 dél) =+o00 ngl) = df’)
_ 2.49
=t P =t dP=0  aP=0  ap="ww @
N3
dg?’) _ _ngs) d§3) _ _ngg)

Todos os outros elementos podem ser calculados da maneira usual.

Se a fragao continua é construida diretamente das séries (2.1) e (2.2) usando deter-
minantes, as condigoes a; = 0 e a # 0, para k = 0,—1,+2, 43, ..., ndo trazem nenhuma
dificuldade. O problema ocorre na construgao da fracao continua pelo algoritmo Q-D,
como mostra (2.49).

E claro que, de (2.49), coeficientes nulos fazem com que os calculos dos elementos

da tabela sejam muito trabalhosos e é certamente mais facil, por motivos numéricos,

modificar f(z).
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Se alguns dos coeficientes, que nao sejam ag ou a_1, nas expansoes (2.1) e (2.2) de

f(2) s@o nulos, consideramos a fungao

K
1+ 2’

9(z) = f(2) (2.50)

onde a constante K é escolhida de tal forma que os coeficientes das expansoes em série de
poténcias correspondentes a g(z) ndo sejam nulos, ou seja, possam ser calculados a partir
do algoritmo Q-D da maneira usual. A fragao continua para f(z) pode entao ser expressa

. Para construir a

como a soma das fragoes continuas de g(z) e da fungao racional
z

fragdo continua para f(z) da forma (2.7), procedemos como segue.

Suponha que a fra¢do continua para f(z) seja

ny N9z Nm~z
14+diz+1+doyz+ ... +1+d,z+ ...

(2.51)

Ny, - )
com convergentes D m=1,2,3,..., e que a fragdo continua para g(z) seja
b1 P2z PmZz

—_— , (2.52)
1l+qz+14+qpz+ ... +1+gnz+ ...

Py,
com convergentes —, m =1,2,3,....
m
Os polinémios N,, e P,, sao de graum — 1 em z e D,, e (), de grau m em z.

Definimos

Q= P1P2 - - - Pm, = NN ... Ny,

m 1P2 m Ym 1702 m (253>
Bm = Q142 .- Gm, Om = didsy...dy,

e A\, € [y, os coeficientes de z nos polinémios @),, e D,,, respectivamente. Ou seja, temos

que Qi1 € Dpyyq sao das formas

Qmi1(z) = 1+ Apaz+--- + Bsr 2™t

m=0,1,2,.... (2.54)
Dm+1(z) = l+pmpz+---+ 5m+12m+17

Das relagoes de recorréncia (2.5), temos

Qu+1(2) = (14 gm112)Qm(2) + Pm12Qm-1(2)

= (I+gma2)[L+Anz 4+ Bn2™ + D1 2[l + A1z + o+ Brr2™ 7Y,
Dypi1(2) = (14 dp412) Di(2) + ning12Dm-1(2)

= (14 dn12)[ 1+ pmz + -+ 6m2™] + N 2[1+ pln_12 + -« + 01 2™,

param=20,1,2,....
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Comparando os coeficientes de z em (2.54) e nas equagoes acima, obtemos

A = ) )\m = >\m + Gma1 + P,
Lo ! it TP 12,3, (2.55)
pr = di, Pms1 = fn T dmg1 + Ny,
Suponha, ainda, que todos 0s py, € ¢, m =1,2,3..., em (2.52), sejam conhecidos
e que 08 Ny, € dp,, m=1,2,3,..., em (2.51), sejam escolhidos tais que

P K N
Lm _ Nm _ g(m —lm)
0, 15 D, ("2 )

ou seja,
(1+2)QumDnm

O numerador no lado esquerdo da equagao acima é de grau 2m e o denominador, de

= O(2™, 2~ M+,

grau 2m + 1. Portanto, para que o lado direito seja valido, o numerador do lado esquerdo
deve ter um tnico termo em z™, que chamaremos C,,2", onde (), é uma constante que

depende de m mas nao de z. Entao,

ou seja,
P, N, ] C,z™
1 i K = . 2.56
s {Qm D] " T Qubn (259
Fazendo m = m + 1 na equagao acima, obtemos
Pm+1 Nm—i—l- C’m—l—lzerl
1+2 — +K=—7——. 2.57
( ) {Qm-i-l Dm+1_ Qm—l—le—i—l ( )
Agora, subtraindo (2.56) de (2.57), encontramos
(1+Z)K “——)—( “——)]: e mE (2.58)
Qm—‘rl Qm Dm+1 Dm Qm-l—lQm QmDm
Usando (2.58) e as equagoes
Pm+1 o & _ (_1)mam+1zm
Qm-‘rl Qm Qm+lQm ’
N1 o % _ (=)™ Y g12™
Dm+1 Dm Dm+1Dm 7

obtemos

Cm—i—lz o C1m
@m+1Dmt1 QmDm

Om+1 TYm+1

O 0,0Qun T Db
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ou seja,
ZOm—I—lQmDm - QO—l—le—l—l + (_1)m(1 + Z) [am+1DmDm+1 - me—l-lQQO—l-l] . (259>

O primeiro membro da equagao acima é um polinémio de grau 2m + 1 sem o termo

2m+2

independente. O coeficiente de z no lado direito deve, portanto, se anular. Assim,

Cmﬁm+15m+1 + (_1>m [@m+15m5m+1 - 7m+15mﬁm+1] = 0. (26())

Analogamente, o termo independente do segundo membro de (2.59) é zero. Logo,
Co + (=1)" [ams1 = Ymi1] = 0= Con = (=1)"™ [Ymt1 — Q] - (2.61)

Agora, igualando os coeficientes de z em (2.59), encontramos

Crnt1 = C [Amt1 + pma] + (=1)" {umsr [T+ pm + 1] = Y1 [+ A + A}
(2.62)
Substituindo a expressao de C,,, de (2.61) em (2.60), obtemos

_ Ym+15m B W10,

Vil — Qi1 = m=1,23,.... (2.63)

5m+1 ﬁm—i—l ’

Novamente, substituindo C,, e Cy,;.1 em (2.62) e, depois, fazendo m = m — 1,

encontramos
Y1l — Oma1 = Ym [L 4+ A1 — ) — @ [L+ prm—1 — A], m=1,2,3,.... (2.64)

As equagdes (2.53), (2.55), (2.63) e (2.64) e os valores iniciais ny e d;, dados por

niqi

ny =p; + K, e dy = ———,
o Cptak

sao suficientes para determinar os coeficientes n e d subsequentes.

2.3 Séries de poténcias que apresentam simetrias

Nesta se¢ao, considerando as duas expansoes em série de poténcias (2.1) e (2.2),
veremos alguns resultados sobre fra¢oes continuas quando os coeficientes das correspon-

dentes séries satisfazem relacoes da forma
ap — ia_k_s, (265)

para k =0,1,2,...es=0,1,2,... . Veremos, também, que alguns resultados sao gerais,
mas existe uma acentuada diferenca entre os casos s > 3 e s = 0,1 ou 2, e esses tltimos

dependem do sinal que tomamos em (2.65).
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2.3.1 Caso geral

Teorema 2.1. Se, nas expansoes em série de poténcias (2.1) e (2.2), os coeficientes

satisfazem

ar =a_p_s, k=0,1,2,..., s> 3, (2.66)

entao, os coeficientes da tabela n — d satisfazem

dv = - m=1,2,3,...,r
m d,(p,;?qierl)’ )4y Dy )
€
(=r—s+1)
) = e m=23,...r41 (267)
dm dmfl

Demonstracao: Se substituirmos z por 1/z nas séries (2.45) e (2.46) e na fragao con-

tinua (2.47), e, em seguida, dividirmos por z, encontramos, respectivamente,

— Gpq — Qp9Z — Ap_52° — Qpy2® — - — a2 2 —ap t—a 2" — (2.68)
ar  a a, ay Aoy Qo Aoy
ar ;1+ ;2_1_ 23_'_._._'_ QFQ:),_'_ 21”712_’_ 27”1_'_.__ (2.69)
z z z z z z z
e
a,/z n$" /= n{? /2 n{ )z
1+d7 )z 414dV )z +14d) )z +14+d0 )z + -
A fracao continua acima também pode ser escrita como
a, ng)z ngr)z ny)z
s d? t 24 d)) oz d)) 2 d)
Apos algumas manipulagoes simples, chegamos a seguinte fracao continua equiva-
lente

ayd? (92) /() (a2 / (dd) 2.70)

1 1 1 ’
1+ ——=z+ 1+—=2z + 14+-==z +
dgr) dgr) dér)

correspondente as séries (2.68) e (2.69).

Considerando a relagao (2.66), encontramos que as séries (2.68) e (2.69) tornam-se,

respectivamente,

Qo] — Oy 2? — Opgy32° — o — 12" 2 —a_2"  —a_1z" — - (2.71)
e

A_r—s + a_p_s5—1 + A_r_s5—2 4t A_2r—5+3 + A_2r—542 + A_2r—s+1 4 (272)

~ 22 Z3 ZT’—Q Zr—l T
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Os primeiros r termos de (2.71) s@o os mesmos r termos da série
2 r—2 r—1 r 2.73
Oyl — Qs 22 — Oy 32" — o — (g 12~ — G g2 —a_g12 — - . (2.73)

e a fracao continua que corresponde a (2.73) e (2.72) é dada por

(=r—s+1)z (=r—s+1)z (=r—s+1)z

L+dT e 14 dy e 1 dT T e s 1T

(2.74)

Os primeiros r quocientes parciais dessa fragao continua devem ser idénticos aos

primeiros r quocientes parciais de (2.70). Logo,

1
di-r=sth — yol m=1,2,3,...,r (2.75)

¢ (r)
pCr=st) = M 03 (2.76)

47,
A relagao (2.67) também vale para m = r + 1 pela seguinte razao. O coeficiente

nffil pode ser expresso, usando-se a segunda relagao em (2.43), por

n£12—8+1) _ n7(ﬂ—r—5+2) + dg,_r_5+2) _ d7(ﬂ—r—s+1)‘

Agora, observe que as trés parcelas que aparecem do lado direito estao todas na

parte da tabela n — d em que (2.75) e (2.76) valem. Logo,

r—1
n(—r—s-‘rl) _ ng’ : 1 1

Gt = + o — =
+1 dg_l)d,(f:ll) d1(nr—1) d7(«r)

ou, usando-se agora a primeira rela¢do em (2.43),

(rey__ ) 11
r+1 o dgr)dgnr—l) dgr—l) dsqr)

Aplicando-se novamente a primeira regra de (2.43), e novamente a segunda, obte-

1mos

(" nypy
Nl = - . (2.77)
+1 dg—r—s+1)d£jrq—s+1)

Observe que, enquanto (2.67) é uma relagao reciproca (do mesmo modo que (2.75)

claramente também o é), a relagao

(r)
n(—r—s-‘rl) LS n=23,.

r+1 - dgf)dszl )

.o, Ty
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nao é a reciproca de (2.77). Podemos mostrar isto matematicamente. Porém, o seguinte
argumento também demonstra este fato.

Se a relagao dada acima e (2.77) fossem relagoes reciprocas, devido a fungao que os
numeradores parciais exercem na correspondéncia da fragao continua com as duas séries,
isto implicaria que os (r 4+ 1)—ésimos termos de (2.72) e (2.73) seriam necessariamente

idénticos, e eles nao o sao. Isto conclui a prova do teorema. |

As relagoes (2.67), (2.75) e (2.77) também valem se os coeficientes das séries de
poténcias satisfazem ap = —a_,_5, k=0,1,2,..., com o caso s = 2 incluido. A demons-
tracao é analoga a que acabamos de mostrar para o caso ay = a_;_g, s > 3.

Os coeficientes que estao relacionados por (2.75) e (2.67) sao aqueles localizados
na parte da tabela n — d acima da linha superior e abaixo da linha inferior, formando

degraus, como mostramos a seguir.

n —5—2) d(fsz) n(fsz) d(*S*Q) (—s—-2) d1(17372)

1 g 2 3 3 Ny
dg—s—n ng—s—n dé_s_l) g—s—l) dg—s—n ni_s—l) di_s_l)

pe) e D) ni?) 4. n() 4t
dgq) néﬁl) dgfl) n:(;n dg&) ”5171) df[l)
ng) néO) ng) n:(SO) d;(’)O) Th(;O) dz(i())
d§1) nél) dél) nél) dg) ng) dil)
d§2) n§2) d§2) néQ) dgz) nf) df)
dg?)) ng?)) dg?;) ng3) di())3) 77,4(13) df)
49 (4) d9 (4) dW (4) dW

2.3.2 Casos=1

No caso s = 1, temos a, = +a_;_1 para k =0,1,2,.... Tomando o sinal positivo,

as séries (2.71) e (2.73) s@o idénticas. Portanto, temos o resultado:

Teorema 2.2. Se os coeficientes das séries de poténcias (2.1) e (2.2) satisfazem
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ar=a_i_1, k=0,1,2,..., entao, os coeficientes da tabela n-d satisfazem as relacoes
(—7) (—7) i
dy " = —, m=1,23,... e nG" = ————, m=234,... (2.78)
dyy) dyd)
parar=0,1,2,....
Esse resultado também vale para ap = —a_j_1.

Assim, os elementos abaixo da linha inferior relacionam-se com os elementos acima

da linha superior da tabela n — d abaixo.

d§_4) (—4) A=Y (—4) dé_4) (—4) 4

Ny 2 ng Ny 4
dng) nng) dgf?») ni(;?;) d;(;?)) nz(fg) dﬁ(;S)
dg_2) né—Q) d§_2) n§—2) dz(),_Q) nz(l—2) di_2)
d(1—1) né_l) d§—1) né_l) dé_l) n‘(1—1) dz(l_l)

dgo) néo) déo) nz())ﬂ) d:())O) 77/4(10) dflo)
dgl) n;l) dgl) ng(gl) dgl) nil) dil)
d§2) né2) de) n§2) d;(f) nf) df)
dg&) ngj) déS) ngS) dz(),g) nf’) dZ(S)
dY (4) dW (4) d:())4) (4) dY

2.3.3 Caso s=2

Para s = 2, temos a, = +a_,_o para k =0,1,2,.... Se tomarmos o sinal positivo,

observe que as séries (2.71) e (2.73) sado idénticas. Logo,

dsn_r_l): (T)?m:172a3a-~ € ng;r—l):(:;ﬁjm:z?),él’...
dm dm dmfl

parar =10,1,2....
Neste caso, a tabela n — d fica de tal forma que os elementos abaixo da linha estao
relacionados com os que estao acima da linha.

O caso a_j_1 = —ags1 ja foi analisado juntamente com o caso geral s > 3.
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d(—4)

d§_4) Ty 2 ng Ny 4

dg—s) né_?’) dg—:a) n:())—g) d:())—:’,) ng—3) di—s)
dgfz) ngfz) dgfz) nz(;2) d;(fQ) nz(fQ) dL(fQ)
dgq) néﬁl) déﬂ) n:(;1) déﬁl) nl(fl) diﬂ)
dgo) ngo) ng) ngﬂ) d:(30) nz(;O) dz(l())
dgl) nél) dgl) nél) dz(),l) nz(Ll) dil)
d§2) nf) dgz) ngz) d:(f) nf) df)
d® (3) 4 (3) (3) d®

2.3.4 Caso s=0

Finalmente, para s = 0, temos a;, = Fa_;. Se tomamos o sinal positivo, as séries

(2.71) e (2.73) sao idénticas. Assim,

gt
parar =0,1,2....

. m=1,2,3,...

n

(-r+1) _
m

s

,m=23,4,...

Para este caso, os elementos abaixo da linha, na tabela n — d, relacionam-se com

0s que estao acima, como mostrado abaixo.

dgig) Ny 2 ng 3 Ny 4

dg—2) né—Q) d§—2) n§—2) d;(g_2) ni—2) di—2)
d(1—1) né_l) d§—1) né_l) dg—1) ”4(1_1) dfl—1)
ng) néo) ng) TL:())O) d:())O) nz(;()) dflo)
dgl) nél) dél) nél) dg(ﬁ,l) nz(ll) dil)
d§2) ng) dg2) ng2) d:(32) nz(f) df)
d§3) né3) d;B) néS) d;(;3) nz(l?:) d4(13)
d¥Y (4) 4 (4) (4) 4y

Agora, se tomamos o sinal negativo, ou seja, ay = —a_j, temos que ag = —ag 0
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que implica ag = 0. Portanto, das séries (2.71) e (2.73), temos que

(r)

1 m
d) = — m=1,23...r=1 & nﬁ;’"+1)=(:7,m=2,3,4,---ﬂ”
parar =2,3,4,....

Aqui, os elementos abaixo da linha inferior relacionam-se com os acima da linha

superior, formando degraus na tabela n — d abaixo.

d§_4) (—4) d(—4) (—4) d(3—4) (—4) dz(l_4)

g 2 ng Ny
dg—d) né—S) dg—S) n:())—d) d:())—3) nZ(L—?)) dg—d)
dng) nng) dng) n;(;Q) di(;2) 714([2) dé(;Q)
dg—l) né—l) dg—l) ng—l) d;(g_l) ni_l) di—l)
dg()) ng()) déO) ngO) déo) nio) d4(10)
dgl) ngl) dgl) nél) dgl) 714(11) dfll)
d§2) néQ) déQ) n§2) dg2) nf) d512)
ng) ngﬁi) déS) n:(),?)) ng) niﬁ%) dz(13)
dgzl) ngl) dé4) ngl) dg(),4) 7%(14) dgl)
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Capitulo 3

Erros nas aproximacoes e resultados

computacionais

Neste capitulo, faremos, primeiramente, um breve estudo sobre erros nas aproxima-
¢oOes por fungoes racionais. Em seguida, daremos alguns exemplos usando os algoritmos
Q-D e modificado construidos no Capitulo 2. A utilizagdo do método do determinante
nao é viavel, pois seu esfor¢co computacional é muito superior ao do algoritmo Q-D, por

exemplo. Por isso, nao faremos exemplos utilizando esse método.

3.1 Erros nas aproximacoes

Desde que a fungao racional f,,,,(z) aproxima m termos de (2.1) e de (2.2), os

m+1)

termos em 2™ e em z ¢ sdo os mesmos para f(z) — frm(2) € fomt1ms1(2) — frnm(2).

Para a fragdo continua correspondente a f(z)

ny N9z nm< (3 1)
14+diz+1+doz+ ... +14+d,z+ ... ’
gent m( t
com convergentes , temos
Qm(2)
Pm z m m
fm(2) = Qm((z)), Apiim(2) = (=1)™nng .. .npy1 2
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Portanto,
Am-|—1 m(z)
fm 1,m+1(% _fm,mz ,
+ + ( ) ( ) Qm(z)Qm—l—l(Z)

1) nyng . Ny 2™

_ (=D)"nins . 112 . (3.2)
1+---+ (dldg .. 'dm)2dm+1z2m+l
Entao, para |z| pequeno e |z| grande, temos, respectivamente,
1f(2) = fam(2)] = |nang. . nma[2[™ {1+ O(]2])}

(3.3)

nng...Mm4+1

‘ (dids . .. dp)2dss

1f(2) = fnm(2)] =

{10 ()

Escrevendo (3.3) em fungao dos determinantes de Hankel, obtemos, respectiva-

param=1,2,3,....

mente,
DO,m m
£ = FunD] = | o2 Jal" {1+ O(aD)}
’ (3.4)
D_q,, 1 1
-t - B2 ke o (1))
1)~ S = | 5| e .
param =1,2,3,....
Os proximos resultados tratam de limites de erros no eixo real positivo.
Se todos os coeficientes de @Q,,(z), m = 1,2,3,..., sdo positivos, entdo, f(z) nao

tem singularidades para z > 0. Os coeficientes de @,,(z) podem ser todos positivos sob

varias condigoes suficientes. Entretanto, nos restringiremos aos seguintes casos:

(i) d;>0 e niy1 > 0, 1=1,2,...,m,
(i) d;>0 e  diys+niq >0, i=1,2,...,m, (3.5)
(i) ;>0 e ditng>0, i=12....m,
param =1,2,3,....
O caso (i) ¢ evidente e os casos (ii) e (iii) podem ser verificados por indugao,
utilizando-se (2.5) para Q,,(2).
Se as condigoes do caso (i) valem para a fragao continua (3.1), entao, fazendo uso
do Teorema 1.4, para z > 0 temos que convergentes sucessivos caem em lados opostos de

f(2), isto é,
P(2)

Qm(2)

Prii(2) P (2)
Qm-H (Z) Qm(z) .

‘f(Z) -

Logo,

1£(2) = fnm(2)] < (3.6)

m
nng ... Nm412 ’

Qm(Z)Qm—H(Z)
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Para encontrarmos resultados correspondentes para os casos (ii) e (iii), iniciamos

com a fragao continua

( ) Nm4+12 Nm422 Nm432 (3 7)

m\%) = . .
1+dm+lz+1+dm+22+1+dm+3z+

N,

+1
, enquanto que, quando z — 0,
dm+1

Observe que quando z — 00, R,(2)
Rin(2) = npyr 2.

Definindo P,,(z) e Q,,(z) por

ﬁm(z) = dpt1Pn(2) + g1 Pn-1(2), (3.)
— Qm Z)— Qm z ’
Qm(z) = dm-HQm(Z) + nm—HQm—l(Z) = +1< )Z ( )’
m ?m
se as condigoes do caso (ii) sao satisfeitas e z > 0, entao ((3 e o) EZ) caem em lados
m m\<Z

opostos de f(z). De fato,

P, (2) Pn(2) + B(2)Pr—1(2)  P(2)
Qm(2) Qm(2) + Bn(2)Qm-1(2)  Qm(2)

(=1)™nng ... Ny Ry (2)2™ 1

Qm(z)(Qm(z) + Rm{z)@m—l('z))

e, analogamente,

B P,.(2)  (—D)™(dps1 R (2) = Nmr)mang .. gy 2™

f(2)

Q@ (2) Qun(2) (@ (2) + R (2)Qm-1(2))
Mostremos que (N,41 — dmt1Rim(2)) € Ryn(z) tém o mesmo sinal para z > 0.

Na forma de fracao continua,

dmy12 Nim422
1+dpi1z +1+dpoz+ ... |

N1 — dm+1Rm<Z) = N1 1-

- U.(z
Se a fracdo continua entre colchetes tem convergentes VT(( )),
z
a
r = 1,2,3,..., com Ui(z) = dpi1z e Vi(2) = 1+ d412, entdo, sob as condigoes

(ii

), todos os coeficientes de V,.(z) sdo positivos e podemos mostrar, por indugao, que
Vi(z) = U.(2) > 1, 7r=1,2,3,....

Entao, temos

Portanto, (nm41 — dmi1Rim(2)) € Rin(2) tém o mesmo sinal, sendo determinado pelo sinal
P.(z) Py,

de n,,41. Consequentemente, ———~ ¢ — E

Qm(z) ~ Qp
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Usando (3.8), chegamos ao seguinte resultado:

B B P(2) B P, () _ |ning .. Ny | 2™
T = Il < 10,0 " G|~ Q@) - @iz Y
Para o caso (iii), definimos P} (2) e QF,(2) por
Pi(z) = Pu(2)+ nmi12Pn_1(2), (3.10)

Q:n(z) = Qm(z) + nm—i—lem—l(Z) = Qm+1(z) - dm+1ZQm—1(Z)-

P,
Mostremos que, para z > 0, se as condigdes (iii) sao validas, (2) e T( caem
em lados opostos de f(z).

Observe que

Pr(2) (=1)™niny .. -”mRm(z)zmﬂ

T Q) = Q) (@u2) + Bon2)Qm1(2)

1) — Pr(z) _ (=)™ (mi12 — Rin(2))nans .. M 2™
@5 (2) Q@5 (2)(Qm(2) + B (2)@m-1(2))

Mostremos que (R,(z) — nyi12) € Ry(2) tém o mesmo sinal para z > 0.

Na forma de fracao continua,

1 Nim4-22
1+dm+1z+ 1+dm+22+

Rm(Z) — Npg1Z = N1 2 |1 —

U
Suponhamos que a fracao continua entre colchetes tenha convergentes VEZ; ,
(2
r=1,2,3,...,com Uy(z) =1, e Vi(2) = 1 +d,,+12. Entdo, sob as condigoes (iii), todos os

coeficientes de V,.(z) sdo positivos e, por indugao, mostra-se facilmente que V,.(2)—U,.(z) >

0,r=1,2,3,....

Assim,

U VU
Vi(2) Vi(z)
Portanto, sinal(R,,(z) — nm412) = sinal(R,,(z)), sendo determinado pelo sinal de n,,41.
Lu(2)  PL(2)

e
De (3.10), obtemos

1—

Consequentemente, caem em lados opostos de f(z).

F(2) = fum(2)] < |22E) _ Ful?) s« Ty |2

Qu(z) Q)| Qu()(Quii(2) = dns12Qm(2))”

Para fragoes continuas nas quais @Q,,(2) > 0 para z > 0, | frs1.m+1(2) = frnm(2)]

(3.11)

tem um tnico méaximo para z > 0. Isto é mostrado facilmente calculando-se a derivada de
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| fnt1.m+1(2) — fmm(2)] e verificando-se que a mesma possui uma Unica raiz para z > 0.
Assim, pelo comportamento de |fi,11.m+1(2) — fimm(2)], dada em (3.2), vemos que essa
raiz ¢ um ponto de maximo. Uma estimativa grosseira da posi¢ao desse maximo pode ser

encontrada igualando-se os termos lideres em (3.3). Isso nos da
Zmax = [(dldQ B dm)Qdm-I-l} - @mdD ’ (312)

ou, em termos dos determinantes de Hankel,

_ 1
A D_ymD_1 | @D
e Do 1 Do 1 '

Portanto, basta substituir a expressao de z = zpax, dada em (3.12), nas equagoes
(3.6), (3.9) e (3.11) para uma estimativa do erro para os casos (i), (ii) e (iii), respectiva-

mente.

3.2 Resultados computacionais

Para calcular as séries de poténcias das fungoes consideradas nos exemplos a seguir,
usamos o software Maple 9.01 e para calcular os coeficientes das fracoes continuas corres-
pondentes usamos os algoritmos das Tabelas 3.1 e 3.2, apresentados ao final desta segao,

que foram programados na linguagem C-++, através do software Dev-C++, versao 4.9.9.2.

B 1

3.2.1 A fungao F(z) = ——

V14 22

Para esta funcao, as duas expansoes em série de poténcias sao dadas por

22 3z* 50
o0 2 . 1 3.13
5T " 16" 2| < (3.13)

e 1 1 3 5

p; ﬁ—i_@_ﬁ—i_'” |z| > 1. (3.14)

Neste exemplo, hé coeficientes nulos em ambas as expansoes em séries de poténcias
e, portanto, o algoritmo Q-D nao pode ser usado para se obter a fragao continua corres-
pondente. Embora possa ser obtida facilmente por outros meios, usaremos esta funcao

para ilustrar o algoritmo modificado. Fazendo K = 2, obtemos as expansoes em série da

fUnc
uncao 1

2—22+22% —22° 4220 — ... (3.15)
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¢ 22,2 2,2 (3.16)
A B B ’ ’

Subtraindo, agora, (3.16) e (3.15), respectivamente, das séries (3.14) e (3.13) acima,

obtemos
522 1324
1492, -2 193
+ 2z 5 + 2z 3 +
e 1 n 2 5 2 13 n
z 22 223 4 85 ’

que sao as expansoes desejadas, ja que nao ha coeficientes nulos.
Observe que os coeficientes das duas séries de poténcias anteriores satisfazem a
simetria

A = —Q_f—1, k20,1,2,3 .

Logo, as séries sao, respectivamente, das seguintes formas

2 3 k—1
ag + a1z + asz” +aszz” + - - - apz + -

Como consequéncia desta simetria, quando usamos o algoritmo Q-D, somente me-

tade dos elementos nfn,? e d%) precisam ser calculados. Isto, porque sabemos que

1 &
a5 = ) ng;ﬂ:—(?() . r=01,2,....
4 FOFCE
A fracdo continua para F(z) = Wi é, entao, obtida pelo algoritmo da segao
+ z
anterior e é dada por
1 1 z /2 z/2  z/2

V1+ 22 T 142 142 142 142 142 ...
Esta fracao continua pode ser obtida por outros meios, veja Murphy [18], onde ela

e algumas aplicacgoes sao discutidas.

3.2.2 A funcao F(z) = arccot(z)

A funcao arccot(z) (cot™'(2)) tem as seguintes expansoes em série de poténcias:

T ZS Z5 ZQkJrl
— B —1)* <1
sty + ( )2k+1+ ;2]
o 11 1 1 3 1
e T R e ... > 1.
~—3stEs oAt + ( >(2k+1)z2k+1+ .2
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Como no exemplo anterior, essas duas séries apresentam coeficientes nulos e a

fragdo continua da forma (2.7) pode ser obtida pelo algoritmo Q-D modificado dado na

secao 3.2. Neste exemplo, também poderemos explorar, a nosso favor, a simetria parcial

entre os coeficientes das duas expansoes em série da fun¢ao modificada

2
arccot(z) — :

1+ 2

que sao dadas por

T 7 9
__2> _92 83 g4, 7 5

<2 + z z—|—3z z+5z

e 1+2 7+2 9+
2z 22 323 4 5Ed ’

Essas duas séries sao das formas

ao—|—a1z+a222+a323+~~—|—akzk+

e ay az a3z Qa4 ag
et il e Skl Sl

Istoé, ap =a_p, k=0,1,2,....

)

|z| pequeno

|z| grande.

Como consequéncia, os elementos gerados pelo algoritmo Q-D para tais séries sa-

tisfazem

como vimos no capitulo anterior.

r=0,1,2,...,

(3.17)

O algoritmo Q-D, abreviado pelo uso de (3.17), pode agora ser usado para obtermos

. . - 2 - ) )
a fragdo continua para a func¢do arccot(z) — 112 A fragdo continua para arccot(z) é,
Z

entao, obtida e a seguir fornecemos os coeficientes dos quinze primeiros convergentes.
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ny = 1.570796327

ng = —0.934176555
nsg = —0.500334866
ny = —0.505199059
ns = —0.504693027
ng = —0.503610742
ny = —0.502739742
ng = —0.502115085
ng = —0.501666392
nip = —0.501312305
n1p = —0.500871053
niz = —0.499463639
niz3 = —0.492031395
nyy = —0.449072022
nis = —0.196185109

dy = 1.570796327
dy = 0.934176555
ds = 0.979385145
dy = 0.992512632
ds = 0.996725225
dg = 0.998311260
d7 = 0.999014570
ds = 0.999369715
dg = 0.999552489
dyo = 0.999555814
dy; = 0.998912939
dyo = 0.994692227
dy3 = 0.970028800
dyq = 0.837467321
dy5 = 0.291647825

Apresentaremos, agora, os algoritmos construidos no Capitulo 2 e utilizados neste

capitulo para os exemplos computacionais. O primeiro é o algoritmo Q-D, usado para

calcular os numeradores e denominadores parciais da fragao continua correspondente &

funcdo f(z), que nao contém coeficientes nulos. Quando ha coeficientes nulos em uma ou

ambas as séries da fun¢do f(z), usamos o algoritmo Q-D para calcular os elementos da

fragao continua correspondente a fun¢ao modificada g(z) = f(2)

K ] .
i ue nao possul
1+2 4 P

coeficientes nulos e, usando esses elementos, através do algoritmo modificado encontramos

os numeradores e denominadores parciais da fra¢ao continua correspondente a fungao f(z).
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Tabela 3.1: Algoritmo Q-D

Inicio

1. Leitura do nimero de convergentes parciais da FC que serao calculados

Leia (m)
2. Leitura dos coeficientes das séries de poténcias
Parai=—m,...,—1,0,1,...,m — 1 faga
Leia (a;)
3. Cadlculo de d” e n!”
Parar=—m+1,...,-1,0,1,...,m — 1 faga
T Gy
d" = -
n{” =0

4. Calculo de n” e d"”

Para i =2,3,...,m faca
Parar=—-m+i—1,...,m —i faca
W0 = i
r—+1 r
gD ™ )
4 n(r)

7

Fim
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Tabela 3.2: Algoritmo Modificado

Inicio
1. Leitura do nuimero de convergentes parciais da FC que serao calculados
Leia (m)
2. Leitura do nimero K adequado
Leia (K)
3. Leitura dos coeficientes da frag¢ao continua de g(z)
Parai=1,2,...,m faca
Leia (pz7 qz)
4. Cadlculo dos coeficientes da fracao continua de f(z)
Qg = 1
Bo = 1
Parai=1,2,...,m faca
Q; = &p;
Bi = Biag
A = 0 A= @
po = 0 = dy
n1q1
n = pp+ K d = ————
' ' ' P+ KK
h = M 51 = d1
Parai=1,2,...,m faca
Yirr = Qg1 Y1+ XNicr — ps) — (1 + pim1 — Ay)
S Yi+1Di
i+l = Yy
Q4105
Yit1 — Qg1 +
Biv1
Yi
Nit1 = =
Yi
0it1
d; =
+1 (5,
Aiv1 = N+ Giv1 T pin
Mivr = pi+digr +nig
Fim
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