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RESUMO 

Mostra-se que o funcional S[g,4>] = f d‘^Xy/^ -f descreve a 

mesma teoria a nível de árvore qualquer que seja o valor da constante de acoplamento 

Portanto, para estas teorias, os acoplamentos mínimo e não-mínimo são indistinguíveis a 

nível de árvore. 

Palavras-chaves: acoplamento mínimo, acoplamento não-mínimo, nível de árvore, 

teorias 

Áreas de conhecimento: 1.05.01.03-7, 1.05.03.01-3. 



ABSTRACT 

It is shown that the action functional S[5', (/>] = J 

describes one and the same theory at tree levei whatever may be the value of the coupling 

constant Thus, as far as these theories are concerned, both the minimal and nonminimal 

couplings are indistinguishable at tree levei. 

Key words: minimal coupling, nonminimal coupling, tree levei, theories. 



CONVENÇÕES 

Adotamos a assinatura ( + para a métrica. As unidades são escolhidas de modo 

tal que = c = 1. 

índices gregos (ct,/d,7, ...) vão de 0 a 3. 

índices latinos (i, j, k, ....) vão de 1 a 3. 

Tensores 

tensor de Ricci : 

Rfiu = g^^^Ra^pu = R%u 

onde Rafi0p é o tensor de Riemann dado por 

R\c,s = 

curvatura escalar R: 

R = = gf^''g^^Ra,g. 

tensor ■ 

— 1]iiaVul3 g^iugali 
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INTRODUÇÃO 

Tem sido sugerido por muitos autores que a ação correspondente à gravitação deveria 

conter, além da ação de Einstein, certos funcionais não-mínimos do campo escalar. As 

razões para tanto são múltiplas: a necessidade de manter a renormalizabilidade em teorias 

de campo no espaço curvo (Davies and Birrel,1982); a possibilidade de uma explicação 

teórica para o princípio de Mach (Lord,1976); a incorporação do mecanismo de quebra 

espontânea de simetria na gravitação (Zee,1979); a necessidade de abrandar as divergências 

do tensor de energia-momento (Callan et al.,1970); a construção de modelos não-singulares 

para o universo (Deng and Mannhein,1988); aplicação em cosmologia quântica (Hartle and 

Hawking,1983) e assim por diante (Amendola,1993). 

Em geral, as candidatas a tais ações não-minimamente acopladas contém um termo da 

forma , que é o único termo local possível envolvendo um acoplamento adimensional 

entre o campo </!> e a curvatura escalar R (Davies and Birrel,1982). Consequentemente 

iremos concentrar nossa atenção em teorias descritas pelo funcional 

•5b, (1) 

com = 8xG em unidades naturais. 

0 parâmetro de acoplamento que comparece em (1) é usualmente escolhido como 

sendo zero ou (-1/6) por questões de simplicidade. Não existe, no entanto, nenhuma razão 

a priori para que este não possa tomar qualquer outro valor real. Isto nos leva a uma 

questão embara.çosa: que valor de ( devemos, pelo menos em princípio, utilizar em nossos 

cálculos ordinários ? Responder a esta indagação a nível de árvore constitui à motivação 

do presente trabalho. 

Na parte I desta investigação é feita uma breve revisão sobre a teoria clássica da 

gravitação, na qual são ressaltadas alguns aspectos importantes das equações de Einstein; 

não-linearidade, invariância de calibre da teoria linearizada e a solução de onda. Em 
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sequência apresentamos a quantização canônica do campo gravitacional linearizado via 

método de Gupta-Bleurer e calculamos o propagador do gráviton pelo método das integrais 

de trajetória. Com o objetivo de mostrar as técnicas envolvidas nos cálculos dos processos 

de espalhamentos que serão utilizadas para responder ao questionamento básico deste 

trabalho, analisamos o espalhamento de partículas escalares não-massivas com troca de 

grávitons a nível de árvore. 

Na parte II mostramos que a resposta à pergunta-chave desta investigação é bastante 

surpreendente: a ação (1) descreve a mesma teoria a nível de árvore independentemente 

do valor da constante de acoplamento Demonstramos este resultado inicialmente para o 

caso de espaços conformemente planos (Accioly et al., preprint IFT-P.057/93), uma vez que 

em tais espaços as complicações matemáticas ficam bastante reduzidas, permitindo assim 

uma análise mais clara e direta dos processos e resultados envolvidos. Em seguida apre- 

sentamos uma demonstração desta asserção para espaços riemanniano arbitrários (Accioly 

et al., preprint IFT-P.058./93). 

Na conclusão discutimos como estender este resultado a nível clássico (Accioly et 

al., preprint IFT-P.052/93). Apresentamos também um esboço relativo à equivalência 

quântica destas teorias. 
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PARTE I 

QUANTIZAÇÃO DO CAMPO GRAVITACIONAL: 

APROXIMAÇÃO LINEAR 
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Nesta primeira parte, faremos uma breve revisão da gravitação clássica, na qual 

ressaltamos apenas aspectos que vão nos interessar para o passo seguinte que é a sua 

quantização. Uma das características fundamentais da teoria de Einstein é sua natureza 

não linear. A não linearidade das equações de Einstein implica na existência de auto- 

interações dos próprios campos; consequentemente, o princípio de superposição não é mais 

válido. Essa característica não aparece por exemplo nos campos eletromagnético, de Dirac 

e Klein-Gordon, pois esses três últimos são lineares. Outro aspecto importante que va- 

mos analisar é a invariância das equações de Einstein por transformações de coordenadas 

gerais. Essa invariância é também conhecida como invariância de calibre. A invariância de 

calibre da teoria é um aspecto essencial para a sua quantização. A quantização só será bem 

sucedida no caso de uma teoria de calibre se os graus espúrios da teoria forem eliminados 

(veja Nash, 1978). 

Aqui, a quantização será feita, com relação ao campo gravitacional fraco — 

+ khfip, onde é o tensor métrico do espaço de Minskowski, k é uma constante 

que está relacionada com a constante de Newton e hn,, é um termo de perturbação. Essa 

expansão nos permite separar a lagrangeana de Einstein em duas partes; termos lin- 

eares e não lineares. A parte linear do campo gravitacional será considerada como campo 

“livre”, enquanto que os termos não-lineares serão tratados como interações diretas en- 

tre os grávitons. Para quantizar o campo gravitacional, dois métodos serão empregados. 

0 primeiro é o da quantização canônica. Nele, vamos mostrar como se deriva o propa- 

gador do gráviton passo a passo. As condições suplementares que definirão as partículas 

físicas serão tratadas com o formalismo de Gupta-Bleurer como no eletromagnetismo (veja 

Mandl and Shaw, 1984). O segundo método de quantização será via integral de Feynman. 

A dedução do propagador via integral de trajetória será feita, heuristicarnente, ou seja, o 

rigor matemático será deixado de lado. 

Para fins de estudo e comparação , usaremos o calibre de De donder para o termo de 

fixação em ambos os métodos. 

Basearemos fortemente a quantização do campo gravitacional no espaço de Minkowski 

4 



no artigo de Gupta, 1952. 

Como aplicação, analisamos o espalhamento de partículas escalares sem massa com 

troca de grávitons a nível de árvore. 0 objetivo é mostrar as técnicas envolvidas nos 

cálculos dos processos de espalhamento. 
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I.I - GRAVITAÇÃO CLÁSSICA 

A densidade lagrangeana de Einstein é dada da seguinte forma, 

jb2 
-R (1) 

OU 

onde = IôttG e G é a constante de Newton. 

As quadri-divergências totais não contribuem para as equações de movimento devido 

ao teorema de Gauss (Barut, 1980), portanto, os dois primeiros termos da equação (2) 

podem ser desprezados, e segue daí que 

\/ 9 TTT   \/ 9 _li|/ c* = -■ 
k^ 

-w 
}c 

ir')' í? [■*• /t//-*- -yfi fi-f (3) 

Existem vários métodos para se obter as equações de Einstein (veja Landau e Lifshitz, 

1980 e Weinberg, 1972), mas aqui nós vamos apenas reproduzí-las 

Riu/ 
9fu/ 

R = SrrGTnu (4) 

ou 

R 87tG (r,,„ 
9 tu/ 

T 

onde Rfiu é o tensor de Ricci simétrico. 

Como podemos observar as equações (4) são não-lineares, pois R^^^ contém produtos 

de r. 

Temos também a seguinte relação 

r;,. = 0: = o (õ) 

* - Posteriormente, usaremos essa lagrangeana para a quantização 
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Em princípio, as equações de Einstein (4) são em número de 10, com 10 componentes 

do tensor métrico independentes, no entanto, essas equações estão relacionadas com as 

quatros identidades de Bianchi (5). Então, dessas 10 equações 6 são independentes e 4 

são equações de vínculo. Esses vínculos correspondem ao fato que, se é uma solução 

das equações de Einstein, então transformado (x —x') também o será. Esse tipo 

de problema é bastante similar ao problema que aparece no eletromagnetismo de Maxwell 

(veja Gupta, 1954). Para resolver esse tipo de problema, a solução é eliminar a ambiguidade 

no tensor métrico, adotando algum sistema particular. Uma escolha conveniente de um 

sistema de coordenadas é dada por 

= «'"rí, = 0 (6) 

Vamos verificar agora se é sempre possível escolher um sistema em que as condições 

dadas acima se conservem. A transformação de um sistema de coordenadas ao outro, para 

os símbolos de Christoffel é dada por 

r'A _ pp 
/ií/ ^ r 

dx'^ dx'^ dx'^ dx^ dx^ d~x'^ 

dxp ^x'^‘ dx"' dx'^ dx'i^ dx^dx^ 
(7) 

Contraindo os índices {/ju) com g vem 

p'-^ _ pp dx 2^i\ 

dxP 
- 9 

ap Õ-x 

dxf^dx’^ 
(8) 

Supondo que não se anule, então podemos sempre escolher um novo sistema de 

coordenadas x'^ tal que 

^ pp^ 
(9) 

dx^dx^ dx^' 

e da equação (8) obtemos que P'^ = 0 no sistema x'. Assim, justificamos a escolha do 

sistema de coordenadas (6). 

A equação (6) pode ser colocada na seguinte forma 

= 0 (10) 



Este sistema é conhecido como condições de coordenadas harmônicas ou calibre de De 

donder (Fock, 1959). 

Um dos resultados mais impressionante das equações de Einstein (4) é sem dúvida a 

solução de ondas. Mas, até o presente momento nenhuma onda gravitacional foi detectada, 

apesar da intensa pesquisa realizada nesta área nessas últimas décadas (veja Blair, 1991). 

Vamos mostrar agora a solução de onda linearizada e paralelamente mostramos também a 

invarância de calibre linearizada. Dada a seguinte métrica para o campo fraco 

9~ U ^^1X1/ (11) 

gf^'' = if‘'- h^“' (ll.a) 

onde I hfii, |<C 1- desprezando termos superiores à primeira ordem em o tensor de 

Ricci pode ser escrito como 

R^u ~ tI^^^RchHu = \ [-Uh^u, + + d^,do,K ~ d^d^h] (12) 

Substituindo na equação (4) temos que 

-Uh^u + d.dah^ + d.djil - d,d.xh = IôttG (t,, - ^r) (13) 

De acordo com a discussão feita no início desta seção, dada. uma solução da equação 

(13), podemos sempre gerar uma outra solução através de transformações de coordenadas. 

A transformação mais geral é dada por 

x^‘ —^ x'^‘ = (14) 

onde é uma grandeza pequena. 

A transformação de para é dada. pela seguinte relação 

= dxx'^‘dpx“'g^^ (15) 
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Usando a relação (11.a), obtemos 

h'^'' = - dpCif^‘ 

ou 

^fii/ (16) 

Podemos verificar facilmente que mantém a equação (13) invariante. Isso significa 

que tanto como são soluções da equação (13). E essa propriedade é conhecida como 

invariância de calibre. 

Substituindo a equação (ll.a) na relação (10) obtemos o seguinte calibre de De donder 

linearizado 

= Idji (17) 

A análise feita anteriormente sobre o calibre de De donder também pode ser feita 

usando a equação (17). Supondo que não satisfizesse a equação (17), então podemos 

encontrar h'^‘^ que satisfaça às condições (17) no sistema .r', tal que 

= \dji' (18) 

com as seguintes equações diferenciais a serem resolvidas 

= d,h>‘- (19) 

Vemos que a equação (19) ainda possui 4 valores arbitrários portanto as condições 

(17) não fixam ainda a escolha de um referencial. Essa situação só pode ser resolvida com 

a escolha dos 

Usando o calibre de De donder linearizado podemos reduzir a. equação (13) sem fonte 

para 

□ = 0 (20) 
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A equação (20) é justamente uma equação de onda (veja Landau e Lifshitz, 1980), e 

a solução pode ser representada por ondas planas da forma 

ht,u[x) = exp(-?:gxj + exp(íça’) (21) 

Substituindo nas equações (17) e (20), obtemos 

= 0 (22) 

q^at = (23) 

e os Ufii, são chamados de vetores de polarização. 

Vamos escolher agora a solução homogênea da equação (19) e escrever sob a forma 

^^{x) = —i^'^exp(—iqx) + i^^'^exp{iqx] (24) 

Aplicando o operador □ = 5,, , vem 

□ = ç ^ = 0 (25) 

Usando a relação (16) temos que 

K>' = + ^%i(dexp{iqx) (26) 

Fazendo 

= (ifiu "H (27) 

e substituindo a equação (27) na equação (23), obtemos 

q^> Wu - q^íi' - = lq>' [«ir - 

q,a'/; = Iq.a';; (28) 
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Vemos que o tensor de polarização ainda satisfaz as condições de coordenadas (17), 

isso significa que e representam a mesma situação física com 4 valores arbitrários 

(veja equação 27). Vamos escolher agora o vetor de onda na direção z 

^ 0 ; = ç > 0 (29) 

Neste caso, a equação (23) fica com as seguintes relações 

«31 + Ooi = <232 + <202 = 0 

1, 
O33 + <2Q3 — ~<2Q3 ~ Ooo — “ (<2ll + «22 + <^33 ~ <2oo) 

OU 

<201 — —<231 

Oo2 — —(332 

1 
<303 -(033 + Ooo ! (30) 

<^<22 — —<3ll 

Substituindo na equação (27), obtemos 

<3j j — <3l 1 

a'i3 == Qi3 - qi\ 

<333 = «33 - 2ç<^3 

<3; 01 U3 

a; 03 H«C) +«3 33 . 

«12 — 

Ono — ^23 

/ 
00 
/ 
02 
/ 
22 

a 12 

Q23 — qÍ2 

üoo + 2g<fo 

= —o 

= —a 

23 
/ 
11 (31) 

Se escolhermos Í2 ^ como 

^ <3i3 023 , <333 , <300 
Sl ’ s2 '5^3 '! sO "Z 

q q 2q 2q 

podemos anular 033, 0^3 e Ogo e automaticamente eliminamos também as componentes 

«ói 5 «02 ^ «03 exceção das componentes Oj j = —022 e 0(2- Isso significa que somente as 
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componentes oj] e 012 possuem significado físico. Este resultado está diretamente ligado 

com a parte quántica da teoria, onde essas duas componentes independentes correspondem 

aos grávitons reais. 

Aqui, finalizamos a nossa dicussão sobre a gravdtaçâo clássica. Passamos agora para 

parte quántica. Lembremos que, a quantização será feita no espaço de Minkowski. 
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UI - QUANTIZAÇÃO CANÔNICA 

Consideramos que seja dado por 

9fiu — d* fit/ (1) 

Usando a seguinte propriedade, 

9)iu9 — (2) 

O tensor contravariante g^'' fica 

^ ^ + 0{k^ 
(3) 

O determinante de é dado por 

9 ^ - 
k r.2 

+ 0{k^) (4) 

Substituindo as equações (1), (3) e (4) na equação (LI.3), obtemos 

C — Co Cjr (5) 

onde 

Co = [2dah,,ed-,hf,r - 2d^Ji^(,d-,har - df,h^ad-yh^,r + dfh^^,d-yhar] (6) 

Cig = ^A^‘'''^'"^''''hgp{[2dah^s - d6h^c]d^hpr - [2dph^6 - dsh^p]d^har] + 0{k‘^) (7) 
O 

e é dado por 

+ ^fPn''0 _ ^f‘'^fp 
(9) 
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£o é a densidade lagrangeana livre , e Cig será considerada como densidade la- 

grangeana de interação dos grávitons. Escolhendo o seguinte termo de fixação de calibre 

1 
£/.« = § [K - 'Ç''L) ('■i* - (10) 

teremos então que 

— Eo + ^f.g — ^ (11) 

A densidade lagrangeana (11) é invariante pela seguinte transformação 

I Vni-' 
— IfiiJ — ^ 7-), 

= - 7a (12) 

isto é, 

- 4 

A densidade lagrangeana (13) pode ser colocada sob a seguinte forma, 

(13) 

(14) 

E a densidade hamiltoniana é dada por 

n = IP^h^e-Cg = ^ 2Ó'"‘'7.. - 7aÕ': - + -Ô,7a"5'^: (15) 
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I.III - QUANTIZAÇAO 

A quantização do campo gravitacional torna-se mais fácil se considerarmos 7^^ e 7 

como variáveis independentes. Neste caso, a densidade lagrangeana livre assume a seguinte 

forma 

“ 4 
5a7^"5“7,-^ - t5^7<9"7 

e a densidade hamiltoniana é escrita como 

(16) 

- 77 - (17) 

A concordância entre as densidades hamiltonianas (15) e (17) será assegurada pela 

condição suplementar, onde o valor esperado de 7 será colocado igual ao valor de 7^. As 

equações de movimento de 7 e 7^^ são 

□ 7 == 0 (17.a) 

□ 77»./ = 0 (17.6) 

Estas são as equações de onda, que admitem as seguintes soluções 

7^11/ = liV + [«,,^(p)exp(-ip.r) + aJ„Ap)exp(/79r)] (18.a) 

7 = 7^"^^ + 7* * Y" —^== [«(p)exp(-zp.T)-7 a^(p)exp(ipx)] (18.6) 
Y V21 ^'P 

onde Up =1 p | (Gupta.1977). 

A prescrição usual para quantização é dada pelas seguintes relações de comutação a 

tempos iguais, 

[7(.r),Il(.r')]_,,o = ,.,o = iò(.r-.v’) (19.a) 

l7„s(i),n'“'(x')i,.,,,. = ^ + <'«:;) 6 (f -1') {19.6) 
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Os momentos conjugados de 7 e 7^ são 

n = ^ 
C>7 

dC„ 

1 
'4 

7 
a0 

àio,0 2 

Substituindo as relações (20) nas equações (19), vem 

[7(.t),7(x')]^o=^,o = -4z(5(f-f') 

[7a^(x),r''(.T')],o = ,,o = í (w + 

(20) 

(21.a) 

(21.Ò) 

[7(a^),7(‘'í^')]xO=x'o = [7(-'í^),7(-'í’')]xO=r-o = 0 

[la0{x)n^tÁx')]^o^^,o = [7a/3(3;),7íA(3-')] o = j.,o = 0 

(21.C) 

(21.d) 

Para calcular o propagador do gráviton, precisamos em primeiro lugar achar as relações 

de comutação covariantes de 7 e 7,,,^. Aqui, vamos apenas calcular o propagador de 7^,^, 

pois o campo 7 segue a mesma linha, de raciocínio; portanto não há necessidade de expor 

novamente todas as técnicas. Substituindo a relação (18.a) na equação (21.d), temos 

[7/í<^(2^),7Ae(a'')]^o=^,o = ^ .... x 

pp 

X 

Tendo em vista os uj's são positivos e o tempo é arbitrário, segue-se que 

af,u{p)-a\y{p') = oÍm.(p)'«L(p') 

['(^;7 + ^ )1-t{pX + p'x')] 

+ 
^[t(<^j!-‘^p)i-i(px-p'x')]■. _ Q 

apu{p),a\^{p')   D \g(p)òpj PP 

(22.0.: 

(22.Ò) 
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Introduzindo a seguinte definição 

A+(a’) 
2(27ri3 

í 1 
/  exp[—ipx] 

J 

obtemos 

= i{Pp\Puo + r]^gT]^x)^'^(x - x') 

Vamos introduzir também o A“(x) da seguinte forma 

(Pp 

■>p 

Segue daí que 

{PpXPuQ V PpgVuX) 

P 

i f (Pp 
^ = bTTAs /  exp(?pa-) 2(27t)3 J Uf 

7Í^^(3:),7Íe’(a.’')] = -J2 
2Vw. 

exp[zp(,T — a;')] 

1 
— {PpXPuQ + 77/.e7?t/A)exp[?:p(x - .t')] 

2(27t) 

7ÍJ(a^).7ÍeV^'') ^ + \x-x) 

Substituindo as equações (28) e (30) na equação (26), obtemos 

bpA^),lXQ{x')] = i(Pt,xriuQ + VpePi^x) P^ix - x‘) 

(27) 

(28) 

(29) 

(30) 

(31) 

onde 

cPp 
A{x) = A+(x) + A (x) = 3 / — [exp(?:p;r) - exp(-?:p.r)] = - 

Pp sin{px) 

l(’2llp J ^',y ' ' ' " ' ' ' ' J {2tt)^ ijjp 

Um meio útil de representar as funções-A é colocá-las como integrais de contorno no 

plano complexo po, isto é 

1 
cPp 

exp(—zpr) 
(32) 

\2-k)-^ J ' P" 

Com os contornos C'^ para A”^ e C~ para. A . A função A pode ser representada 

pela mesma integral (32) com o contorno C (veja a. seguinte figura). 

18 



Para A"*" temos que 

A+(x) = - 
dt^p exp( —ipx) 

c+ [2-kY {po +iOp){po - uJp) 

i 

9 

d?p ex.p{—ipx] 

(27r)3 tc’p- 
(33) 

E para A"^, temos 

A“(x) = - 
d^p exp( — ?p.7’) 

C- (27t)^ (Po + í^p)(P0 - ^p) 

■I í d^p exp [?:(u,y.To + pí)] 

2 7 (27T)3 u. 

Fazendo a seguinte mudança de variável (p —p) segue-se que 

A (x) 
i 

9 

d^p exp [z(u;p.To - px)] _ 

í 97r'\3 

d^p expiipx) 

(27t)3 
(34) 

(27t)3 

Vemos que as funções-A dadas pelas relações (32) são equivalentes às definições (27) 

e (29). 

Note-se que a função-A"'’ é “C-number” e pode ser escrita como o valor esperado do 

vácuo de um produto de dois operadores do campo, isto é 

zA"*" {ppXPuQ + PppPi/a) = < 0 ! fity i-r] .7Í:’(.r') 0 > (35) 

onde o vácuo é definido como o estado no qual não está presente gráviton de nenhuma 

espécie, 

o.nu[p) I 0 > = 0. para todos rjsp (36) 
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Consideramos afiu{p) como operadores de absorção e como operadores de 

criação. Para justificar essa interpretação de an^(p) e veja a equação (51).Conse- 

quentemente, 

=< 0 I |Ü> \g 

= < 0 I I 0 > = < 0 I j,uÁxhxç{x) I 0 > (37; 

Vamos definir agora algumas relações que serão importantes para obtenção do propa- 

gador de Feynman: 

1 - 0 produto-T cronológico é definido da seguinte forma 

TÍ'y ÍxH. Íx')) = í set>t' 

2 - A função-passo é definida como 

- / 1’ se t > 0 
= i 0, set<0 

(38) 

(39) 

3 - Definimos também a função-A de Feynman (A;;-) como o valor esperado do vácuo 

do produto-T 

^A^(x - x')(p^xPug + VtigVuX) = < 0 I T | 0 > (40) 

O produto-T pode ser escrito em termos da função-pas.so 9(i) da. seguinte maneira, 

T{7M<^(^)7Ae(a^')} = lfiAxhxe(x')9(x - x') + d{x' - x)'-)XQ{x'h't,u{x) (41) 

Usando a relação (37), a função Ap fica assim 

A^(.t) = ±2A"^(.t), se xo<0 

Além disso, afunção-Ap pode ser representada pela seguinte integral 

(43) 

Ap{x) 
(27t)4 

d^p 
Cr 

exp( —ipxj 

? 
(44) 
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onde Cf é o contorno mostrado pela seguinte figura, 

Fig.2 - Contorno Cf, equação (44). 

Para Xq > 0, escolhemos o contorno da parte inferior do plano-po e para xq < 0, 

escolhemos o contorno Cf da parte superior do plano-Po- 

Em vez de deformar o contorno, podemos mover os pólos a uma distância infinitesimal 

r] fora do eixo real e integrar no próprio eixo real. 

Fig.3 - Contorno e pólos deslocados a uma distancia infinitesimal 1] fora do eixo real, equação (45). 
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Neste caso, a função-Ap(x) é repesentada pela seguinte integral 

f  exp(-?;p.T) _ n f d'^p exp(-zpa') 

J {2tt)^ pI - {u^jr - tij)2 ~ “7 [OttY ~ p^--i€ (45) 

onde e = 2rju>p é um número pequeno e positivo que tende a zero após a integração. 

E finalmente, a equação (45) é a forma desejada para a função Ap. Portanto, o 

propagador de Feynman do campo 7^^ é dado por 

2 
< 0 I T )} I 0 > = ;rAf(l - (46) 

Para o campo 7 nós temos as seguintes relações de comutação 

a{p),a\p') -òA-, pp 

[7(x),7(x')] = -4zA(x-x') 

E o propagador de Feynman do campo 7 definimos como 

< 0 I r {7(x)7(.t')} I 0 > = ~2iAp{x — x'] 

(47.0.) 

(47.Ò) 

(48) 

Podemos calcular também o propagador de Feynman de usando as equações (12), 

(46) e (48) 

<C 0 I T \ h\q{x )} I 0 > uQ P1/X PnrPXg) Afp{x X ) 

< 0 I T {h^,x{x)hxeix‘)} | 0 > = l^C\u^XgAp(x -x') (49) 

onde consideramos que 7 e comutam entre si. De acordo com as relações de comutação 

(25) e (47.a), os comutadores de 0,0 e a possuem sinais negativos. Embora, esses sinais 

negativos não causam nenhuma dificuldade em relação a energia de cada gráviton, eles 

podem gerar probabilidades negativas. Vamos analisar este fato calculando a hamiltoniana 

do campo gravitacional. 
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A hamiltoniana do campo gravitacional é dada por, 

H = nJ (TxH 
4 2 

1 

4 

N denota o produto normal, onde todos os operadores de criação são colocados à esquerda 

dos operadores de absorção. Substituindo as equações (18.a) e (18.b), temos 

H 
-Ç/2 

(POPÓ PP' I 

x[-2a(^a(^)í(p + p')exp(-2ipo3'’o) + 2a{^a\p')8{p - p') + 2a\p)a{p')6{p - p') 

-2a\p)a\p')8{p + p )exp(2?:po-'Co) + o'“'(p)o.,,.,Ap')^'(P + P') exp(-2?:po.To) 

{^o^^,AP)8{p - p') - a"'^''{p)a^,^{p)8{p - p') + a‘'^‘'{p)al^[p')8{p + p>)exp{2ipQXQ )] 

Usando a relação p^ = Po - ^ = 0 e po =| p |, obtemos 

1 
H = -oJ'''Çp)a^^(;T) - al(p)a(p) (50) 

Vamos escolher agora um estado com um gravitou do tipo a(p). Atuando H sobre esse 

estado temos que 

p 

H \1^>= ^ ^o^'"Çp)a,,,,(p) - oÇp)a(;5') a^{q) I 0 > 

= ~Y^ ^O^(P) [a(p)^o,^(ç)] I 0 > = ^a^(ç) I 0 > (51) 

Vemos que a energia tem valor positivo. Mas, a dificuldade aparece quando calculamos 

a normalização do estado do gráviton a(q) 

< Iç I Ij- > = < 0 I a(ç)aÇç) 10> = - <0|0> = -1 

desde que < 0 | 0 >— 1- 
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Esse tipo de problema pode ser resolvido usando o formalismo de Gupta-Bleurer. 

As probabilidades negativas que apare em em alguns dos estados dos grávitons podem 

ser eliminados através de condições suplementares que são dadas pelo termo de fixação de 

calibre e a equivalência das hamiltonianas (15) e (17). Como nós podemos observar através 

da hamiltoniana (50), temos 11 tipos de grávitons; 10 provém de que é simétrico e 

um provém de Mas, nem todos esses grávitons são reais. As condições suplementares 

permitem-nos eliminar nove tipos de grávitons; portanto, no campo gravitacional puro 

existe apenas dois tipos de grávitons Ui2(^ e a'jj = | [ai](p) — a22(p)]- 

Pela análise da solução de onda do final da seção (I.I), já era. esperado a existência de 

apenas dois grávitons reais. 

Aqui, nós não reproduzimos os cálculos para obtenção desses grávitons reais. Os 

detalhes e as dicussões completas sobre o assunto podem ser encontrados nos artigos de 

Gupta (1950 e 1952). 

E finalmente, o spin do gráviton pode ser calculado através da densidade do momento 

angular (Gupta, 1952) ou através da análise da solução de onda plana (Weinberg, 1972). 

O resultado mostra que o spin do gráviton é 2. 
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I.IV - QUANTIZAÇÃO VIA INTEGRAL DE FEYNMAN 

Nesta seção, deduziremos o propagador do gráviton via integral de Feynman, mas 

o procedimento será heurístico; isto é, não discutiremos sobre os problemas que ocorrem 

nesse formalismo e nem nos preocuparemos com o rigor matemático. 0 nosso ponto de 

partida é a ação funcional Z[J]. Os detalhes do formalismo de integral de trajétoria podem 

ser encontrados nos livros de Ramond (1981) e Ryder (1985). 

Seja a seguinte ação funcional gravitacional, 

ZIPP] =: N j m^^^exp z J d\v (1) 

onde N é o fator de normalização. 

Agora, passamos a equação (1) para. o espaço dos momentos e usamos as seguintes 

transformadas de Fourier 

hfiÁP) 
4/ 

hí 

ã^x exp(Í23x)hfi^{x] 

d'^pexp{~ipx)h^,^{p) 

^(P) = / d^xexp{-ipx) (27T)^ 

Temos então, 

^ [J^p] = N J Vh^P exp i J d^^p (^-C^^^'^hx0{p)p^hs-,{-p) + ■P"'{p)h^u{-p) 

Fazendo a seguinte transformação 

h^,Ap)  ^ ^uÁP) - 
p- 

a nova variável h' difere de h por uma constante segue-se que então 

(3) 

(4) 

Vh,„, — T>h\ fXU (5) 
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Substituindo a transformação (4) na ação funciona] (3). temos 

Z\J"'] ^ N I I>Ã""exp [. J 

Transformamos o primeiro termo da exponenciaJ para o espaço das coordenadas, vem 

-i //“(-;>) 

Vemos que o termo dependente de h' possui a mesma forma do termo dependente de 

b. A exponencial sem o termo da fonte pode ser absorvida pela constante N, temos então 

Z \r^] = A' exp 
CfiyfS - 

~w 

Passando novnmente para o espaço das coordenadas, obtemos 

z [r-] = A'exp í-t j- y)j‘\v) 

onde 
í “ P 

- y) = C^„b6 J 
d^p exp[-tp{j - y)] 

que é o propagador de Feynman. 

Além disso, o propagador de Fejnman satisfaz a seguinte identidade 

^exT[-t'p(x-y)] = -C^,8eS{x-y) 

ou 

□ ,Ap(i) = -S{x) 

onde 
d^p exp(—xpx) 

(2r)^ p2 

Vemos que o propagador obtido pelo formalismo de integral de trajetória é o mesmo 

do formabsmo canônico (veja equação I.III.49 ). 
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Substituindo a transformação (4) na ação funcional (3). temos 

\rp] = nJ 

Transformamos o primeiro termo da exponencial para o espaço das coordenadas, vem 

-i/ 
Í-.J, 

Vemos que o termo dependente de h' possui a mesma forma do termo dependente de 

h A exponencial sem o termo da fonte pode ser absorvida pela constante N, temos então 

z [J-"] = A’exp [-j j d*pJ^-(p)^0Í.J‘»(-p) 

Passando novamente para o espaço das coordenadas, obtemos 

= A'exp í-j J- y)J‘\y) 

onde 
[ à^P exp[-*p(a- - y)] 

^F(^y6e){^ y) - ^27t)4 p2 

que é o propagador de Feynman. 

Além disso, o propagador de Fejmman satisfaz a seguinte identidade 

/(í^ J) 
^exp[-ip{x-y)] = -C^.s96{x-y) 

ou 

□ = -S{t) 

onde 
d^p exp{—ipx) 

Vemos que o propagador obtido pelo formalismo de integral de trajetória é o mesmo 

do formalismo canônico (veja equação I.III.49 ). 
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I.V - APLICAÇAO 

Como aplicação, vamos analisar o espalhamento de partículas escalares * sem massa 

com troca de grávitons a nível de árvore. O objetivo é mostrar as técnicas envolvidas nos 

cálculos dos processos de espalhamentos. 

Fig.4 - Linhas retas representam partículas escalares e linha ondulada representa gráviton. 

A densidade lagrangeana para o processo acima é dada por 

^ 
R 1 

■ — + —é 1^,2 ' 2^’'^ + ^f-í (1) 

0 acoplamento dado pela equação (1) é conhecido como acoplamento mínimo. Usando 

as relações (I.II.3), (I.II.4) e (I.Il.ll), temos 

£ £f; d" Re SC + Rint (2) 

onde 

* 

Cn = - - \djid^h 

1 
Resc — 

R mi. — 
k 

oÓ' 

(2.0) 

(2.Ò) 

Algumas formuleis importantes relativas ao campo escalar estão listadas no Apêndice C. 



A densidade hamiltoniana é dada por 

'H — 'Hg + 'Hesc + ^int. (3) 

onde 

(3.a) 

(3.6) 

(3.C) 

Os detalhes dos cálculos para obtenção da equação (3) podem ser encontrados no 

apêndice A. 

A matriz-S de espalhamento é dada pela seguinte relação 

Quando as equações (2.c) e (3.c) são substituídas na equação (4), as contrações dos 

campos escalares : ’■ aparecem devido ao teorema de Wick, e são dadas por 

Como podemos observar, as equações (3.c) e (5) possuem termos não covariantes. 

Aparentemente, esses termos violam a covariância da matriz-S, mas se substituíssemos as 

expressões (3.c) e (5) na relação (4) veriamos que os termos não covariantes se cancelarão. 

Vamos considerar a contribuição de segunda ordem da matriz-S (52) devido ao termo de 

ordem k da densidade hamiltoniana (3.c), 

5 = d!^X]...éxr,T {Hl{X] )....Hí{Xrt)] (4) 

(5) 

onde dl = apêndice B para os detalhes dos cálculos para obtenção da equação 

(5). 
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= -- í d^^xd^y N {4C>^''^^C^^-^ni,Ax)heM<PM^)<Pjy) : 0Mx)éMy) ■+■■■] 
32 J 

= '-Ç j d^xd^yN {C^‘^°^C^'^'’'^^h,Ax)hs,{y)<p,a{x)cPjy)òl^^^^^^^ 

^ I d^xN {C^‘'^^C^^^^h,,her,ç,a<P,p} + ... (6) 

que cancela obviamente com a contribuição de primeira ordem da matriz-S (Si) devido ao 

segundo termo da equação (3.c) 

Si = (7) 

Da mesma maneira, podemos mostrar que as outras contribuições devidos aos termos 

não covariantes também se cancelam. Então, por questão prático usamos a hamiltoniana 

efetiva dada por 

ni = (8) 

junto com a contração efetiva 

: d^(l){x)dló{x') := idfj,dlAp(x - a-') (9) 

Agora, temos todas as ferramentas necessárias para calcular o espalhamento dado 

pela fig.4. Como o espalhamento será calculado apenas a nível de árvore, então nós temos 

somente a contribuição de segunda ordem da matriz-S 

52 - / d^xd ijT {7ij(x)Hj{y)] 

32 

Para o nosso processo contribui somente o seguinte tenno da expressão (10) 

t 9 /* 

(11) 
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E a matriz de transição é dada da seguinte forma, 

1 
1 

< f \ S2 \ i > = -ik‘^11 
2VE, 

(2tt)‘^S{p + q - p' ~ q' )x 

+ {p-q'?-{p-q? ^ {p-q? + {p.g'Y - {g.q'? ^ {p-gf + {q.g')^ -{p-g')^ 

ip + gy ' W-qY ' {p-q'Y 

No sistema de centro de massa os momentos são dados por 

(12) 

Fig.5 - Espalhamento de partículas escalares de massa m no sistema centro de massa. 

p = -q ; p' = -q< 

Po = ço =Po = q'o = E 

9 777 “ I p 1=191=1 p' 1=1 q' 1= \/E- - 

Png“ = p-q ^ E-+ \p\- (13) 

Ppp'‘ = q-q = + 173” I" COS 6' 

Pfig'^' = g-p' — E~ — \ p\~ COS 6 

Temos então a matriz de transição no sistema de centro de massa a seguinte relação 

k\~,^ , , I siirP ^ tan-(f) ^ cot^ (f) 
< / I 52 h > = ?: ( :j7 ) (27r)^<5(p + ç - p' - q (14) 
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A fórmula de seção de choque é dada por 

j fi I / ^1 w |2| d(E[ + E2, 
«cr = /(P],P2)I Pl I 

-1 

colocando 

f{p'l,P2) 
M 

dü (15) 

(15.a) 
64Trn'reiEiE2E[E^_ 

onde M é a amplitude de Feynman. A amplitude de Feynman do nosso processo é dada 

por 

M = 
sin'^ 

4 + tan ^ - J + cot- ^ , 
9 

No sistema de centro de massa a velocidade relativa, é 

rei 
P-(j 

EpE^ 

EpEq+ \ p\\ q 

EpEq 

Temos também 

d\p' \ 5 1^1 

Substituindo essas fórmulas na equação (15), obtemos 

(16) 

(17) 

E^ sin^^ 
+ tan^ ( ^ j + cot ^ dQ (18) 

A equação (18) fornece o mesmo resultado dado pelo artigo de Peet, 1970. 
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PARTE II 

ESPALHAMENTOS COM TERMO NÃO MÍNIMO ^R<f> 



Nesta segunda parte, vamos mostrar que a ação 

= í d* 

descreve a mesma teoria a nível de árvore independentemente do valor da constante de 

acoplamento A demonstração será feita, inicialmente em espaços conformemente planos 

a fim de que as complicações matemáticas não mascarem os resultados obtidos. A seguir 

estenderemos este resultado para o caso de espaço riemanniano geral. 

II.I - TEORIA DE GRAVITAÇÃO DE EINSTEIN 

NO ESPAÇO CONFORMEMENTE PLANO 

Discutimos nesta primeira seção a teoria de gravitação de Einstein no espaço con- 

formemente plano. E bem conhecido que essa teoria não fornece resultados adequados 

para os seguintes famosos testes da gravitação: ela fornece valor errado para a rotação do 

periélio do planeta mercúrio, e além disso, não prediz a defiexão da luz pelo Sol (Lord, 

1976). Mas, os cálculos de espalhamentos a nível quântico neste espaço são bem mais 

simples quando comparados com os do espaço riemanniano geral; esse é o motivo pelo qual 

vamos usar esta geometria particular para nossa análise sobre a questão da equivalência 

das teorias . 

A métrica do espaço conformemente plano é dada por 

(1) 

(l.a) 

onde é uma função arbitrária que escolheremos como sendo dada por 

ü{x) = 1 + ac/ (2) 
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com = 47tG. 

Como podemos observar a métrica (1) possui apenas uma única componente indepen- 

dente que é dada pela função f{x). 

As equações do campo podem ser obtidas através da seguinte ação funcional 

^ - J V^ARdV + J dV (3) 

onde A é uma constante e L é a. lagrangeana de matéria. 

Aplicando o princípio da ação mínima 6S = 0, obtemos 

SS = 6g>^‘'^dV = 0 

Substituindo a equação (l.a) temos que 

6S = -2 |-4i? + 
T 

2 
?í-Hü./^dV = 0 

Por causa da arbitrariedade de 6£l segue-se que 

AR = - 
T 

(4) 

Esta é a equação do campo procurada. O valor da constante A é obtido através da 

comparação do limite não relativístico da teoria com a lei de Newton. Neste caso, o valor 

da constante é dado por 
1 

A = -■ 
487rG 

Portanto, a ação do campo fica agora assim 

f d,.fdrf 
s -dV (5) 

Espalhamentos 
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Calculamos a seguir os espalhamentos de partículas escalares com grávitons a nível 

de árvore dada pela seguinte densidade lagrangeana 

2 2 ^ £ = 

Substituindo as equações (1), (l.a) e (2), vem 

C — Cesc + £tnt 

colocando 

Ce 
2^’'^ 2 

Cint = K + 6(^<?Í)^D] / 

+ /í' 

(6) 

(7) 

(7.a) 

(7.fe) 

0 propagador do gráviton é dado por 

Ap(xi - X2) = 
(27t)4 /2 

A amplitude de Feynman do espalhamento escalar-escalar (fig.4) com troca de gráviton 

fornece o seguinte resultado 

M = -4ÍK^m^ <{ 4(1 - 30(1 - 120 + m + + 
.(p + ç)2 (p-q')^ {P-P'Y 

e o espalhamento escalar-gráviton (fig.6) é dado por 

'm^ipq' -pq) + {pq){pq') 
M. = —2\K,m 22 

(8) 

(9) 
ipq){pq') 

onde p e q são momentos antes do choque e p' e q' são momentos após o choque. 0 processo 

de aniquilamento pode ser obtido através do espalhamento escalar-gráviton (Barker et al., 

1969), portanto não há necessidade de calculá-lo. 

Observando os resultados (8) e (9) podemos esboçar a seguinte conclusão: os proces- 

sos de espalhamentos a nível de árvore são independentes do parâmetro ^ para m = 0 

(Accioly et al, preprint IFT.P057/93). Esta conclusão não se restringe apenas ao espaço 

conformemente plano. A extensão deste resultado para o espaço riemanniano geral será 

feita nas próximas seções. 
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II.II - ESPAÇO RIEMANNIANO GERAL 

Calculamos agora os processos de espalhamentos com o acoplamento não mínimo ^R(j)^ 

no espaço riemanniano geral. Temos três processos básicos a nível de árvore: espalhamentos 

escalar-escalar, escalar-gráviton e processo de aniquilamento. 0 processo de aniquilamento 

pode ser obtido através do espalhamento escalar-gráviton (Barker et al., 1969). A seguir, 

calculamos apenas os processos de espalhamentos. 

Espalhamento escalar-escalar 

A densidade lagrangeana de interação do acoplamento ^R(p~ é dada por 

Cg4> = 4>- rrí^- iR(i>^) (1) 

Note-se que ^ é uma constante adimensional para h = c = 1. Podemos observar que a 

ação possui a dimensão do momento angular ML^T~^ ou equivalente a unidade de h. Mas, 

para = 1, S fica adimensional e a densidade lagrangeana quadridimensional assume neste 

caso a dimensão de não tem dimensão, consequentemente R tem a dimensão de 

L~^, e além disso, (j>{x) tem dimensão de Portanto, R4>~ tem a dimensão de L~‘^. 

Logo, encontramos que ^ é adimensional. 

Usando as relações (I.II.l), (I.II.3) e (I.II.4), obtemos a seguinte relação até ordem k 

^Gi> — ^0 ^inl (2) 

colocando 

^<t> = (2.0.) 

OU 

c„t = 5 {5(1 + + 20?,- 2Ç/!'"'?,,»? + 

(2.c) 
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Substituindo na matriz-S temos que 

S2 = d xd y 

xT 

X 

m 
(1 + {h^‘'<!>,,. - <f> 

2(1 + 4C)<f>^4’^ ~ + 2()(j}^c 2i - H%) <f> (3) 
y 

Para o espalhamento escalar-escalar (fig.4) contribui apenas os seguintes termos 

52 d xdry 

N ((1+- mV") - (1+2í)í'«‘í'- - 2í (4,-““ - 4' 

X 
,5t? 
^ ((1 4- - mV') - (1 + 20<^’V’’' - 2e (</>’ 

E a matriz de transição fica assim 

Í17 
4> • d^ii(^x^hgfj(^y) '. 

(4) 

< f \ S \ t > ^ {27r)^n^/^^^ó(p + ç-p -ç')x 

f m^ + 2(g.ç')(9-P') , “ 2(g.ç')(Ç-P) - 2{p.q'){q.p) ] 

n (ÍTÍ? ■" +2ím(5 + 6Ç)| (5) 

Usando as fórmulas (I.V.13) temos que 

ik'^{27TY , (1 + 3í;2)(1 - u^) + 4í;2(1+t’2^sin^ (f) 
-6{p + q-p -q )[   —— ^^ </|5h> = 

4{2y)' u^cos^ (1^ 

(1 + 3U^)(1 - + 4U^(1 + U^)C0S^ (I) 2^/ 2n 2 ■ 9 
H 2 • 2 /e\ l-(3 + ü )(l-u ) + 2u^sin^^ + 8i^(õ + 6^)(l-u^)] 

r^^sin (^2^ 

(6) 
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A seção de choque neste caso fica da sepuinte fon::-^ íHugirin? and Toms.]9S/ 

{£) CAÍ 2^t. 

* I (1 + 3r^ )(1 - ,r - 4: *( ] — r* isin^ (|) 

T*C05 

+ 
(1 + 3r^)(l - r^) + 4?'^(1 + 7-^ )co=^ (|) 

9 • 2 / e r-^sm ' (f) 
+ (3 + r‘ )(i - !' j-f 27-‘sii-*íí + S((ò-r 6^ )(1 - ?■* j/ 

( / I 

Espalhamento escalar-gráviton 

No caso de espalhamento escalar-gráviton precisamos expazidir a densidade la- 

grangeana (1) até ordem e incluir também os termos de auto-interação dos grávitons 

(I.II.7). 

Fig.6 - Espalhamento escalar-gráviion. Linha ondulada representa gráviioii t Lnha reta represem a partir ula 

escalar. 

Temos então a seguinte densidade lagrangiana de interação 

jC/ = C]o + ^]T< + (S. 

onde 

^Jo = - pd.i. + had + 
4 '■ 

k 1.2 
oit nÀ ■h^^h 

4 
(6.0 i 
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£//v = Y (D/i - ^ + 2/?."'^) [2d^d„h,, -Uh,,, - d,d,h) 4>^ 

+ 
k^i gè L 

- -7T ) - W - d.h-^^dni^, 

+ ^ {d''h^^ + d^h''^ - {d.hr,S + dsKr, - dr,h,s)cl>^ (8.6) 
O 

Cig = - d,h^.,)õ,h^r - {2d^Ks - dsh^u)d^h^r] (8.c) 
o 

e Pa/3eXixv e são dados por 

Pa/3gX^iv — 1]i/X {'HtíQVeP 2 {^lfiaVí'0 d" '^lg0Vi'O:) ^ ^a0gX {8.d) 

j^^u-f6a0rp ^ ^pu [^f0 jf P + ,f P^f 0) 0 ^^8 p ^ 0^^^ ^ ^ pu 0 p 

A decomposição de Fourier de h^^{x) é dada da seguinte forma 

com 

= e['_^'j(ç)<^+(<f) + eí-i(Ç)“-(?) 
(-)' (10) 

{[er(g)e;^(9) - 4'(g>2(9l ± + 4'(íK(ç)]} (h; 

onde a+(ç) e a_(ç) são operadores de aniquilação dos grávitons com eixos paralelo e 

anti-paralelo ao vetor q. ti{q) e C2(^ são vetores unitários tais que ç, Ci{q) e 62(5) são 

perpendiculares entre si. As componentes 6^(5) e e^(ç) são iguais a zero (Barker et al.,1969 

e Papini and Valluri,1977). 

Calculamos a matriz de espalhamento no sistema de laboratório 
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Fig.7 - Sistema de laboratório. 

Os momentos no sistema de laboratório são dados por 

q + p = q' +p' 

p = 0 q' + p' :i2] 

Qo + m = gó + PÓ qq ^ m{qo - q'o) 

Por questão de conveniência, escolhemos os vetores de polarização associados 

aos grávitons da seguinte forma 

ei(ç') = ei(g) 
q' X q 

\q' X ^ 

e2{q''. 
q' X e,(g') 

e2(ç) = 
q X ei(g) 

(13) 

0 resultado da matriz de espalhamento é dado por 

S = I 
(Stt)-* mqoq^ 

— è(q + p-q' - p')d]j{q')á'^{q)a^{p')a{p) (14) 
Vj 4^777.go<ZÓPÓ 2(tío - q'o) 

Vemos que no limite m=0, as seções de choque anteriores são independentes do parâmetro 

^ Este resultado nos permite anunciai' um teorema geral: 
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A nível de árvore, a ação S[g,<j>] = J d^x^/^ + dfi4>d^(j)] descreve 

a mesma teoria qualquer que seja o valor da constante de acoplamento (Accioly et ai., 

preprint IFT.P052/93) 

Portanto, no que concerne às teorias os acoplamentos mínimo e não-mínimo 

são indistinguíveis a nível de árvore. 
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EPÍLOGO 

Mostramos neste trabalho que as teorias descritas pelos fundonais 

(15) 

S[g,<f>] = j d^xV^ (16) 

são equivalentes a nível de árvore. A demonstração foi feita calcidando-se explicitamente, 

via quantizaçâo canônica, os processos <f> — <f> e <f> — g para o sistema 5 e verificando-se 

que os resultados encontrados eram os mesmos que aqueles obtidos usando-se o sistema 5. 

Este resultado nos leva a uma indagação bastante interessante: 5 e 5 descrevem a mesma 

teoria do ponto de vista clássico ? A resposta será afirmativa se consegmrmos mostrar 

que a ação S pode ser obtida de 5 por uma redefinição de campos, ou seja, se pudermos 

mostrar que 

S[ç,<^] = 

onde 

Sfii' — "b ■■■ 

<f> = = ^ + •••■ 

Paxa evitar complicações desnecessárias costuma-se admitir que estas mudanças de 

variáveis não envoh^em derivadas dos campos e que os sistemas barrado e não-barrado 

coincidem no limite de campo fraco. Vamos demonstrar em sequência que os sistemas S t 

S são equivalentes no contexto clássico desde que 1 -f- > 0. As condições de contorno 

sobre o campo não-barrado são determinadas a partir das condições impostas sobre o campo 

barrado. 

Seja a transformação conforme 

g,ii> = (16.a) 
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onde íí(x) é uma função real, contínua, não nula e finita. 

De (16.a) segue-se imediatamente que 

9 = \9tiu\ = 

A curvatura escalar transformada é dada por 

R = 

onde 

□ D 
1 

v/^ 
d, [V^9^‘'d,.íl] 

A prova da relação (17) é dada no Apêndice D. Substituindo as relações (16.a), 

(16.c) e (17) na ação (15), vem 

S = J [- - 6D~^DÍ1] (1 + 

consideramos que k'^ = l. 

Fazendo 0“^ = (1 + ^^^), onde 1 4- é suposto ser positivo, obtemos 

S = J [—7? + 6D“^DD-f 

0 segundo termo da, ação pode ser colocado na seguinte forma 

= df, [y/^g''‘'Q.~^ d^Q] - d,M 

Desprezando o termo de derivada total segue-se que 

5 = ydS:^{-R + g^“'+ 

Substituindo Q,(x) em função de ç>, obtemos 

s= / d>x^s {-R+r ^ 

(16.6) 

(16.c) 

(17) 

(18) 

(16.b), 
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Fazendo a seguinte transformação 

ou 

<l> 
-I 

y/l+e(l+6e)<^^ 

yrTõTTeõ^ 

Obtemos finalmente a nova ação que é dada por 

dó 

S[g,<l>] = J d^x^/^[-R + g^‘'ó,^tó,u] 

(19) 

(20) 

Vemos que F[5, se reduz para Ffgí,*?!)] através das transformações (16.a) e (19). 

Portanto, S[g,ó] e são teorias completamente equivalentes. 

Considerando que (1 -f ^ó'^) > 0, obtemos as seguintes soluções da integral (19) 

é 
'1 + 6( 

In i + é(i + 6e)^2 + + 

x/l +e(l +60d' + \/W^ 

i + e<^2 para { > 0 (21.a) 

ó = 
'1 + 6e 

-e 

7T 
— — tan 

+ '/2‘"“ 

v/l + e(l+60®- + 

y/l + e(l + 6Qd^ 

V-e(i + 6o<^ 

para — t < <^ < 0 (21.6) 
6 

Ó bn 
9 

1 + 

1 - 
para C = - g (21.C) 

ó 
: + 6C 

In ^l + ((l + 6é)b'^-v/C(l + 60^ 
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+ 
1- 

\/r+T(iT6õ^+ 

TkÍ2 
para <^ < — (21.d) 

As figuras correspondentes a estas soluções se encontram no Apêndice E. 

Uma aplicação bastante útil deste teorema de equivalência clássica seria tentar demon- 

strar a equivalência quântica dos sistemas S e S. Evidentemente, calcular explicitamente 

as amplitudes de espalhamento na concha de massa, como fizemos a nível de árvore, seria 

extremamente complicado. Em vez disso poder-se-ia concentrar a atenção nas divergências 

na concha de massa. Em outras palavras, determinar-se-iam os contratermos A5 e A5 em 

um “loop” da teoria quântica. Cálculos preliminares realizados por Accioly e colaboradores 

no caso especial ^ = —1/6 (acoplamento conforme) utilizando a técnica generalizada de 

Schwinger-DeWitt, levam a crer que A5 = AS quando ^ = —1/6. 

Esperamos que pesquisas futuras venham a corroborar a idéia da equivalência quântica 

destas teorias. 
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APÊNDICES 



Apêndice A 

Dada a seguinte densidade lagrangeana 

Os momentos conjugados dos campos 4> e são 

k 
1 - 

4 

Usando a seguinte propriedade 

(Al) 

(A.2) 

(A3) 

= 2{6^S; + S^^6I) (A.4) 

Temos então 

4> = 

k 

hbp = Cíp77,n^’' 

+1 

[1 - f 

1 + + 

A densidade hamiltoniana é dada pelo método usual 

:a.5) 

:a.6) 

n = n^"/7.,,, + - £ £4.7) 

Utilizando as equações (A.5) e (A.6) podemos passar a equação (A.7) para as variáveis 

canônicas, isto é 

77 = 77p + 77e;,c. + 77,„í(/^) (A.8) 

onde 

H, = In-ocos^n"” - //!/ £4.9) 
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(AlO) 'Hesc. = ^ [n<^n^ - (p^i(f>''] 

- Ç V,,]' 
o 

+ + c>(â:') (a.ii) 

A densidade hamiltoniana (A.11) está na representação de Heisenberg. A passagem da 

representação de Heisenberg para representação de interação pode ser obtida da equação 

(A.ll) pelas substituições das variáveis canônicas dos campos livres (veja Gupta,1977 e 

Lurié,1968) 

n.-r^í = = n"'" (A.12) 

H’^ = ^ (A.13) 

Segue daí que 

n^m. = (A.14) 
4 o 
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Apêndice B 

A definição da contração : dfi4>{T)dl4>{j') : é dada por 

: = < 0 I T[d,4>{j)d',<í>{x*)] | 0 > = 

= t [^(/ - i’)d^d’,A-^ix - x') - e{t' - Oa^ô;A-(x - x')] (B.l) 

A função 6(i — t') é dada pela equação (I.III.39). 

As derivadas do propagador de FejTunan Ap podem ser escritas como 

A^(x - x') = [6{i - f')A+(x - x') - - í)A-(x - x')] = 

= - í')A+(x - x') + - í')a^ A+(x - x') + õ^en - t')^.A+(x - x') 

+e(t - f')a^atA^-(x - x') - - oa-(x - x') - ffjii' - t)d^A-(x - x') 

-d^e(t’ - i)dlA-(x - x') - â(t' - f)d^diA-(x - x') (B.2) 

o comutador dos operadores derivadas com a fimção — i') atuando sobre A'*' pode 

ser colocado como 

- i')] A+(x - x') = [a,a^^(t - i') -h d^âit - i')õ, + d,e(i - t')di] a+(x - x') 

(B.3) 

Identificando os termos da equação (B.3) com a da equação (B.2), temos 

-1') = (»(í - na,K + - í')D a-^(i -1') 

- {«((' - + l9A,e(i' - 01) A-(i -1') (BA) 

Consequentemente, 

: õ,<Kz)d'J{:r') ■- ilõ.ff.AriT - j') - - í')l A+(i - i') 
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_..-£*»,<lit—'íii*. --, .... •^^-•. 

+ ia,^.,»(('-<)lA-(í-i')l (B.5) 

Antes de prosseguir os cáiculos da equação (B.5), vamos colocar a seguir aJgumas 

relações importantes 
d6{j — t') 

di 
= 6{i — X*) 

S(x - x') A (a- - i') = 0 ; pois A{x - a:')l,o=x' = ^ 

(B.6) 

(B.7) 

S{xo - A{x - x) = -^S{x - x') (B.S) 

As relações (B.7) e (B.S) serão provadas no final deste apêndice e a relação (B.6) é 

dada no li\To de Byron and FuUer, 1969. A função &(x — i^) pode ser colocada da seguinte 

forma, 

«((' - í) = 

1+í(f - <■) 

1 - e(í - <’) 

onde e(f — t') é definido como 

={^ 

Derivando a função - f') em relação a t, obtemos 

di 2 dt ^ ' 

de{t — t') 

dt 
= 2S(í - t') 

Usando as equações (B.7) e (B.ll), obtemos a seguinte identidade 

(B.9) 

(B.IO) 

(B.ll) 

[5^,c(#-/')]A(a--a-') = d,e{i-t')Aix-x^) = 2íj0(t - í') A (i - i') = 0 (B.12) 

Colocamos agora a equação (B.5) em termos de e(i — f), temos 

: d^(í>(x)d^<p{x') := i d^d'^,Ap{x 2 ~ A (a- - x) (B.13) 
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vamos usar agora as relações(B.6) à. (B.12) para obter a forma final do comutador 

[d^dl^e[t — í')] A (o: — x'). Usando a identidade (B.12), temos 

e(í - í')] A (x - x')} = df,dle{t - t') A (x - x') + dle{t - t')df, A (x - x') = 0 

K “ ^0] A (x - x')} = df,dle{t - í') A (x - x') + d^e{t - t')dl A {x - x') = 0 

Somando as duas relações acima, obtemos 

d^dle{t - t') A (x - x') + - [dle{t - í')ô,, A (x - x') + d^e{t - t')dl A (x - x')] = 0 

Substituindo na equação (B.3) trocando A"*" por A segue-se que 

[d^,dl,e{t - t')] A (x - x') = ^ [dle{t - t')d^ A (x - x') -f d^e{t - t')d[, A (x - x'}] 

= —— t')d^ A [x — x') + à^S{t — t')dl A (x — x') 

Usando a relação (B.8) temos que 

[df,dl.e{t - í')] A (x - x') = 26l6l6{x - x') 

Substituindo na equação (B.13), vem 

: d^(j)(x)dl<p{x') : = i [df,d'„Ajr{x - x') - <5jí°<5(x - x')] 

Vamos provar agora, as relações (B.7) e (B.S). Dada a. função A(x — x'’ 

A(x — x^) = — ■ 
:27t)3 

d:^p6{p- - fA)e{po)exp[-ip{x - x')] 

onde 

e(Po) 
Po _ í se po > 0 

po I ~ \ se Po < 0 

Usando a segiiinte propriedade da função 6 de Dirac 

1 
à{p~ - P“) = óXpõ [^(po + ^'p) + ^(pu — )] 

(B.14) 

(5.15) 

(B.16) 

(5.17) 

(.B.IS) 
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Temos então, 

d^pdpo-^-^[S{po +u>j;) + 6{po -u-y)]exp[-^p(xo-xó) + ^p(f“-x')] 

(5.19) 

Integrando sobre po, vem 

J^^^2^ {exp[-tu),rÍ3^o - xó)] ~ exp[iWp(xo - xó)|}exp[i^f - x')j 

(5.20) 

É obvio que A(x — = 0. Temos provado então a relação (B.7). 

Derivando a relação (B.19) e integrando em relação a po, vem 

8{xq - xó)5;, A (;r - ,r') = - 
ô(Xo - X'ó ) f 3 exp[ip{X - x')] 

^ ) T c(u;p)) uJp) e(u.jp))j 

J d^pexp[tp{x - x)]Sl = -<5j(5(x - .t') 

6{xo - XQ)dp A (,T - x') - -6l6(x - x') 

É fácil verificar que 

á(xo - Xo)d'p A(x - x‘) 6^ò{x - x') 

(5.21) 

(5.22) 



Apêndice C 

A densidade lagrangeana de Klein-Gordon é dada por 

^esc = 

A equação de movimento é dada da seguinte forma 

(□ + m^) (p{x) = 0 

As soluções da equação (C.2) podem ser escritas como 

(f){x) = + (j)~{x) 

colocando 

Relações de comutações são 

a{p),a\p') 

a{p),a{p') 
. 

a^{p),a\p') = 0 

Essas relações são extraídas do livro de (Mandl e Shaw. 1984). 

(CM) 

(C.2) 

(C.3) 

(C.S.a) 

(C.S./d 

(C.4.M 

(C.4.C;) 
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Apêndice D 

A transformação conforme da métrica é descrita como 

9^ 9tiu — ^ {^)9iii^ 

O símbolo de Christoffel transformado fica, 

9^16 

{DA) 

= — [^^i9uè + du9n6 - deg^A 

n, = n, + 40-^ô,fi 

{D.2) 

(D.3) 

O tensor de Ricci é dado por 

R^- = - a.f;, + 

Substituindo as equações (D.2) e (D.3) na relação acima, vem 

(D.4) 

= R^u - D-' {d^ + 20;,.. + 

+ 0-2 [4<9,Oa.O - 5"'ff,.a,Oc)íO] +0-' (0.5) 

0 tensor escalar de curvatura R é obtido pela contração dos índices do tensor de Ricci 

R = (/‘'R nu 

0-2 {R - [d^ {g-^^g,„d,ü) + 20;„. + 2Tiy'õM, 

mas 

rd,[g-^^g^,d,ü] = -2r!(„5-^’'c)íO + 4nO 

Consequentemente, 

R = 0-2R - 60-"d0 (0.6) 
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Apêndice E (FIGURAS) 

As figuras (l.a), (l.b) e (l.c) dadas nas páginas seguintes mostram o campo 0 em 

função de ^ e ( das equações (II.II.21.a), (II.II.21.b) e (II.II.21.d), respectivamente. 0 

valor de foi colocado igual a 1 («^ = 1) e os intervalos de ^ correspondentes são 

Fig. l.a) > 0 ; Fig. l.b) -1/6 < ^ < 0 ; Fig. l.c) ( < -1/6 
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Fig. l.a 
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(f> 

Fig. l.b 
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