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RESUMO

O principal objetivo desta tese foi investigar os polinômios ortogonais na circunferência

unitária associados a certas funções peso semiclássicas. Determinamos todas as fun-

ções peso semiclássicas cujas equações diferenciais do tipo Pearson, satisfeitas por

elas, envolvem polinômios de grau menor do que ou igual a 2 e, isso também incluiu,

uma extensão da função peso de Jacobi na circunferência unitária. Foram estabeleci-

das relações de estrutura para os polinômios ortogonais e equações de diferenças não

lineares para os coeficientes de Verblunsky complexos associados. Como aplicação,

apresentamos diversas relações de estruturas e equações de diferenças associadas

a algumas dessas funções peso semiclássicas. Além disso, a fim de obter outras

propriedades diferenciais, utilizando uma abordagem conhecida como problema de

Riemann-Hilbert, encontramos equações diferenciais de primeira e de segunda ordem

para alguns polinômios ortogonais na circunferência unitária.

Palavras-chave: Polinômios ortogonais na circunferência unitária, Equações de di-
ferenças, Função peso semiclássica, Equação de Pearson, Problema de Riemann-
Hilbert.





ABSTRACT

The main objective in this thesis is to study the orthogonal polynomials on the unit circle

associated with certain semiclassical weight functions. We determine all semiclassical

weight functions such that the Pearson-type differential equations satisfied by them

involve polynomials of degree at most 2, and this also includes an extension of the

Jacobi weight function on the unit circle. General structure relations for the orthogonal

polynomials and non-linear difference equations for the associated complex Verblunsky

coefficients are established. As application, we present several new structure relations

and difference equations associated with some of these semiclassical weight functions.

Furthermore, in order to obtain other differential properties, using an approach known

as Riemann-Hilbert problem, we found first and second order differential equations for

some orthogonal polynomials on the unit circle.

Keywords: Orthogonal polynomials on the unit circle, Difference equations, Semiclas-
sical weight function, Pearson equation, Riemann-Hilbert problem.
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Introdução

Sejam (a, b) um intervalo real e µ uma medida de Borel positiva. Considere C(a, b) =
{f : (a, b) → R; f contínua}, isto é, o espaço das funções contínuas definidas no intervalo
(a, b). Um produto interno entre f1, f2 ∈ C(a, b) pode ser definido por uma integral de
Riemann-Stieltjes como

⟨f1, f2⟩ =
∫ b

a
f1(x)f2(x) d µ(x).

Se µ é absolutamente contínua, ou seja, dµ(x) = w(x)dx, então a integral torna-se

⟨f1, f2⟩ =
∫ b

a
f1(x)f2(x)w(x) d x,

onde w é uma função integrável definida em (a, b). Como w(x) ⩾ 0 e é não identicamente
nula em (a, b), então w é chamada função peso.

Dizemos que duas funções são ortogonais entre si, se o produto interno entre elas
for zero. Portanto, uma família de funções, {fn}, forma um sistema ortogonal em um
intervalo (a, b) com relação a uma função peso w se, para quaisquer duas funções distintas
da família, tem-se ⟨fn, fm⟩ = 0, n ̸= m ∈ N.

No caso de polinômios, considera-se {Pn}n⩾0 uma sequência de polinômios ortogonais
com relação a uma função peso w em (a, b) quando ⟨Pn, Pm⟩ = 0, n ̸= m e Pn é um
polinômio de grau exatamente n. Dizemos que uma sequência de polinômios ortogonais,
{pn}n⩾0, é ortonormal, se ⟨pn, pn⟩ = 1. Estes polinômios satisfazem uma relação de
recorrência de três termos dada por

xpn(x) = an+1pn+1(x) + bnpn(x) + anpn−1(x), n ⩾ 0,

com p−1(x) = 0, an = ⟨xpn, pn−1⟩ e bn = ⟨xpn, pn⟩ e chamamos an e bn de coeficientes
da relação de recorrência. Estudos bem detalhados sobre esses polinômios podem ser
encontrados em Chihara [14], Ismail [32] e Szegő [49].

A teoria dos polinômios ortogonais chama a atenção de muitos pesquisadores devido
às suas várias aplicações, tais como em Física Matemática, Análise Numérica, Análise
Funcional, processamento de sinais, entre outras. Entre os polinômios ortogonais, alguns
são classificados como clássicos ou semiclássicos. Os polinômios ortogonais clássicos são
os polinômios de Jacobi, de Laguerre, de Hermite e de Bessel e são muito conhecidos na
literatura, ver [14] e [34].

Uma das caracterizações mais conhecidas dos polinômios ortogonais clássicos e semi-
clássicos é que a função peso associada, w, satisfaz uma equação de Pearson do tipo

d
d x

[σ(x)w(x)] = ρ(x)w(x),

19
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onde σ e ρ são polinômios. Se σ é um polinômio de grau menor do que ou igual a 2 e ρ é um
polinômio de grau 1, então a função peso é chamada de clássica e os polinômios ortogonais
associados são polinômios ortogonais clássicos. Se σ é um polinômio de grau maior que
2 ou ρ é um polinômio de grau diferente de 1, a função peso é conhecida como função
peso semiclássica. Se σw se anula nos pontos extremos do intervalo de ortogonalidade,
os polinômios ortogonais associados à função peso clássica ou semiclássica, satisfazem
relações de recorrência diferenciais, também conhecidas como relações de estrutura, no
Capítulo 1 detalhamos este assunto. Ver, por exemplo, [5, 7, 40, 41] e [53].

Um exemplo de função peso semiclássica é a função peso de Freud [29], isto é,

ws(x) = e−x4+sx2
, x ∈ (−∞, ∞),

onde s ∈ R é um parâmetro real. Os polinômios ortonormais associados a esta função
peso satisfazem a relação de estrutura

p′
n(x) = n

an(s)pn−1(x) + 4an(s)an−1(s)an−2(s)pn−3(x), n ⩾ 2.

Os coeficientes da relação de recorrência dos polinômios ortogonais associados a função
peso de Freud dependem de s e satisfazem a seguinte equação de diferenças

a2
n+1(s) + a2

n(s) + a2
n−1(s) = n

4a2
n(s) + s

2 , n ⩾ 1,

com a0(s) = 0 e

a2
1(s) =

∫∞
−∞ x2ws(x) d x∫∞

−∞ ws(x) d x
.

Essa equação diz-se discreta de Painlevé, dPI, ver [29, 36] e [53]. Na Seção 1.4 descrevemos
as equações de Painlevé.

Os polinômios ortogonais na circunferência unitária vêm despertando grande interesse
dos pesquisadores nas últimas décadas devido a sua vasta aplicação em várias áreas da
Matemática como, por exemplo, em Teoria da Aproximação, Teoria Espectral, Teoria
de Probabilidades e, recentemente, em problemas de Riemann-Hilbert, ver, por exemplo,
[42, 45] e [46]. Seguindo os trabalhos de Stieltjes, Hamburger, Toeplitz e outros, Szegő
investigou a ortogonalidade na circunferência unitária em uma série de artigos por volta de
1920, ver [47] e [48], onde introduziu os polinômios ortogonais na circunferência unitária,
conhecidos na literatura também como polinômios de Szegő. Essa classe de polinômios,
quando associada a função peso semiclássica, é o elemento principal de estudo desta tese.

Considere w uma função peso definida na circunferência unitária T = {z ∈ C : |z| =
1} = {z = eiθ, 0 ⩽ θ ⩽ 2π}, então o produto interno entre Ψn e Ψm é dado por

⟨Ψn, Ψm⟩T =
∫ 2π

0
Ψn(eiθ)Ψm(eiθ)w(θ) d θ,

e ⟨Ψn, Ψm⟩T = 0 para n ̸= m, caracteriza a ortogonalidade na circunferência unitária da
sequência {Ψn}n⩾0.

Esses polinômios não satisfazem uma relação de recorrência de três termos, porém na
forma mônica, Φn, satisfazem uma relação muito interessante, conhecida como recorrência
de Szegő, dada por,

Φn(z) = zΦn−1(z) − αn−1Φ∗
n−1(z), n ⩾ 1,
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onde Φ0(z) = 1, Φ∗
n(z) = znΦn(1/z) é o polinômio recíproco e

αn−1 = −Φn(0)

são conhecidos como coeficientes de Verblunsky. Além disso, Φn é definido por

Φn(z) = Ψn(z)
κn

,

onde κn é o coeficiente que acompanha o termo de maior grau de Ψn, ou seja,

⟨Φn, Φn⟩T =
∫ 2π

0
Φn(eiθ)Φn(eiθ)w(θ) d θ = 1

κ2
n

.

Uma função peso na circunferência unitária, w, é chamada semiclássica se satisfaz a
equação

d
d θ

[
A(eiθ)w(θ)

]
= B(eiθ)w(θ), θ ∈ [0, 2π], (1)

onde as funções A e B são polinômios de Laurent e A(eiθ) = 0 nos pontos singulares
de 1/w. Essa definição é devido a Magnus [37]. A equação (1) será chamada equação
diferencial do tipo Pearson. Neste trabalho analisamos relações de estrutura satisfeitas
por polinômios ortogonais mônicos na circunferência unitária e os coeficientes de Ver-
blunsky, αn, associados a uma função peso semiclássica na circunferência unitária. Em
[44] são tratadas as famílias Laguerre-Hahn sobre a circunferência unitária que incluem
as semiclássicas como casos particulares.

Para a ortogonalidade na circunferência unitária, o problema de classificação dos po-
linômios ortogonais semiclássicos foi estudado em [11, 44, 51] e [52] considerando funci-
onais lineares que satisfazem uma equação do tipo Pearson, ou seja, dado um funcional
linear, regular e hermitiano, u, diz-se que u é semiclássico se existem polinômios A e B,
com A(z) ̸= 0, que satisfaçam a equação

D
(
A(z)u

)
= B(z)u,

onde o operador derivada é definido por

d u(g(z)) = −iu(zg′(z)) = −i
∫ 2π

0
zg′(z)w(θ) d θ, eiθ = z, θ ∈ [0, 2π].

Se deg A(z) = p e max{p−1, deg((p−1)A(z)+ iB(z))} = q, diz-se que u pertence a classe
(p, q). Nos artigos [11, 51] e [52], os funcionais lineares semiclássicos foram divididos em
classes, essa abordagem pode ser adaptada à equação (1) considerando que, se

deg A(z) = p e max{p − 1, deg((p − 1)A(z) + iB(z))} = q,

então w pertence a classe (p, q) de funções peso semiclássicas. Uma função peso que
pertence a classe (p, q) também pertence a classe (p + 1, q + 1).

Um exemplo conhecido de função peso semiclássica na circunferência unitária é

wt(θ) = 1
2π

et cos(θ), 0 ⩽ θ ⩽ 2π,

com t > 0, ver [32]. A sequência associada de polinômios ortogonais mônicos na circun-
ferência unitária satisfazem a relação de estrutura

Φ′
n(z) = nΦn−1(z) + tκ2

n−2
2 κ2

n

Φn−2(z), n ⩾ 2. (2)
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Os coeficientes de Verblunsky são reais e dependem do parâmetro t. Da relação de es-
trutura, é possível mostrar que os coeficientes de Verblunsky satisfazem a equação de
diferenças não linear

αn(t) + αn−2(t) = −2n

t

αn−1(t)
1 − α2

n−1(t)
, n ⩾ 2. (3)

Essa equação é bem conhecida e foi apresentada por Periwal e Shevitz [43]. Ela corres-
ponde a uma equação discreta de Painlevé dPII, ver [53]. Estudos sobre funções peso
semiclássicas na circunferência unitária também podem ser encontrados em [10] e [37].
Em [2] a equação (3) foi encontrada usando uma abordagem conhecida como Problema
de Riemann-Hilbert, que é uma ferramenta que vem sendo muito utilizada quando se
trata da análise do comportamento assintótico de funções.

O método de Riemann-Hilbert tem grande importância na teoria de problemas de
contorno para funções holomorfas (analíticas). O principal objetivo é encontrar uma
função que seja holomorfa em uma determinada região, levando em conta certas relações
de salto entre os valores de seus limites sobre os pontos de um contorno dado. Essa
abordagem para polinômios ortogonais foi formulada por Fokas, Its e Kitaev em [27]
em 1992 e um método para calcular assintóticas com problemas de Riemann-Hilbert
foi apresentado em [22] por Deift e Zhou em 1993, primeiro no contexto de sistemas
integráveis. A aplicação mais abrangente a polinômios ortogonais ocorreu em 1999, graças
aos trabalhos de Deift, Kriecherbauer, McLaughlin, Venakides e Zhou, ver [17, 20] e [21].
Essas descobertas foram fortemente influenciadas pela relação entre polinômios ortogonais
e a teoria de matrizes aleatórias [15] e [19].

Essa técnica tem sido muito utilizada na teoria de polinômios ortogonais para obtenção
de assintóticas e propriedades diferenciais. Mais detalhes sobre o Problema de Riemann-
Hilbert podem ser encontrados em [1, 3] e [18]. Para resultados mais recentes sobre essa
teoria ver [8, 9, 12] e [13].

Um objetivo deste trabalho foi investigar funções peso semiclássicas na circunferência
unitária cujos polinômios ortogonais mônicos na circunferência unitária tenham coefici-
entes de Verblunsky complexos, para determinar que tipo de equações de diferenças esses
coeficientes satisfazem. Desenvolvemos essa investigação para funções peso semiclássicas
em que os polinômios A e B em (1) são polinômios de grau menor do que ou igual a
2. Como resultado determinamos todas as funções peso semiclássicas que satisfazem as
condições estabelecidas e encontramos as relações de estrutura para os polinômios orto-
gonais na circunferência unitária e as equações de diferenças satisfeitas pelos coeficientes
de Verblunsky associadas a tais funções peso na circunferência unitária. Esses resultados
foram publicados em [6]. Outro objetivo foi encontrar equações diferenciais de primeira
e de segunda ordem para polinômios ortogonais na circunferência unitária, utilizando o
problema de Riemann-Hilbert.

Para alcançar os objetivos citados anteriormente, este texto está organizado da se-
guinte forma.

No Capítulo 1 apresentamos definições e resultados importantes para o desenvolvi-
mento do trabalho. Este capítulo foi dividido em cinco seções, na primeira são definidos,
brevemente, conceitos básicos referentes a polinômios ortogonais na reta real. Na segunda
seção são apresentados conceitos importantes sobre a ortogonalidade na circunferência uni-
tária. Na Seção 1.3 apresentamos a classificação dos polinômios ortogonais como clássicos
e semiclássicos na reta real e uma equação do tipo Pearson para a classificação de polinô-
mios ortogonais semiclássicos na circunferência unitária. Na quarta seção descrevemos
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as equações diferenciais e algumas equações discretas de Painlevé. E, por fim, na última
seção, é apresentado, de forma breve, o problema de Riemann-Hilbert e, ainda, o pro-
blema de Riemann-Hilbert para os polinômios ortogonais na reta real e na circunferência
unitária.

No Capítulo 2 determinamos todas as funções peso semiclássicas, w, na circunferência
unitária, onde os polinômios A e B em (1) são polinômios de grau menor do que ou igual
a 2. O método utilizado foi considerar todas as possibilidades de zeros do polinômio A,
tal que w seja positiva. Muitas funções peso semiclássicas conhecidas foram encontradas.
Além disso, determinamos a função peso semiclássica

w(θ) = τ(λ, β, η) e−ηθ[sin2(θ/2)]λ[cos2(θ/2)]β,

onde η ∈ R, λ > −1/2, β > −1/2 e τ(λ, β, η) é uma constante. Casos particulares
desta função peso, recuperam a maioria das funções peso semiclássicas conhecidas na
literatura, ver Observação 2.6. No entanto, como mencionado na Observação 2.6, o caso
geral, λβη ̸= 0, até onde sabemos, não foi considerado anteriormente.

No Capítulo 3 encontramos relações de estrutura para os polinômios ortogonais môni-
cos na circunferência unitária, associados a uma função peso semiclássica, estes resultados
estão no Teorema 3.4. Além disso, utilizando as relações de estrutura, determinamos equa-
ções de diferenças não lineares associadas aos coeficientes de Verblunsky complexos, que é
um dos resultados principais deste trabalho. Como aplicação, ainda no Capítulo 3, apre-
sentamos relações de estrutura para os polinômios ortogonais mônicos na circunferência
unitária e equações de diferenças para os coeficientes de Verblunsky para as funções peso
descritas no Capítulo 2.

No Capítulo 4 são apresentadas equações diferenciais de primeira e de segunda or-
dem para os polinômios ortogonais na circunferência unitária associados a funções peso
semiclássicas específicas. Também mostramos que algumas das equações diferenciais de
primeira ordem são equivalentes a relações de estruturas encontradas no Capítulo 3. Gos-
taríamos de ressaltar que os resultados do Capítulo 4 foram desenvolvidos durante um
estágio no exterior, realizado na Universidade de Aveiro, em Portugal, sob orientação da
Profa. Dra. Ana Pilar Foulquié Moreno da Universidade de Aveiro e do Prof. Dr. Amílcar
Branquinho da Universidade de Coimbra.

No Capítulo 5 uma síntese dos principais resultados encontrados durante o doutorado
é apresentada. Também descrevemos os trabalhos futuros que poderão ser realizados,
dando continuidade a investigação iniciada com esta tese.

Como mencionado anteriormente, os principais resultados contidos nos Capítulos 2 e
3 foram publicados em
[6] C. F. Bracciali, K. S. Rampazzi, L. L. Silva Ribeiro, On semi-classical weight functions
on the unit circle. Journal of Approximation Theory, 295, art. 105957, 2023.

Os resultados do Capítulo 4 estão sendo organizados em forma de artigo científico para
ser submetido para publicação.



5 Considerações finais

Neste capítulo apresentamos os principais resultados deste trabalho e as perspectivas
futuras que visam a continuidade desta investigação.

5.1 Resultados principais
O principal objetivo desta tese foi o estudo de funções peso semiclássicas definidas na

circunferência unitária que satisfazem uma equação do tipo Pearson, ou seja,
d

d θ

[
A(eiθ)w(θ)

]
= B(eiθ)w(θ), θ ∈ [0, 2π], z = eiθ, (5.1)

onde A(z) = a2z
2 + a1z + a0 e B(z) = b2z

2 + b1z + b0, com a2, a1, a0, b2, b1, b0 ∈ C.
Este trabalho foi dividido em três grandes tópicos: a determinação de funções peso

semiclássicas que satisfazem uma equação do tipo Pearson com determinadas condições,
equações de diferenças satisfeitas pelos coeficientes de Verblusnky e equações diferenciais
de primeira e de segunda ordem satisfeitas por alguns polinômios ortogonais na circunfe-
rência unitárias através de uma análise envolvendo o Problema de Riemann-Hilbert. Estes
tópicos são encontrados nos Capítulos 2, 3 e 4, respectivamente. Os principais resultados
destes capítulos podem ser sintetizados por

• uma nova função peso foi apresentada no Capítulo 2, tal função peso generaliza
várias outras funções peso conhecidas. Essa função peso é dada por

w(θ) = e−ηθ[sin2(θ/2)]λ[cos2(θ/2)]β, θ ∈ [0, 2π] e η, λ, β ∈ R.

• no Capítulo 3 apresentamos a relação de estrutura (3.1) satisfeita pelos polinômios
ortogonais na circunferência unitária, ou seja,

A(z)Φ′
n(z) = na2Φn+1(z) + sn,nΦn(z) + sn,n−1Φn−1(z) + tnΦ∗

n(z), n ⩾ 2,

onde os coeficientes tn, sn,n−1 e sn,n são dados em (3.2), (3.3) e (3.4), respectiva-
mente. E como aplicação, também mostramos que os coeficientes de Verblusnky
complexos satisfazem as equações de diferenças não lineares (3.9) e (3.10), isto é,

[(n−1)a2 + ib2]αn +[(n−1)a0 − ib0]αn−2 = −(na1 −γna0 −γna2)
αn−1

1 − |αn−1|2
, n ⩾ 2

e
[(n − 1)a2 + ib2]

αn

1 − |αn−1|2
+ [(n − 1)a0 − ib0]αn−2

= −
{
[ib0 − (n + 1)a0]αn−1αn − ib1 + (n + 1)a1 − 2γna0

} αn−1

1 − |αn−1|2
, n ⩾ 2,

onde γn é dado em (1.7).
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• no Capítulo 4 foram apresentadas relações diferenciais para os polinômios ortogonais
na circunferência unitária associados as funções peso (1.21) e (1.25), este estudo foi
realizado utilizando o problema de Riemann-Hilbert, esta abordagem tem muitas
vantagens, uma delas é de determinar estes operadores sem recorrer à ortogonali-
dade, pois ela está implícita no método. Considerando a função peso (1.25) e Yn a
única solução do problema de Riemann-Hilbert na circunferência unitária, temos os
seguintes operadores diferenciais de primeira e de segunda ordem, respectivamente,

z(1 − z)Y ′
n = M̃nYn − z(1 − z)YnC ′

nC−1
n

e

z(1 − z)Y ′′
n + Y ′

n[2z(1 − z)C ′
nC−1

n + (1 − 2z)I2] + Yn[z(1 − z)C ′′
nC−1

n

+ (1 − 2z)C ′
nC−1

n ] =
[
M̃ ′

n + M̃2
n

z(1 − z)

]
Yn,

onde Cn e M̃n são dadas em (4.18) e (4.32), associadas a esta função peso. Como con-
sequência direta destes operadores, sejam {Gn}n⩾0 funções introduzidas por Deift,
Its e Krasowsky em [18], dadas por (4.4), então a equação diferencial de primeira
ordem satisfeita por estas funções é dada por

z(1 − z)G′
n(z) = −[bz + (b + n)|αn−1|2]Gn(z) + (b + n)(1 − |αn−1|2)αn−1G

∗
n−1(z)

e a equação diferencial de segunda ordem

z(1 − z)G′′
n(z) + [(b − n − 2)z + (1 + n + b)]G′

n(z) + b(1 + n)Gn(z) = 0.

Além disso, são apresentadas, no Capítulo 4, equações diferenciais de primeira e de
segunda ordem para Φn, Φ∗

n−1 e G∗
n−1.

5.2 Trabalhos futuros
Nesta seção são apresentadas direções para dar continuidade ao trabalho.

Relação de estrutura e equações de diferenças
Como trabalho futuro pretendemos estender os resultados apresentados nos Capítulos

2 e 3, ou seja, investigar funções peso semiclássicas na circunferência unitária que satisfa-
zem uma equação do tipo Pearson em que os polinômios A e B em (5.1) são polinômios
de grau maior que ou igual a 3. Quando A e B são polinômios de grau 3, a relação de es-
trutura satisfeita pelos polinômios ortogonais mônicos terá seis termos. Como aplicação,
é esperado encontrar equações de diferenças satisfeitas pelos coeficientes de Verblunsky
e, se possível, relacionar com as equações de Painlevé. Desta forma, temos os seguintes
problemas em aberto.

• Determinar as funções peso semiclássicas na circunferência unitária que satisfazem
a equação do tipo Pearson (5.1) com A e B polinômios de grau maior que ou igual
a 3.
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• Encontrar relações de estrutura para polinômios ortogonais mônicos associados a
essas funções peso. Acreditamos que, quando os polinômios A e B em (5.1) tiverem
grau exatamente 3 e forem denotados por A(z) = a3z

3 + a2z
2 + a1z + a0 e B(z) =

b3z
3 + b2z

2 + b1z + b0, a relação de estrutura terá a seguinte forma.

A(z)Φ′
n(z) = na3Φn+2(z) + sn,n+1Φn+1(z) + sn,nΦn(z) + sn,n−1Φn−1(z)

+pn,nzΦ∗
n(z) + tn,nΦ∗

n(z), n ⩾ 3,

com

pn,n = (ib3 + 2a3)αn,

tn,n = (ib3 + a3)αn+1(1 − |αn|2) + (ib2 + a2 + a3γn+1)αn,

sn,n−1 = (ib0 + na0)(1 − |αn−1|2),
sn,n = ib1 + (n + 1)a1 − a0γn − (ib0 + (n + 1)a0)αnαn−1,

sn,n+1 = na2 + a3[(n − 1)γn − nγn+2] + (ib3 + 2a3)αnαn−1.

• Encontrar as equações de diferenças satisfeitas pelos coeficientes de Verblunsky.

Problema de Riemann-Hilbert na circunferência unitária
Um outro trabalho futuro que pretendemos realizar é continuar desenvolvendo a aná-

lise feita no Capítulo 4 para outras funções peso na circunferência unitária, em especial,
para a nova função peso encontrada no Capítulo 2. Utilizando o método de Riemann-
Hilbert, pretendemos encontrar equações diferenciais de primeira e de segunda ordem
para os polinômios ortogonais relativamente a essa função peso. Ademais, também pre-
tendemos estender os resultados apresentados no Capítulo 4 à ortogonalidade matricial
na circunferência unitária, na literatura existem poucos exemplos deste caso. Em síntese,
temos os seguintes problemas em aberto.

• Encontrar operadores diferenciais de primeira e de segunda ordem associados a
função peso (2.21), isto é,

w(θ) = e−ηθ[sin2(θ/2)]λ[cos2(θ/2)]β, θ ∈ [0, 2π] e η, λ, β ∈ R.

• Estender os resultados estudados no Capítulo 4 à ortogonalidade matricial na cir-
cunferência unitária.
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