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Resumo

Neste trabalho foi realizado um estudo sobre o comportamento dos zeros de polinémios
palindrémicos, com foco nos zeros reais. Condigoes necessarias e suficientes para que um
polinémio palindrémico com coeficientes reais tenha somente zeros reais sao estabelecidas.

Palavras-Chave: Polindmios Palindrémicos, Zeros Reais, Transformada de Chebyshev.






Abstract

In this work is presented a study of the behavior of the zeros of palindromic poly-
nomials, focusing on real zeros. Necessary and sufficient conditions for a palindromic
polynomial with real coefficients has only real zeros are established.

Keywords: Palindromic Polynomials, Real Zeros, Chebyshev Transform.
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CAPITULO

1

Introducao

O comportamento dos zeros dos polindmios algébricos ¢ uma das subareas classicas da
Anélise. Tal assunto é muito abordado na Matematica e atualmente as fungoes polinomiais
sao temas de muita investigacao, tanto na area computacional quanto na teorica.

n

Considere o polinomio P(z) = Zaizi, a, # 0 com a; € C, e associado a P(z) seja
i=0
1 u .
P*(z)=2"P | = = a;z" " S isti e C, = 1, tal
(2) ==z <z) ;a z e existir wu |ul al que
P*(z) = uP(z), entao P(z) ¢é dito self-inversive.

1
Em particular, se P(z) = z"P (—), entdo P(z) é um polindmio palindromico. Neste
z

caso, os coeficientes de P(z) satisfazem a, ; = a;, i = 0,1,...,n. Se a; € R,
1

i=0,1,...,n, observe que P*(z) = z"P | —
z

No decorrer do texto serd utilizada a nomeclatura polindémio palindromico (um histo-
rico sobre o uso deste termo pode ser encontrado em [11|) para representar a classe de

1
polinémios P(z) tal que P(z) = 2"P | — ). Porém, alguns autores utilizam outras nome-
2

claturas, como, por exemplo, Kim e Park [12] referem-se a polindémios auto-reciprocos e
Kwon [13] e Lakatos [14] utilizam polinémios reciprocos.

O comportamento dos zeros de polinémios palindromicos no circulo unitario é um
assunto muito abordado na literatura ([14], [15], [21]). Porém, quando se trata do com-
portamento dos zeros reais, tal assunto é pouco explorado. Desta forma, o objetivo deste
trabalho é apresentar condigoes necessarias e suficientes para que um polindémio palindré-
mico com coeficientes reais tenha todos os seus zeros reais.

Para alcangar tal objetivo, foi necessério o estudo de varios resultados preliminares,
organizados em capitulos, cujo detalhamento é apresentado a seguir.

No segundo capitulo sao apresentados resultados classicos de polinémios, resultados
sobre o comportamento dos zeros de polinémios self-inversive, além da transformada de
Chebyshev.

O terceiro capitulo explora como assunto principal zeros reais de polinomios. Para
isso, foi estudada a regra de sinais de Descartes, que da a estimativa do ntimero de zeros
positivos de um polinémio, e também os teoremas de Sturm, Hermite e dos menores
principais, onde foram utilizadas as matrizes de Hankel e Hurwitz.

No quarto capitulo, através da transformada de Chebyshev, é apresentado um novo
resultado, assim como resultados obtidos através da aplicagao dos polinémios palindro-

15



1. Introducao 16

micos na teoria estudada anteriormente. Assim, foram encontradas condigoes necessarias
e suficientes sobre os coeficientes de um polindmio palindréomico para se obter somente
ZEeros reais.

No quinto e ultimo capitulo sao apresentadas as consideracoes finais do trabalho,
juntamente com uma proposta de trabalho futuro, que estd relacionada ao resultado
encontrado, mudando apenas a necessidade de nao encontrar somente os zeros reais ou
zeros no circulo unitério, mas sim, encontrar zeros complexos fora do circulo unitario.

O software utilizado para realizar alguns célculos e plotar os graficos foi o Mathematica.



CAPITULO

2

Resultados Preliminares

Neste capitulo serao apresentados alguns resultados béasicos sobre a teoria de polino-
mios, definicoes de polinomios self-inversive e palindromicos, resultados sobre zeros de
polindmios self-inversive e a transformada de Chebyshev. Tais resultados e defini¢oes
encontram-se principalmente nas referéncias [10], [14], [16] e [17].

2.1 Resultados Basicos

Nesta secao serao apresentados alguns resultados basicos sobre a teoria de polindmios,
que podem ser encontrados em [8], [10] e [18].

Dada uma sequéncia de nameros complexos (ag, a1, ..., a,), n > 1, considere a fungao
P :C — C dada por P(z) = ap + a1z + ... + a,2". A fungdo P é denominada fungao
polinomial ou polinémio associado a sequéncia dada. Os nameros ag, a, ..., a, sao deno-
minados coeficientes e as parcelas ag, a;z, ..., a,z" sao chamadas termos do polinémio P.
Considerando a,, # 0, a,, recebe o nome de coeficiente dominante.

Proposicao 1 Seja P(z) = Zaizi um polinémio de grau n, n > 1, com coeficientes
i=0

complexos a;, 1 =0,1,....n.

(i) « € zero de P(z) se, e somente se, (z — «) divide P(z).

(ii) Se a € zero de P(z), entao existe um m > 1 tal que (z — )™ divide P(z). As-
sim, P(z) = (z — a)"Q(z) com Q(z) um polinémio complexo de grau n —m onde
Q(«) # 0. Neste caso, diz-que « € zero de P(z) de multiplicidade m. Se m =1, «
¢ dito zero simples de P(z).

(iii) Se ay,aq,...,ax forem zeros de P(z) dois a dois distintos, entdo o polinémio
(z—aq)(z—ag)...(2 — ap) divide P(z).

Teorema 1 (Teorema Fundamental da Algebra) Todo polinémio nao-nulo P(z) de
grau n, n > 1, com coeficientes complexos a;, 1=0,1,...,n, tem exatamente n zeros com-
plexos, zq, ..., zp.

Este teorema garante que toda equagao polinomial nao constante com coeficientes
complexos possui todas as solugoes em C. A seguir seré apresentado um resultado como
consequéncia imediata do Teorema Fundamental da Algebra.

17



2. Resultados Preliminares 18

n

Teorema 2 (Teorema da Decomposigao) Seja P(z) = Z a;2" um polinomio de grau

1=0
n, n > 1, com coeficientes complexos a;, i = 0,1,...,n. O polinémio P(z) pode ser
unicamente representado por P(z) = a,(z — z1)(2 — 22)...(z — 2,,), onde 21, 22, ..., Z, G0
zeros complexos do polindmio P(z).

Demonstracao. A prova deste teorema sera dada através de inducao sobre o grau n de

P(z).

a
Considerando n = 1 o resultado ¢ imediato, pois se P(2) = a1z + ap entdo z; = -2
ay
¢ zero de P(z).
a
Desta forma, P(z) pode ser escrito como P(z) =a; | 2 — ——0) =ai(z — z1).
a1

Suponha que o resultado vale para n — 1. Sera provada a validade para n. De fato,
se z1 € C é um zero de P(z), a Proposi¢ao 1 garante a existéncia de um polindémio Q(z),
com coeficientes complexos, tal que P(z) = (z — 2z1)Q(z). Note que Q(z) tem grau n — 1
com coeficiente dominante a,,. Portanto, por hipotese de indugao, existem z,,...,z, € C
tais que Q(2) = an(z — 22) ... (2 — 2z,).

Portanto, P(z) = (2 — 21)Q(2) = an(z — 21)(z2 — 22) .. . (z — 2,). ™

2.2 Relacao entre Coeficientes e Raizes

Por volta do século XVI, muitos matemaéaticos ocidentais desenvolveram estudos a
fim de estabelecer relagoes entre as raizes e coeficientes de uma equagao quadratica. Em
1579, na obra Canon Mathematicus seu ad triangula cum appendicibus, Viéte! apresentou
as formulas de Viéte, no qual trabalhava com relacoes entre coeficientes e raizes e entao
determinava raizes para essas equagoes, porém as raizes encontradas eram apenas nimeros
positivos. O problema para essas relagoes era a presenca de niimeros negativos encontrados
como raizes, o que nao era aceito pelos estudiosos. Foi Girard? que desenvolveu um método
capaz de determinar as relacoes entre coeficientes e raizes de uma equacao polinomial, no
caso geral. Maiores detalhes histéricos podem ser encontrados em [6], fonte da qual foram
obtidas tais informagoes.

Dada a equagao polinomial

P(z) =a,2"+ ...+ a1z + a9 =0,

com a, # 0, cujas raizes sao 21, ..., z,. Pelo Teorema da Decomposi¢ao segue que:

P(z) = an(z—21). + (2 — 2,)

= ap2" —an (214 .+ 2y) 2"

—_—
S1
—|—an\(zlzg + 2123+ ... + zn_lznlz”_Q
Sy
o+ (=D, Sp2" "+ (1) (2129...2,)
~———

S’!L

Francois Viéte (1540-1603) nasceu em Fontenay-le-Comte, na Franca. Cursou advocacia na Univer-
sidade de Poitiers. Embora nunca tenha trabalhado como cientista ou matematico profissional, sempre
esteve envolvido em estudos mateméticos ou astronémicos. Viéte trabalhou com trigonometria, algebra
e geometria.

2Albert Girard (1595-1632), matematico francés que aos 22 anos entrou para a Universidade de Leiden.
Girard desenvolveu estudos na algebra, trigonometria e aritmética.
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Logo, comparando a expansao anterior com os coeficientes a;, i = 0,1, ...,n, de P(z),
segue que

an—1
S, = 1+ tz,=— = o,
G
Ap—2
Sg = 2129+ 2123+ ... + 2p_12n, = = 09
Qp
Ap—3
53 = 212223+ 212324+ ... + Zn_9%n_1%n = — = 03
Qn
Ay —
hWn—h
Sh = Z1%2...2n+ 21%23... ZhRh+1 + ...+ Zn—(h—l) e Rp—1Rn = (—1) a— = Op,
n
n 40

Sp = z129..2, = (—1) =0,

7

e entao encontra-se as relagoes entre coeficientes e raizes da equagao polinomial P(z) = 0.

2.3 Polinémios Self-Inversive e Palindrémicos

Nesta secao serao apresentadas defini¢oes de polindmios self-inversive e palindromi-
cos, além de exemplificagoes para a melhor compreensao destas teorias. Estes resultados
podem ser encontrados na referéncia [17].

Seja z — P(z) um polinémio de grau n, n > 1, dado por

n

P(z) =ag+ a1z + .. +a,2" = Y a2’ =a,][(z - 7).

i=0 j=1
Cujos zeros sao zi, 2a, ..., 2, € a; € C.

Definigao 1 Associado ao polinomio P(z), considere o polinomio P*(z), dado por

z

—1 n ) n
P*(z2) = an(t) =Gp2" + a2 L a, = Zdiz”ﬂ = C_LOH(Z —z7),
i=0 k=1

: . . .
cujos zeros z; = — sao os inversos conjugados dos zeros de z de P(z).
%k

Exemplo 1 Seja P(z) = 22 + 22+ 2, cujos zeros sio z1 = —1 +1i e zp = —1 —i. Logo, o
polinémio P*(z) serd dado por

: L 1 . 1 4
cujos zeros sao z; = 2—1—2 ez =-5"5
Observe que
| 1+ 1 1 4
24 = — = —= — Ly = = —— — —
1 21 2 2 22 27

1
ou seja, satisfaz z; = —, conforme a defini¢ao de P*(z).
2k

Vale observar que realmente os zeros do polindmio P(z) sao os inversos conjugados
aos zeros de P*(z) com relagao ao circulo unitdrio, como mostram as Figuras 2.1 (a) e

().
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(a) (b)

Figura 2.1: Representagao dos zeros dos polinémios (a) P(z) = 22 +2z+2e (b) P*(z) =
22° +2z+ 1.

Definicao 2 (Polinémio Self-Inversive) Dado P(z) = Zaizi um polinomio de grau
i=0
n. Se existir u € C, |u| =1, tal que P*(z) = uP(z), entao P(z) € dito self-inversive.

Exemplo 2 Sejam P(z) = ((1—+/3) = (14++/3)i)2% + (3v/3—34) 2 + (2+2i) um polinémio
eu= % + \/732 Serd provado que P(z) € um polinémio self-inversive.

Observe que

ul = P+ (42 =1

—
o=
_I_
oS
~.
N~—
I
—
DO =

Assim,

| =

P*(z) = Z2P( ) = (2 —20)22 + (33 4+ 3i)z + (1 — V/3) + (1 4+ v/3)i),

e, além disso,

uP(2)

(L8 [(1—=V3) — (1+v3)i)22 + (33 — 30)z + (2 + 2i)]
= (2 —20)22 + (3v3 + 3i)z + (1 — vV3) + (1 + V3)i).

Logo, |u| =1 e P*(z) = uP(z). Portanto, P(z) € self-inversive.
Vale observar na Figura 2.2 a simetria entre os zeros do polindmio self-inversive P(2)
com relacao ao circulo unitdrio, onde z; = —0,37 — 1,371 e 2z = —0,18 — 0, 68i.
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-15*-

Figura 2.2: Representacdo dos zeros do polinomio P(z) = ((1 —v/3) — (1 + v/3)i)2% +
(3v/3 — 3i)z + (2 + 2i).

Observagao 1 Se um polinomio P(z) de grau n com zeros zi, zg, ..., z, € self-inversive

entao - .
{z1, 22, o0y 20} = {— — .. }

—_ 9y _ y —
21 %2 Zn

Exemplo 3 Seja Q(z) = 22 +623+922+62+2 um polindémio cujos zeros sao z; = —1+1,
T .

1 —I—Z 1 2

H=—1—4,2z3=—+—-eczy=—=——.

2 ‘ ;) <3 2 9 4 9 9
Seja

1
Q*(2) = 2*Q <j) = 22" +62° +92° + 62 + 2.
z

1 1 )
Observe que Q(z) = Q*(z). Logo 27 = —3 + o 25 = 5~ %, Zs=—14+iez;=—-1—1.
Seque ainda que
) L1
ya = _— = —— —_
! Z 2 2
) 11
22 = — = —— — —
Z9 2 2
2 = —=-—1+1
3 %
2, = —=-1—1
4 Z4 )
, . . . . 1 1 1
ou seja, Q(z) e Q*(z) sao polindomios que satisfazem {z1,z9, ..., 20} =4 —, —, e, — ¢,
21 22 Zn
onde 21 = 25 = —, By =2, = —, 23 =2 = — €24 = 25y = —.
1 3 %3 2 4 % 3 1 % 4 2 %

Portanto, Q(z) € self-inversive.
A figura abaizo representa os zeros do polinomio self-inversive Q(z), ressaltando a si-
metria entre os zeros do polindmio tanto em relacao a reta real quanto ao circulo unitdrio.
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22

Figura 2.3: Representagao dos zeros do polinomio Q(z) = 22% + 623 + 922 + 62 + 2.

n

Teorema 3 Se P(z) = Z arz®, an, # 0, entio as sequintes afirmacoes sio equivalentes:

k=0

(i) P ¢ self-inversive;

1
(ii) a,P(z) = apz"P (—> para cada nimero complexo z;
z

(iii) ax = wa,_x, k=0,1,...,n, onde |u| = 1.

Demonstracao. (i)= (i) Note que

isto é,

P*(z) = _nﬁ<§—22j):6nl—[(1_22j>

Agora, utilizando a Observacao 1 segue que,

P*(z) = le:i.zn (z1 — 2)(22 — 2)..
= %(z —21)(z — 29)...

Através da formula de Viéte segue que

Pr(z) = Z—’;P<z>,

(zn — 2)

(z — zn).
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e assim,

G, P(2) = agP*(2) = aoz”@.

(17) = (¢i1) Para pontos em |z| = 1 segue que |P*(z)| = |P(z)|. Desta forma, de

1
la, P(z)| = |agz"P (—> ‘,
z
pode-se concluir que |a,| = |ag|]. Tem-se que u = I onde lu] = 1. Como
)
_ 7
a,P(z) = apz"P (—), segue que
z
ulag + a1z + ... + ap2"] = [ap + Gp_12 + ... + @p2"].

Logo, ar, = ua,—, para k =0,1,..n.
(7i1) = (i) Note que P*(z) = 2"P (%) = apz" + ... + Gp_12 + @,. Como a; = ua,_x
para k =0,1,...n, tem-se
P*(2) = wa,z" + ... + uayz + uag = uP(z2).

Sendo |u| = 1, segue pela Definigdo 2 que P é self-inversive. m

A classe de polinémios definida a seguir sera o principal objeto de estudo deste traba-

lho.

Defini¢ao 3 (Polinémio Palindrémico) P(z) € palindromico se, e somente se,

P(z) = 2"P G)

Exemplo 4 Seja P(z) = 323 — 222 — 22 + 3. Note que

1
2P (-) =3 —22—222 432,

z

1 1
Logo, 2°P (| — ) = 32% — 22% — 22+ 3, ou seja, P(z) = 2"P (—) Portanto, P(z) € um
2z z

polindomio palindrémico.

A partir da Definicao 3 determina-se algumas consequéncias para um polindémio pa-
lindrémico P(z).

1 1
(i) Considerando a; € R, entdo P(z)=2z"P (—) =2"P (j> = P*(z), ou seja,
z
P(z) = P*(z) e, segundo a Defini¢do 2, considerando u = 1, segue que P(z) é
self-inversive. Em outras palavras, todo polindémio palindrémico com coeficientes

reais é self-inversive.

(ii) Se P(z) é de grau n, tem-se a,_; = a;, 1 =0,1,...,n.
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(iii) Seja P(2) = ap2" + ...+ a1z + ag, com a, # 0. Observe que z = 0 néo é zero de
nenhum polindémio palindromico. De fato, suponha que z = 0 seja um zero de P(z),
isto é,
P0) =0 P(0) = a,0" + ...+ a0+ ag = 0 < ag = 0.

Porém, pelo item anterior, a, = ag e, por hipétese, a, # 0. Entao, ag # 0. Logo
z = 0 nao ¢ zero de P(z).

1
(iv) Se z; é zero de P(z), entdo — também sera. De fato, suponho z; zero de P(z) e
21

1
utilizando P(z) = z"P ( >, segue que

z

21

P(21)=0= 2P (1) 0.

1 1
Como, pelo item anterior, z; # 0, entao P (—) = 0, ou seja, — & zero de P(z).
21 21

(v) Sea; € R,i=0,1,...,n, entdo z; e z; sdo zeros de P(z). Logo, pelo item anterior,
— e — também sdo zeros de P(z).

21 21

2.4 Zeros de Polinémios Self-Inversive

Nesta se¢ao serao apresentados resultados sobre zeros de polinémios self-inversive. As
demonstragoes de alguns teoremas, omitidas aqui, podem ser encontradas em [16] e [17].

n
Teorema 4 Seja P(z) = Zakzk, a, # 0, um polindomio self-inversive. Entao,
k=0

an[nP(z) — 2P (2)] = apz" ' P’ (%)
nP(z)
2P'(z2)

e

— 1‘ =1 para cada z em |z| = 1.

Teorema 5 Se P(z) é um polinémio self-inversive, entao P'(z) nao tem zeros no circulo
unitdrio, exceto os zeros multiplos de P(z).

Demonstragao. Seja P(z) um polinémio self-inversive de grau n com 2y, 29, ..., 2, z€ros
simples de P(z). Suponha, por absurdo, que exista £ um zero de P’(z) de modo que
€] =1 e [£| # z; para todo i = 1,2, ...,n. Pelo Teorema 4,

2P'(2)
nP(z) — zP'(2)

§P'(€)
nP(&) — EP'(§)

para z em |z| = 1. Assim, 1 =

’ =0, o que é absurdo. Portanto, P'(z)

nao possui zeros em |z| = 1.
Agora supondo que P(z) possua um zero r de multiplicidade m > 1,

P(z) = (z—7m)"Q(2),
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entao
P'(z) =m(z —=1)"7'Q(2) + (z — )" Q' (2).
Logo, P'(2) = (¢—7)" ' mQ(2) + (2 =7)Q'(2)]. Como mQ(r)+(r—r)Q'(r) =mQ(r) # 0,

decorre que 7 é zero de multiplicidade m — 1 de P'(z). m

n
Teorema 6 Se o polinomio P(z) = E arz®, a, # 0, € um polinémio self-inversive, entio

k=0
P(z) tem o mesmo numero de zeros em |z| < 1 que o polinémio

i
L

Hi(2) =[P ()] =Y (n—k)a,_pz"

e
I

Isto €, P(z) e P'(z) possuem o mesmo numero de zeros em |z| > 1.

Exemplo 5 Seja P(z) = 225 — 42° + 1,52% + 223 + 1,522 — 42 + 2 um polinémio self-
inversive com dois zeros em |z| < 1, como mostra a Figura 2.4 (a). Segque ainda que
P'(2) = 122° — 202" + 62% + 622 + 32 — 4 ¢, desta forma, [P'(2)]" = —42° + 32 +62% +
622 — 20z + 12. Observando a Figura 2.4 (b) seque que [P'(2)]" possui dois zeros em
|z| < 1, isto €, P(z) e [P'(2)]" possuem o mesmo nimero de zeros em |z| < 1. Os zeros de
P(z) sao zy = —0,77 — 0,631, 20 = —0,77+ 0,63i, z3 = 0,64 — 0,39, z4, = 0,64 + 0, 39,
z5 = 1,13 — 0,69 e z6 = 1,13 4+ 0,69i. Os zeros de P'(z) sio z; = —1,16 — 1,06,
2y = —1,16+ 1,060, 25 — 0,77 — 0,444, 24 — 0,77+ 0,447 ¢ z5 — 1,52.

2
[}

SeN

(a) (b)
Figura 2.4: Representacio dos zeros dos polindmios (a) P(z) = 22° — 425+ 1,521 + 223 +
1,522 —4z+2 e (b) [P'(2)] = —42° + 32 + 62% + 622 — 202 + 12.

Teorema 7 (Cohn) Seja P(z) um polindmio self-inversive de graun. Suponha que P(2)
tenha exatamente T zeros no circulo unitdrio (contando a multiplicidade) e exatamente v
pontos criticos em |z| =1 (contando a multiplicidade). Entao

T=2v+1)—n.

Para maiores informagoes ver [12] apud [4]. Como consequéncia deste resultado, segue
o Teorema 8.
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n
Teorema 8 Seja P(z) = Zakzk, a, # 0, um polinomio de grau n. P(z) possui todos
k=0
0s seus zeros em |z| =1 se, e somente se, P(z) € self-inversive e todos os zeros de P'(z)
estao em |z| < 1.

Exemplo 6 Seja P(z) =325 — 2% + 223 + 222 — 2 + 3 um polinémio que possui todos os
seus zeros em |z| = 1, como mostra a Figura 2.5 (a). Segque que P(z) € self-inversive,
cujos zeros sao zy = —1, 2o = —i, 23 =1, 24 = 0,67 — 0,751 e z5 = 0,67+ 0, 75¢. De fato,

— Y
P*(z) = 2°P (-) =3-2+222+22° - 2" 432,
z
ou seja, P*(z) = uP(z) com u = 1.

Note que P'(z) = 152% — 423 + 622 + 42 — 1, sendo que todos os seus zeros estao em
|z| <1, como mostra a Figura 2.5 (b), exemplificando o teorema anterior. Os zeros de
P'(z) sao z1 = —0,5, 20 = 0,19, 23 =0,29 — 0,771 € 24, = 0,29 + 0, 77i.

Figura 2.5: Representagao dos zeros dos polinoémios (a) P(z) = 32° — 24 +223+222— 243
e (b) P'(2) = 152% — 423 + 62% + 42 — 1.

Convém ressaltar que todos os resultados sobre zeros de polinomios self-inversive apre-
sentados nessa se¢ao sao também validos para polinomios palindréomicos com coeficientes
reais.

2.5 Transformada de Chebyshev

Nesta secao sera apresentada uma técnica de encontrar zeros de um polinémio palin-
dromico através da transformada de Chebyshev. Os resultados apresentados aqui podem
ser encontrados em [3] e [14].

Defini¢ao 4 (Sequéncia de Polinémios Ortogonais) A sequéncia de polinémios
{P,(z)},", € uma sequéncia de polindmios ortogonais (SPO) com relagio & fungao peso
w(x) no intervalo (a,b) se
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(i) P.(z) € de grau exatamente n, n > 0.

0, n#m

(i) (P, Pn) :/ P,(x) P, (x)w(x)dx = {Pn 20, nem’

Note que, neste caso, p, > 0, pois P*(x)w(x) >0 em (a,b).

Definigao 5 (Polindmios de Chebyshev de 1? espécie) O polindmio de Chebyshev
de 1% espécie T, (x) € dado por

T, (z) = cos (narccosz), =€ [-1,1], n=0,1,2,.... (2.1)
Os polinomios de Chebyshev de 1* espécie sao ortogonais no intervalo [—1,1] com relagao

V1—a22

Usando a seguinte relagao trigonométrica

a fungio peso w(x) =

cos (n+ 1)0 + cos (n — 1) = 2 cos (nf) cos
e fazendo = = cosf na equagao (2.1), obtém-se a relagao de recorréncia de trés termos
Thir(z) = 22T, (x) — Th—1(x),n > 1,

com Ty(z) =1e Ti(z) = x.

2n
Defini¢ao 6 Seja P(z) = Zajzj, onde z € C, n € N, ag,ay,...,a2, € R e a; = ag,_j,
=0
j=0,1,....,n—1. P(z) € definido como um polinémio semi-reciproco real de grau no
mdzximo 2n. Sequndo [14], se as, # 0, P(z) € chamado polindmio reciproco real de grau

2n, ou seja, € um polindémio palindromico real de grau 2n.

Denota-se por Ra, o conjunto de todos os polinémios semi-reciprocos reais de grau no
maximo 2n.
Se P(z) € Ray,, com P(z) nao nulo, entdo existe k € Z, 0 < k < n, tal que

Aop = A2pn—1 = ... = Qptk+1 — 0= Ap—k—1 = ... = Qg, MAS Aptk = Ap—k 7é 0. (22)

Consequentemente,

2n
o 1 1
P(z) = Zajzj =z {an% (Zk + ;) + ...t ap (Z + ;) + an] : (2.3)

7=0
Seja T; o j — ésitmo polindmio de Chebyshev de 1* espécie, definido por

Tj(cosz) =cosjz, 7 =0,1,....

1 1
Com z 4+ — = z, segue que z/ + = Cj(x), j =1,2,... (maiores detalhes em [20], p.
z 2z
224), onde

Cy(a) =27 (5).
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comz € Cej=1,2,..., 820 os polinémios de Chebyshev de 1* espécie normalizados.
1
De fato, por indugao, para j = 1, segue que z + — = x = C(x).
z

Para j = 2, usando a formula de recorréncia C,11(z) = 2C,(z) — Cp—y(2), tém-se

Cy(z) = 2C1(z) — Co(x) = 2° — 2.

Por outro lado, usando a mudanca de variavel z + — = «x,
z

1\? 1 1
P —2=(z+-) —2=2"+2+=—2=2"+—,
z 22 22
O oo 1
ou seja, Cy(x) = 2 +;.
Assumindo que 27 + —~= Cj(x) vale para j = n, entao
2z
Lo
2"+ — =Cy(x).
ZTL

Para j = n + 1, novamente usando C,,1(z) = zC,(z) n—1(x), tém-se

1 1
Cn+1<l’> = T (Zn + Z_”) - (Zn_l + Zn_l)
(2 () - (e )
= |zt )\z +— | |2  + o3
z Al Al
1

1 1
n+1 n—1 n—1
=zt n—1 T2+ ontl o - n—1
1
n+1
= < on+l’
1 ,
Portanto, 27 + == Ci(x),j=1,2,....
z
Consequentemente, de (2.3),
k k
P(z) = 2" any;Ci(w) = anez" [ [ (2 — ), (2.4)
=0 j=1

k
onde a;j € C, j = 1,...,k s@o os zeros do polinémio Zanﬂ-C’j(x). A equagao (2.4)
§=0
continua valendo no caso em que k = 0, isto é, P(z) = a,z", se for adotado que
0
bj = 1. (2.5)

1

J
Voltando para a variavel z, obtém-se que
k 1 k
P(2) = appp, 2" " H z (Z +-— ozj) = Qpyp2" " H(22 —ajz+ 1),

z

j=1 j=1

que é a demonstracao do préximo resultado.
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Proposicao 2 Todo polindmio nao nulo P(z) € Ry, tem a decomposi¢do

k

P(2) = an2" "] [ (2" — ajz + 1) (2.6)
j=1
onde a1, Qa, ..., € C, apix # 0 para algum k com 0 < k < n (assumindo a validade

da equagio (2.5)). Se P(z) € Ra, € um polindémio palindromico de grau 2n, entdo (2.6)
vale para k = n.

Definigao 7 Assumindo a validade de (2.5), a transformada de Chebyshev de um poliné-
mio nao nulo P(z) € Ra,, representado por (2.6), € definida por

k
TP@) = o [J (o~ a). 7)
Se P(z) =0 entao
T0(z) = 0. (2.8)

Proposicao 3 A transformada de Chebyshev T é um isomorfismo do espaco vetorial real
Ron em P, onde P, representa o espaco dos polindmios de grau no mdrimo n.

Demonstragao.

(i) 7T preserva a adigdo e a multiplica¢do por uma constante real.

De (2.2) e (2.4), é possivel escrever T P da forma
k k n
TP(x) = anpx | [(z — ) =D any;iCi(x) =D any;Cy(x),
j=1 =0 =0

sendo valida para o polindmio nulo.

2n
Tomando agora @) € R, com Q(z) = Z bjzj e considerando « e 3 constantes reais,
=0
segue que ’
2n
(P +BQ)(2) = > (aa; + Bb;)2.
§=0
Entao,

TP +8Q)(w) = (atns; + Bbuiy)C(x)

= Z an—i—jCj (ﬁ) + B Z bn-&-jCj(‘lL‘)
= a(TP(x)) +B(TQ(x)).
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(ii) 7 ¢é sobrejetora. Todo polinémio R € P, pode ser unicamente escrito como uma
combinacio linear de Cy, ..., C,, ou seja, R(z) = ZAn+jC’j (), Apyj; € R. Com
=0

2n
R(z) = ZAjzj, onde A; = Ay,_j, para j =0,1,...,n— 1, segue que R € Ry, e
=0

TR =R,

provando a afirmagao.

(iii) 7 é injetora. Se TP = TQ para P, € Ry,, entao TP —TQ = T(P — Q) = 0.
Por (2.7) e (2.8) segue que

P-Q=0eP=Q.
Portanto, 7 é tinico. m

Lema 1 Seja P(z) um polinémio palindromico real de grau 2n.

i) Todos os zeros de P(z) estao no circulo unitdrio se, e somente se, todos os zeros da
transformada de Chebyshev T P(x) estao localizados em [—2,2].

ii) Além disso, se todos os zeros oy de T P(x) estao em [—2,2], escritos como a; = 2 cos u;
comu; € [0,7] , j=1,2,...,n, entdo todos os zeros de P(z) sao dados por

+iu; 5
et g =1,2,...,n.

A multiplicidade de o; # +2 € a mesma que as multiplicidades de €™ e e™™i,
enquanto que no caso de o;; = £2, a multiplicidade dos correspondentes zeros i =
+1 de P(z) sao o dobro.

Demonstracgao.

i) Condigao necessaria. Suponha que todos os zeros de P(z) estao localizados no circulo

unitario. Assim, podem ser arranjados em pares conjugados (81, 31), ..., (Bn, Bn).
- - 1
Por hipotese, |6j|2 =60, =1, B; = X j=1,2,...,n. Logo,
J

n

P(z) = as [[(z = 8) (= B;) = aan (22 = (B +8;) 2 +1)

Jj=1

TP =an ][ (= (5 + 5)

onde |8; + B;| = |2Re(8;)| < 2(6;| = 2.
i) Condicao suficiente. Assuma que a transformada de Chebyshev de P(z) tem a forma

n

TP(x) = ay, H (z — o),

J=1
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onde as, # 0 e o € [-2,2], j = 1,2,...,n. Entao,
P(z) = ay, H (22 — ajz +1).
j=1

Como a; € [—2,2], segue que 2° —a;z+1 = (2 — ;)(z — ;) com B;3; =1 = 1851,
provando que todos os zeros (1, 51, ..., fn, Bn de P(z) estdo no circulo unitario.

ii) Tém-se a; = 2cosu; = f3; + Bj. Escrevendo 3; como € (supondo que 0 < ¢; < ),
obtém-se que 2cosu; = €% + e'¥ = 2cosq;, onde u; =¢q;, J=1,...,n.

A afirmagao em relagao as multiplicidades é 6bvia. =

Exemplo 7 Seja P(z) = 2* — 2?2 + 1 um polinémio palindrémico, cujos zeros sio
z1 = —0,87 — 0,51, 29 = —0,87+ 0,52, z3 = 0,87 — 0,51 e z, = 0,87 + 0, 5%, estando
todos no circulo unitdrio, como mostra a Figura 2.6. Pelo item i) do Lema 1, os zeros da
transformada de Chebyshev T P(x) estao localizados em [—2,2].
1
De fato, P(z) = z* — 22 +1 = 2* {—1 + (22 + —2>} e a transformada de Chebyshev
z

TP(x) = —14 Cy(x)
TP(z) = —1+(2*—2)
TP(z) = 2°-3.

Desta forma, os zeros da transformada de Chebyshev T P(x) = x? — 3 serdo x1 = —V/3 e
Ty = /3, onde 21,24 € [~2,2].

Figura 2.6: Representacao dos zeros do polindmio P(z) = 2% — 22 + 1.






CAPITULO

5

Zeros Reals de Polindomios

Neste capitulo serao apresentados resultados sobre zeros reais de polindémios, como a
regra de sinais de Descartes, o Teorema de Sturm, o Teorema de Hermite e o Teorema
dos menores principais através do determinante de Hurwitz. Tais resultados e defini¢oes
encontram-se principalmente nas referéncias [7], [9] e [19].

3.1 Regra de Sinais de Descartes

Nesta secao serao apresentados resultados basicos sobre mudancas de sinal de sequén-
cia, a regra de sinais de Descartes e alguns resultados de aplicagoes desta regra. Estes
resultados podem ser encontrados nas referéncias [18] e [19].

3.1.1 Resultados Preliminares

Definicao 8 Sejam ag,aq,as,. .., a, nimeros reais. Serd utilizada a nota¢ao
var(ag, a, as, ..., ap,)

para denotar o nimero de mudangas de sinal da sequéncia {ag,ai,as, ..., a,}.

Em outras palavras, determinar var(ag, ai, as, . .., a,) serd designar o nimero de pares
da forma (+,—) ou (—,+) onde na sequéncia {ag,a,as,...,a,} foi substituido todo
nimero positivo a; por “+”, todo niimero negativo a; por “ - ” e ainda descartados os zeros
da sequéncia.

Seja {bg,b1,b2,...,b,}, com p < n, a sequéncia obtida de

{ag, a1, a9, ...,a,} apos serem eliminados os elementos nulos. Se {b,,b,_1,...,bp} € a
sequéncia obtida de {a,, a,_1,...,a1,ap}, entdo
var (ag, a1, az, . ..,a,) = var (by,by,...,by)

= wvar (by, b1) +var (b, b) + ... +var (by—1,bp).

Considerando agora b;, [ < m, o elemento correspondente a a,, # 0 e omitindo a,, da
sequéncia {ag, a1, as, ..., a,}, segue que

var (ag, - -« Q1 Gmity - - - a) = var (b, ..., b—1,b41,...,0p)
= war (bo,b1) + ... +var (b_1,b11)
+...+wvar (by_1,bp) .

33
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Observe que:

1. Se var(b,_1,b41) = 1, entao var(b_1, am) + var(am, by1) = 1.

Portanto, neste caso, var (ag, ..., @m_1, Gmi1,---,a,) = var (ag, ay, ..., ay,).

2. Se war(bi—1,bi41) = 0, logo war(b_1,a,) + var(am,by1) = 0 ou
var(b_1, ay) + var(amy,, b)) = 2.
Portanto, var (ag, ..., Gm—1,Gmi1, .-, 0n) < var (ag, ay, ..., a,).

Portanto, conforme os casos acima, conclui-se que
var (ag, .« Qm1, Qs - - - ) < var (ag, ay, ..., a,),

isto é, mesmo ao ser omitido termos de uma sequéncia nao ha aumento no nimero de
mudancas de sinal.

Considerando agora as sequéncias {ag, a1, ..., a,} € {ag, ..., ax,b,axs1,...,a,} tem-se
as seguintes situacoes:

1. Se b = 0, entdao var(ay,...,ak b, axr1,...,a,) = var(ay,...,ag, i1, ---,0y), OU
seja, inserir um termo zero na sequéncia nao altera o nimero de mudancas de sinal.

2. Se var(ag,agy1) = 1 e sinal(ay) = sinal(b) ou sinal(axy1) = sinal(b), entdo
var(ag, b) + var(b, agy1) = 1.

3. Se var(ax, ar+1) = 0, segue que var(ag,b) + var(b,ary1) = 0 quando sinal(ag) =
sinal(b) = sinal(agy1).

Portanto, nao ha alteracao no nimero de mudancas de sinal quando é inserido um
termo na sequéncia cujo sinal é o mesmo de um dos termos vizinhos.
Agora sera mostrado que

var(ag, ag + a1, a1 + ag, . .., A1 + Gy, an) < var(ag,ay,as,...,a,). (3.1)
Considere os termos genéricos ay_1,ax € ai1. Tem-se as seguintes possibilidades:

1. Se sinal(ax—1) = sinal(ay) = sinal(ags) > 0 (< 0), entdo
sinal(ag_1 + ag) = sinal(ag + agy1) > 0 (< 0).

2. Se sinal(ax—1) = sinal(ag) > 0 (< 0) e sinal(ars1) < 0 (> 0), entdo
sinal(ap_1 + ag) > 0 (< 0) e sinal(ag + ag1) > 0 ou < 0.
Observe que var(ag_1,ax, ar+1) = 1. Logo,

0, se sinal(ay+ ap41) > 0(< 0
1, se sinal(ay+ apyr1) <0(>0

~— —

var(ag—1 + ag, ag + ag1) = {

3. Se sinal(ar—1) = sinal(ary1) > 0 (< 0) e sinal(ar) < 0 (> 0), entdo
sinal(ag—1 + a) > 0 ou < 0 e sinal(ar + agy1) > 0 ou < 0. Observe que
var(ag_1, ag, ag+1) = 2. Logo,

0, se sinal(ag—1 + ax) = sinal(ax + ap41)
var(ag—1 + ax, a + ak1) = { 1, se sinal(ag_1 + ax) # sinal(ag + axsq)
4. Se sinal(ax—1) < 0 (> 0) e sinal(ax) = sinal(agr1) > 0 (< 0), entdo
sinal(ak—1 + ag) < 0 ou > 0 e sinal(ar + ar+1) > 0 (< 0).
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Observe que var(ag_1,ax, ax+1) = 1. Logo,

<0
>0

0, se sinal(ag—1+ ar) >0
1, se sinal(ag—1 +ax) <0

(
(

~— —

var(ag—1 + ag, ag + ax1) = {

Portanto, de todos os casos analisados,
var(ag—1 + g, ar + apy1) < var(ag—1, g, A1)

Da equagao (3.1) segue imediatamente que

var(ag, ap + ay, ..., a1 +a, ap + ajg1, - . .) <var(ag,ay,...,a;,...).
Sejam os niimeros p; > 0 para ¢ =0, 1,.... Entao,
var(appo, a1p1, - - .) = var(ag, ai, as, . . .). (3.2)
De (3.1) segue que as sequéncias {ag, a0 + a1, a9,as3, ... ,ay,...},
{ag, a0 + a1, a0 + a1 + as,as, ...}, ..., {ap,a0 + ay,...,a0 +a; + ...+ a,, ...} possuem no
méaximo var(ag, ai, . .., a,) mudangas de sinal.
Portanto,
var(ag,ap + ay,...,a0+ay + ...+ ay,,...) <var(ag,ar,as,...,ay,...).

Teorema 9 Seja f(x) uma fungao real continua com f(a) # 0 e f(b) # 0. Entao, o
intervalo (a,b) contém um nimero par ou nenhum (ou impar) de zeros de f(x) se f(a) e
f(b) tém o mesmo sinal (ou sinais opostos).

Demonstracao. Suponha que existe z em (a,b) tal que f(z) = 0. Tem-se dois casos a
considerar:

1° caso) Suponha que f ndo muda de sinal em uma vizinhanga de z, entao z é um zero de
f de multiplicidade par. De fato, suponha que z seja um zero de f de multiplicidade
m, ou seja,

fR)=F ()= =" D) =0e fM(z) £0.

Entao, para todo h positivo suficientemente pequeno tal que f nao muda de sinal
entre z — h e z + h tem-se, usando a expansao em série de Taylor nos pontos z + h
e z — h, respectivamente, que

f) o FE b))
fleth) = = W ey
(&
f) o ST —agh)
o=ty = LDy Ll s,

onde ay e ap sao constantes com 0 < oy < 1 e 0 < ay < 1. Portanto, para h sufici-
entemente pequeno, o residuo nao influéncia o sinal do lado direito das igualdades
(pois quando h — 0, A1 — 0 muito mais rapido que h™). Desta forma,

m)!

sinal(f(z +h)) = sinal (f (m)(Z)hm)

sinal(f(z — h)) = sinal (f (m)(’z>(—h)m),

m)

e por hipotese sinal(f(z + h)) = sinal(f(z — h)). Logo, m é par.
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2° caso) Suponha que f muda de sinal em uma vizinhanga de z, entdo z é um zero de f
de multiplicidade impar. A demonstracao é anéloga, uma vez que para h positivo
suficientemente pequeno

sinal(f(z +h)) = sinal (f (m)(’z)hm>

m)!

: S O -
sinal(f(z —h)) = sinal ( - (—h) > :
mas sinal (f(z+ h)) # sinal(f(z — h)), de onde segue que m é impar.

Portanto, se f(a) e f(b) tém mesmo sinal entdo ou f nao possui zero em (a,b) ou f tem
n zeros em (a, b), sendo que o numero de zeros de multiplicidade impar aparece em uma
quantidade par de vezes. No caso de f(a) e f(b) possuirem sinais opostos, o nimero de
zeros de multiplicidade impar aparece em uma quantidade impar. Dessas observacoes
segue o resultado. m

Corolario 1 Sejam aj,a; # 0. Entdo a sequéncia {a;,aji1,...,ar} tem um nimero par
(ou impar) de mudangas de sinal se a; e ai tém o mesmo sinal (ou sinais opostos).

Sejam j+1 e k41 indices sucessivos de mudangas de sinal da sequéncia {aq, a1, as, . . .}.
Entao

sinal(a;j41) = sinal(aji1 — a;) e sinal(agy1) = sinal(ag — ax).
Se aji1,ap41 # 0 e sinal(aj1) = —sinal(ag+1), obtém-se
sinal(a;1 — aj) # sinal(ag41 — ag).

Como aj41 — a; e agp1 — ai possuem sinais opostos, pelo Corolario 1 segue que a

sequéncia {a;jy1 — aj, ..., ax41 — ag} tem um namero impar de mudancas de sinal.
Sejam, agora, 0 < j; < js < ... < J. < n indices sucessivos de mudanca de sinal da
sequéncia {ag, a, ..., a,}. Segue que

sinal(aj, — aj,) # sinal(a;, — a;,) # ... # sinal(a;, — a;,_,).
Utilizando o fato da sequéncia das diferencas ter um nimero impar de mudancas de
sinal, obtém-se
var(a; — ag, Gy — Ay, ..., 0y — Gp_1) > var(ag, ai, ..., a,) — 1. (3.3)

Mas sinal(aj,) # sinal(a;, — aj,) e sinal(a;, — a;,_,) # sinal(—a;,).
Portanto,

var(ag, a3 — ag, g — A1, ..., Gy — Ap_1, —ay) > var(ag, ai, ..., a,) + 1. (3.4)
Como consequéncia imediata de (3.2) e (3.3), se a > 0 segue que

var(oag, aay — ag, aag — ay, . ..) > var(ag, ai, as, . . .). (3.5)
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3.1.2 Regra de Sinais de Descartes

De acordo com [2]|, René Descartes foi um filésofo, fisico e matematico francés, que
nasceu em La Haye en Touraine, uma comunidade francesa, e viveu entre os anos de
1596 e 1650. Descartes ¢ um matemético conhecido por sugerir a fusao da &élgebra com a
geometria, fato este que gerou a geometria analitica e o sistema de coordenadas. Descartes
era também conhecido como “o fundador da filosofia moderna” e o “pai da matematica
moderna’.

No ano de 1637, Descartes escreveu um tratado matemaético e filosofico sob o titulo
de Discours de la Méthode pour Bien Conduire as Raison et Chercher la Vérité dans les
Sciences, traduzido como “Discurso do Método para Bem Conduzir a Razao e Procu-
rar a Verdade nas Ciéncias”. Este trabalho vinha acompanhado por trés apéndices, sendo
eles La Dioptrique, Les Météores e La Géométrie. Com o La Géométlrie o mais famoso
deles.

O La Géométrie é dividido em trés partes. A primeira parte contém uma explicagao
de alguns dos principios da algebra geométrica. A segunda parte traz, entre outras coisas,
uma classificagao de curvas e um método interessante de construir tangentes a curvas. A
terceira e ultima parte trata da resolugao de equagoes de grau maior que dois e descreve
a famosa regra de sinais de Descartes.

A seguir serao apresentados alguns resultados preliminares e o teorema que descreve
a regra de sinais de Descartes.

Sejam P(z) = ag+ a1z + ...+ a,2", a; € R, i =0,1,...,n e a > 0. Segue que
as sequéncias dos coeficientes dos polinomios P(z) e P(az) tém o mesmo nimero de
mudancas de sinal, j& que

var(ag, ay, . . ., an) = var(ag, aay, ..., a"ay,). (3.6)

Como P(—z)=ay— a1z + ...+ (—1)"a,z", entéo

var(ag, a, ..., a,) +var(ag, —ay, ..., (—1)"a,) < n. (3.7)
De fato, observe que var(ag, ay,...,a,) <n, e
var(ag, ay, ..., a,) = var(ag,ar) + ... +var(a,_1,a,) < n.

Assim, se var(ay, ag+1) = 1 segue var((—1)*a, (—1)*a;,,) = 0. Logo,

var(ag, ai, . ..,a,) +var(ag, —ay, ..., (—1)"a,) = wvar(ag,ar) + var(ag, —ay) +
+ ... +var(ay_1,a,) +
tvar((—1)" ta,_1, (—1)"a,) < n.

Aplicando (3.4) sobre os coeficientes de P(az), obtém-se

var(ag, aa; — ag, a(aay — ai),. .., —a a,) > wvar(ag, aay, a’ay,. .., a"a,)

= war(ag, a1, ag,...,an,).
Como a > 0, de (3.2) e (3.6) conclui-se que
var(ag, aa; — ag, a(aas — ay), ..., —a"a,) = var(aag, va; — ag, Xay — Gy, . . ., —ay).
Logo,

var(ag, aa; — ag, g — ay, . .., —a,) > var(ag, a4y, g, ..., ay,). (3.8)
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Teorema 10 (Regra de Sinais de Descartes) Seja Z© o numero de zeros positivos

de P(z) = ap+ a1z + ...+ a,2". Entao var(ag,as,...,a,) — Z+t € um nimero par nao
neqativo.

Demonstragao. O inicio da demonstragao sera provar que var(ag, ay, - ..,a,) —Z+7 > 0.
Sejam 21, 29, . .., Zz+ 0s zeros positivos de P(z). Entao

P(z) = R(z)(z—21)(z—22)...(2 — 22+)
= R(2)(-1)7" (21— 2) (22— 2) ... (22+ — 2)
= Q(2)(z1—2)(22 —2)...(22+ — 2),
onde @(z) é um polindémio de grau n — Z* com coeficientes reais.
De acordo com a equagao (3.8), como
(a — 2)(ag + a1z + ...+ ap2") = aag + (aay —ag)z + ... —a,z",

segue que o numero de mudangas de sinal de (z) é maior ou igual a zero, o de Q(z)(z;—2)
é maior ou igual a um, o de Q(2)(2z; — z)(z2 —z) é maior ou igual a dois, e assim por diante,
chegando que o namero de mudangas de sinal de Q(2)(z1 — 2)(22 — 2) ... (z22+ — 2) = P(2)
¢ maior ou igual a Z*. Portanto,

var(ag, a, . ..,a,) — 27 > 0.
Resta agora demonstrar que var(ag, ai, . ..,a,) — Z" > 0 é um namero par. Sejam a,
o primeiro e a, o ultimo coeficiente nao nulo de P(z), a <w e 0 <<z <2z < ... <

Zz+ < P < o0.
Considerando ¢ suficientemente proximo de 0 e 1 tendendo a infinito, segue que

sinal(P(€)) = sinal(ay) #0 , sinal(P(y)) = sinal(ay) # 0.

Pelo Teorema 9 e Corolario 1, Z* ¢ par (ou impar) se P(§) e P(¢) tém o mesmo sinal
(ou sinais opostos) e var(ag,as, . ..,a,) € par (ou impar) se a, € a, tém o mesmo sinal
(ou sinais opostos).

Como diferenca entre nimeros pares é par e diferenga entre niimeros impares é também
par, segue que var(ag,ay,...,a,) — Z* é um nimero par. ®

Exemplo 8 Considere P(z) = 5z* — 10,523 + 22 — 0,52 + 1 um polinémio com quatro
—1—22 -1+ 2
zeros zy = TZ, 2y = %, z3=20,5 e z4 = 2, como mostra a Figura 3.1. Logo,

Zt =2. Sequndo a Regra de Sinais de Descartes, var(ag, a1, az, as, as) — Z+ € um nimero

par.
De fato, seque que var(ag,aq,as,as,ay) = 4 e entao var(ag,ay,as,as,a4) — Z+ =
4 —2 =2, que € um niumero par.
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Figura 3.1: Representacao dos zeros do polinomio P(z) = 5z% — 10,523 + 22 — 0,52 + 1.
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3.1.3 Aplicagoes da Regra de Sinais de Descartes

Nesta secao serao apresentadas algumas aplicacoes da regra de sinais de Descartes,
acompanhadas de exemplos para um melhor entendimento da teoria.

Corolario 2 Se P(z) é um polinémio nao constante com coeficientes reais e Z~ é o ni-
mero de zeros negativos de P(z), entdo var(ag, —aq, ..., (—1)"a,)—Z~ € par nao negativo.

Exemplo 9 Seja P(z) = 2° + 2,52% + 223 + 0,522 — 42 — 2 um polinémio, cujos zeros
5060 z1 = —2, 29 = —0,5—1,32¢, 23 = —0,5+1,32¢, 24 = —0,5 e z5 = 1, como mostra a
Figura 3.2. Logo Z— = 2. O numero de mudancas de sinal da sequéncia dos coeficientes
de P(—z) = —2°+2,521—223+40,522+42—2 € dado por var(ag, —ay, as, —as, as, —as) = 4.
Desta forma, var(ag, —ay, as, —as, aq, —as) — Z~ =4 — 2 =2, que € um numero par nao
negativo, exemplificando assim o coroldrio anterior.
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Figura 3.2: Representacao dos zeros do polinémio P(z) = 2°42,524+223+0, 522 —42—2.

Proposicao 4 Se o polinomio P(z) = ag + a1z + ... + a,2" tem somente zeros reais,
entio Z+ = wvar(ag,ay,. .., a,).

Demonstragao. Sejam Z~ o namero de zeros negativos de P(z) e Z o niumero de zeros
positivos de P(z). Sabe-se que Z* + Z~ =n.

Suponha que ZT =m, 0 < m < n, entao Z~ = n — m. Pelo Teorema 10,
var(ag, ay,...,a,) —m >0 (3.9)
e pelo Corolério 2, var(ag, —as, ..., (=1)"a,) — (n —m) > 0. Entao,
var(ag, —aq, ..., (—=1)"a,) + m > n. (3.10)

Somando as equagoes (3.9) e (3.10), tem-se

var(ag, a, ..., a,) +var(ag, —ay, ..., (—1)"a,) > n. (3.11)
Por outro lado, pela equagao (3.7), var(ag,as,...,a,) + var(ag, —ay,...,(—=1)"a,) < n.
Logo, var(ag, ay,...,a,) +var(ag, —ay,...,(=1)"a,) =n=2"+Z".
Portanto,
(var(ag, ay, . ..,a,) — Z7) + (var(ag, —ay, ..., (=1)"a,) — Z27) =
Como var(ag, ay,...,a,) — ZT > 0 e var(ag, —ay, ..., (—1)"a,) — Z= > 0, segue que

var(ag, ai, ..., a,) — Z =0, ou seja, var(ag,ay,...,a,) =Z7. =



3. Zeros Reais de Polinémios 40

Exemplo 10 Seja P(z) = z* — 3,523 — 22 4+ 6,5z + 3 um polinémio com quatro zeros
reais z1 = —1, 20 = —0,5, 23 =2 e 24 = 3, como mostra a Figura 3.3. De acordo com a
proposi¢ao anterior, Z+ = var(ag, ai, as, ag,ay) = 2. De fato, var(ag, ai, az,az,aq) =2 =
zZt.
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Figura 3.3: Representacao dos zeros do polinomio P(z) = 2% — 3,523 — 22 + 6,52 + 3.

3.2 Zeros Reais

Nesta secao serao apresentadas teorias que envolvem zeros reais de polinémios reais,
como o Teorema de Sturm, matrizes de Hankel e Hurwitz e o Teorema de Hermite. Estes
resultados podem ser encontrados nas referéncias 7] e [9].

3.2.1 Teorema de Sturm

Defini¢ao 9 (Sequéncia de Sturm) Considere a sequéncia de polindmios reais Q;(2)
de grauv i, 1 =0,1,...,n, isto ¢,

Qn<2)7Qn—1(z)7---an(Z)vQO(Z)v (312)
que possui as duas sequintes propriedades em relagao ao intervalo (a,b):

1. Para todo valor de z € (a,b), se algum Q,,(z) se anula, entio os dois polinémios
adjacentes Qm—1(2) € Qmi1(z) tém valores diferentes de zero e sinais opostos, isto
é, para z € (a,b), se Qun(z) =0, entao

Qm—l(Z)Qm—l—l(Z) < 0
2. A fun¢io Qo(z) em (3.12) nao se anula em (a,b).
A sequéncia de polinomios (3.12) é chamada de sequéncia de Sturm no intervalo (a,b).

Teorema 11 Seja P(z) = a,2" + ...+ a1z 4+ ag. Aplicando o algoritmo de Euclides para
encontrar o maior fator comum entre P(z) e P'(z), obtém-se

P(z) = P'(2)Ao(2) — Qun-a(2)
P'(z) = Qua(2)Ai1(2) — Qn-s(2)
Qn-2(2) = Qn3(2)A2(2) — Qn-a(2)

Qn—r—l(z) = Qn—r(Z)Ar—l(Z)_Qn—r—‘rl(z)

Q2(2) = Qi(2)An_2(2) — Qo(2).
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Quando P(z) nao possui zeros miltiplos, a sequéncia P(z), P'(2), Qn_2(2) ..., Q1(2), Qo(2)
forma uma sequéncia de Sturm.

De fato, sera preciso verificar se a sequéncia

P(Z), Pl('z):QQ('z): RS Ql(z)a QO(Z)a

gerada pelo agoritmo de Euclides, satisfaz as duas condi¢oes citadas na definicao de
sequéncia de Sturm, que serda mostrado mais adiante.

Observacao 2 Observe que, no processo de Fuclides, toma-se os restos da divisao com
sinal negativo.

Nota-se também que os graus dos polinémios Qn_,_1(z), r =1,2,...,n—1, decrescem
estritamente. A divisio é repetida até obter o resto Qo(z) de grau zero, isto €, uma
constante. Se esta constante € nula, entao Q1(z) € o fator comum entre P(z) e P'(z).

Se esta constante é nao nula, entio P(z) e P'(z) nao tém fator comum diferente de
constante. Por exemplo, se P(z) ndao tem zeros mailtiplos, entao P(z) e P'(z) ndo tem
fator comum diferente de constante, e consequentemente, o algoritmo de Fuclides produz
a sequéncia P(2), P'(2), Qn-2(2), ..., Qo(2), com Qy(z) = constante # 0.

Lema 2 Seja P uma funcao que tem derivadas continuas até ordem k em uma vizinhanga
0 do ponto c. Sejam

P(c)=P'(c)=...=P*V(c)=0 e PW(c) #0.
Entao, para todo € > 0 suficientemente pequeno, seque que

P(c+e)P(c+e) >0,
P(c—¢)P'(c—¢€) <.

A seguir sera demonstrado o Teorema 11.

Demonstracao. Seja (a,b) um intervalo dado. Primeiramente, suponha que P(z) nao
tem zeros multiplos no intervalo (a,b). Sera mostrado que Qy(z) # 0 em (a,b) se, e
somente se, P(z) ndo tem zeros multiplos em (a,b).

De fato, se P(z) tivesse um zero £ com multiplicidade ¢ em (a,b), entdo £ seria um
zero com multiplicidade (¢ — 1) de P’(z) e, consequentemente, P(z) e P’(z) teriam um
fator comum (z — &)1, com £ € (a,b). Reciprocamente, se P(z) ndo tem zeros multiplos
em (a,b), entdo o fator comum entre P(z) e P'(z) nao tem zeros em (a,b), pois Qo(z) é
uma constante nao nula.

Seja P(c) = 0, pelo Lema 2, P(c — €) e P'(c — €) tém sinais opostos para todo € > 0
suficientemente pequeno.

Considerando @, _,(c) = 0 para algum r = 2,... . n — 1, entdo Q,_,_1(c) € Qn_r41(c)
sao diferentes de zero e, além disso, Q,—,_1(c) e @Q,_r+1(c) tém sinais opostos.

Estas afirmacoes sao consequéncias imediatas da relacao

Qn—r—l(z> = Qn—r(Z>Ar+l(z) - Qn—r-‘,—l(z)a

pois para z = ¢, como @Q,_(c) = 0, segue que Q,,_,_1(¢) = —Qn_r11(c).
Supondo que um destes dois ntimeros é zero, entao pela relacao de recorréncia gerada
pelo algoritmo de Euclides, obtém-se

Qn—r—l(c) = Qn—r+1(c> = ... = Qn—Z(C) = PI(C> = P(C) =0.
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Assim, ¢ seria zero miltiplo de P(z), o que leva a uma contradicao.

O fato de Qy # 0 em (a, b) é uma consequéncia da observagao feita de que se P(z) nao
tem zeros multiplos em (a,b), entdo Qo(z) é uma constante diferente de zero.

Isto mostra que a sequéncia

P(z), P'(2),Qn-2(2),...,Q1(2), Qo(2),

gerada pelo algoritmo de Euclides, é uma sequéncia de Sturm.

Agora, se Qp(z) é uma constante nula, isto ¢, P(z) tem zeros multiplos no intervalo
(a,b), entdo Q,,(2) é o fator comum nao somente de P(z) e P'(z), mas também de toda
a sequéncia P(z), P'(2),Qn_2(2)...,Qm(2) gerada pelo algoritmo de Euclides. Desta
forma, a sequéncia gerada pelo algoritmo de Euclides nao gera uma sequéncia de Sturm.
Para resolver este problema basta dividir toda a sequéncia pelo seu fator comum @, (2)
e considerar a nova sequéncia

P(’Z) P/(Z) Qn72<z) mel(z) 1
Qm(2) Qm(2)" Qm(z) " @m(z) 7
que é uma sequéncia de Sturm.

Portanto, o algoritmo de Euclides sempre gera uma sequéncia de Sturm independente
do polinémio P(z) possuir ou ndo zeros multiplos. =

Sera denotado por var(z) o nimero das mudancas de sinal na sequéncia de Sturm,

isto é,
var(z) := var(P(z), P'(2), Qn_2(2),...,Qo(2)).

Por var(a) e var(b) entende-se como sendo, respectivamente, var(a+€) e var(b—e€) com €
tal que nenhum elemento da sequéncia P(z), P'(z),...,Q1(z), Qo(2) se anula no intervalo
(a,a+ €] e[b—¢b).

O teorema a seguir da o nimero de zeros reais de um polinémio em um intervalo (a, b),
desde que este nao tenha zeros multiplos.

Teorema 12 (Sturm) Seja P(z) um polindmio de grau n, que nao tem zeros mailtiplos
em (a,b). Entdao, o nimero de zeros de P(z) em (a,b) € igual a

var(a) — var(b).

Demonstragao. Primeiro serd analisado o que acontece quando z se move de a até b
passando por um zero de P(z). Suponha que ¢ € (a,b) e Q,(c) = 0. Entao, para e >0 e
suficientemente pequeno, pelo Lema 2 segue que P(c—¢€) e P'(c— €) tém sinais opostos, e
P(c+¢€) e P'(c+e€) tém o mesmo sinal. Consequentemente, entre P(z) e P'(z) existe uma
mudanca de sinal antes de ¢ e esta mudanca desaparece depois de c. Em outras palavras,
o namero var(z) diminui de um quando z movendo-se no intervalo (a,b) passa por um
zero de P(z).

Observe agora o que acontece quando z passa por um zero de @,_.(z) para r =
2,3,...,n—1. Suponha entao que @,_.(c) = 0. Pelo item 1 da Defini¢ao 9, @, _,_1(c) # 0,
anrJrl (C) 7& Oe anrfl(c)anrJrl (C) < 0. Isso Signiﬁca que anrfl(c)anrJrl(C) <0 para
todo z em uma vizinhanga suficientemente pequena de c¢. Portanto,

0ar(Qn—r-1(2), Qn-r(2), Qn-rs1(2)) = 1.

Isso mostra que quando z passa por um zero de uma funcao intermediaria da sequéncia
de Sturm, o nimero de mudangas de var(z) ndo muda.
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Com isso mostra-se que var(z) diminui de um somente quando z passa por um zero
de P(z). Consequentemente, o numero de mudangas de sinal que se perde quando z
percorre o intervalo (a,b) é exatamente o ntimero de zeros de P(z) em (a,b). Suponha
que var(a) = m e que P(z) possua k zeros no intervalo (a,b). Pelas conclusoes anteriores,
quando z estiver em b, a sequéncia var(z) perde k mudangas de sinal, ou seja, var(b) =
m — k. Assim, var(a) — var(b) = k, completando a demonstra¢ao. m

Exemplo 11 Sejam P(z) = 2° — 523 + 42 = Q5(2) e P'(2) = 52 — 1522 + 4 = Qq(2).
Construindo a sequéncia de Sturm através do Algoritmo de Fuclides, seque:

1
Qs(z) = 22° — 362

Qa2(2) =722 —4
Qi) = 22

Para calcular o nimero de zeros de P(z) no intervalo (—=5,5), seja € = 1. Logo,
var(a + €) = var(—4) e var(b — €) = var(4).

Desta forma,

var(—4) = var(P(—4), P'(—4), Q3(—4), Q2(—4), Q1(—4), Qo(—4)) =5

var(4) = var(P(4), P'(4), Q3(4), Q2(4), Q1(4), Qo(4)) = 0.

Logo, pelo Teorema 12, tem-se que var(—4) —var(4) =5 e entao P(z) tem cinco zeros
reais no intervalo (—5,5). De fato, exitem cinco zeros reais no intervalo (—5,5), sendo
eles 21 = =2, 20 = —1, 23=0, z4 =1 e z5 = 2 como mostra a Figura 3.4.

15¢

10

051

4 2z Z 2 Z
-051

-1.0p

-15-

Figura 3.4: Representagao dos zeros do polinomio P(z) = 2° — 523 + 4z.

Vale observar que a demonstracao do Teorema de Sturm foi baseada nas duas condic¢oes
para que uma sequéncia seja sequéncia de Sturm. Assim, o teorema sempre sera valido
toda vez que dois polindmios gerarem uma sequéncia de Sturm.

Caso o polindmio tenha zeros miltiplos no intervalo (a,b), uma modificagao natural
do teorema é valida.

De fato, se P(z) tem zeros multiplos em (a, b), entdo P(z) e P'(z) tem um fator comum
Qm(z), que ndo é constante e também é fator comum de @Q,_2(2),...,Q1(z). Como foi
visto anteriormente a sequéncia

P(z) P'(z) Qn-(2) Qm-1(2)
Qm(Z:)7 Qm(z)’ Qm(z) Y Qm(2>

7]"
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é uma sequéncia de Sturm. Assim, pelo Teorema de Sturm,

g mr( Pla) P'(a) Qm-1(a) 1) _W,< Pb)  P'(b) Qm—1 b),1)7

(
Qm(a) Qm(a)” " Qm(a) ’ Qm(b)" Qm()" " Qm(b)
P(z)

Qm(2)

contar suas multiplicidades.

¢ o ntmero de zeros de em (a,b), isto ¢, o nimero de zeros de P(z) em (a,b) sem

3.2.2 Polinémios Hiperboélicos

Nesta segao serao estudadas condigdes necessérias e suficientes para que P(z) seja um
polinémio hiberbolico (ver [5], p. 1045), ou seja, P(z) possua somente zeros reais. Para
isso, serao apresentados o Teorema de Hermite e dos menores principais, sendo necesséario
um conhecimento sobre as matrizes de Hermite e Hurwitz.

Teorema 13 (Newton) Sejam zy,2s, ..., 2, 0s zeros do polindmio P(z) = 2" +a;2" ' +
ootz ta, eSS, =2+ 28+ ...+ 2", m €N as somas de Newton dos zeros de
P(z). Entao, para todo inteiro positivo k, k =1,2,...,n, seque que
Sk = —alSk_l - CLQSk_Q — ... ak_lSl - k:ak (313)
e
Sn—l—j = —a15n+j_1 — (lgSn+j_2 — ... U,nSj,j = 1, 2, PN (314)

A demonstragao pode ser encontrada em [1], p. 56.

As somas de Newton também podem ser representadas através dos coeficientes de
P(z). Segundo o Teorema de Newton, ay = 1. Entao,

Si=—-a1 = S =o0
SQ = —alsl —2ay = S2 = 0'% — 209
Sg = —alsg—agSl —3as3 = 83 :U%—30102+303.

Por inducao, obtém-se que

1 0 0 0 e 01
o1 1 0 0 N 20'2
oy o 10 ... 3073
S = (—1)*"
Okp—2 Ok—3 Ok—g ... 1 (]{ - 1)0k—1
Op—1 Ok—g Ok_3 ... O] koy,

Uma matriz quadrada A é chamada de positiva definida se (z, Az) > 0 para todo vetor
z # 0 e que A é nao negativa definida se (z, Az) > 0 para todo vetor z.

Outras condig¢oes podem ser encontradas para que uma matriz seja positiva definida.
Uma delas est&d em funcao dos autovalores da matriz, a outra em funcao do seus menores
principais (para cada k = 1,...,n, o menor principal de ordem k£ da matriz A é o determi-
nante da submatriz principal Ay = (a;5), 1 < ¢,7 < k). Para que uma matriz seja positiva
definida os seus menores principais devem ser todos positivos (Critério de Silvester).

O teorema a seguir da condi¢oes necessérias e suficientes para que um polinémio tenha
somente zeros reais.
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Teorema 14 (Hermite) Sejam 21,22, ..., 2, 0s zeros do polinomio P(z) = ag + a1z +
..+ ay,2". Entao, P(z) tem somente zeros reais se, e somente se, a matriz de Hankel

So S1 ... Sha
me|
Sn—l Sn SQn—2

¢ nao negativa definida. Além disso, P(z) tem somente zeros reais e distintos se, e
somente se, H, € positiva definida.

Demonstragao. Sera mostrado primeiramente que P(z) tem somente zeros reais se, e
somente se, H, ¢ nao negativa definida.

Supondo que P(z) tem somente zeros reais, deve-se mostrar que (y, H,y) > 0, para
todo vetor y.

Sejam  zy,22,...,2, o0s zeros de P(z) com suas respectivas multiplicidades
Qaq,Qa, ..., 0, onde ag + as + ...+ a,, = n. Entao,
SO Sl Sn—l
(yHoy) = y'Hy=@ v - w)| + . -
Sn—l Sn SZn—Q Yn
j+k—2
- 3 S 3 (XA o
k=1 gk=1 \i=1
=1 j=1 k=1
m n 2
= o (Z er_lyr> > 0.
=1 r=1

Como (y, H,y) > 0 para todo y, segue que H,, é ndo negativa definida.
Agora, suponha que H,, é nao negativa definida. Logo, os menores principais de H,
sao nao negativos. Assim,

n

So S
0 S S(l) S; = S()Sz — S% = Z (Zj — Zk)2.
ok

n
Se Z (z; — zk)2 = 0, segue que z; — 2, = 0, ou seja, z; = 2, para todo j e k.
Jk=1
j<k
n
Se > >0, entd 1 ek >0 ' S
e (zj —2z)" > 0, ent@o para algum j e k, (z; — z;)” > 0, ou seja, z; # 2. Su-
J,k=1
j<k
ponha que esses dois zeros sejam complexos conjugados, isto ¢, z; = a +1b, a, b € R ¢,
consequentemente, 2z, = a — ib. Logo,

0< (2 —2)% = (2bi)? = —4?,
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chegando a um absurdo. Logo, todos os zeros de P(z) sao reais.
Sera mostrado, agora, que P(z) tem somente zeros reais e distintos se, e somente se,

H,, é positiva definida.

Considere que P(z) possua somente zeros reais e distintos. Neste caso, as multiplici-

dades dos n zeros sao todas iguais a um.

Logo,

n

(y, Hy >:Z

=1

n 2
> Z[{%) >

r=1

i

n n 2
Suponha que Z (Z zl”_lyr> = 0. Entao,

=1 \r=1

Y+ 2y Fo 2y, =0

yt 2yt 2y =0

Y1+ 2nY2 + ‘. ot 2y, =0

ou

1 oz 22 2t 1 0
Ay — 1 2y 23 z;“_l v2 | _ 0
1oz, 22 ... 2! Yn 0

Observe que A é a matriz de Vandermonde. Como z1, 2o, . .., 2, sao distintos, segue que
det(A) # 0. Portanto, A é nao singular. Entao existe uma tunica solugdo para o sistema
0

0

acima, que é y = . Logo, (y, Hy,y) > 0 para todo vetor y # 0, ou seja, H,, é positiva

definida.

Suponha, agora, que H,, é positiva definida.

Usando o mesmo argumento da demonstracao do caso em que H, é nao negativa
definida, prova-se que os zeros de P(z) sdo reais.

Deve-se mostrar, agora, que esses zeros sao distintos. Como H,, é positiva definida,
segue que existe um namero [, 1 < [ < n, tal que y; + ziyo + ... + zf’lyn # 0, para
todo y # 0. Se existir z; = z;, entao det(A) = 0. Logo, o sistema linear Az = 0 tem
solugao diferente da solugao trivial, isto é, existe um vetor y nao nulo tal que Ay = 0, isto

n n n 2
é, Z z[‘lyr =0,l=1,...,n. Mas, y'H,y = Z (Z zlr_lyT> > 0. Portanto, z; # z;
r=1

=1 r=1

parai £ j. ®

Exemplo 12 Seja P(z) = 23 — 222 — 2+ 2 um polinémio de grau 3. Através das equagoes
(3.13) e (3.14), seque que

.kZO,SOZ?),
.kzl,Slz—CLl:Q,

[ l{?:2, 52:—a151—2a2:6,
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o k= 3, Sg = —(1182 — CLQSl — 3@3 = 8,
o k= 4, 84 = —ang - 0/252 - 0,351 = 18.

Desta forma, os menores principais sao

S sl I3 2 So S So| I3 2 6
Sol =131 =3>0,[o’ | =]y g/=14>0,|S1 S Ss|=[2 6 8|=36>0.
o Sy, S; Si |6 8 18

Como Hj € positiva definida, o polinémio P(z) tém trés zeros reais e distintos. De fato,
21 =—1, zg =1 e z3 = 2 sao zeros reais de P(z), como mostra a Figura 3.5.

15¢
10

05
z [ k2) z
-05F

-10f

-150

Figura 3.5: Representacao dos zeros do polindmio P(z) = 23 — 222 — 2 4 2.

Exemplo 13 Seja P(z2) = 2% + 42% + 52 + 2 um polinémio. Através das equagoes (3.13)
e (3.14), seque que

e k=0,5 =3,

o k=195 =—a = —4,

e k=2,5 =—a15 —2ay, =6,

e k=3, 5 =—a15 — a5 — 3az = —10,

e k=4,5,=—a,5; — asSy — a35; = 18.
Desta forma, os menores principais $ao

Sy Si Sy 3 —4 6
=2>0,1S; S, S3l=[-4 6 —10/=0.
Sy Sz Sy 6 8 —10

So S1

‘SO| = ‘3| =32=0, S, S,

|13 4
-4 6
Como Hjz € nao negativa definida, o polinémio P(z) tem 3 zeros reais, sendo um deles

de multiplicidade dois. De fato, z1 = —1 = zy e z3 = —2 sao zeros reais de P(z), como
mostra a Figura 3.6.
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4
TR —

151

101

051

-05

-1.01

-15*-

Figura 3.6: Representagao dos zeros do polinomio P(z) = 23 + 422 + 5z + 2.

Definigio 10 (Matriz de Hurwitz) Sejam P(z) = ¢\"2" + ... + ¢V 2 + ¢\ um po-

linomio com coeficientes reais e P'(z) = q,

(2)

n—1

2) (2)

2l 4 g2+ g, a sua derivada. A

0
matriz
[ P g 0 ... 0 0 ]
1 1 1 1
qé) qp Q§) 0 0
2 2 2
0 ¢ ¢ ¢?, 0 0
1 1 1 1
How 1 (P'(2), P(2)) = | 0 ¢ g ¢ ) 0],
0 0 ... g "V & . ¢
2 2 2
| 0 0 0 q(()) q§) qfl_)l_

¢ chamada matriz de Hurwitz de P(z) e P'(z) de ordem 2n — 1.

Seré denotado por Vs,_; o determinante do menor principal de ordem 2r —1 da matriz
Ho,1(P'(2), P(2)).

Teorema 15 Seja {Qnﬂ_r}:;l uma sequéncia de polindmios obtidos a partir do algo-
ritmo de Sturm, com Qn(z) = P(2), Qn-1(2) = P'(z) e P(z) nao tendo zeros multiplos,
onde Qni1-r sao polindmios de grau exatamente n + 1 —r. Isto €,

n+1l—r

j=0

Entao,
q(()T) = [VQT—5]_2[v2r—7}2[VQT—Q]_2[V2T—11]2 e [V3]2(_1)T_1 [Vl]Q(_l)Tvm—:a

parar =2,3,....,n+ 1.

Teorema 16 (Menores Principais) O polinémio P(z) = Z qj(-l)z”_j com q(()l)

=0
somente zeros reais se, e somente se, todos os menores principais de ordem impar da
matriz de Hurwitz H,(P'(z), P(z)) sdo maiores ou iguais a zero.

=1 tem

Demonstracao. (=)Suponha inicialmente que P(z) possua somente zeros reais. Pelo
Teorema 12, o nimero de zeros do polinémio P(z) no intervalo (a,b) é igual a

var(a) — var(b),
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ou seja,
var(P(a), P'(a), Qn_2(a),...,Qo(a)) — var(P(b), P'(b), Qn_a(b),...,Qu(b)).
Como o polindémio P(z) tem somente zeros reais, considere a = —oo e b = 0o. Neste

caso, observe que sinal(P(—oc0)) e sinal(P(o0)) sdo, respectivamente, (—1)"(](()1) e q(()l),

visto que,

(1) (1) (1)
P(z) = 2" <qél) + anl_l + qu_Q o+ qL).
Assim, segue que
var(P(—o0), P'(—00),...,Q¢(—0)) — var(P(x), P'(00), ..., Qo(c0))

é igual a

var((—l)"qél), (—1)"_1q(()2), . ,q(()”H)) — var(qél), (1(()2)7 o ,q((]n+1)). (3.15)
Pelo Teorema 15,

65" = [Vars]) 2 [Var_1l[Var—o) 2[Varui]. .. V32TV [V V'V, .

Observando que apenas Vg,_3 na expressao acima nao esta elevado ao quadrado, segue
que
sinal(q((f)) = sinal(Va,_3).

Portanto, substituindo os q((f) na expressao (3.15), obtém-se

var((—=1)", (—1)"_171, (—1)”_2V3, ooy Von1) —wvar(1,n, Vs, ..., Vo, 1).

Como o polindomio P(z) de grau n tem somente zeros reais, segue do Teorema de Sturm
que

n =var((=1)", (=1)""'n, (=1)""2Vs,...,Va,_1) —var(1,n,Vs,..., Vo, 1).

Assim, para satisfazer a igualdade acima, deve-se ter var(1,n,Vs,..., Vg, 1) =0, ou
seja,
Vl =n> O,V3 ZO,...,VQn_l > 0.

(<)Se todos os determinantes de ordem impar sdo maiores ou iguais a zero, segue
diretamente do Teorema 12 que o polinémio P(z) tem somente zeros reais, visto que

var((—=1)", (=1)" 'n, (=1)""?Vs,...,Vop_1) =n

var(l,n,Vs,...,Va,_1) = 0.

Portanto, n = var(—oo) — var(co). m

Exemplo 14 Sejam P(z) = 2® — 1,522 = 1,52+ 1 e P'(2) = 32> — 32 — 1,5. A matriz
de Hurwitz € dada por:

3 -3 -1,5 0 0
1 -1,5 —-1,5 1 0
Hy(P,P)=10 3 =3 —1,5 0
0o 1 -1,5 —-1,5 1
0 0 3 -3 -1,5

Calculando os determinantes dos menores principais de ordem impar, seque que
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Vi=3, V3=13,5 e V5 = 45,5625,

ou seja, todos os determinantes dos menores principais de ordem impar sao maiores que
zero.

Logo, pelo teorema anterior, P(z) tém somente zeros reais. De fato, como mostra a
Figura 3.7, os zeros de P(z) sdo z1 = —1, 2z = 0,5 € z3 = 2.

150
10F

05F

-05F

-10F

-150

Figura 3.7: Representagao dos zeros do polinomio P(z) = 23 — 1,522 — 1,52 + 1.



CAPITULO

4

Resultados Principais

O objetivo deste capitulo é apresentar resultados sobre zeros reais de polinémios pa-
lindrémicos reais, através da teoria estudada nos capitulos anteriores.

4.1 Aplicacao da Regra de Sinais de Descartes

Se P(z) = ap2" + ...+ a1z + ag, a; € R & um polinémio palindromico real, entao
a; = an_;, © = 0,1,...,n. Logo, sinal(a,) = sinal(ag). Portanto, segundo o Corolario
1 (p. 33), segue que var(ag,ay,...,a,) é um namero par para todo n. Além disso, pelo
Teorema 10,

var(ag,ay,...,a,) — Zt =2k, k>0ek € N= ZT =var(agp, a1, ...,a,) — 2k,

ou seja, Z* é a diferenca entre dois nimeros pares, e consequentemente, é par e nao
negativo.

Seja P(z) = ag + a1z + ... + a,2z" um polindmio palindromico de grau n. Para que
P(z) tenha somente zeros reais segue que:

e se n for par e pelo fato de n = Z* + Z~, segue que Z~ é um ndmero par e nao
negativo, ja que Z1 e n sdo pares nao negativos;

e se n for impar e pelo fato de n = Z* + Z~, segue que Z~ é um ndmero impar e
nao negativo, ja que n ¢ impar e Z* é par e nao negativo. Observe que z = —1 ¢
sempre zero de um polindmio palindréomico de grau fmpar.

Exemplo 15 Seja P(z) = 25 — 925 +292% — 4223 + 2922 — 92 + 1.

Observe que P(z) = 2°P <§) , logo P(z) € um polinémio palindromico.

Seque que var(ag, aq,as, as, ay, as,ag) = 6. Logo, pelo Teorema 10, o nimero de zeros
reais positivos Z* serd 6, 4, 2 ou 0.

Por outro lado, calculando a mudanga de sinal da sequéncia dos coeficientes de P(—z),
seque que var(ag, —ay, ag, —as, ay, —as, ag) = 0. Logo, pelo Coroldrio 2, o niumero de zeros
reais negativos Z~ de P(z) serd 0.

De fato, P(z) € um polindmio palindromico com todos zeros reais, sendo Z~ = 0 e
Zt =6, cujos zeros sao z; = 0,27, 20 = 0,38, 23 = 24 = 1, z5 = 2,62 e 25 = 3,73,
conforme mostra a Figura 4.1.

51
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10

051

—05F

—10F

Figura 4.1: Representagao dos zeros do polindmio P(z) = 26 — 925 + 2924 — 4223 + 2922 —
9z + 1.

Exemplo 16 Seja P(z) = 27 +102°% 4 382° + 712* + 7123 4 3822 + 102 + 1. Observe que
1

P(z)=2"P (—) , logo P(z) é palindromico.
2

Seque que var(ag,ay,as,as, ay, as,ag,a7) = 0. Logo, pelo Teorema 10, o nimero de
zeros reais positivos ZT serd 0.

Por outro lado, calculando a mudanga de sinal da sequéncia dos coeficientes de P(—z),
seque que var(ag, —ay, ay, —as, a4, —as, ag, —az) = 7. Logo, pelo Coroldrio 2, o nimero de
zeros reais negativos Z~ de P(z) serd 7, 5, 3 ou 1.

De fato, P(z) € um polinomio palindromico com todos zeros reais, sendo Z~ =T e
Zt =0, cujos zeros sao zy = —3,73, 2o = —2,62 , 23 = 24 = 25 = —1, zg = —0,38 ¢
z7 = —0,27, conforme mostra a Figura 4.2.

10
05
7 23 132425 o
@0 ———

Figura 4.2: Representagao dos zeros do polindmio P(z) = 27+ 102%+382° + 712 + 7123 +
3822 + 10z + 1.

4.2 Transformada de Chebyshev

Nesta secao sera abordada a transformada de Chebyshev aplicada em polinémios pa-
lindrémicos para se obter zeros reais. Inicialmente serao apresentadas algumas defini¢oes
preliminares, na sequéncia resultados para um polindmio de grau par e posteriormente
para um de grau impar.

Seja P(z) = a2,2*"+...+a12+ay um polindémio palindrémico, a; € R, i = 0,1,...,2n.
Entao,

P(z) = ag(14+2") +ai (z+2") + ...+ an (2" +2") +a,2"

n 1 n—1 1 n 1
= Z ap +apn_ 1 | 2+—-—|+...+a1 |z +ﬁ +ap | 2 —|——n .
z z z

TP(x) = ap+a,1C1(x)+ ... +a1Ch1(z) + apCh(x).

Logo,
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A seguir serd apresentado o teorema que é o principal resultado deste trabalho. No
teorema abaixo serd mostrado como é possivel encontrar somente zeros reais de polinémios
palindromicos através da transformada de Chebyshev. Este resultado foi obtido através
do Lema 1.

Teorema 17 Seja P(z) um polindmio palindréomico com coeficientes reais de grau 2n.
Entao todos os zeros de P(z) sao reais se, e somente se, todos os zeros da transformada
de Chebyshev T P(x) estio em ( —o0,—2|U[2,00).

Demonstracao. (=) Suponha que todos os zeros de P(z) sao reais. Como P(z) é um

polinémio palindromico, se z; é um zero de P(z) ent@o o seu inverso — também sera.
z.
j

P(z) = asn (z — 2) (Z__):a'2n (ZZ—(Zj-F—)z—I—l)
=1 Zj i1 Zj

J J

Logo,

e a transformada de Chebyshev sera

TP(x) :agnﬁ (x— (z]+z%))

j=1

1 1
Como zj, — € R, segue que ‘zj + —|>2,paraj=1,...,n.
Zj 2

Portanto, todos os zeros de T P(x) estdo em ( — 0o, —2 U [2,00).
(<) Assuma que a transformada de Chebyshev tem a forma

n

TP(x)= agnH (x — aj),
j=1
onde ag, #0e o € (—00,—2]U[2,00),j=1,...,n. Entao,

n

P(z) = agy, H (22 —a;z+1).

J=1

CYjZIZ CY]2—4

2
2, 00), logo af- —4>0,j=1,...,n, ou seja, todos os zeros de P(z) serao reais. m

Os zeros de P(z) serao da forma z = . Sabendo que o; € ( —o00,—2]U

Observe que através da mudanca de variavel utilizada, obtém-se um polindémio de me-
nor grau em relagao ao polindmio original, ou seja, ao aplicar a transformada de Chebyshev
em um polindémio P(z) de grau 2n, o polindémio obtido é de grau n.

Para o caso em que P(z) é um polindmio palindromico de grau impar, segue que

2n+1 +

P(2) = agpi12 ...+ az+ ao.

Como z = —1 é zero de P(z), entao

P(z) = (z +1)Q(2),

onde (z) é um polindmio palindromico de grau 2n.
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Além disso,

Q(2) = g™ + ...+ qz+q

com q; = (—1>l+2n(12n+1 + (—1)l+2n_1a2n +...+ (—1)2l+1al+2 + (—1)2lal+1, = 0, 1, . ,277,.
Portanto, como Q(z) é um polinémio palindromico de grau par, basta aplicar a trans-
formada de Chebyshev em Q(z) e utilizar o Teorema 17 para encontrar os zeros reais de
P(2).
Assim que forem encontrados os zeros da transformada de Chebyshev 7 P(z), basta
aplicar a relagao abaixo para determinar os zeros reais do polindomio palindromico P(z):
/24
considere x; um zero de T P(x); de zp = 2z + i segue que 2z = xk_—xk_ll e

Ze 2
xk—l—\/xi—ll
2

Se ), # %2, as multiplicidades de zj; e z;2 sdo as mesmas que a multiplicidade de

xp. No caso em que x;, = £2, tem-se 21 = 252, gerando um zero z; de multiplicidade
. Tk
dois, onde 2, = 251 = 2p2 = —.

2o = ,onde zj1 € 22 sa0 os zeros de P(z).

Observe que sinal(xy) = sinal(z1) = sinal(zx2).

A fungdo 2,1 ¢ uma funcdo crescente de xy para zp € (—o00, —2) e uma funcéo de-
crescente de xy, para xp € (2,00). Ja a fungao zs ¢ uma funcao decrescente de xj para
z), € (—o00, —2) e uma fungao crescente de zy para z; € (2, 00).

De fato, analisando o sinal da derivada de z; 1, em funcao da variavel zy, segue que

( ), 1 1 T
ze1) == |1 — ——|.
! 2 Vai—4
Para xj, € (—o00, —2) segue que (2x1)" > 0 e quando zy, € (2, 400) é facil observar que
(2k1) < 0. Assim, 2z, ¢ uma funcdo crescente em (—oo, —2) e uma funcdo decrescente
em (2, +00). Tal fato pode ser observado na Figura 4.3 (a).

_ Tp 4+ /12 —4
No caso da fungao 22 = kfk, segue que
/ 1 Ty
=— |14+ —|.
(z12) = 3 o

E facil observar que (zj2) < 0 para z, € (=00, —2) e (242)" > 0 para a3 € (2,+00).
Logo, 22 ¢ uma fungao decrescente para z, € (—o00, —2) e uma funcao crescente para
xy € (2,400), como pode ser visto na Figura 4.3 (b).

Zk,1£ Lo [
1f 3
: k sf
r ‘ ‘ ‘ f
-4 -2 r 2 4 6 X Ar
,2} oL
-3f i
ab ‘ ‘ g ‘ ‘
t \74\2 F 2 4 X«
,55 ’1}

(a) (b)

rp—/ 22— T+ 22—
Figura 4.3: Graficos das fungoes (a) zx1 = kT’“Zl e (b) zo = VA
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Se o grau de P(z) é pequeno, facilmente é possivel obter condigdoes necessarias e
suficientes sobre os coeficientes de P(z) para que todos os zeros de P(z) sejam reais. A
seguir serao apresentadas tais condi¢oes para P(z) de graus 2,3,4 e 5, assumindo sem
perda de generalidade que P(z) é um polindémio monico, ou seja, as, = ag = 1.

a) Se P(z) tem grau 2, entao
) 1
Pz)=24az+1=z|la1+(z2+-]].
z
Tomando x = z + —, segue que
z

TP(x) = a;+ Ci(z).

Substituindo C}(z) = x segue que T P(z) = a1+ = 0 se, e somente se, © = —a;. Por-
tando, pelo Teorema 17, os zeros do  polindbmio  palindrémico
P(z2) = 2% 4+ a1z + 1 sao todos reais se, e somente se, —a; € ( — 00, —2]|U[2,00).

7
Exemplo 17 Para exemplificar o item anterior, considere a; = —5 Logo,
P(z) = 22— 52 + 1, cujos zeros sao z1 = 0,31 e zo = 3,19.
10
05
-1 ¢ 1 é 3 ¢ 4
-05¢
-10
. - . o 7
Figura 4.4: Representagao dos zeros do polinémio P(z) = z° — 3% + 1.

b) Se P(z) tem grau 3, entao

P)=24+a2® +az+1=(z+ D[+ (a1 — Dz +1].

Pelo mesmo raciocinio anterior, T P(z) = a; — 1 + 2 = 0 se, somente se, x = —aj + 1.
Aplicando o Teorema 17, segue que todo polinémio palindréomico P(z) = z3+a; 22 +az+1
possui zeros reais se, e somente se,

—a1+1< -20u—a;+12>2,
ou, equivalentemente,
a; > 3oua <-—1.

Exemplo 18 Para exemplificar o item anterior, considere a; = —. Logo,

11
P(z) = 23+ 322 + ?Z + 1, cujos zeros sao z; = —2,22, zo = —1 e z3 = —0,45.
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26

-05F

-1.01

11 11

Figura 4.5: Representagdo dos zeros do polindmio P(z) = 2° + —2% + — 2z + 1.

3 3

c) Se P(z) tem grau 4, entao

1
P(z) =2+ a ta+az+1="27 {ag—i—al <z—|——) + (22—1——)].
z
A transformada de Chebyshev sera

TP(x) = as+ aCi(x)+ Ca(x)
TP(z) = ay+az+a*—2
TP(x) = 2°+az+ (ag —2).

Aplicando o Teorema 17, os zeros da transformada de Chebyshev, representados por

—a; ++/a? — 4(ay — 2) —a; —/a} — 4(ay — 2)
T, = € T2 = )
2 2
devem estar no intervalo ( — oo, =2 JU[2,00).

Para que tais zeros sejam reais, A > 0. Assim,

A=ai—4(ay—2) >0 < af >4(ay—2).

(4.1)

Dessa forma tém-se trés casos a considerar, conforme a representacao na Figura 4.6.

1° caso) 2 <z < xq;
2° caso) 2 < —2ex; > 2;

3° caso) xy <1y < —2.

! !
| |
| |
| |
| |
| |
T — 1 2<% <X
:—2 2: Xo X1
| |
| |

t + t Xo<—2€X =2
| |
Xo =2 2 Xy
| |
| |
| |
| — T Xp <X <=2

X X :—2 2:
| |
| |
| |

Figura 4.6: Representacao dos possiveis casos para x; e xs.
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Analisando cada caso separadamente segue que:

1° caso) A desigualdade (4.1) deve ser satisfeita e 2 < xy < x1. Isto é, 2 < x5 €
2

a
as < Zl + 2. Entdo, se 5 > 2,

—a] — \/CL% — 4(&2 — 2)
2

v

2

—a -4 > ot —4(a—2) > 0,

e entao —a; —4 > 0, ou seja, a; < —4.

Tomando a; < —4, tém-se que —a; — 4 > 0. Logo

(—a; —4)* > a —4(ay —2)
2&1 + 2 Z —as
a9 Z —2@1 — 2.

Portanto, a; < —4 e =2 —2a; < ay < 2 + %. Logo, para que os zeros de
P(2) = 2'+a12° + as2? + a1 2+ 1 sejam todos reais, os coeficientes de P(z) devem es-

tar localizados na regido R = {(al, a) ER*ay < —de —2—2a; <ay <2+ %},

como pode ser visto na figura abaixo.

8

—+2

-2 -2

Figura 4.7: Regiao R = {(al,ag) ER*ay<—4e —2—-2a1<ap <2+ GZ%}

2
2° caso) Por (4.1) segue que ay < % + 2. Para x; > 2,

—ay + /a? — 4(ay — 2)
5 >
a1—|—4 S

[\]

<

CL% — 4(&2 — 2)

Para x5 < —2,

—a; — /a2 — 4(ay — 2)
2

IN

—2

—a;+4 < \/a%—4(a2—2).

Logo, tém-se que max {—a; +4,a; + 4} < v/a? — 4(az — 2) e assim:
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e Sea; >0, entdo a; +4 =max{—a; +4,a, +4} < \/a% — 4(ag — 2). Logo,

(a1 +4)* < af —4(ag —2)
201 +2 < —ay
as S —2CL1 — 2.

e Se a; <0, entao —a; +4 =max{—a; +4,a; +4} < \/a% — 4(az — 2). Logo,

(—a; +4)? < a®—4(ay —2)
—2CL1 -+ 2 S —a2
4y < 2ay —2.

Portanto, se a; > 0 entao as < —2a; — 2 e se a; < 0 entao as < 2a; — 2.
Assim, para que os zeros de P(z) sejam todos reais, os coeficientes devem estar
localizados na regiao R = {(al, as) € R* 1+ 2<a <%~ 1}, conforme a
representacao na figura abaixo.

a

Figura 4.8: Regidao R = {(al,ag) eR%*1+ F<a <%~ 1}.

3° caso) Para xs < 27 < —2, segue que

—ay + /a? — 4(ay — 2)
5 <
\/a%—4(a2—2) < a —4

Tomando a; — 4 > 0, ou seja, a; > 4, obtém-se

a? —4(ay —2) < (ap +4)?
—4a2 S —8&1 + 8
(05} 2 2(1,1 — 2.

2
Por outro lado, pela equagao (4.1), segue que ay < % + 2.

2
Portanto, a1 > 4e —242a; < ay < 2—1—2—1. Assim, para que todos os zeros de P(z) se-
jam  todos  reais, seus  coeficientes devem  estar localizados em

R = {(al,ag) eER*a; >4e2a —2<ay <2+ aTE}, como pode ser visto na Fi-
gura 4.9.
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Figura 4.9: Regiao R = {(al,a2) €ER%a >4e20 —2<ay <2+ GI%}

Observacao 3 Para determinar quatro zeros reais de P(z), onde dois a dois tém o mesmo
modulo, a; =0 e ay < —2.

Observagao 4 Em alguns casos, quando nas desigualdades de a; ou as for utilizada a
igualdade, seque que os zeros z = —1 e\ou z =1 de P(z) terao multiplicidade dois.

Exemplo 19 Considerando a; = —6 e as = 10,5, obtém-se P(z) = z* — 62® + 10,522 —
62+ 1.
Os zeros de P(z) sdo: z1 = 0,30, 2o = 0,59, 23 = 1,71 e z4 = 3,41.

10

05

L Z 7

-05

-1.0

Figura 4.10: Representacao dos zeros do polinémio P(z) = z* — 623 + 10,522 — 62 + 1.

Exemplo 20 Considerando a; = 4 e ay = —12, obtém-se P(z) = 24 +423 1222+ 42+ 1.
Os zeros de P(z) sdo: z; = —6,08, z5 = —0,16, 23 = 0,61 € z4 = 1,63.

.

1F

2 Z Z3 Z4

Figura 4.11: Representagao dos zeros do polinémio P(z) = z* + 423 — 1222 + 42 + 1.

Exemplo 21 Considerando a; = 0 e ay = —5, obtém-se P(z) = 2% — 522 + 1.
Os zeros de P(z) sao: z3 = —2,19, z5 = —0,46, 23 = 0,46 e z4 = 2,19. Observe que
|21] = |z4] € |22] = 23]
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-05(

-1.01

-15*-

Figura 4.12: Representaciao dos zeros do polinémio P(z) = 2% — 522 + 1.

Neste caso, observe que os zeros de P(z) sdo simétricos em rela¢io ao eixo y, propri-
edade de um polinémio par.

d) Se P(z) tem grau 5, entao

P(z) = 224 a1z* +a® +a2® + a1z +1
= (z+ D[+ (e — D22+ (ay — a1 +1)2* + (a1 — 1)z +1].
Considerando as relagoes sobre os coeficientes encontradas para P(z) de grau 4,

substituindo nas relagées a; por (a; — 1) e ay por (as — a; + 1), entdo os zeros de
TP(x) =22+ (a; — 1)z + (as — a; — 1) sdo

—(ay — 1)+ \/(&1 —1)2—4(ag —ay — 1)
2

I =

—(a1 — 1) = /(a1 — 1) — 4(az —ay; — 1)
5 .
Para que tais zeros sejam reais, A > 0. Logo,

To —

a? +2a; +5
1 :

Dessa forma, tém-se trés casos a considerar, conforme a representacao dos casos na
Figura 4.13.

1° caso) 2 <z < xq;

A=(a;—1)?%—4(az—a;1—1)>0 & ay < (4.2)

2° caso) 9 < —2ex; > 2;

3° caso) xy <1y < —2.

. .
| |
| |
| |
| |
| |
] — 1 2<% <X
:—2 2: Xo X1
| |
| |

t + + + Xp<—-2€X =2
| |
X \72 2\ X1
| |
| |
| |
t 7 T Xp <X < -2

X2 X :—2 2:
| |
| |
| |

Figura 4.13: Representacao dos casos possiveis para z1 e Ts.
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A seguir serao analisados cada caso separadamente.

1° caso) Para 2 < 5 < xy,

—(ay —1) — /(a1 — 1)2 —4(ag —a; — 1)

2
2

v

—(ay —1)—4 > /(a1 —1)2—4(ag —a; — 1) > 0.

Tomando —(a; — 1) —4 > 0, ou seja, a; < —3, obtém-se

(—(ay—1)—4)* > (a;—1)* —4(ag —2)
4(12 2 —4a1 —4
a9 Z —Qa1 — 1.

CL% + 2CL1 —+ 5

Por outro lado, pela equagao (4.2), segue que ay < 1

a%—|—2a1+5

4
P(z) sejam reais, seus coeficientes devem estar localizados na regiao

a?+2a; +5
4

Portanto, a; < -3 e —a;—1 < ay < . Logo, para que todos os zeros de

R = {(al,ag) eER*>a; < -3¢ —a;—1<ay, < }, conforme a repre-

sentacao na figura abaixo.

B
A

—a-1

242 5
Figura 4.14: Regiao R = {(al,az) eER:a; < —-3e —a1—1<a, < ay + 201 + }

4

a? +2a; +5

2° caso) Por (4.2), segue que as < 1

. Para 1 > 2,

—(a1 — 1)+ /(a1 — 1) —4(ag —a; — 1)
2

(e —1)+4 < (a1 —1)?2 —4(ag —a; — 1).

Para zo < -2,

—<CL1—].)— \/(a1—1)2—4(a2—a1—1)
2

—2

IN

—(0,1—1)—|—4 S \/(a1—1)2—4(a2—a1—1).

Logo tém-se que max {—(a; — 1) +4,(a; — 1)+ 4} < /(a1 — 1)2 —4(az — a; — 1),
tendo dois casos para considerar:
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e Sea; > 1,entdo (a; — 1) +4 =mazx{—(a; — 1) +4,(ay — 1) +4}. Logo,

(((Il — 1) + 4)2 S (a1 — 1)2 — 4(@2 — a1 — 1)
4(12 S —4a1 —4
as S —a1 — 1.

e Sea; <1,entdo —(a; — 1) +4 =maz{—(a; —1)+4,(a; — 1) + 4}. Logo,

((a1 — 1) + 4)2 S (a1 — 1)2 — 4(@2 — a1 — 1)
4(12 S 12@1 — 20
a9 S 3CL1 — 5.

Portanto, se a; > 1 entao as < —a; — 1 e se a; < 1 entao as < 3a; — 5. Assim,
a condi¢ao para que P(z) tenha todos os seus zeros reais é que seus coeficientes
estejam localizados na regiao R = {(al, as) € R?; GQT“’ <a <ag— 1}, conforme a
representacao na figura abaixo.

—ay-1

Figura 4.15: Regido R = {(al,ag) e R?%: “QTH" <a <ay— 1}.

3° caso) Para xs < 27 < —2 segue que

—(a1 — 1)+ /(a1 — 1)2 — 4(az — a11)
5 <
(ap—1)—4 > /(a1 —1)2 —4(ay —a; — 1).

—2

Tomando (a; — 1) — 4 > 0, ou seja, a; > 5, obtém-se

((ay —1)—4)* > (a1 —1)>—4(az — a1 — 1)
4@2 Z 12&1 — 20
[25) Z 3@1 — 5.
242 )
Por outro lado, pela equagao (4.2), segue que ay < %.
242 5
Portanto, a1 > 5e 3a; —5 < ay < %.
Assim, quando os coeficientes de P(z) estiverem localizados na regiao
242 )
R = {(ay,a3) €ER* a1 >5e3a; —5<ay < %}, conforme a represen-

tacao na Figura 4.16 todos os seus zeros sao reais.
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1
—(a®+2a+5)
4

a

3a,-5

242 )
Figura 4.16: Regiao R = {(al,ag) €R*a; >5e3a; —5<ay < i Bkl }

4

Observacao 5 Para encontrar cinco zeros de P(z), sendo -1 um deles e os outros quatro
sendo dois a dois de mesmo modulo, a1 =1 e ay < —2.

Observagao 6 Em alguns casos, quando nas desigualdades de ai ou as for utilizada
a igualdade, o zero z = —1 de P(z) terd multiplicidade trés e\ou o zero z = 1 terd
multiplicidade dois.

Exemplo 22 Considerando a; = —6 € ay = 6,5, obtém-se P(z) = 2° — 62* + 6,523 +
6,522 — 6z + 1.
Os zeros de P(z) sao: z1 = —1, 20 = 0,24, z3 = 0,46, z4 = 2,17 € z5 = 4, 12.

151
101

051
5 5H 73 Zy Zs
T Y VR,
-1 1 2 3 4

-05

—10F

-151
Figura 4.17: Representacio dos zeros do polindémio P(z) = 25—62%+6,523+6,52% —62+1.

Exemplo 23 Considerando a; = 2 € ay = —4, obtém-se P(z) = 2° + 22% — 423 — 422 +
2z + 1.
Os zeros de P(z) sao: zy = —2,84, zp = —1, z3 = —0,35, 2, = 0,65 e z5 = 1,55.

Figura 4.18: Representacio dos zeros do polindmio P(z) = 25 4+ 224 — 423 — 422 + 22 + 1.
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Exemplo 24 Considerando a; = 8 e ay = 20, obtém-se P(z) = 2° 4+ 8z* + 2023 + 2022 +
8z + 1.
Os zeros de P(z) sao: zy = —4,39, zp = —1,84, z3 = —1, z4 = —0,54 e z; = —0, 23.

2-

Figura 4.19: Representagao dos zeros do polinémio P(z) = 254821 +202% +202% + 82+ 1.

Exemplo 25 Considerando a; = 1 e ag = —4, obtém-se P(z) = 2°+ 24 —423 — 422 + 2+ 1.
Os zeros de P(z) sdo: zy = —1,93, z0 = —1, z3 = —0,52, z4 = 0,52 e z5 = 1,93.
Observe que |z1| = |z5] e |z3] = |z4].

2L

Figura 4.20: Representacao dos zeros do polinomio P(z) = 25 + 2% — 423 — 422 + 2 + 1.

4.3 Resultados sobre Zeros Reais de Polinobmio Palin-
drémico

Nesta secao serao apresentadas aplicagoes de polinomios palindromicos no Teorema da
Decomposi¢ao, Hermite e Menores Principais. Foram encontrados resultados para grau
menores, como dois, trés e quatro, devido a complicacao em encontrar condigoes para
os coeficientes dos polindmios na medida em que aumenta-se o grau. Porém, pode-se
perceber que os resultados encontrados sao os mesmos para os coeficientes, independente
do teorema utilizado.

4.3.1 Teorema da Decomposicao

Inicialmente serao apresentadas relagoes entre os coeficientes de um polindémio palin-
dromico P(z) para se obter somentos zeros reais através da aplicagdo do Teorema da
Decomposicao. Seja n o grau de P(z). Se
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e n =2 tem-se P(z) = 22 + a;z + 1. Sabe-se que se z; ¢ um zero de P(z), entdao —

também sera. Pelo Teorema da Decomposicao,

P(z) = <z—zll) (2 — )

1
= 22+z(———z1)—|—1.
21

1 1
Assim, a; = —— — z;. Para z; e — serem reais, a; > 2 ou a; < —2.
21 21

Com isso segue que a; # 0.

1
e n =3, tem-se P(z) = 2%+ a;22 + a;z + 1. Sabe-se que 21, — e -1 sdo zeros de P(z).

21
Pelo Teorema da Decomposi¢ao

Plz) = (z _ l) (2= 2)(z+1)

— [z2+j<z—11 — z1> + 1} (z+1)

. 1 1
= 25+z2(1———21)+z<1———21)—|—1.
Z1 21

1 1
Assim, a; =1 — — — z;. Entao para z; e — serem reais, a; > 3 ou a; < —1.
21 21

Consequentemente, a; # 0.

1

o n =4, tem-se P(2) = z* + a,2% + ap2? + ayz + 1. Sejam 21, —, 29, — zeros de P(z).
2z

1 22
Pelo Teorema da Decomposicao,

Plz) = <Z—le) (2 — ) G-i) (2 — )
= [z2+z<—zll—zl)+1} [22+z<—§2—22)+1}

= (22+az+1) (z2+ﬂz+1)
A2 (a+ )+ 222+ af) +z(a+5)+1,

1

onde a = —— —2z1e =—— —25. Assim, a; =a+ [ e as = af + 2. Logo, para
<1 <2
1 1 .
21, —, 2Z9, — serem reais, « > 2oua < —2ef>2ouf < —2.
21 Z9
Entao, as # 0.

4.3.2 Teorema de Hermite

O Teorema de Hermite sera aplicado aos polinomios palindromicos de graus 2 e 3 para

se obter uma relacao entre os coeficientes do polindmio e gerar somente zeros reais.
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e Para n = 2, considerando ag = ay = 1, P(z) = 2 + a1z + 1. Note que 01 = —a; e
oy = 1. Entdo, Sy =2, S} = 01 e Sy = 07 — 2 e a matriz de Hermite sera

. 2 01
H2_(01 U%—Q)'

Os menores principais serao:

Vl = 220,
Vo = Uf—420<:>01§—20u0122:>a1§—20ua122.

e Para n = 3, considerando ap = a3 = 1, P(z) = 2% + a;2®> + a1z + 1. Segue que
01 = —a1, 09 = a1 = —01 € 03 = —1. Entéo, S[) = 3, Sl = 01, SQ = J% -+ 201,
S3 =0+ 30? —3 e Sy = o} +40} + 20} — 40,. A matriz de Hermite sera

3 o1 0% + 207;
Hy = o1 0% + 20, o3+ 30 — 3;
0?4+ 20, 034302 —3 of + 403+ 20} — 4oy

Os menores principais serao:

Vl = 320;
Vs = 20%—1—60120<:>01§—30u0120:>a1§00ua123;
Vs = 0l +82+1802-2T1>0 0, < —3o0uo; >1=a; <—1oua; >3.

Fazendo a intersec¢ao entre os resultados anteriores segue que a; < —1 ou a; > 3.

4.3.3 Teorema dos Menores Principais

O Teorema dos Menores Principais sera aplicado nos polinomios palindréomicos de
graus 2 e 3 para se obter uma relagao entre os coeficientes do polindémio e gerar somente
Z€eros reais.

e Paran=2cag=ay =1, P(z) = 22 +a;z+1. Logo, P'(z) = 22+ a,. Desta forma,
a matriz de Hurwitz sera

2 aq 0
Hy(P',P)=|1 a 1
0 2 aq
Os menores principais impares serao:
Vi = 22>20;
Vi = a%—420<:>a1§—20ua122.

e Paran=3ceaqy=as =1, P(z) = 23+a12>+a;z2+1. Logo, P'(2) = 32+ 2a,2 +a;.
Desta forma, a matriz de Hurwitz sera

H;(P',P) =

SO OO~ W
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Os menores principais fmpares serao:

Vl = 320,
Vs = 22—6a1>0<:>a1<00ua1>3'
Vy = 8a1—|—18a1—27>0<:>a1 —1oua; > 3.

Fazendo a interseccao entre os resultados anterios segue que a; < —1 ou a; > 3.

Observe que, para n = 2 e 3, tanto aplicando o Teorema da Decomposi¢ao, quanto o
Teorema de Hermite ou dos menores principais, a relagao encontrada para o coeficiente a;
é a mesma, ou seja, nao importa qual a teoria utilizada para encontrar condi¢oes sobre os
coeficientes de P(z), todas as trés apresentadas nesta segdo geram a mesma relagao entre
os coeficientes para se obter somente zeros reais de polindmios palindrémicos.

4.4 Gerando Classes de Polindmios Palindromicos com
Zeros somente Reais

O objetivo desta secao é obter polindmios palindromicos de graus par e impar, cujos

zeros sao todos reais e conhecidos. Ou seja, conhecendo os zeros de P(z) (da forma
1 - . . .
z1,— € R), como serdo seus coeficientes? Para responder esta questao sera utilizado o
<1
Teorema da Decomposicao e serao considerados zeros com multiplicidades.
Sejam P(z) = ap,z"+...+a1z+ag um polinémio palindrémico de graun e ag = a,, = 1.
n 0 0 n

1

Sabe-se que se z; for zero de P(z), entdao — também seré. Logo, P(z) pode ser decomposto
21

em relagao aos seus zeros da seguinte forma.

Para n par, segue que

) [_ (‘lﬂ | [(z‘@ (—1)} [<z—Zj> (_1)} J

= (ZH+Mz+ D)7 (P +xz+ 1) (P N+ 1)
J

= [ +xnz+1)"
=1

n

com j < > onde v;, i = 1,...,7 representa as respectivas multiplicidades dos zeros z;,
1

i=1,...,7,sendo 2(; + o+ ... +v;) =ne ) = (—Zj——>.

. n .
Sera analisado o caso em que v; = genr=..=y= 0. Assim,

P(z) = 2"+... +wmz+1

1\ 2
(-2)
21
1 3
= |:22—<21—|——>Z+1:|
21

= (24 Az+1)%,

3

= (z—2)
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1
onde A = —z; — —. Considerando n = 2k segue que
21
P(z) 22+ Az +1 )%

0 (-

2k

("
(z + Az + )7
(="

) ([0 ()

@) (e (0) ]

(Z) K’S) Negnk (,{fl) At (Z) z]
[0 6) 6) ()]

ED G0 G5+ () 65) - ()

n

Logo, parai:O,l,...,E,

Ui = a; = Z (Z fj) (Z ;]> A= (4.3)

l
Jj=0

ondel:%EZ.

Exemplo 26 Sejamn =12 e A = 10. Calculando os coeficientes, seque que a0 = ag = 1,
a1 = a1 = 60, 19 = g = 1506, g = az = 20300, ag = g = 156015, a7y = a5 = 660600 e
ag = 1309020 .

Assim,

P(z) =1+ 60z + 150622 + 2030023 + 1560152 + 6606002> + 130902025 + 66060027 +

15601528 + 203002° + 1506210 + 602 4 212

e seus zeros sao z; = —5 — 2v/6 e 2o = —5 + 2v/6 ambos de multiplicidade 6.

)



4. Resultados Principais 69

Z 2
| | | |

—®
-10 -8 -6 -4 -2

3L

Figura 4.21: Representagio dos zeros do polinomio P(z) = 1+ 60z + 150622 + 2030023 +
1560152 4+ 6606002° + 130902025 + 66060027 + 1560152® 4 203002° + 15062'° + 602" + 212.

Para n + 1 impar, segue que

P(2) = (2 4+ 1) (2 — 2)" (z _ i) m ) (z _ l)”“,

21 Zj

com 2(vy +v3+...+vj4) =1, t par e vy impar onde v; +t =n+ 1.
n

Considerando v1 = 1,1, = - ev3 = ... =141 =0 € by = by = 1,

2
P(z) = 2" 4b2"+.. . +bz+1

~ (r— )t <z—l)g(z+1)

21

- {(z—zl) G-%)}Z(Hn

n 1
Para (22 + Az + 1)2, onde A= (—21 — —) e n = 2k, os coeficientes a;,
21

i=0,1,...,n sado dados pela equagao (4.3).
Desta forma, para encontrar uma expressao para os coeficientes de P(z), basta multi-
plicar o resultado encontrado para n par por (z + 1). Logo,

rer = (o) (o)== [(5) (6) + (1) (5)
(OO (O
fot 2 [(,{fl) (Z:D + (Z) (;CZ) At (Z) (k:g) A2]
w6 GE) () )]+ 6) )

Entao, os coeficientes serao b, 11 ; =b; =a; +a;_1,1=1,2,...,

SIE



4. Resultados Principais 70

Exemplo 27 Sejam n =13 e A = 10. Calculando os coeficientes, seque que

P(z) =1+ 61z + 156622 + 2180623 + 1763152 + 8166152° + 196962025 + 196962027 +
8166152% + 17631527 + 218062 + 15662 + 61212 + 213,

cujos zeros sao z1 = —5—2v6 e 2o = —=5+2v/6, ambos de multiplicidade seis, e z3 = —1.

z [

L L L L L L L L L L L L L L L L
-10 -8 -6 -4 -2

4L

Figura 4.22: Representagao dos zeros do polindmio P(z) = 1+ 61z + 156622 + 218062z> +
1763152*+8166152°+19696202° 4196962027 +8166152° + 17631527 +218062'" + 1566 2" +
61212 + 213



CAPITULO

9

Consideracoes Finais

Neste trabalho foram estabelecidas condi¢oes necessérias e suficientes para que polino-
mios palindromicos de grau n, com coeficientes reais, tenham somente zeros reais. Tal
teoria merece atencao, visto que nao é muito explorada na literatura. O principal resul-
tado deste trabalho, o Teorema 17, é um resultado inédito, sendo que esta sendo elaborado
um artigo com tal resultado para divulgar as principais contribuicoes deste trabalho.

Vale ressaltar que ainda podem ser retiradas informagoes, através da teoria estudada,
sobre os zeros complexos de polinémios palindromicos que estejam fora do circulo unitario.
Esse tema entao se torna uma proposta de trabalho futuro.
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