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Resumo

Esta dissertacdo tem como objetivo apresentar a teoria da radia¢do na eletrodi-
namica de Podolsky e algumas de suas aplica¢des. Proposta em 1942 por Boris
Podolsky, a eletrodindmica de Podolsky é uma generalizagao da teoria eletromag-
nética de Maxwell, em que ela é realizada introduzindo derivadas de segunda
ordem do campo eletromagnético na densidade lagrangiana de Maxwell. Primei-
ramente, apresentaremos a construcdo da eletrodinamica de Podolsky de acordo
com o formalismo de uma teoria de campos de 2% ordem. Na sequéncia, serad
abordada a teoria da radiacdo e obteremos a fun¢do de Green do quadripotencial
de Podolsky, os potenciais de Lienard-Wiechert-Podolsky e o tensor de Faraday
retardado. Por fim, o trabalho desenvolvido anteriormente auxiliard na obtencdo
de algumas aplicagdes da teoria, como os campos eletromagnéticos gerados por
uma particula com velocidade constante, e na dedugdo de outros resultados, como
o campo elétrico gerado por uma particula em movimento acelerado e a poténcia

de Larmor-Podolsky.

Palavras Chaves: Eletrodindmica de Podolsky; Teoria de campos de segunda
ordem; Teoria da radiacdo; Funcdo de Green; Potencial de Lienard-Wiechert-

Podolsky; Tensor de Faraday; Radiacdo emitida.

Areas do conhecimento: Fisica; Teoria de Campos; Eletrodinamica.
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Abstract

This dissertation aims to present the radiation theory in Podolsky’s electrody-
namics and some of its applications. Proposed in 1942 by Boris Podolsky, Podolsky
electrodynamics is a generalization of Maxwell’s electromagnetic theory, which
is realized by introducing second-order derivatives of the electromagnetic field
into Maxwell’s Lagrangian density. Firstly, we will present the construction of
Podolsky electrodynamics according to the formalism of a 2nd order field the-
ory. Furthermore, the radiation theory will be discussed, and we will obtain the
Green'’s function of Podolsky’s four-potential, the Lienard-Wiechert-Podolsky po-
tentials, and the retarded Faraday tensor. Finally, the work developed previously
will help to obtain some applications of the theory, such as the electromagnetic
fields generated by a particle with constant speed, and in deducing other results,
such as the electric field generated by an accelerated moving particle and the

Larmor-Podolsky power.

Keywords: Podolsky’s electrodynamics; Second order field theory; Radiation
theory; Green’s function; Lienard-Wiechert-Podolsky potential; Faraday tensor;

Radiation emitted.

Knowledge areas: Physics; Field Theory; Electrodynamics.
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Capitulo 1

Introducao

Este capitulo tem como objetivo motivar o estudo de uma eletrodinamica
generalizada, que visa ser uma extensdo da teoria eletromagnética de Maxwell.
Tratando-se de uma teoria mais abrangente, é de se esperar que ela contenha os
resultados previstos pela teoria de Maxwell como um subproduto e faga predigdes
novas. Neste contexto, veremos que a eletrodindmica de Podolsky surge como
uma candidata natural, além de ser uma alternativa promissora.

Essa nova eletrodinamica tem como principal caracteristica ser uma teoria
com derivadas de segunda ordem nos campos eletromagnéticos!. Tal particula-
ridade é que a diferencia da teoria de Maxwell, que possui apenas derivadas de
primeira ordem nos campos. Sendo assim, é possivel afirmar sem exageros que,
para compreendermos a eletrodinamica de Podolsky, é necessdrio compreender
bem o formalismo de uma teoria de campos com derivadas de segunda ordem.
Nesse sentido, tal formalismo serd discutido ao longo do capitulo 2 da dissertacao,
enquanto que o capitulo 3 é dedicado a explorar a teoria da radiagdo na eletro-
dinamica de Podolsky. Por tltimo, o capitulo 4 consiste em apresentar algumas
aplica¢des derivadas dos resultados obtidos nos capitulos 2 e 3.

A fim de fornecer um guia para a dissertacdo, apresentaremos aqui um breve
resumo sobre o contetido de cada capitulo. No capitulo 2, construiremos a eletro-
dindmica de Podolsky usando o formalismo de uma teoria de campos de 2* ordem.
De forma que daremos destaque a alguns elementos importantes, como: equagdes
de movimento, tensor de energia-momento e tensor momento angular total (orbi-
tal + spin). Com relagdo ao capitulo 3, serdo vistos alguns resultados importantes
da teoria da radiacdo na eletrodinamica de Podolsky, dentre eles, podemos desta-
car: o gauge de Lorenz generalizado, a fungdo de Green de Podolsky, o potencial
de Lienard-Wiechert-Podolsky e o tensor de Faraday retardado. J& no capitulo 4,
reuniremos os resultados dos capitulos anteriores para calcular os campos gerados
por uma particula em movimento, de forma que diferentes casos serdo analisados,

1Uma explicagdo mais detalhada sobre o que significa o termo ‘derivadas de segunda ordem’ é
dada na segdo 1.3.
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por exemplo, repouso, velocidade constante e movimento acelerado. E através
dos campos obtidos, poderemos finalmente analisar a radiagdo emitida por uma
particula sob a 6tica da eletrodindmica de Podolsky. De forma que, obteremos a
poténcia emitida por uma carga em movimento, e vamos particularizar a anélise
para a radiacdo emitida por uma carga em baixas velocidades.

Por fim, vale destacar que as proximas se¢des da introducdo foram construidas
com o objetivo de motivar o estudo de uma eletrodinamica alternativa. Sendo
assim, apresentaremos a necessidade de estender o eletromagnetismo de Maxwell,
as principais caracteristicas da eletrodindmica de Podolsky, e a razdo dela ser uma

alternativa promissora a teoria eletromagnética que conhecemos.

1.1 Por que recorrer a uma eletrodinamica alternativa?

A teoria eletromagnética de Maxwell, compilada nas quatro equagdes de
Maxwell e na equacdo da forca de Lorentz, é sem duvida alguma um dos pi-
lares da fisica. Desde o seu advento em 1873, quando Maxwell publicou seu
tratado sobre o eletromagnetismo [24], ela tem sido a base para explicar diversos
fendmenos eletromagnéticos. E além disso, uma vasta quantidade de aplica¢des
tecnoldgicas ndo seriam possiveis sem a compreensio do eletromagnetismo, e.g.2,
luz elétrica, computadores, maquinas elétricas, etc.

Portanto, sendo uma teoria tdo robusta, que descreve diversos fendmenos e dé
base a existéncia de diversas tecnologias, surge naturalmente a pergunta: por que
estender essa teoria e recorrer a uma eletrodindmica alternativa? Porque sabemos
que, no ambito da fisica cldssica, o eletromagnetismo de Maxwell possui limita¢des
quando tentamos estender o seu uso para descrever determinados fendmenos
fisicos. Dentre limitacdes mais evidentes, e outras nem tanto assim, destacaremos
aqui a mais evidente e uma das grandes motivadoras na busca de extensdes da
eletrodinamica de Maxwell: presenca de infinitos associados a carga pontual.

Sabemos que a teoria fisica atual que melhor descreve a dindmica e interagdes
de particulas subatdmicas como o elétron ¢ a teoria quantica de campos. Porém,
mesmo tendo uma descri¢do adequada para essas particulas na perspectiva quan-
tica, é insatisfatorio e indesejavel a presenca de divergéncias ao calcular simples
observéveis associados a carga pontual no contexto classico, como o campo eletro-
magnético que é infinito na posicdo da carga, levando a uma energia eletrostatica

divergente no elétron. Portanto, a presenga dos infinitos é insatisfatéria, pois

.. é uma expressio abreviada para exempli ¢ratia do latim que significa “por exemplo”.
’E.g. é P b dap pli gratia do latim q gnifica “p pl
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eles sdo fontes de problemas na descrigdo de fendmenos que, a priori>, podem ser
resolvidos no ambito classico, como a reagdo de radiagdo. E tendo como motivagao
esse problema dos infinitos, surgiram diversos trabalhos e teorias para tentar
resolvé-lo, e.g., a eletrodinamica de Podolsky.

Por fim, do ponto de vista tedrico, é desejavel que tenhamos um modelo sem
divergéncias para a descri¢do de particulas pontuais carregadas na fisica classica,
i.e., sem infinitos. E do ponto de vista fenomenolégico, é desejdvel quando levamos
em conta a fisica dos aceleradores de particulas, pois ndo é factivel modelar feixes
de particulas pontuais em termos de corpos extensos carregados [16], dado que
experimentos de altas energias indicam que o elétron, por exemplo, pode ser
considerado como uma particula pontual, pelo menos até distancias da ordem de
10~ 1% em [14].

1.2 Eletrodinamica de Podolsky: uma possivel exten-

sdo a eletrodinidmica de Maxwell

Ha vérias propostas para estender a eletrodinamica de Maxwell. Dentre elas,
temos a eletrodindmica de Podolsky. Proposta originalmente por Bopp em 1940
[7] e Podolsky em 1942 [29] de forma independente, ao propor uma nova eletrodi-
namica, a principal motivagdo era remover os infinitos associados ao tratamento
da carga pontual. No caso, isso foi feito pensando em formular duas versdes da
teoria: cldssica e quantica. De fato, posteriormente a formulacdo da parte classica,
Podolsky e Kikuchi formularam a versdo quantica [30] e [31].

Originalmente, Podolsky argumentou em [29] que, visando manter a linea-
ridade das equag¢des de campo para facilitar a quantizagdo, a tnica forma de
generalizar a teoria de Maxwell seria acrescentando a lagrangiana termos que en-
volvessem derivadas dos campos elétricos e magnéticos. Desta forma, as equagdes
de movimento dos campos possuem agora derivadas de ordem superior a 2.

Apo6s o trabalho de Podolsky, surgiram diversos resultados que ddo uma
robustez maior a esta nova eletrodinamica e que a torna bastante promissora.
Dentre eles, foi mostrado por Cuzinatto et al. [12] que: a tinica forma de acrescentar
derivadas de segunda ordem nos campos na lagrangiana, mantendo a linearidade
das equagdes e preservando as simetrias de Lorentz e de gauge, é através da

eletrodinamica de Podolsky.

3A priori é uma expressao do latim que significa “a primeira vista”. Ou seja, pode ser entendida
como “a principio”.
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Sendo a eletrodinamica de Podolsky uma possivel extensédo a eletrodinamica de
Maxwell, é de se esperar que a primeira contenha a segunda no limite apropriado
e que reproduza os seus resultados. De fato, como veremos adiante, a teoria
eletromagnética de Maxwell pode ser obtida como um limite da teoria de Podolsky,
no caso em que o parametro fundamental da teoria, o pardmetro de Podolsky (a),
tende a zero. Entdo, a priori, no limite que a — 0, a eletrodindmica de Podolsky
contém todos os resultados do eletromagnetismo maxwelliano e, além disso, é
capaz de resolver alguns dos problemas que nao sdo resolvidos na eletrodinamica
usual. Para citar alguns desses resultados, temos que: o problema de 4/3 do
eletromagnetismo foi resolvido por Frenkel em 1996 [14]; o potencial elétrico
gerado por uma carga pontual é finito quando medido sobre a mesma; a auto-

forca de uma particula uniformemente acelerada é finita [16].

1.3 Aspectos gerais de uma teoria com derivadas de

segunda ordem

O eletromagnetismo como conhecemos pode ser formulado de forma comple-
tamente covariante, usando o arcabougo tedrico da teoria cldssica de campos. E
em particular, € uma teoria que envolve apenas derivadas de primeira ordem nos
campos. Ou seja, ao considerarmos a lagrangiana da teoria, ela s6 depende dos
campos e de suas derivadas de primeira ordem.

Porém, pode-se generalizar o eletromagnetismo ao acrescentar derivadas de
ordem superior nos campos. De fato, foi isto que Podolsky fez no século 20,
conforme mencionado na secdo 1.2. Ele acrescentou uma corre¢do a lagrangiana,
incluindo uma derivada de segunda ordem nos campos. Dai, é de se esperar que
obtenhamos uma nova fisica. Pois, como serd discutido e mostrado no capitulo
2, ao fazer esta modificacdo, temos novas expressdes para as quantidades de
interesse de uma teoria de campos, e.g., tensor de energia-momento, tensor de
momento angular e spin, quadrimomento etc. Além disso, a prépria equacado de
Euler-Lagrange é modificada.

Considerando a possivel diivida que pode surgir relacionada ao termo deri-
vadas de segunda ordem nos campos, é vélido ja fazermos uma breve explicagdo
sobre isto. Ao se referir as derivadas de segunda ordem dos campos ¢;(x), estamos
nos referindo aos novos termos 9,0, ¢;(x) que aparecerdo na densidade lagran-

giana £ associada a eletrodinamica de Podolsky, e ndo a ordem das equagdes
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de movimento dos campos. As equagdes de movimento possuirdo derivadas de
ordem superior a 2, podendo ser equagdes diferenciais de terceira ordem ou quarta
ordem, a depender se estamos falando dos campos elétricos e magnéticos ou dos
potenciais. Portanto, a eletrodindmica de Podolsky aumenta a ordem das equagdes
diferenciais. E isto é uma vantagem, pois equagdes diferenciais de ordem superior
a 2 lidam melhor com alguns regimes, e.g., regime de altas energias [29]. De fato,
conforme serd discutido ao longo da dissertagdo, a eletrodindmica de Podolsky

estd associada ao limite de altas energias.



Capitulo 2

Fundamentos da eletrodindmica de Po-
dolsky

Neste capitulo serd abordado o formalismo necessario para se construir a
eletrodindmica de Podolsky. Sendo a mesma uma teoria de campos de 2* ordem,
a sua estrutura é diferente em varios aspectos de uma teoria de campos de 1°
ordem, tal como a eletrodindmica de Maxwell. E para introduzir melhor esse
formalismo, serd discutido inicialmente sobre a teoria de campos de 1° ordem para
posteriormente tratarmos de uma teoria de campos de 2* ordem, em virtude da
completeza.

A fim de destacar alguns pontos, nesta se¢cdo construiremos a eletrodinamica
de Podolsky, obteremos as equagdes de movimento e mostraremos como se obtém
grandezas relevantes da teoria, e.g., tensor de energia-momento e tensor momento
angular total (orbital + spin). Além disso, ao longo de toda a segdo sera realizado
um comparativo entre as duas eletrodinamicas, de Maxwell e Podolsky. Como a
teoria de Podolsky se propde a ser uma generaliza¢do da de Maxwell, é natural
esperarmos que a primeira contenha a segunda como caso particular, e isto serd
analisado ostensivamente ao longo do capitulo, para garantir assim a consisténcia

dos raciocinios desenvolvidos.

2.1 Teoria de campos com derivadas de 1? ordem

Com os objetivos de fazer o contraste entre teorias de campos com derivadas
de 1° ordem e 2° ordem, e de tornar a dissertacdo mais auto-contida, analisemos
em primeiro lugar o formalismo de uma teoria de campos com derivada de 1°
ordem. Um campo é uma func¢do que associa uma quantidade fisica, e.g., escalar,
vetor, tensor etc, a cada ponto de um subconjunto do espaco-tempo em que ela
estd definida. Na fisica, usamos essa defini¢do matemdtica para modelar sistemas

com um infinito continuo de graus de liberdade, em que os graus de liberdade sado
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compreendidos como a quantidade minima de fatores independentes necessarios
para determinar completamente o estado fisico de um determinado sistema.
Na tentativa de elucidar a diferenca entre sistemas que sdo ou nédo representa-

dos como campos, podemos explicitar os casos abaixo.

* Posicdo de particula classica no espaco euclidiano: trés varidveis inde-
pendentes com cada varidvel indicando a posi¢do em uma das dimensdes.
Temos entdo trés graus de liberdade para representar o sistema, logo nao é

um campo.

¢ Posicao de N particulas classicas no espaco euclidiano: trés varidveis inde-
pendentes para cada particula, 3N varidveis representando a posicdo de cada
uma nas 3 dimensdes. Temos entdo 3N graus de liberdade para representar

o sistema, logo ndo é um campo.

¢ Temperatura em uma certa regido do espaco euclidiano: um infinito conti-
nuo de temperaturas, cada uma associada a um ponto do espago considerado.
Nesse caso, para representar o sistema por completo precisamos de um infi-

nito continuo de graus de liberdade, logo é um campo.

¢ Temperatura em um certo ponto do espaco: Nesse caso, como nado ha
nenhuma liberdade de escolha com relagdo a diferentes localidades para se
medir a temperatura, temos basicamente um valor associado a um ponto,
nos restando somente um grau de liberdade, o que ndo é considerado um

campo.

¢ Velocidade do ar se movendo em certa regido do espaco euclidiano: De
forma andloga a temperatura, para cada ponto do espaco associamos um
vetor de velocidade. Como temos a liberdade de escolha de um infinito

continuo de pontos, temos nesse caso um campo.

Dados estes exemplos, estudaremos a dindmica dos campos sob um ponto de
vista mais fundamental. E para isto, vamos partir do principio da a¢do minima
no contexto da mecanica cléssica e generalizar para o caso dos campos no espago-

tempo de Minkowski (M?*). Buscamos entdo o minimo da agdo S, que é definida
por
5= / dtL(q,d,1), 2.1)
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em que q é a coordenada dindmica associada ao sistema e L é a fun¢do que descreve
o comportamento a ser seguido pelas coordenadas, chamada funcdo de Lagrange ou
lagrangiana.

O processo de minimizagdo da agdo resultard na equagdo de Euler-Lagrange,
mostrada abaixo, que é uma equagado que descreve a dindmica do sistema em

termos da coordenada g e velocidade generalizada 4 usada na construgdo da

oL d /oL
5 (5) =0 22

Como a energia de um dado sistema isolado é constante no tempo, e os sistemas

lagrangiana.

mecanicos podem ser descritos em termos de sua energia potencial V e cinética K,
uma escolha natural para a lagrangiana é sua descrigdo em termos desses valores
de energia, como por exemplo L = K — V. Essa escolha nos permite chegar ao
resultado (por unidade de massa)

L=3F -V = 1=-% 23)
assumindo que dL/dt = 0. E no contexto da mecénica Newtoniana, este resultado
reproduz exatamente a dindmica esperada pela segunda lei de Newton.

Ja na Teoria Classica de Campos, a utilizagdo do principio da agdo minima
é um pouco diferente. Nesse caso, ao invés da lagrangiana ser uma funcdo das
coordenadas, ela é uma fun¢do dos campos d em que estes sdo escritos em fungao
das coordenadas do espago-tempo e o indice i indica o tipo do campo, de modo
quei =1,...,N. Com isso, ndo temos uma lagrangiana definida para todas as
coordenadas, mas sim uma densidade Lagrangiana! (£) permeando a regido do
espago onde os campos agem. Podemos calcular a lagrangiana a partir de sua

densidade da seguinte forma
L= / dVL(D,0,0) = / PrL(D,0,D), (2.4)
T T

em que T é o volume do espaco tridimensional. Com a lagrangiana em maos, é

possivel calcular a acdo da mesma forma que fizemos anteriormente

13 . . . .
S:/ZdtL:/ dt Px £(®,0,) :/ dx £(D,0,D1), (2.5)
f o) 0

1 Ao longo desta dissertacdo, a densidade lagrangiana £ serd chamada de lagrangiana a fim de
simplificar a escrita, a menos quando explicitamente for indicado o contrario.
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em que () é o hipervolume, que contém a se¢do temporal da expressdo (2.5) e a
hipersecao espacial da expressao (2.4).

Neste ponto, veremos em detalhe como chegar as equagdes de Euler-Lagrange
desta teoria. Consideremos entdo a varia¢do na agdo tomada com o ponto fixo
(6x# = x'* — x* = 0) que é dada por:

55 = 5/ dx £(®,0,0)
0
- / d4x 5[ (D, 0,07)] + / 5(d*x) L(®',0,P1). 2.6)
Q Q
Como estamos lidando com uma transformagdo com o ponto fixo temos que
5 = 4, logo manteremos a notagdo do 6 até que seja explicitado o contrario. Agora,

considerando a variacdo da lagrangiana, do termo de quadrivolume infinitesimal

(d*x), e a comutatividade de 6 e 9,,°

oL oL

6(d*x) =9, (6x')d*x =0  pois  dx' =0, (2.8)
5(0, @) = 9,,(59"), (2.9)
oL - oL o
= Y | =50 + ————9,,(8D) | . 2.1
.55 /Qd X {a@(s +a(ayq>z)aﬂ(‘5 ) (2.10)

Porém, através das expressoes (2.6) e (2.8) nota-se que, para o caso geral, em que a

transformagdo ndo é necessariamente tomada com o ponto fixo, temos que:

§ =&+ 6x'd, (2.11)
— 5 =5 —6xMd),. (2.12)

Agora, vé-se que, pela regra do produto, chegamos a seguinte variagado:

oL oL Ve ,-
% [smer™] s amaree) @

2§ representa uma variagao na forma dos campos, i.e., §®;(x) = @/ (x) — D;(x).
3As demonstragdes para a variagao do quadrivolume infinitesimal e a comutatividade de & e 9,
encontram-se no apéndice B.
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oL oL oL ;
= 30,0 = 55,87 s ¥ @
B 4 (0L __; oL ;
—> 5= [ d x(a@(s(p — 9, [—a(aycpi)} 5D
(2.15)

+ 9y [%&pi] )

Com ajuda do Teorema de Stokes, chegamos a seguinte relagdo para o tltimo

termo do 2° membro da equagao:

: oL ;
4 i o 1
/ d*x [ 1)5<I>} =/, do ( ) i)(SCID. (2.16)

Analogamente ao que acontece para a mecanica classica, a variagdo é feita

de modo que na hipersuperficie tridimensional (0Q2), que é a fronteira da regido
Q, temos que d®|;n = 0. Logo, o termo considerado é nulo, o que nos leva ao

seguinte:

oL oL :
_ 4 i Y~ i
(55—/dx{a 5D — 9, [a(ay i)]&p} (2.17)

—/ d*x {acpz (%)}&Di. (2.18)

Assim, pelo principio da minima agado, para obtermos um extremo (minimo)

da variacdo, a condicao 6S = 0 deve ser satisfeita. E como §®’ é arbitrario, exceto
na fronteira, para que a integral a ser calculada seja zero, precisamos que o termo
entre chaves seja zero em todos os pontos de (). Desse modo, obtemos a equagdo

de Euler-Lagrange para a Teoria Classica de Campos:

oL oL

Com essa equacdo é possivel encontrarmos a descri¢do de vérios sistemas dina-
micos, a depender de quais campos sejam considerados e a forma da lagrangiana.

2.2 Teoria de campos com derivadas de 2? ordem

Sejam os campos ¢; = ¢;(t,7) = ¢;(x). Consideraremos uma lagrangiana de

uma teoria de campos de 2* ordem genérica, que é dada por £ = L(¢;, 0,¢i, 0,0v¢; ).
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Entdo, a acdo associada a esta lagrangiana é dada por:

5— /Q d*x L(¢1, 0, D00y, (2.20)

Analogamente ao que fizemos para o caso de 1° ordem, estaremos interessados
em extremizar a a¢do considerando transformacgdes globais, mais especificamente,
transformacgdes com o ponto fixo. Relembrando, tais transformacdes sao aquelas

que satisfazem:

A=t = St =X -2 =0, (2.21)

¢i(x)  —  Pi(x) = ¢;(x) + ¢;(x). (2.22)

Sendo assim, podemos agora aplicar o principio de Hamilton a agéo (2.20).
Temos entao

55 =6 / d4x L(¢1, 0upr, 0,0uepy) = /Q dx oL

4 oL .
_/ d [a¢15¢l ( y‘Pz) (a]«l(Pl)

oL
+ W5(ayav4’i)] ,

usando a regra do produto e a comutatividade de 6, d;, e dy:

(2.23)

oL oL oL
i) = ——0¢; | — 0 od;, 2.24
= 3@ i) (a<aﬂ¢i> "’) ”(a(aycpi)) ¢i (224)

oL oL
I {a’“ (a<ayav¢i> ‘S‘Pi)] = o (a” (a<ayav¢i> ) ‘54’1')
oL oL

””(W)‘SW * 30,00 Ou)
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oL oL oL
I TEF PSLC AL :a”a’*(a<ayav¢i>>‘5"”"a 16 IEN ayqbz))‘s“”l
oL

Substituindo (2.24) e (2.25) em (2.23) temos que:

e [ (5255 () o o)

oL oL oL
= (=) 10,0, =22 ) )og; b 2.26
+(a@ “<a<ay¢i>>+ ”(a@yam)))"b} (2.26)

E pelo teorema da divergéncia, generalizado para o espago quadridimensional,

podemos escrever:

55 = [ | (a3~ (g ) )0 3.5
+f {a@ (5 (af¢z>)+a”a"(ﬁﬂ‘””* 227

De forma andloga ao que é feito na mecanica cldssica e na teoria de campos
de 1° ordem, a variagdo dos campos na fronteira é nula, i.e., d¢;(x)|3q = 0. E
adicionalmente para o caso de 2* ordem, também levamos em conta a condicdo da
variagdo da velocidade generalizada ser nula na fronteira, i.e., 6(d,¢;(x))|aq = 0.
Logo, considerando essas condi¢des de contorno que os campos devem satisfazer,

temos que a primeira integral é nula, restando:

. [0 oL oL |
o= [ oy =2 (sgn) 20 (g o0 0

Por fim, sabendo que pelo principio da minima ac¢do 6S = 0, e a variagado J¢; é

arbitraria, chegamos as equagdes de Euler-Lagrange de 2° ordem:

oL oL oL
Ok o (=25 ) ia0, (2% Y=o 2.29
a9 " (a<ay¢i)> 90 (a<ay6v¢i>) (2.29)

Com esta equagdo, poderemos determinar a dindmica de qualquer sistema

cuja lagrangiana depende de derivadas de 2* ordem nos campos ¢;. Em especial,
usaremos a equacdo (2.29) para obter as equacOes de movimento que regem a

dindmica dos campos na eletrodindmica de Podolsky.
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2.3 A lagrangiana e o campo de Podolsky

O campo eletromagnético de Podolsky é dado pelo quadripotencial A¥ =
(¢, A), onde ¢ = A” é 0 potencial escalar e A = (A!, A2, A%) é o potencial vetor. A
lagrangiana de Podolsky (Lp) associada ao quadripotencial na presenga de fontes
é dada por [29]

Lp = L +ad,F*,FF,, (2.30)
1

sendo Ly = —ZFVVFW — JuAF, (2.31)
1

— Lp == F"Fu + ad, F*9,F’, — JL AV, (2.32)

em que L é alagrangiana de Maxwell na presenca de fontes, F,, = d,A, — 9y Ay
é o tensor de Faraday, J* = (p, ]) é a quadricorrente e a é o0 pardmetro de Podolsky,
que é um parametro real com dimensdo de comprimento ao quadrado [29], ou
inverso de energia ao quadrado. Neste ponto, torna-se nitida a distingado entre a

eletrodinamica de Maxwell e de Podolsky. De fato, temos que

lim Lp =L, (2.33)
a—04
ou seja, a Eletrodindmica de Podolsky reproduz a Eletrodindmica de Maxwell no
limite que 2 — 04.* Portanto, quando formos comparar as duas eletrodinamicas
usaremos a relacdo (2.33) como referéncia.

2.4 Equacoes de Podolsky

O processo para obter as equagdes de movimento covariantes e ndo covariantes
do eletromagnetismo de Podolsky é andlogo ao que fazemos para o eletromagne-
tismo de Maxwell. De fato, tendo a equagdo (2.29) em vista, consideraremos agora

a lagrangiana de Podolsky dada pela equacdo (2.32). Temos entdo

ALp AL oLy O\
2" _ay<—a iy Am)) +ayav(—a(ayav Aa)) —o, (234

A explicagdo do porqué o limite é tomado pela direita encontra-se no final da segio 2.6.3.
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logo, ao calcular cada quantidade, temos que

Lp
d0A, -
oLp _ ”
a’*(a@m)) — 9,1, (2.36)
9Lp
a”a“(a@ama)
AL
a(ayaVA,x)

.y (2.35)

= ayav( ) = 24000, F7", (2.37)
sendo [J = 9,,0" o operador d’Alembertiano. Portanto, juntando as trés quantida-
des acima na equacdo (2.34), e fazendo as trocas de indices ¢ <+ p e a <= v:

— J* + 0, F"* 424000, F7* = 0
= (1+240)9,F" =J". (2.38)

As equagodes (2.38) sdo as equacdes de Podolsky com fontes na forma covari-
ante, e elas representam um par do conjunto das equagdes de Podolsky, o par ndo
homogeéneo. J4 o par referente a parte sem fontes, i.e., o par homogéneo, pode ser
obtido através da identidade de Bianchi, dada por®:

a[aF‘uV} — aaFyv + aVPW( + avaq/[ — 0. (2-39)

Na eletrodinamica de Maxwell obtemos o par de equa¢des homogéneas reconhe-
cendo que o tensor de Faraday satisfaz a identidade de Bianchi. E na eletrodi-
namica de Podolsky é possivel obter as equagdes homogéneas da mesma forma,
dado que o tensor de Faraday é o mesmo, logo as equagdes (2.39) representam as
equacdes de Podolsky sem fontes na forma covariante.

Para efeitos de comparacgao, obteremos as equag¢des de Podolsky ndo covari-
antes, escrevendo-as em termos do campo elétrico E e do campo magnético B.

5Para mais detalhes sobre a notacido usada na equacéo (2.39) confira o apéndice A.
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Considerando entdo as definicoes®

El = FD, (2.40)
q . 9A
. 1 ..
B = —EeZJkij, (2.42)
— B=V x4, (2.43)

sendo €'/ o pseudo-tensor de Levi-Civita, podemos escrever as equacdes de Podolsky
(2.38) e (2.39) de forma nao covariante como:

(1+2a0)V-E = p, (2.44)
(14 2a0) (6 x B — a_1§> =7, (2.45)
V-B=0, (2.46)
(@ x E + ?) = 0. (2.47)

Estas sdo as equa¢des de Podolsky nao covariantes, que com a equagdo da forca

de Lorentz
F=g(E+7xB), (2.48)

descrevem toda a eletrodindmica de Podolsky.
Obtidas as equacdes de Podolsky, podemos agora comparéa-las as equacdes de

Maxwell, dadas por:
V-E=p, (2.49)
(* xé—%—’f) =7, (2.50)
V-B=0, (2.51)
(? x E + g) = 0. (2.52)

Notemos que, tomando o limite em que a — 04 nas equagdes (2.44) e (2.45), temos
a completa equivaléncia entre ambas as eletrodinadmicas. Ou seja, elas diferem

Ao longo desta dissertacdo serd usada a convengao de indices latinos para a parte espacial e
indices gregos para a parte espago-temporal, para mais detalhes veja o apéndice A.
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na forma como os campos elétricos e magnéticos interagem com as fontes e em
como as fontes criam os campos. Além disso, as equagdes de movimento que
independem das fontes, derivadas da identidade de Bianchi, sdo as mesmas em
ambas as teorias. Portanto, posteriormente, serd do nosso interesse estudar como

estes campos sdo criados e como se da a interacdo entre os mesmos e as fontes.

2.5 Conservacao da carga e invariancia de gauge

Com as equagdes de Podolsky (2.38) e (2.39) em maos, exploraremos como
se da a conservacdo da carga na eletrodindmica de Podolsky de duas maneiras:
através da invariancia de gauge e através da prépria equacdo de Podolsky com
fontes (2.38).

Partindo da equagdo (2.38), tomaremos a derivada 9, de ambos os lados da

equagao
(1+ ZaD)ByFW =Jv
— 9y (1+ ZaD)ayFVV =9,J"
= (1+ ZaD)ayavF’“’ =0a,]", (2.53)
usando a antissimetria do tensor de Faraday, i.e., F*¥ = —F"#, temos que

(1+2a00)3,0, F* = —(1 + 2a(1)d,,d, F**
—> (1 +240)3,d,F" =0, (2.54)

usando isto em (2.53) concluimos que:
a,J' =0. (2.55)

Portanto, temos a conservacdo da quadricorrente e, consequentemente, a conserva-
¢do da carga. De forma ndo covariante, temos que este resultado pode ser escrito
como

]’ =00]° + 0] = a—iJr@'T:O

— g—‘;+€~fzo (2.56)

ou seja, recuperamos a equacdo da continuidade. E esta equacdo estabelece a
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conservacao local da carga elétrica.

Com o intuito de fazer um breve parénteses sobre a invaridncia de gauge, dada
a sua importancia na fisica, exploraremos a sua origem. A invariancia de gauge, ou
invariancia de calibre, surgiu primeiramente no eletromagnetismo. De acordo com
Jackson e Okun (2001, pp.669) [19], Maxwell em seu treatise [24] é um dos primeiros
a enunciar explicitamente a equacio da transformacao de gauge, A’ = A — Vx
(em notagdo moderna), e afirmar que os campos sdo invariantes sob este calibre:
"A quantidade y desaparece das equacdes (B = V x A) e ndo esta relacionada a
qualquer fendmeno fisico".

Ha uma forma distinta de se chegar ao resultado da conservacdo da carga,
que é explorando a invariancia de gauge presente tanto na eletrodindmica de
Maxwell quanto na eletrodindmica de Podolsky. Para isto, consideremos a seguinte

transformacdo do potencial A*
Al — A = AF — 9 f(x), (2.57)

em que f(x) = f(t,7) é uma fungdo escalar arbitréria.
Considerando a forma do potencial, A* = (¢, A), a transformagio de gauge

dada pela equagdo (2.57) escrita de forma ndo covariante assume a forma

%)
p— ¢ =¢— ];(tx> (2.58)
A— A =A-Vf(x). (2.59)

Contudo, considerando a forma nao covariante dos campos E e B dadas pelas
equagoes (2.41) e (2.43), pode-se mostrar que tais campos sdo invariantes sob a
transformacao de gauge, i.e.,, E' = E e B’ = B. E como sera discutido mais a
frente sobre as simetrias, tal invariancia leva a alguma conservagao, no caso serd a
conservacdo da carga.

Dada a transformacao de gauge, queremos verificar como ela afeta a agdo (Sp).

Para isto, analisemos o tensor de Faraday:

FMV = gHAY — ¥ AN
— P = QRAY — VA = QA — 9FDY f(x) — 9V AP + 9VOMF(x)
— F'MV = FWV (2.60)
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Logo, sendo o tensor de Faraday invariante, podemos verificar que
Lp'=Lp+ ] 0" f(x). (2.61)

E considerando que a a¢do na presenga de fontes é invariante sob uma transforma-

cdo de gauge, i.e., S, = Sp, temos que

/Q d*x [, f =0, (2.62)

logo

/Qd4x 0" (Juf) — fo"Ju] = /m dot ], f — /Qd‘*xfa% =0 (2693
— /a ot ], f = /Q d*x fo],. (2.64)

Dada a arbitrariedade da fungéo escalar f(x), podemos tomar uma fungio tal que
a condigdo f(x)|yn = 0 seja satisfeita, sendo assim, o lado esquerdo da equagao
acima é nulo. Além disso, como f(x) é arbitrdria e a agdo é invariante sob a
transformacado de gauge, podemos chegar a equacdo da conservagdo da carga

elétrica:
8“],4 =0. (2.65)

Portanto, vimos aqui que é possivel mostrar a conservacdo da carga tanto
através da simetria induzida pela invariancia gauge, como através da analise das
equagdes de Podolsky com fontes (2.38).

2.6 Teorema de Noether e as simetrias do sistema

Nesta secdo é discutido o teorema de Noether aplicado ao contexto da eletrodi-
namica de Podolsky. Além disso, discutimos conceitos auxiliares, e.g, grupo de
Poincaré e representacdes, para a aplicagdo do teorema a fim de obter os tensores
de energia-momento e momento angular total (orbital + spin).

2.6.1 Teorema de Noether

Publicado em 1918 por Emmy Noether [27], o teorema de Noether é um dos
teoremas mais importantes da fisica teérica atualmente. H4 mais de um teorema
de Noether [2], mas vamos nos ater ao primeiro teorema de Noether, que esta-
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belece a relacdo entre as simetrias presentes em um sistema fisico com as leis
de conservacdo obedecidas pelo mesmo. De forma geral, as simetrias de um
sistema podem ser entendidas como transformagdes de um determinado grupo
que deixam a agdo invariante, i.e., as equagdes de movimento ndo mudam sob tais
transformacdes. E as transformag¢des podem ser mudancas nas coordenadas do
espago-tempo ou nos campos. Além disso, vale lembrar que estamos lidando com
a eletrodinamica de Podolsky, que é uma teoria de 2° ordem. Logo, trabalharemos
com o teorema aplicado a este contexto, assumindo assim que quem estd lendo
possui familiaridade com o teorema de Noether adaptado a uma teoria de campos
de 1° ordem.

Contudo, em virtude da completeza, é valido comegar com algumas defini¢des
da teoria de grupos que serdo tteis no decorrer da segdo e da dissertagdo’, antes
de tratar do teorema de Noether. Da teoria de grupos, temos a seguinte defini¢do
[34].

Defini¢do de Grupo: Um conjunto G é dito um grupo se existe uma lei de
composi¢do que associa qualquer dado par (ordenado) de elementos a,b € G
com um produto bem definido a - b que também é um elemento de G, tal que as
seguintes condi¢des sejam satisfeitas:

1. A operagdo é associativa, i.e.,a-(b-c) = (a-b)-cV a,b,c € G;

2. Dentre os elementos de G, existe um elemento ¢, chamado identidade, que
tem a propriedadedea-e =e-a=aVa € G;

3. Para cada a € G, existe um elemento a~! € G, chamado inverso de a, que

tem a propriedadedea-a 1 =a"1.-a =e.

De forma que todas as condi¢des acima sdo essenciais para um dado conjunto ser
considerado um grupo. Outro conceito que serd ttil ao longo da discussédo é o
da representagdo de um grupo. Pois dado um elemento abstrato de um grupo
tal como foi definido, o nosso interesse aqui é entender como este elemento esté
associado com uma transformagdo de simetria que torna a agdo invariante, levando
a uma quantidade conservada (como serd visto quando discutirmos o Teorema de
Noether). Sendo assim, vamos para a defini¢do [34].

Defini¢do de representacées de um grupo: Se existe um homeomorfismo & de

7Para mais detalhes sobre a teoria de grupos aplicada a fisica, consulte a referéncia [34].

8Defini¢ao: Um homeomorfismo de um grupo G para outro grupo G’ é um mapeamento (ndo
necessariamente de um para um) que preserva a lei de composicdo do grupo, i.e., se 192 = g3 =
818, =85 sendog; € G — gl € G.
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um grupo G para um grupo de operadores U(G) em um espago vetorial linear
V, dizemos que U(G) forma uma representa¢do do grupo G. A dimensao da
representacdo é a dimensao do espaco vetorial V. Uma representacdo é dita fiel se
o homeomorfismo é também um isomorfismo, i.e., uma correspondéncia um para
um. Uma representagdo degenerada é aquela que néo é fiel.

Entdo, uma representagao ¢ um mapeamento
U
g€ G —=U(g),

onde U(g) é um operador em V que satisfaz a lei de composigdo do grupo. No
contexto da teoria de campos, estamos interessados nos campos de um deter-
minado espago no qual uma representacdo estd bem definida. Neste caso, por
simplicidade, é dito que o campo pertence a representacdo [2]. E os campos do
nosso interesse sao aqueles que pertencem as representacdes lineares do grupo de
Poincaré que sera discutido adiante.

Estamos interessados nas transformagdes de simetria que sdo dadas de forma

geral como [2]:

xt — XM = exp{ (1" T,) I xV, (2.66)

Pi(x) — B) = exp{ (1" T1) }y; 0 (x). 2.67)

Sendo w” os parametros de estrutura (w” = w”(x) para transformagdes locais
e para transformacdes globais temos que w® = constante) e T, os geradores do
grupo N-dimensional, i.e., a = 1,...,N. De forma que, para o nosso caso, a
transformacao (2.66) age no espaco de Minkowski e a transformacao (2.67) age no
espaco das funcdes ¢;(x).’

Quando temos transformagdes infinitesimais, podemos fazer uma expansao

em série de Taylor em torno da identidade das rela¢des (2.66) e (2.67), obtendo

M s M (]1 + w_)aTa)yv x¥ = xt + l(waTa)vav

= ¥t ~ ¥t + 6xF, oxt = 1(w" T,V x¥ (2.68)
¢i(x) — ¢i(x') ~ (0 + 1w Ta)jj i (x) = ¢i(x) + 1(w"Ta)sj Pj(x)
= ¢;(x') = ¢i(x) +i(x),  o¢i(x) = 1(w"Ta)ij ¢j(x) (2.69)

9Vale destacar um ponto aqui sobre a notagdo. O i como indice estd associado aos campos
$i(x), e 01 sem o pingo que multiplica w”T, estd sendo usado para denotar o niimero imagindrio.
Quando ndo houver ambiguidade na notacédo o i voltard a denotar o ntimero imagindrio.
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de modo que

ot =9, W, ¥, =(T)N, & (2.70)
0pi(x) = Dipw”, iy = 1(Ta)ij (%) (2.71)

Agora, usando (2.12) temos que

&Pi = (5([71' — ch”E)P,q)i
= CI)m (A)a - T]’la waay(l)l
— 5_471- = @i, ", sendo Qin = iy — ‘I’Vaaﬂcpi. (2.72)

Com estas expressdes em maos, relembraremos agora da equagdo (2.26). Tal
equacdo foi obtida considerando uma transformacdo com o ponto fixo. Mas para
obter o caso geral, basta considerarmos que éx" # 0, recuperando assim a forma
completa do operador delta, dada pela equagdo (2.11). Entdo, incluindo o termo
d,6x# L em (2.23) temos que:

5S = [ d*x { K oL __, (L))a 9L 500 15 yﬁ}
/ (i) (9 dv i) it 3(3,0,9;) (vgpi) +0x
oL oL L ]
(55~ (o)~ (s i @73
Feito isto, ao substituir (2.70) e (2.72) em (2.73), obtemos:
_ 4 oL oL N | . }
a _/Q ? x{a“ Ka(awi) a’“(a(ayav(pi)))(l)m * 56,0000 (v @ia) + "L
oL oL L )
i <aT>z O (E)(aycpi)) +0v0y <W> ) (Pia}w : (2.74)

Impondo que 4S = 0, considerando que L satisfaz a equagdo de Euler-Lagrange
de 2% ordem (2.29) e reconhecendo a arbitrariedade de w”, temos

—0y {(a(aﬂq,i) —dy (W> > QPig + W(auq)m) + Y aﬁ} =0, (2.75)

definindo o termo que é conservado como a quadricorrente J";, ou seja,

Yo =~ oL —d <L)> : La . ‘I’VE} 276
Jla = {(a(ayq)i) Y a(ayaycpi) Pig + 8(8,48,/451')( v@ia) YL, (2.76)
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chegamos a equagao:
ouJ"s = 0. (2.77)

Esta equacdo representa o teorema de Noether no formalismo de uma teoria de
campos de 2° ordem. Ou seja, se a agdo é invariante sobre transformag¢des de um
determinado grupo de dimensdao N com N geradores, entdo ha N quadricorrentes
conservadas que sdo dadas pela equagdo (2.76) e satisfazem (2.77).

Além disso, partindo da equacdo (2.77), podemos também extrair um outro
resultado importante, que é a conservagdo da carga. Para isto, consideraremos
um hipervolume () ilimitado nas dire¢des tipo espago, cuja borda tipo tempo
no infinito espacial é (), mas limitado no tempo por duas hipersuperficies tipo
espago (21 e (), i.e., 00) = Oy U Uy, Aointegrar (2.77) sobre este hipervolume,
considerando que a corrente é nula no infinito, i.e., nula em (), e que a orientagao

da hipersuperficie () é oposta a ()1, conforme mostrado na figura (2.1), temos:

d4a?‘:/ do ":/ do "+/ do ?‘—/ do, T =0
/Q xy] 50 y]a Qq y]a a ul'a a, y]a

— [ do, I, :/ do, ", (2.78)
0 0,

"4
"> o
< D o

—n

Figura 2.1: OrientacGes das hipersuperficies (21 e ().

Portanto, independentemente da hipersuperficie tipo espago (), tomada, a integral

Qa = /Qn doy, " (2.79)
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é nula no infinito, ou seja, Q, é independente do tempo. Realizando a integragao
de (2.77) sobre d3x:

/ dsx aQIOa = —/ d3x ai]ia = —/ dO'l' ]ia = 0,

by z 0%

— / leg’xao]O[Z =0 sendo Qaz/ d3x]0a,
X X

dQq
dt

—o. (2.80)

Logo, para cada gerador T, do grupo em questdo teremos uma carga conservada.

2.6.2 Grupo de Poincaré

O grupo de Poincaré é um dos pilares para a compreensdo de certas simetrias
presentes na natureza em seu nivel mais fundamental. E diante da sua importancia,
é conveniente destacar alguns pontos relacionados a ele, mais especificamente: a
sua estrutura e a sua élgebra.

O grupo de Poincaré, ou grupo de Lorentz ndo homogéneo, é composto de 10
parametros independentes: 3 boosts'’, 3 rotagdes espaciais e 4 translacdes espago-
temporais, diferindo assim do grupo de Lorentz homogéneo!! que é composto
dos 3 boosts e das 3 rotagdes. Um elemento geral do grupo de Poincaré pode ser
representado como U (b, A) [34], em que b sdo as translagdes espago-temporais e A
sdo as transformagdes de Lorentz, de forma que este elemento genérico do grupo
induz de forma geral a seguinte transformacdo de coordenadas:

Yy = AP x4 b (2.81)

Nesta representagédo, U(b, A), os elementos do grupo satisfazem a regra de com-

posicdo da forma
ul',A"-u,A) =UNb+b,AN'A), (2.82)

e as transformacgdes de Poincaré, que sdo continuas e unitdrias, assumem a forma

U(b,A) = exp{ ( — 1b,P" + %wwM””) } (2.83)

10Boosts: as transformacoes de Lorentz que ndo envolvem rotagdes.
Ao tratarmos do grupo de Lorentz homogéneo, estamos nos referindo ao sub grupo ortécrono
proprio, que serd chamado simplesmente de grupo de Lorentz homogéneo.
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sendo by, e wy, os parametros das transformagdes, P* os geradores das translagdes
espago-temporais e M"" os geradores das rotagdes e dos boosts. De forma que,
dada a representacdo em questdo, P¥ e M"" assumem a forma: P¥ = 10¥ e M* =
—1(x#9” — xV9") [2]. Podemos dividir as transformacdes (2.83) em duas partes,

uma ligada as translag(”)es e a outra aos boosts e rotacoes, respectivamente:
U(b) = exp{(—1b,P")}, (2.84)
U(A) = exp{ (%wwMVV) } (2.85)

Foi dito anteriormente que o grupo de Poincaré possui 10 pardmetros indepen-
dentes, que sdo associados aos 10 geradores do grupo. Isto pode ser mostrado
analisando os parametros de transformagéo b, e w,,. Do parametro b, temos 4
parametros independentes, ligados as translagdes espago-temporais. Ja do pa-
rametro wy, temos 6 parametros independentes, dada a antissimetria de wyy
(wyy = —wyy) que restringe o nimero de parametros, de forma que sobram trés
ligados aos boosts e trés as rotagdes. Para mostrar esta antissimetria, vamos lembrar
que o grupo de Poincaré é o grupo de Lorentz homogéneo mais as translacoes,
de forma que a condicdo de Lorentz 7 = A~y A é satisfeita, sendo 77 a métrica
de Minkowski e A a transformacdo de Lorentz. Tomemos uma transformacao
de Poincaré da forma (2.81) que corresponde a uma deformagao da identidade,
ou seja, A, = 6, + W, onde os parametros de transformacgéo by, e wy, sdo

infinitesimais. Como A", deve satisfazer a condicido de Lorentz, temos que
(‘Sﬁv + wﬁv)ﬂvy (6" + wya) = Nap (2.86)
descartando termos de segunda ordem em w:

Npa + Wpa + Wyp = Map
- Wpy = —Wyp- (2.87)

Junto da operacdo definida pelo comutador, que é antissimétrico e satisfaz a
identidade de Jacobi, os geradores do grupo de Poincaré constituem uma algebra,
que é a dlgebra de Lie!? do grupo. De forma que as relagdes de comutagéo dos

12Definicdo: Uma dlgebra de Lie é um espaco vetorial G sobre um campo F com uma operagio
[-,-]: G x G — G, que é chamada de Lie Bracket, tal que os seguintes axiomas sdo satisfeitos:

¢ Ebilinear, ou seja, a[x,y] = [ax,y] = [x,ay]Va € Fex,y € G.



Capitulo 2. Fundamentos da eletrodindmica de Podolsky 25

geradores sdo independentes da representagdo, pois sdo caracteristicas do préprio
grupo. E no caso, as regras de comutacdo que os geradores do grupo de Poincaré

satisfazem sao:

[P*,P"] = 0 (2.88)
[MFY, PA] = 1(PVy#t — Piy¥h) (2.89)
[MPY, MF] = 1(MMPy"7 + MYy — MYPyho — MPTyVP). (2.90)

Estas 3 equagdes compdem a dlgebra de Poincaré. E é possivel interpreta-las da
seguinte forma [2]: (2.88) implica que translagdes espago-temporais sdo indepen-
dentes, (2.89) implica que os geradores P do grupo se transformam como vetores
sob transformacdes de Lorentz, e (2.90) implica que os geradores M se comportam

como tensores de segunda ordem.

2.6.3 O tensor de energia-momento de Podolsky

Queremos obter o tensor de energia-momento de Podolsky. Sendo o mesmo
um tensor de 2* ordem, podemos usar os resultados ja obtidos nas se¢des anteriores
para chegar ao tensor de energia-momento de 2 ordem, e enfim obter o mesmo
para o caso de Podolsky. Sendo assim, consideremos uma translagdo espaco-

temporal, que é uma transformacdo de simetria, dada por

xt — X't = exp{(—1b"P,) }x¥, (2.91)
() — P (x') = (), (292)
em que 0s campos ¢, sdo campos vetoriais lorentzianos. Assumindo que se trata

de uma transformagdo infinitesimal, podemos expandir em série de Taylor em

torno da identidade, da forma:

xt — X = (8, — 1Pyt x", sendo P, = 19,,

= x4+ b79,x" = x* + b7y, "

— x'M = x" 41, (2.93)
() — Pi(x') = Pu(x). (2.94)
* E antissimétrico, ou seja, [x, x] = 0logo [x,y] = —[y,x] V x,y € G.

e Satisfaz a identidade de Jacobi, ou seja, [x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0.
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Considerando (2.70) e (2.71), ao fazer as devidas identifica¢des dadas as expressdes
acima temos que b4 P = 17” 1€ Qg = —17” aaﬂ% — @Qxq = —0a¢,. Portanto, ao
introduzir esses valores na quadridensidade de corrente (2.76), que é conservada

mediante uma translacdo espago-temporal, teremos que

oL oL 9L

P (2 3 (% Voo — —L 3500 +0" 2],
]ll |: (a(ay(i);() V<a(aﬂal/¢1()>) 114)1( a(aﬂav¢x)( v LICPK) 77 a

(2.95)

logo, definindo | F. = 0¥, e tomando O" = @Vaﬂm/, chegamos ao tensor de

energia-momento candnico do campo ¢x:

oL oL oL
OW = | —————— — 0| =) |0V + =—=———-(0"040) — "' L. (2.96
(a(aﬂ‘PK) (a(ayaa%))) Pt a(aﬂatx(l)K)( ¢x) =1 (2:96)

Partindo da expressdo (2.96), podemos obter agora o tensor de energia-momento
de Podolsky T#". Para isto, consideremos o campo de Podolsky Ag. Fazendo as
identificagdes ¢ — Ag e O — TH, temos que:

oL oL oL
TW = ==——~ —0a| ===+~ | |0"Ag+ ==——(0Y04Ag) — 1" Lp.
(s~ (7)) 45 + a0, @ o)~
(2.97)
Por fim, ao substituir as quantidades (2.35), (2.36) e (2.37) na expressdo anterior e

adaptando os indices, podemos calcular o tensor de energia-momento de Podolsky

Tgv = — [F‘M’B + Zaaa(ﬂlmapppﬁ - T]‘M’BaPPPD‘)]aVAﬁ
+ 2a (9, FPP — yPa,FP*)0 0, Ag — " Lp
= Tp" =FPUOY Ag + 4a (919, FPPDY Ay — 0,0, FF" 3" A1) — " Lp,

sendo Lp dado por (2.32) com |, = 0,3 ao substitui-lo na expressdo acima temos:

T =FPr9Y Ag + 4a(0"0,FPP" Ag — 9,0,F0" A¥)

1
+ " (ZF”FM - aagF”apPPA>

N Tgv — 44 <ayaprﬁavAIB _ a’xaprtxavAﬂ — }LBUPU/\E)‘DFPA;?HV>

+ FPHOV Ag + jIUVVF")‘PM. (2.98)

130 tensor energia-momento é obtido tomando ], = 0 pois o sistema de interesse ¢ 0 campo
eletromagnético livre.
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Agora, nota-se que o tensor acima ndo é simétrico pela troca dos indices y e v.
E como essa simetria é desejavel em diversas teorias de campos, como na relativi-
dade geral por exemplo, em que o T"" na equagdo de Einstein é simétrico, faz-se
necessdrio o processo de simetrizacdo do tensor de energia-momento. No caso
de uma teoria de 1° ordem, esse processo é feito acrescentando uma divergéncia
total ao tensor. Isto é conhecido como processo de Belinfante que leva ao tensor
de Belinfante, um tensor simétrico. Ha também um outro modo de se obter o
tensor de energia-momento simétrico para uma teoria de 1* ordem, sem fazer uso
do processo de Belinfante. Ele parte da andlise das equag¢des de movimento e da
identidade de Bianchi, de forma que tal processo esta descrito no artigo [26].

Porém, como estamos lidando com uma teoria de 2° ordem, procederemos
de uma forma diferente, pois talvez o processo de Belinfante ndo seja possivel
para teorias de 2% ordem. De forma que, para o tensor de energia-momento de
Podolsky, o processo para obté-lo esta bem descrito na referéncia [5]. E, de acordo
com [5], o tensor de energia-momento simétrico de Podolsky é:

1 1
Tp' = 0" FapF*P — FFY, — 20 (En”vaaF“ﬁayﬁﬁ + FROFY, + FOF,
+ F1*0,0pFPY 4 F'*0,0pFFI — aTFT”87F7V) . (2.99)

Obtido o tensor de energia-momento simétrico de Podolsky'*#, podemos verificar
. . 13% uv. .

que ao tomar o limite em que a — 04 temos T, — T,,, i.e., recuperamos

o tensor de energia-momento de Maxwell. Com o tensor em maos, podemos

agora extrair outras quantidades da eletrodindmica de Podolsky, de forma que o

processo é anélogo ao caso de Maxwell®

. As quantidades de interesse aqui sdo:
quadrimomento P” do campo, o momento linear P! do campo, a densidade de

energia (densidade hamiltoniana) H e o vetor de Poynting S p de Podolsky [28].

¢ Quadrimomento PY

Para obtermos o quadrimomento, vale lembrar a equagdo (2.79). Dada a
simetria de evolugdo temporal presente e a invariancia sob transla¢do espaco-

temporal, a ‘carga’ conservada neste caso esta associada ao quadrimomento

140 processo para obter o tensor também pode ser encontrado no apéndice C.
15para mais detalhes, consulte as referéncias [3] e [32].
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do campo, que é dado por

pY = /Q PrTY = /Q P Eq(’"ﬁxﬁﬂﬁ _ PPV g (%no’faap'xﬁayﬂﬁ

+ FOOFY, + F"OFC, + F™0,0pFF" + F**0,05FF° — aTFTOa,,FW) } ,

(2.100)

em que () é uma hipersuperficie do espago-tempo.

¢ Momento linear P!

Ja o momento linear do campo pode ser obtido tomando a parte espacial do

quadrimomento acima, ou seja, P'. Portanto, 0o momento linear do campo é

Pi:/()d3XTgi:—/()dSX[Fania+2ﬂ(F0aDF€X+FWDF0&

— 9:F™9,F")), (2.101)

dado que: FOaama,;FﬁV + FV“aaaﬁFﬁO = 0. Podemos escrever o momento
linear do campo também de forma nao covariante em termos dos campos E

e B. Usando a equagdo acima, temos que:

pi— / Px[Fi F 4 20(0F F® 4 OFC, P4 1 9. F™, F1)]
Q
— P = / Px {E x B+ 2a[E x (OB) + (OF) x B+ V- E(@E — ¥ x B)]}.
Q
(2.102)

Nota-se que, tomando o limite 4 — 01 recuperamos o momento linear do
caso de Maxwell:
g / &x (F x B). (2.103)
Q

¢ Vetor de Poynting Sp

Para obter o vetor de Poynting Sp, consideremos a conservacao do tensor
energia-momento, i.e., BV TIP,W = 0. A partir dela, considerando v = 0 temos
que

9, Th =0 = 9T + ;TP =0,

identificando T3’ = H como a densidade de energia (ou densidade hamilto-
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niana), e Ti = Si, como o vetor de Poynting de Podolsky, temos a equagéo
da continuidade:

doH + 0,85 =
— aa—tl +V-Sp=0. (2.104)

Portanto, sendo o vetor de Poynting de Podolsky o vetor Sp = TY que
satisfaz a equagdo acima, nota-se que ele corresponde ao integrando da
equagio (2.102), pois TS = T¥, ou seja:

—= —

Sp=E x B+2alE x (OB) 4+ (OE) x B+ V-E(&E —V x B)].  (2.105)

¢ Densidade hamiltoniana H

A hamiltoniana Hp pode ser obtida de duas formas: fazendo uma trans-
formada de Legendre da funcédo lagrangiana, ou simplesmente tomando a
componente T% do tensor de energia-momento, pois # = T9, e integrando
em todo o espago a densidade hamiltoniana. Logo, usando a equacgao (2.99),

temos que:
Hp —/ B = / BTV — / B [4 g F"F — FOCE0,
1
iy (Ea"‘ F*,F; + FOOFY, + FOOF, + F9,05FF
+ FO*9,05FF° — aTPTOaVPW)} (2.106)

Escrevendo a hamiltoniana de forma ndo covariante temos

— =

Hp:/ d3x%{1§2+1§2+24(at1§' V x B)? + (V-E)2 4+ 4E - (TE)
o}

+4E-V (V- E’)} } (2.107)
e tomando o limite a — 0:

H:/ Px 1 (B 4 B). (2.108)
o) 2
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H4 um ultimo ponto nesta secdo que vale ser destacado. Analisando o inte-
grando (T) da expressdo (2.107), é possivel extrair uma condi¢do que o pardmetro
de Podolsky deve satisfazer. Para isso, tomemos o regime eletrostdtico com a pre-
senca de um campo elétrico ndo nulo a fim de simplificar. Neste regime temos que
HWE=B=0eE # 0, logo [28]:

1.~ .o
T = E[E2 +2a(V-E)?]. (2.109)

Agora, como o campo E é ndo nulo, nota-se que Tgo > 0, sendo assim:

%[f? +2a(V-E?| >0 = a> —%. (2.110)
Como foi assumido anteriormente que o pardmetro a é uma constante real, a
equagdo acima estabelece um limite inferior para a constante de Podolsky. Pois,
dado que [E/(V - E)]? é sempre positivo, o pardmetro de Podolsky deve satisfazer
a condicdo: a > 0. Portanto, dado esse requerimento, podemos perceber porqué o
limite da teoria de Maxwell deve ser tomado quando a tende a zero pela direita,

i.e., fazera — 0.

2.6.4 Os tensores momento angular orbital e spin de Podolsky

O nosso interesse aqui é obter o tensor momento angular total de Podolsky,
para depois obter os tensores momento angular orbital e spin de Podolsky. Para
isto, vamos recorrer ao mesmo raciocinio utilizado para obter o tensor de energia-

momento. Sendo assim, seja a transformacado de Poincaré:
1 4
xt — X = exp{ (Ew“ﬁM,X/;) } xY, (2.111)
v

g
Pr(x) — ‘P;/c(x/) = exp{ (%WﬂﬁMaﬁ) } ‘PC(X)- (2.112)

Nota-se que esta transformag¢do induz uma mudanga nas coordenadas e nos
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campos. E ao expandirmos ela em série de Taylor, obtemos:
xt — ¥t =V, xV + (%w“ﬁMw>y xV
v
— x" =x"46x* sendo  Sxt = %w“ﬁ(Maﬁ)”Vx", (2.113)
() — () = b5+ (3P Mg) )
K
= P(x') = px + Ok sendo Oy = %w“ﬁ(M“ﬁ)Kéq)é. (2.114)

Relembrando as expressodes (2.70), (2.71) e (2.72), ao fazer as devidas extensdes e

identificagdes temos:

1
oxt = §waﬁ WP = ¥ = 1(Mp) "2 (2.115)
1
5x = 5P WP = Dy = 1(Myp) e’ (2.116)
S = q)mﬁwaﬁ = Qrap = Prap — Tyaﬁ upr (2.117)

Agora, usando o fato que (Mag)"y = 1(auy"s — 1gu"a) € (Mag)eg = 1(11agllp —
18eNka ) [2], concluimos que:

Yo = 1"exp — 1" gxa, (2.118)
q)mxﬁ = Nxa®p — NxpPas (2.119)
Prap = NxaPp — NxpPa + (9pXa — duXp) P (2.120)

Reconhecendo que o indice a da quadricorrente (2.76) serd denotado agora por

um indice duplo, dada a transformacado de Poincaré em questdo, ou seja

J'e — Mg = —(CM @eap + D"y prap + 17, L), (2.121)
sendo
oL oL
CH= ———— -0 o], 2.122
00ppe) (a@yavw)) (2.122)
prr = _ 9% (2.123)

0(0,0vx)”
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e substituindo as expressodes (2.118), (2.119) e (2.120) no novo tensor, obtemos:

]yzx,B = {CVK [77K0¢(Pﬁ - WKﬁCPa + (aﬁxa - aax/;)qu] + DM [avﬁm(])ﬁ
— OulkpPu + 0y (9pXa — AuXp) x| + (nyaxﬁ — q”ﬁxa)ﬁ}

=- [CHK(W&‘P[% - 77K[’>(Poc) + DWK(BVWM‘Pﬁ - avﬂxﬁ‘l’ﬂc) + C“Kaﬁxa(l?x
—‘I_ DyVKayaﬁxlx(PK - ﬂyﬁx‘xﬁ - (C’l;{aaxﬁ¢1( + DVVKaVaax‘B¢K - Uyaxﬁﬁ)].

Usando (2.95), i.e., o', = CH oy + Dwiavaapr — 11”,1 L, ao adaptar os indices a

expressdo acima pode ser reescrita como

I5 = = [C"™ (tcabp — Mepbe) + DM (@iixadpp — dutfxpd) + @ gty — O yx)
= — (C" + D" 9y) (11xaPp — NxpPa) — @”Bx,x + 0" xg
=B" (11xapp — NxpPa) — @Vﬁxa +0",xg onde  BM=_CI— DI,
=B"app — B pu — 0"y + @, (2.124)

por fim, tomando [y, = 7yu] . xp €MOs O tensor momento angular total:
Jyap = Bya®p — BypPu + Oqaxp — @ pxy. (2.125)
E pelo Teorema de Noether, temos a seguinte lei de conservagao:
0" Jyup = 0. (2.126)

Além disso, analisando J,,p, € natural dividirmos o tensor em duas partes:

Jyap = Syup + Lyup, (2.127)
Soyap = Byadp — BypPua, (2.128)
L’}’ﬂ(‘B = @r)/[xxlg - @7‘33(70(. (2.129)

Nota-se que o tensor L.,p possui a estrutura de momento angular orbital
(€ijkLx = xipj — x;pi), logo denominaremos ele como tensor momento angular
orbital. Quanto ao tensor S5, podemos associd-lo a0 momento angular de spin,
logo denominaremos ele como tensor momento angular de spin. De forma que,
este tensor caracteriza as propriedades de polarizacdo do campo, e de acordo
com a teoria quantica de campos, ele corresponderd ao momento angular de

spin das particulas descritas pelos campos quantizados [4]. Agora, dada a lei de
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conservagao (2.126), a expressao (2.129) e que 070, 5 = 970, = 0, temos:

0= 87]71,6,3
= afy(s'yzxﬁ + L’yzxﬁ)
= 07(Syup + Oyaxp — Onpxy)

0
= 7S5 +21@53p + ©yad 5 — IO Xy — @507,

= 97Syup + Opy — Oup
- EﬂSWﬁ = ®txﬁ — ®,Bzx- (2.130)

Portanto, como o tensor de energia-momento candnico 0, (2.96) ndo é automa-

ticamente simétrico, somente o tensor momento angular total ], se conserva
[2].

A fim de obtermos esses tensores para o caso de Podolsky, faz-se necessaria
a identificacdo: ¢x(x) — A,(x). A partir dela, temos que a transformagao dos

campos (2.114) se traduz como:

Assim, podemos agora, determinar os tensores momento angular total, orbital e
de spin de Podolsky. Para isto, usaremos as expressdes (2.127), (2.128) e (2.129).

¢ Tensor momento angular orbital de Podolsky (Lg“ﬁ )

Considerando o tensor de energia-momento candnico de Podolsky (2.98),
substituindo o mesmo na expressdo (2.129) e ‘levantando’ os indices temos

que

LIP = TP — TIPx2 (2.132)

= [%W“FWFW + FR9% A, + 4a <avapPP”a“Aa — 3,9, FPT" A
1 1

_ aUaPFPUaﬁA“Y _ }LaaFW\apr/\ 1775)} x“,

definindo o tensor E“X p = ﬂ“xiyﬁ 0~ 17ﬁ x11" [28], e usando esta defini¢do na
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expressao acima:
vp_ 1 xow B v 19X A,E" 5 p Y. FPTIX A T* /3 P

oo B Lo rory po o yxme B

1
= [ZWXFWFW + FFIOXA, + da (avapFP”aXAg — 9,9, FPTIX A

- %Lc’igl?”é)pif"A 17”6)} R N AR (2.133)

Agora que temos o tensor momento angular orbital (2.133), é possivel obter

. . [ .
a carga conservada associada ao mesmo, i.e., obter LP/3 . Para isto, basta

ap

integrar LP no volume (), logo:

/d3xL00éﬁ /d3xT0X:0¢Xﬁpxp:/ d3 |:4WOXF FW+FV08XA

+4a (aOaPPP”aXAU — BgDp FPTON A" — 8 F7™9 PP/\WOX)] x o

(2.134)

e Tensor momento angular de spin de Podolsky (S;aﬁ )

Usando o mesmo raciocinio do item anterior, podemos obter o tensor mo-
mento angular de spin de Podolsky. Desta forma, da expressao (2.128), temos
entao

s1P — B1* AP — BIP A
= —(C}* + D}"3,) AP + (CJP + D}"Pa,) A%,
_ CWCEﬁ o Ap+Dvxp/5 w Ap
= (CJX + DJ¥%3,)=P " AP (2.135)
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usando (2.122), (2.123) e (2.36):

SHP = { Lp o (—8‘67’ )+—a£7’ d }“ﬁ * AP

(0, Ay) (0,0, Ay) ) 0(0,00A,) ] T X P
- (56,5~ (amaay) | e
— —(F"% 420979, F7%)2P " AP (2.136)
— TP = P AP — 1P A 4 20979, (FT AP — F7PA%). (2.137)

Agora que temos o tensor momento angular de spin de Podolsky (2.137), po-

. . 9
demos obter a carga conservada associada ao mesmo, i.e., obter S Pﬁ . Portanto,

wp

integrando s p Tno volume ()

5% = /Q x50

= s = /Q dx [FO*AP — FOP A" + 2a0°0, (F™ AP — FPAY)].  (2.138)

Novamente, nota-se que se tomarmos o limite em que a — 0+ na equagao

(2.137), recuperamos o tensor momento angular de spin de Maxwell:
STeP — FreaP — F1P A%, (2.139)

* Tensor momento angular total de Podolsky (], 7P )

Substituindo (2.132) e (2.137) em (2.127) obtemos o tensor momento angular
total de Podolsky

3P = P AP — F1P A% 4 20979, (F7* AP — F7PA%) + TI*xP — T)Pxt,
(2.140)

ou de forma mais explicita:
1
3P = Fre AP — FrP A% 4 (ZWXFWPW + PV'YE}XA,,)E“XﬁpxP
+2a {mag(F‘mAﬁ — FPPAY) 42 (87BPFP‘78XAU — 3,0, FPTIX AT

- }LagFMapPPA ;m) 2" Fox } (2.141)
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Com a obtengao desses tensores da eletrodinamica de Podolsky encerramos
este capitulo, de modo que com os raciocinios desenvolvidos aqui e os resultados

obtidos, podemos prosseguir para o estudo da teoria da radia¢do na eletrodinamica
de Podolsky.



Capitulo 3

Teoria da radiacao

Um estudo da teoria da radiagdo na eletrodinamica de Podolsky faz-se necessa-
rio para a compreensdo de fendmenos radiativos associados a esta eletrodindmica.
Sendo assim, neste capitulo estaremos interessados em construir alguns resultados
fundamentais para compreendermos uma parte da teoria da radiagdo na eletro-
dinamica de Podolsky, de forma a ndo perdermos de vista a comparag¢do com a
eletrodindmica de Maxwell. Dentre esses resultados destacam-se: o gauge de Lo-
renz generalizado da eletrodinamica de Podolsky, as funcdes de Green de Maxwell
e Klein-Gordon-Fock que sdo necessdrias para a obtenc¢do do principal resultado
do capitulo, o potencial de Lienard-Wiechert-Podolsky. E por fim, mostraremos

explicitamente como se obtém o tensor de Faraday retardado.

3.1 Gauge de Lorenz da eletrodinamica de Podolsky

Como estaremos interessados em descrever a radiacdo na eletrodindmica de
Podolsky, precisamos determinar a forma explicita do potencial de Podolsky. E
para isso, inspirados no eletromagnetismo de Maxwell, usaremos a invaridncia de
gauge, ou seja:

AF — AT = AF —9H f(x). (3.1)

Sendo assim, vamos relembrar primeiramente das equac¢des de movimento
(1+2a00)0, F* =", (3.2)
reescrevendo as equagdes acima em termos do potencial:

(1+2a00)2,, (3" AY — " AF) = ]V
— (1+240)(0AY — 3“9, A*) = J". (3.3)

Dada essa expressdo, poderiamos, de forma precipitada, impor a condigdo de

37
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Lorenz, i.e., BMAV = 0, e obter a equagdo de onda generalizada para a onda
eletromagnética
(1+2a0)OAY = J". (3.4)

Porém, o gauge de Lorenz da eletrodinamica de Maxwell ndo é o gauge correto
da eletrodindmica de Podolsky. E para detalhar melhor este ponto, seguiremos a
referéncia [15]. De acordo com ela, a condicdo (gauge) de Lorenz generalizada da

eletrodinamica de Podolsky é:
(14 2a00)0, A" = 0. (3.5)

O gauge de Lorenz generalizado é dado por (3.5), pois 0o mesmo satisfaz algumas
condic¢oes fundamentais, sao elas:

1. uma vez que os potenciais sdo restringidos pelo gauge, ndo podem haver
outros potenciais obtidos do potencial original através de uma transformacéao
de gauge que satisfagam (1 + 2a(1)d, A¥ = 0;

2. preserva as equagdes de movimento e as condi¢des iniciais do sistema fisico;
3. ainvariincia de Lorentz da teoria ndo é destruida;

4. ao comegar com um potencial A¥(x) que ndo satisfaz a condi¢ao de gauge,
deve existir uma transformacao de gauge que leva a um potencial novo que
satisfaga o gauge.

O gauge de Lorenz da eletrodindmica de Maxwell s6 satisfaz a terceira condicao,
logo ele ndo é o gauge ideal para a eletrodindmica de Podolsky. Por isso o gauge
ideal neste caso é o (3.5), que satisfaz todas as condi¢des acima.

Agora, como queremos usar a invaridncia de gauge para obter o potencial de
Podolsky, consideremos as expressodes:

(14 2a0)9, A = 0, (3.6)
Al —s AT = AF — 9 f(x). (3.7)

Se a eletrodinamica de Podolsky é invariante por transformacdes de gauge, entdo
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temos que o potencial A’* também deve satisfazer a condi¢do (3.5), entdo

(1+2a00)0, A" = (1+2a0)0,(A¥ — 9" f(x)) =0, (3.8)
— (1 +2a00)9, A" = (1+2a0) (8, A" — Of (x)) = 0, (3.9)
— (1+2a0)3, A" = (1+2a0)3, A" — (1 +2a0)0f (x) =0,  (3.10)

agora, como A" e AH satisfazem (3.5):

(14 2a00)3,A™ =0, (3.11)
(1+2a00)9, A = 0, (3.12)
(1+ 2a0)0f (x) = 0. (3.13)

Portanto, percebemos da equagdo (3.13) que a fungdo f(x) deve ser um escalar sob
transformagdes de Lorentz!. Por fim, obtido o gauge de Lorenz? generalizado (3.5)
e a condicdo (3.13) para o escalar de Lorentz, podemos avangar no processo para

obter o potencial de Podolsky.

3.2 Fungdes de Green de Maxwell e Klein-Gordon-
Fock

Para obter o potencial de Podolsky, analisemos a equacdo de movimento
(14+24a0)0A" =]V, (3.14)

a fim de resolvé-la, vamos usar o método das fun¢des de Green. Para termos uma
maior clareza quanto a este método, vamos estuda-lo com mais cuidado. Seguindo

a referéncia [8], consideremos primeiramente a equacado diferencial

Df(x) = g(x), (3.15)

em que f(x) e g(x) sdo funcgdes definidas sobre um conjunto aberto® Q) de R". A

'Hendrik Antoon Lorentz.
2Ludvig Valentin Lorenz.
3Definigao [22]: Um conjunto A C R” chama-se aberto quando A = int 4, i.e., quando todos os
pontos de A sdo interiores a A.
Um ponto a é interior ao conjunto X C R quando é centro de alguma bola aberta contida em
X, ou seja, quando existe § > 0 tal que se |x —a| < J, entdo x € X. De forma que, o conjunto dos
pontos interiores a X é denominado interior do conjunto X, e é representado pela notagéo int X.
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equacgdo pode ser resolvida se encontrarmos uma fungdo de Green G(x, x’) de dois

pontos x, x" € R", esta funcgao é aquela que satisfaz a equagao
Dy G(x,x") = 6(x — x'), (3.16)

em que D, indica que esta fungdo atua somente na variavel x. Encontrada G(x, x’)
que satisfaca a equagdo acima, dizemos que ela é uma possivel fun¢do de Green do
operador D ou da equagdo (3.15), de modo que entdo qualquer solucdo particular
da equagdo (3.15) se escreve formalmente como

f(x) = /de'G(x,x’)g(x’), (3.17)

implicando em
Df(x) = /de' D:G(x,x")g(x), (3.18)

em que Q) = M* é o espago de Minkowski. E se encontramos duas funcdes
de Green da mesma equacdo, elas diferem apenas por uma soluc¢do da equacdo
homogénea Dh(x) = 0. Entdo, percebemos aqui que a tarefa de encontrar uma
solucdo da equagdo (3.15) consiste na verdade em buscar uma solugdo da equagao
(3.17).

Voltando entdo para o nosso objetivo, determinar a solugdo de (3.4), temos que
de acordo com o método das funcoes de Green

AV(x)::lA;d4x’G(x,xﬂ]V(x@, (3.19)

em que* G(x,x') é a fungao de Green do quadripotencial de Podolsky, ou fungdo
de Green de Podolsky, satisfazendo entdo:

(1+2a0)0G(x, x') = 6*(x — x'). (3.20)

Nossa tarefa é encontrar a solu¢do G(x, x") da equagdo acima. Para isto, obteremos

4Relembrando que estamos no espaco quadridimensional de Minkowski e a notagdo x = (t,7)
estd sendo usada.
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a transformada de Fourier G(k) da fungéo G(x, x'):

G(k) = ﬁ / d*x e =G (x, '), (3.21)
G(x,x') = (2;)4 /Q d*k e )G (k), (3.22)
— G(k) = FG(x,x"), (3.23)

sendo F a notacdo para indicar que estamos tomando a transformada de Fourier.
E a fim de resolver a equacdo (3.20), precisamos também tomar a transformada de
Fourier da delta de Dirac quadridimensional, sendo assim:

Ax—x) = (217)4 /()d4keik(xx/). (3.24)

Agora, substituindo (3.22) e (3.24) em (3.20)

ik(x—x") G(k) _

47 ik(x—x")
< o

(1 4 2400) / d4kDe1k" ) / d4k =)

e lembrando que o operador [J atua somente em x, pois’

02 = 02
O=9,0 = 3 —(V)? = 3

5A assinatura da métrica que esta sendo considerada éa (4, —, —, —).

—V?, (3.25)
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temos que:®

(1 4 2400) / a4k (ik) 26k x')G(k) / d4k oK)

/d4k 1+ 2a00) (k)2 /d4kel’<x ¥)

/Q A4 (1K) 2% G (k) + 2a(ik) 4k =) / A4k k=)
/Q A4k MO (02[G (k) + 2a(ik)2G (k)] = / d4k oK)

- /Q A4k KOG () — 2ak2G / d4k =)

—K2G(k)(1 - 2ak2) =1
1

— G(k) = e 1)

(3.26)

Obtida a fungdo de Green G (k) acima, notemos que

. 1
Gk) = (2ak? — 1)k?
 2ak? — (2ak* — 1)
© (2ak? —1)k2
B 1 1
T K- (201 K2
—> G(k) = Gpm(k) — Gkar(k), (3.27)

sendo:

Gier(k) = —kz_(lwl (3.28)

Gaa(k) = Tim G(k) = ——

Jim & (3.29)

Portanto, vimos que a fun¢do de Green (3.27) obtida pode ser decomposta nas
fungdes de Green (3.29) e (3.28), que sdo as transformadas de Fourier das fung¢des
de Green de Maxwell e de Klein-Gordon-Fock (KGF), respectivamente. E, pela
relacdo (3.23), podemos aferir que:

G(x,x') = Gu(x, x') — Grgr(x, x'). (3.30)

6Lembrando que k = (k)2 — (k)2.
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Aqui vale fazer uma observacao a respeito da relacao (3.30). Note que para o caso
de Maxwell, teriamos apenas a fun¢do de Green Gy, i.e., G(x,x") = Gp(x, x’). De
fato, o termo extra Gggr(x, x’) é exclusivo da eletrodinamica de Podolsky.

3.3 Potenciais retardados e avancados

3.3.1 Causalidade

Para prosseguir na obtencdo do potencial de Podolsky, precisamos discutir
a causalidade e os potenciais retardados e avangados. Entdo, considerando o
resultado (3.30), comecaremos determinando as func¢des de Green retardadas e
avangadas que sdo necessdrias para determinar os potenciais.

Queremos que a eletrodindmica de Podolsky seja consistente com o principio
da causalidade. Para isso, analisemos a equacdo (3.19). O potencial A" serd medido
em x, dada a quadricorrente infinitesimal J¥(x") d*x’ localizada em x" que gera
este mesmo potencial. Logo, para respeitar a causalidade devemos ter a causa
precedendo o efeito, i.e., o potencial deve ser gerado em um instante x’ anterior a
detecgdo do potencial no instante x. Portanto, se o evento x’ = (,7') precede o
evento x = (t,7), entdo:

t—t >0. (3.31)

Além disso, devemos ter a seguinte condicdo: se t — /<0 = A"=0.E para

isso ser verdade, temos que
Gr(x,x')=0 se t—t <0, (3.32)

sendo Gg a notagdo que indica que estamos tratando da fun¢do de Green retardada.
Tal nome deriva do fato de que estamos considerando que o evento ocorrido em
x" demora um tempo t — t' > 0 para ser detectado em x. O potencial que obedece
tais condigdes é chamado de potencial retardado.
Agora, se a causalidade for desrespeitada, ou seja, o efeito precede a causa,
temos que:
t—t <0. (3.33)

Além disso, analogamente a discussao anterior, se f — t' >0 = AY =0. Para

isto ser verificado, basta que

Ga(x,xy=0 se t—t >0, (3.34)
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sendo G4 a notagdo que indica que estamos tratando da funcdo de Green avangada.
Tal nome deriva do fato de que estamos considerando que o evento ocorrido
em x’ demora um tempo  — ' < 0 para ser detectado em x. O potencial que
obedece tais condi¢des é chamado de potencial avancado. Esta possibilidade
ndo estd condizente com principios fisicos, mas é uma solu¢do matematicamente
coerente. Com efeito, na literatura ela costuma ser discutida e analisada no
contexto da eletrodindmica de Maxwell, como por exemplo em [20]. Sendo assim,

faremos o mesmo aqui e trataremos dessa solugdo no contexto da eletrodinamica
de Podolsky.

3.3.2 Potenciais retardados e avanc¢ados de Maxwell

Para obter os potenciais retardados e avangados de Maxwell, vamos inicial-
mente obter as fun¢des de Green retardadas e avancadas, bastando depois s6 fazer
a substitui¢do necessdria da func¢do de Green na expressdo do potencial. Sendo
assim, comecemos substituindo (3.29) em (3.22)

1 A
Gon(x') = s [ @G
ik(x—x')
S / L g
(270)% Ja k2
070 10
— 1 / d3ke—iﬁ'(7—7’v) /00 dkO eZk (x x_’)
(2m)* Jv —eo (K02 — K2
/ 1 PBre— ik T7) [T 110 et
s Gyl x) = — /k'/dk—_,, 3.35
M(x X ) (27‘()4 v € o (k0)2 R ( )

de forma que () é o hipervolume e V é o volume tridimensional. Para resolver a
integral no segundo membro da tltima equagdo, usaremos o método de integragao
de residuos’.

Consideremos a expressdo (3.35), vemos que ela possui um polo de ordem
1 em k = £K.8 Ha duas formas de contornar cada um destes dois polos sim-
ples, através dos semi-planos inferior e superior. De forma que estes contornos
dependem do sinal de ¢ — #, pois 0 mesmo influencia no sinal da exponencial
dado o lema de Jordan, que afirma que se o argumento da fungdo exponencial

é positivo, o contorno é feito no semi-plano superior, e se é negativo é feito no

7Para mais detalhes a respeito deste método, consulte a referéncia [9].
8Est4 sendo usada a notagio |k| = K.
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semi-plano inferior. Entdo, para t — ' > 0 o contorno seré feito no semi-plano
superior, e para t — t' < 0 o contorno serd feito no semi-plano inferior. Além disso,
pelo principio da causalidade, devemos também deslocar os polos para baixo,
conforme mostrado na figura (3.1). Pois desta forma obteremos a fun¢do de Green

retardada, que vai levar ao potencial fisicamente possivel.

"— -....\
/’ \\ t_t’>0
’ .
-K K
| | 3
}—ie —ie{
°® °
/7
\\ , ,
. e t—t' <0

Figura 3.1: Contorno de integragdo relativo a fun¢do de Green de Maxwell com os
polos deslocados para baixo.

E para obter a fun¢do de Green avangada, bastaria deslocar os polos para cima,

conforme mostrado na figura (3.2).
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/’ \\ t_t’>0

®
ie{
kO

~ ’ t—t' <0

Figura 3.2: Contorno de integracao relativo a fun¢do de Green de Maxwell com os
polos deslocados para cima.

Agora, consideremos a segunda integral da equacao (3.35):

KO(t—t")
— (3.36)

[:/Oo dkoei—
= )T ke

Como vamos obter a func¢do de Green retardada primeiramente, o contorno de
integracdo assumido sera o da figura (3.1). Considerando-o, via método dos

residuos, podemos calcular a integral da seguinte forma [9]:

, 2 ok (t—t")
' = =27 li R
i lim ), Res | Gy ke —ziew0 — &

2 ok (t=t)
= —2711 Z Res (1(0)2——1<z

1=1 kO=k}
' ok (t=t) ok (t=t)
= —27Ti k](?ﬁi (1&)2—_1@ +k01iefl< (ko)z——KZ (3.37)
Sendo
ok (=) ok (t=t)
= (3.38)

(7 =K~ (@ =K+ K)
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ao substituir na equagao (3.37) temos que:

t | ok (t—t) e (=1
M =—2mi|\Res | o—ow+1 ) T8\ w 0w 0

eiko(t_t’) eiko(t—t/) ]
= 27| ——— +
0 0 _
_(k +K) K=K ( K) KW=—K
. K=t —iK(t—t)
B R T S T
_ %i(e—ﬂ((t—t’) _ eiK(t—t’))
oo ikO(t—t") ; , , . p
= I = /_oo di® (150)2 R %(eﬂK(H) — =), (3.39)

Agora, substituindo (3.39) em (3.35) temos que

Tt / 3 e*iﬁ'(?*?')(e*iK(tft’)_eiK(tft’))
14

Gl (x,x") = — 20)1 =

O —t), (3.40)
em que a fungdo O(t — t') introduzida é a fungdo de Heaviside que retorna a

funcdo de Green retardada:

1, t—t' >0
O(t—t) =
0, t—t <O.

Para avaliar (3.40) usaremos o sistema de coordenadas esféricas, e a fim de
simplificar a notagdo, definiremos d =7—7. Sendo assim, temos entdo que
k-d = KDcos# (|k| = K, |d| = D) e d® = K2sin 0dKd0d¢. Logo, calculando
(3.40):
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: —ik+ (77 (,—iK(t—t') _ LiK(t—t)
Gy (x,x) = —(27:;)4/ %E e % ‘ )@(t—t/)
1%
] _ 0 T ) 27
— —27-”(@25;4 ) / sinh [iK(t — t')] dK/ Ksin@e_lKDCOSGdG/ de
0 0 0
_ 47T2i@(t —t) [ . . / T —iKD cos 6
= W/O sinh [iK(t — t')] dK/O K sin Oe dao

- %/j sinh [iK(f — t’)]dK/_ll Ke KD g

_ % /0 " sinh [iK(f — #')] sinh [iKD] dK

_ 2712)@(2(;)—;’) /0°°(eu<(t_y) _ o~ K(=¥)) (KD _ ~iKD) g

- —2”(22@;;4;/) /_ O:o KU=+D) g 4 /_ o:oe—iK“—f’—m dK|.  (341)

Agora, considerando a transformada de Fourier da fungdo delta de Dirac unidi-

mensional

S(x—x') = iﬂ/ dk k(=) (3.42)

se substituirmos sua defini¢cdo na expressdo (3.41) temos que:

430t — t
GR%(X, x/) — —(27_5)4[) )

[6(t—t' + D) +6(t—t — D). (3.43)
Porém, a fungdo de Heaviside filtrard uma das deltas, pois, como t — ' > 0 no
caso retardado e D = | — 7| > 0, a delta cujo argumento é t — t' + D possui um
argumento positivo, logot —t' + D >0 = §(t —t' + D) = 0. Levando isto em
consideracdo, temos a funcdo de Green retardada de Maxwell’:

Grét(x,x') = o-t) [6(t—t' +|F—7|)+o(t—t —|[F—7])] (3.44)
M Amt|F — 7|
Ot —t)
ret AN A -
= Gh(x,x') = —47r|?—?’|5(t t—|7—7]). (3.45)

Se estivéssemos interessados em obter a funcio de Green avancada G%47, o

raciocinio seria andlogo ao anterior. O que mudaria no processo seria o desloca-

9Neste ponto a notagdo D = |¥ — 7| ser4 retomada.



Capitulo 3. Teoria da radiagdo 49

mento dos polos para cima, como mostrado na figura (3.2), e também a funcdo de

Heaviside, que assumiria a forma:

O — ) = 1, t—=t>0
0, t'—t <.

Reunindo tudo isso e executando o mesmo raciocinio feito para a func¢do retardada,
é possivel obter a fungdo de Green avancada de Maxwell:

Gao(x,x') = M[&(t— 4+ [7—7)+6(t—t —|F—=7])] (3.46)
M A At|?F — 7|
O —1t)
adv A Y 2
= Gi’(x,x") = 47r|?—?’|(5(t t+|7=7)). (3.47)

Porém, em virtude da conveniéncia, a forma das fun¢des de Green retardadas
e avancadas obtidas ndo sdo as mais usadas, e sim uma outra. Para obté-la,

consideremos a seguinte identidade

8(x —x'P) = o((t = )2 = [F—7]?)
1
=_——{6(t—t —F-F|)+s(t—t'+|F-7|)}, (3.48)
217 =7
lembrando que x = (¢,7). Substituindo a identidade acima em (3.44) e (3.46), obte-
mos as fung¢des de Green retardadas e avangadas de Maxwell, respectivamente:

ot —t)

ret AN 2
i) = 2y (x ), (3.49)
t—t
Gl (x, ') — @)(2—7T)5(|x _ P, (3.50)

Tendo determinado as fun¢des de Green, podemos obter as expressdes para os

potenciais. Para isto, basta substituir (3.49) e (3.50) em (3.19), resultando para cada

Caso em:
Atu() = [ a* Gif (2, x)] (), (3.51)
o) = [ G (e, x) () 652)

Porém, conforme ja mencionado, a solugao fisica é dada pelo potencial retardado.
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Desse modo, considerando somente ele, o potencial de Maxwell assume a forma:
/ aiy Q=) st (). (3.53)

3.3.3 Potenciais retardados e avang¢ados de Klein-Gordon-Fock

Analogamente ao que foi realizado na sub-secdo anterior, vamos seguir aqui
0 mesmo raciocinio e obter primeiramente as fung¢des de Green retardadas e
avancadas de Klein-Gordon-Fock. Substituindo (3.28) em (3.22):

x=2) Grar (k)

1

Grer(x,x') = 2n)
ik(x—x")

— _L/ o S

(27r)4 o k- (2a)1

3 7. otk (x0—x0)
— /d —l 1‘ 7" / dk
27r (k0)2 k2 (2a)~1

/ 1 X 7ik'(?7?l) 0 zko(t t')
—> Gker(x,x') = T (2n)* /Vd ke /_oo aK (k0)2 — k2 — (22)~1

(3.54)

de forma que (2 é o hipervolume e V é o volume tridimensional. Para resolver a
integral no segundo membro da tltima equagdo, usaremos novamente o método

de residuos. Entao, seja:

oo ikO(t—t")
I= / K0 c . (3.55)
—eo - (K9)2 — K2 — (20)"1

Sabendo que é a funcdo retardada que da origem ao potencial fisico, obteremos a

fun¢do de Green retardada. Para isto consideraremos o contorno de integracdo da
tigura (3.3).
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R s =0
4 N

-b b

| | k°

}—ie —ie{

[ ] ®
“\ /

\\ /, t—t' <0

Figura 3.3: Contorno de integracdo relativo a fun¢do de Green de KGF com os
polos deslocados para baixo.

E dado este contorno, temos que

t 2 oK (t=t")
I = —27i i R
o E i\ (k)2 — K2 — 2iek0 — &2 — (2a) 1

2 ok (t=t)
= 27 R
"k e

ol x ok (t=t") R ok (t=t")
=S\ — e 1) T\ e — ke —2a) 1) |
(3.56)
sendo b = /K2 + (2a)~1. E considerando que
ikO(t—t") ikO(t—t')
¢ - ¢ (3.57)

(k9)2 — K2 —(2a)~1 (KO —b) (k9 +b)’
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temos entao:

t [ k0 (t—1) ek (t=t)
I = —ami| Res| i gy | TR\ @ m @i
eeun| o)
= 27| 5~ R
_(k —|—b) Lo (k b) K=—_p
2 7i elb(t=t)  p=ib(t=t')
= —2711 2h - 2b
_ %i(e—ib(t_t/) — eib(t_tl))
ok (=) m’ ; j
ret 0 — I pmib(t—t') _ ,ib(t—t)
— I / dk (k92 —K2—(2a)~1 b (e ¢ - B

Substituindo (3.58) em (3.54)

o~k (777')(671'1;(##) _ eib(tft’))

G%P(x X ) b

o(t—t), (359

e usando as coordenadas esféricas de forma andloga ao que foi realizado anterior-

mente, temos

27t [ sinh [ib(t — )]
Gret N — /
Kbr(x,) O

d 27
2 s —iKD cos 6 oy
o : dK /0 K2 sin e d6 /0 dpO(t — 1)

2 00
_ %/ J sinh [i(t — {)]sinh [iKD] KO\t '
0

2 00
27 / %(eib(t_t/) _ e—ib(t—t’))(ez‘KD _ e—iKD) dKO(t — t’)

" D2n)?
_ 2?0t =) | [* K iprab(i-v)] © K _iDK+b(t—t)]
~ (2n)*D /—oo b° K+ /—oo v° aK|,
(3.60)
reescrevendo em termos explicitos de K:
20( _ # o Kexp|i(DK+ (t —t)/K?>+ (2a)~1
Glet(x,x') = w / [ ] K
(2m)*D —00 K2+ (2a)~1
. Kexp[—i(DK—i—(t—t’) K2+(2a)—1)]
+ / dK | (3.61)
—0 K2 + (Zﬂ)_l
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Para resolver a integral acima, serd adotado um procedimento parecido com o
feito em [28].1° E, dado o resultado (D.18) do apéndice, temos que

ret N O—t) oy O(x =P <|x—x'|>
GKGF(x’x)_ 2T [5(’3( x| ) |x_x/|\/%]1 \/ﬂ ’ (362)

sendo J1(|x — x'|/v/2a) a fungdo de Bessel de primeira espécie. Agora, analoga-

mente ao raciocinio desenvolvido na se¢do anterior, podemos obter a expressao
para os potenciais avangados, com o auxilio da fun¢do de Heaviside e deslocando

os polos para cima, conforme mostrado na figura (3.4). Fazendo isso, temos que:

ado o _ O —t) 2y O(x =) (|x—x|
GKGF(x’x)_Tlé(’x_x| )_ |x_x/|\/%]1< \/Z )] (363)

Figura 3.4: Contorno de integracdo relativo a fun¢do de Green de KGF com os
polos deslocados para cima.

Por fim, com a fungdo de Green retardada (3.62) podemos obter agora o potencial
de Lienard-Wiechert-Podolsky.

19Para maiores detalhes sobre a resolugao, confira o apéndice D.
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3.4 O potencial de Lienard-Wiechert-Podolsky

O potencial de Lienard-Wiechert-Podolsky pode ser obtido a partir das equa-
¢oes (3.49) e (3.62). Entdo, usando a relagdo (3.30), temos que:

Gret(x,x’) _ _®(t—_t/) [(5(|x _ x/|2) O(|]x — x/’2)h<’x _ xl|)]

27T a |x — x'|\/8a V2a
®(t_t/) 12
+T5(\x—xl ),
vetpo oy OU 1) 0(x —«]%) <|x—x'|)
— G(x,¥) = = []x—x’|\/8—ah )| (3.64)

Como estamos lidando com o potencial retardado, temos que O(t — ') =1 <=
t —t' > 0. E neste momento, faremos a mudanca G"*(x, x") — G(x,x’), dado que
estd claro que estamos tratando da fun¢do de Green retardada que leva a solugao

fisica para o potencial, sendo assim:

n_ O —t) | O(x—x]?), (|x—x]
Glxx) = 21 [|x—x’|\/8_ah< V2a )] (369

E, de acordo com a relagdo (3.19), como os potenciais estdo associados as suas
respectivas fung¢des de Green, usando a relagdo G(x,x") = Gy (x, x') — Gygr(x, x)
podemos inferir que

AY(x) = Ay (x) — Abgr(x), (3.66)

v Z . : N ~ v Z .
em que A}, (x) é o potencial associado a fungdo de Green Gy, A} € 0 potencial
associado a Gxgr e AY é o potencial associado a G. E sendo assim, temos entao:

A = [ @0 [5<|x—x'|2> 5 —2P)

Ox—x"P) (1x =21\ |0
+ |x—x’]\/8—ah( NeT )]](x)

Vi O =) [O(x =21 (lx=\ |,
:>A(x)_/ﬂd4x — [IX—X’|\/%]1( N )]](x). (3.67)

Com a equagdo acima, podemos agora determinar o potencial de Lienard-Wiechert-

Podolsky. Para uma carga pontual e se movendo no espago-tempo com uma
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quadrivelocidade v"(7) = (vo(7),7(T)) em que T é o tempo proprio da carga,

temos que a quadricorrente associada a ela é dada por [3]
JY(x") = e/ dt o' (1t)é[x —r(1)], (3.68)

sendo r(7) = (r9(7),7(7)) a quadriposi¢do da carga. Substituindo a expressao

(3.68) em (3.67), e reconhecendo que a funcdo delta filtra x’, temos'!

vy - &[T _ oy |@Ux =), (Ix=r©® |,
A(x)—zn/_ooakr@(xo O)[|x_r(r)|\/8—ah( T2 )]v(f)f (3.69)

de forma que a expressdo acima s6 é ndo nula para um intervalo I em que a
condigdo |x — r(T)|? > 0 é satisfeita, entdo x — r(T) é um quadrivetor tipo tempo.

Logo, nota-se que a equagdo (3.69) sdo os potenciais de Lienard-Wiechert-
Podolsky. E para verificar que esta expressdo recai nos potenciais de Lienard-
Wiechert de Maxwell, analisaremos o comportamento da equagéo (3.69) no limite
que a — 04, que é o limite em que recuperamos a eletrodinamica de Maxwell.
Porém, para verificar isso, basta analisarmos o limite da funcdo de Green de
Podolsky, pois se a mesma recair na funcdo de Green de Maxwell, teremos o
mesmo comportamento para os potenciais. Logo, calcularemos o limite da teoria
de Maxwell a partir da fun¢do de Green de Podolsky (3.65), ou seja, fazer a — 04
em G(x,x').

Portanto, sera mostrado em seguida que os limites abaixo sdo vélidos:

0__ ,0 2 N 2
i [0 =) (1= 1] _ g0 ol )
a—04 4 |x — x'|V/2a v2a /| 271
2 N 2
i [LOU= X (o rl)] s
a—04 | 47T |x — x/|\/2a V2a 27

ou
0_,0 2 N N
i [0 =000 (=] g oyl
a—04 47 |x — x’|\/2_g \/2a | 47'C|7’ —r ‘
1 2 N AN
— tim | L2 x|)h(|x x') S (Gt e Uk | )
a—04 |47 |x—x/|\/g \/ﬁ 47‘[|1’—7’|

'Note que mantemos a funcéo @(f — ') mas ela foi reescrita como @(x? — 10).
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Para isto, seja f(x) uma fungdo analitica tal que admita uma expansido em série de
Taylor em torno do ponto xy = 0:

f) =Y fmY, ey =SB 371)

=, >
n! ax™ |,

Além disso, vamos considerar a seguinte propriedade da funcéo delta:!?

| @)g(x) dx = (~1)g")(0). (3.72)

—00

Sendo assim, podemos reescrever f(x) como:!3

s () = Y (1) () (3.73)

A fim de facilitar os calculos, vamos reescrever a fungdo de Green de Maxwell
(3.44) como
6(T — |R])

G, ) = 47‘C|ﬁ‘

(3.74)

em que estamos usando anotagdo T = t — t'e R=7—7. Tomandoa representagao

em série de Taylor de Gy;(x, x) temos!*
Gl ) = - 3 (c1yra) () R (3.75)
M~ 4 = n! '
e com base nela, usaremos o seguinte ansatz:
1o R (IR
G(x,x') = — Y (-1)"s"(T : 3.76
(¥ = g2 L) ()n!fn<@ 376)

12para mais detalhes sobre esta propriedade, as referéncias [25] e [36] sdo indicadas.

13Para mais detalhes sobre esta representagio da delta de Dirac e da demonstracao em questéo,
a referéncia [14] é indicada.

4Estamos usando a notacao: 8 (T) = d"6(T) /dT".
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Agora, considerando que T = t—t > 0 = O(t —t') = 1 e igualando as
expressoes (3.65) e (3.76), temos

O(T? - |R[?) h(sz—IﬁIZ) i 1)t !R!” 1fn< R| ) (3.77)

_ |
\/Z T2_|R|2 \/2_11 n. \/_11

multiplicando os dois lados da equagao por T* e integrando em T:'°

I =1,

[T IRD h(VTZ—iﬁP)deT

=% \/2a,/T? — |R]? V2a

| [ s ar] B (1),

I

12 = i(—
n=0

Mas, nota-se que

00 AnTk
/ S(T)THAT = ()" | = (=1)"klb, (3.78)
—o0 T=0
pois,
nk
se k<n = a Tn =0
arm |+,
nk
ese k>n —= d ]; =0,
arm |+,
logo, temos apenas k = n resultando em
kTk
K )
dTx |7_,

I5Lembrando que T é tal que T = t — ', ou seja, a mesma anélise feita aqui vale se tomarmos o
caso mais simples em que # = 0. De modo que poderiamos prosseguir na demonstragdo dessa
forma, tal como foi feito em [28].
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Sendo assim, temos que:

© O —|RP) (VT —IRPY =gy IR (IR
/ I THT = Y (—1) 2 ko fo

—° \/2a\/T? — |R]2 v2a .

/ o(r* — |RP) h(v | |>deT:|ﬁ|k_1fk<|Rr>

—0o \/ﬂ T2 — |§|2 \V2a

n=0

V2a

" 21—k roo = 2 _|RI2
:fk<|R|)_|R|1k @<T2—|R|2>,<VT 'R')Tw, 379

- 1
V)~ Ve b g\ Vs

Como @(T? — |R|?) limita a regido de integracao para T > |R|, preservando assim

a causalidade, temos que

o S 1k e B T2 — [R|2
fk( R| ) _ IR o — IRP), (V K )deT, (3.80)

= - 1
V2a V2a R 2 Rp V2a

e fazendo a mudancga de varidvel

obtemos:

fk( R ) _ IR] ooh(‘f/’—ﬁ_l)(\/zzﬂ)k—l dz. (3.81)
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Considerando agora os indices k = 0,1,2, 3, temos

fo ﬁ :1_exp _ﬁ
V2a V2a |’
R

i Ry _q

bl

f

N
ﬁ\%
)| =

I

—_

|
_l‘N
1 Q

e

S
—

|
N\%
19| =

~

=

f3 =1,

bl

logo, vemos que no limite em que a — 0, temos que f; — 1. De fato, ao tomar o
limite de f

[ ] ” 1
li 2V = tim (1= e RI/WV2a| —q g _ —1
air(lir fO (@) ag%)i [ ¢ air(li e|R\/\/5

— lim — =1,
a0 _ff’(@)

e ao tomar o limite de f,

lim 2 ﬂ
a—>0+ \/E

= lim
Ll—>0+

:1_T m T
IR IR| a=04 | ¢lRI/vV2a

RIS TN Ly [ V2a ]

—

1!

O
1 —{ lim |——— |- 1im (v2a) b =1
|R’{ui>%1+ L|R/m a0, (‘/_”Z)}

=1,

: IR|
- ()

logo, no limite em que a — 04, temos que f; — 1. Portanto, ao comparar as
expressoes (3.75) e (3.76) vemos que elas sdo iguais. Sendo assim, conseguimos
mostrar que no limite de Maxwell (@ — 04) a fun¢do de Green de Podolsky é
igual a funcdo de Green de Maxwell, logo é possivel recuperar a eletrodindmica
de Maxwell.
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3.5 Caracterizacao do parametro de Podolsky

A fim de obter a escala de comprimento da teoria, é conveniente reescrever o
parametro de Podolsky a e mudar a notagdo daqui em diante. Para isto, considere-
mos o gauge de Lorenz generalizado da eletrodindmica de Podolsky (2.38). Sob
esta condicdo, as equagdes de movimento de Podolsky, dadas por (3.5), assumem

a forma:

(14 2a00)3, (A AY — YAF) = J' = (1+2a00)0A" = J
[142a(3F — V*)](f = V?)p = p

— L (3.82)
[1+2a(3? — V?)](0? — VA =].

Considerando o caso estético por simplicidade, i.e., AV = A = 0, temos que:

— (1+2aV?)V?p = (3.83)
— (1+2aV?)V?A = T (3.84)
De forma que podemos reescrevé-las como:
= (1+m 2V V% =p, (3.85)
— (1+ m—zvz)VZA =7, (3.86)
= (3.87)

\/—

Fazendo a andlise dimensional das equag¢des acima, chegamos a conclusdo
que m deve ter dimensdo de inverso de comprimento (m~! no S.I.). Sendo as-
sim, o parametro m deve ser entendido como a escala de comprimento da teoria
de Podolsky, portanto, tal parametro serd chamado de agora em diante de com-
primento de Podolsky. E sabendo que a energia é proporcional ao inverso do
comprimento, ao determinar o valor do comprimento de Podolsky, teriamos a
escala de energia da teoria, a partir da qual a eletrodinamica de Podolsky poderia
ser verificada. Nesse sentido, o tltimo valor encontrado para o parametro m foi
de m > 37,595 GeV em [10], ou seja, para uma escala de energia menor ou igual a
este valor ndo é possivel verificar experimentalmente a teoria de Podolsky.

Além disso, vale mencionar que como estamos usando o limite de a — 0

para comparar as duas eletrodindmicas, dado o valor de m e a sua definigao,
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passaremos a considerar que se 2 — 0. => m — +00.1°

3.6 Comparativo dos potenciais de Lienard-Wiechert
de Podolsky e de Maxwell

Determinamos anteriormente o potencial de Lienard-Wiechert-Podolsky, dado
pela equacao (3.69). Agora, compararemos com o potencial de Lienard-Wiechert
obtido no eletromagnetismo de Maxwell. Para isto, reescreveremos (3.69) em
termos vetoriais. Entdo, consideremos o potencial de Lienard-Wiechert-Podolsky
reescrito em termos da constante m (3.87):

Ji(m|x —r(7)]) o'(1),  (3.88)

av(x) = 2 [~ areit = 10e(x - r(0))

x=r(0)
em componentes vetoriais!”:
0 0
v=0: ¢(x)=7" | mdr@(xo—r°>@<|x—r<r>|2>h<m|x—r<r>|>—|x”_<f(>,()|,
v=is A= [" el el - @Rl - o))

E do eletromagnetismo de Maxwell, em notagdo covariante, temos a seguinte
expressdo para o potencial de Lienard-Wiechert [3]

e 7V

AV(x) = E [X _ 1,(1—)]01;0 —

, (3.89)

em que T é o tempo retardado, ou em notagdo vetorial,

e 1

v=20: ¢(x>:47rR(1—ﬁ-z7)' (3.90)
e U

() =& A=75) (3.91)

v=123: A
sendo R=7-7(1R) e n=R/R.

Podemos notar entdo que, dada a forma do potencial de Lienard-Wiechert-

16para mais detalhes sobre a origem do parametro m, a referéncia [6] é indicada.
7Para quadrivetores contravariantes, estamos considerando que r(t) = (ro(7),7(1)) =

v(t) = (v0(7), 9(T))-
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Podolsky (3.88), ndo conseguimos de uma forma imediata recuperar o potencial
de Lienard-Wiechert (3.89) tomando o limite em que m — co. De forma que, a fim
de avaliar a integral em (3.88), é necessdrio especificar o quadrivetor posi¢do da
carga (7). E tendo isto em vista, estudaremos no capitulo seguinte (capitulo 4)
algumas configuragdes possiveis especificando o quadrivetor posigao.

3.7 Tensor de Faraday retardado

A fim de explorarmos no préximo capitulo algumas propriedades e alguns
aspectos dos campos gerados por uma carga em movimento, é conveniente ob-
termos o tensor de Faraday retardado para uma carga em movimento a partir da
eletrodinamica de Podolsky. O tensor de Faraday retardado é dado por

FIll = oM AY — 9V AF, (3.92)

em que A" é o potencial de Lienard-Wiechert-Podolsky (3.88). Porém, de agora
em diante, serd omitido o ret por simplicidade da notagdo.!®
Calculando 9" A* temos que!”

00 0_ 30 —_ 7|2 — 7
= [ e [@<x i >@<||a; _;'| )1 (m]x r|>] s (398)

{ I dra (00 — 0y @Ux = (mlx = 7) o,

_em
4 |x — 7|
(o]

x0 — 7 i (m|x —7
—l—_oodrav[e)(]x_ﬂz)}@( |x)]—1(17|| )

T [M] O(x" —7)O(|x ~ ﬂwﬂ}’

ot

— "A' =L+ L+ 15, (3.94)

18Enquanto nao houver ambiguidade, serd mantida a notagio, de forma que quando precisarmos
diferenciar os tensores F/' e F!; sera indicado.

9para simplificar a notagdo nesta se¢do, usaremos a notagdo 7 = r(7) e o = v(7) para indicar a
dependéncia em 7. E quando for necessario, explicitaremos a dependéncia em 7.
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sendo:
h= BRACIEES) (|x_r||x)£1(r'|n|x_r|) , (3.95)
00 , _ ® 0 —
b= " drar (o) 20 |x)]_1(r’|"|x Mo, (396)
I = g _0:0 it gV [h(r;li%fl)]@(xo —Me(x—rP)t.  (3.97)

Note que 0'0" = 0, pois 7" ndo depende de x".
Agora, para resolver I; e I, temos que usar as seguintes propriedades da
funcado delta de Dirac [25]

6(x) = d(zix), (3.98)
N X - xl /! _ df(x)
2 TR fl(x) = =7 L (3.99)

Levando a 1° propriedade em consideragdo, temos

00 (xo — 7o) 9(xp — 7o)
d(xg — 7o) dxy

0'{O(x" —7°)} = 9"{®(xo —70)} = = 0(x0 — 70)dp,

pois x — 70 = xy — 7. Sendo §(xp — 7o) a delta de Dirac e dy a delta de Kronecker,
temos
em [ @ OUx =7 i(m]x —7) _
L=2" 8(xo — 7o)t z
V" an e 4T 6(%0 = 70)% |x — 7| °

— I, =0, (3.100)

em que O[(x — 7)!(x — 7);] = 0 pois (x — 7)!(x — 7); < 0, dada a definicio que
estamos usando da func¢do de Heaviside (D.9).
Para resolver I, precisamos usar as duas propriedades da delta de Dirac
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mencionadas anteriormente. Calculando 9"[@(|x — 7|2)], temos que:

_ a2 )
2'[0(|x — 7I?)] = af(fix_ ﬂZ')) a“"axvr' ) _ 5[(Jx = F2)]0"[(x = P)* (x — )]
= 5(Jx — 712)0Y (a2 + 72 — 20°7,) = 26(|x — 72) (x — 7"

— 3'[O(|x — 7|?)] = 25(|]x — 7|?) (x — 7)". (3.101)

Porém, para usarmos a 2° propriedade da delta de Dirac mencionada anterior-

mente, precisamos calcular d(|x — r(7)|?)/dz, logo:

d(lx—r()) _

dx
AT = — — 75 i i =
I =2(x —7) e 2(x —7)*0,, pois I 0,
B 2
d(|x d;(r)\ ) _ (2 — )5, (3.102)

Pela expressdo acima, e nomeando as duas raizes da equagdo do 2° grau |x —
r(7)|*> = 0de 13 e Tg, de acordo com a 2° propriedade da delta de Dirac:
5(t—18) 6(T—1%)

S(|lx —r(7)P) = Ao () + 2= () () (3.103)

Substituindo a expressdo acima em 9V [@(|x — 7|?)], temos que:

6(t—13) 5(t—13)

G o) | a1

'[0(|x — 72)] =

z —+ — ~ .
Agora, perceba que as raizes T; e T ndo podem ser determinadas para um

r(T) genérico, de modo que faz-se necessaria a especificagdo de r(7). Porém,

analisando a equacdo |x — r(7)|> = 0, temos que:

P=lx—r(@)P=0 = (x*—r(w)")’— (x'—r(w))* =0

— V- T(TR:':)O = j:|xi — Y(TR)il _— T(T;:)O =0 F \xi — r(TEE)i\

= r(t3)" =20 — |x' — r(13)| e r(g)? =20+ & —r(tR).

|x —r(7)

Identificando as raizes Tf{ como o tempo proéprio retardado, que satisfaz a condigdo

|x — r(Tr)|? = 0, vemos que, a principio, existem dois possiveis valores para ele.
Porém, veremos que s6 ha uma solucdo possivel para o tempo préprio retardado,
que é aquele que satisfaz a condigdo |x — 7(1r)|* = 0, a mesma da eletrodinamica
de Maxwell. Tal condigdo representa o fato do intervalo associado ao quadrivetor
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(x —r(7))Y ser do tipo luz. Por fim, precisamos substituir a expressao (3.104) na
integral I, logo

S(t—tg)  Ji(mlx—7|)
(x = r(g)) va(tg) ¥ =7

em [ . 6(t —1x) J1(m|x — 7)) S\
+E/mdr®(xo—r0) ( X ! (x —7)"o,

(x —7)'o"

(x —r(tg ) va(t5) | —7|
em? 1 l (Rx—r ) o (g )*
— b= 8 [®(_ w)'1) (x —r TE )wv(rfj)a

— b= i R (3.105)

de forma que, usamos o limite

lim <h(—mt)) =

t—0 t 2

e a condicdo |x — r(Tr)| = 0 para resolver a integral

/_";dﬂs(r_TR)h(r;Ii;(rT()Tl)!) _ %

Para resolver I3, precisamos usar a regra do produto, a regra da cadeia e a

propriedade da funcdo de Bessel

di(x) _ Jo(x) — Jo(x)
dx 2 ’

(3.106)
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sendo assim, temos que:

av[h(mlx—fl)] 3" [Ju(mlx —7)] _ Ja(mlx — )3 (|x — 7))

|x — 7| |x — 7| |x — 7|2 !
x—7)Y

2 (|x—7) = 7

(=) ==

3 (ol — 7)) = =) 2k =T

Jo(m|x —7) — Jo(m|x —7|)] m(x —7)"
2 lx —7| 7

. avlh(m\x—ﬂ)] _mx—n* [Io(m|x—f!) ~ J(mjx — 7)) h(m!x—fl)l

|x — 7| |x — 7| 2|x — 7| m|x — 7|2

Ao simplificar a expressdo acima usando a identidade (3.106), pode-se mostrar
que

a,,[mmwc—ﬂ)] Il [dh(m|x—?l) h(m\x—ﬂ)],

[x —7| lx—7> | d(lx—7]) |x —7|

usando a identidade

Jilx) dJ1(x)
X = h2(x) + dx
logo:
SRt =) mx—n

Substituindo o resultado acima em I3 (3.97):

(m|x —7])

em? % 0_ 70 2 J2 ,
~ T an —7 —7 — 7\t
h=—1>- /_oodTG)(x 7)O(|x —7[%) P (x—7)'o".  (3.108)

Reunindo os resultados (3.100), (3.105) e (3.108) em (3.94), temos que

0" Al =

em? [1 (x —r(tz ) o(TR ¥
21 |4 |(x — r(13))*0 (TR )dl

(m|x —7])

—%/w O — )O(|x — 7[2) 2 (x—F)'o"|,  (3.109)

|x —7[?
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e procedendo de forma anéloga para 0¥ A¥, obtemos:

—5 | _dTO(" = F)O(|x - flz)%

(x — ?)”5“] , (3.110)

Por fim, substituindo (3.109) e (3.110) em (3.92) temos que

v _ em? [(x —r(tz))Fo(1z)
art | (x —r(tg)*0 (TR )a
-2 [ arou - ol e pjve
— pW em? D(TE)[V?}(TE)V} B 2/00 dT®(DO)@(D2)]2(mD)D[yZ7V]
47 | D(tp )*o(t)a /oo D2 '
(3.111)
em que
D=D(t)=|x—r(1)| e DF=D(0)*=x—r(0), (3.112)
© DGV — DV
plrgy = P2 ;D v (3.113)

Agora, levando em conta a mudanga de varidvel

dt - D _
—dD = —— dD
dD Do, '

teremos uma mudanga nos limites de integracdo, —co < T < 00 — 0 < D < 00,2
e dadas as expressoes (3.111), (3.112) e (3.113), podemos reescrever (3.111) da

forma:

2 —\[n —\v] oo ) DIzl
P _ em? | D(7g) U(Tki _ 2/ dD ]2("_1D) D¥o (3.114)
« 0

- 4rm D(tg )*v(tg D  Dug,

Obtemos entdo o tensor de Faraday retardado de Podolsky (3.114), também conhe-

2Dado o intervalo de integragdo, nota-se que D? > 0, e além disso D° > 0. Logo, levando em
conta a definicdo da funcdo de Heaviside que estamos usando, temos que @(D?) = @(D?) = 1.
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cido como tensor eletromagnético retardado ou field strength.

E nota-se que, de acordo com a expressao para o tensor de Faraday, teremos con-
tribui¢des adicionais para a radiagdo advindas de um intervalo espaco-temporal
do tipo tempo. Esta particularidade é uma distin¢do das duas eletrodindmicas,
pois em Maxwell s6 é considerada a configuracdo da particula no tempo retardado,
que por sua vez estd associado ao intervalo tipo luz.

Por fim, com a obtengdo do tensor eletromagnético retardado de Podolsky,
encerramos este capitulo. Portanto, podemos prosseguir para as aplicagdes dos
resultados obtidos aqui em alguns fendmenos radiativos na eletrodinamica de
Podolsky.



Capitulo 4

AplicacOes da teoria da radiacao

Este capitulo tem como objetivo apresentar algumas aplica¢des do formalismo
da teoria da radiacdo na eletrodinamica de Podolsky. Para isto, serd apresentada
de forma explicita a obtengdo dos campos elétricos gerados por uma carga em
trés tipos de movimento: repouso, velocidade constante e acelerado. Obtidos os
campos, a partir do vetor de Poynting de Podolsky determinaremos a expressao
para a poténcia irradiada por uma particula. De forma que, em seguida, particula-
rizaremos a andlise para uma carga que se movimenta a baixas velocidades, a fim

de obter a poténcia de Larmor-Podolsky.

4.1 Particula carregada em movimento nao acelerado

Nesta secdo exploraremos dois casos, a saber: uma particula em repouso e uma
particula que se move com velocidade constante. Mais especificamente, queremos
determinar os potenciais da particula nessas duas situagoes, e consequentemente
os campos elétricos associados a eles. Para isto, podemos proceder de duas formas,
calculando diretamente os potenciais através da expressdo (3.88) e depois calcular
o campo elétrico usando (2.41), ou entdo obter o campo elétrico diretamente
através das expressoes (2.40) e (3.114). De forma que, para os dois casos (repouso e
velocidade constante) optaremos pela segunda forma. Porém, a fim de fazer uma
andlise dos potenciais de Lienard-Wiechert-Podolsky e comparar com os obtidos
na eletrodindmica de Maxwell, obteremos os potenciais usando a expressao (3.88)
depois de obter os campos elétricos.

69
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4.1.1 Particula em repouso

Considerando a expressdo para o tensor de Faraday retardado (3.114), temos

que:!

Fw_emz D(TR)['”U(TR 2/ dD J»(mD) DoVl

47t | D(1z )*v(1k )a D  D%v, (1)

Agora, tal como na eletrodinamica de Maxwell, a configuragdo de uma particula

em repouso é a mesma na eletrodindmica de Podolsky. Logo, temos que:?

7,0,0,0),
dr

v

v 1,0,0,0),

= (
= (
(t,%,y,2),
= (¢ —1,d), sendo  d=(x,y,2).

Sendo o campo elétrico dado por E' = F, entdo

pi_ pi0 _ em? D(TR_)VU(T_)O] _2 oodD Jo(mD) D[iUO]_
4 | D(tg )*0(Tg )a 0 D Dtv, | ’
- em? [ D(ty)liv(1y)0) © _ J,(mD) DY
E' = R —2( dD 42
— 4 _D(TE)“U(T‘),X 0 D Doy (4.2)

A fim de calcular o campo, precisamos calcular T = 7(D), 17z (que é obtido
calculando 7(0)), D*v, e D9, Entdo, dada a configura¢do coulombiana da

Para ndo sobrecarregar a notacao, podemos fazer a mudanga D — D e o — v sem prejuizos,
lembrando que D = D(1) e 7 = v(7).
2Para mais detalhes, consulte a referéncia [3].



Capitulo 4. Aplicagoes da teoria da radiagdo 71

particula, temos que:

D? = 2% —2t't + 1% — d?,

— 7 (D)=t — VD2 + 42, (4.3)

-

— =t —d, d=|d (4.4)
D*v, =t — 1 = D%, = VD? +d2, (4.5)
. d
[i,,0] — %
D'y 5 (4.6)
D[iUO] di
Do, =5 4.7)
T:TR

Substituindo as expressdes acima na defini¢do do campo elétrico E'

i ]2(mD d
Ef = / dD , 48
[ D D2+ d? 49
mudando a varidvel de integragéo:®
Ei_ emzd’ m/ ]2 (mD) 1
. pi_ em?d | 1 | (md)* -2+ Ze*md(l + md)
4 | 2d 2(md)3
, i
— EFi= ﬁ%u — e ™ (1 4 md)]
E(d+) = ié — —md A: g
— E(d,t') = in P 1—e ™1+ md)], d= 7 (4.9)

Obtemos entdo o campo elétrico de Podolsky gerado por uma particula em re-
pouso.

Porém, poderiamos também ter obtido a mesma expressdo com a seguinte
abordagem: obter os potenciais dados por (3.88) e depois obter o campo elétrico
calculando E (Lf, t') = —@(p — atA’. Sendo assim, a fim de comparar os potenciais

associados a uma particula em repouso nas duas eletrodinamicas, Maxwell e

3Estamos usando a mesma notagio para a carga elétrica (e) e para o nimero de Euler (¢). Entao,
quando aparecer a constante e sem nenhuma poténcia algébrica ela representara a carga elétrica, e
serd a fungao exponencial quando ela aparecer elevada a uma poténcia algébrica do tipo e*. E caso
haja ambiguidade ela sera esclarecida.
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Podolsky, obteremos também os potenciais eletrostaticos de Podolsky. Entao,
considerando a expressao (3.88) e fazendo a mudanga de varidvel T — D, tal como

foi feito para o field strenght (3.114), podemos reescrever AY(x) como:

Av(x) = 2 /Ow dD @(DO)@(DZ)%UV(D)
e a = [T ap 1) . (4.10)

T 4n 0 D%,

Levando em conta a configuracdo da particula em repouso, temos que

_n. 0 _ Ty em [ 1 (mD)
v=20: A'(x) = ¢(d,t) = 2t Jo d(mD) D)t (md (4.11)
v=1i: Al(x) = A, t') =0, pois o' =0. (4.12)

E calculando A%(x), o potencial eletrostatico ¢(d, t') de Podolsky é dado por:

P, 1) = (1 —e ™). (4.13)

Obtido o potencial (4.13) e o campo elétrico (4.9) de Podolsky, podemos tomar
o limite de Maxwell nas duas expressdes, i.e., fazer m — oo, entdo:

e

pmd,t) = (4.14)
= - e ~

Agora, considerando as equagdes (4.13) e (4.9), analisaremos os valores dos cam-
pos quando d = 0, ou seja, avaliaremos os valores do potencial e do campo
elétrico na particula. Tomando o limite de d — 0 das expressoes (4.13) e (4.9),
respectivamente, temos que:

e _1 —e—md em
$(0.£) 47 dg& d ] 4’ (4.16)
— e _1 —mde=md —e=md | o2,
E(0, )= — i d=—d. 417
(0.8) = g fim P2 ] 87 (417)

Portanto, concluimos que o potencial eletrostatico e o campo eletrostatico sdo
finitos na particula, dependendo somente do parametro de massa m da eletrodina-

mica de Podolsky. Estes resultados evidenciam um dos aspectos mais importantes
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da eletrodindmica de Podolsky: na particula, o potencial eletrostatico, o campo
elétrico e a energia da mesma sao finitos no dmbito cldssico. E do ponto de vista
tedrico, este é um importante avango quando comparado ao eletromagnetismo de
Maxwell, que apresenta divergéncias nos valores dos campos eletrostéticos e da
energia de uma particula em repouso no ambito classico. Contudo, é necessério
um tratamento experimental para verificar se esses comportamentos sdo observa-
dos. E para mais detalhes sobre a fenomenologia associada a eletrodindmica de
Podolsky, a referéncia [11] é indicada. Por fim, vale a pena ressaltar que: como
estamos lidando com uma particula em repouso, o campo magnético associado é

nulo.

4.1.2 Particula com velocidade constante

Analogamente a se¢do anterior, para obter o campo elétrico de uma particula
que se move com velocidade constante, precisamos calcular F* = E' de acordo

com a configuracdo da particula, dada por:

r' = (t,0t) t =97,

. dt -
v’ = r)’(l/ U)/ Y= El U= (vx; Oy, Uz)

Levando em conta esta configuragao, precisamos novamente especificar (D), T,
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D%*v, e DIiz0l, Calculando estes termos, temos que:

D? =12 -2t + 12 — d? — o?#? + 2d - Gt
=12 2"yt + (y7)? - d? — 2(77)2 +2d- Tyt
=12 —2yt(t —d-3) + (y1)2y 2 —d?
— 0212—271(15’—0?-*)—1—15'2—112—

— (D) = \/'y ¢ d-5)2 — (12— g2 — D2)
2
(D) = (¢ —d 5y — Y n2 +o (4.18)
sendo b? = m?(d* — " + %t —d- _’)2) (4.19)
— (D=0 = ({ —d-B)y— 2 —d-52— (12— &),  (420)
Dv,x—'y(t—t—d T+ 0v°t) = (t—d 7) — yy 2t
=yt —d-7) -1~
2 2
— Dy, = VIIDEEE (421)
Dlid = V(@i — ol — ol (' — 1)
io _ y(d =o't
— Dli¥ = e, (4.22)
Dliz0) my(d' — o't')
D | = (4.23)
T:TR

Entdo, sendo o campo E' dado por (4.2), ao substituir as expressdes anteriores na
sua defini¢do temos que

£ em? | my(d' — v't') . / iD Jo(mD)
CAr 2b 7 /(mD)? + b2
_emBy(d' —o't) l B /Ood(mD) J>(mD)
47 120 Jo mD+/(mD)? + b2
_emPy(d —o't) l 1 1= e ’(1+0)
B 4 2b  2b b3
B (i it [1 _ p—b
:emy(d v't)[1—e (1—|—b)]/ (4.24)

47 b3
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mas, nota-se que podemos reescrever b da seguinte forma

B = 2 — 2 + 2 — d-5)?]
= m2q2[d? — t? — o?d? + oM ¥ —2#d- T+ (d-D)?
= m2y2[(d — 5')? — v2d*> + (d - 5)?]
P (J-57)
=
— b? = m?y?|d — ot'|*¢? (4.25)
(d*? — (d-9)?)
(d — 5t')2

sendo |[d—F)P=(d—ot')? e F=1- ,  (4.26)

portanto, temos que E’ é dado por:

i e (d'—o't) 2 —mey|d—3t| 7 =y
=———(1—-v 1—e v g1+m d— vt
il (1 +m|d —3tg)]
—»_ =,/ . .
— E(d,t/) e (d Ut) _Uz)[l_e—m'ﬂd—vt |g(1—|—m’y|d—z7t’|g)].

A |d— g3
(4.27)
Obtido o campo elétrico da particula, é conveniente obtermos também os

potenciais ¢ e A associados ao campo, a fim de fazer uma analise deles posteri-

ormente. Entdo, usando a expressao (3.88) e levando em conta a configuragao de
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uma particula em movimento com velocidade constante, temos que:

0 D
A(x) = ™ [ g(mp) - "D o (D)
47 Jo (mD)? + b2
- © D
P = 2 [ aup) D)
47t Jo (mD)? 4+ b?
_emy(1—e7?)
A b
. 1 — efm'y|a7;z')’t’\g)
VY R4 P G 428
T (425)
- - 0 © D
A1) = em'yv/ d(mD) J1(mD)
4t Jo (mD)? + b?
_emyT(1—e7?)
C 4m b
oL = 1 _ —myld—dt|g
. Ay = oz ). (4.29)

A |d—ar|g

As expressdes (4.28) e (4.29) sdo os potenciais de Lienard-Wiechert-Podolsky
de uma particula com velocidade constante. E assim como foi feito para o caso da
particula em repouso, podemos novamente comparar o campo elétrico (4.27) e os
potenciais obtidos na eletrodinamica de Podolsky (4.28) e (4.29) com os decorrentes
da eletrodinamica de Maxwell. Porém, para isto, é conveniente realizarmos
novamente uma mudanca de varidvel, a fim de comparar diretamente com os que
sdo encontrados regularmente na literatura [23].

Neste sentido, nota-se que podemos reescrever a expressao (4.20) e resolvé-la

para t/, ao invés de Tr.* Fazendo isso, temos que

(f —d-3)y \/'y t—d-7)2 — (#2 — d2)

— t =9 £ ’)/\/TRTJZ + 22— 29~ 17pd -,

como estamos interessados na solugdo retardada, i.e., que respeita a causalidade
entre o tempo atual t’ e o tempo retardado T, a solugdo fisica da equagdo acima é

dada pelo sinal positivo:

t' = yTR + 'y\/rfivz + d2y=2 — 2y~ l1pd - B, (4.30)

4Para ndo sobrecarregar a notagio, ser4 feita a troca TR — TR
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Pela equacdo acima, ao reconhecer que tg = ¥t € R = |d — Ty 1R/, temos:

' =tg+ \/'yzrl%vz +d2 —2q1Rd - T
=1tr + |0T— ’YTRZ7| =tr + |j— tR5|
= t' =tz +R. (4.31)

Substituindo a expressdo acima para ¢’ no célculo do produto g? |d — 3|2, em que
g é dado por (4.26), temos

2.2 (7.2
TGP = (A o) [1_ (d*0 — (d-7) >]

(d — 3t')2

= d? + %% —20d -G — d*0? + (d-7)?

= d®+ v*(tg + R)2 = 2(tg + R)d - ¥ — d*0® + (d - 7)?

= d? + v?(t% + R? + 2tgR) — 2tgd - T — 2Rd - T — d*v? + (d - 7)?

= (d — 3tR)? — 2RT- (d — tg) + R*0* + (d-7)* — d*0?,

= (R)2 = 2R%-R + R*¥* + (d- %)% — d*0?, sendo  R=d-—7dtg,

A

= R?*(1—R-3) + R(Rv® = R-%) + (d-7)? — d*?,

em que na ultima passagem foi usada a condigdo IR| = R, que é valida no tempo
retardado tg. Esta condicdo é valida pois o tempo retardado é aquele em que
D? = 0, logo, em tg temos que D> = R> — |[R|> = 0 — R = |R|. Agora,

reescrevendo d como d = R + Uty e substituindo na expressao acima:

d — 3t'|?¢? = R*(1 — R- %) + R(Rv? — R-3) + (R- 7+ v*tg)? — (R + tg)*0?
= R% (1 — R-%) + R(Rv* — R-%) + (R-9)? + v*t% + 20%txR - 7
(R*v* + v*t2 + 2R - 5tgv?)v?
— R%(1 — R-%) + R(Rv* — R-%) + (R - %)% — R*0?
= R*(1—-R-9) + (R-9)*> — R(R-%)
(1 )

|
=
<
N—

— |d—9[*¢> = (R—R-9)% (4.32)

Com as mudangas de varidveis (4.31) e (4.32), podemos representar a configura-

¢do da particula através da figura (4.1), de uma forma familiar ao eletromagnetismo
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de Maxwell [18].

Z Trajetéria da Ponto de
A particula P observacao

_)

R

Particula

<_ > Y

Figura 4.1: Configuragdo de uma particula se movendo.

Além disso, dadas as mudangas de varidveis (4.31) e (4.32), podemos agora

reescrever os campos (4.27), (4.28) e (4.29), em termos das novas varidveis

BTN L(E_Rﬁ)(l_vz) _—my(R—K-9) _RB.=
E(d,t) = I (R_R.op 1—e (1+my(R—R-7))], (4.33)
- 1— e_m'Y(R_R 5))
qry— ! 4 , 434
¢(d, t) ype R _R.3 (4.34)
oL = _ ,—my(R—K-79)
A@y) = L= ), (4.35)

e comparar com 0os campos correspondentes na eletrodindmica de Maxwell. Sendo
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assim, da eletrodindmica de Maxwell temos que

—)_ —» . 2
E(d,t) _ ¢ (R RU)}{ v >, (4.36)
4t (R—-R-7)3
- e 1
dt)= ——5—, 4.37
R I 37)
RN e il
Aldt) = ————, 4.38
e (439

logo, nota-se que, ao tomar o limite em que m — oo nas expressdes (4.33), (4.34) e
(4.35), recuperamos os campos maxwellianos. Por fim, vale destacar que obteremos
0 campo magnético de uma particula em movimento acelerado na préxima secéo,
de forma que, para obter o campo magnético de uma particula com velocidade

constante bastard substituir @ = 0 na expressdo a ser obtida.

4.2 Particula em movimento acelerado

Nesta se¢do, determinaremos quais sdo os potenciais gerados por uma particula
em um movimento acelerado e o campo elétrico associado a eles. Porém, nesta
secdo obteremos o campo elétrico diretamente através dos potenciais, ou seja,
utilizando a abordagem vetorial. Pois diferentemente do que foi realizado nas
secdes anteriores, a obtencdo do campo elétrico ndo é tdo imediata a partir do
tensor de Faraday retardado, dado que a acelera¢do nado aparece explicitamente
na expressao do field strength.

Primeiramente, consideremos a configura¢do de uma particula em movimento

acelerado’, dada por:

P = (t,3), (4.39)
dt

v = 7(11 5)/ Y= it 7= (Ux, Oy, Uz) (4.40)

0" = (v (@ 0),4*(d@-0)5+4d), = (ayaya;) (4.41)

XV = (¢, d), (4.42)

DY = (¢ —t,d—3t). (4.43)

Considerando esta configuragdo na expressdo geral para o potencial (3.88), e

>Como estamos considerando um movimento acelerado genérico, o quadrivetor aceleragao
assume a forma geral [32]: @V = y2(y2(@-7),7*(@-T)T + ).
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substituindo a expressdo para b = my|d — 7t'|g em termos das novas varidveis,

dadas por (4.32), temos que:

y em [ L(mD)
A(X):4—7_( 0 ( D) \/mv (D)
2oy emy [ J1(mD)
P(d,t') = g d(mD) (D) 1 12
_emy(1—e7?)
Y b )
— p(dt) = (= e F78 ) (4.44)

4r (mD)?2 + b2
_emyT(1—e7?)
C 4n b
R 7 (1 — p—mY(R=R-7)
. Ay = fl=e ). (4.45)

imr (R—R-9)

Portanto, percebe-se que os potenciais (4.44) e (4.45) gerados por uma particula em
movimento com velocidade constante ou em movimento acelerado sdao os mesmos,
j& que a aceleracdo ndo aparece explicitamente na expressao (3.88). Contudo, o
campo elétrico vai mudar neste caso, pois estamos considerando um movimento
acelerado. Logo, levando em conta a definigdo vetorial do campo elétrico a ser
calculado no tempo retardado

QA(d, 1)

=tp =~ T A
R at, t/:tR’

E(dt) = =Ve(d, )|y (4.46)
ao tomar as derivadas de (4.44) e (4.45), precisamos tomar cuidado com as deriva-
¢Oes que vao surgir, dada a dependéncia nao trivial entre tg e R, pois t' = tg + R.°

Antes de derivar as expressoes (4.44) e (4.45), consideremos os calculos das

6Para mais detalhes sobre essa relacio nio trivial e os calculos das derivadas, a referéncia [23] é
indicada.
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seguintes derivadas:

- 2—)_ - - _’_ —»'_’ -
YR— R G(R.5) = CR=Z(ORT= (R-GR+RT (4.47)
R—R-7 R—R-7
—»_ 2—) N =2\ - —»._’ —»_ — . - 3—»
T(R—R-5) = v°R+ (U R)vﬁ-l—ﬁ(R a)R Rv, V’y:—(a v);)/ Ijl (4.48)
R—R-7 R—R-7
oR 7-R o7 R oR R7
on _ _ - - = — 4.49
ot’ R—R-¢ o/ R—-R.g o R—R-7 (149)
R—R-7) R*—R-7—R(R-d@) 9y (@a-7)9°R
= ~ , = . (4.50)
ot/ R—R-7 o R—R.-7

que:
N —my(R—R-7 -
P A Gl " ”))Jr(l_e—mv(R_R-ﬁ))@ 1
4r R—R-7 R—R-7
e me m’y(R—I_{' 7) Lo . N
:E{ X R.g [(R=R-7)Vy+9V(R—-R-7)]
(1= e RRe)) [Rv? — R — 5(1?-52— R(R-4@) + R%]
(R—R-7)3
e mem’y(R—I_{’f)')_) . Lo Lo .
E{ ?R—I?-z?)Z [R — Ro? — (R — R-9)(Ry2(@-7) + )
o L R2_RBR_BR.Z_R(R.7 =
+R(R-3)] + (1 — e (R-F v))[Rv R —7(R Z)Z R(R-7) + R7]
(R—R-%)3
— V=L raem®RIO)RL )+ R(R7)
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7 91— e m(R-R-0))
"R-R ot’
e f@-em®ROE - HR-R-7)
 4m (R—R-7)2 ot’

7 a(l _ e—m'y(R—R-ﬁ))
+ R—R-3 ot

_ ,—my(R—R-7) 2_R.5_ R.7

_ e (1—e - )5[1{0 R qR(Ra)]_Rﬁ

47 (R—R-9)2 R-R-7
_ v me—"7(R—R Z_)')a[r)/(R_R 5)]

R-R-7 ot/

e f@-—em®RI) [ Ry —R-5—R(R-d)] .

47 (R—R-7)2 R—R-7

Fme—m1(R-R-9) .9 d(R—R -7

L 7 i B

R—R.7 ot ot

0A _ 4 1 —my(R—R N [ 2 — B =
7 = E(R—I_{'ﬁﬁ{(l e )[F(Rv* —R-7— R(R-d))

— Rd(R — R-3)] — omy(R — R-5)e ™ RRI[(R — R.5)(@-5)7°R
+Rv* —R-7— (R-@)R] }. (4.52)

Usando as expressdes encontradas para @(p(dj t') e 6yﬁ(dj t') no calculo do campo

elétrico, fazendo algumas simplifica¢des, e.g., ";/_2 = 1 — 92, e usando a identidade
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+ R x (R - Rd) x )] — my(R — R-7)(R - Rﬁ)e—mv(R—R.a) h—z

+ R x ((R = R9) x )] —my(R - R-7)(R — Rg)e ™/ (R-R-)[1 _ 12
~ 7Y (R—R-9)(@ %)+ R-d] }. (4.53)

Este é o campo elétrico gerado por uma particula em movimento acelerado na
eletrodinamica de Podolsky. E desta expressdo podemos recuperar tanto o caso
de uma particula com velocidade constante, tomando 7 = 0, como o caso de uma
particula em repouso, tomando @ = ¥ = 0. Além disso, procedendo de forma
andloga as se¢Oes anteriores, podemos verificar que no limite de Maxwell, i.e.,
quando m — oo, recuperamos o resultado do eletromagnetismo maxwelliano.
De fato, tomando o limite de Maxwell na expressédo (4.53), obtemos o campo
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elétrico maxwelliano de uma particula em movimento acelerado:

Eu(dt) = lim 1)

e 1 = _ = = N o
— Em{(l —v*)(R—R0) + R x [(R—R?) xd]}. (454)

Por fim, vale destacar que podemos dividir o campo elétrico (4.53) em duas
partes, no campo de velocidades e no campo de aceleragdo, analogamente ao que
é feito no eletromagnetismo de Maxwell. De fato, fatorando poténcias de R da

equacgdo (4.53) temos que

s N R?
MO0 G- R

eR3my(1— R-7)(R—)emRERD[R.7—42(1 - R-7)(@-7)]

{(1—emir-R

Tt
&
N—
=
X
—~
—~
=
|
Sl
N—
X
AN
=
——

47 R3(1—R-5)3
L e R(1- e~mY(R-R-0))(R — 5)(1 — v?)
4 R3(1—R-9)3
e mR2y~ YR —7%)(1—R-7)e M (R-K-7)
4r R3(1—R-%)3
e 1 -

4m (1-R-7)?
Lo (- e~ (R=R-9))(R — 5)(1 — v?)
47t R? (1-R-7)3
e my YR - 77)6‘”17(R—ﬁ ?)
47R (1-R-9)2
— E(d,t) = E(d,t') + Eo(d, 1), (4.55)
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sendo
Lo e (1—emRRDY (R _7F)(1 - 0?)
ol F) =R (1-R-5)3
e my Y(R-7)(1 —AR 7)e—mY(R—R-9) (4.56)
47R (1-R-7)3 '
Ea(af,t’) _ e (1 — e mr(R=KR 6))[}2 f (R —7) x )]
47tR (1-R-7)3
e my(R=g)em(R-E-D [ff 7 — (1 - R-9)(@-7)] w57
47 (1—R-7)2 ’ :

em que E,(dt)éo campo de velocidades e E, (d,t)éo campo de aceleragdo. Con-
tudo, nota-se que a separa¢do dos campos ndo assume a mesma forma de Maxwell,
i.e., 0 campo de aceleragdo néo decai somente com R~! e 0 campo de velocidades
ndo decai somente com R~2, dado que ha duas parcelas com decaimentos distintos
em R para os campos (4.56) e (4.57). Portanto, na eletrodinamica de Podolsky,
temos termos adicionais para cada campo que alteram o seu decaimento.

A partir do potencial vetor A(d ¥ ) associado a uma particula em movimento
acelerado (4.45), podemos calcular também o campo magnético B(d,t'). Na eletro-
dindmica de Podolsky, ele é definido de forma equivalente ao eletromagnetismo
maxwelliano, conforme mostrado na equacgéo (2.43). Sendo assim, percebendo
que A(d,t') = 5p(d,t'), usando a identidade vetorial

V x (F¢p) = (Vo) x T+ ¢(V x ),
e calculando o rotacional de @ considerando a derivagao implicita [23]

- ixR
Vxg= 22 (4.58)

dada a definicio do campo magnético B(d, ') = V x A(d, ') temos que:

=, - —

B(d,t") X (

G
V) x 7+ ¢(

<

<

X

~—~

).

Agora, ao substituir as relagdes (4.44) e (4.58) na expressdo acima para o campo

magnético, para (p(cz t')e V x 7, respectivamente, apds algumas simplificagdes
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temos que:
-, = 1 = - -
Bdt)y=2— - 1— e mR-R9) (=24 R.7)(Fx R
(d,t) R R {( )y )( )
+(R—R-9)(@x R)] —my(R—R-7)e ™ R-RI[ -2, R.7
~ Y (R—-R-9)@ 9)|(Fx R)}. (4.59)

Fatorando poténcias de R de forma andloga ao que fizemos para o campo elé-

trico, também podemos dividir o campo magnético em campos de velocidade e

aceleragdo:
Bu(d ) =y T e(lmf;;?)(v X R)
e m 1R R @R w0
47tR (1—-R-9)3
Ba(d t') = (1— e mr(R-R-9))[(1 — R Az?)(fi x R) 4 (R-@)(7 x R)]
47tR (1-R-9)3
e mrye my(R—R 17)[]?.5[—’)/?(1 —R-9)(@-9)](7 x R) (4.61)
47 (1-R-7)2

4.3 Radiacao emitida por uma particula

Nesta secdo determinaremos a energia irradiada por uma particula em movi-
mento acelerado. Sendo assim, precisaremos do campo elétrico gerado por uma
particula em movimento acelerado, dado pela equagdo (4.53). Vimos que este
campo elétrico pode ser dividido em dois, no campo de velocidades (4.56) e no
campo de aceleragdo (4.57). Esta divisdo foi importante pois estaremos interessa-
dos somente no campo de aceleracdo, dado que s6 este campo contribui para a
radiacdo emitida pela carga em Maxwell [13]. E como trataremos apenas situagdes
nas quais o campo de velocidades é irrelevante, por simplicidade dos nossos
propositos, assumiremos que apenas o campo de acelera¢do contribuira para a
radiacdo emitida em Podolsky, da mesma forma que ocorre na teoria de Maxwell.
Ao fazer isso, analisaremos a radiag¢do emitida sob a 6tica da eletrodindmica de
Podolsky, a fim de fazer uma comparacao direta com a de Maxwell. Por fim, como
analisaremos somente 0s casos nos quais o campo de acelera¢do contribuird para

a radiagdo emitida, ele também serd chamado de campo de radiacao.
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Contudo, antes de prosseguirmos, vale a pena respondermos a seguinte per-

gunta: o que é radiagao?’

¢ Radiacdo é a energia que o campo eletromagnético gerado por uma determi-
nada distribuicdo de cargas aceleradas perde, de forma irreversivel, para o

infinito.

Tendo em vista esta defini¢do, ao assumirmos que ela se mantém na eletrodindmica
de Podolsky, temos que somente os termos que decaem com 1/R do campo
de aceleragdo apresentardo contribui¢des ndo nulas no infinito para a radia¢do
emitida, tal como em Maxwell. Pois somente eles apresentam contribui¢des ndo
nulas para a poténcia emitida pela distribuicdo de cargas a distancias muito
grandes da mesma.®

Como queremos calcular a energia irradiada por uma particula, precisamos
calcular o vetor de Poynting e integra-lo em todo o espago para determinar a
poténcia emitida, j4 que o vetor de Poynting representa o fluxo de energia por
unidade de area e tempo emitido pela carga. Comecemos entdo determinando as
expressdes gerais para o vetor de Poynting e para a poténcia emitida, para depois

particularizar para os casos de interesse. Consideremos a expressdo (2.105) para o

vetor de Poynting da eletrodindmica de Podolsky lembrando que 2a = m 2
I . el e o
p:EXB—Fw[EX(DB)—f—(DE)XB—FVE(atE—VXB)]
T ol ol e o
— SPZEXB—Fw[D(EXB)—f—VE(afE—VXB)], (462)

em que E é dado por (4.53) e Béo campo magnético (4.59). Porém, conforme as

expressoes (4.53) e (4.59), podemos verificar que o campo magnético é dado por:

B(d,t') = R(tg) x E(d,t). (4.63)

7Estamos mantendo a definicdo de radiacio usada na literatura refente a eletrodindmica de
Maxwell [17] [23] [37].

8Para discussoes mais detalhadas sobre os campos de velocidade e aceleracdo, assim como do
porqué somente o campo de aceleragdo contribui para a radiagdo emitida no eletromagnetismo de
Maxwell, confira a referéncia [23].
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Logo, substituindo a expressdo acima em (4.62)°

— A — 1 — — — — = — — A =
p=Ex(Rx E)+W{D[E X (RXE)]+V-E[0;E—V x (RxE)]}. (4.64)
Este é o vetor de Poynting em termos do campo elétrico. Porém, considerare-
mos que somente uma parte dele contribui para a radiacdo emitida pela particula, a
parte associada ao campo de aceleracdo que decai com 1/R na expressdo (4.57). Le-
vando isto em consideragdo, temos um novo campo E.(dt) que serd denominado

campo de radiacdo de Podolsky:

ey R=E-DY [P s (R — ) x 7
E}(djt')z e (1—e ™ )[Rx((R v)xa)}. (4.65)

Levando em consideragdo o campo E,, podemos obter o vetor Sp, associado a

radiacdo:

Esta é a parcela do vetor de Poynting de Podolsky que contribui para a radiagdo
emitida.

E para calcularmos a poténcia associada a radiagdo emitida, consideremos uma
superficie esférica que engloba a carga de elemento de drea dA = R?d(), em que R
é o raio da esfera e () 0 angulo s6lido. Além disso, temos que a poténcia emitida
no tempo retardado é dada por [23]

dW  dW ot ot

_ AV
die oty ~ T Wg (4.67)

P(tg) =
em que W é o trabalho necessario para manter a particula em uma determinada
configuracdo. Aqui novamente temos que levar em conta a relagdo ndo trivial

entre o tempo atual (#') e o tempo retardado (tg) para calcular dt'/dtg. Sendo

9Para ndo sobrecarregar a notagio, omitiremos na expressao do vetor de Poynting que a
derivada o;E é com relacio a , ou seja, na notacdo que usamos até entdo seria 0y E, mas omitiremos

nn
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assim, considerando que R =t — tg e que R = ¥ — Uiy, entdo

a_R_aVR'E _E@__E'_ﬁaﬂ — a_R__(fg 5)82
o~ o  Rot' R of o ot'’
OR ot —tr) _ otr oR otr
pOI'OlltrOladO ﬁ_T_l_W — ﬁ_l_ﬁl
igualando as duas expressoes anteriores:
ofR o A OIg otR B 1 ot B A
— o _(R.U)W —_— ¥ o1 % — E_1—v-R. (4.68)

Substituindo (4.68) em (4.67):
P(tg) = P(t)(1—3-R). (4.69)

Agora, sabendo que a poténcia emitida pela particula através de um elemento

de érea infinitesimal dA no tempo ' é dada por

dP(t) - .
dfq) =Sp R, (4.70)

e ao considerar que dA = R?d(), temos que:

dP(t)
0

= (Spy- R)R2. (4.71)

E considerando a equagdo (4.69), ao deriva-la com relagdo ao angulo sélido temos

que:
dP(tr)  dP(t), . .
ia -~ daq 177K
dl;(;f) = (Sp,- R)R2(1 - 3-R). 4.72)

Entdo, nota-se que a poténcia na qual estamos interessados é a poténcia emitida no
tempo retardado tg. Sendo assim, para determinar a poténcia irradiada em algum
caso de interesse fisico, basta integrar a equagado anterior na superficie esférica S

com angulo sélido d() = sin 0d0d¢, da forma:

p= £d0R2(§pr-R)(1—5-R). 4.73)
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Obtida a expressdo da poténcia irradiada por uma particula, podemos particulari-

zar agora para alguma situagdo de interesse fisico.

4.3.1 Radiacao em baixas velocidades

Para descrever a radiagdo emitida por uma particula em baixas velocidades,
inicialmente precisamos caracterizar o limite de baixas velocidades. Tal limite
é aquele em que v < ¢, i.e, a velocidade da particula é muito menor que a
velocidade da luz, ou equivalentemente v/c — 0.1 Considerando este limite
(¢ — 0) na expressdo para o campo de radiacdo (4.65), lembrando que R =
7—0tg = R=7, pois 7 — 0, e usando a identidade vetorial

ix (bx¢) = (d-c)b—(a-b), (4.74)
temos que o campo E,; em baixas velocidades é dado por:

E.(7 1) = ﬁ (1—e™) [r(? Ll (4.75)

Considerando a expressio para o campo E,; e o limite de baixas velocidades,
temos que calcular o vetor de Poynting associado ao campo para determinar a
poténcia emitida. Sendo assim, substituindo (4.75) em (4.66), considerando que
7 — 0, constatando que E,; - # = 0 e usando a identidade (4.74), temos que:

— — N 1 — ~ — — — — N —
Spn = Ejpp+ —{O(ERF) + (V- En) [0 — V x (7 x En)] }
— — N 1 - — N — A — - -
— Spn = E47 + W{z(Er1 -OEn)? + E4(OF) + (V- E;p) [0¢En
—V x (#x Eq)]} (4.76)
Portanto, vemos que precisamos calcular as seguintes quantidades: 0;E,1, Efl, 0z,

V-En, E,1-OE, e V x (7 x E;1).1 Realizados estes calculos, podemos substituir
as expressoes (E.9), (E.10), (E.11), (E.13), (E.15) e (E.16) na expressao acima para

10Vale lembrar que estamos usando o sistema de unidades em que ¢ = 1, entéo a constante ¢ ndo
aparece ao longo dos célculos.
1105 calculos referentes a esta parte podem ser encontrados no apéndice E



Capitulo 4. Aplicagoes da teoria da radiagdo 91

S pr1- Ap0s isto, podemos calcular o produto escalar S pr1 - 7, obtendo:

2
Gppn 7 = ( ea ) {sin2 0(1 — e )2 n 1 [sinZG(l — e~ "r)2

27T 472 m2r2 2r2
-2 — 2 —mr\2
sin“6 [ 2(1 —e ™) 5 _ _ cos” (1 —e ™)
+— ( p +me " | (1—e™) — p :

Substituindo a expressdo acima na equacdo da poténcia emitida por uma particula
(4.73), e lembrando que ¥ — 0:
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Esta é a expressdo para a poténcia emitida por uma particula em baixas velocidades
na eletrodinamica de Podolsky, ou entdo, poténcia de Larmor-Podolsky. De forma
que, a poténcia calculada é a que apresenta as corre¢des de Podolsky ao campo
de aceleracdo a uma distancia finita da carga. E importante enfatizar este ponto,
pois, do eletromagnetismo de Maxwell, temos que a radiacdo é a energia que
sobrevive no limite em que r — oo [37], ou seja, a uma distancia muito grande
da carga. Sendo assim, se tomarmos o limite de » — oo na expressdo (4.77)
recuperamos a poténcia de Larmor, ou seja, neste limite ndo temos contribuicoes

da eletrodinamica de Podolsky. De forma semelhante, se tomarmos o limite que
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m — oo, nota-se que P,; também recai na poténcia de Larmor (Pp):

pPL=—. (4.78)

Além de analisar os limites m — oo e r — oo, estenderemos o comparativo
das poténcias (4.78) e (4.77) fazendo um grafico superposto das duas expressoes,
a fim de verificar os seus comportamentos. Sendo assim, considerando o limite
inferior da eletrodinamica de Podolsky discutido na se¢do 3.5, m > 37,595 GeV,
construiremos os gréficos r x P,y /(e?a®) e r x P/ (e?a®) para valores de m neste

limite. Portanto, dadas as equagoes (4.78) e (4.77), ao renomear P,y — Prp temos:

€2ﬂ2 4 46—2mr 8"
P _ _ 1 _ —2mr _
LP o7 e + 272 + m2r2 272
Pip 1 L 4 gem2mr g
27 = Pl = a<1_e "t T e e ) 47
€2a2
P =——
L 67T
Py 1

Redefinimos as poténcias dessas formas, pois, estamos interessados somente no
comportamento qualitativo delas em funcédo de 7, ou seja, em funcdo da distancia
radial a carga. Agora, considerando m = 38 GeV como exemplo, podemos
construir o grafico (4.2).
Pxr
0.25_ L L e e B e

m=38 GeV

0150 ] Larmor-Podolsky

] ====- Larmor

Figura 4.2: Graficos das poténcias de Larmor P;, e de Larmor-Podolsky P p para
m = 38 GeV.
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Portanto, a partir da figura (4.2), nota-se que as duas eletrodinamicas preveem
um comportamento muito distinto para a poténcia a uma distancia muito préxima
da carga. Portanto, vemos que a eletrodindmica de Podolsky prevé que a poténcia
apresenta um decaimento “exponencial” préximo a carga, ou seja, ndo é a mesma
que a de Maxwell. Sendo assim, de acordo com a eletrodindmica de Podolsky, a
uma distdncia muito préxima da carga devemos medir uma poténcia maior do
que a prevista por Maxwell, até que a partir de uma determinada distancia os
valores medidos da poténcia devem coincidir. Além disso, vale enfatizar que se
o valor de m fosse maior, ou seja, a escala de energia fosse maior, a poténcia de
Larmor-Podolsky se aproximaria ainda mais da de Larmor. E para verificar isto,
podemos construir um gréfico semelhante ao anterior, mas desta vez considerando
m = 100 GeV.

P r
0.25 T

m=100 GeV

0.20

Larmor-Podolsky

0.10

0.05F==*=

Figura 4.3: Graficos das poténcias de Larmor P;, e de Larmor-Podolsky Prp para
m = 100 GeV.

Logo, percebemos pela figura (4.3) que o limite de Maxwell (m — o0) se mantém.
Por fim, um outro limite interessante de se calcular é o limite de » — 0, da
expressao (4.79), a fim de determinar o ponto de interse¢do dos graficos (4.2) e

(4.3) com o eixo das ordenadas. Fazendo isso, temos que:

1 —2mr —mr
lim [— (1 Loy % _ % )] _ 2 (4.81)

r—04 | 67T m2r2  m2r2 m2r? 37

Sendo assim, dado o valor de 1/67 para a poténcia de Larmor, temos que a

poténcia de Larmor-Podolsky é 4 vezes maior do que ela no limite que r — 0.



Capitulo 5

Conclusoes

Neste capitulo, apresentaremos as conclusdes referentes aos capitulos anterio-

res e perspectivas futuras relacionadas ao trabalho desenvolvido nesta dissertacao.

5.1 Conclusoes e resumos dos resultados obtidos

No capitulo 2 foram desenvolvidos os aspectos do formalismo lagrangiano de
uma teoria de campos de 2* ordem necessérios para o objetivo desta dissertacdo,
que consiste em realizar um estudo de aplica¢des da teoria da radiagdo na eletrodi-
namica de Podolsky. Contudo, antes de adentrar no formalismo lagrangiano de
uma teoria de campos de 2* ordem, foi realizada uma breve introdugdo sobre o
formalismo lagrangiano de uma teoria de campos de 1° ordem, com o seguinte
objetivo: fazer uma introducdo mais didética ao tema para quem nao tenha tanta
familiaridade com o formalismo lagrangiano de uma teoria de campos.

Verificou-se também que ha muitas semelhancas, e poucas diferencas, en-
tre uma teorias de campos com derivadas de 1% ordem nos campos e uma com
derivadas de 2* ordem nos campos. De fato, se compararmos as equagdes de
Euler-Lagrange associadas a cada uma, (2.19) e (2.29), vemos que a dltima difere
da primeira apenas pelo termo que envolve a derivada parcial da lagrangiana
com respeito as derivadas de 2° ordem dos campos. Portanto, ha semelhancas na
obtencdo delas, e.g., para o caso de 2* ordem a agdo é extremizada considerando
transformagdes a ponto fixo. Contudo, também ha diferengas importantes no
raciocinio usado para obtengdo das equagdes de Euler-Lagrange de 2 ordem, por
exemplo, além de considerar que a variagdo dos campos na fronteira da hipersu-
perficie é nula, também consideramos que a variagdo da velocidade generalizada
é nula na fronteira.

Apbs a obtencdo das equagdes de Euler-Lagrange de 2* ordem, e usando a
lagrangiana da eletrodindmica de Podolsky, foi possivel obter as equagdes de

movimento da teoria, (2.38) e (2.39). Dessa forma, vimos que, de fato, a partir das
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equagdes de Podolsky podemos recuperar as equagdes de Maxwell tomando o
limite apropriado, em que a — 04 (ou m — ).

Outros aspectos importantes de uma teoria de campos de 2* ordem também
foram estudados, como a conservacdo da carga e invariancia de gauge. Vimos
que, de forma analoga ao que é feito para uma teoria de campos de 1* ordem,
partindo da equacgdo de movimento (2.38) é possivel obter a conservagdo da qua-
dricorrente e, consequentemente, a da carga. Ja no que diz respeito a invariancia
por transformacgdes de gauge, como o tensor de Faraday (F*") é invariante por
esta transformagdo, e consequentemente a acdo de Podolsky, vimos que também é
possivel chegar a conservagado da carga dessa forma.

A fim de entender aspectos fundamentais de uma teoria de campos com
derivadas de segunda ordem, também foi realizado um estudo do teorema de
Noether para essa teoria. Porém, como ha mais de um teorema de Noether [1]
[2], nos restringimos ao uso do primeiro teorema de Noether. E sendo assim, foi
importante compreender alguns conceitos fundamentais associados ao teorema,
como o conceito de simetrias e grupos. No que diz respeitos as simetrias, usamos
o conceito geral de que as simetrias de um sistema sdo transformag¢des de um
determinado grupo que deixam a acdo invariante. E para contextualizar mais o
tema, foi apresentada uma breve introdugdo sobre teoria de grupos, que contém a
defini¢do de grupo e das representa¢des de um grupo. Dessa forma, vimos como
os elementos de um grupo podem estar associados as transformagdes de simetria,
que por sua vez deixam a agdo de Podolsky invariante e, consequentemente, levam
a quantidades conservadas. Sendo assim, chegamos a equagdo que representa o
teorema de Noether para uma teoria de campos de 2* ordem (2.77), que por sua
vez permitiu concluir que para cada gerador T, de um grupo teremos uma carga
conservada.

Além disso, depois do estudo realizado sobre teoria de grupos e o teorema de
Noether, foi apresentado o grupo de Poincaré, um grupo que esta relacionado a
diversas simetrias fundamentais da natureza. Vimos que uma transformacgéao de
Poincaré genérica, composta por boosts e rotagdes, assume a forma (2.83). E neste
sentido, mostramos como 0s parémetros by € Wyy da transformagéo restringem 0
nimero de parametros independentes do grupo de Poincaré para 10, que por sua
vez estdo associados aos 10 geradores do grupo. Por fim, um outro resultado im-
portante destacado foi a dlgebra que caracteriza o grupo de Poincaré, condensada
nas equagdes (2.88), (2.89) e (2.90).

Considerando o estudo feito sobre o grupo de Poincaré e as transformacoes



Capitulo 5. Conclusoes 96

de simetria, a partir da quadridensidade de corrente, vimos que a simetria de
translacdo espaco-temporal da origem ao tensor energia-momento candnico de
uma teoria de campos de 2% ordem. Este tensor por sua vez leva ao tensor de
energia-momento da eletrodindmica de Podolsky. Porém, apés esse raciocinio,
nota-se que o tensor obtido nado é simétrico. E diferentemente de uma teoria de
campos de 1* ordem, em que podemos realizar o processo de Belinfante para
simetrizar o tensor, para uma teoria de 2° ordem esse processo talvez nado seja
possivel, e caso seja é de dificil aplicacdo, conforme indicado na referéncia [1].
Logo, a simetrizacdo do tensor foi realizada seguindo a abordagem descrita no
apéndice C. Portanto, a partir da expressdo para o tensor de energia-momento
simétrico (2.99) da eletrodinamica de Podolsky, foi possivel concluir que o mesmo
é diferente do de Maxwell e possui uma estrutura mais complexa, sendo esta
diferenga proporcional ao parametro de Podolsky. Por fim, conhecendo a forma
desse tensor foi possivel obter quantidades relevantes da teoria de forma analoga
ao que é feito em Maxwell, como o quadrimomento PY, o vetor de Poynting S pea
densidade hamiltoniana H.

Por altimo, o capitulo se encerra com a obtengdo do tensor momento angular
total (orbital + spin) da eletrodindmica de Podolsky, e para obté-lo, utilizamos
um raciocinio andlogo ao caso do tensor de energia-momento. Considerando a
simetria de rota¢des do grupo de Poincaré, vimos que, pelo teorema de Noether,
o tensor momento angular total (2.6.4) de uma teoria de 2* ordem é conservado,
assim como o tensor de energia-momento simétrico (2.99). Além disso, foi possivel
separar o tensor momento angular total em duas partes, no orbital e de spin.
Fazendo isso, foi possivel obter os tensores genéricos de momento angular de uma
teoria de campos de 2° ordem. De forma que, ao considerar o campo de Podolsky
Ay (x), foi possivel obter os tensores de momento angular orbital e de spin, (2.133)
e (2.137), respectivamente. E ao fazer isso, concluimos que os mesmos recaem nos
tensores equivalentes da eletrodindmica de Maxwell quando tomamos o limite da
teoria, i.e., a — 04 oum — co.

No capitulo 3, a partir da andlise das equagdes de movimento (2.38), foi possivel
obter a equagdo de onda generalizada associada ao potencial A”(x). Este passo
foi importante, pois, a partir dele, vimos que o gauge correto da eletrodinamica
de Podolksy néao € o gauge de Lorenz usual, d,A¥ = 0. O gauge correto da
eletrodindmica de Podolsky é o gauge de Lorenz generalizado, conforme mostrado
em [15]. De forma que, foram apresentadas ao longo da discussdo as condigoes

fundamentais que ele deve satisfazer, mostrando o porqué ele é o gauge correto e
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o de Lorenz ndo. Dada a condicdo de gauge correta, vimos que é possivel usé-la
para obter a funcdo de Green da eletrodinamica de Podolsky.

E a partir da invariancia do potencial A* por uma transformacgao de gauge, foi
possivel obter a fungdo de Green de Podolsky associada ao potencial, que consiste
na diferenga entre a fungdo de Green de Maxwell e a de Klein-Gordon-Fock (KGF).
Porém, antes de obter as funcdes de Green, foi realizada uma breve introducgao
ao formalismo delas, com o intuito de facilitar a compreensdo dos raciocinios
desenvolvidos posteriormente. Apos isto, foi possivel obter a forma geral da
funcdo de Green de Podolsky, que conforme mencionado anteriormente, consiste
na diferenca entre duas, a de Maxwell e KGF. Sendo assim, a fungdo de Green
adicional que aparece, a de KGF, é exclusiva da eletrodindmica de Podolsky, no
sentido que, ao tomarmos o limite da teoria, terfamos somente a fungdo de Green
de Maxwell.

Além disso, em virtude da causalidade da teoria, foi realizada uma andlise
causal da funcdo de Green de Podolsky, a fim de determinar as fun¢des de Green
retardada e avancada, para posteriormente obter os potenciais retardados e avan-
cados, sendo os retardados aqueles de interesse fisico. A partir dessa andlise,
demos continuidade a obtengdo dos potenciais. Para tal, as funcdes de Green de
Maxwell e de KGF foram calculadas através do método dos residuos, em que os
calculos foram explicitados nos dois casos.

Através da funcdo de Green de Podolsky, foi possivel obter o potencial de
Lienard-Wiechert-Podolsky retardado. Além disso, verificamos que, no limite da
teoria, podemos recuperar a funcdo de Green de Maxwell a partir da fungdo de
Green de Podolsky, de modo que, para mostrar que isto é possivel, foi usada a
representagdo para a fungdo delta de Dirac proposta em [14]. Tendo verificado o
limite da teoria e obtido o potencial de Lienard-Wiechert-Podolsky (3.69), vimos
que é necessdria a especificagdo da configuracdo da particula para determinar
explicitamente o potencial, i.e., especificar a quadriposicdo e a quadrivelocidade.

Em seguida, a fim de caracterizar melhor a eletrodindmica de Podolsky, foi
realizada uma andlise do parametro de Podolsky a, o parametro fundamental
da teoria. A partir desta andlise, fizemos uma redefini¢do do parametro a, a —
a = 1/(2m?), e vimos que o novo parametro de Podolsky m tem dimensio
de massa, ou inverso de comprimento. Portanto, vimos que o parametro de
Podolsky esté associado a escala de comprimento (ou escala de energia) da teoria.
E por resultados ja obtidos na literatura [10], concluimos que a eletrodindmica

de Podolsky é uma teoria de altas energias, pois dado o limite inferior de m,
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m > 37,595 GeV, constatamos que para uma escala de energia menor ou igual a
esta ndo é possivel verificar experimentalmente a teoria de Podolsky.

Por tltimo, tendo determinado o potencial de Lienard-Wiechert-Podolsky, e
com o objetivo de explorar alguns aspectos do campo de radiagdo, calculamos
o tensor de Faraday retardado para uma carga em movimento. Partindo da
expressdo para o potencial (3.69), foi possivel deriva-lo para calcular o tensor F/V.
E a partir da expresséo final para o tensor de Faraday retardado (3.114), concluimos
que temos contribui¢des adicionais para a radiagdo emitida na eletrodindmica de
Podolsky, que sdo advindas de um intervalo tipo tempo. E essas contribui¢oes
ndo sao levadas em conta no eletromagnetismo usual, j4 que nele s6 levamos
em consideragdo a configura¢do da particula no tempo retardado, i.e., quando o
intervalo espago-temporal é do tipo luz.

Com o objetivo de dar continuidade ao estudo da radiac¢do, no capitulo 4
foi dado um foco nas aplica¢des dos resultados obtidos no capitulo 3. Mais
especificamente, no capitulo 4 buscamos determinar os campos elétricos gerados
por particulas carregadas a partir da expressao para o field strength (3.114), e os
potenciais a partir da equacgdo (3.88). Nesse sentido, determinamos os campos
elétricos e os potenciais gerados por uma particula carregada em trés situagdes:
repouso, velocidade constante e movimento acelerado.

Ao fazer isso, para o caso de uma particula em repouso, vimos que o potencial
e o campo sdo finitos quando calculados na carga, j4 em nivel classico. E este
resultado é uma grande distingdo entre a eletrodindmica de Podolsky e a de
Maxwell, dado que a tltima apresenta divergéncias para o cdlculo dos campos na
particula.

Agora, para o caso de uma particula em movimento uniforme, prosseguindo
de forma analoga ao repouso, também foi possivel determinar o campo elétrico
calculando E' = F, e os potenciais ¢(d,t') e A(d,t'). Contudo, a fim de fazer
uma comparagao direta com as expressdes equivalentes do campo e dos potenciais
no eletromagnetismo usual, foi necessario realizar uma mudanca de varidveis na
expressdo final. E essa mudanga foi feita de forma a tornar explicita a dependéncia
dos resultados com o tempo retardado e a posicao retardada.

Por dltimo, para o caso de uma particula em movimento acelerado, ndo foi
possivel seguir a mesma abordagem dos dois casos anteriores para obter o campo
elétrico. Isto ocorreu devido ao fato da expressdo para o field strength (3.114) ndo
envolver a aceleracdo explicitamente, ou seja, a dependéncia é implicita. Sendo

assim, utilizamos a abordagem vetorial para obter o campo elétrico. Dessa forma,
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calculamos primeiramente os potenciais (,‘b(cT, t') e A (CT, t'), que coincidem com
os de uma particula em movimento uniforme, e a partir deles tomamos as suas
derivadas para chegar a expressdo final do campo elétrico, levando em conta
o movimento acelerado da particula. Ao fazer isso, concluimos que é possivel
separar o campo elétrico obtido em campos de aceleracdo e velocidade. Porém,
diferentemente dos campos equivalentes no eletromagnetismo usual, vimos que
temos a presenca de termos adicionais nas expressdes dos campos que decaem
de forma diferente na eletrodindmica de Podolsky. Por fim, tomando o limite da
teoria, m — oo, também vimos que todos os campos elétricos da eletrodinamica
de Podolsky recaem nos seus equivalentes da eletrodindmica de Maxwell.

Com o objetivo de determinar a radiagdo emitida por uma particula, construi-
mos a expressdo para a poténcia emitida por uma particula a partir do vetor de
Poynting e do campo de radiagdo. Ap0s isto, particularizamos a nossa andlise
para um fendmeno radiativo, a radiacdo emitida por uma particula em baixas
velocidades. Dessa forma, dadas as expressdes obtidas anteriormente para a po-
téncia e para o vetor de Poynting em termos do campo elétrico, conseguimos
determinar a poténcia de Larmor-Podolsky a partir da especificagdo do campo
de radiacdo associado a este caso, dado por (4.75). Ao fazer isso, concluimos que
as poténcias previstas pelas duas eletrodindmicas apresentam comportamentos
distintos. De acordo com a eletrodinamica de Podolsky, temos que a poténcia
emitida é maior do que a prevista por Maxwell para uma distancia muito préxima
a carga, conforme mostrado nos gréficos (4.2) e (4.3), e a partir de uma certa dis-
tancia da carga, as poténcias passam a coincidir. Além disso, a partir dos graficos,
conseguimos concluir também que a medida que m aumenta aproximamo-nos
progressivamente do limite de Maxwell.

5.2 Perspectivas futuras

A partir do trabalho desenvolvido nesta dissertacdo, e das conclusdes apresen-
tadas, é natural pensar em possiveis extensdes do tema abordado. Sendo assim,
nesta secdo serdo apresentadas algumas perspectivas futuras para este trabalho
que poderiam ser investigadas.

Ao longo do capitulo 2, tratamos a eletrodindmica de Podolsky sem considerar
meios materiais, ou seja, levamos em conta apenas os campos produzidos por
fontes extrinsecas aos meios materiais. Contudo, da eletrodindmica de Maxwell,

sabemos que as equagdes de campo em meios materiais desempenham um papel
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fundamental na descri¢do correta de diversos fendmenos fisicos que envolvem
campos produzidos por fontes intrinsecas a esses meios, e.g., na polarizagdo e
magnetizagdo dos materiais. Portanto, uma perspectiva de ampliacdo ao que foi
feito neste trabalho seria estender o formalismo desenvolvido no capitulo 2 para os
meios materiais, a fim de saber como as equagdes de Podolsky seriam modificadas;
dentre outras quantidades de interesse fisico, temos o vetor de Poynting por
exemplo.

Com relagédo ao capitulo 3, alguns tépicos ndo foram analisados por fugirem do
escopo proposto. Contudo, a compreensédo deles seria de grande importancia para
enriquecer o entendimento da teoria da radiacdo na eletrodinamica de Podolsky.
Dentre esses topicos, destacamos os seguintes:

¢ Andlise de propriedades do tensor de Faraday retardado (3.114), e.g., ve-
rificar se as relagdes FI''F7Pe 0p = 0 e FF'D%€y0p = 0 sdo mantidas em

Podolsky!, tal como é em Maxwell, e as suas implicacdes fisicas.

¢ Obter uma expressdo para o tensor de Faraday retardado em que a depen-
déncia com a aceleracdo esteja explicita. Ao realizar isso, talvez seja possivel
reescrever o tensor energia-momento em termos da parte do tensor de Fara-
day retardado associada a aceleracdo, tal como é feito em Maxwell. Logo,
caso a eletrodindmica de Podolsky admita tal equagdo no caso geral, isto
possivelmente permitiria construir uma expressdo covariante para a energia

irradiada por uma particula.

Sobre o capitulo 4, ha véarios topicos possiveis de serem investigados que dado
continuidade ao trabalho desenvolvido e que ndo foram contemplados no capitulo.
Dentre eles, destacam-se:

¢ Obter uma expressao geral para a poténcia emitida por uma particula em

um movimento arbitrdrio, caso seja possivel.

¢ Fazer uma andlise da distribuicdo angular da radiagdo emitida por uma carga
em diferentes movimentos, e.g., movimento circular, velocidade e acelera-
¢do colineares, movimento circular instantdneo, movimento extremamente

relativistico, etc.

Na eletrodinamica de Maxwell, essas relagdes dizem respeito a ortogonalidade entre os campos
elétricos e magnéticos no tempo retardado, e a ortogonalidade entre o campo magnético e o vetor
radial que origina-se na particula no tempo retardado, respectivamente.
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¢ Investigar como se da o processo da expansao multipolar da radiacdo na

eletrodindmica de Podolsky.

Considerando o trabalho desenvolvido nesta dissertagdo e as perspectivas
sugeridas, vemos que hd muitos aspectos da eletrodinamica de Podolsky a serem
investigados. E tratando-se de uma teoria que tem a possibilidade de suplemen-
tar o eletromagnetismo de Maxwell, ou seja, explicar tudo que Maxwell explica
e prever fisica nova, mais especificamente no limite de altas energias, é funda-
mental a investigacdo experimental dos fendmenos que ja foram analisados na
literatura referente a eletrodindmica de Podolsky. Neste sentido, uma ultima
perspectiva futura seria a proposigdo de experimentos que possam investigar os

comportamentos previstos pela teoria, como foi realizado em [11] por exemplo.



Apéndice A

Notacao e defini¢des

A.1 Sistema de unidades

O sistema de unidades utilizado ao longo desta dissertacdo foi o Sistema
Natural de Unidades, em especial o que temos ¢ = /i = €y = pp = 1. Mas, por
que usar esse sistema? O sistema natural de unidades é muito 1til no contexto
de Teoria de Campos em geral e na Fisica Teérica, principalmente pelo seu apelo
computacional, ou seja, é mais fécil realizar calculos nesse sistema. De modo
que nao ha perdas ao usé-lo, pois, encontradas as grandezas de interesse, basta
fazer uma anélise dimensional adequada e converter para o sistema de unidades

desejado.

A.2 Espaco-tempo

O espago-tempo utilizado para descrever a eletrodindmica de Maxwell e de Po-
dolsky foi o espago-tempo quadridimensional de Minkowski (M), que difere do
espago euclidiano tridimensional (IE®) de vérias formas. E o uso do espaco-tempo
de Minkowski faz-se necessario dada a relacdo intrinseca da eletrodindmica com a
relatividade especial. Tendo isto em vista, serdo abordadas aqui brevemente algu-
mas caracteristicas, propriedades principais e elementos deste espago, necessarias
para a compreensdo desta dissertagao.

O primeiro elemento do espago de Minkowski que queremos dar destaque
sdo os quadrivetores (4-vetor), que podem ser divididos em dois, covariantes e
contravariantes. Tomando como exemplo o quadrivetor posicdo x* que especifica
a posi¢do de uma particula, definiremos o quadrivetor contravariante com os

indices em cima

102



Apéndice A. Notagio e definigoes 103

e o quadrivetor covariante com os indices em baixo
x, = (t,—7), (A.2)

sendo t o instante de tempo em que o evento localizado na posi¢do 7 = (x,y, z)
acontece. E sobre a convencdo usada, a menos que seja especificado o contrario
ao longo da dissertacdo, os indices gregos tomam os valores de u = 0,1,2,3, e os
indices latinos tomam valores de i = 1,2, 3, visando diferenciar quadrivetores de
vetores tridimensionais. Sendo assim, podemos ver que existe a seguinte relacao
entre as componentes dos quadrivetores covariantes e contravariantes: XV =xpe
xi = —X;.

Um outro objeto fundamental do espago de Minkowski é a sua métrica. A
métrica é dada pelo tensor métrico 77, que pode ser representado pela seguinte
matriz 4 x 4:

1 0 0 0
0 -1 0 0
- A3
=10 0 -1 o0 (A3)
00 0 -1

Aqui vale mencionar que estamos fazendo um abuso de notac¢do ao escrever que
Ny € igual a matriz acima, pois 17, representa um elemento qualquer da matriz
1 que representa o tensor métrico. Porém, como isto é comum no contexto da
relatividade, manteremos este padrdo. Dito isso, note que a métrica é uma matriz
diagonal que possui uma assinatura lorentziana, i.e., a parte temporal (1700) e
espacial (7;;) diferem por um sinal negativo, no nosso caso a assinatura especifica
é(+,— — —).

A métrica é um tensor muito importante por diversos aspectos. Dentre eles,

vamos dar destaque aos seguintes:

¢ A métrica permite calcular o produto escalar no espaco de Minkowski. Ou
seja, dado dois quadrivetores x e y quaisquer representando dois pontos do

espago-tempo, o produto escalar deles é dado por:

3 3
xy=), ) nuxly’ = 700x°y" + 1ty + nax?y? + 3y’
u=0v=0
— xOyO . xlyl . x2y2 . x3y3. (A4)

* A métrica ¢ invertivel. Ou seja, o tensor métrico 77, satisfaz a relacédo
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Nt = ! =~y = 14, em que a métrica inversa 7# é dada por:

1 0 0 O
0 -1 0 O
wo— A5
1 0 0 -1 0 (8.5)
0 0 0 -1

* A métrica é responsavel pela operacdo de levantar e abaixar indices. Ou
seja, a relagdo entre um quadrivetor covariante e seu respectivo quadrivetor

contravariante é dada pela métrica, da forma: x* = n"x, e x, = 17,y x".

Agora, note que nos dois dltimos itens o simbolo do somatoério foi omitido na
presenca de indices repetidos. Esta é a conven¢do da soma de Einstein. Ela é usada
justamente para indicar que ha uma soma implicita sob o indice que se repete. E
esta convengao foi usada ao longo de toda a dissertagéo.!

Por fim, os tltimos objetos de interesse que valem a pena mencionar sdo
os operadores diferenciais covariantes, mais especificamente a derivada parcial

covariante d,, e o operador d’Alembertiano. A derivada parcial covariante é

definida por
Iy = (%ﬁ) (A.6)
j& o operador d’Alembertiano:
92
O=0,0" = el V2. (A.7)

A.3 Tensores importantes

Dentre os tensores tratados ao longo desta dissertacdo, serd dado destaque
aqui a alguns: o tensor de Faraday F*¥ e o pseudo-tensor de Levi-Civita e/'f7.

A.3.1 Tensor de Faraday

O tensor de Faraday na eletrodinamica de Podolsky F,, é definido como
Fy = 0,Ay — dy Ay, ou seja, da mesma forma que na eletrodinamica de Maxwell.
Mas, sem maiores explica¢des a respeito, fica vago o porqué ele é definido desta

forma. Na eletrodindmica de Maxwell, a defini¢do do tensor de Faraday decorre

1Para mais detalhes sobre essa convencio, a referéncia [33] é indicada.
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naturalmente das equacdes de Euler-Lagrange (2.19), levando em conta a lagran-
giana que descreve o movimento de uma particula que interage com um campo

eletromagnético
L=—M,/o, ot —AuJt, (JF=evt) (A.8)

em que M é a massa da particula, [ a 4-corrente, v# a sua 4-velocidade, e a sua
carga e A" o potencial eletromagnético’. Mais especificamente, a definicéo origina-
se da equacdo da forca de Lorentz escrita em forma covariante. Esta equagdo
pode ser obtida ao inserir a lagrangiana (A.8) nas equagdes de Euler-Lagrange,

resultando em

0A, O0A

sendo Fyy = d,A, — dyAy o tensor de Faraday.

E na eletrodinamica de Podolsky, temos a mesma lagrangiana (A.8) descre-
vendo o movimento de uma particula carregada, pois, a lagrangiana de Podolsky
(2.32) consiste apenas no acréscimo do termo com derivadas de segunda ordem
nos campos a lagrangiana de Maxwell. Sendo assim, a lagrangiana que descreve
a interagdo de uma particula carregada com o campo nao sofrera modificag¢oes.
Além disso, ao substituir (A.8) nas equagdes de Euler-Lagrange de 2° ordem (2.29),
o termo referente as derivadas de 2* ordem vai se anular, dado que a equagdo (A.8)
nao depende de derivadas de segunda ordem nos campos. Sendo assim, teremos
a mesma equagdo da forca de Lorentz, e consequentemente no mesmo tensor de

Faraday, que assume a seguinte representacdo matricial:

0 E. E, E
~Ex 0 —B. B,
~E, B. 0 —B
~E. —B, By 0

Fu = (A.10)

A.3.2 Pseudo-tensor de Levi-Civita

O pseudo-tensor de Levi-Civita ou simbolo de Levi-Civita €, recebe essa
denominagdo de “pseudo’ pois ele na verdade ndo é um tensor, dado que ele ndo

se transforma como tal. Mas antes de falar dele, vale a pena relembrar o delta de

2Para mais detalhes sobre a construcdo da lagrangiana e da obtengao do tensor de Faraday,
consulte as referéncias [20] e [21]
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Kronecker ou simbolo de Kronecker. O delta de Kronecker é uma funcao definida

por partes da seguinte forma:

5 1 sei=j,
710 sei .

De modo que o simbolo de Kronecker guarda uma relacdo direta com o simbolo

de Levi-Civita, dado que o tltimo ¢ a versdo quadridimensional do primeiro’.

Logo, temos que o simbolo de Levi-Civita totalmente antissimétrico é definido

como
1 se v po é uma permutagdo par de 0123,
€wpr =4 —1  se pvpo é uma permutagdo impar de 0123,
0 caso contrario.

sendo o valor inicial €yjp3 = 1. E para levantar e abaixar os indices do pseudo-

0123 _

tensor usamos a métrica #"", de modo que € —1. Por fim, vale a pena elencar

as seguintes identidades relacionadas as contragdes do simbolo de Levi-Civita:

e contraido uma vez
Eupo€ P = 380567 — 885507 — 6%5h0) + 62808) + 63658) — orebel; (A1)
e contraido duas vezes

€pore!PY = 2(8557 — 885)); (A.12)

e contraido trés vezes
oo™’ =316 = 66); (A.13)

* contraido quatro vezes

€yvp(7€yl/p0' — 4! — 24. (A.14)

3Nesta parte a referéncia [2] é indicada.
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Condigdo de comutatividade de d e 9y, e

variacdao do hipervolume de integracao
d4x

B.1 Condicdo de comutatividade de é e 0,

O operador §, de forma geral, executa uma mudanga na forma e no argumento
dos campos u;(x). Porém, ha dois tipos de transformagdes possiveis, uma com o
ponto fixo e a outra com o ponto varidvel. De forma que, para ¢ e 0, comutarem, é
necessario que a transformacao seja feita com o ponto fixo. Se a transformagéo for
feita a ponto variavel, J e d, ndo comutam. Vamos mostrar isto explicitamente.

Seja 0 campo u;(x) e suas primeiras derivadas d,u;(x). Como ¢ executa uma
mudancga na forma e no argumento dos campos u;(x), ele fard o0 mesmo para

d,ui(x), ou sejal:

oui(x) = i;(%) — u;(x) (B.1)
3(0uui(x)) = 9yi1;(X) — 91 (x). (B.2)

Substituindo (B.1) em (B.2):

6(0yu;) = 9y, (6u; + ;) — Ay

Jx¥ o
= WW((SL{Z + ul‘) — a],ui

_oxV9(du;)  oxY ou
- oxt oxv oxt dxv

Portanto, da equacao (B.3), podemos ver que J e d;, s6 comutam se ¥ = x, ou mais

A notacdo ii;(X) esta sendo usada para representar a mudanga na forma e no argumento do
campo u;(x).
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explicitamente:

(5(ayui)

_ ox¥a(ou;) | ox"
~ oxH oxv oxH Itti = Oyl
ox?

= 0,,0v(0u;) + 8, 0vu; — Iy, T = 6, — delta de Kronecker,

= ay(éui) + ayui — ayui

A condigdo ¥ = x é justamente a condi¢do da transformag¢do com o ponto fixo.
Logo, somente para ela ocorre a comutatividade de é e d,,, para a transformagao

de ponto variavel, i.e., ¥ # x, temos que ¢ e d, ndo comutam.

B.2 Aproximacao usada na variacao do hipervolume
de integracao

Seja o volume de integragéo:

ox}, 0x" dx? dx}
4.0 I Ax! Axl dxl — 20771772 773 44
d*x" = dxgdxydxydxg = 9x( 0x1 90X X3

Lembremos que

/ / / /
axo 8x1 8x2 8x3

= = B.4

axo ax1 8x2 8x3 det] |]|’ ( )

— d*y = |]| d*x (B.5)

sendo |J| o determinante da matriz jacobiana. Agora, sendo |J(x)| = |J(x)|x, +

|J(x0) (x — x0)|, no caso em questdo temos que: |J| = 149, (dx"). Ou seja, estamos
fazendo uma aproximacao linear em torno de um ponto de equilibrio estavel do
sistema:

= d*x’' & [1+9,(6x")] d*x.
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Tensor energia-momento simétrico de
Podolsky

Neste apéndice queremos demonstrar como se obtém o tensor energia-momento
simétrico de Podolsky. Para isto, procederemos de forma andloga ao que foi re-
alizado em [5]. Como o tensor energia-momento de Podolsky simétrico é um
caso particular do tensor energia-momento genérico para uma teoria de 2° ordem,
obteremos primeiro a situacdo mais geral para em seguida particularizar para o
caso de Podolsky.

Entdo, seja a lagrangiana genérica de 2* ordem

L = L(¢i, 0ui, 940v i), (C1)
em que ¢; sdo os campos, de modo que [4,0,] = 0. Tomando a variagdo da
lagrangiana

oL oL oL
0L = =—=0¢; + ==——0(9u¢;) + s=—=——0(9,0v¢;
84)1' ()bl a(aygbz) ( ]44)1) a(ayayq)l) ( 12 V(Pl)
oL oL 1 oL 0L
= —0¢; + ==——=0u(0¢;) + 5 + 0,0, (6¢;), (C2
20" 50,00 2 56,0, a<aya,44>i>] w0 (o), (C2)

reescrevendo o 2° termo da equagdo acima

oL oL 0L
3u(060;) = 9y | == bp; | — Dy | =or | 5, C3
TENARARE ”[a@m) ¢ ] ”[a<ay¢i>] ¢ ©9
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podemos reescrever o 3° termo de (C.2) também da forma:

hh

1| ac oL
2|3

3,9, (6
90.9) a<avay¢i>] w291

1 oL oL
— av E [a(ayavgbz) + a(avay(,bl)] a#(5¢1)}

1 oL oL
_ av{z [a(ayavq)i) + a(ayayqbi)] }ay(54’i)

it [a<aia£u4>i> ’ a(B?ai@)] a“(‘s"’”}
o a’f{% [a@iaﬁuw ’ a<afai4>i>] }‘54’1}
* a”a"{% [a@iaﬁm y a@ii@)] }‘5"”" (€4
Definindo
I a{% [a@ii@) ! a@iﬂi@)] } 9
" E% [a(aigj@) " 3(535144’1)]' (0

ao substituir (C.3), (C.4), (C.5) e (C.6) em (C.2):

oL oL 1 oL oL
L= — —0y|=0—=—— 0,0,4 = op;
{aqz- “| 3G | T {2[a<ayavcpi>+a<avay¢i>”} /
+ 9y, [TTH5¢p; + TTM'9, (6¢y;) . (C.7)

Agora, definindo 0= ntd, ed, =9y — nyﬁ, tal que n,n" =1 (n é o quadrivetor
unitério n = (1,0) tipo tempo), temos

usando isto, podemos reescrever

T3, (8¢;) = 1M (3, + n,9) (8¢;) = 112, (5¢") + n, IT3(6¢),  (C9)
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sendo
I1"9, (6¢;) = 9, (ITHi5¢") — 9, TT" 5¢p;, (C.10)

ao substituir a tltima equacdo na penultima

1719, 6¢; = T1MV19,0¢p; + n, IT" 9 (5¢v;)
= 9, (TT"i6¢;) — 3, IT" 6¢p; + n, IT*'3(6¢p;), (C.11)

temos entao:
T1H5¢; + T1M9, (8¢y) = (ITM — 3,TTM)3¢p; + n, ITM'9(5¢') + 9, (IT'5¢;). (C.12)

Substituindo a expressdo acima em (C.7), temos que:

oL oL 1 ac oL
oo~ {5 ot oo e e

a‘Pz a(a]/lcpz)
+ 9, [ (TTM — 9, TTM) 5¢p; + n, ITM73(8¢p1)] + 9,9, (TTH15¢p;). (C.13)

Agora, queremos que o termo 9,9, (IT#5¢;) satisfaca

L= / dP+1x 0,0, (ITV5¢;) = / do,d, (T15¢;) = / dPxa, (1% 5¢;)
= [ dPx (@, = n,@)(11™6g) = [ aPx[o,(11"6g;) — n, (11" 66,
_ /V dPx [ (T1%5¢;) + 3;(T1%6¢;) — 1,3, (T1% 5]
= [ aPx0(115;) +3;(11%6g,) — non’a(11™69:)]
- /V dPx [0; (1% 6¢;)] = / dPx [0; (1% 6¢;)] = /B ds; (1% 6g)
= /B ds; (1% 5¢;) = 0, (C.14)

em que D sdo as dimensdes espaciais, R é a regido de integracdo englobando todo
o espago-tempo, V é o hipervolume e denota a fronteira dessa regido, e B é a
hipersuperficie que delimita V. Logo, o resultado de I; indica que estamos consi-
derando somente as variagdes que satisfazem ds; | 1%, ou seja, as componentes
espaciais do vetor I1%4¢; sdo ortogonais a B. Além disso, do pendltimo termo de
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(C.13) temos também que
o= [ @3, (11— 3,11)ag, + m, 11"5(3¢:)], (C.15)
logo
Iy = /B dor, [(TTH — 3, T8¢ + 1, T 5(3gs)]

_ /B do [T OMisg; + 7 Dki§(3g,)] / do, Z s @0 gy, (C.16)

sendo N = 2 neste caso dada a ordem das derivadas consideradas, e

aOm =114 — 9 TTH, (C.17)
gt =y 1 (C.18)
o) =

1, k=0
9, k=1

Agora, convém definir o gerador G, que posteriormente serd associado aos gera-
dores das transformacdes, da forma

G= / d(fy[ 2 i cpl)+£(5x”] (C.19)

introduziremos a variacao total® §

i eupSi] i)
8; = 0 + ¢i(x) — i (x) = 5¢p; + Aepi(x)0x° — T ]2 :
. epSif (09 gy)
5(091) = 6(31gy) + 05 (30 gt — 1
R R 5SP(30,
— 5(0) = 509 y) — 053 porc + ; o, (C20)

!Mais detalhes sobre as defini¢des a seguir podem ser encontradas na referéncia [3].
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e vamos substituir (C.20) em (C.19):

N-1 eapt®misHP (30 .
— (k)i _ (Rpi g, " ij ]
G Bday{kg[ 5(@¥gy) — n ¥, (3%)g,)0x% + .
+,C5XV}. (C.21)
Sendo ,
ffﬁ)uz Sl i S300) g + i) S36 01 0" g + M5Bk gs], (C.22)

em que Sffﬁ = ¢*gPrS pAvp, dada a expressdo acima pode-se mostrar que f satisfaz:

(k) caBA (k)
eMr «S),0
e, = — 5 % (C.23)

k k
fone = —fA(y),,- (C.24)

€

Para mostrar (C.23) e (C.24) usaremos a antissimetria de €' e Siﬁ nos indices A e

v.2 De (C.23), dada a antissimetria de €, temos que:

Av (k)

1
o € 7.[’(10‘) ’X.Ba (P + 7-(1/&) Avs’xﬁa (P + nA) )LVS’X:Ba( )(Pﬁ]

2[ 0
;[e 8550 g, — 51830, 1 7P sifykip,]

o

A P

> € AV T 2

(C.25)

De (C.24), dada a antissimetria do tensor S nos indices inferiores, ao fazer a troca
de indices f W fAW temos que:

15, = 2[5k gp — nl) 1550 gy + ik 52550 )
= 2 [ nlstha® gs — ml S50 g — nfl) 530 )
:_%[ S0 Mg + i) SHEIM g + el 5500 g
= fi = ~Fuw (C26)

2Aqui vale fazer a seguinte observagao: a quantidade €!V é o parametro de transformagao w"”

apresentado anteriormente, cuja antissimetria foi mostrada em (2.87).
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Agora, sendo (ng = egyx?* + ag, entdo

8((5x,;) n
“oxP €cudp = €cps
logo
4
k) o _ ¢K) pz _ (k) 9(6x*)
fuo€ fupée = — fupe (k)€ " upE T 5P
af af(k)
= — M5t 4 S, (C.27)

e integrando o 1° termo de (C.27) em uma hipersuperficie S:

axp 2

(k) 5+€ - (k) 5 &
[ o W o) _ 1 /W W fupr) [dor 3 fouzdx)
(o o (o

2 axp axp

(C.28)

a(F*.ox¢
N /dUﬂMZE /dguap 5x§ /dgpaﬂ f( )5x§) .
(2 ax‘o 2

Agora, avaliando as duas integrais do lado direito da equagdo (C.28) em duas
hipersuperficies distintas, 0(,) e 0(y), e calculando a diferenca:

b= / dot 3 ( f;ﬁ)ééxé) - / do 3¢ (£5).5x%)
I(1)

(7(2
1
: (k) 5.
2[/ do 0 (£ F)6x) / dapa”(fypgéx )]
41 / do 3¢ (£5).5x%) - / dapaﬂ(f“‘)(sgc?)]
2 Heg

] s ]

= / P x [0, (FRl6xt) =0 pois  [9%,07] =0 (C.29)

Logo, como o termo 9 ( flg plzéxg) é nulo entre duas hipersuperficies, dado o resul-

tado de (C.29), ele ndo contribui para o gerador. Portanto, invertendo novamente
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os indices de f, i.e., fp(/;)g — f(;;{p)g,?’ podemos escrever G como
N-1 R
G = / do, | Y a®meg@®p,) — TH6x, |, (C.30)
B k=0
sendo TH" o tensor energia-momento, definido da forma [3]:
Ve g® v
vV — Qv 1%
™ = Ig) (19”0 by ) —ap(f(k) )] — g L. (C.31)
Agora, considerando uma transformacao de Poincaré
oxy = evgxg +ay,, (C.32)
5(0Wgy) =0, (C.33)
podemos escrever o gerador (C.30) como
G= —/ do, THéx, = — / doy T (eyex® + ay)
B B
— G = —ev,;/ dUHTWxé — / do, T ay, (C.34)
B B
definindo
pv = / do, T, (C.35)
B
= / do, MME, (C.36)
B
sendo MW = TH & — THERY, (C.37)

3Note que o (k) ndo é um indice como os outros, ele apenas cumpre o propésito de explicitar a
relacio com 9(¥). De forma que também poderiamos ter escrito f da forma fik)upe sem prejuizos,

mas isto ndo foi feito para ndo sobrecarregar a notagao.
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temos entao

1
v /B doy, TH xS = 5 |eve /B doy, TH xS — €z /B doy, TH xS

1
=—le do, THx% — € /da THS xV
2 VC‘/; H vg B H

_ ™ (C.38)

logo, o gerador G assume a forma:

€v§]V€

G:—LIVPV— 2

(C.39)

E como G é um gerador, pelo teorema de Noether temos 0,,T"" = O e ayM?”’C =0.
Por fim, temos que

OuMHME = 9, (THx%) — 9, (THx")
= 9, TH'x® + TM9,x* — 9, THx" — TH9,x"
= 0, THxb + TH65 — 9, THx¥ — M),
= 0, T"x% 4+ T — 9, THex" — T
—Tév _1v¢ —
— T% =T, (C.40)

logo, podemos concluir que o tensor energia-momento dado por (C.31) é simétrico.

Como estamos interessados em obter o tensor energia-momento simétrico de
Podolsky, basta aplicar o resultado (C.31) para o caso de Podolsky; i.e., considerar
L — Lp. Logo, considerando a lagrangiana de Podolsky

FME
Lp=—— "2+ a9, FIe9, F, (C.41)
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e de acordo com (C.31), temos que o tensor desta teoria é dado por
1
k A(k
T = kg (700" (@M Aq) = 9p(Fi5)] — 1" L, (C42)

sendo
aOpe — e _ 0,11,
AL § L

e e o [1] 9Ly oLy
(9, A,) 200,00 A0) (3,9, Aq)

t

[n(k)ﬂaszzﬁ(k)Aﬁ + n(k)V“SZZ§(k)Aﬁ + n(k)P“5225(k)Aﬁ},

1
Hov _ -~
fiy =3

. . v
e considerando um campo vetorial, SZ g assume a forma [3]:

Sk = 1" ap — 11
Agora, definindo
[ — JoLp
~0(0,AL)]
LV‘:"‘ = 1 aﬁp + aﬁp )
2 0(0u0zAx)  9(9g0An)

podemos reescrever

7-[(0)”“ — Ly“ — 28@’[4#60‘ _|_ ng/a\Lﬂ@'“,
7-[(1)]4“ — nényé“ — ngLVg(X,

com isso, T}fv assume a forma
Tp = (LM = 29:LM")9" A — o (Flo) + FI5) — ™ Lo, (C.43)

em que a notac¢do < indica que os dois membros da equacdo sdo iguais a menos
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de uma derivada total. Calculando os termos da expressdo anterior

(0)

fﬂPV —

Y = % [n(o)ﬂaszzﬁ(O)Aﬁ + n(@Wés%ﬁ(O)Aﬁ + N(O)Paszgﬁ(o)/\ﬁ], (C.44)
1
n ~ 2

[rMreshia) AP+ m(vestioM AP 4 n(Deeg ol AP], - (C.45)
em que

e Oregia0) AP — (L1 — 29, LM% 4 nz9LMe%) ST AP,

e ghid AP — ne LSt 9 AP,
e somando (C.44) e (C.45) temos que

1 ~ .
fioy 8 = 5 [(Oresli AP + 7 shia AP) 4 (O sEE AP 4 mlDrestio AP)

+ (nOpes k AP 4 7St AP)],

mas note que cada uma das somas entre parénteses pode ser escrita como
(st AP 4 (Ve sEo AP = (LM — 20 LF%) ST AP,

entao

1
floy + FH = 5 [ = 20 L) ST AP + (L' — 20 L) S{L AP

+ (LP% —29¢L°%%) S, AP,
logo, podemos reescrever Th' como
1
Th = (LM — 20zLF")9" Ay — Eap{ [(LP# — 20zLPSH) — (LM — 207LF6P)] AY
— [(L"* — 20 L"S") + (LM — 29zLFEV)] AP + [(LFY — 20LF%")
+ (LY — 20;L7%0)] A”} — " L. (C.46)
Ao calcular alguns termos da expressdo acima, temos que

LPH = —FHP,
LPSH — a(ZWCuanw — népanT# — Uuparpréf)’
LFF — 20 LPSH = —FM — 2a(20"9.F*F — 0P9 FTH),
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e ao usar a equagdo (1 + 2a0)0F™ = 0 em (C.46), obtemos:
T, < F'gFPY — ' Lp +2a (2019 F7, — 9,0 F")F". (C.47)
Porém,
2a(28V8TFTp — o0 FTH)FF¥ < 4a8V8TFTp FPY 4-2a0:F™"0,FF", (C.48)
pois

3y (3 FHFP’) = 3, (9 FFFP + 3, F™M9,FF")
— (0 FM)FY = 3,(d FMFP¥) — 3. F7+9,FF
—0p (3. FTH)FPY < 9, F™M9,F,

e se usarmos a identidade de Bianchi (2.39)
OHF™ = 9TFM 4 o F'¥, (C.49)

obtemos

4ad" (0 F", FF") = 4a[0" (9-F™)F," +0-F", 0" FF"]

4a[07 (0" F*P)F," + 0 F", 0" FF"]
4a[0-(0"FM + O F™")F," + 9. F", 0" F*"]
—> 4a[0"(9:FT, F*") — 9:F7, 0" F*] = 4a[0.:9"F'*F," + 9:0° FTHF,"]

409" (9 F7, ) FP" = 4a[9:9"FME," + 0:0°F™"E,"],  (C.50)

mas

97 (9:F"F,") = 979 F*F," + 0" FM).F,"
—> 070:FIPF," < —0TFMYF," = "I FY,
—> 970 F'"F," < 0TF"9.F, (C.51)
e 0:(0°FF,") < —0°F™3.F,", (C.52)

logo, substituindo (C.51) e (C.52) em (C.50):

400" (9. F7, ) F*" < 4a[9"FM09.F', — F FHO.F,"]. (C.53)
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Portanto, o tensor energia-momento simétrico de Podolsky é dado por:
Ty = F'oFPY — g Lp +2a(207F"°9 F', — 20°F 19, F," + 0. F™"9,Ff"). (C.54)

E substituindo a lagrangiana de Podolsky na expressdo acima pode-se mostrar
que:

1 1
Ty =" EupE*? — FIUFY, — 20 (En”“BaP"‘ﬁavPYﬁ + FUOF, + FOF,

+ FF9,05FFY + FY*0,0pFPI — aTFTP‘aWFW) . (C.55)



Apéndice D

Resoluc¢do da integral da funcdo de Green
retardada de KGF

Para resolver a integral (3.61), serd adotado aqui o mesmo procedimento de [28].

Vamos reescrever (3.61) como:

; ooexp[i(DK—i-(t—t’) K2—|—(2a)—1]
21 /—oo K2+ (2a) "

Oft—t) [ 9
ret N —
Grorlxx) = =75 {aD

o [ i o exp [—i(DK—I— (t—t)\/K2+ (2a)*1)}
2 —/ k| b o1
oD | 27T /- K2+ (2a) 1
Usando a definigdo
. o exp [i(DK—k(t—t’) K2—|-(2a)—1]
F(D) = - / dK, (D.2)
27T J -0 K2+ (24)71
temos que
O(t—t') (dF(D) oF(D)
ret AN
Gror(x,x') = 47D ( D " 3p ) (D.3)

sendo F(D) o complexo conjugado de F(D). Agora, fazendo a mudanca de
varidveis K = I sinh ¢ em F(D) com [? = (2a) !, temos que:

i /oo exp [i(Dlsinth— (t — t')\/(lsinhq))Z _Hz]

F(D) = — d(Isinh @),
(P) 271 J oo v/ (Isinh ¢)2 + 12 ( ?)
_ i[> expli(Dlsinh¢ + (t —#)lcosh ¢)]
=5 /_Oo Icosh Icoshpde,
- ﬁ/ exp[il(Dsinh ¢ + (t — ') cosh ¢)] de. (D.4)

121
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Agora, note que o valor do integral depende da relagdo entre D e t — t'. Como
estamos analisando o caso retardado, temos que t — ' > D.
Fazendo a definicao

t—t'=+vAcoshgy e D=+ Asinhgy se t—t >D,

em que A = (t — t/)? — D?, podemos substitui-la na integral (D.4), obtendo:

) 0
/ exp [il\/Xcosh (¢ + goo)] do = / exp [il\/Xcosh (p+ cpo)} do

* /000 exp|ilv/Acosh (9 + go)| dg,  (D5)

Reescrevendo exp [il V/Acosh (¢ + q)g)} explicitamente em termos das fung¢des

seno e cosseno,
exp [ilﬂcosh (¢ + goo)] = Cos [l\/Xcosh (¢ + (po)} +isin [l\/Xcosh (¢ + o) |,

e apo6s algumas manipulagdes, conseguimos reconhecer que a integral em (D.5) é
composta de representagdes integrais de fun¢des de Bessel

o0

/oo exp [il\/Xcosh (p+ goo)] do = imJo(IVA) — TNy (IV'A), (D.6)

em que Jp é a fungdo de Bessel de primeira espécie e Ny é a fungdo de Bessel de
segunda espécie, de forma que as fungdes sdo de ordem zero. Usando (D.6) em
(D4),

F(D) = ﬁ [injo(lﬂ)@m) - nNo(lﬂ)@(A)} (D.7)

_% [JOWK) + iNo(l\/X)](@()L), (D.8)

em que @(A) é a funcdo de Heaviside:

1, A>0
QM) = {o R
, <0. (D.9)
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Retomando a notagdo A = (t — /)2 — D? temos:

F(D) = —% []0<l\/(t — )2 — D2> +iNp <l\/(t 2 DZ)} O((t — ')2 — D?).
(D.10)

Ao substituir (D.10) em (D.3), o termo que multiplica i vai se cancelar dada a

soma de OF(D) /9D com seu complexo conjugado, sendo assim!

ret w0 —t) [ alJo(ly/(t—t)2—D2)O((t - t')* — D?)]
Gror(x, x') = D |~

oD
:@S:T_Dt/) <2D]0 (l\/(t — )2 — D2)5((t —t')? - D?)
(I (t—t)2—D?) a(1/(t—¥)? -D)g o
o(ly/(t—t)>—D?) oD —t) _D)>

—% <2D]0 (l\/(t — )2 — DZ)(S((t —t)*—D?)

ID ,
+i11/ (l\/(t )2 — Dz) VT Dz)@((t — )2~ D2)>

—% <2D]o (1 (e = )2 = D2)s((t — )2 — D?)

~ i (l (t—1)2 - D2> N tl/]‘; — D2)®((t — ') — D2)>

:(QS:T_DH) <2D]0 (l\/(t — )2 — Dz)(S((t —t')? - D?)

DIJ;(1y/(t — t')? — D?)
V-

—w <]o< \/( t)? — D2>5((t — ') — D?)

(1= P = DY)
NI

voltando com as notagdes A = (t — /)2 —D? = (t—t')2 = [F 7> = |[x — X/|? e

O((t—t')? - D2)>

O((t—1t)?— D2)>, (D.11)

1Em um dos passos do célculo em questio foi usado que J_1(x) = —J;(x), isto é uma proprie-
dade da fungdo de Bessel que decorre da sua definicao [35].
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1> = (2a)~!, podemos reescrever a equagio acima como:

ret N O —t) |x — x| oy O(x =) <|x—x’|>
Ger(x,x') = T []0( T )(5(|x x'[%) |x—x’|\/8_ah ik
(D.12)

Agora, consideremos a seguinte propriedade da funcdo delta de Dirac

6(x)f(x) = 6(x)f(0), (D.13)

em que f(x) é uma funcdo arbitraria. De fato, podemos verificar essa propriedade
lembrando que

/ " () dx =1, (D.14)

e sendo

ao multiplicar por 1 a relacdo acima a direita em termos da J(x):

| sofx)ax = £(o)
— O;(S(x)f(x) dx = £(0) / 0:05(9() dx
— /_Z 5(x)f(x) dx = /°° 5(x)£(0) dx
= (x)f(x) = 6(x)£(0).

E de acordo com essa propriedade, temos que:

Jo<"%2_f')5(lx — ') = Jo(0)5(|x — x'|?). (D.15)

Contudo, dada a representagdo em série da funcdo de Bessel de primeira espécie e

de ordem zero

= Jo(0) =1, (D.16)
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temos:
|x — x| 2y 2
Jo< N )mx o) = (x —x'P) (D.17)

Sendo assim, podemos reescrever a fun¢do de Green como:

., 2 .
Gitp(x vy = 21 [5<|x—x'|2> (B ')] D18)

Esta é a expressao para a fungdo de Green retardada de Klein-Gordon-Fock que
queriamos determinar, vide (3.62).



Apéndice E

Céalculos da radiacdao em baixas veloci-
dades

Para obter o vetor de Poynting S pr1, dado por (4.76), precisamos calcular: E}l,

E, -OE,, 0#,V-E., 0:E,; e V X (7 x Eﬂ). Sendo assim, usaremos o sistema de
coordenadas esféricas por ser o mais conveniente para os cdlculos em questéo.
Além disso, sem perda de generalidade para o caso que estamos trabalhando,
podemos considerar que a aceleragdo estd na direcdo 2, i.e., @ = aZ. Logo, no
sistema de coordenadas esféricas temos que @ = a(cos 87 — sin 88). E desse sistema,

126
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as seguintes rela¢des do calculo vetorial serdo tteis:

V x (8f) =gV x f+(Vg) x f, (ED)
f 19f5, 1 of4
V=5t 809 T sing ap "’ (E-2)
- o= 1 8(r2fr) 1 d(sinffy) 1 9dfy
f_,,_z or +rsin9 a0 +rsin9 ap’ (E3)
@ " f: 1 8(s1n9f¢) afg R + 1 % . a(rfﬁb) é
rsin@ 00 o r|sin6 d¢ or
1[atrfs)  af,] .
+;[ o 20| .
1 0%(rfy) 1 0 of 1 9%f
2, 1 r 9 - 9]
Vif= 2 or2 + r2sin 6 06 s1n989 + 12 sin? 6 0¢p?’ (E5)
V2 = (V2 f),f + (v2f>eé+ (V2)pds (E-6)
2z _1P(f) 1 ofy L&
sendo  (V°f)r = r  or? 12 sin98(9 sin63y 00 + 12 sin? 63752
C2fr 2 A(fpsing) 2 dfy
r2  rZsinf 00 r2sinf d¢

2 -
(Vif)o = r o or2 r2sin 6 00 L r2sin? § 02

_fo 20f,  2cosf 9y
2sin20 1200  12sin20 dp

o 1(rfy) 1 a( n98f¢)+ 1 9%,

o 1(rfe) | 1 3<Smeaf9>+ 1 P

) 1 9 9
(Ve = r or2 r2sin 0 06 00 r2sin? § d¢?

_J n 2 dfy , 2cosb dfy
r2sin?f  r?sinf dp  r2sin?0 dp

Considerando as relagdes acima, podemos calcular agora as quantidades de

interesse mencionadas anteriormente.

e Para dyE,1, temos que derivar E,; com relagdo a ' no tempo retardado, i.e.,

fazer Oy E,|y— tz, de forma andloga ao que foi realizado em (4.46). Logo,

sendo ( )[( ) ]
N 1—e ™) (7-d) —4d
Erl(r/t)_47_[ r 7
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temos que’:

[(P-a)7 — d]
9¢(1 " E.7
+47T H(1—e™) (E7)
Lembrando que
R 7R . OR__Ro
o/  R—F-R a' R—F.R

ao considerarmos o limite de interesse ¥ — 0 temos que 0;R = 9Jr =
iR = 0,7 =0, logo 9;(r~1) = 9;(1 — ™) = 0. Além disso, falta calcular
o¢[(?-d@)7 — d]. Sendo 0;d = 0, temos entdo

[ (P-@)? —a] = 0y(P-a)7 + (7-@)0F
ﬁ[a_) 70 ]+( ﬁ)(at?)—?aﬂ’

= 0[(?-d)f —d] = 0. (E.8)
Portanto, como 9;(r~!) = 9;(1 + e~™") = 9[(#-d)# — d] = 0, temos que:
0Eqy =0 = 9?E,, =0. (E.9)

e Para E%, temos que

2 (1—e ™)2[(P-7)% +a*—2(7-7)?

En)? =
(En) 16772 r2
B o2 (1 _ efmr)z [az _ (?_5)2]
1672 r2 ’

e sendo #-4 = a, = acos 6, obtemos:

L, (1—e™)?[a® —a®cos? )]
n16m2 r2
2.2 —mMr\2 o342
= eca” (1—e™)sin” 0
= By =1 > . (E.10)

IEstamos novamente escrevendo 9; ao invés de dy, i.e., fazendo 9;E,; = 9y E,q ltr—tp
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* Para [J#, como 9;# = 9?# = 0, ao considerar a expressio para o laplaciano
em coordenadas esféricas (E.6) temos que:

2
22

OF = (0?2 — VAP = —V?# = 5 (E.11)

e Para V-E,q, sendo 4 = a(cos 67 — sin 66), o campo elétrico em coordenadas

esféricas é dado por:

- e (L—e™)[(?-d)? —d
rl — 7 —
47 r
" e (L—e ™) [(ar — ay)? — agh — apd]
Erl — 4_
T r
- ea (1 —e™)sinb »
= — 0 E.12
rl 477 " ( )
ea (1—e™)sin6
— E. = 0, Ep = — , Ey = 0.
’ 7 4n r ¢

Logo, ao usar a expressdo para o divergente (E.3) temos que:

$E, %% [“ =) Si“%]

47
ea 1 a( ZB( 1 J(Eysinb) n 1 8%
47‘[ or rsin@ 00 rsin @ 84,
1 B(Egsinﬂ)
~ rsin@ 20
= o ea (1—e” W)cosG
— V- -E, 27r 2 (E.13)

¢ Para Erl . DErl, temos que inicialmente calcular DEH. Como Bfﬁrl =0 —
OE,; = —V2E,;, temos que usar a expressdo para o laplaciano vetorial (E.6)
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para calcular OJE,q, logo:

0 J 0
. 102(rE/) 1 4 J 1 2F
X 25 1 7 g . T r
P— (VEn)r F o2 Zsin6 o0 sinf 20 | * r2sin? 6 9¢?
0 0
B 2%_ 2 O(Egsing) 2 8%
2 125in® 00 r2sinf 9y
B _24(1 —e ") cos b
Y r
A B 12(rE,) 1 o . 0F 1 K
0 2E _ - — 0
— (V7En)o r o or2 + 2sinf a0 \ >V 30 i 12sin? § d¢?

0 0
Eg 28%_ 2cos6 E)%

r2sin20 1290  r2sin?0 Oy

_ ea [2(1 —e ™) sinf n m2e~ " sin()]

CAx r3 r
0 0 0
R . 19(rE¢) 1 9 ) 1 k4
2 (4 . ( (4
En)p=- o
¢ — (ViEn)y v or? + r2 sin 0 06 sin ¢ 00 + r2gin? 6 0¢?
0 0
B % 2 a%’+ 2cosf JEy
r2sin?@  r?sinf op  r2sin’f 9y
=0
_ mr __ p—mr 1
. OE, = 4(1—e )cosO?_i_ 2(1—e"™)sin@
4 r3 r3
2,—mr o
n m-e : sm@]é} (E.14)

Portanto, dada a expressao acima, temos que:

- - e2a®2 (1—e ™)sinf, | 4(1—e ™) cosh
Er-UEn = 167‘[2( r / o ( 3 ) r

2(1—e™)sinf m?e " sinf | ,
+ i + :
r r

— Erl * DErl =

e?a® (1 —e™)sin?0 | 2(1 — e ™)
1672 r2 r

+ mze—W] . (E.15)
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e ParaV X (7 x Erl), temos que usar a expressdo para o rotacional em coorde-
nadas esféricas (E.4) e a identidade (E.1). Sendo assim, calculando # x E,

ea (1—e™)sinb

?XEHZE , #x0
_ea (1—e7")sinb ,
4 r

e substituindo na expressédo V x (# x E;1):

Y r

= = = ea (1—e7™)sinb ,
Vx(er,l)—Van p qb]
_ea {sin@(l —e‘mr)ﬁ <

Ry [siné(lr—e_mr)] " 43}

: _ ,—mr ~
ea{sm@(l e )[cote?_le

T 4m

r r r

(1—e ™ —mre ™)sinb . .

— 5 rx ¢
r ~
=9

— ﬁX(TA’XEﬂ)_

ea [2(1—e ™) cosf, me ™ sinf ,
4

7 — 9] . (E.16)

Por fim, com as expressdes (E.9), (E.10), (E.11), (E.13), (E.15) e (E.16) podemos
calcular o vetor de Poynting Spy1 em (4.76).
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