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Imagine
(John Lennon)

Imagine there's no heaven
It's easy if you try

No hell below us

Above us only sky

Imagine all the people
Living for today (ah ah ah)

Imagine there's no countries
It isn't hard to do

Nothing to kill or die for
And no religion, too

Imagine all the people
Living life in peace

You may say that I'm a dreamer
But I'm not the only one

I hope someday you'll join us
And the world will be as one

Imagine no possessions

I wonder if you can

No need for greed or hunger
A brotherhood of man

Imagine all the people
Sharing all the world

You may say that I'm a dreamer
But I'm not the only one

I hope someday you'll join us
And the world will live as one



RESUMO

Esta pesquisa insere-se na linha de pesquisa RelacGes entre Histdria e Educacdo Matematica e
tem como objetivo descrever a evolucdo histérica que culmina na concepcdo da Técnica da
Transformada Integral Classica, e as motivacdes que levaram a sistematizacdo do seu modelo
generalizado. As técnicas tém como foco resolver EquacBes Diferenciais Parciais (EDP) a
principio ndo trataveis pelas teorias classicas, como o conhecido método da separacdo de
varidveis. Pretendemos fazer uma construcdo histérica, considerando o contexto do seu
surgimento e desenvolvimento, passando pelas diversas modificacdes sofridas até se tornar uma
técnica analitica e, posteriormente analitico-numérica, que acompanha a velocidade das
abordagens puramente numéricas e os avancos do mundo tecnol6gico. Para atingir esse
objetivo, descrevemos a Transformada Integral por N.S. Koshlyakov e os estudos detalhados
realizados por G.A. Grinberg (1948) e M.D. Mikhailov (1972). Para assim, podermos entender
e apresentar os conceitos que surgiram com o formalismo da Técnica Transformada Integral
Generalizada (GITT - Generalized Integral Transform Technique), proposta por Ozisik e
Murray (1974). E, por fim, mostramos a unificacdo das propostas que geraram a Técnica da
Transformada Integral Classica (CITT — Classical Integral Transform Technique) de Ozisik e
Mikhailov (1984).

Palavras-Chave: Histdria da Matematica; Equacdo Diferencial Parcial - EDP; Transformada
Integral; Técnica da Transformada Integral Classica — (CITT); Técnica da Transformada
Integral Generalizada — (GITT).



ABSTRACT

This research is part of the research line Relations between History and Mathematical Education
and aims to describe the historical evolution that culminates in the conception of the Classical
Integral Transform Technique, and the motivations that led to systematization of its generalized
model. The techniques focus on solving partial differential equations (PDE) at first not treatable
by classical theories, such as the known method of variable separation. We intend to make a
historical construction, considering the context of its emergence and development, going
through the various modifications undergone until it becomes an analytical and, later,
numerical-analytical technique that follows the speed of purely numerical approaches and the
advances of the technological world. To achieve this goal, we describe the Integral Transform
by N.S. Koshlyakov and the detailed studies by G.A. Grinberg (1948) and M.D. Mikhailov
(1972). For this, we can understand and present the concepts that emerged with the
formalization of the Generalized Integral Transform Technique (GITT), proposed by Ozisik
and Murray (1974). And, finally, we show the unification of the proposals that generated the
Technique of the Classical Integral Transform Technique (CITT) of Ozisik and Mikhailov
(1984).

Keywords: Math History; Partial Differential Equations — (PDE); Integral Transform;
Technique of the Classical Integral Transform — (CITT); Generalized Integral Transformation
Technique — (GITT).
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1. INTRODUCAO

A vida é boa por apenas duas coisas: Descobrir matematica e ensinar matemética
Siméon-Denis Poisson (1781-1840)

1.1. Das motivagdes e procedimentos de investigacao

Durante o mestrado, participei do grupo de Simulacdo e Experimentos para
Microfiltracdo e Ultrafiltragdo da Universidade Federal de S&o Carlos — Campus Sorocaba.
Nesse grupo, estudei modelagens matematica relacionadas aos problemas de filtracdo
tangencial. Dentre as metodologias que se aplicavam aos problemas, as Técnicas da
Transformada Integral Cléssica (Classical Integral Transform Technique - CITT) e
Generalizada (Generalized Integral Transform Technique - GITT) eram as mais estudadas. E
com o interesse sobre o0 assunto, tive um contato direto com diversos materiais de estudo que
trazem embasamento relacionado a suas aplicacdes.

Dentre os trabalhos desenvolvidos, destacamos um incipiente estudo historico da CITT,
parte da minha dissertacdo de mestrado que teve como objetivo a aplicacdo para encontrar a
solucéo da equacéo de conducdo de calor.

Nesse estudo, realizei um breve histérico sobre Equagdes Diferenciais Parciais (EDP) e
suas técnicas de solucdo, destacando a CITT nesse panorama. Indo ao encontro dos objetivos
da dissertacdo, demonstramos a equacéo do calor por meio da Lei de Resfriamento de Fourier.
Por fim, resolvemos via CITT a equacéo do calor e fizemos uma analise por meio de graficos
e tabelas da solucdo encontrada, validando a mesma por meio de comparagdo com solucGes
encontradas na literatura.

Durante o processo da escrita da dissertacdo, percebi a necessidade de um estudo
historico sobre a teoria, devido a dificuldade de se encontrar informacdes relativas ao tema.
Assim, iniciamos um levantamento e verificamos a originalidade de tal estudo.

E importante ressaltar que esse levantamento foi feito por meio de buscas no banco de
teses e dissertacdo da CAPES, e ap0s as pesquisas feitas no portal, ndo encontramos nenhum
trabalho histérico acerca do tema. Nas pesquisas, observamos algumas teses e dissertacfes da
area de Engenharia Mecanica que, antes da implementacdo da técnica, constroem breves
resumos historicos, que nos ajudaram na construcdo do projeto de pesquisa dessa presente tese.

E sabemos da importancia de se fazer uma pesquisa histérica de contetidos matematicos,

pois, através delas podemos perceber que todas as descobertas se deram com o estudo de outras
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feitas por matematicos que viveram anteriormente, como se cada nova descoberta fosse apenas
mais uma etapa da constru¢do de um conhecimento universal na busca de resolver algum
problema.

Para assim, segundo Nobre (2004), ndo cometermos nenhum “equivoco historico”, que
¢ evitado pela pesquisa na area. Pois, tais “equivocos” podem ter sido feitos por falta de
conhecimento, ou se sdo interpretagdes conduzidas. Ainda segundo Nobre (2004), ha trés
situacBes que determinam esses equivocos histéricos: Informacdes histéricas sem provas
concretas, informaces histéricas distorcidas e informacdes histdricas ocultas.

Com isso, uma pesquisa que envolva a histéria de um contetido matematico tem grande
relevancia para a Matematica, pois pode servir como um instrumento para o futuro pesquisador
como um compilado de informacdes relevantes, no nosso caso, da técnica estudada.

Assim, podemos entender quais foram os problemas de aplicacdo que motivaram o

desenvolvimento de tal conteudo. Como comenta D’ Ambrosio (2000, p.162):

Em todas as conceituacdes, os estudos de Historia dependem fundamentalmente do
reconhecimento de fatos, de datas e de nomes e de interpretacéo ligados ao objeto de
nosso interesse, isto &, do corpo de conhecimentos em questdo. Esse reconhecimento
depende de uma definicdo do objeto de nosso interesse. No nosso caso especifico,
depende do que se entende por Matematica.

No caso da Educacdo Matematica, vemos que a relevancia da Historia se da no melhor
entendimento da realidade que se deu o desenvolvimento do determinado contetido. Para assim,
facilitar nas construc@es de hipoteses que auxiliam o ensino do conteudo, como afirma Mendes
(2009, p.91):

As informagdes histdricas podem ser usadas desde que o professor consiga inserir em
suas aulas uma dindmica experimental investigatoria (a pesquisa como principio
cientifico e educativo) através do levantamento e da testagem de suas hipdteses acerca
de alguns problemas histdricos investigados e de atividades manipulativas extraidas
da Histéria da Matematica.

De acordo com os Parametros Curriculares Nacionais (1998), a conexdo entre 0s
conceitos com seu contexto historico constitui um grande meio para formar um olhar mais
critico, possibilitando uma melhor compreensdo. Como vemos no documento oficial, PCN
(1998, p. 42):

A histéria da Matematica pode oferecer uma importante contribui¢do ao processo de
ensino e aprendizagem dessa &rea do conhecimento. Ao revelar a Matematica como
uma criagdo humana, ao mostrar necessidades e preocupacdes de diferentes culturas,
em diferentes momentos historicos, ao estabelecer comparacdes entre os conceitos e
processos matematicos do passado e do presente, o professor cria condigdes para que
o aluno desenvolva atitudes e valores mais favoraveis diante desse conhecimento.

Cabe ressaltar que a construcao dos conceitos envolvendo as Equacdes Diferenciais se
deu devido as contribuic6es de diversos matematicos em diferentes periodos histéricos. Cada

matematico, ao seu tempo, desenvolveu novas ideias e aperfeicoou métodos para o estudo e as
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aplicagdes nas mais diversas areas do conhecimento. E também interessante destacar a evolugio
tecnoldgica que houve em todo esse periodo, e que foi motivagdo para o desenvolvimento das
técnicas de resolugdo de Equagbes Diferenciais, portanto, um estudo como esse pode ser de
grande valia, a fim de entender como ocorre a evolugdo matematica em vista das mais diversas
aplicacdes e problemas do mundo moderno.

E assim, observamos que o estudo da Historia da Matemaética deve visar ndo somente a
vida e a obra de matematicos, mas, refletir, conhecer e discutir sobre como constitui
historicamente o saber matematico. Para auxiliar na melhor compreensao do desenvolvimento
da ciéncia e possibilitar um auxilio no ensino.

No que diz respeito aos procedimentos de investigacdo e metodologia empregada para o
desenvolvimento da pesquisa, pensamos que para delimitar o objeto de estudo, utilizamos da
abordagem historiografica, no seu tratamento e nos metodos. Acreditamos que para a
construcao histérica de um contetdo matematico, a escolha dessa metodologia se torna a mais
assertiva, pois, a pesquisa acontece através da busca de fontes (livros, documentos e estudos) e

a analise detalhada de cada um, como comenta D’ Ambroésio (2000, p. 242):

Uma vez identificados os objetos do estudo, a relacdo de fatos, datas e nomes depende

de registros, que podem ser de natureza muito diversa: memdrias, préticas,
monumentos e artefatos, escritos e documentos. Essas sdo as chamadas fontes
histéricas. A interpretacdo das chamadas fontes histéricas depende muito de uma
ideologia e de uma metodologia de analise dessas fontes. O conjunto dessas
metodologias, ndo s6 na analise, mas também na identificacdo das fontes, é o que se
chama historiografia.

Desse modo, queremos entender a realidade social que envolve a histéria do contetido
matematico, pois acreditamos que essa € uma relevancia da pesquisa para a Educacédo

Matematica. Para isso, Saito (2013, p.2) explica como identificar tais questdes:

Por historiografica, entendemos a “escrita da historia”, ou seja, os diferentes niveis
discursivos presentes nas obras de histéria da ciéncia. Designamos por
epistemolégica, a andlise interna dos documentos por meio da qual procuramos
reconstituir a episteme de uma época, ou seja, a concepcdo de conhecimento, bem
como os critérios de validade desse mesmo conhecimento devidamente
contextualizado. E, por contextual, referimo-nos as relagbes sociais, politicas e
culturais que podem ser detectadas nos préprios documentos, ou seja, 0 processo que
é flagrado ao mobilizamos instrumentos de analise que possibilitem recortar a malha
analitica na qual se inserem os documentos considerados para a andlise.

E assim, os limites do processo de investigacdo ndo se estabelecem no inicio, mas sdo
obtidos e postos pelas caracteristicas encontradas na documentacdo e bibliografias que se
consegue reunir, nesse ponto dizia Marc Bloch (2001, p.11): “Causas ndo sdo postuladas, sdo
buscadas”. Ao inves de definir um método desde o inicio, sé o descobrimos ao desenvolver a

pesquisa, que passou pelas etapas de localizacgdo, identificacdo, selecdo e organizacgdo de fontes
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que foram constituidas em documentos mediante as indagacfes que foram tecidas a esses, ou
seja, nesse momento j& demos inicio a andlise.

Entendemos que com esse procedimento de investigacdo, podemos verificar os
resultados através da construcao histérica do contetido, que seréd observado apos a organizacdo
das fontes e sua descri¢do, desde os primeiros registros até os dados histéricos mais recentes,

analisando cada contribuig&o.

1.2. Acerca da delimitacdo do tema e objetivos da pesquisa

Ao longo do desenvolvimento de solugdes para Equagdes Diferenciais Parciais (EDP),
diversas técnicas na forma de métodos puramente numéricos, métodos analiticos e ainda
métodos hibridos analitico-numéricos foram desenvolvidos.

Dentre as técnicas analiticas, temos o classico método da Separacdo de Variaveis,
importante técnica que determina a solucdo de equacgdes diferenciais parciais, mas de
abrangéncia bastante reduzida, uma vez que o modelo matematico deve obedecer a uma série
de restricfes para que o problema seja separavel.

Para resolver EDP a principio ndo trataveis pela Separacao de Variaveis, surgem novas
abordagens, dentre essas, a Técnica da Transformada da Integral Classica (CITT). O método
elimina totalmente a necessidade de o problema ser separavel, por exemplo, as equacfes
diferenciais que governam os processos de difusdo (principalmente a de calor).

Segundo o professor Renato Machado Cotta, no seu artigo de 2012, intitulado The
Unified Integral Transforms (UNIT) algorithjm with total and partial transformation: A tribute
to Prof. Mikhail D. Mikhailov, e o professor Aleksei Luikov, no seu livro Heat and Mass
Transfer de 1972, as ideias precursoras que culminaram na concepcao da CITT foram sugeridas
por N.S. Koshlyakov em seu livro Basic Differential Equations of Mathematical Physics, de
1936. Nesse livro, Koshlyakov define um tipo de transformacéo integral que ficou conhecida
posteriormente como Transformada Integral Finita.

Por meio de um operador integral, um problema deve ser transformado de tal forma que
se possa eliminar a derivada parcial com relacdo a uma de suas variaveis, 0 que resulta em um
problema mais simples denominado transformada. Assim, resolvido o problema, usamos o
operador inverso ou transformada inversa para encontrar a funcdo desconhecida que é a solucéo
para o problema original.

Luikov (1972) diz que Koshlyakov propde uma ordem de aplicagdo da Transformada

Integral. Para o caso de uma transformacdo integral dentro de limites finitos, os principais
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passos sdo: Estabelecer a validade de usar um operador no problema em questdo, encontrar o
nacleo (kernel) do operador, escrever o problema transformado, encontrar a solu¢do do
problema transformado, escrever a solu¢do do problema original na forma da série.

Depois das primeiras ideias, G.A. Grinberg fez um desenvolvimento mais detalhado das
transformacoes integrais no livro Selected Problems of Mathematical Theory of Electrical and
Magnetic Effects, de 1948. Segundo Luikov (1972), Grinberg generalizou o método de
Koshlyakov, construindo um passo-a-passo para 0 caso em que haja uma mudanca das
propriedades do meio fisico em questdo, na direcdo da coordenada ao longo da qual a
transformacédo € realizada. A necessidade de se fazer essa construgdo aconteceu devido as
equacdes que o autor abordava, ja que estava em busca de solucdes para problemas que
explicavam efeitos magnéticos e elétricos.

Mas foi o artigo escrito por M.D. Mikhailov em 1972 intitulado General Solution of the
Heat Equation in Finite Regions, que deu uma contribuicdo extremamente significativa para a
consolidagédo da técnica de Koshlyakov. No estudo, o autor elabora uma proposta de um ndcleo
de processamento geral que unificou as varias transformac6es ao obter uma solucéo geral para
a equacdo da difusdo linear em regides finitas.

Finalmente, M.N. Ozisik e R.L. Murray em 1974 no artigo On the Solution of Linear
Diffusion Problems With Variable Boundary Condition Parameters, utilizaram as ideias dos
autores citados anteriormente e, aplicaram pela primeira vez uma nova técnica para a resolucao
de sistemas de Equac6es Diferenciais Parciais (EDP), chamada posteriormente de Técnica da
Transformada Integral Generalizada (GITT). A aplicacdo se deu em problemas que envolviam
a difuséo de calor com condicGes de contorno variaveis com a posi¢do e com o tempo.

Em alguns casos de problemas propostos por Ozisik e Murray (1974) se caracterizava
pela presenca de termos ndo transformaveis pela GITT, que mesmo assim foram inseridos na
formula de inversdo, o que resultou em um sistema infinito de equacdes diferenciais ordinarias
de primeira ordem para o problema transformado.

Para a recuperacdo do problema original, foram obtidas solu¢des aproximadas deste
sistema de equacOes diferenciais, nasce ai a natureza hibrida analitico-numérica do
procedimento adotado e os primeiros passos na Técnica Transformada Integral Generalizada
(GITT).

Em 1984, Ozisik e Mikhailov, no livro Unified Analysys and Solution of Heat and Mass
Difusion, apresentaram uma maneira sistematica de aplicacdo da Técnica da Transformada
Integral para a solucdo de diversos problemas lineares de difuséo, divididos em sete grandes

classes que foram definidas partindo de inimeros problemas de transferéncia de calor e massa
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disponiveis na literatura. Desta forma, os autores sistematizaram os conceitos da Transformada
Integral para a solugdo de uma grande variedade de problemas lineares difusivos e difusivo
convectivos. Desse trabalho surgiram as unificaces das propostas de Mikhailov (1972) e Ozisik
e Murray (1974) que geraram a conhecida CITT.

As nomenclaturas CITT e GITT foram propostas e utilizadas a partir das publicacGes do
professor Renato Machado Cotta: Diffusion in Media with Prescribed Moving Boundaries:
Application to Metals Oxidation at High Temperatures de 1986, no livro Integral Transforms
in Computational Heat and Fluid Flow de 1993 e no texto escrito juntamente com Ozisik,
Laminar Forced Convection in Ducts with Periodic Variation of Inlet Temperature, em 1986.
Renato Cotta ¢ um importante estudioso da GITT e colaborador de Ozisik.

Foram nesses trabalhos que se convencionou chamar de CITT aunido entrea GITT e as
novas extensdes da técnica. A CITT é amplamente utilizada, pois € uma técnica que associa a
precisdo das técnicas analiticas com a grande versatilidade das tecnicas numéricas,
consolidando como uma importante ferramenta na solugédo de problemas de Transferéncia de
Calor e Massa e Mecénica dos Fluidos.

Essas evolugbes, segundo Cotta (2012), ocorreram devido ao periodo da corrida
tecnoldgica espacial, especialmente nos anos 1960 e 1970, onde diversos paises do Leste
Europeu como a entdo URSS e Bulgaria, tiveram suas pesquisas concentradas no
desenvolvimento de ferramentas analiticas, tal como a Tecnica da Transformada Integral,
buscando economizar 0s recursos computacionais quase que indisponiveis nestes paises.

Concomitantemente, os Estados Unidos e Europa concentravam-se no desenvolvimento
aos métodos puramente numéricos, como 0s conhecidos: Métodos de Diferencas Finitas,
Elementos Finitos e Volumes Finitos, que se tornaram viaveis com o advento do computador.

E assim, durante a década de 1980, varios pesquisadores norte-americanos, soviéticos e
bulgaros trabalharam conjuntamente, visando desenvolver técnicas hibridas, que conseguissem
unir as caracteristicas positivas de cada tipo de abordagem do problema.

Como essa introducdo ao tema, podemos delimitar nossos objetivos, que para essa
pesquisa sera descrever a evolugcdo histérica que culmina na concepcdo da Técnica da
Transformada Integral Generalizada (GITT) e as motivacdes que levaram aos formalismos do
seu modelo classico (CITT), com a intencdo de formar um compilado para futuros
pesquisadores e professores que pesquisem e/ou ensinem na area.

Para atingirmos tais propostas, o trabalho foi estruturado da seguinte forma:

Inicialmente construimos uma breve biografia dos envolvidos neste estudo: N.S.
Koshlyakov, M. N. Ozisik, M.D. Mikhailov, R.M. Cotta, R.L. Murray e G.A. Grinberg.
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Apos as biografias, apresentamos um breve historico a respeito do desenvolvimento das
Equacdes Diferenciais, em especial as (EDP), e suas principais definicbes. Bem como alguns
aspectos histéricos a respeito das solucGes analiticas, com um enfoque nas Transformadas
Integrais, e um breve panorama sobre as solugdes numéricas.

Com essa base historica apresentada, descrevemos a Técnica da Transformada Integral
por N.S. Koshlyakov, peca inicial para a construgéo da CITT.

Apos a proposta de Koshlyakov apresentada, discutimos o desenvolvimento detalhado
das Transformacdes Integrais realizado por G.A. Grinberg (1948) e M.D. Mikhailov (1972).

E assim, mostramos que ao utilizar as ideias dos autores citados anteriormente, Ozisik
e Murray (1974), aplicaram pela primeira vez, uma nova técnica para a resolucdo de sistemas
de Equacdes Diferenciais Parciais (EDP), posteriormente chamada de Técnica da Transformada
Integral Generalizada (GITT).

Por fim, descrevemos a sistematizacdo e 0s conceitos que surgiram com a Técnica
Transformada Integral Classica (CITT), proposta por Ozisik e Mikhailov (1984) e que
solucionava uma grande variedade de problemas lineares difusivos e difusivo convectivos.
Nesse capitulo, trouxemos um olhar mais atual sobre o desenvolvimento da técnica, descrito
através de uma entrevista com o Prof. Renato Machado Cotta.

Ressaltamos que, para chegarmos aos nossos objetivos, optamos por fazer a descri¢éo
das contribuicBes supracitadas. Desse modo, sera mostrado todo o desenvolvimento
matematico feito nos trabalhos de cada um, com a manutencéo da linguagem, numeracgéo de

equac0es, incognitas e o rigor matematico utilizado pelos autores.
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2. BIOGRAFIAS

Trouxemos neste capitulo, uma breve biografia dos principais estudiosos envolvidos no
desenvolvimento das ideias que culminaram na concepcao da Técnica da Transformada Integral
Classica (CITT) e Generalizada (GITT). S&o eles: N.S. Koshlyakov, M. N. Ozisik, M.D.
Mikhailov, R.M. Cotta, R.L. Murray e G.A. Grinberg.

2.1. Nikolai Sergeevich Koshlyakov*

As informacbes biograficas de Koshlyakov foram Figura 1 —N.S. Koshlyakov

retiradas de pesquisas no site oficial da Academia de Ciéncias
Russa?.

Nikolai Sergeevich Koshlyakov nasceu em 11 de julho de
1891 em S&o Petersburgo e morreu em 23 de setembro de 1958 em

Moscou. Foi matematico e membro correspondente da Academia de

Ciéncias da URSS no Departamento de Ciéncias Matematicas e

Naturais.

Koshlyakov nasceu em na familia de um alto funcionario,

. . . . Fonte: Academia de
chefe inspetor de Correios e Telégrafos da Russia, Sergey Ciéncias Russa

Aleksandrovich Koshlyakov. No antigo ginasio, Nikolai
Sergeevich demonstrou grande interesse pela matematica e, quando ingressou na Faculdade de
Fisica e Matematica da Universidade de S&o Petersburgo, dominou de maneira autodidata os
calculos diferencial e integral.

Durante seus estudos na universidade, Koshlyakov se interessou por questdes relativas
a teoria dos numeros e, 0 contato com Georgy Feodosevich Voronoi e seus trabalhos, tiveram
uma influéncia significativa, especialmente pessoal, em todas as suas atividades cientificas
posteriores.

Depois de se formar na universidade, Koshlyakov ficou com Voronoi e ap6s passar com
sucesso em seus exames de mestrado, recebeu o cargo de professor assistente na Universidade
de Perm, onde trabalhou até 1919. Durante 1919-1925, Koshlyakov trabalhou na Universidade

YImagem disponivel em: <http://www.mi-ras.ru/index.php?c=inmemoriapage&id=39475&1=1> Acesso em: 21
agosto 20109.

2 Disponivel em: < http://www.mi-ras.ru/index.php?c=inmemoriapage&id=39475&1=1> Acesso em: 06 marco
20109.
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da Criméia como professor associado. Naquela época, muitos cientistas de destaque
trabalhavam na universidade, em especial, os matematicos N. M. Krylov e D. A. Grave.

Um dos jovens professores da Universidade de Tauride era na época M.M. Smirnov,
com quem Koshlyakov foi posteriormente associado a muitos anos de trabalho conjunto na
Universidade de Leningrado. Smirnov possui trabalhos publicados sobre a Técnica da
Transformada Integral, estudos posteriores que ajudaram na divulgacdo das pesquisas de
Koshlyakov.

Em 1925, Koshlyakov mudou-se para Leningrado, onde ocupou o cargo de professor na
Universidade Estadual de Leningrado. L&, chefiava o departamento de matemaética geral e, a
partir de 1941, atuou como chefe interino do departamento de equacgdes diferenciais e integrais.
Em 1926, ele foi eleito chefe do departamento de matematica superior no Instituto Eletrotécnico
de Leningrado. Em 1933-1936, trabalhou no Departamento de Matematica do Instituto de Fisica
e Matematica.

Koshlyakov também lecionou em outras institui¢des de ensino superior de Leningrado:
Na Academia Naval e nos institutos pedagogicos nomeados posteriormente de Pokrovsky e
Herzen.

Ele era um excelente professor. Suas palestras, diferenciadas pela precisao e clareza de
apresentacao, tiveram o mesmo sucesso com o publico. O livro Basic Differential Equations of
Mathematical Physics, escrito por ele em 1936, era muito popular entre os estudantes.

Em 1964, M.M. Smirnov e E.B. Gliner publicaram o livro Differential Equation of
Mathematical Physics, com autoria dividida com Koshlyakov. Essa publicacdo apresenta um
compilado dos principais textos de 1936 e outros escritos de modo conjunto entre Smirnov,
Gliner e Koshlyakov.

Além desses textos, o livro apresenta uma secdo escrita originalmente por Koshlyakov,
denominada material suplementar. Nesse material, encontramos as principais ideias da
Transformada Integral que estudaremos no préximo capitulo dessa pesquisa. Por esse motivo,
deixaremos para 0 momento oportuno uma maior aprecia¢do dos escritos.

Mas para essa biografia, vale ressaltar um trecho do prefacio da edicdo, escrito por
Smirnov e Gliner, destacando a devoc¢édo de Koshlyakov para o ensino de novos engenheiros.

Figura 2 - Trecho do Livro Differential Equation of Mathematical Physics

plied problems, Prof. Koshlyakov always devoted a great deal of attention
to the mathematical education of engineers. An excellent lecturer and
teacher, he enjoyed the constant respect and devotion of his listeners and
students. His textbook Osnovnye Differentsial'nye Uravneniya Matemati-

Fonte: Koshlyakov; Gliner e Smirnov (1964, p.7)
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Juntamente com o trabalho de ensino, N. S. Koshlyakov sempre conduziu atividades
cientificas intensivas, principalmente no campo da teoria analitica dos nimeros e fungdes
especiais. Ele publicou uma série de artigos e notas sobre essas questdes em publicaces da
Academia de Ciéncias da URSS, bem como em revistas estrangeiras conhecidas.

Em 1933, Koshlyakov foi eleito membro correspondente da Academia de Ciéncias da
URSS. Em 1936, apds a apresentacdo de Godfrey Harold Hardy, ele foi eleito membro
estrangeiro da London Mathematical Society.

No inverno de 1942, auge do cerco de Leningrado, Koshlyakov junto a um grupo de
cientistas, entre os quais estavam o matematico A. M. Zhuravsky, foram presos pelo servico
secreto de inteligéncia Russa - NKVD e todos condenados a morte, substituido depois por 10
anos no campo de aprisionamento. O grupo de cientistas possuiam tendéncias politicas
contrarias ao entdo governo sovietico.

A familia de Koshlyakov ndo foi submetida a represséao e, no verdo de 1942, sua esposa
e dois filhos foram evacuados de Leningrado para um dos centros distritais da Regido de
Novosibirsk. Antes de partir, o filho mais velho teve a ideia de levar consigo uma série de
impressdes das obras de Koshlyakov. Estas impressdes, assim como o segundo volume do
Curso de Analise Moderna de Whittaker e Watson, puderam ser enviadas a Koshlyakov no
inicio de 1943, quando a comunicacéo postal foi restabelecida.

No campo, Koshlyakov sofreu com problemas de satide complicados pela pelagra (um
tipo de dermatite), foi tratado como invalido, e ndo foi enviado ao trabalho geral. A
possibilidade de um retorno a ciéncia teve uma grande influéncia para a melhora da sua
condicdo de vida.

Porém, isso era muito dificil, ja que muitos trabalhos importantes lhe faltavam e, além
disso, devido a grande escassez de papel, ele precisava fazer calculos grosseiros em uma folha
de madeira compensada. No entanto, no periodo 1943-1944, Koshlyakov escreveu duas grandes
memo@rias (traducdo nossa): Investigacéo de algumas questdes da teoria analitica de um campo
racional e quadratica e Investigacdo de uma classe de funcGes transcendentais determinadas
pela equacdo de Riemann generalizada.

O destino do segundo trabalho acabou por ser inesperado para a época. Foi publicado
em 1949, e mesmo antes do lancamento, as autoridades enviaram-na a Moscou para a aprovagao
da administracdo do NKVD, e de 4 ela foi enviada para exame no Instituto de Matematica.

V.A. Steklov da Academia de Ciéncias da URSS, depois de rever o contetido do trabalho
deu ao diretor do instituto I. M. Vinogradov que repassou a S. N. Bernstein. O contetudo do

livro de memorias parecia tdo forte para eles que, além de uma resposta positiva ao pedido do
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NKVD, foi decidido publicar este trabalho. Mesmo com a permissao obtida, foi publicada pelo
instituto sob o0 nome de N.S. Sergeev. O editor cientifico do trabalho foi Yu V. Linnik.

A alta apreciacdo dos estudos de Koshlyakov ao lado de I. M. Vinogradov, S. N.
Bernshtein e Yu V. Linnik contribuiu para aliviar o seu destino. O texto da Academia de
Ciéncias Russa destaca que V. I. Smirnov forneceu grande assisténcia moral e financeira a
familia de N. S. Koshlyakov.

No final de 1944, N. S. Koshlyakov foi transferido para Moscou, onde comegou a
trabalhar no departamento tedrico do departamento de design SB-1 (atualmente - NPO Almaz
em homenagem a A. A. Raspletin), e, gracas a uma melhoria significativa na condic¢éo de vida,
sua saude foi gradualmente restaurada.

Nesse momento ele comeca a trabalhar intensamente em problemas aplicados. Sendo
muito Gtil em suas habilidades analiticas de primeira classe e capacidade de resolver problemas
especificos, levando-os até o fim. A atividade de Koshlyakov na industria foi muito utilizada.
No outono de 1951, cerca de um ano antes do final do periodo de aprisionamento, ele foi
libertado, seguido pela reabilitacdo total. Koshlyakov recebeu um apartamento em Moscou, e
sua familia logo se mudou.

Em 3 de fevereiro de 1953, Koshlyakov recebeu o Prémio Estadual da URSS com a
apresentacao simultanea da Ordem de Lénin. O presidente da Academia de Ciéncias da URSS
restituiu-o a lista de membros correspondentes. Apds a sua aposentadoria e até sua morte,
permaneceu como consultor cientifico e membro do Conselho Académico. Suas Ultimas

publicacOes referem-se a 1958.
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2.2. Mehmet Necati Ozisik®

No site oficial do International Journal of Heat and Mass Figura 3 - M. Necati Ozisik
Transfer, consta um obitudrio com informagfes biogréaficas de
Ozisik. Com isso, baseamos essa breve biografia nas informagtes
retiradas do texto de Helcio R.B. Orlande, Renato M. Cotta, W.J.
Minkowycz, Mikhail D. Mikhailov, Sadik Kaka¢, Yaman Yener,
Yildiz Bayazitoglu, Woo S. Kim, T. Nejat Veziroglu, E.M.

Sparrow e Jean Francois Sacadura®.

-
~
-

A

M. Necati Ozisik nasceu em 17 de junho de 1923 em
Istambul. Depois de passar pela educacdo bésica na Turquia, ele se

mudou para a Inglaterra, onde obteve seu doutorado da

Fonte: International Journal

Universidade de Londres em 1950. of Heat and Mass Transfer

Antes de se tornar membro do corpo docente da
Universidade Estadual da Carolina do Norte (NCSU) em 1963, o Prof. Ozisik era o Chefe do
Departamento Técnico das Empresas do Estado Turco em Ancara (1955-1957) e pesquisador
na ASHRAE (Sociedade Americana), no laboratério de Aquecimento, Refrigeracdo e Ar
Condicionado (1957-1959) e no Laboratorio Nacional de Oak Ridge (1959-1963).

Ozisik se aposentou como Professor Emérito do Departamento de Engenharia Mecanica
e Aeroespacial da NCSU (Universidade Estadual da Carolina do Norte) em 1998, onde passou
a maior parte de sua carreira académica. Ele também foi professor visitante por varias ocasides
no INSA-Lyon, na Universidade de Nantes e no ETH-Zurique.

Em relacdo ao seu trabalho, Ozisik dedicou sua vida a educagdo e pesquisa em
transferéncia de calor. Suas contribuicdes destacadas fizeram com que ele recebesse varios
prémios desde 1952, incluindo o Heat Transfer Memorial Award da Sociedade Americana de
Engenheiros Mecanicos em 1987 e o Outstanding Engineering Educator Award da Sociedade
Americana de Educacdo em Engenharia em 1992.

Ele recebeu o Prémio do Conselho de Pesquisa Cientifica e Técnica da Turquia, 0 maior
prémio cientifico dado pelo governo turco e foi agraciado a Ozisik pelo Presidente da Turquia
em uma cerimonia especial.

Ozisik foi o orientador de mais de 50 estudantes de doutorado, a maioria deles atualmente

ocupando posi¢cdes académicas proeminentes em todo o mundo. Publicou mais de trezentos

3 Imagem disponivel em: < wattandedison.com/Ozisik_m.pdf> Acesso em: 21 agosto 2019.
4 Disponivel em: < http://wattandedison.com/Ozisik_m.pdf> Acesso em: 06 margo 2019.
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trabalhos de pesquisa em revistas e congressos internacionais e autor de onze livros, a maioria
deles best-sellers que foram reeditados vérias vezes e publicados em diferentes idiomas, dentre
eles, Heat Conduction de 1980 e Unified Analysis and Solutions of Heat and Mass Diffusion de
1984, este ultimo em parceria com M.D. Mikhailov e que sera estudado nessa pesquisa.

Suas caracteristicas pessoais foram evidentes em todos esses livros, onde o material foi
rigorosamente apresentado de forma clara, organizada e sistematica.

Como resultado, seus livros se tornaram padrfes nos cursos de graduacao e pos-graduacdo
em muitos paises. Suas principais contribui¢des incluiram técnicas de solucdo analitica,
numeérica e hibrida para problemas diretos e inversos, para modos de transferéncia de calor
acoplados e desacoplados.

Ozisik era um homem que amava as artes através da musica e da pintura, e também se
dedicava ao esporte, onde podia ser encontrado correndo diariamente no ginasio da NCSU até
a sua aposentadoria. Faleceu em 04 de outubro de 2008, enquanto dormia em sua casa na

Turquia. Seu legado principal deixado foi no rico campo da Transferéncia de Calor.
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2.3. Mikhail Dimitrov Mikhailov®

No site oficial do International Journal of Heat Figura 4 - Mikhail Dimitrov Mikhailov
and Mass Transfer, vemos um texto em homenagem
ao 80° aniversario de Mikhailov. Desse modo,
construimos essa biografia com base nas informacdes

retiradas do escrito de Renato M. Cotta, Sadik Kakac,

Leonard Vasiliev, Franz Mayinger, Yaman Yener,
James P. Hartnett e W.J. Minkowycz®.
Mikhail Dimitrov Mikhailov nasceu em Pavel,

Bulgéaria, em 27 de janeiro de 1934. Possui formacao

em engenharia na Universidade Técnica de Sofia,
obtendo sua graduacao em 1958, o mestrado em 1969, Fonte: International Journal of Heat
doutorado em Ciéncias em 1976, um grau mais avangado and Mass Transfer

entregue na Unido Soviética.

Trabalhou na Universidade Técnica de Sofia desde 1958, tornando-se Professor
Associado em Termodinadmica e Transferéncia de Calor em 1968, e Professor Catedratico em
1978. De 1978 a 1995, foi 0 Chefe do Departamento de Ciéncia da Computacédo no Instituto de
Matematica Aplicada, também em a Universidade Técnica de Sofia.

Mikhailov foi Presidente do Conselho Cientifico Bulgaro de 1992 a 1995, Presidente do
Comité de Ciéncias Técnicas da Fundacdo Nacional de Ciéncias da Bulgaria de 1993 a 1995, e
desde 1966 é membro do Conselho Cientifico do Centro Internacional de Transferéncia de
Calor e Massa.

Foi professor visitante na Universidade Estadual da Carolina do Norte (NCSU), Raleigh,
EUA (1984, 1986, 1987 e 1989), na Universidade de Pisa, Italia (1988), na Universidade
Federal do Rio de Janeiro, Brasil (1990-1991, 1995-2009), Comissdo Nacional de Energia
Nuclear, Brasil (2009-2010), Instituto Nacional de Metrologia, INMETRO, Brasil (2011-
2014).

Ele tem participado de conselhos editoriais de periodicos internacionais de prestigio
como o International Journal of Heat and Mass Transfer, International Communications of Heat
and Mass Transfer, Journal of Engineering Physics (1966-presente) e Drying Technology
(1985-1990).

> Imagem disponivel em: < http://wattandedison.com/Mikhailov_80.pdf > Acesso em: 21 agosto 2019.
6 Disponivel em: <http://wattandedison.com/Mikhailov_80.pdf> Acesso em: 06 margo 2019.
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Mikhailov construiu uma reputacdo e reconhecimento internacional muito notavel,
colaborando com varios pesquisadores em todo o mundo, e diversas participacdes como
palestrante convidado em varias reunides internacionais. Ja foi um dos ilustres palestrantes dos
Institutos de Estudos Avangados da OTAN, realizados na Turquia, em diferentes eventos sobre
varios topicos importantes de transferéncia de calor e massa. Ao longo de sua carreira, foi ativo
na disseminagdo de meétodos analiticos e numéricos, como transformages integrais, motivo
dessa pesquisa, diferencas finitas e elementos finitos.

Publicou mais de 250 artigos na area de transferéncia de calor, difusdo em massa,
métodos numéricos, modelagem matematica e ciéncia da computacdo, orientou mais de 20
estudantes de doutorado e dirigiu mais de 10 projetos, incluindo os em conjunto com o Instituto
Luikov para transferéncia de massa de calor e Instituto de Engenharia Nuclear, Minsk,
Bielorussia.

E autor ou co-autor de livros de grande destaque para a area, incluindo o tratado que
sera estudado nessa pesquisa: Unified Analysis and Solutions of Heat and Mass Diffusion,
dividindo a autoria com N. Ozisik, e Conducdo de Calor: Analise Lumped, Computacio
Simbdlica, Transformaces Integrais, em conjunto com Renato M. Cotta.

Nos anos que morava no Brasil e trabalhava na Universidade Federal do Rio de Janeiro
e, mais recentemente, no Instituto Nacional de Metrologia, INMETRO, ele se concentrou no
desenvolvimento de métodos computacionais e hibridos simbolicos, baseados no “software” de
plataforma conhecido como Mathematica. Devido ao falecimento de sua esposa Zeza, que 0
acompanhou durante toda sua vida, o Prof. Mikhailov teve que finalmente retornar a Sofia,
Bulgaria, em janeiro de 2014, ap6s mais de 20 anos dedicados ao avango das ciéncias da

engenharia no Brasil.
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2.4. Renato Machado Cotta’

Para a construgdo da breve biografia de Renato  Figura 5 - Renato Machado Cotta

IR

Cotta, coletamos informacdes do site do COPPE
(Instituto Alberto Luiz Coimbra de Pds-graduacdo e
Pesquisa em Engenharia da Universidade Federal do
Rio de Janeiro)®.

Renato Machado Cotta € bacharel em
Engenharia Nuclear pela Universidade Federal do Rio
de Janeiro (UFRJ), em 1981, e seu Ph.D. em Engenharia
Mecénica e Aeroespacial pela North Carolina State y/
University (NCSU), EUA, em 1985, onde conheceu  Fonte: Nanoengineered Sstms LB -ucL
o Professor M. Necati Ozisik.

Nascido em 05 de marco de 1960 em Venda da Cruz, bairro de Niterdi. No inicio, seu
sonho era ser diplomata, para isso, comegou a se preparar desde os sete anos de idade, estudando
inglés e, mais tarde, francés e alemé&o. Segundo o proprio Cotta, ndo sabia dizer exatamente o
que o levou a optar pela diplomacia, acredita que se deve ao fato de a profissao abrir portas para
outros paises e exigir poder moderador, um dom que, segundo ele préprio, o acompanha desde
crianca.

Aos 15 anos, ainda no segundo ano do Segundo Grau, passou no vestibular para
Engenharia Mecanica na Universidade Federal Fluminense (UFF). Munido de mandado de
seguranca expedido pelo juiz, chegou a cursar o primeiro semestre. Mas ndo quis continuar
porque estava pensando em cursar Engenharia Nuclear, estimulado pelo pai de sua namorada e
engenheiro nuclear de Furnas, que chegou a leva-lo para ver uma exposicdo no MAM sobre o
Programa Nuclear Brasileiro, mostrando o projeto da usina de Angra I, que estava sendo
construida a época.

Foi nesse momento, aos 15 anos, que ele decidiu cursar Engenharia Nuclear. Para isso,
trancou a matricula na UFF, ingressou no curso Bahiense para terminar o Segundo Grau e
inscreveu-se no vestibular para a UFRJ. No ano seguinte, prestou o vestibular, classificando-se

em 5° lugar para a UFRJ. No segundo ano da faculdade, Cotta, fez iniciacdo cientifica com os

7 Imagem disponivel em: < https://mecheng.ucl.ac.uk/nano/people/profile/prof-renato-cotta > Acesso em: 21
agosto 20109.

8Disponivel em:  <http://www.pent.coppe.ufrj.br/index.php/corpo-docente/175-renato-machado-cotta.html>
Acesso em: 06 margo 2019.
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professores Luiz Pinguelli Rosa e Jodo Lizardo, que ministravam uma disciplina no Programa
de Engenharia Nuclear da COPPE.

Apos trabalhar dois anos nesse projeto, Cotta, disse a Pinguelli que gostaria de atuar na
area Nuclear. Assim, trabalhou um ano e meio com o professor Nilson Costa Roberto, do
Programa de Engenharia Nuclear. Com ele desenvolveu o tema de projeto final de curso,
estudando o comportamento das varetas de combustivel nuclear. O trabalho foi tdo bem
recebido que recebeu por sugestdo do professor Quassim Cassam, entdo coordenador do
programar, de ir direto para o Doutorado.

Assim, em 1982, aos 21 anos, podendo escolher entre uma bolsa do CNPq e outra da
Comisséo Nacional de Energia nuclear (CNEN), o pesquisador resolveu ir para os EUA, onde
foi cursar seu Doutorado na Universidade da Carolina do Norte (NCSU), a primeira
universidade americana a ter um reator para pesquisa.

Embora pretendesse trabalhar com um tema mais diretamente voltado para a area
Nuclear, acabou por mudar de ideia por dois motivos: Assim que chegou aos EUA, dois
professores com quem pretendia trabalhar afastaram-se da universidade, um deles se aposentou
e 0 outro assumiu um cargo no governo. Além disso, previa-se uma crise na area, devido ao
baixo preco do petroleo.

Cotta entdo optou pela Mecanica e foi orientado pelo professor Necati Ozisik. Em 1985,
Cotta defendeu sua tese, intitulada: Um estudo fundamental em conveccéo de calor nos trés
regimes de tempo. A tese combinou métodos analiticos com numéricos nas areas de térmica e
de fluidos. A ideia era ndo deixar as técnicas analiticas classicas se perderem. Na sua tese, Cotta
utiliza a Técnica da Transformada Integral Classica.

Ao voltar para o Brasil, no ano de 1985, foi trabalhar no ITA, em Séo José dos Campos.
Para ele, foi a oportunidade de dar continuidade aos temas que dedicou no doutorado, voltados
para 0s setores aeronautico e aeroespacial.

Mas em 1987 recebeu um convite de retornar a COPPE feito pelos professores Nisio e
Figueiredo, do Programa de Engenharia Mecéanica, e Pinguelli, a época diretor da instituicao.
Veio para a COPPE-Mecanica e, em seguida, fez concurso para a Universidade. Trouxe com
ele dois projetos de pesquisa que foram acolhidos pela instituicdo: O desenvolvimento de duas
ultracentrifugas de enriquecimento de uranio, a cargo da Marinha e, anos mais tarde, instaladas
em Resende-RJ, projeto cuja simulacdo trabalhara desde 1986.

Para realiza-lo, passou quatro meses literalmente internado na COPESP, em S&o Paulo,
com o objetivo de validar os resultados experimentais com dados da simulagdo feita por ele.

Neste projeto Cotta diz ter desafiado o método hibrido no qual trabalhou no doutorado.
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O outro projeto, voltado para analise térmica de veiculos espaciais, foi desenvolvido em
parceria com o Centro Técnico Aeroespacial (CTA) de S&o José dos Campos. Tratava também
de um projeto estratégico, voltado para a construcdo da primeira plataforma orbital brasileira.
Cotta e sua equipe analisaram a protecdo térmica para que o microsatélite SARA.

Na COPPE, Cotta orientou 22 teses de Doutorado e 30 dissertacdes de Mestrado. Com
310 artigos cientificos publicados e cinco livros de sua autoria.

Cotta esta a frente de iniUmeras pesquisas de ponta e coordenou o desenvolvimento do
primeiro tunel de vento climéatico do Hemisfério Sul, inaugurado na Coppe em 2014, que testa
componentes aeronauticos em condi¢des climaticas extremas de voo. Sob sua coordenacédo,
neste tinel vem sendo testada uma técnica de revestimento para impedir o congelamento do
Pitot de uma aeronave, principal causa da queda do avido da Air France, em 2009, que vitimou
228 pessoas, incluindo sua filha Bianca Cotta e seu genro Carlos Eduardo Lopes de Mello,
recém-casados e que passariam sua lua de mel em Paris.

Um dos mais importantes instrumentos de seguranga de uma aeronave, o Pitot, que fica
na parte externa do avido, € um sensor que capta informacdes externas do avido, como
temperatura e velocidade. Para evitar que fique sujeito a congelamento devido a baixas
temperaturas, pesquisadores da COPPE (incluindo Cotta) desenvolveram um revestimento com
pelicula hidrofobica, que impede a “fixagdo” da agua sobre o Pitot, eliminando assim a
possibilidade de formacéo de gelo.

Cotta € membro do Conselho Editorial Honorério do International Journal of Heat and
Mass Transfer e Int. Comm. de Transferéncia de Calor e Massa (revista que contém os artigos
de M. Necati Ozisik e R.L. Murray (1974) que serdo estudados nessa pesquisa), Revista
Internacional de Ciéncias Termicas, Revista Internacional de Métodos Numéricos em Calor e
Fluxo de Fluidos, Ciéncias Térmicas Computacionais, Valorizacdo de Residuos e Biomassa, e
Jornal de Tecnologia Aeroespacial e Manag.

Ele também foi o Editor-Chefe para o periddico internacional Hybrid Methods in
Engineering, é editor regional da revista High Temperatures - High Pressures e editor associado
dos Anais da Academia Brasileira de Ciéncias. Cotta contribui como Presidente eleito da
Associacdo Brasileira de Ciéncias Mecanicas, ABCM, em 2000-2001, para o Conselho
Cientifico do Centro Internacional de Transferéncia de Calor e Massa, desde 1993.

Além de ser membro eleito da National Honor Society de Phi Kappa Phi, EUA (1984),
ganhador do Prémio ICHMT Hartnett-Irvine 2010 e membro eleito da Ordem Nacional do

Mérito Cientifico, Ministério da Ciéncia e Tecnologia, Brasil, 2007. Cotta também é membro
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efetivo eleito da Academia Nacional de Engenharia, Brasil, da Academia Brasileira de Ciéncias,

e da Academia de Ciéncias do Mundo em Desenvolvimento (TWAS), Itélia.
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2.5. Raymond LeRoy Murray?®

As informagbes que serviram de base para @  Figura6- Raymond L. Murray
construcéo biogréfica de Raymond Murray, foram coletadas
em uma publicagdo da Universidade Estadual da Carolina do
(NCsu)™.

Raymond L. Murray, foi professor emérito de
engenharia nuclear na NCSU e um pioneiro da era atbmica.

Murray nasceu em Lincoln, Nebraska (EUA), em 14 de
fevereiro de 1920, falecido em 2011. Frequentou a

Universidade de Nebraska, se formou em educacdo cientifica

em 1940 e fez mestrado em Fisica no ano seguinte.

Fonte: NCSU - News

Nos anos seguintes, contribuiu para o Projeto
Manhattan, onde pesquisou e ajudou na constru¢do da primeira bomba atdmica. Murray foi
fisico pesquisador no Laboratorio de Radiagdo da Universidade da California em Berkeley de
1942-43. De 1943 ate o final da Segunda Guerra Mundial, serviu em Oak Ridge, Tennessee,
como supervisor de producdo de separacdo de isétopos de uradnio e como fisico sénior em
prevencdo de criticalidade nuclear. Posteriormente, recebeu seu PhD em fisica pela
Universidade do Tennessee em 1950.

Nos anos 50, Murray ingressou no corpo docente do novo programa de engenharia
nuclear na NCSU e como professor de fisica. Contribuiu para o projeto, construcdo e operacao
do primeiro reator universitario do pais.

Durante esses primeiros anos, a engenharia nuclear foi um programa em ascensao no
departamento de fisica do NCSU, e Murray foi um dos cinco membros do corpo docente que
trabalharam para estabelecer um novo curriculo.

Seus esfor¢os foram bem-sucedidos, e em 1951, a NCSU concedeu o primeiro
bacharelado em engenharia nuclear. O programa de mestrado também foi iniciado em 1954.
Em 1961, o programa assumiu o nome atual - Departamento de Engenharia Nuclear - e
transferido para a entdo Escola de Engenharia.

Com a ajuda de Murray, o programa de engenharia nuclear projetou, construiu e operou

trés reatores sucessivos depois que o primeiro se tornou operacional em 1953, trabalho que

® Imagem disponivel em: <https://www.engr.ncsu.edu/news/2011/06/24/remembering-atomic-age-pioneer-

raymond-murray-who-helped-establish-nuclear-engineering-at-nc-state/> Acesso em: 21 agosto 2019.
10" Disponivel em: <https://www.engr.ncsu.edu/news/2011/06/24/remembering-atomic-age-pioneer-raymond-
murray-who-helped-establish-nuclear-engineering-at-nc-state/ > Acesso em: 06 marco 2019.
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coincidiu com a transicdo do campo nuclear de experimentos basicos para poder comercial.
Cada reator forneceu treinamento préatico para estudantes, oportunidades de pesquisa e servi¢os
para outras organizagdes na Carolina do Norte e nos Estados Unidos.

Murray liderou o Departamento de Engenharia Nuclear de 1963 a 1974. Durante seu
mandato como chefe de departamento, construiu prédios e o reator PULSTAR, que permanece
em uso até hoje. Murray tinha um 6timo relacionamento com seus alunos, que se lembram com
afeto de suas contribuicdes para o departamento.

De acordo com depoimento para o site da NCSU, seu ex-aluno, C. Richard Vaughn,
formado em engenharia nuclear em 1961, diz: "Dr. Murray foi o Unico professor que eu tive na
faculdade que eu lembro até hoje. Eu posso lembrar seu rosto. Eu me lembro de suas palestras.
Eu posso lembrar de tudo sobre ele”, disse Vaughn que financiou a renovagao € nomeagao de
um laboratorio do Estado da Carolina do Norte em homenagem a Murray.

Murray foi um membro da equipe da Bechtel Corporation que realizou o programa de
recuperacdo do reator nuclear danificado “Three Mile Island”. Seus calculos ajudaram a
garantir a remocao segura, 0 armazenamento e o envio de combustivel nuclear.

Sua aposentadoria do ensino ocorreu em 1980, mas continuou a se manter ativo em
pesquisa e consultoria e como defensor dos aspectos benéficos da energia nuclear. Essas
atividades incluiam dirigir a Autoridade de Gerenciamento de Lixo Radioativo de Baixo Nivel
da Carolina do Norte por sete anos e ministrar uma palestra anual para executivos do setor no
Massachusetts Institute of Technology.

Ele foi o autor de mais de 75 artigos técnicos e muitos livros, incluindo: Introducéo a
Engenharia Nuclear, o primeiro livro didatico de faculdade em engenharia nuclear, fisica de
Reatores Nucleares, Fisica: Conceitos e Consequéncias, Entendendo Residuos Radioativos e
Energia Nuclear. Muitos de seus livros foram publicados em vérias edi¢des e traduzidos para
outras linguas. Ele serviu por 11 anos como editor dos EUA do Journal of Nuclear Energy.

Murray recebeu muitas honras, incluindo o Prémio O. Max Gardner, do sistema da
Universidade da Carolina do Norte; o Arthur Holly Compton e o Eugene Wigner Reactor

Physicist prémios da Sociedade Nuclear Americana.
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2.6. Georgy Abramovich Grinberg*

Figura 7 - G.A. Grinberg

Poucas informagdes séo encontradas a respeito de
Georgy Abramovich Grinberg. As que encontramos estéo de
acordo com as pesquisas biograficas no website oficial da
Academia de Ciéncias da URSS™,

Sabe-se que Grinberg nasceu em 1900 e faleceu em
1991, foi fisico e membro correspondente da Academia de
Ciéncias da URSS desde 1946. Pode-se encontrar no livro
Alexander A. Friedmann: The Man who Made the Universe
Expand um comentério de Grinberg sobre Friedmann,
importante matematico e cosmélogo russo, considerado um

dos “pais” da teoria da expansdo do universo e do Big Bang.

No comentario, Grinberg diz que enquanto alguns  Fonte: Academia de Ciéncias Russa
acreditavam que Friedmann ndo sabia muito bem o que ele representava para a fisica, para ele,
o fisico sabia bem o que ele fez pela ciéncia.

Figura 8 — Grinberg sobre Friedmann

Georgy Abramovich Grinberg, a Corresponding Member of the USSR
Academy of Sciences, once observed: “It was said that he himself did not
realize what he had done. Nonsense! He understood quite well what he

£y

was.
Fonte: Alexander A. Friedmann: The Man who Made the Universe Expand (1993, p. 175)

Seus principais trabalhos estdo nas areas da eletrbnica, propagacdo de ondas
eletromagnéticas (nesses se encontram os estudos na area da Transformada Integral) e Fisica-
Matematica tedrica. Recebeu o notavel Prémio Nacional da URSS em 1949 pelas suas
contribuicdes no estudo da Fisica. Era irmdo de Aleksandr Abramovich Grinberg, importante
quimico soviético que estudou teorias acido-base, propriedades de o¢xido-reducdo em

compostos complexos e equilibrios em solucBes aquosas.

1 Imagem disponivel em: <http://www.ras.ru/win/db/show_per.asp?P=.id-50226.In-ru.dl-.pr-inf.uk-0> Acesso
em: 21 agosto 2019.

12 Disponivel em: < http://www.ras.ru/win/db/show_per.asp?P=.id-50226.In-ru.dl-.pr-inf.uk-0> Acesso em: 06
margo 2019.
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3. ASPECTOS HISTORICOS SOBRE AS EQUACOES
DIFERENCIAIS PARCIAIS (EDP)

Neste capitulo, apresentamos um breve historico a respeito do desenvolvimento das
Equacdes Diferenciais, em especial, as (EDP) e suas principais defini¢cdes. Para entendermos
as motivacOes das construcdes da GITT e CITT, descrevemos alguns aspectos histéricos a

respeito das solucdes analiticas e um panorama sobre as solu¢Ges numeéricas.

3.1. Um pouco de histéria das Equacdes Diferenciais

A historia das Equagdes Diferenciais se confunde com a histéria do Calculo Diferencial
e Integral. Os primeiros registros de Calculo, segundo Boyer (2009) datam de 1.800 a.C., e
desde a antiguidade, grandes nomes, como os matematicos gregos Eudoxo de Cnido (408 a.C -
355 a.C) e Arquimedes de Siracusa (287 a.C - 212 a.C), deram suas contribui¢cdes. Algumas
ideias do Calculo, ainda segundo Boyer (2009) também podem ser encontradas em trabalhos
do inicio do século XVI de René Descartes (1569-1650), Pierre de Fermat (1601-1665), Jhon
Wallis (1615-1703) e Isaac Barrow (1630-1677).
Mas foi no século XVII, que Isaac Newton (1642 - 1727) e Gottfriend Wilhelm Leibniz
(1646 - 1716) chegaram, de forma independente, a importantes resultados no campo do Calculo,
e por isso, sao considerados os “criadores™ do Calculo. O célculo se torna uma grande invengéo
par a humanidade, como comenta Diacu (2004, p.10):
Para a ciéncia, a invencdo do Calculo Diferencial foi um passo gigantesco. Pela
primeira vez na historia humana, a concep¢éo de infinito, que tinha intrigado fil6sofos

e poetas desde tempos imemoriais, tinha recebido uma definicdo matematica, que
abria iniUmeras possibilidades novas para a analise dos fenémenos naturais.

Boyce e Diprima (2006) explicam que as descobertas de Newton circulavam
privadamente entre seus amigos, mas por ser muito sensivel a criticas, Newton s6 comecou a
publicar seus resultados a partir de 1687. E foi neste ano que surgiu sua obra mais famosa,
Philosophiae Naturalis Principia Mathematica. Newton, se apoiando na Mecanica, teve a base
para aplicar Equacdes Diferenciais no século XVIII.

Para isso, Newton classifica as Equacdes Diferenciais de primeira ordem de acordo com

as formas: Z—y = f(x),;l—i’ = f(y)e Z—z = f(x,y). Foi desenvolvido por ele um método para

X

resolver a ultima equacdo em que f(x,y) € um polindmio em x e y, usando séries infinitas.
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Ainda sobre a origem do Célculo, Boyer (2009) lembra de Gottfriend Wilhelm Leibniz,
que nasceu em Leipzig em 1646 na Alemanha, onde aos quinze anos entrou na universidade e
aos dezessete obteve o grau de bacharel. Aos seus vinte anos concluiu seu doutorado na
Universidade de Altdorf em Nuremberg. Dai em diante, Leibniz, autodidata em Matematica,
chegou aos resultados fundamentais do Célculo independentemente e um pouco depois de
Newton. Porém, foi o primeiro a realizar publicagdes sobre o contetdo em 1684. Ele
compreendia a importancia de um simbolismo geral, mais formal e rigoroso, ou seja, a criagdo

de um célculo manipulével.
~ - d . . ~ . . . ~
A notacéo para derivada, ﬁ ,eosinal deintegral [ sdo devidos a Leibniz. Em relag&o

especifica as Equacdes Diferenciais, Boyer (2009) diz que Leibniz desenvolveu o método de
separacdo de variaveis, a reducdo de equacGes homogéneas a equacdes separaveis em 1691 e o
procedimento para resolver equacdes lineares de primeira ordem em 1694. A separacdo de
variaveis € um método analitico de resolucdo de Equacdes Diferenciais, ou seja, uma
metodologia baseada em procedimentos matematicos que nos levam a resolugédo da Equagé&o.

Além disso, Leibniz manteve contato com outros matematicos através de cartas, o que
proporcionou a resolucéo de muitos problemas em Equac6es Diferenciais, em especial com os
irmaos Jakob Bernoulli (1654-1705) e Johann Bernoulli (1667-1748), nascidos em Basiléia na
Suica, 0os quais contribuiram muito para o desenvolvimento das aplicacfes das Equacdes
Diferenciais.

Boyer (2009) comenta que Jakob Bernoulli resolveu a Equacdo Diferencial y' =

1
, L
[ 2 ]2 em 1690 e, neste mesmo arquivo, utilizou pela primeira vez a palavra "integral”. Em
b2y-a?

y

. ~ . . d , .
1694, Johann Bernoulli resolveu a Equacéo Diferencial % =--€o0 problema da catenaria.

Daniel Bernoulli (1700- 1782) nasceu em Groningen, nos Paises Baixos, filho Johann
Bernoulli, e conforme Boyce e Diprima (2006), ele se interessava por Equac@es Diferenciais e
suas aplicaces, tendo seu nome associado a "Equacéo de Bernoulli*

yo + P(x)y = Q(x)y"

Leonhard Euler (1707-1783), nasceu em Basiléia na Suica, foi aluno de Johann
Bernoulli na universidade. Visto como o matematico que mais contribuiu com resultados
concretos em todos 0s tempos, suas obras completas somam mais de 70 volumes. Boyer (2009)
comenta que "Entre livros e artigos, Euler publicou trabalhos durante sua vida, deixando ainda,
ao morrer, uma série de manuscritos que enriqueceram as publicacfes da Academia de Séo

Petersburgo por mais 47 anos".
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De acordo com Boyce e Diprima (2006), Euler identificou a condi¢éo para que Equagdes
Diferenciais de primeira ordem sejam exatas, por volta de 1734 - 1735, desenvolveu a teoria de
fatores integrantes e encontrou solugdo geral para equacOes lineares homogéneas com
coeficientes constantes em 1743. Em 1750-1751 estendeu este Gltimo resultado para equacdes
lineares ndo homogéneas, usando com frequéncia séries de poténcias para resolver Equagdes
Diferenciais. Por volta de 1768-1769, Euler propds um procedimento numérico e fez
contribuicdes importantes em EquacOes Diferenciais Parciais e deu o primeiro tratamento

sistematico do célculo de variagdes. Segundo Boyer (2009, p. 326),

Euler foi, sem divida, o maior responsavel pelos métodos de resolucdo usados hoje
nos cursos introdutorios sobre EquacBes Diferenciais, e até muito problemas
especificos que aparecem em livros texto de hoje remontam aos grandes tratados que
Euler escreveu sobre o Calculo - Institutiones calculi differentialis (Petersburgo,
1755) e Institutiones calculi integralis (Petersburgo, 1768-1770, 3 volumes).

A Equacéo Diferencial:
"y + ax™ Yyl 4+ a9 = f(x)

em que os expoentes indicam a ordem da derivada, é conhecida atualmente como Equagao
Diferencial de Euler.

Outro grande matematico que contribuiu de forma significativa a Teoria das Equacdes
Diferenciais foi Joseph-Louis Lagrange (1736-1813). Boyer (2009) explica que Lagrange
nasceu em Turim na Italia, tornou-se professor de Matematica em Turim e sucedeu a Euler na
cadeira de Matematica na Academia de Berlim em 1766. Muito conhecido por seu trabalho
“Mécanique analytique” em 1788, Lagrange mostrou, no periodo de 1762-1765, que a solucéo
geral de uma Equacdo Diferencial linear homogénea de ordem n € uma combinacao linear de n
solugdes independentes. Em 1774- 1775 desenvolveu completamente o método de variagdo dos
parametros. Sendo também conhecido pelo seu trabalho fundamental em Equaces Diferenciais
Parciais e célculo de variaces.

Pierre-Simon de Laplace (1749-1827) viveu na Normandia e depois foi para Paris em
1768 deixando sua marca nos meios cientificos, destacando-se no campo da Mecanica Celeste
e no desenvolvimento de solucbes para Equacdes Diferenciais. O Método da Transformada de
Laplace permite resolver uma Equacédo Diferencial Ordinaria (EDO) de coeficientes constantes
por meio da resolucdo de uma equacdo algebrica, e serd discutido com mais detalhes
posteriormente.

No final do século XVIII, muitos métodos elementares para a resolucdo de Equacdes

Diferenciais Ordinarias j& tinham sido descobertos e no século XIX, inicia-se a investigacao de
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questdes relacionadas a teoria e a unicidade dos problemas. Carl Friedrich Gauss (1777- 1855)
alemdo e Algustin-Louis Cauchy (1789-1857) francés, deram suas contribuicdes no
desenvolvimento das teorias e conceitos de fun¢des de variaveis complexas.

Nessa mesma eépoca as EquacBes Diferenciais Parciais (EDP) comecaram a ser
estudadas, a medida que se tornou claro o seu papel em Fisica-Matemaética. Com tudo isso,
muitas fungdes, solucdes de certas Equacdes Diferenciais, comecgaram a aparecer em muitas
situacOes e foram estudadas mais profundamente. Conhecidas como fungdes transcendentais,
muitas destas funges sdo associadas a nomes de matematicos, tais como: Bessel, Legendre,
Hermite, Chebyshev e Hankel, entre outros.

O comportamento das solucbes de Equacdes Diferenciais comecou a ser analisado, do
ponto de vista geométrico e analitico, a partir do século XX. Com o auxilio da tecnologia
computacional, fendmenos descritos por equacgdes desse tipo puderam ser mais explorados. I1sso
sera muito evidenciado nessa pesquisa, pois foram os grandes motivos do desenvolvimento de

técnicas como a CITT e GITT.
3.2. Equacoes Diferenciais Parciais (EDP)

A fim de entendermos e contextualizarmos as ideias sobre (EDP) que serdo trabalhadas
ao longo da pesquisa, levantamos as principais definices e exemplos acerca do tema. Para
isso, utilizamos a construcdo tedrica feita por lorio (2017). A ordenacdo/numeracdo das
definicdes e exemplos foi de nossa escolha, mas todas baseadas na referéncia citada.

Definicdo 1. Uma Equacéo Diferencial (ED) € uma equacgéo gue envolve uma ou mais
variaveis dependentes e suas derivadas até uma determinada ordem.

Definicdo 2. Uma Equacéo Diferencial Ordinaria (EDO) é uma Equacao Diferencial em
que sua variavel dependente (ou suas variaveis dependentes) dependem de uma Unica variavel.

Definicdo 3. Uma Equacdo Diferencial Parcial (EDP) é uma Equacdo Diferencial que
envolve uma (ou mais de uma) variavel dependente de duas ou mais variaveis independentes.

u | 9%u

Exemplo 1: A (EDP) conhecida como Equacdo de Laplace, %+ 3 0, é muito

utilizada no estudo dos campos eletrostaticos, que visa descrever a fungdo potencial num meio
sem cargas elétricas. Analisando esta equacdo, temos como variavel dependente u e variaveis
independentes x,y. Portanto, a Equacdo de Laplace é um exemplo de Equacdo Diferencial

Parcial.
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Definicdo 4. A ordem de uma (EDP) é a ordem da derivada parcial de maior ordem
presente na equacgdo. Assim, uma Equacdo Diferencial Parcial de ordem k com uma variével

dependente em n variaveis independentes x4, ..., x,, € uma expressao da forma

ou ou 0%u 0%u oku

Ox;" " 0x, 0xE’ T 0x10x," T Oxk

F <x1, s X, U, > = g(x1, -, Xn) 1)

emque x = (xq,..,x,) € Q,Q c R*eu:Q - R™ é avariavel dependente.
Exemplo 2:

1. Em Matematica Aplicada, a Equacdo de Burger com viscosidade, descrita por u, +
uu, = vu,, modela a dindmica de gases. Este € um exemplo de (EDP) de ordem 2.

2. A equacdo conhecida por Korteweg-de Vries (KdV): u; + uu, + u,,, = 0 modela
inimeros fendmenos da mecanica dos fluidos, fisica de particulas, entre outras coisas. A
Equacdo KdV, é um exemplo de EDP de ordem 3.

Defini¢do 5. Uma solugdo para a EDP (1) em Q é uma funcdo u: Q — R, k vezes
derivavel, tal que u e suas derivadas satisfazem a igualdade (1).

Exemplo 3:

A funcéo

u(x,y) = e *sen(y)

é uma solucédo da Equacéo de Laplace em R2. De fato, neste caso temos:
u, = —e *sen(y) = uy, = e *sen(y)

u, = —e *cos(y) = uy, = —e *sen(y)
assim,

Upx + Uy = e *sen(y) + (—e*sen(y)) = 0

3.2.1. Linearidade

Além da ordem, outra classificacdo importante das (EDP) diz respeito a linearidade ou
ndo da equacdo. Temos uma teoria matematica bem avancada em se tratando das resolucdes
das (EDP) lineares, porém, a teoria que envolve a resolucdo das equacdes ndo lineares é bem

mais complicada e menos precisa.
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Definicdo 6. Chamamos de parte principal da Equacdo Diferencial Parcial a parte da
equacao que contém derivadas parciais em relacdo a uma ou mais variaveis.

Definicao 7. Dizemos que a (EDP) (1) é linear se F é linear em relacdo au e a
todas as suas derivadas parciais. Caso contrario, a EDP é ndo linear:

Definicdo 8. Uma Equacdo Diferencial linear € dita homogénea quando a parcela que
ndo possui a variavel dependente é identicamente nula g(x, ..., x,) = 0 em (1), caso contrario
diremos que a equacao € ndo-homogénea.

As (EDP) de segunda ordem merecem um destaque maior devido a sua grande
aplicabilidade em problemas fisicos, por exemplo, em mecénica dos fluidos, movimentos
ondulatérios e conducgdo de calor. As equagdes que descrevem os exemplos citados, estdo
amparadas por uma teoria bem estruturada e bem desenvolvida com diversos métodos de
resolucéo.

Consideremos a (EDP) linear de 22 ordem nas variaveis independentes x, y e variavel

dependente u = u(x, y), sobre o dominio < R?, dada por

AUy, + Buyy, + Cuyy, + Duy, + Euy, + Fu+ G =0 (2)

em que os coeficientes A, B, C, D, E, F e G s@o funces reais que dependem das variaveis

x, vy, definidas para todo (x,y) € Q. Como a EDP € de segunda ordem, devemos ter

A%(x,y) + B%(x,y) + C*(x,y) # 0

Dizemos que a EDP (2) é:
Hiperbdlica, se B> — 4AC > 0
Parabolica, se B> — 4AC =0
Eliptica, se B2 —4AC < 0

3.2.2. Problemas de Valor Inicial e de Contorno

De modo geral, as (EDP) podem ndo ter solucdo ou, até mesmo, possuir infinitas
solucgdes. Segundo lério (2007), foi provado por H. Lewy, em 1957, que existe uma funcéo f,
tal que a EDP, u, + iu,, — 2i(x + iy)u, = f, ndo tem solugéo. Ja no caso da EDP linear
homogénea u,, = 0, parax,y € R, tem-se que todas as fungdes da forma u(x,y) = f(x) +
g(), onde f e g sdo funcbes quaisquer, sdo solucdes. Entretanto, pode-se impor algumas

condigOes adicionais a fim de garantir a existéncia e unicidade de soluces.
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Definicdo 9. Um Problema de Valor Inicial (PV1), ou Problema de Cauchy, consiste em
uma Equacgéo Diferencial, juntamente com condigdes complementares impostas de maneira
que, umas das varidveis independentes sdo fixadas em relacdo a variavel dependente e a suas
derivadas.

Exemplo 4: Analisando a (EDP) a?u,, = u., notamos que sua solucdo depende do
tempo t, com isso podemos prefixar o que conterd na solucdo u(x,t) quando t = O.
Matematicamente, procuramos uma solugdo que satisfaca a (EDP) com as duas condi¢fes
iniciais:

u(x,0) = f(x), u(x,0) = gx), 0 <x <L

Definicdo 10. Um Problema de Valores de Contorno (PVC), ou Problemas de fronteira,
consiste em uma Equacdo Diferencial, juntamente com condi¢des complementares impostas
sobre o valor da solucdo e de suas derivadas no bordo ou na fronteira da regido (9).

Algumas condi¢des complementares possuem nomes devido a sua importancia para
alguns (PVC), como a condic¢éo de contorno de Dirichlet (ou de primeiro tipo), que € um tipo
de condicgéo de contorno, nomeada em homenagem a Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet.
Quando aplicada sobre uma equacao diferencial ordinaria ou parcial, especifica os valores que
uma solucéo necessita tomar no contorno do dominio. A questdo de encontrar-se solucdes para
tais equacOes € conhecida como problema de Dirichlet.

E também a condi¢do de contorno de Neumann (ou de segundo tipo), que é um tipo
de condicéo de contorno, nomeada devido a Carl Neumann. Quando aplicada a uma equagéo
diferencial ordinaria ou parcial, especifica os valores que a derivada de uma solucgéo deve tomar
no contorno do dominio. Enquanto a Condicdo de contorno de Dirichlet especifica o valor da
funcdo no contorno, a condicdo de contorno de Neumann especifica a derivada normal a fungéo

no dominio, ou seja, € um fluxo.
3.2.3. O Principio da Superposi¢do

Para (EDP) lineares homogéneas, a existéncia de uma solucdo ndo nula, implica
diretamente na existéncia de infinitas solucdes. De fato, se u € uma solucéo da (EDP), entdo ku
também é solucdo, para qualquer k € R. Mais geralmente, se uma (EDP) linear homogénea tem
como solucdes as fungdes u e v, entdo todas as combinacges lineares de u e v também sdo
solucdes da (EDP). Este resultado, apresentado abaixo, é conhecido como Principio da
Superposicéo:

Exemplo 5: Consideremos a (EDP),


https://pt.wikipedia.org/wiki/Condi%C3%A7%C3%A3o_de_contorno
https://pt.wikipedia.org/wiki/Johann_Peter_Gustav_Lejeune_Dirichlet
https://pt.wikipedia.org/wiki/Equa%C3%A7%C3%A3o_diferencial_ordin%C3%A1ria
https://pt.wikipedia.org/wiki/Equa%C3%A7%C3%A3o_diferencial_parcial
https://pt.wikipedia.org/wiki/Fronteira_(matem%C3%A1tica)
https://pt.wikipedia.org/wiki/Problema_de_Dirichlet
https://pt.wikipedia.org/wiki/Condi%C3%A7%C3%A3o_de_contorno
https://pt.wikipedia.org/wiki/Carl_Neumann
https://pt.wikipedia.org/wiki/Equa%C3%A7%C3%A3o_diferencial_ordin%C3%A1ria
https://pt.wikipedia.org/wiki/Equa%C3%A7%C3%A3o_diferencial_ordin%C3%A1ria
https://pt.wikipedia.org/wiki/Equa%C3%A7%C3%A3o_diferencial_parcial
https://pt.wikipedia.org/wiki/Derivada
https://pt.wikipedia.org/wiki/Fronteira_(matem%C3%A1tica)
https://pt.wikipedia.org/wiki/Dom%C3%ADnio_(matem%C3%A1tica)
https://pt.wikipedia.org/wiki/Condi%C3%A7%C3%A3o_de_contorno_de_Dirichlet
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Ut — Uyy = 0 (3)

A funcdo u(x, t) = sin(x) e *é solucéo de (3), pois:

u(x,t) = —sen(x) e,
u, (x,t) = —cos(x)et = u,,(x,t) = —sen(x)e*t
assim,
Uy — Uy, = —sen(x) e”t — (—sen(x)e ) =0

Agora, consideremos a funcdo v(x,t) = e*et. E interessante notar que v também
satisfaz a equacdo diferencial (3), pois, ao calcularmos as derivadas relativas as variaveis
independentes, temos:

v(x, t) = e*el,

v, (x,t) = e*et = v, (x,t) = e¥et

Vp— Uy = e¥et — (e¥et) =0

Novamente, consideremos a fungdo z(x,t) = c¢; sen(x)e "t + c,(e*et), ¢i,c, € R.

Nesse caso, temos:

Zy — Zyy = —CySen(x)e "t + c,(e*et) — [ —cysen(x)e t + c,(e*e)] =0

Portanto, z(x,t) = cju(x,t) + c,v(x; t)também é solucdo da EDP (3), para
quaisquer constantes c;,c, € R.

Definicdo 11. Consideremos as (EDP) descritas em (1). Definimos o operador
diferencial parcial L como:

F ou  du 9w u 9ku)
xl'"""”'”'axl'""axn'axf'""axlaxn"“’ax,’g = Llul

Desta forma, a equacdo (1) pode ser escrita como
Llu] = g

Principio da Superposicdo: Seja L um operador diferencial linear de ordem k, cujos

coeficientes estdo definidos em um aberto Q < R™. Suponha que {u,, };n=1 € um conjunto de
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funcoes de classe C* em Q satisfazendo a (EDP) linear homogénea (L[u] = 0). Se {a,,}r-1

é uma sequéncia de escalares tal que a série:

[ee]

u()= ) apitn () @

m=1

é convergente e k vezes diferenciavel termo a termo em (, entéo u satisfaz L[u] = 0.
Demonstracédo: Enunciamos a proposi¢éo no caso geral, mas a demonstraremos no caso

em que k = 2. Seja o operador diferencial parcial dado por:

n

oudu N 9
L0 = ) ayGgeas ) b0 g+ cueo)
j=1

ij=1

Neste caso, por hipotese, quaisquer que sejam x € Q,1 < i,j < n, ; temos que as séries:

[ee)

w() = ) it ()

m=1

ou i ou,,
axl- N dm axl-

m=1
e
Ju du = 0u,, 0u,y,
axl- ax] N A axl- ax]
m=1

por hipotese, sdo convergentes. Assim, para todo x € (,

n n
Jdu du Jdu
LulG) = ) ay()g—a—+ > b5+ c(u(x)
ij=1 YUY 5= ]
= z a;;(x) z am ox; 0%, + ' b;(x) am ox, + c(x) Ay Uy ()
i,j=1 m=1 j=1 m=1 m=1

n (o] 0

[ee] n
ou,, 0u,y, ou,,
= Z a;;(x) Z am6_xi6—xj+ Z b;(x) Z am(')_xj+ c(x) Z Ay Uy ()
m=1 =1 1 m

ij=1 m= =1
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z am [z Clij(x)au_mau_m + b](x)(;u_xm + C(x)um(x) =

m=1 m=1 axi an m=1 J
@ = ) anLlunD@ =0
m=1
Portanto,

[ee]

2 = ) it ()

m=1

é solucdo do operador L.

3.3. Elementos histéricos sobre o desenvolvimento das Transformadas

Integrais e as solucdes analiticas para (EDP)

Como ja mencionado, um dos grandes motivos para o desenvolvimento das Equagfes
Diferenciais e suas solugbes foram os problemas de aplicacdo pratica, em particular os
problemas de Fisica-Matematica, que também ficou marcado pelas Transformadas ou
Transformacdes Integrais. A Transformada aparece como uma metodologia analitica, que se
caracteriza por uma solucdo totalmente baseada em relacbes e formulas matematicas,
alternativa ao metodo da Separacdo de Variaveis, que em muitos casos se torna muito dificil
sua aplicagdo, devido ao problema nao ser facilmente “separavel”.

Segundo Deakin (1985), os estudos considerados como precursores das Transformacoes
Integrais sdo do matematico Leonhard Euler. Deakin comenta que as primeiras ideias de
transformacédo devem ser encontradas em um fragmento de Euler (1763) dedicado a resolugéo
de uma equacdo diferencial em especifico. Mais tarde, em um capitulo do conhecido livro
Institutiones Calculi Integralis de Euler (1769), o tratamento é mais geral, mesmo sendo muito
incipiente. Esses trabalhos envolvem transformac6es integrais de grande reconhecimento.

Seguindo na evoluc¢do dos problemas de aplicacdo, Cotta et al. (2017) comentam sobre
o trabalho de Fourier de (1807), Théorie de la Propagation de la Chaleur dans les Solides, e
seu tratado, Theorie Analytique de la Chaleur de 1822, onde 14 foi consolidada a formulacéo
matematica de fendbmenos de conducéo de calor em termos de uma Equacdo Diferencial Parcial
para a temperatura dentro de um corpo, com as varidveis de espago e tempo. Para Cotta et al.

(2017), a contribuicdo de Fourier j& seria um avanc¢o na ciéncia, mas ficou muito longe em
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propor o tratamento analitico da equacdo diferencial parcial, seja na forma de séries de Fourier
ou nas integrais de Fourier.

De acordo com Cotta et al. (2017), somente mais tarde que Dirichlet foi capaz de
fornecer uma solucdo exata para cada formulacdo diferencial parcial, incluindo anélise da
equacao de conducdo de calor no sistema de coordenadas retangulares, cilindricas e esféricas.

Mesmo assim, Fourier comenta no capitulo 1 de sua obra de 1822 que estava ciente
da importancia de suas descobertas, tanto em termos fisicos e matematicos. Segundo Fourier
(1822 apud Cotta et al. 2017, p. 2, traducdo nossa):

As equacdes gerais da propagacdo do calor sdo equacdes diferenciais parciais e,
embora sua forma seja muito simples, os métodos conhecidos ndo fornecem nenhum
modo geral de integré-los; portanto, ndo poderiamos deduzir deles os valores das
temperaturas ap6s um tempo definido. A interpretacdo numérica dos resultados da
analise €, no entanto, necessaria, e € um grau de perfeicdo que seria muito importante
dar a toda aplicagdo de andlise as ciéncias naturais. Enquanto ndo forem obtidas, pode-
se dizer que as solucGes permanecem incompletas e inGteis, e a verdade que se propde
descobrir ndo é menos escondida nas formulas de analise do que no préprio problema
fisico. Nés nos dedicamos com muito cuidado a esse prop6sito, e fomos capazes de
superar a dificuldade em todos os problemas de que tratamos e que contém os
principais elementos da teoria do calor. N&o existe um dos problemas cuja solucdo
ndo forneca meios convenientes e exatos para descobrir os valores numéricos das
temperaturas adquiridas ou as quantidades de calor que fluiram quando os valores do
tempo e das coordenadas variaveis sio conhecido®®.

Cotta et al. (2017) nos mostram que Fourier utiliza da abordagem de "separacédo de
variaveis", uma classica técnica que €, de fato, uma hipotese, que permite a solucdo de uma
Equacdo Diferencial Parcial (EDP), ao ser reduzida a integracdo direta das Equacdes
Diferenciais Ordinarias (EDO), para todas as variaveis, é depois combinada para satisfazer a
EDP original juntamente com o limite e condigdes iniciais.

Em esséncia, Cotta et al. (2017) comentam que Fourier naquela época avangou a ideia

de separacdo de variaveis, para manipular e interpretar as solucfes da equacdo de conducéo de

13 “The general equations of the propagation of heat are partial differential equations, and though their form is
very simple, the known methods do not furnish any general mode of integrating them; we could not therefore
deduce from them the values of the temperatures after a definite time. The numerical interpretation of the results
of analysis is however necessary, and it is a degree of perfection which it would be very important to give to every
application of analysis to the natural sciences. So long as it is not obtained, the solutions may be said to remain
incomplete and useless, and the truth which it is proposed to discover is no less hidden in the formulae of analysis
than it was in the physical problem itself. We have applied ourselves with much care to this purpose, and we have
been able to overcome the difficulty in all the problems of which we have treated, and which contain the chief
elements of the theory of heat. There is not one of the problems whose solution does not provide convenient and
exact means for discovering the numerical values of the temperatures acquired, or those of the quantities of heat
which have flowed through, when the values of the time and of the variable coordinates are known. Thus will be
given not only the differential equations which the functions that express the values of the temperatures must
satisfy; but the functions themselves will be given under a form which facilitates the numerical applications”.
(FOURIER, 1822 apud COTTA et al. 2017)
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calor recém-derivada, ap6s propondo a equagao constitutiva conhecida atualmente como Lei de
Fourier. Ele deu uma série de exemplos antes de declarar que uma funcéo arbitraria definida
em um intervalo finito pode ser expandida em termos de uma série trigonométrica que
atualmente é conhecido como a série de Fourier.

Fourier, para Cotta et al. (2017), forneceu a mateméatica moderna a teoria da conducao
de calor, mas também introduziu a série de Fourier, Integrais de Fourier, e demonstrou um
resultado importante que é conhecido como o teorema da integral de Fourier, posteriormente
reformulado por Dirichlet, como ja mencionado anteriormente.

Algumas solugdes das (EDO) precisam satisfazer a propriedade da ortogonalidade, e
por isso geram infinitas solugdes em forma de expans@es e séries infinitas de funcbes onde o
produto interno no espacgo de funcdes entre elas é zero (condicdo de ortogonalidade). Foi ai que
a teoria desenvolvida pelos dois matematicos franceses entre 1829 e 1837, Sturm-Liouville,
obteve uma grande aplicacédo, pois, resolvendo EquagOes Diferenciais Lineares de segunda
ordem, Sturm-Liouville, comecam a examinar 0 comportamento, ou seja, propriedades das
solugdes, a expansdo em série de funcdes e os conhecidos problemas de autovalores e
autofuncdes.

Cotta et al. (2017) comentam que por esse motivo fica evidente que as solucdes da
equacdo de conducdo de calor atraves da separacdo de varidveis podem ser interpretadas como
um tipo de expansdo de autofuncéo da temperatura que depende do tempo e do espaco.

Além da separacdo de variaveis, 0 método da Transformada Integral comeca a ser mais
desenvolvido e estudado. Cotta et al. (2017) destacam que a origem das Transformadas
Integrais, apds as primeiras ideias de Euler, remonta ao trabalho de Laplace sobre a teoria da
probabilidade, La Théorie Analytique des Probabilities, na década de 1780, onde € encontrada
as ideias da sua Transformada.

Cotta et al. (2017) destacam que as Transformadas Integrais foram usadas com sucesso
em diferentes ramos da fisica, matematica e ciéncias da engenharia. Esses sdo 0s problemas
gue motivaram o grande desenvolvimento de técnicas de resolucdo, como a CITT e GITT.

E com o aprimoramento das solucfes por meio dessas transformadas, Cotta et al. (2017)
comentam que o desenvolvimento matematico que acontecia, estava em acordo com as
propriedades das solucBes, tais como a expansdo em série de funcGes e o Principio da
Ortogonalidade.

Outras transformacdes integrais foram introduzidas por Mellin (transformada de
Mellin), Hankel (a transformada hom6nima), Hilbert (a transformada de Hilbert, desenvolvida

por Hardy e Titchmarsh), Stieltjes (a transformada homodnima).
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Dentre as Transformadas mais conhecidas, destacamos a Transformada de Fourier a de
Laplace. Para Tonidandel e Araujo (2012), essas Transformadas juntamente com as series de
Fourier, desempenham importante papel em diversas &reas, desde comunicagoes,
processamento de sinais, sistemas de controle, antenas, além de ser extremamente Util na
resolugdo de problemas de valor de contorno. Como exemplo, Tonidandel e Araudjo (2012)
explicam que para calcular a resposta de um circuito elétrico a um dado valor de entrada, a
Transformada de Laplace fornece a resposta transitoria e permanente. Ja a Transformada de
Fourier limita-se ao regime permanente.

A Transformada de Fourier expressa como:
F(w) = f f(t)eJ@tdt
0

Com sua inversa, expressao na qual obtemos a funcao original sendo dada por:

o
flw) = %L F(w)e/*tdw

Como uma analogia e aplicacdo Fisica da Transformada de Fourier, Tonidandel e
Aradjo (2012) explicam que se imaginarmos a funcdo f como um feixe de luz, entdo a
Transformada de Fourier, como um prisma, quebra a funcdo em diversos componentes de
frequéncia que a compde, cada uma de intensidade F. As varias frequéncias seriam chamadas
cores e dessa forma, a transformada de Fourier forneceria o espectro de cores do sinal. Fazendo
0 caminho contrario, a transformada inversa de Fourier combina o espectro, ou seja, combina
todas as cores, para retornar a funcao original.

Ja a Transformada de Laplace € definida pela equacdo:

LG} = F(s) = f F(De-stdt

Com a inversa expressa pela integral:

FO = LFE) = 5 fFeds
Tonidandel e Aradjo (2012) comentam que mais de um século passaria até que a
Transformada evoluisse a partir da forma que Laplace deixou em seus escritos. 1sso acontece
pois com o aparecimento das sofisticadas aplicacBes atuais em engenharia, a grande evolucéao
seria dada por Oliver Heaviside na direcdo de tornar a Transformada de Laplace um método
viavel na solucdo de problemas préaticos, com a criacdo da funcdo H que, por algum tempo,

levou o seu nome e que mais tarde ficou conhecida como funcéo degrau unitario w.
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Cotta et al. (2017) explicam que o método de Transformacdes Integrais foi amplamente
usado na resolucdo de (EDP) da Fisica-Matematica ao longo dos anos e forneceu uma ampla
colecdo de solucGes obtidas, por exemplo, na teoria de conducao de calor, em comparagdo com

outras abordagens analiticas que existiam.

3.4. Um breve panorama sobre as solu¢des numéricas para EDP

Com a evolucdo tecnoldgica e a necessidade de se resolver (EDP) de modo mais rapido,
um dos grandes desafios para a simulagdo computacional direcionada ao desenvolvimento
cientifico-tecnoldgico consiste na descoberta de novos procedimentos, objetivando minimizar
determinadas restricdes que segundo Cotta (2012) sdo: Longo tempo de processamento,
precisdo limitada, convergéncia lenta e enorme esforco despendido na elaboracdo e expanséao
de algoritmos numéricos.

Como ja mencionado, temos a solugdo analitica das Equacgdes Diferenciais, entretanto
nem sempre € possivel obter uma solugéo analitica ou se torna muito complexo a resolucéo de
uma Equacdo Diferencial, assim, o desenvolvimento das solugdes numéricas comeca a tomar
um grande espaco. Boyce e Diprima (2006) explicam que os métodos numeéricos sdo algoritmos
aritméticos que apresentam resultados aproximados de Equacfes Diferenciais, desta forma
percebe-se que se tem um valor y,, = v, (x,,) como sendo o valor aproximado e y,, (x,,) o valor
exato.

De acordo com Boyce e Diprima (2006), os trabalhos iniciais em métodos numéricos se
iniciaram com Newton e Leibniz, mas foi com Euler que os métodos numéricos tiveram forma
mais concreta, Euler deduziu um processo iterativo que permitia determinar, de forma
aproximada, a solucdo de um problema de condicdo inicial num determinado ponto. A
demonstracdo deste método foi feita depois por Cauchy e melhorado por Lipschitz.

Boyce e Diprima (2006) continuam explicando que 0s processos de itera¢cdo numeérica
ou métodos numeéricos vieram sobretudo, por Carl Runge em 1895 e 1908 e por Martin Wilhelm
Kutta em 1901, tendo sido considerados como generalizac6es das regras de integracdo. A maior
evolucdo dos métodos numéricos se deu com o aparecimento dos primeiros computadores.

Desse modo, Cotta (2012) comenta que com o desenvolvimento da engenharia
aeroespacial, de novos materiais supercondutores, da tecnologia de fibra ética e da previsao
meteoroldgica sdo tipicos desafios atuais. Para simular os processos fisicos envolvidos, uma

extensa cadeia deve ser percorrida, destacando-se o estudo e refinamento das leis governantes,
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modelos matematicos associados e desenvolvimento de novas técnicas computacionais para
tratamento analitico e numérico.

E assim, o aprimoramento de metodologias para solucdo de sistemas de equacgdes
diferenciais acopladas contribuiu para o avango tecnoldgico dos paises em desenvolvimento,
permitindo a obtencdo de materiais e produtos de alta qualidade, a custos reduzidos.

No inicio da década de 1970, durante o periodo da corrida espacial, visando minimizar
o esforco empregado na elaboracdo de célculos, a RUssia e outros paises do Leste Europeu
proporcionaram um grande avanco no desenvolvimento e aplicacdo de métodos analiticos
(séries e transformadas).

Concomitantemente, Cotta (2012) explica que os Estados Unidos e Europa se
concentravam no desenvolvimento de métodos denominados puramente numéricos.
Posteriormente, Cotta (2012) nos diz que os célculos desenvolvidos no ocidente requisitavam
um crescente esforco computacional, enquanto as metodologias do Leste Europeu
concentravam bastante esforgco em extensas manipulacdes analiticas. Isto permaneceu até
meados da década de 1970 Ainda nessa decada, muitos pesquisadores buscavam encontrar
novas alternativas para tratamento e solucéo de equacdes.

E essa foi a tonica, segundo Cotta (2012), em boa parte da segunda metade do século
XX, devido a crescente disponibilidade do desempenho computacional apds o aprimoramento
do hardware e os métodos numéricos desenvolvidos, e o continuo avango do papel da simulacdo
computacional na analise e projeto de engenharia. para resolver EDP que modelam varias
aplicacOes de engenharia, incluindo problemas de fluxo de calor e fluido.

Cotta (2012) afirma que os métodos numéricos ainda sao responsaveis pela maioria dos
desafios e tarefas de simulacdo que sao realizadas e sdo as mais frequentemente empregadas
em software comercial para uso multiuso. Embora os pacotes de simulacdo comercial baseados
em métodos puramente numéricos ainda estejam longe de serem perfeitos em termos de custo-
efetividade, confiabilidade, flexibilidade e precisdo, sua presenca em tarefas rotineiras de
empresas do setor e de consultoria € um fato inegavel, que, por sua vez, traz uma demanda
crescente por melhorias. A evolugéo dos sistemas de computacéo simbolica viabiliza ainda mais
0 investimento em métodos numéricos.

A utilizacdo do Mathematica, um software de Gltima geracdo que reline recursos de
computacdo simbdlica, numérica e grafica, possibilita o desenvolvimento de programas com
manipulacdo automatica de expressdes analiticas, segundo conjuntos de regras definidas a priori
pelo usuario. Incorpora também uma poderosa linguagem simbdlica para o desenvolvimento de

programas avancgados, integrando diferentes paradigmas de programagdo, tais como:
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programacao procedural, funcional, l6gica e orientada a objetos. Estes recursos favorecem o
desenvolvimento de aplicacbes em inteligéncia artificial tais como: Prova de teoremas,
robdtica, reconhecimento de padrdes e sistemas especialistas.

As abordagens do tipo analitico ndo foram, no entanto, totalmente abandonadas durante
esse periodo da grande evolucdo dos computadores. Em vez disso, eles foram avancados,
unificados e formalizados por alguns grupos de pesquisa dedicados a essa heranga matematica,
conforme ilustrado por alguns compéndios de difusdo de calor e massa.

Cotta (2012) explica que esses pesquisadores, de certa forma mais leais a era analitica,
e foram em parte motivados pela impressdo de que poderiam ajudar para a revolugéo
tecnolégica nos métodos numéricos em andamento, oferecendo resultados de referéncia para
validacdo e calibracdo de esquemas numéricos. Mais importante ainda, esses pesquisadores
fizeram contribui¢es produzindo a base tedrica para conectar novos desenvolvimentos em
abordagens hibridas.

Com base nessas observacdes, Cotta (2012) destaca que varias frentes de pesquisa foram
abertas por diferentes grupos académicos em todo o mundo, com o objetivo de aprimorar
simultaneamente o processo de simulagdo em ciéncias térmicas e engenharia, através da
proposicdo de caminhos de metodologia de solugéo alternativa.

Nesse contexto, varias metodologias numéricas — analiticas, também conhecidas como
hibridas tém aparecido na literatura aberta, que tentam combinar as ideais analiticas classicas
com a atual base de conhecimento em analise numérica, na busca de maior precisao e opgoes
robustas e econdmicas para 0os métodos de solugéo discreta agora bem estabelecidos. Isso ficara
muito claro nas justificativas e conclusdes apresentadas nos estudos analisados posteriormente

nessa pesquisa, especialmente na entrevista realizada com o Prof. Renato Cotta.
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4. TRANSFORMADA INTEGRAL POR KOSHLYAKOV

Neste capitulo, abordamos as Transformadas Integrais por N.S. Koshlyakov. Com o
intuito de descrever suas ideias para a resolucéo de problemas em intervalos finitos e infinitos,

que serviram como base do desenvolvimento de CITT e GITT.

4.1. Desenvolvimento de N.S. Koshlyakov

Com a evolucéo das Transformadas, Cotta et al. (2017) nos explicam que em todos 0s
casos a metodologia geral é a mesma, porém, a grande diferenca para cada proposta estad no
nacleo, pois é ele que pode facilitar a resolucéo do problema e entregar solu¢Ges mais adequadas
para cada caso, esse nucleo sera discutido no desenvolvimento do proximo capitulo.

E com esse mote, voltado para a resolucéo de problemas de Fisica-Matematica, vemos
a abordagem da Transformada Integral por N.S. Koshlyakov, e que foi base para o seguimento
dasideiasda CITT e GITT.

Para entendermos essa relacdo, Renato Machado Cotta, no seu artigo de 2012,
intitulado The Unified Integral Transforms (UNIT) algorithim with total and partial
transformation: A tribute to Prof. Mikhail D. Mikhailov, nos apresenta diversos dados historicos
que estdo diretamente relacionados as propostas de M.D. Mikhailov, M.N. Ozisik, e,
posteriormente, na concepcao de um algoritmo que facilita a implementacéo da CITT.

Nesse caminho, Cotta (2012, p. 1, traducdo nossa) explica: “O Trabalho de N.S.
Koshlyakov (1936) nos forneceu uma primeira ideia ao lidar com equacdes de difusdo nédo
homogéneas e condigBes de contorno pelo método das TransformagGes Integrais Finitas” 4.
Com isso, vemos que Koshlyakov nos mostra a primeira proposta de Transformada Integral que
culmina nos métodos que estudaremos nessa pesquisa.

Na mesma direcdo que Cotta (2012), o professor Aleksei Luikov, no seu livro Heat
and Mass Transfer de 1972, examina diversas solugdes de problemas de conducéo de calor e
massa. Dentre essas propostas de solucdo, Luikov (1972, p. 63, traducdo nossa) afirma que: “A
primeira ideia da Transformada Integral Finita foi proposta por Koshlyakov (1936)” °.

No livro de 1936, intitulado Basic Differential Equations of Mathematical Physics, do

russo, Osnovnye Differentsial ' nye Uravneniya Matematicheskoi Fiziki, N.S. Koshlyakov,

14 «“The work of (Koshlyakov, 1936) that an idea was provided in handling non-homogeneous diffusion equations
and boundary conditions by the method of Finite Integral Transformations” (COTTA, 2012).
15 “First the idea of the finite integral transform method was proposed by Koshlyakov (1936)” (LUIKOV, 1972)
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estuda uma série de problemas fisicos que envolvem Equacdes Diferenciais Parciais de segunda
ordem, dada a devida atencdo a teoria que esté por trds dos problemas.

Com o auxilio do Prof. Renato Cotta, encontramos o exemplar original em Russo de
1936 e comparamos com a publicagdo de 1964 intitulada Differential Equations of
Mathematical Physics, escrita por N.S. Koshlyakov, M.M. Smirnov e E.B. Gliner. As duas
publicacdes foram brevemente apresentadas na secdo do capitulo anterior onde estudamos a
biografia de Koshlyakov.

Com a andlise das duas obras, verificamos que a presenca da Transformada na
publicacdo de 1936 esta de forma diluida no texto, durante a solucédo de cada problema proposto
pelo autor. J& no livro de 1964, vemos um capitulo inteiro dedicado ao trato da Transformada
Integral, de um modo didatico e compreensivel. E importante ressaltar que, apds a comparagao,
observamos que a técnica apresentada em 1936 € rigorosamente a mesma da descrita na
publicacdo de 1964.

E assim, por esse motivo e também por facilidade de compreensdo e traducédo da
lingua, utilizamos o livro de 1964, com traducdo para a lingua inglesa publicada apos o
falecimento de Koshlyakov. A edicdo original do livro, na lingua russa, foi publicada em 1955.
Ap0ds a conversa com o Prof. Renato Cotta, 0 mesmo comentou que a traducdo em lingua inglesa
é extremamente fiel ao original.

Dentre os problemas estudados em ambos os livros, estdo: Vibracdo em cordas e
membranas; oscilacao elétrica; problemas eletrostaticos; emissdo de ondas eletromagnéticas;
emissao e dispersao sonora; ondas mecanicas em superficie de liquidos e conducéo de calor em
corpos. Nos capitulos sdo mostrados os problemas e a proposta de solucdo com seu
desenvolvimento e técnicas matematicas envolvidas.

Na introducdo do texto de 1964, os coautores Smirnov e Gliner destacam que a
publicacdo foi uma homenagem a sua dedicacdo ao ensino de matematica para engenheiros.
Assim, eles deixam claro que mantiveram 0s textos originais da publicacdo de 1936 e
acrescentaram alguns que foram escritos de maneira conjunta com Koshlyakov.

O livro esta dividido em quatro partes, na primeira é tratado os problemas fisicos que
sdo modelados por equaces diferenciais do tipo hiperbélico, os do tipo eliptico sdo tratados na
segunda e do tipo parabdlico na terceira. Na quarta e Ultima parte, os autores apresentam um
material suplementar que foi escrito por Koshlyakov. Segundo o que informa a introducdo do

livro, as partes I, Il e 111 possui revisdo e insercao de textos escritos por Smirnov e Gliner.
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O objeto de nosso estudo esté presente na parte 1V desse livro. No primeiro capitulo
dessa secdo e XXXI do livro, vemos o titulo: The use of integral operators in solving problems
in mathematical physics.

Figura 8 - Sumario do Capitulo XXXI

Part IV, Supplementary material
Chapter XXXI. The use of integral operators in solving problems in

mathematical physics 521
1. Basic definitions. Method of application of integral operators 522
2. Conditions allowing the use of integral operators 522
3. Finite integral transformations 525
4, Integral transformations in infinite intervals 530
5. Summary of the results 537

Fonte: Koshlyakov; Smirnov e Gliner (1964, p. 14)

Podemos observar no sumario (Figura 8), que Koshlyakov apresenta as defini¢des
basicas, métodos de aplicacdo, condi¢cdes de uso e a Transformada Integral para casos de
intervalos finitos e infinitos.

Nos proximos subitens mostramos integralmente cada topico desse capitulo, com o
objetivo de entender as ideias propostas pelo autor e que serviram de base para o

desenvolvimento da CITT e GITT.

4.2.1. Definicdes basicas
Nesse item, Koshlyakov define "operador integral"'® e explica que esses termos sio

aplicados aos resultados de uma transformacéo. Assim, para Koshlyakov, a transformacéo da

forma:

f()/1l Y2, V3 s Yms Xm+1s - :xn)

(1)
= f f f K (X1, oo s X3 V1o V2o ooor Vi) [ (X1 e X)) dX 1 dXo
s

onde a Equacéo (1) é a Operacdo (Transformada) Integral na regido S (superficie) pela qual a
fungdo original f(x,,x,,....,x,) em relacdo as n variaveis € transformada em uma funcéo
F1r VY20 V30 oo Vs Xmats o »Xn)  COM  m  variaveis (yp.¥a, ...¥m) €n—m variaveis

(Xma1s - »X5), com nucleo (Kernel) K(xq, X5, .., Xm ; Y1, V2,-+++, Ym) dado que m =n.

18 No livro de (1936), Koshlyakov utiliza o termo “operador integral”. Na edigdo de 1964, M.M. Smirnov e E.B.
Gliner adicionam ao lado um paréntese com o termo transformag&o, para mostrar que o significado matematico é
0 mesmo.
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Koshlyakov define que x4,x,,....,x,, S40 chamadas variaveis de transformagdo e a
operacdo ¢ feita em relacéo a elas. O autor chama atencdo para a notagdo da transformada, ele
denota as funcgdes transformadas pelos mesmos simbolos que sdo utilizados antes da
transformag&o, com a adigdo de um marcador. Como no exemplo citado anteriormente, onde f
é a transformada de f .

Além disso, para deixar claro em qual variavel foi feita a transformacéo, o autor usa de
exemplo a expressdo f(y;, x,, x3), como a Transformagcéo Integral em relagéo a variavel x; da
funcdo f (x4, x4, x3). Ele ndo utiliza as generalizacbes x; e y; para evitar ma interpretagéo.

Em continuacdo a definicdo, o autor mostra o que ele chama de retransformacéo, que
seria  a operacdo de transformar  F(y1, Y2, ¥V3s oor Vi Xma1s - »Xn) Na  original
f(xq,x5,....,x,),1550 seria a inversa da operacdo integral ou simplesmente operador inverso.
Na Equacéo (1) temos o operador direto e a observacdo de que nem sempre um operador inverso
€ um operador integral, ou seja, pode acontecer da operacao inversa nao possuir solucao.

Koshlyakov diz que sera utilizada apenas a operacdo integral em relacdo a uma variavel.
O procedimento geral de aplicacdo da solugdo do problema de Fisica-Matematica consiste nos
seguintes passos: Por meio de um operador integral, o problema deve ser transformado de tal
forma que se possa eliminar a derivada parcial com relacdo a uma de suas variaveis, o que
resulta em um problema mais simples em uma funcdo denominada transformada. Assim,
resolvido o problema mais simples, usamos o operador inverso ou transformada inversa para
encontrar a fungéo desconhecida que € a solucdo para o problema original.

Se necessario, caso o problema transformado pela primeira vez ainda ndo se torne de
simples resolucédo, Koshlyakov sugere que se use varias transformacoes integrais, para eliminar
sucessivamente operacgdes diferenciais com relacao as diferentes variaveis até que se tenha uma
equacdo transformada mais simples. Tendo resolvido o problema transformado, usamos 0s

operadores inversos para obter a funcdo desejada.

4.2.2. Condicdes de uso do Operador Integral

Nesse item, chamado de condi¢cBes que permitem o uso do operador integral,
Koshlyakov inicia com um problema de alguma regido que envolva uma equacado diferencial
de segunda ordem:

Mu = f )

onde:
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My = i Ou +ib % v (ay=ay) 3
4= ““ﬁaxaaxﬁ *9x, ¢ \4j = G ®3)
a,f=0 a=0

A Equacdo (3) é uma expressdo diferencial de segunda ordem com coeficientes variaveis
e f é uma funcdo conhecida com varidveis x, x;, x, € x3(que podem ser coordenadas de um
ponto no espaco e tempo), com constantes a,z. Em geral, € adicionada condigGes ao problema
que garantem uma solucdo Unica, essas condi¢cdes podem ser: iniciais, condi¢des de contorno
ou fronteira, condigdes ao infinito, condic¢des de periodicidade de solu¢des com relagdo a certas
coordenadas, entre outras. O autor comenta que a transformada iré ser aplicada tanto a equacao
como as condicdes suplementares.

Com relagéo as fungdes que serdo transformadas, Koshlyakov diz que devemos assumir
que todas que estardo sujeitas a Transformacdo Integral possuem propriedades que tornam
possiveis tal procedimento. Ao examinar problemas especificos, € importante verificar a
questdo da aplicabilidade do operador em questdo. Assim, Koshlyakov, diz que ird mostrar as
condicdes suficientes para garantir a transformacdo de um problema que possui uma forma em
que € possivel aplicar as operacdes diferenciais e integrais com relacdo as varaveis de
transformacéo.

Inicialmente, é necessario escolher os limites da integracdo para que o operador entre
em um caminho que coincida com os limites (a, b) da variacao das variaveis de transformacao
(x;), de outra forma, os valores da funcdo transformada fora do intervalo de integracdo néo
seriam levados em conta ou a integracdo seria estendida para uma regido em que a fungédo
transformada ndo seria definida. Portanto, se a variavel de transformacdo varia com limite
finito, a operacdo integral tem que possuir limites finitos; analogamente se for infinito, o
operador integral deve possuir limites infinitos. Tendo em vista isso, Koshlyakov diz que ira
realizar o estudo distinguindo entre operador integral finito e infinito.

Ao tomar a Equacgéo (2) em um intervalo (a, b) da variacao das variaveis (x;), tomando

esse valor como fixo, para um operador integral com nucleo K (x;,y), obtemos:

fb Z 0*u +Zb et PI
) L o « g | K G,

a,B+i a+i

(4)

b 0%u 0%u ou
+ L aiia_xiz-l_ Zgaiﬁm+bia—m+cu K(xi,y)dxi
i

=f
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onde fé a Transformada Integral do termo livre f. Para assim, Koshlyakov mostrar as
condicdes suficientes em forma de relagdes que devem ser satisfeitas para que a integral seja

transformada em uma equagdo diferencial em relagdo a Transformada Integral:

b
ﬁ=j}uﬂmmwm

de uma funcgéo desconhecida u.
Se os coeficientes aje b; com j, k # i ndo dependem da variavel de transformagao x;,

a primeira parcela da Equacdo (4) ficara da forma:

Z 0%u N z b ot
ap 0x,0xp % 0x,

a,B+i a+i

Nesse caso, por exemplo,

b 0%u 02 b 0%u
f a]k 9x a K(xl,)/)dxl ajkm Ja uK(xl-,y)dxi = ajkm

Ao resolver a segunda parcela do lado esquerdo da Equacdo (4), usando a técnica de

integracdo por partes, obtemos:

fa a”a 2+ Zaxa B bl—+cu K(x;,y)dx;

B ou N ( aau> +ZZ K( ) oK| b
aii axi i axl u alﬁ a xl'y ua’ll a

L+#i
+j-b 0%a;;K abiK_I_ ) wd ZZJ‘ du aalﬁK .
o \ 0x? ax; 0 HeaT axg 0x; X ®)

A equacdo transformada (5) ndo contém termos integraveis se:
Ju aalﬁK

Zf 9xy ox, i =0
Gaila OXp 0K (6)
azaiiK abLK 2 (7)

Fy I ox, +cK = —1°K

1

Sendo A2 é um valor real que ndo depende de x; (em nota de rodapé, Koshlyakov afirma

que adota 0 A ao quadrado por mera conveniéncia).
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O termo sera satisfeito se:

a;j =0paraj # i; (8)

Isto €, se a Equacdo Diferencial (3) é da forma:

f= Mu= JMu+ Mu (€))
Sendo:
0%u ou (10)
EUtl'u = aiia_xiz-l- bla_xl-l- cu

E 9'u é uma expressao que ndo contém derivadas em relacao a x;.
Se a Equacdo (7) for satisfeita, aplicamos a ff K (x;,y)dx; e usando a Equacédo (4)

temos:

b azaiiK ablK 2 b 2
f > — + cK Judx; = =4 f uKdx; = —A“u
o \ 0x{ ox; a

Se, além disso, os coeficientes a;;, b;e c,ndo dependem das variaveis x; (onde j = i), 0
valor —2% ndo dependera de x;. Entdo, Koshlyakov comenta que a Equagdo (7) pode ser
considerado como a equacdo para definir o nicleo K (x;, y).

Quando é satisfeita a condicdo dada pela Equacédo (8), a integral do lado direito da
Equacdo (5) pode ser escrita na forma:

fb [< ou o )K aaiiK] (11)
a;=—+ bu|K—u
a H 6xi ¢ (’)xi

~ p o . ou
Esta expressdo contém os valores da funcéo u e suas derivadas LMy = ae x; =
i

b. Para efetuar o calculo, o autor comenta que é necessario que as condi¢cdes do problema
(limite, inicial e assim por diante) admitam uma expressdao das condicGes em relacdo a

variavel x; em termos de funcGes conhecidas das variaveis x; (onde j # i). Caso contrario,

Koshlyakov comenta que a equacdo transformada conteria ndo apenas # mas outras funcoes

desconhecidas. Contudo, este requisito, para Koshlyakov, por si sé ndo € suficiente, uma vez

ou . Lo . .
que os valores de % ndo podem ser dados arbitrariamente para dois valores diferentes de x; e,
i

consequentemente, eles ndo podem aparecer simultaneamente nas condi¢des do problema. Isso
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ndo permite tomar uma solugdo arbitraria de Equacdo (7) para se determinar o nucleo do
operador. No entanto, Koshlyakov comenta que se o nucleo for submetido a requisitos
adicionais, que serdo discutidos nos proximos itens desse capitulo do seu livro, a Equagdo (11)
pode ser resolvida. Isso possibilita a exclusdo de operacGes diferenciais e integrais em relagéo
a variavel x; da equacdo do problema inicial.

Para excluir as operacOes integrais em relacdo a variavel x;, o autor considera a
transformacdo com as condi¢Ges do problema. As condi¢des do problema para a equagéo
original (3) se aplicam ao conjunto inteiro de variaveis x;. A equagdo transformada ndo contém
diferenciais com relacdo a x; e, consequentemente, as condigdes para a transformacdo do
problema devem se aplicar apenas as variaveis x; para j # i.

Desse modo, as condi¢Ges com relagéo a variavel x; podem ser expressas em termos de
funcOes conhecidas das variaveis x; para j # i. Se, além disso, as condi¢des com relagéo a
xj, para j # i ndo contém coeficientes dependendo de x; nem derivadas de u em relagdo a x;,
entdo, quando transformamos essas condi¢es usando o operador integral com o nucleo
escolhido, podemos obter as condicdes para a funcéo transformada . Por exemplo, a condicéo

de contorno:

a—+,6’u=<p;xj=aj

Supondo que a mudanca da ordem de diferenciacgéo e integracao € valido é transformado
para a forma:
ou P B
aaxj pu=¢; xj = a;
Com coeficientes constantes fornecidos a e 8 que ndo dependem de x;.

Concluindo esse item, Koshlyakov enumera as condi¢Ges que sdo suficientes para nos
permitir eliminar operacdes diferenciais e integrais com relacdo a uma das variaveis pelo uso
de uma transformacao integral, sdo:

1.0 lado esquerdo da Equacdo (3) deve ser a soma de duas expressdes, uma contendo
derivadas apenas no que diz respeito a variavel de transformacdo e a outra ndo contém
derivadas em relacdo a esse variavel nem coeficientes dependentes dela.

2. As condicdes suplementares do problema (contorno, fronteira, inicial, etc.) devem ser
divididos em dois grupos, um expressando a condicdo com relacdo a variavel de

transformacdo (isto é, para x; = aex; = b) em termos de fungbes dadas das outras
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variaveis, e a outra ndo contendo nenhuma derivada em relacéo a varidvel de transformacéo e
nenhum coeficientes que sdo dependentes dela.

3. Os limites de integracdo no operador devem coincidir com os limites de variacdo da
variavel de transformacéo, e o nucleo do operador deve ser uma solucdo de Equacéo (7) e
satisfazer os requisitos suplementares Equacéo (11).

Koshlyakov destaca que nas proximas sessdes serdo discutidos de modo mais preciso

0s requisitos do nucleo do operador e apresentar o método da Transformada Integral e a formula

do operador inverso.

4.1.3. Transformada Integral Finita

Nesse item, Koshlyakov mostra o procedimento da Transformada Integral de uma
variavel que se transforma dentro de limites finitos. Para isso, 0 autor considera um ndcleo do
operador direto na forma:

1 _
K(x;,y) = C—p(xi)l((xi,y) (12)
14

em que x; € la, b[,Cy, p(x;) e K(x;,y) séo funcBes (a serem determinadas posteriormente) de
argumentos indicados. No texto, o autor nomeia a fungdo C, de argumento e y de divisor de

normalizacdo. Quando se substitui a Equacdo (12) em (7), obtemos:

621? dal-l-p 61? — 2 (13)
aiipa_xiz‘l' (2 dx, iP)a—xi— qK = —2°pK
sendo:
_ (d*ayp dbip 4 (14)
1= dxl-z dxl- P
Para determinar a funcao p, Koshlyakov usa a condicdo:
dau-p (15)
na qual:
dp daii
aiid_xi-l_ (d—xl—bl>p =0

Vemos que a solucdo desta equacéo sera a funcéo:

o) = exp [~ [ o= (Gt - by) axi] (16)
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Segue da Equacéo (15) que a equacédo (13) é da forma:

o oK K+ 22pK =0 17
axipaxi 1 pR=
sendo:
p=azpeq=—cp (18)

é uma Equacdo da forma (17) frequentemente encontrada em problemas de fisica-matematica
e que, segundo Koshlyakov, tem sido intensamente estudado em conexdo com o classico
problema de Sturm-Liouville para encontrar os valores do parametro A2 (autovalores do
problema), para os quais a Equacdo (17) tem uma solugdo ndo igual a zero (autofungdes do
problema) satisfazendo as condic¢des de contorno homogéneas:
e -pK] =0 |wE+pk] =0 .
X, =a x;=b

Com coeficientes constantes fornecidos a e f que ndo dependem de x;. Koshlyakov

destaca que sera utilizado os resultados da teoria de Sturm-Liouville sem prova, uma vez que

para o autor, prova-los exigiria um desenvolvimento completo da teoria das equacdes integrais.
Para isso, 0 autor supde que:
~ a ~ . .
1) As funcdes p,ﬁ,q e p sdo continuasno intervaloa <x; <bep >0, ¢=>0,p, <
i
p < p1,0nde p, e p; S&0 constantes positivas,

2) A integral:
fb dxl-
a P

converge €

3) Que 0s numeros a, e B, e também a, e 5, sS40 ndo negativos e que 0s membros de

cada par ndo sdo simultaneamente iguais a zero.

Os autovalores A2 do problema Sturm-Liouville formam uma sequéncia infinita de

ndimeros positivos A3 < 13 < 13 .....
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Q) Para cada autovalor A2 corresponde uma autofuncéo K, (x;), que é uma fungéo
que reduz a Equacéo (17) a uma identidade e satisfaz a Equacgéo (19).

(2) O sistema de autofuncBes K, (y = 1,2,3,...) estd completo no sentido de
convergéncia média; isto é, uma funcdo arbitraria de integracdo de f (x;) no intervalo (a, b)

pode ser representado na forma de uma série:

S 20
f(xl) = Z ayKy ( )
y=1

que converge para a fungdo f. Koshlyakov ressalta que essa é uma série conhecida e converge,

com isso, a Equacéo (20) pode ser integrada multiplicando por qualquer funcéo integravel.

(4) As autofungdes K, e K constituem um par ortogonal com peso p(x), isto é:

b
— _ 0O;a #p (21)
.fa p(xi)Ka Kﬁdxi - {Ca #0 a = 'B

Se a integral

N&o converge, mas as integrais:

a+exl_ —a b—e dxi b b — X;
dxi, " dxi
a p a

convergem para algum e positivo, 0s mesmos resultados, mas as condi¢des de contorno (19),
segundo Koshlyakov, devem ser substituidas por outras condi¢es no limite a ou b em que
p (x;) = 0 (ou em ambos os limites se p(a) = p (b) = 0). Ordinariamente, estas sao as
condicOes para a finitude das autofuncgoes.

Mesmo se a fungdo p = 0 em um dos limites a, b, esses resultados podem permanecer
valido. Especificamente, Koshlyakov comenta que este é o caso da equacdo da Equacdo de
Bessel, Equacdo de Legende, entre outras.

Quando os coeficientes na equacdo de Sturm-Liouville ttm os mesmos valores nos
pontos finais do intervalo (a, b) e, em vez de condic¢des da Equacédo (19), temos a condigdo de

periodicidade mencionada por Koshlyakov:
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a2 4 g - [eZep] 2)

X, =a x;=Dhb

Entdo, resultados da Equacdo (22) permanecerdo validos, exceto que para cada
autovalor normalmente corresponderd ndo a um, mas a duas autofuncBes linearmente
independentes, que podem ser estendidas como fung@es periodicas além dos pontos finais do
intervalo (a, b). O autor renumera de tal forma que o autovalor A% corresponda as autofuncdes
Kyq_1(x;) & Ky4(x;). Como no caso da Equacdo (19), as autofuncdes correspondentes aos
diferentes autovalores sdo mutuamente ortogonais. As funcdes K,,_;(x;) € Kyu(x;)
correspondentes ao mesmo autovalor pode, por causa de sua independéncia inicial, ser sempre
escolhidos de tal maneira que sejam mutuamente ortogonais. Entdo, a Equacdo (21) ficara
satisfeita, com o resultado de que a analogia para esta variante das condi¢des de contorno sera

mais completa.

Aqui, o autor diz que foi usada a formulacéo da teoria de Sturm-Liouville em termos de
convergéncia em média e ndo, por exemplo, em convergéncia uniforme. Nesse momento,
Koshlyakov faz um breve comentario, ele diz que serd apresentado o conceito de solucéo
generalizada, e, que s6 pode ser notado isso porque estd sendo usado o conceito de
convergéncia, isso quer dizer que o método desenvolvido abaixo, em geral, incluira as solucdes
generalizadas.

Koshlyakov diz que as solucdes generalizadas tém o mesmo significado fisico que as
classicas. Portanto, se um problema ndo tiver uma solucdo classica, mas tiver uma solucao
generalizada e se esta solugdo € Unica e depende continuamente nas condi¢des dadas, a
afirmacdo do problema permanece correta. Notamos também que, se um problema tiver uma
solucdo classica Unica, deve ter uma solugdo generalizada, que coincide com a classica.

Vamos retornar a Equacéo (12) e definir:

K(x;,v) = K, (x;) (23)
Entdo, o nucleo K(x;,y) do operador direto sera uma solucdo de Equacdo (7) porque sob a
Equacdo (12), as Equacbes (7) e (17) sdo equivalentes. De acordo com Koshlyakov, para
mostrar a viabilidade de uso da técnica, é preciso, ainda, calcular a Equacao (11). Para isso, de

acordo com as Equacdes (15) e (18), reduzimos essa expressao para a forma:

1 (p0u oK \| P (24)
Cyp axi axl‘u
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Ao considerar as condi¢Oes de contorno ndo homogénea:

du du (25)
[aa Py ﬁau] = @q [ab % + .Bbu] =®Pp
' X;=a ' x;=hb
Sea, # 0ea, # 0, escolhemos (para construir o ndcleo da transformada) um sistema

de autofuncgdes que serve para homogeneizar condi¢des de contorno, como segue:

oK — oK _ (26)
|2a 22 - BuK, | =0 |2y 22 + By, | =0
' X;=a ' X; = b
A Equacéo (24) assume a forma:
1/1 _ 1 _ (27)
= (P 0K, () = - p(@)0uF, (@)
Y b xg

Pode ser computado, uma vez que existem apenas fungdes conhecidas nele. Se a, = 0,
a, +# 0e B, # 0, primeira das Equacdes (25) pode, sem perda de generalidade, ser escrito na

forma —u = ¢,. Na construcédo do sistema de autofuncgoes, estabelecemos:

(28)

A Equacdo (24) assume a forma:

1(1 Do K. (b ok o
Cy a_bp( )PuKy )_p(a)(pa<axi>x-=a

De maneira analoga, o autor diz que é possivel verificar para os casos de a;, = 0 e a, =
a, = 0. As Equacdes (27) e (29) que sdo obtidas e podem ser calculadas a partir das condi¢cfes
de contorno (25) do problema. Assim, a Transformacéo Integral necessaria pode ser realizada.

Koshlyakov supde que a solucdo do problema em questdo é periddica em relagcdo a
coordenada x; com perfodo igual ao intervalo (a, b). Se as fungdes K, (x;) também satisfazem
esta condicdo de periodicidade, a expressdo (24) desaparecera, pela condicdo de periodicidade,
e, consequentemente, serd conhecida. A partir desses resultados, é possivel realizar uma
transformacdo integral em relagdo a variavel x; que varia em um intervalo (a,b) e a

equacédo Mtu = f e transformada para:
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Mu—Au=f+N,—N, (30)

em que i e f sdo a transformadas integral das funcdes u, f, N,e N, sdo funcdes cuja forma é
determinada pelas condicOes dadas pela coordenada x; e no ponto final do intervalo (a,b).

Quando as Equac0es (25) dadas:

Cyaap(a)l?y(a)(pa' se ag + 0,
Ne=11 oK,
—p(a) Pa se a,=0ef,=-1
CV d i X: = a
L
(31)
p(b)l?y(b)q)b, se a, + 0,
_ v &b
Mo=1 1 oK
—p(b) 0, se a,=0epf,=-1
Cy 0xi|, _
Xi = b

Sob a condicéo de periodicidade com relacéo a coordenada x;, temos N, — N, = 0.
Finalmente, o autor diz que para determinar a funcdo original u a partir da transformada

u, devemos executar a operacao inversa. Para fazer isso, recorremos a fungdo u em uma serie:

o)

u= Z a,K, (32)

y=1

Em termos de um sistema completo de autofuncées K, do problema de Sturm-Liouville.

Quando multiplicamos a Equacéo (32) por pK, e integramos, obtemos, por causa das condigdes
de ortogonalidade dada pela Equacéo (21):

1

b
a, = —f pK, udx;
Cy Jg

Sendo C, € uma funcdo do parametro y, definido pela formula (21). Se usarmos a fungéo

C,, como um divisor de normalizacdo na Equacdo (12), notando que a quantidade épl?y éo

nucleo K (x;,y) do operador direto, e assim obtemos:

b
@, = | Ky uGdx = at) (33)
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Seguindo a Equacdo (32):
u= z u(y) K, (34)
y=1

com isso, foi encontrada a funcio desejada u, utilizando a Transformada Integral para Intervalos

Finitos proposta por Koshlyakov.

4.1.4. Transformada Integral Infinita

Nesse item, Koshlyakov mostra o procedimento da Transformada Integral de uma
variavel que se transforma dentro de limites infinitos. Para isso, o autor considera a formula da

Integral de Fourier:

| @[ r@eostte -0 =317+ 0) + £ - 0]
0 — 0

n (35)
Em que f é uma funcdo do argumento unidimensional x, definido no eixo real inteiro
e satisfazendo certas condic6es adicionais. Por exemplo, para Koshlyakov é suficiente exigir

que a integral:

| Zlf(s‘)lds‘

Converge. Entdo, a férmula de Fourier é valida para todos os valores de x cuja
vizinhanga da funcdo f é de variagdo de contorno. Além disso, se a fungdo f é continua no

ponto x, o lado direito da formula de Fourier € igual a f.

A férmula integral de Fourier pode ser obtida a partir de uma série de Fourier

1 AV v
f(x) = zap + (agcosTx+bg senTx)

2
v=1
Ao passar para o limite conforme o intervalo (— ). Quando é notado que a série de
Fourier representa uma expansao de autofuncdes do problema particular de Sturm-Liouville:
u' +22u=0;ul = ul
X = —l X =1
Koshlyakov comenta que é imprescindivel supor que, no caso geral, uma expansdo sobre um

intervalo finito é possivel. Esta suposi¢do é valida sob certas condi¢des. As formulas integrais
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sdo obtidas e tornam possivel aplicar as transformagdes integrais e excluir os diferenciais em
relacdo as variaveis cujos dominios s&o intervalos infinitos.

Assim, o autor supde que a funcio f ¢ definida no intervalo infinito 0 < x < oo . E
possivel estender a definicdo para o intervalo —co < x < 0. Por exemplo, podemos definir
f(=x) = f(x) e f (—x) = —f(x).No primeiro caso,

0 oo
j f(&)cosi(& —x)dé = f f(&)cosq(& + x)d¢
— 00 0

em que:

| r@cos(e —vag = [ f(©lcoss (¢ —x) + cosi e + g
— 00 0

= 2(cos{x)J f(&)cos¢(§)ds
0

A Formula de Fourier da Equacéao (35) pode ser escrita na forma:

2| coscxat [ orcost(eras =317+ 0) 47 - ) (36)

No segundo caso, quando f (—x) = — f(x), Koshlyakov, de maneira semelhante,

obtém a formula:

1

2| sengxag [ peersens oy =315+ 0) 4 - o) (37)

Tanto na Equacdo (36) quanto na Equacdo (37) as férmulas sdo validas em todo o
intervalo 0 < x < oo onde esté definida a f dada a extensdo par ou impar, respectivamente,

da funcdo f na metade negativa do eixo real.

O autor agora utiliza a seguinte relacao:

1 . 1 .
COS{({ — x) = Eelc(f_x) + Ee_lc(f_x)

Para transformar a Equacéo (35) em:

1 r®° . oo . 1
Ef_welzxd(f_wf(f)e—lcmf = E[f(x +0)+ f(x—0)] (38)

Novamente, Koshlyakov assume que a funcdo f € definida apenas para x néo-

negativo e vamos estender sua definicdo para incluir todos os valores negativos de x, definindo
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f (x) = 0 parax negativo. Consideramos a funcdo definida por f (x) = e™"*, onde n é um

namero positivo. A integral:

f_ IF(E)e|de,

Converge, segundo Koshlyakov, mesmo quando a funcdo y = f(§) aumenta
exponencialmente (desde que o nimero 7 é suficientemente grande). Na equacéo (38), o autor
substitui a funcdo f com a func¢do definida por f (x) = e~"*. Multiplicando ambos os lados

por e~ lembrando que f (x) = 0 para valores negativos de x, obtemos:

1 (® @ 1
o f e xag f f©e g =S [f(x +0) + f(x = 0)]  (x = 0)
—00 0

Se fizermos a substituig&o:

—d
(—i)=yed{=—"

i
obtemos

1 n+ico co 1
gmi] ey | r©e s = 3IFGe+ 0) 4 £ 0) (39)

27nn.

Que é chamado, segundo Koshlyakov, de integral de Laplace-Mellin. Se, nesta férmula,

fizermos a substituicéo:
y=—yex=Inxeé=Infen=-n
obtemos a formula:

1 ("dy (@ . 1
gwi) ), O = A0+ S0 (20 (40)

Que Koshlyakov denomina de “integral de Mellin”.

O autor agora considera a fungdo definida por e f(x), onde n é algum niimero real
inteiro positivo e x e 6 sdo coordenadas polares no plano. Denotando por g(x,,x;) as
expressdes as coordenadas cartesianas x; e x,. E, para Koshlyakov, assumindo por
simplicidade de calculo, que a fungdo g € continua, vamos aplicar a formula integral de Fourier

Equac&o (38), tomando a coordenada x;, como variavel de integracdo, obtemos:
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1 [+

% ei<1x1d(1f g(fl;xz)e_zlfldgl = g(xler)

Vamos aplicar a férmula integral de Fourier em relacdo a coordenada x,, em que, depois

de algumas manipulac@es simples, é dada por:

1 2 o) o) ' o o '
(32) | | emrimagas, [ | reger@iremagas, = g

Por meio das relagbes x; =r cos@,x, =rsenb,& =& cosh,&, =& senb’,{; =
{ cos@",{, = { sen@', Koshlyakov introduz as coordenadas polares. Ao denominar que
dé,dé, = &dédO’,dl,dl, = {d{dB'", e que, nas coordenadas polares r, 8, a funcdo gé dada

pela expressdo e™ f(x), transformamos a formula em:

(5) fom ‘e f.ide” Xplirg cos(0 = 6] Lw s j:de'f (&) exp[—i(&C cos(6"
—0")]=f(r)

Notamos que, no caso geral, isto é, sem assumir que funcdo g(x;;x,) € continua,
obtemos, no lado direito desta formula, a expressdo %[f(r + 0) + f(r — 0)], que, segundo

Koshlyakov, sera estudado em uma discusséo subsequente. Com isso, ele define:

1
0'~0"=-n+o,

entdo:

fn exp[—i(é¢ cos(8' — 0") —n6")]d6’

Eﬂ—err 1
= f expli(ng — £{seng)]exp [in(8" + Enn)]dq) = exp [sen(6"

1 Vs
+§n)]f expli(ng — §{sengp)]ldp

Como o integrando é periédico com o periodo 2w, chegamos novamente aos limites da

integracdo (—m, ) na ultima integral. Se, definido:
0" —6 = !
= 1_/) > T

obhtemos:



71

exp E inn] fn expli(r{ cos(8 — 08") —nB) + inB"]1dO" = f"exp [i(nyp — r{semp)dp

Koshlyakov substitui as integrais transformadas na férmula geral e ressalta que, para n

. 1 )
maior que — -, de acordo com a formula:

fﬂ expli(nt — zsent)] dt = 2], (2)

onde J,,(z) é a funcédo de Bessel de primeira espécie de ordem n, assim, obtemos a formula

Integral de Fourier-Bessel, para (x >0,n> —%):

[ nG0rcas [ pnenas =31+ 0+ fe-0] @)
0 0

As condicdes dadas em conexdo com a formula integral de Fourier sdo, para o autor,
suficientes para a aplicabilidade da formula de Fourier-Bessel.

Consideramos as integrais internas nas Equactes (36) até (41) como transformacoes
integrais da fungdo f que aparecem no integrando. A integral externa representa o operador
inverso, que também é um operador integral, para um intervalo infinito de variacdo da variavel.

Koshlyakov apresenta os operadores que ele classifica como utilizaveis para intervalos
infinitos e suas respectivas condicdes para utilizacao:

1. Transformada de Fourier:

1
2T

(42)

Q) = f w(@eridg e f a(er*dy = ux)

As condicdes suficientes para sua aplicacdo séo que a integral:

f |(ua)ldox

convirja e que, as fungbes u (x) séo continuas por partes e de variagdo limitada em um intervalo

finito arbitrario.

2. A transformacao cosseno de Fourier:

Q) = f u(€) cos(y€) dé
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2

;Lmﬁ(w cosyx dy = { u(x) sex >0 (43)

u(—x)sex <0

As condigdes suficientes para sua aplicacdo sdo que a integral:
| weolax
0

Convirja e que, para as fungdes ndo-negativas x, as fun¢des u sdo continuas, por partes

e de variacdo de contorno em um intervalo finito arbitrario.

3. A transformada de seno de Fourier:
u(y) =f u(é) senyé dé
0

2 (°_ _( ulx)sex>0 (44)
;-fo u(y) senyx dy = {—u(—x) sex <0

As condicdes de aplicabilidade sdo as mesmas da transformada cosseno de Fourier.

4. A transformada de Laplace:
u(y) =f u(§eridg
0

1 (e u(x)sex >0 (45)
- 11 de =
2mi J,, wperdy { Osex <0

—ioo

As condicdes suficientes para sua aplicabilidade séo que a funcdo u para x positivo seja
continua, em um intervalo finito arbitrario e que exista um nimero a tal que o produto u (x) e
e ~** permaneca limitado com x crescendo sem limites. Aqui, precisamos tomar n maior que a
para o operador inverso.

5. A transformacdo de Mellin (para x positivo):

Q) = f w(E)§r-1dg

1 n+ico d)/
> ﬁ(y)ﬁdy =u(x);x>0 (46)
n

—joo

As condicdes suficientes para sua aplicabilidade sdo que a funcdo u seja continua e em
um intervalo finito arbitrario de valores positivos de x e que existam nimeros a > 0,y; ey,

(comy; < y,) tal que as integrais:
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[ m@en-tidg e | fuer—iag
0 a

convirjam. Aqui, para 0 operador inverso, precisamos tomar y; < n < y,. Outras condi¢des
suficientes para a aplicabilidade da Transformada de Mellin sdo que existam ndmeros inteiros

n.em, comn,; <n, tal que paran, <n < n,, aintegral:

I " amdy

n—ioo
Converge e que a func¢do definida por y = #(n + ix) que é uma funcéo analitica e se aproxima

de zero a medida que x se aproxima de too.

6. A transformada de Hankel, parax > 0,n > — %:

[ee)

1) = [ wORENEE e [ a@Govdy = ubdix > 0 “
0 0

As condicdes para sua aplicabilidade s@o as mesmas que para a Transformada de

Fourier.

Koshlyakov comenta a lista de operadores foi escrito u(x) em vez de %[u(x +0)+

u(x — 0)], por facilidade. Esses operadores encontraram amplas aplicacdes praticas, mas sem
esgotar a lista de operadores integrais que podem ser Uteis em algum caso particular.

Com um intervalo infinito, o autor comenta que a escolha do operador integral aplicavel
para resolver um determinado problema é condicionada pelas mesmas consideragdes que no
caso de um intervalo finito. Em particular, o nucleo do operador deve ser uma solucéo de
Equacdo (7) tal que a Equacéo (11) pode ser calculada. Se este ndcleo € um dos nucleos que
aparecem nas transformacdes nas Equacdes (42) até (47), podemos realizar as transformacdes
diretas e inversas pelos métodos fornecidos.

Porém, Koshlyakov também mostra que em alguns casos podemos resolver do mesmo
modo que foi feito para intervalos finitos. Com isso, o autor retoma o nudcleo K(x;, y)do

operador integral direto em relacdo a variavel x; na forma do produto:

1 _
C—yp(xi)K(xu)’)
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onde p ¢ a funcdo definida pela Equacéo (16) e C, € um divisor de normalizagdo. Como no
caso de um operador integral finito, obtemos uma Equacdo da forma (17) para determinar a
funcdo K (x;,7).

A variavel de transformacéo pode, em um intervalo infinito, ser interpretada como uma
coordenada espacial ou temporal. No primeiro caso, a escolha da solugdo da Equacéo (17) esta
condicionada as mesmas consideragdes do caso finito do operador integral.

Koshlyakov considera o segundo caso. Quando a equacdo para a qual o problema é

apresentado é do tipo hiperbdlica, as condi¢des dadas contém ambos os valores da funcéao
. . 0 . ..
desconhecida u e os valores de sua derivada a—?no instante inicial. Consequentemente, a

Equacgéo (11) pode ser calculada no limite inferior. No que diz respeito ao limite superior, 0
nucleo do operador pode geralmente ser escolhido de modo que a Equacgéo (11) desapareca
nesse ponto. No entanto, quando a equacéo € do tipo parabdlico, as condi¢fes dadas contém

apenas o valor da quantidade desconhecida u(x) no instante inicial e ndo os valores de sua
derivada. Entretanto, aqui, somente a primeira derivada Z—lt‘ da funcdo desconhecida, aparece na
equacdo que estamos estudando, isto é, a;; = 0, de modo que a Equacéo (11) toma a forma:

(0]
bluKl
t=0

e pode novamente ser calculado no limite inferior. Como no caso anterior, geralmente podemos
fazer com que a Equacdo (11) desapareca no limite superior, como resultado do

desaparecimento do k do operador.

4.1.5. Sumario dos resultados

Para finalizar e facilitar o uso dos métodos dos operadores integrais, Koshlyakov
fornece um resumo dos resultados basicos e formulas.

Para isso, 0 autor inicia novamente explicando que através do uso de um operador
integral, podemos eliminar operacGes diferenciais em relacdo a variavel x;, que varia em um
intervalo finito (a,b) quando as seguintes condic¢Ges suficientes sdo satisfeitas, conforme
abaixo:

1. A equacdo diferencial do problema pode ser representada na forma:

f=Mu= Mu+ Mu (48)

sendo
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0*u ou (49)

Mu=a;=—+bz—+cu
i uaxiz Laxi

E uma Equacéo Diferencial com coeficientes dependendo apenas da variavel x; e 9t'u

é uma Equacdo Diferencial com coeficientes ndo dependentes de x; ou de derivadas em relacdo

a,a; =0,c<0,ayc, aaiiii s&o continuos no intervalo (a, b), e a integral:
1 dal-l- (50)
) = S - b-)d ]
p(xl) P [ f a;; (dxl ¢ é

Tem uma derivada continua em relagcdo a x; no intervalo (a, b); onde ha um nimero nao

negativo € tal que:

j«a+6 xi _ ad jb—e dxl- b b _ xi d ( ( ) ) (51)
x.; , x.; X:) = A;;
W PG ) PG ), ply AP = b

Converge

2. Se as condigdes de contorno forem dadas entre a variavel x; da transformacao,

elas devem, parap(a) # 0 e p(b) # 0, ser representaveis na forma:

ou ] Ju ] 0 (52)

Ag—— — u = (S Ay — — u
aaxi .Ba Pa baxi .Bb
X;i=a X;=Db

Onde as quantidades a,, a4, B, Bp S80 ndo-negativas e 0s termos em cada par ndo sdo

simultaneamente iguais a zero, e onde ¢,; @, sao funcbes conhecidas das varidveis x; para
@i # ).

Para p (a) = 0 (p (b) = 0), a condicdo de contorno para x; = a (x; = b) deve
satisfazer as exigéncias do teorema sobre expansdo nas autofuncdes correspondentes do

problema de Sturm-Liouville. Isso significa que u deve ser finito parax; = a (x; = b) .

3. As condicbes do problema em termos das variaveis x; (para i # j) néo contém

. a A s, « -
derivadas % em relacdo a variavel x; da transformacao nem coeficientes dependentes de x;.
i

4. O nucleo do operador € igual a:
1 —
K(xi' )/) = C_p(xi)Ky(xi)
14

onde I?y (x;) é a solucdo para a equacdo diferencial homogénea:
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o ok _ . _ (53)
32 P oy ~AK+ApK =0 (q = —cp)

satisfazendo:

a) CondicOes de contorno homogéneas
oK

oK _ _
Xi=a X; = b

L
Se as condicGes de contorno da forma (52) sdo dadas para a variavel x;;

b) A condicéo de periodicidade, se a condicdo de periodicidade for dada para a
variavel x;.

C) Para p(a)=0 e p(b)=0, a primeira (segunda) condi¢do da Equacéo (54) deve ser
substituida pela condicao seguinte a exigéncia para a expansao em autofuncdes correspondentes
do problema de Sturm-Liouville.

Ap0s verificar que estas condic¢des sdo satisfeitas, Koshlyakov lista os seguintes passos:

1. A Equacéo (53) tem solugdes nédo identicamente iguais a zero para valores de A% que
formam uma sequéncia crescente infinita 43,13, 43, ..., A%, ..... de nlmeros positivos A2 (os
autovalores do problema da Equacéo (53)). Se, as condi¢des de contorno sao dadas em termos
da variavel x;, entdo para cada autovalor A% corresponde apenas uma solugéo linearmente
independente da Equagéo (53), K, (x;), isto &, para um valor fixo da variavel x;, havera apenas

uma expressao para o nucleo:

1 _
K(x;,y) = C_p(xi)Ky(xi)
¥

Se a condicdo de periodicidade em relacdo a varidvel x; é dada, entdo, para cada
autovalor A%, corresponderdo, ordinariamente, duas solugbes periodicas distintas,
independentes e linearmente independentes da Equacdo (53), que, por uma transformacao
linear, podem ser feitas mutuamente ortogonais.

E conveniente denotar estas duas soluges por K,,_; (x;) e K, (x;). A funcéo K, (x;)
com argumentos integrais y também aparece no nucleo do operador, mas para cada par de
valores de y (igual a 2n e 2n — 1 para n = 1,2,3,...), ira corresponder a um autovalor A;.

2. A equacéo do problema Mt;u + W'u = f pode, por meio de um operador integral

com nucleo:
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1 —
K(xi' )/) = C_p(xi)Ky(xi)J (55)
14
onde o divisor de normalizag&o, é igual a:

b
6, = [ pGolk, ol ax, (56)

pode ser reduzido para a forma:

Mu—2u=f+ N, — Ny, (57)

onde i e f sdo as transformadas integrais das funcdes u e f em relagdo a variavel x;, A5 éo
autovalor com namero ordinal y do problema de valor de contorno das Equaces (53) e (54).
As quantidades N, , N,, sédo definidas, quando as condigdes de contorno na forma da Equacdo

(52) séo dadas com relagéo a variavel x;:

Cyaa p(a)l?]/(a)(pa ) se aa 7‘: 0,
N, = _
1 0K cg
C—p(a)a—],/ Po,  Se  ag=0;f,=-1 (58)
14 tx,=a
a p(b)l?y(b)(pb ’ se a, + 0,
_ y¥b
=11 ok, (59)
—p(b) 0y, se ap=0;p,=-1
Cy axl- _
Xi = b

sob a condicao de periodicidade com relacdo a coordenada x;:

N,— N, =0 (60)

3. Condigdes adicionais em termos das variaveis x; (paraj # i, que sdo necessarias

para o problema da Equacédo (57), sdo obtidas substituindo nas condi¢des correspondentes em

relagdo as variaveis x;) o problema original para cada uma das fungdes da variavel x; por sua

transformada integral.
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4. A solucdo u do problema original é expressa em termos da solugéo #,, do problema

transformado por meio das séries:

= Z a(y) K, (x) 61)
y=1

Koshlyakov lista as véarias operacGes que devem ser realizadas no caso de uma
Transformada Integral dentro de limites finitos, na seguinte ordem:

(1) Estabelecer a validade de usar um operador no problema em quest&o.

(2) Calcule (a partir dos valores dos coeficientes a;,b; e ¢ da expressao
diferencial 9t;u) as fungdes p, p, q.

(3) Encontre a fungdo K, (x;).

(4) Encontre o nucleo K, (x;)do operador direto.

(5) Use as Equacdes (57) até (60) para escrever o problema transformado.

(6) Encontre a solugdo do problema transformado. (Aqui, em particular, Koshlyakov
sugere a aplicacao repetida de transformacdes integrais).

(7) Escreva a solucgéo do problema original na forma da Equacéo (61).

No caso em que € necessario eliminar operacdes diferenciais em relacdo a uma variavel
que varia dentro de um intervalo infinito, Koshlyakov comenta que esses resultados séo
modificados seguindo tais passos:

1. O nucleo do operador integral direto deve (até um fator constante) ser igual ao

produto:
p(x)K (x;,v) (62)
onde K (x;,v) é a solugdo da equacdo diferencial:
0 0K _ _ (63)
- 2 —
%, P ax, qK +y“pK =0

Se o limite inferior a da variacdo da variavel x; é finito e a condi¢do de contorno é dada
em relacéo a variavel x;, entdo a fungdo K deve, nesse limite, satisfazer a condicdo homogénea
correspondente a condicdo do problema (isto é, a mesma condicdo que com relacdo a variavel
x; do problema, mas com o lado direito igual a zero). No limite superior (infinito), a funcéo

K deve ser tal que a expressao:

__du a?) (64)

P(xi)<K 9%, ox, u
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.. . . p . ~ d
Seja identicamente nula. Em particular, se € sabido que as fungdes u e a—;" desaparecam
L

no infinito, a funcdo K pode ser finita.

Koshlyakov nota que, no caso de operadores integrais dentro de limites infinitos, a
quantidade y assume ndo uma sequéncia discreta, mas um continuum de valores.

2. O nuicleo do operador integral direto pK deve pertencer ao conjunto de nicleos para
0s quais existe um operador inverso. As Equacdes (42) e (47) somam os operadores integrais
diretos e inversos.

3. A equagdo do problema (como resultado da transformagdo dentro dos limites
infinitos) é reduzida para a forma:

Mu+y*u=f+ N, (65)

A funcdo N, ¢ definida pela Equacgdo (58) € o limite inferior a de variacgéo de x; € finito,
e a condicdo de contorno € dada para x; = a, é igual a Equacdo (64) para x; = a, Se as
condicdes de Cauchy (condicdes iniciais) forem dadas.

No caso de transformacdes integrais dentro de intervalos infinitos, Koshlyakov diz que
as operacdes devem ser realizadas na seguinte ordem:

(1) Mostrar que ndo ha nada para tornar impossivel a transformacéo integral do
problema.

(2) Calcule as funcdes p, p, q.

(3) Encontre a solucdo geral da Equacdo (63) e use a Equacao (62) para determinar a
forma geral do ndcleo do operador direto.

(4) Comecando com o requisito relativo a transformacao das condi¢6es do problema em
questdo, escolha um nucleo para o operador direto.

(5) Use as Equacdes (42) e (47) para encontrar o operador com este nucleo.

(6) Use as Equacdes (55), (58) e (64) para escrever o problema transformado.

(7) Encontre a solucdo do problema transformado.

(8) Use a Equacdo para o operador direto escrever a solucdo do problema original de
forma integral e calcular ou simplificar a relacdo integral encontrada.

Doravante, na resolucdo de problemas especificos, Koshlyakov, assume que as
Equacdes dadas nesta secdo sdo conhecidas do leitor e ndo faz nenhuma referéncia especifica
sobre elas.

Para finalizar, Koshlyakov comenta que ao derivar as relacbes relativas as
Transformacdes Integrais, foram utilizadas algumas suposi¢des como, por exemplo, a de que a

ordem de diferenciagdo e integracao poderia ser revertida.
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O autor diz que de modo geral, tanto para limites finitos como para infinitos, ndo
podemos, portanto, afirmar que a solugdo encontrada por meio de Transformacdes Integrais
realmente satisfaz o problema em questéo e (em casos duvidosos) torna a verificagao da solucao
necessaria.

Esse alerta é dado pois, em alguns casos a solucdo, pode de alguma forma, ndo condizer
com a real observacdo do problema fisico, portanto, devem ser feitas verificacdes para sua
validacdo. Essa validagdo do ponto de vista fisico deve ser feita, para ndo se correr o risco de

0s resultados obtidos ndo ter nenhuma conex&o com o experimento feito.

4.2. Consideragdes sobre a proposta de N.S. Koshlyakov

Com toda a descri¢do acima, vemos a contribuicdo de Koshlyakov para a construcéo
inicial dessa Transformada Integral, a0 mostrar o uso dos operadores integrais para intervalos
finitos e infinitos, com ndcleos (nucleo) e operadores inversos definidos, bem como toda
metodologia para se encontrar cada coeficiente ou funcdo necessaria para a técnica. E
interessante ressaltar que o método de Koshlyakov é chamado em diversos livros, como nos de
Luikov (1972) e Cotta (2012), de Transformada Integral Finita.

Acreditamos que isso se deve ao fato de que a técnica para intervalos finitos se tornou
a mais utilizada em problemas de valor de contorno, ou seja, equacdes diferenciais parciais que
possuem condicdes iniciais para sua resolucdo. Alem de que, apds a analise e leitura da proposta
de Koshlyakov para intervalos infinitos, vemos que o autor faz uso de manipulacGes
matematicas e sugere a utilizacdo de transformadas conhecidas, como as de Laplace, Fourier e
Hankel, deixando para alguns casos a utilizacdo do método proposto para intervalos infinitos.

As manipulacgdes sdo fundamentais para a resolucédo de problemas com esses tipos de
intervalos, porém, para problemas que envolvem propagacdo de calor e fenémenos
difusivo/convectivos, os intervalos finitos sdo mais utilizados, como observaremos nos outros
trabalhos estudados nessa pesquisa. Desse modo, os pesquisadores que difundiram a técnica de
Koshlyakov, viram na Transformada Integral Finita uma proposta de grande valia para seus
estudos.

Veremos nos proximos capitulos que essas ideias apresentadas serviram como base do
desenvolvimento da CITT e GITT.
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5.  DESENVOLVIMENTO DE GRINBERG (1948) E MIKHAILOV
(1972)

Neste capitulo, tratamos dos desenvolvimentos das Transformadas Integrais por G.A.
Grinberg (1948) e M.D. Mikhailov (1972)

5.1. Desenvolvimento das Transformadas Integrais de G.A. Grinberg (1948)

Por ndo encontrar a literatura original de G.A. Grinberg - Selected Problems of
Mathematical Theory of Electrical and Magnetic Effects de 1948, foi pesquisado livros que
fizessem mengdes e discussbes sobre sua contribuicdo para o desenvolvimento da
Transformada Integral. Dentre os estudos encontrados, foi o de A.V. Luikov (1972) que mais
detalhou o desenvolvimento realizado por Grinberg.

Luikov em seu livro Heat and Mass Transfer de 1972, discute diversos métodos para a
resolucdo de equacdes diferenciais e problemas de valores de contorno, principalmente em
modelos fisicos que envolve transferéncia de calor. Dentre os métodos apresentados, o autor
destaca a que ele nomeia de Transformada Integral Finita.

Para Luikov (1972, p. 63, tradugdo nossa): “As limitagdes dos métodos da Transformada
de Fourier, Hankel e de Laplace, levou a criagao de métodos da Transformada Integral Finita”
17 E, mesmo para problemas que podem ser resolvidos pelos métodos classicos com a ajuda da
série de Fourier ou Fourier-Bessel, a Transformada Integral Finita € um método que pode ser
preferivel do ponto de vista da simplicidade de abordagem.

Luikov (1972) afirma que apds o método da Transformada Integral Finita proposto por
Koshlyakov (1936):

b
f) = f K(p, x)f (x)dx (1)

A teoria foi mais completamente desenvolvida por G.A. Grinberg (1948). Segundo
Luikov (1972, p. 63, traducdo nossa): “Apos a proposta de Koshlyakov, a teoria foi melhor

desenvolvida por Grinberg (1948), que generalizou os métodos para 0 caso de mudanca de

17 «“The scantiness of the Fourier, Hankel, and, to some extent, the Laplace transforms on the one hand, and a
crying need for solution of the problems with finite region of the change of variables on the other hand led to
creation of finite integral transform methods” (LUIKOV, 1972).
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propriedades do meio na direcdo dessa coordenada ao longo da qual a transformacdo é
executada” *8, principalmente em problemas de cunho fisico (eletricidade e magnetismo)
Nesse desenvolvimento detalhado, os nicleos K (p, x) utilizados sdo as TransformacGes
Integrais Finitas de Fourier e Hankel, escolhidos apropriadamente e com solucéo encontrada a
partir do problema de Sturm-Liouville. Se as autofuncdes desse problema forem designadas por

X, (x) e a ponderacdo das funcdes p dentro do intervalo [a, b], entdo temos:
K(p,x) = p(x)X »(x) (2)

Dessa forma, Grinberg faz a sugestdo do nucleo e o define a partir dos limites de
integracdo. Luikov comenta que Grinberg diz que se o limite de integracdo esta entre 0 e
lcom [ € IR, 0s nucleos do seno finito e cosseno da transformada de Fourier, bem como as

transformadas de Hankel (J,,), tem a forma, respectivamente de:

X

K(p,x) = sen (#) e K(p,x) = cos (MT) (3)

com condicdes de contorno do primeiro e do segundo tipo (Condicdes de Dirichlet) u = nm e
com condicdes de contorno do terceiro tipo (1) que sdo as raizes da equacdo utanu = al/A

€.

K0 =), () @)

onde u € a raiz da equacao J,,(1) = 0 (condicdo de contorno do primeiro tipo). Com condi¢des

de contorno do terceiro tipo u determinado pela equacao:

_ ki, (5)
Jo(u) = al]v(u)

A férmula de inversdo é geralmente encontrada com a ajuda da expansao da funcéo em
série no que diz respeito as funcbes ortogonais do problema correspondente de Sturm-Liouville.

Assim, as formulas de inversao tém a forma:

oo

_ [f(®)]ruX n(x)
Fl) = ;f;mk) X2 (0)dx ©)

18 «After the proposed by Koshlyakov. The theory of such integral transforms was more thoroughly developed by
Grinberg (1948) who generalized these methods for the case of step-by-step change of properties of the medium
in the direction of that coordinate along which the transformation is performed” (LUIKOV, 1972).
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Em casos particulares:

(1) Para a transformacao do seno:

F) = Zfs(n) sen ™)

(2) Para a transformag&o do cosseno:

1 2 = nmx
f() = 7£(0) +Tz;fc(n) sen " ®
com condicOes de contorno do segundo tipo e
0o al
.un + (/1) UnX
fe=2) (i) cos == 9

S+ (§)]+ ()

com condic¢des de contorno do terceiro tipo, onde a soma converge em relacéo a todas as raizes

positivas da equacao:

. _ al
ptanp =—
Para a transformada de Hankel,
T (tn l)
f0) =1 ZfH(un T (10)

em que a soma converge em relagédo a todas as raizes positivas J,,(u) = 0 ou

X
‘Ll% Jv (.un T)
[

(a_)z (2 = v?) 2 ()] (11)

1 [o9]
FG) = 5 ) fulw)
n=1 1 1

a soma converge em relacdo as raizes positivas de (5).
Com isso, vemos que Grinberg faz diversas propostas de nicleo que possuem a forma

da Equacao (2). Assim, para superar a dificuldade da escolha do nucleo, Luikov (1972, p. 65,

traducdo nossa), explica:

Grinberg (1948) desenvolve um método que, como ideia principal, é a escolha do
nlcleo da transformada integral K(p, x) realizada em conformidade com a equacéo
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diferencial e as condi¢bes de contorno, isto é, levando em consideracdo forma
geométrica do corpo e da lei de sua interagio com o meio fisico em questdo®®.

isso acontecia por Grinberg trabalhar com fenémenos fisicos (eletromagnetismo, por exemplo)
em que a interagdo com o meio era fundamental. Em outras palavras, a transformacdo da

funcdo f é obtida com a ajuda da transformacéo integral:

l
fo) = [ KG0fGax (12)

Esse procedimento tem sug base fisica, e a ideia é que qualquer transformacao integral
tomada em relacdo as coordenadas espaciais €, do ponto de vista fisico, uma média do
considerado valor fisico. E bastante natural que esta média deva ter em conta ndo apenas o
carater do processo e a forma do corpo (com a forma da equacdo diferencial), mas também as
condicdes de contorno.

Para Luikov, a proposta de solucdo de Grinberg sera de especial interesse desde que tal
transformacdo em um sentido fisico apresentara a transicdo da andlise dos valores reais das
funcbes consideradas (equacéo diferencial e condi¢des de contorno) aos valores medios, feitos
em conformidade com a situacgao concreta do problema fisico.

Desse modo, vemos atraves do exposto a influéncia dos estudos de Koshlyakov nas
ideias de Grinberg, que além de ser um grande difusor da Transformada Integral Finita,

introduziu ideias que facilitaram sua utilizacdo em importantes problemas fisicos.

5.2. Desenvolvimento das Transformadas Integrais de M.D. Mikhailov (1972)

Ap0ds o desenvolvimento de Grinberg (1948), os conceitos da Técnica da Transformada
Integral Finita j& estavam bem documentados em trabalhos cientificos como nos livros: Integral
Transform in Mathematical Physics de C.J. Tranter (1962) e The Use of Integral Transforms
de I.M. Sneddon (1972).

Foi a obra intitulada: General Solution of the Heat Equation in Finite Regions, publicada
como artigo em 1972, por M.D. Mikhailov no International Journal Engineering Sciences, que
deu uma contribuicdo extremamente significativa para consolidacédo a técnica.

Segundo Cotta (2012, p. 2, tradugdo nossa): “A concepcao da CITT sofreu uma grande

influéncia das publicacdes de M.D. Mikhailov, em um periodo extremamente produtivo. Dentre

19 “Grinberg (1948) develops a method which, as the main idea, is the choice of the kernel of the integral transform
K (p, x) is performed in conformity with the differential equation and boundary conditions, i.e., taking into account
the geometric form of the body and the law of its interaction with the surrounding medium” (LUIKOV, 1972).
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essas produgdes, inclui-se o desafio de usar a Transformada Integral Finita para resolver
problemas de condug¢do de calor e massa, presente no seu trabalho de 1972”2,

Mikhailov, no seu trabalho, propde um nicleo de processamento geral que unificou as
varias transformacbes desenvolvidas até entdo, obtendo a solucdo geral para a equacdo da
difusdo linear em regides finitas. Aqui, trouxemos todo o tratamento que entendemos que foi
feito nesse artigo.

No resumo do artigo, Mikhailov destaca que utilizando a Transformada Integral Finita,
uma solucdo analitica é encontrada para uma grande classe de problemas de transferéncia de
calor. Esta solucéo é obtida em forma de séries infinitas e contém termos que o autor denomina
de “estaveis” e “transitorios”. No texto também é mostrado que a solu¢do da Equacdo de
Transferéncia de Calor condutiva obtida por Olger (1964) é um caso especial da solucéo
encontrada. Veremos a seguir todas as sec¢fes do artigo de M.D. Mikhailov.

5.2.1. Introducéo de M.D. Mikhailov (1972)

Na introducdo, o autor discute que ao seguir a transformada de Fourier, um imenso
numero de artigos e livros surgiram com a teoria analitica da transferéncia de calor, seguindo
0s principios de Fourier.

Ao mesmo tempo, 0os computadores tornaram essas complicadas solucGes, acessiveis
para aplicacdes tecnoldgicas, e com isso, o fluxo de informacgdo neste campo esta crescendo
mais e mais.

Para Mikhailov, as vezes, € mais facil resolver e catalogar uma solucao de um problema
como uma nova. Assim, temos uma justificativa bastante Gtil para encontrar uma solucéo geral,
que poderia facilmente permitir a obtencdo de numerosos casos especiais com aplicacéo pratica.
Olger (1964) apresentou tais solugBes gerais da conducgdo de calor instavel em uma regido
homogénea finita de geometria arbitraria e com condicGes gerais de contorno, incluindo as
condicdes de contorno do primeiro, segundo e terceiro tipo (com prescricdo de temperatura de
superficie, fluxo de calor e convecgdes newtonianas) ou qualquer combinacéo destes trés.

Seguindo no texto, o autor ainda comenta que na época que ele vive, a teoria analitica
da transferéncia de calor estd se concentrando em problemas de transferéncia de calor mais
complicados, comparados com 0s casos condutivos de transferéncia de calor, por exemplo:

Transferéncia de calor em escoamentos laminares e turbulentos de fluidos newtonianos ou néo

20 “CITT has a very strong influence on the successive publications of Mikhailov along a very productive period
of more than one decade, including when he challenged the integral transform method to handle different classes
of unified formulations in heat and mass diffusion in this work of the (1972)” (COTTA, 2012).
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newtonianos em dutos; transferéncia de calor pelo fluxo de Hartmenn na regido de entrada
térmica, etc. E assim, Mikhailov diz que seu trabalho € um desenvolvimento adicional desses
resultados em uma forma, que contém em si, como um caso especial, os resultados por ele

obtidos.

5.2.2. Apresentacao e solucédo do problema.
O objetivo do estudo de Milhailov seré solucionar um problema de valor de contorno,
ou seja, resolver a Equacao Diferencial Parcial:
0T (M, 1)
Jt €Y
= diwv[(K(M) grad T(M,7)] + [B(x)w(M) — p(M)]T(M, 7)
+P(M,1)
Em que div é divergente, grad o gradiente, T(M,7) é a funcdo com coordenadas M et e

p(Dw(M)

B,K,p, e w funcdes dadas na Equacédo (1), que possui condicao inicial:
T(M,0) = fo(M) (2)

E condicéo de contorno geral:

0T(N, 1)
on

A(N) + B(N)T(N,7) = f(N,7) 3)

Sendo A4, B e f fungdes dadas na Equacéo (3). Para iniciar a resolucdo da Equagéo (1),
Mikhailov comenta que utilizard o problema de Sturm-Liouville:
div[K(M)grad Y(M)] + [Pw(M) — p(M)]h(M) = 0 (4)

aY(N) B
e B(N)Y(N) =0 (5)

cuja solugdo é conhecida. Se ;(M),y;(M) duas autofuncOes, correspondendo a dois

A(N)

autovalores p;, p;:

uiw(MY;(M) = p(M)yp;(M) — div[K (M) grad 1;(M)] (6)
wwMY;(M) = p(My;(M) — div[K (M) grad 1;(M)] 7)

onde,
A(N) 0vi(N) +B(N)Y;(N) =0 e A(N) 0w, () +B(N)yY;(N) =0 ®)

on on
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Multiplicando (6) por ¥;(M), subtraindo do resultado da multiplicagdo com y;(M) a
equacéo (7) e integrando o resultado obtido, depois de levar em conta o conhecido teorema de

Gauss, que transforma a integral do volume em uma integral de superficie, temos:

oY;(M
J, wonw s anay = s k) e s

v J - oy, (M

l ] S 1!’](1\/) d’éi ) (9)
Das condigdes de contorno (8), segue:
0Y; (M)
Y;(N) awé?M) _, 10
Y;(N) én

isto €, as autofuncdes, correspondendo a diferentes autovalores (u; # u;) sdo ortogonais com
um peso w(M).
Para resolver a Equacdo (1) nas Equaces (2) e (3) segue a proposta de Transformada

Integral Finita de Mikhailov:

1) = | WD DT, D)V (1D
14
que segundo o Mikhailov sera utilizada. E interessante reparar que a transformada sugerida
possui um ndcleo muito parecido com a sugestdo de Grinberg (1948), caracterizado pela
insercdo da funcdo peso w(M) e as autofung@es 1, (M). Seguindo, a partir da ortogonalidade
das autofungdes ¥, (M), que T (M, 7) pode ser expandido na série (Operador Inverso) abaixo:

T(M,7) = Zﬁ-(r) = fGil/Jt(M)Ti(T) (12)
i=1 v

em que,

= [ wongzenay (13)

E a Equacdo (12) é chamada de formula de inversdo para a Equacéo (11).
Mikhailov realiza a transi¢cdo de p; — u; na Equagdo (9). Para a Equagdo (13) a

seguinte expressao € obtida:
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<5¢(N)> (82¢(N)>
a(/l) u=u; Indu u=pi| ds

ay; (M)
on

(14)
Yi(N)

Multiplicando a Equacédo (1) por ;(M), subtraindo do resultado da multiplicacdo por
T(M,t) a Equacdo (4) e integrando o resultado obtido, obtemos, como para determinar a
Equacao (9):

dT; _
o@D 42— T
ayp;(N)
Py(N) ————
=fk(N) aT(OICL 3 ds+j¢i(M)P(M,r)dV (15)
s T(N,7) a—n’ v

Das Equac0es (3) e (5) A(N) e B(N) séo determinados. Depois de somar os resultados,

obtemos:
dy;(N) .
i (N) wan ) pe(v) — 20
ot o| = YD T T B (16)
T(N,7) I

Apbs substituir o resultado na Equacio (15), T,(t) ¢ obtido por meio de uma equagio
diferencial linear de primeira ordem ordinaria, que é facilmente resolvida, usando a
transformada de acordo com a Equacéo (11) e a Equacdo (2). Assim, Mikhailov usa esta solugédo
na férmula de inversdo dada pela Equacdo (12), e a solucdo desejada do problema é obtida

CoOmo segue:

T(M,7) = ) Gapy (M) exp ( f m’&—f}“"dr) { fv w(M)y; (M) fo (M) dV

1 “uf = ()
+j(; mexp([) —<p(r) dr> [Zo]dr}

(17)

sendo:
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_ 0Y(NV)

7, = fK(N)f(N ) A(N) +ng) dS+fV1,bi(N)P(M,T)dV

Mikhailov atenta que se p(M) = 0e B(N) = 0 (condi¢cBes de contorno de segunda
ordem), entdo u = 0 e Y, =constante, também sdo autovalores e autofuncbes do problema
Sturm-Liouville nas Equacdes (4) - (5). Portanto, neste caso, um termo adicional,

correspondente ao autovalor-zero, aparece na solucdo dada pela Equacgéo (17) toma a forma:

; B(t
T*(M,7) = f (M)dVe p(f (dr>{Z1}

(18)
+ZG¢(M>exp< ﬁ() “l ){zz}

na qual:

Zy= fW(M)fo(M)dV
%4
1 (@ FN,7) l
+fo w(r)eXp< . (p(r)dT> USR(N) AT d5+fVP(M,r)dV dr

Z, = f WM (M) f(M)dV
%4

© 1 - B Ty
+fo%)e"p<f; o (D) >U"<N)f(’v D %

+ fl/)i(M)P(M, r)dVl dt
v

Para Mikhailov, devemos considerar os casos ¢@(7) =1 e B(r) = 0, presentes em
diversos problemas de calor, onde as Equacdes (17) e (18) tomam a forma das EquacGes (19) e
(20):



T(M,1) = z G (M) exp(—uf) {f w(M)yp;(M) fo(M)dV

+ f exp(u?t)[Z,] dr}
0

em que: (19)
yp;(N)
Pi(N) — —5—=
Zs =jk(N)f(N,r) A(N)+B(al\7) dS+j1,bl-(M)P(M,T)dV
S \%4
e
T*(M = L Z N M 207 2
010 = 4}+;Giwi< ) exp(—D){Zs) (20)
sendo:
_ i fWN, 1)
Z, _fvw(zvz)fo(zw)azv+j0 Usk(N) s+ JVP(M,T)dVl dr
e

Zg = f WM (M) f (M) dV
%4

Y (N)
A(N)

+ f " exp(u?) [ f KON FV,T) 222 s 4 f lpi(M)P(M,T)dVl dr
0 S |4
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Mikhailov comenta que as Equacdes (19) e (20), embora representem solugdes exatas,

ndo estdo em uma forma conveniente para propdsitos praticos. E, que no caso em que as funcdes

dependentes do tempo f (N, t) e P (M, t) séo dadas pela expansdo de séries de Taylor ou por

funcBes exponenciais, as solucdes devem ser transformadas em somas de termos quase estaveis

e transitorios, prontamente aplicaveis para efeitos de construcdo de tabelas de convergéncia

numérica. Para isso, Mikhailov comenta que, para uma convergéncia mais rapida das séries (19)

e (20), a integral de tempo contida é integrada por partes em relagdo ao tempo. Entdo a solucéo

da Equacdo (19) se torna:
T(M) T) = TO(MI T)

+ ) Gap () exp(—4f0) { [ wanwangenay

1 1 [t 5
_,u_l-Z[ZE’] _,u_l-zj;) exp (Y T)[Z7]df}

onde:

(21)
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_ oY (V)
7, =fs k(N)f(N,0) A(N)+B(al\7ll) dS+fVl,b,-(M)P(M, 0)dV
e
dY;(N)
of (N, T) ¥i(N) — =5 — oP (M T)
Z7_jk( )5 A(N) + B(N) d5+f¢(M)
sendo,
To(M,2) = ) G (M) (23] 02
na qual:
. )_ alpal(N)
Zg = | kK(N)F(N,7)— n__gs ((M)P(M, T)dV

Chamado de acordo com Olger (1964), de solucdo pseudo-estavel de ordem-zero.

Mikhailov diz que é facil mostrar que a Equacdo (22) é uma solucdo para a equacgao

diferencial:
div [k(M)grad Ty(M,7)] — p(M)To(M,7) + P(M,7) = 0 (23)
na condicdo de contorno:
A D | gy, = pn, ) 21)

De fato, depois de multiplicar Equacdo (23) por y;(M) e subtrair da Equacéo (4) multiplicada
por T,(M, T), o resultado obtido é integrado usando a Transformada Integral Finita (11) e, como

na Equacéo (15), obtém-se:

) ) - 2
Toi =7 fs KDFON, D~ s 45 + fv lpL(M)P(M,T)dV‘ (25)

Substituindo a Equacdo (25) na formula de inversdo da Equacdo (12) chegamos a
Equacéo (22).

Portanto, Mikhailov comenta que a solucdo pseudo-estavel de ordem zero pode ser
obtida resolvendo a diretamente a Equacéo (23) na condi¢do de contorno da Equacéo (24).

A Equacdo (20), valida na condicdo de contorno de segunda ordem, apos a integracédo

por partes da integral do tempo contida, pode ser escrito, como na Equacéo (21), na forma:



T*(M,t) =T;(M, 1)

# Y G ) expC-s 0 | | wODwGn 00
i=1 4

1 1
2 f exp(u20) [Zo]dT — — [Z30]
:ui 0 'u'l

1
+—fy W {le}dr}
sendo:
OF (N, 7) B
zg=fsk(1v) f(ali T)lfl((lilv))ds+j¢ () piaidis P(M 2
e
Zyy = j KON)F(N, o)‘f1 ((N)) ds + j W, (M)P(M, 0)aV
\%4
e
Zy, = f W(M)fo(M)dv+f U k(N) A(N)) ] fp(M,T)dv
|4
onde,
TEM,D) = ) Gae (M) 512,
em que

(V)

21, = | kOOF 0 G0

ds + f P(M, D), (M)dV
\%4

E a solucdo pseudo-estavel de ordem zero.

Para o caso discutido: p(M) = 0e B(N) = 0, isto é, a‘giN) = 0, obtemos:

_ 1 0;(N)
LW(M)t/)i(M)dV— M?LK(N) = ds
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(26)

(27)

(28)

Levando em conta a Equacdo (28), Mikhailov diz que depois de multiplicar ambas as

partes da Equacdo (27) por w(M) e integrando com o volume, obtemos a seguinte condig&o,

que é atendida pela solucéo pseudo-estavel de ordem zero em condigéo de contorno de segunda

ordem:
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f w(M)T; (M, 7)dV = 0 (29)

Pode ser mostrado, como na Equacdo (22), que a Equacdo (27) é uma solucdo para a
equacéo diferencial:

w(M) U k) LA-D ds+fp(M,r)dvl
S \%4

J, wav A(N) (30)
= div[k(M)grad T{(M,t)] + P(M, 1)
nas condigdes da Equacéo (29):
dT; (N, 1) 3
A(N)T—f(N,T) (31)

Portanto, Mikhailov comenta que a solugdo pseudo-estavel de ordem zero Ty (M, 1)
pode ser obtida solucionando diretamente a Equacao (30) nas condicdes das Equacdes (29) e
(31).

As solucbes de ordem zero obtidas nas Equacgdes (21) e (26) sdo particularmente

convenientes quando as funcdes f e P ndo séo funcdes do tempo.

5.2.3. Solucdes de ordem superior

Para esse item, Mikhailov propde uma convergéncia ainda mais rapida das series (19) e
(20), que é feita com a integral do tempo contida, onde é g-vezes integrada por partes em relacédo
ao tempo.

Para isso, a Equacdo (19) pode ser escrito na forma:

q
T(M,7) = Z Tn(M, 7)

+ Z Gupi (M) exp(~1iF7) { J, wonwnfanay (32)

Zq (=D
2(m+1) Zl3] + ‘uz(q+1) f eXp(HiZT)Zl4dT
; 0
l

m=0

sendo,

™ f(N,0)¥i(N) — alpé—,(fv) omP(M,0)

atm AN + B() d5+fv¢i(M) o™

Zys = fs K(N)
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I+ f(N,7) Yi(N) — —alpégv)

) 07*1P(M, )
Ziy = Lk(N) ora+1i A(N) + B(N)

ds + fvlpi(M)—dV

aTq+1

onde,

oY, (N)
m N _—
fk(N)a FN,7) Yi(N) i

RN -nm
_ZGilp (M)~ 2wy 2D aTm A(N)+B(N)

(33)

omP(M,
jw(M)J ‘

E chamado de acordo com a solucgdo de Olger (1964) de pseudo-estavel de ordem m. Segundo

Mikhailov, pode ser mostrado que a Equacdo (33) é uma solucdo (quando m =+ 0) da equacao

diferencial:

0T,,_1(M, 1)
Jt

Na condigéo de contorno:

w(M) = divlk(M)grad T,,(M,t)] — p(M)T,,(M, T) (34)

A(N)%+ B(N)T,(N,t) =0 (35)

De fato, depois de multiplicar a Equacéo (34) por y;(M) e subtrair da Equacéo (4)
multiplicada por T,,,(M, T) o resultado obtido é integrado usando a Transformada Integral Finita
da Equacéo (11) e, como na Equacao (15), chegamos:

dTm-1,(7)

. Ui Ty (1) = 0 (36)
Considerando a Equacdo (25), a Equacéo (36) pode ser escrita na forma:
Gk X amf(N,7) Yi(N) — Mds
T = 2t f N —5em 2 T BV
(37)
dmP(M,
[ non 22D

Depois de substituir a Equacdo (37) na formula de inversdo dada pela Equacéo (12),
Mikhailov mostra que chegamos a Equacdo (33). Portanto, a solucdo de ordem m pseudo-
estavel pode ser obtida ao resolver diretamente o sistema das Equacdes (34) - (35). A Equacéo
(20), valida na condicédo de contorno de segunda ordem, depois de integrar por partes a integral

de tempo g-vezes, pode ser escrita na forma:
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1
T(M, 1) fV anar (7<)
q
+ T (M, 1)
+Z Gipi(M) exp(—p7) X U w(M)yp (M) fo(M)dV (38)
|4
(—nHm (—1)a+1 (T ,
— ; _lll-Z(mH) [Z16] + Wjo exp( Uy T) [Z,] dr}
onde:

Zys = fw(M)fo(M)dV+j U k(N) A(N)) dS+JP(M,T)dVl dr

e
S
e
_ 99*Lf (N, 7) P;(N) 9 P(M, 7)
Zyy _fsk(N) G A d5+fvlpi(M)WdV
na qual,
—1m* ™ f(N,0);(N)
Tn(M. ) _ZG‘/’ 00 ey 20D U KN =5 ay & (39)
[ 0D

é a solucdo pseudo-estavel de ordem m em condigdes de contorno de segunda ordem. Pode ser
mostrado, segundo Mijhailov, como para a Equacdo (37), que a Equacédo (39) é uma solucéo
para as equacoes diferenciais:

0Ty_1(M, 1)

w(M) .

= div[k(M)grad T;,(M, 7)] (40)

nas condicdes
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0T, (N, T) (41)

—0e f wMT, (M, )dV = 0
on v

Portanto, Mikhailov mostra que a solucdo pseudo-estavel T,;, (M, 1) pode ser encontrada
resolvendo diretamente Equacdo (40) nas condigdes da Equacéo (41).

A solucdo das Equaces (32) e (38) séo particularmente convenientes quando f(N,7) e
P(M, t) podem ser apresentados como polinémios de ordem-q do tempo. Motivo do estudo do

préximo item de Mikhailov.

5.2.4. Funcdes Exponenciais f(N,t) e P(M, 1)

Mikhailov estuda nessa se¢éo o caso:
f(N,7) = f(N)exp(—d,t) e PM,t) =P(M)exp(—d,T) (42)
introduzindo estas expressdes na Equacéo (19), obtemos:

T(M,7) = Ty(M) exp(=d;7) + T,(M)exp(—d,1)

- 43
+ zGilPi(M)eXp(—u?T)X{le} )
onde:
Zig = | wODW QDS (A
|74
ay;(N)
1 Pi(N) — =5 — 1
T2 —dlLk(N)f(N) O ET DR T fvlpi(M)P(M)dV
sendo,
oo alpl(N)
1 Yi(N) = —5—
Tf(M)=;Giwi(M)Hi2_ T | ranron St as .
e
R0 =Y G [ wanpanas
14 - ivi .Uiz—dz . i (45)
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Para Mikhailov, pode ser mostrado que a Equacédo (44) é uma solugdo para a equacgao

diferencial:

div|[K(M)grad Ts(M)]| + dyw(M) T;(M) = 0 (46)

na condicdo de contorno:

dT:(N
AN) gfl L4 BT, = ) (47)
analogamente, a Equacdo (45) representa a solucdo para a equacéo diferencial:

div[K(M)grad T,(M)]| + d,w(M) T,(M) + P(M) = 0 (48)

na condicao de contorno:
A(N) ”( ) + B(N)T,(N) = 0 (49)

portanto, Tr(M) e T,(M) podem ser obtidos resolvendo diretamente os sistemas de Equacdes
(46) - (47) e (48) - (49), respectivamente. Mikhailov introduz as Equagdo (42) na Equagdo (20),
valida para a condicgéo e contorno de segunda ordem, e assim, obtemos:

T*(M,t) = Tf (M) exp(—d;7)

+ Ty (M) exp(—d,1) + X{Zio}

1
fv w(M)dV
. (50)
+ Z G (M) exp(—piT) {Z20}
i=1

em que:
e (i) £V
Zio = | wM)f,(M)dV k(N) 22 dS
o= | wonfnar += k5
+1_eXp(_d2T) P(M)dV
d, v
e
Zao = [ wODW QDS (Y
|4
W)
o S g | wonpandy

onde,

i)
A(N) (51)

T;(M)=Zciwi(M) — f KN FN) T2
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T (M) = Z ) f B (MP(M)AV

(52)
Pode ser mostrado que a Equacdo (51) é uma solucdo para a equacao diferencial:
M
W) j kI s
[, wM)av AN)
(53)
= div[K (M) gradT;(M)] + dyw(M)T; (M)
nas condic¢des de contorno
oT (M)  f(N) j
f x
= M)T;(M)dV =0
Analogamente, a Equacéo (52) representa a solucdo para a equacao diferencial:
w(M)
RTCT LP(M)dV
= div[K(M)gradT; (M)] + d,w(M)T; (M) (55)
+ P(M)
Nas condic¢es de contorno:
0T, (N
(D _ fw(M)T;(M)dV =0
on 174 (56)

Por fim, Mikhailov destaca que Ty (M) e T,; (M) pode ser obtido resolvendo diretamente

os sistemas das Equacéo (53) - (54) e (55) — (56), respectivamente.

5.2.5. Solucéo unidimensional de f(N, ) e P(M, T) independente do tempo

Como uma aplicacdo da teoria geral, Mikhailov considera o caso unidimensional, descrito
pela equacdo diferencial:

6T(x T) a(x,7) (57)

+P(x), xo<x<x,e1>0

w() =2 ke

Nas condigdes:
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T(x,0) = fo(x), (58)
aT (x,, 7) oT (x4, 7) (59)

Aoa—; + BoT(x0,7) = by; A1a—;+ BiT(xy,7) = by
As Equac0es (4) e (5), que definem os autovalores e as autofuncdes, obtemos a forma:
d dp; ()], , B (60)

|k =+ iweow@ =,
dy;(x d

A0 By = 05 4, 4 e = 0 (61)

dx
Mikhailov diz que diferentes métodos sdo descritos para resolver a Equacdo (61),

chamado de problema unidimensional de Sturm-Liouville.

A Equacéo (14) sera considerada para o caso:

(01/)(961)) <621,l)(x1)>
G? =2L k) |\ O Su=p N OXOR oy,
Hi

o
Pi(xy) lpégcxl)
(62)
(al/)(xo)> <621p(x0)>
— k@) [N O =g N OO Ty,
0y,
Pi(xo) l/)agcxo)
A solucdo da Equacéo (21) para o caso unidimensional sera:
T(x,7) = To(x)
+ Z G (x) exp(—u?t) {f ' w()YP; (x) fo(x)dx
i=1 Xo (63)
1
’ulz [221]}
em que:
0 (x4) 9 (xo)
i) — =5 Yilxo) ——5— (@
Ty = bk ) = ) et [ PG

onde a solucéo pseudo-estavel de ordem zero T, (x) € obtida resolvendo diretamente:
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% [co di;’ix)] +P(x) =0 (64)
Nas condigdes:
Ay dTZECx") + BoTo(xo) = by € A; dTC‘l’ix) + BiTo(x;) = by (65)
Obtemos:
) = ([0l o]+ ko iz2:)
. [Bok(xo) f % - AO] [223]} X (Zpa) (66)

- Lx$<LxP(x)dx> dx

dado:
*1 dx B, b,| [* dx
Zy, = boB f ——+ (.0 f —
22 0Tt x k() 1By bil), k(x)
e
X1 X1 1 X
Z )3 =A1f P(x)dx+B1k(x1)J- —<J. P(x)dx)dx
X0 X0 k(x) X0
e
_ |bok(x0) Ao f’“( dx)
Zyy = bik(x)) A, + BBy k(xo)k(x1) . k(X
A solucdo da Equacéo (26), valida para B, = B; = 0, para o caso unidimensional:
X1
T*(x,7) = T5(x) + W{LO w(x)fo(x)dx + T[ZZ5]}
0
o4} X1
+ ZGilpi(x)exP(—Hizf){f w ()Y (x) fo(x)dx (67)
i=1 o
1
-z ]}
upoe
onde:

by b ([
Zas = (xr) 7~ k(xo) 22+ f P(x)dx
X

0
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Zye = k(x1)b1

lpiflxﬂ — k(xo)bo Y (xo)

X1
[ weor@ax
1 X0
Onde a solugdo pseudo-estavel de condicOes de contorno de ordem-zero T; (x) é obtida,

segundo Mikhailov, resolvendo diretamente:

7 w(x)dx k(xl) k(xO) Ao ’Lo Pl
%o (68)
_dy . dTi(x)
_ a[k(x) e EAC)
nas condigdes
0 dTiiXO) = by e 4y de;SCXO =b, e an(X)TJ(x)dX =0 (69)
com resolucéo:
T*(x,7) = T§5(x)
1
+ W{[zm][zzs]
+ f W) Zos)dx 70)

na qual:

b, b 1

Zy; = k(xl)A—1 - k(xO)A—Z+ J. P(x)dx
e
fxo w(x) (f;o ﬁ [f;) W(x)dx] dx) dx
Zyg = Lok( )<f W(x)dx> dx — f;ol w(x)dx

e

X 1 X

Zzg = LOW<LOP(X)CZX>

e
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5.2.6 Conclusdes de M.D. Mikhailov

Na conclusdo, Mikhailov diz que o problema tratado por Olger (1964) se faz um caso
especial do problema geral apresentado nesse estudo. Para obtermos as solucdes de Olger, é
suficiente as seguintes condigdes: () =1, wM) =1, k(M) =1, B(r) =0, p(M) =0,M =
Pt =kt, P(M,7) = 42,

Desse modo, o0 autor diz que é evidente que, pelo uso dos resultados obtidos aqui, de
modo mais complicado, comparado com casos condutivos de transferéncia de calor, podem ser

resolvidos e verificados com as solugfes conhecidas da literatura.

5.3. Consideracdes sobre as contribui¢bes de M.D. Mikhailov

Apos a leitura, podemos perceber que, Mikhailov ao utilizar as ideias da Transformada
Integral Finita de Koshlyakov (1936), com um nucleo de transformada proximo a sugestdo de
Grinberg (1948), resolve um problema de conducédo de calor que era de grande importancia a
época, e assim, propde uma evolucdo que sera de especial interesse para os pesquisadores de
fendmenos difusivos.

As solucBes propostas pelo autor destacam a versatilidade da técnica, que se mostrou
eficaz ao encontrar solucGes para ordem-zero e até para casos gerais de ordem m, que segundo
0 autor, s@o importantes para a rapida convergéncia das series e sdo chamadas de solugdes
pseudo-estaveis. E interessante notar a preocupacdo numérica de Mikhailov, que nos estudos
anteriores aqui apresentados ndo era tdo explicito, e que sera bem mais ampliado nos
desenvolvimentos futuros.

A contribuicdo de Mikhailov faz com que muitos estudiosos, preocupados em encontrar
a solucdo ndo somente numérica de sua EDP, utilizem sua proposta para encontrar a solucao
analitica. Para muitos fisicos e matematicos, encontrar essa solugdo aumenta a sensibilidade do
problema fisico em questdo, sendo mais fiel a realidade do experimento.

Cabe ressaltar que essa proposta foi base do texto de Ozisik e Mikhailov (1984) e das
unificacdes que geraram a CITT. Esse fato ficara evidente ao mostrarmos o desenvolvimento

das solucdes dos problemas propostos.
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6. TECNICA DA TRANSFORMADA INTEGRAL GENERALIZADA
(GITT)

Neste capitulo, mostramos a Técnica da Transformada Integral Generalizada por M.
Necati Ozisik e R.L. Murray (1974).

6.1. Transformada Integral Generalizada por Ozisik e Murray (1974)

A partir dos diversos estudos e aplicagdes encontradas, o Prof. Renato Machado Cotta,
no seu livro Integral Transforms in Computational Heat and Fluid Flow de 1993, destaca que
o0 desenvolvimento de técnicas de solucdo para os sistemas diferenciais parciais que governam
os fendmenos de difusdo-convecgdo se tornaram um campo de pesquisa bem definido, sendo
de grande interesse nos contextos da matematica aplicada e das ciéncias fisicas, fornecendo
continuamente feedbacks interessantes para ambas as areas.

Esse livro serd muito utilizado a partir desse momento, pois ele nos traz informacoes
historicas relevantes sobre a CITT, GITT e a nomenclatura da técnica. Isso se deve ao fato de
o professor Renato Cotta estar presente na concepcao da CITT e publicar diversos trabalhos
que a utilizam. Algumas particularidades de Cotta com a CITT serdo mostradas na entrevista
que tivemos ao longo dessa pesquisa, e que esta brevemente relatada na ltima sec¢ao do capitulo
dedicado a descricdo da técnica.

E assim, dentro deste contexto, Cotta (1993) destaca o surgimento da Tecnica da
Transformada Integral Generalizada — (GITT - Generalized Integral Transforms Technique). A
técnica classica, com essa nomenclatura e sigla propostas e amplamente utilizadas a partir das
publicacBes do professor Renato Machado Cotta: Diffusion in Media with Prescribed Moving
Boundaries: Application to Metals Oxidation at High Temperatures de 1986, no texto escrito
juntamente com Ozisik, Laminar Forced Convection in Ducts with Periodic Variation of Inlet
Temperature, em 1986, e principalmente no livro ja citado, Integral Transforms in
Computational Heat and Fluid Flow, de 1993. Essas informacdes foram ratificadas apos a
entrevista com o professor Cotta.

Os principios basicos que estdo por tras da transformacéo integral consiste em (depois
de encontrar o problema auxiliar de autovalor) transformar a equacdo diferencial parcial
original em um sistema infinito de equac6es diferenciais ordinarias que pode ser prontamente

resolvido.
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Cotta (1993) menciona que tal técnica aparece pela primeira vez de maneira sistematica
no pioneiro trabalho de Ozisik e Murray (1974), em conexdo com condicdes de contorno que
se tornam aplicaveis em conducdo de calor ou de difusdo de massa.

Com isso, trouxemos nesse capitulo, todo desenvolvimento do artigo de 1974 de M.N.
Necati Ozisik e R.L. Murray, intitulado: On the Solution of Linear Diffusion Problems With

Variable Boundary Condition Parameters, publicado no Journal of the Heat Transfer.

6.1.1.  Introducdo de Ozisik e Murray (1974)

Na introducdo, os autores comentam que uma grande classe de problemas de valor limite
de conducdo de calor transitoria e estavel ou difusdo de massa podem ser resolvidos pela
aplicagdo dos métodos classicos de solugdo descritos em varias referéncias, como Morse e
Feshbach (1953) e Carslaw (1959), ou, podem ser resolvidos de forma mais sistematica pela
aplicacdo da Transformada Integral Finita descrita por Sneddon (1951) e Tranter (1958). Esses
ualtimos, segundo Cotta (2012), foram os grandes transmissores das ideias de Koshlyakov
(1936).

No entanto, Ozisik e Murray, percebem uma lacuna na literatura no que diz respeito a
solucdo de uma classe de problemas de valor limite envolvendo parametros de condicao de
contorno que variam com o tempo.

Exemplos destes problemas aparecem em varias situacoes das fisicas particuladas, tais
como:

(a) Conducao térmica transitoria em meios homogéneos finitos sujeita a condi¢éo de
contorno do tipo convectiva com tempo e coeficiente de transferéncia de calor dependente do
espaco. (b) Termizacdo em meios finitos com uma dependéncia de energia e condicdo de
contorno associada a absorvedores de néutrons tipicos.

Para os autores, as abordagens analiticas classicas, citadas nas referéncias anteriores,
ndo podem ser aplicados a solucdo de tais problemas porque as autofuncdes e autovalores
apropriados do problema dependem do tempo (ou varidvel independente correspondente).

Em uma tentativa de contornar essa dificuldade, Thompson e Holy (1969) e Holy (1972)
separaram o coeficiente de transferéncia de calor em uma parte constante e dependente do
tempo, e usaram o método da expansdo da autofuncdo para transformar o problema, mas a

solucdo da equacao integral resultante foi extremamente dificil.
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Com esse mote, Ozisik e Murray concluem a introdugéo, e, ao verificarem que ainda
ndo existe um método de solucdo e analise analitica satisfatoria para o problema citado acima,

0 presente artigo apresentara uma proposta a partir da Técnica da Transformada Integral.

6.1.2. Analise

Para iniciar a discussdo do problema, Ozisik e Murray consideram o seguinte problema

de valor de contorno em uma regiéo finita R:

V. [k )Vu(r, 0] + c(D)u(r, ) + g(r,t) = w(r) auggt, t) W

onde V é o gradiente.
Na regido R, com t > 0 e sujeita as condi¢Bes de contorno:
ou(r,,t
k) 28 4 h () = (0 5 e 0 @)
E condic&o inicial:

u(r,t) = F(r); t=0 3)

Para Ozisik e Murray, a solugdo analitica deste problema de valor de contorno com a
aplicacdo direta de técnicas matematicas classicas apresentard uma dificuldade, porque o
coeficiente h(r,t) que aparece na condi¢do de contorno depende da varivel espacial r e da
variavel temporal t.

Dessa forma, Ozisik e Murray comentam que se a Transformada Integral Finita, por
exemplo, € aplicada para resolver este problema, a transformacdo da equacéo diferencial parcial
(1) em uma equacéo diferencial ordinaria na variavel t ndo é prontamente possivel. Os autores
justificam esse fato ao comentarem que o kernel utilizado depende da variavel t, e a funcao
w(g) que aparece do lado direito da equacdo (1) ndo depende de t, portanto fica impossivel
aplicar a transformada com um produto de duas fungdes com varidveis dependentes diferentes.

Assim, para resolver o problema do valor limite acima, o problema de autovalor
apropriado, sugerido por Ozisik e Murray é:

V.[k@)V(r, )] + c(r)p(r,t) + 2w (r)p(r,t) = 0 4)

na regido R e sujeita as condi¢des de contorno:
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oy (r,t) (5)

k() = — + h(z, (s, t) = 0

onde, as autofuncdes e autovalores dependem de t porque h(rs, t) depende de t. Os autores
mostram que essas autofuncgdes sdo ortogonais em relacdo a funcéo peso w(r), de acordo com

a rEIaQéo:
m\ L, n\L, )
f W(_T)IZJ (7 t)l/) (7 t)d? 0 m%£n (6)

a integracdo é sobre a regido R.
A funcéo u(r, t) pode ser expandida em termos da autofuncéo i, (r, t) sobre a regido

R na forma:

u(r,) = ) an©pn(r, ) 7)

e os coeficientes de expansdo a,,(t) sdo determinados utilizando as condicbes de

ortogonalidade acima referidas:

1
an® =35 fR w(r)Ym(r, t)u(r, t)dr (8)
em que:
N, (t) = f w(r)pa (r, t)dr )
R

Por conveniéncia, Ozisik e Murray, na analise subsequente, usam a expansio dada pela

equacdo (7), que € agora reescrita como a Transformada Integral Finita e a inversdo da fungédo
u(r, t) desenvolvida. E nesse momento que Ozisik e Murray introduzem o conhecido par

transformada-inversa, peca chave da GITT, nas formas:

Transformada:

Tn(® = [ WKzl ) (10)
R

Inversa:

u(r’,t) = Z Kin (1, t) um () (11)
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O kernel K,,(r, t) é a autofungio normalizada:

Y (1, ) 12
N (12)

K (f' t) =

sendo N,, (t) definido em (9).
A transformacao integral e a inversdo, conforme definido pelas equacGes (11-12) sera
agora utilizado para resolver o problema do valor limite dada pela equacdo (1). A equacéo (1) é

multiplicada por K,, (1, t) e integrado sobre a regido R para produzir:
|| o 0991 Y0 0]
R
+ L C(Z)Km(f, t)u(f, t)dr (13)

du(r, t)

b | Knle0o(Odr= [ wkn(n) =

A primeira integral no lado esquerdo da Equacdo (13) pode ser escrita na forma

alternativa como:

fR Ko (1, ) VI Ck () Vu(r, O] dr

_ fR u(r, )V[Ck(r )VKn (7, £)1dr (14)
d 5t aKm It
+fs k() [Km(f't) “g’;l )‘“(Ts't)%) a8

De acordo com Ozisik e Murray, este resultado é obtido integrando a identidade
K, V(kVu) = uV. (kVK,,) + V[k. (K,,Vu — uVK,,)]|sobre a regido R e por mudanca da
integral de volume para uma integral de superficie. Utilizando o problema do autovalor dado

pela equacao (4), e o integrando da primeira integral no lado direito da equacéo (14), temos:
u(r, t)V[k()VK,(1,t)] = —c(r)Kpn(r, t)u(r,t) — 22,@Ow(r)Kn(r, t)u(r,t) (15)

Utilizando as equagdes das condicdes de contorno (2) e (5), Ozisik e Murray determinam

o0 integrando da segunda integral do lado direito da equacéo (14).

S| PR R )| P VT I

on
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Substituindo as Equac6es (15) e (16) no lado direito da Equacdo (14) e utilizando a

definicdo da transformada de Ozisik e Murray como dada pela Equac&o (10) produz:

[ Kl IR

- _ f c() K (1, )u(r, t)dr — 22,(t) %, (¢) (17)

o[ o) (e

E a substituicdo da equacdo (17) pela equagéo (13) obtemos:

Zn () + 25 (D)1, () = A (D) (18)
sendo:
dulr,t
2= [ w02 )
Am (t) = .L Km (fsl t) f (fs' t) ds + L Km(f' t)g(f' t) dr (20)

A transformacdo integral das equac@es de condicdo inicial (3) torna-se:
Tn(® = [ Wr K (1 OF(R)dr = B (0); £=0 @1)
R

Se as autofuncdes e os autovalores fossem independentes tempo, ou seja, se h(g, t) fosse
independente do tempo, Ozisik e Murray comentam que a equagdo (18) seria uma equagao
diferencial ordinaria em relacdo a 1,,(t) e poderia ser facilmente resolvida com a equacdo de
condicdo inicial (21). Conhecendo #%,,(t) a funcdo u(g, t) poderia ser determinada pela
inversdo equacdo da formula (11). Ozisik e Murray comentam que na presente analise, no

entanto, isso ndo é possivel porque Z,,(t) dada pela equacdo (19) ndo pode ser escrito como

du _ . ~
ust(t). Para expressar Z,,(t) em termos de ii,,(t), consideramos a eventual solucdo dada pela

férmula de inversao:

u(nt) = ) Ky(n,6) 7,0 (22)

E substituindo (22) na equagéo (19)
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Zm(t) = fR w(z)Km(z,t)% EKn(z.t)an(t) dr (23)

n

Realizamos a derivada em relacdo a t no lado direito da equacdo (23) e obtemos:

Zn,(t) = zdﬁ;g) ; wK,, K, dr + Zﬂn(t) fR

(24)

ou

du (t)

_ K,
Zy(t) = Zun(t)L WKy, — = dr (25)

sendo [ WKy, K,dv = 8p, onde &, é a funcdo delta de Kronecker. Com isso, Ozisik e

Murray sugerem que a equacéo (24) seja escrita em alternativa forma como:

du,,(t 0K,
Z,(0) = B _ E am(t)j WK, =2 dr (26)
dt < ot
n
desde que possa ser mostrado que:
0K 0K,
M dr = — . 27
L wK,, 3t dr J; wkK, 3t ~dr (27)

pelas relagdes

%[Km(z, OKu(r0)] = Kn(r ) —5 =

0K (r t) aKm(r t)

+ Ky (r,t) —==—= (28)

f wK,,, K,dv = 6,n (29)
v

Quando a Equacdo (26) é introduzida na equacdo (18), os seguintes conjuntos de

equacdes diferenciais ordinarias (EDO) acopladas sdo obtidos para a transformacédo um ., (t):

du,,(t)
dt

+ Rl (0) - Zu (OB = 4, (0 (30)

Sujeita as condicdes:

U (t) = Fp(0); t=0 (31)
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param = 1,2,3, ..., e varias quantidades s&o definidas como:

A, (1) = L K, (gs, t) f (gs, t) ds + L Kpn(r,t)g(r t)dr 32)
Fn(0) = f w(r)Kon(r, 0)F(r)dr (33)
R
By (t) = f w (DK, (r, t)wdr (34)
< ot
E notado as seguintes propriedades da fung&o B,,,, (t):
Emn(t) = __mn(t) (35)
Bpn(®)=0;m=n (36)

Ozisik e Murray dizem que agora a solugdo formal do problema pode ser considerada
como completo. Uma vez que as func¢Oes u sdo determinadas a partir da solucdo das equacdes
simultaneas (30), e a funcdo desejada u é imediatamente obtida pela formula de inversdo na
Equacao (10).

No entanto, na pratica, os autores dizem que nao € possivel resolver um numero infinito
de equacbes diferenciais ordinarias simultaneas, mas aproximacdes analiticas podem ser
obtidas tomando apenas um namero finito de termos na soma da Equacdo (30). Portanto, uma
aproximacdo de ordem-s € obtida tomando-se 0 nimero de termos na soma da equacao (29),
isto é:

S
+ Bty (© = ) B(OBn(®) = Ap(D)m =123 .., 00 37)

n=1

Que devem ser resolvidos sujeito as condi¢bes dadas pela equacédo (31) parat = 0.

dit, (t)
dt

A solugdo de ordem zero é obtida quando Ozisik e Murray negligenciam a soma
inteiramente (ou seja, s = 0) na equacdo (37), assim, a solucdo de primeira ordem ¢ obtida
tomando o primeiro termo da série (ou seja, s = 1), etc. Notamos que solucGes analiticas
simples sdo obtidas para um para os casos s = 0 e 1.

Para valores de s maiores que um, as primeiras equacdes (isto 6, m = 1,2,...,s) na
equacéo (20) séo acopladas e para ser resolvido simultaneamente, as equagOes restantes m =

s+ 1,s + 2,...,00 sdo desacopladas. Uma vez que estas equacOes sdo resolvidas e a
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transformada integral @, (t), m= 1, 2,...,s..., o sdo determinadas, e a funcéo u (r, t) € obtida
pela formula de inversdo dada pela Equacao (11).

E conveniente separar os grupos acoplados e desacoplados na equac&o (30) e representa-
los na forma de matriz, passo fundamental que os autores sugerem.
param = 1,2, ..... ,S.

d";‘lf) +AT(E) = A (38)

u(0) = F(0) (39)
onde as varias matrizes e vetores sdo definidos como:

/’12; Blz P BlS

B11 /12 ...... Bls
A=]| - (40)
BSlBSZ /15
uy () Ay (t) F1(0)
uy () Ay (t) F,(0)
u)=| °~ [A®=| =~ L FO=| " | (41)
us(t) As(t) \F;«(t) /
param = s + 1,s + 2,...,00:
ditm (t) _
th + Agn(t)um(t) = Cm(t) (42)
U, (0) = F,(0) (43)
para:
S
() = A () + ) Ty(O) B (8) (44)
n=1
No sistema de equacBes precedente, as equacOes acopladas (40) sdo primeiramente
resolvidas simultaneamente e a transformacéo %, (t),n = 1,2, .....,s é determinada. Entdo as

funcdes c,, (t) presente nas equacdes (42-44) sdo consideradas conhecidas, e assim, a solucdo
de equac0es (42-44) esta escrita como:

t
am(t) = Fm(o)e_f;/ﬁn(t,)dt, +f Cm(t’)e_f:rﬂ%(t”)dt” (45)

0

param = s + 1,s + 2,...,00:
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Conhecendo as transformagdes ., (t),m = 1,2, ...... , 0, a funcdo u (r, t) é obtida pela

férmula de inversao dada pela equagdo (11).

Por exemplo, a solugdo de ordem zero u(® (r, t) é dada por:

u® (r,t) = Z Ko (1, ) [Fm(o)e-féﬂ%n(t'w
m=1

(46)
t a2 (411 7
- f A (e i ()t dt’l
0
E a solucéo de primeira ordem u™ (r,t) é dada por:
had t
u® (r,t) =u® (r,¢) + Z Kin (1, 1) f E(t")By (t') e~ SRt gy (47)
m=2 0
em que:
t
E(t) = Fl(())e_f(fl%(t’)dt’ + j Al(t’) e_fti)“%(t”)dt”dt’ (48)
0

Para finalizar, Ozisik e Murray deixam claro que os resultados analiticos mais simples
s80 obtidos para ordem zero e um, mas, resultados explicitos ndo podem ser dados para solucdes
de ordem superior devido ao fato de as equacOes estarem acopladas. Isso fica evidente ao

observar a equacéo (47), a qual depende da solugédo da equacao (46).

Consideragdes sobre as contribuicdes de Ozisik e Murray (1974)

Podemos verificar através da leitura do texto e das consideracGes de Cotta (1993), que
as contribuicdes de Ozisik e Murray para a consolidagdo da GITT se d&o na construcio do par
transformada-inversa, na escolha do problema de autovalor apropriado, sendo resolvido
posteriormente pela solucdo de Sturm-Liouville, e na resolucdo do sistema de EDO acoplado
que € gerado.

De maneira pratica, Ozisik e Murray solucionam esse sistema “truncando” o mesmo, e
assim, chegam em uma EDO de facil solucéo e de fundamental importancia para, ao se colocar
na formula inversa, determinar a funcédo desejada.

Ressaltamos que, Ozisik e Murray, na introducgdo, citam que utilizam a Técnica da
Transformada Integral desenvolvida nos estudos de Sneddon (1951) e Tranter (1958) para a

resolucdo do problema, que foram grandes difusores das ideias de Koshlyakov. Porém, a
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sistemética aplicada pelos autores foi completamente nova, e, portanto, uma evolucéo das ideias
aplicadas anteriormente. Como confirma Cotta (1993, p.7, tradugdo nossa) ao comentar que:
“As ideias de Ozisik e Murray (1974) sio ferramentas fundamentais para o inicio da abordagem
Generalizada da Transformada Integral”?, calcada nos estudos anteriores, mas com uma

aplicabilidade muito mais abrangente e facilitada.

21 “The ideas of Ozisik & Murray (1974) are fundamental tools for starting the generalized approach for the
Integral Transform” (COTTA, 1993).
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7. TECNICA DA TRANSFORMADA INTEGRAL CLASSICA (CITT)
E APONTAMENTOS HISTORICOS DO PROF. RENATO COTTA

Neste capitulo, abordamos a Técnica da Transformada Integral Cléssica - CITT por
M.N. Necati Ozisik e M.D. Mikhailov (1984) e algumas informagdes histdricas relevantes

comentadas em uma conversa com o Prof. Renato Machado Cotta.

7.1. Técnica da Transformada Integral Classica por Ozisik e Mikhailov
(1984)

Com os avangos das ideias e dos problemas de valor de contorno, Cotta (1993, p.4,

traducdo nossa) comenta que:

A GITT, embora extremamente (til nas aplicacdes apontadas em Ozisik e Murray
(1974), ndo se torna flexivel o suficiente para permitir a solucdo analitica de um
problema mais geral. Com isso, o método foi progressivamente ampliado e
generalizado ao longo da década, e assim, levando ao estabelecimento de uma analise
numérica hibrida Técnica de Transformada Integral Classica (CITT), apresentada em
Ozisik e Mikhailov (1984) 22,

Assim, desde o trabalho de 1974, varias ideias foram desenvolvidas na direcdo de
estender o procedimento de transformacéo integral para versdes mais gerais de problemas,
como os que envolvem difusdo de massa e calor.

Para resolver esses problemas, Cotta (1993) destaca o surgimento da Técnica da
Transformada Integral Classica — (CITT - Classical Integral Transform Techinque) que foi
publicada inicialmente por Ozisik e Mikhailov em 1984. Em relagdo a nomenclatura da técnica,
vemos no texto de Ozisik e Mikhailov a utilizagdo do nome por extenso (Generalized Integral
Transform Techinque). Porém, Cotta (1993) explica que os autores unificam as ideias de
Koshlyakov até Ozisik e Murray (1974), gerando uma técnica mais completa. Ja o termo
“classica” e a sigla CITT se difundem apos as publicacdes de Cotta (1986), Cotta e Ozisik
(1986) e principalmente no livro de Cotta (1993).

Cotta (1993) elenca os passos basicos da abordagem da CITT:

-Escolher o problema auxiliar relacionado (evitando problemas computacionalmente
envolvidos);

- Desenvolvimento do par transformada-inversa;

22 “GITT, while extremely useful in the applications pointed out in Ozisik and Murray (1974), does not become
flexible enough to allow the analytical solution of a more general problem. Thus, the method has been
progressively expanded and generalized over the decade, thus leading to the establishment of a hybrid numerical
analysis Classical Integral Transform Technique (CITT), presented in Ozisik and Mikhailov (1984)” (COTTA,
1993).
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- Resolver a equacédo transformada até resultar em um sistema infinito de equacgdes
diferenciais ordinarias acopladas;

- Por fim, truncar o sistema infinito para uma ordem suficientemente grande e resolvé-
lo através de procedimentos numéricos classicos disponiveis em pacotes de sub-rotinas
cientificas, para produzir a chamada solugdo completa.

Dentro desses pacotes, vemos a divisdo do problema original em outros. Esse
procedimento sera melhor explicado posteriormente. Mas é nesse passo que a diferenca entre a
CITT eaGITT é observada, ja que a utilizacdo desse procedimento faz com que a abrangéncia
da CITT aumente significativamente.

Para podermos entender o passo-a-passo da CITT, mostramos o estudo de M.N. Ozisik
e M.D. Mikhailov presente no livro Unified Analysys and Solution of Heat and Mass Difusion,
publicado em 1984,

Na introducéo desse livro, os autores discutem a importancia de se estudar as solucdes
analiticas de problemas de difusdo de calor e massa. Para eles, com a disponibilidade de
computadores digitais de alta velocidade de alta capacidade e esquemas numeéricos
aprimorados, foram feitos avancos significativos para a solucdo dos tipos mais complicados
desses problemas. Apesar desses avancos nas técnicas de solugdo numeérica, no entanto, ainda
existe uma vasta classe de problemas de importéncia pratica que podem ser estudados por
abordagens analiticas. Além disso, solugdes analiticas, quando disponiveis, sdo vantajosas na
medida em gque fornecem uma boa visao sobre a importancia de varios parametros do sistema
que afetam os fenbmenos de transporte.

E assim, para Ozisik e Mikhailov, o objetivo deste livro ¢ tentar preencher essa lacuna
na literatura, fornecendo algumas unificacdes das solucdes de problemas lineares de difusdo de
calor e massa.

Para alcancar esse objetivo, os autores dividem em sete classes diferentes de problemas
dependentes de tempo, calor linear e difusdo em massa. Tal escolha, segundo os autores, embora
um pouco arbitraria, abrange um vasto nimero de casos de interesse pratico. As divisdes de
classe séo:

Classe | - Problemas de difusdo de massa ou calor constante e instavel (uma Unica
espécie) em sdlidos sujeitos a condi¢Bes de contorno e condigdes iniciais.

Classe Il - Sdo as generalizacbes dos problemas de Classe |, para difusdo de calor ou
massa em um meio composto finito composto de n sub-regides, sujeito a condi¢des de contorno

generalizadas e condices iniciais.
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Classe Il - Problemas caracterizados por duas equacfes de difusdo ndo homogéneas
dependentes do tempo, nas quais o acoplamento através das condigdes de contorno € mais geral
do que para os problemas de Classe II.

Classe IV — Problemas caracterizados por um conjunto de equac6es de difuséo nas quais
a temperatura ou a concentracdo de massa em cada ponto no espaco € acoplada por meio de
termos origem nas equagoes.

Classe V - Problemas governados por duas equacfes de difusdo que séo acopladas
através dos termos de origem em todos 0s pontos no espaco; diferentemente dos problemas da
Classe 1V, nesses ndo ha simetria entre os coeficientes que governam o acoplamento das
equacoes.

Classe VI — Problemas caracterizados por um conjunto de equacdes de difusdo, mas
seus acoplamentos através das condi¢Ges de contorno sé@o complicados pelo fato de que um
balango de massa esta envolvido ao longo da superficie limite.

Classe VII — Problemas que lidam com uma situacdo em que a difusdo da substancia é
finita, enquanto que durante o processo de difuséo, parte da substancia difusora é absorvida por
outra com a qual reage quimicamente.

Para resolver esses problemas, os autores utilizam a Técnica de Transformada Integral
Generalizada ao longo do desenvolvimento das solucdes gerais, para apresentar um metodo
unificado de andlise da solucdo de todas as sete classes diferentes de problemas.

A fim de compreendermos a CITT de Ozisik e Mikhailov, estudamos o capitulo |1 desse
livro, o qual é dedicado ao desenvolvimento de solucGes formais tridimensionais generalizadas
dependentes do tempo para cada uma dessas classes. Por escolha nossa, descrevemos a CITT

aplicada na solucéo dos problemas de classe I.
7.1.1. Solucdes gerais para os problemas de classe |

No inicio do capitulo 1, os autores destacam a importancia de se ter solu¢des gerais para
os problemas de calor em massa na literatura, segundo Ozisik e Mikhailov (1984, p. 21,
traducio nossa): “E mais facil resolver e calcular os resultados de um problema especifico do
que passar por uma pesquisa de literatura para descobrir se o problema tem uma solucéo

publicada. Portanto, ¢ bastante 1til ter solu¢des gerais disponiveis”?.

23 “It is easier to solve and calculate the results of a specific problem than to go through a literature search to find
out if the problem has a published solution. Therefore, it is very useful to have general solutions available”
(OZISIK & MIKHAILOV, 1984).
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E assim, o objetivo deste capitulo é desenvolver solugdes gerais tridimensionais formais
para cada uma das sete classes de problemas descritas anteriormente.

Com esse prologo, os autores iniciam os estudos das solucBes para os problemas de
classe | e que serdo mostrados nessa pesquisa.

Para mostrar a solucdo via CITT, Ozisik e Mikhailov desenvolvem a solugdo formal

para o seguinte problema de valor de contorno de uma regiéo finita, apresentado por eles no

Capitulo I.
oT (x, t
W(x)%+LT(x,t) =P(x,t);xeV (D
Sujeito as condi¢des de contorno
BT (x,t) = ¢ (x,t);x€S (2)
E a condicao inicial
T (x,0) = f(x); xeV 3)

em que os operadores lineares séo definidos como:
L =-VI[k()V]+ d(x) 4)

0
B =al)+ Ok ()
n
onde V é o gradiente.
No caso, B(x); a(x) sdo coeficientes de contorno definidos na superficie limite S, k(x)
esta associado com a definicdo da lei de difusdo linear e aa_n representa a derivada normal na

superficie limite S no sentido para fora. O coeficiente k(x) é considerado uma fungdo continua
da variavel espacial x. No caso de k(x) descontinuo pode ser tratado como um problema de
Classe |1, que € apresentado posteriormente pelos autores.

Na andlise a seguir, Ozisik e Mikhailov primeiro desenvolvem a Transformada Integral
e a formula de inversdo necessaria para a solucdao do problema do valor limite precedente. O
par de transformada-inversa assim desenvolvido é entdo aplicado para resolver o problema.
Aqui vemos ideias similares as apresentadas em Mikhailov (1972) e que acabaram servindo de
base para os estudos dos problemas de Classe I.

Além disso, a divisdo do problema geral em problemas mais simples é descrita, e 0
tratamento dos casos especiais que envolvem condi¢6es de contorno do segundo tipo para todos
os limites, bem como as condi¢bes de fronteira que variam periodicamente é discutido e a

solucdo generalizada é obtida.
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7.1.2. Desenvolvimento do par de transformada-inversa

Ozisik e Mikhailov explicam que o par transformada-inversa, que consiste das ideias da
Transformada Integral Classica, é necessario para a solugdo do problema anterior, e ele pode
ser desenvolvido considerando os seguintes problemas homogéneos auxiliares para a funcao de
variavel de espaco y(x) na mesma regido V:

wWw)yp(x) = Lp(x);xeV (6)

Sujeito as condi¢des de contorno homogéneo:

By(x) =0;x¢€S (7N
onde os operadores lineares L e B, segundo Ozisik e Mikhailov, sdo definidos pelas equagdes
(4) e (5), respectivamente. O problema homogéneo dado pelas equagdes (6-7) é o conhecido
problema (ou sistema) de Sturm-Liouville.

O sistema (4) tem solucdes nao triviais apenas para certos valores do parametro u? =
pu?(i= 1,2,...,0) chamados de autovalores, e as correspondentes solugdes ndo-triviais
Y(u;, x) = ;(x) denomiadas autofuncdes.

Ozisik e Mikhailov consideram a representacdo do potencial desejado T (x,t) em

termos das funcgdes préprias y;(x) deste problema auxiliar sobre a regido V na forma:

T8 = ) A@psxeV ®)
onde a soma é tomada em todos oslgépectros discretos de autovalores y;. Para determinar os
coeficientes de expansdo A;(t), é necessario a propriedade de ortogonalidade dessas
autofuncdes, que é desenvolvida como sera descrito por Ozisik e Mikhailov.

A equacdo (6) € escrita para duas diferentes funcdes proprias ¥;(x) e ¥;(x),
correspondendo a dois autovalores diferentes y; € p;.
wiw ) (x) = Lp;(x);x e V (€))
wiw (WY (x) = Lp;(x);x eV (10)
A primeira equacdo € multiplicada por ¥;(x), a segunda por 1;(x), e os resultados sdo

subtraidos e entdo integrados sobre a regido V.

(=1 | wod )
’ (11)
= f {$: )V [k(x)V ll)j(x)] — P;()V [k(x)V Yi(0)]}dv
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A integral de volume do lado direito da equacéo é transformada na integral de superficie
pelo Teorema de Green, operacéo ja utilizada por Mikhailov no seu estudo de 1972:

M — 1) j w ()P () (x)dv
) (12)
0 0
= [ k0 [0, — 00 3w s

Esta expressao esta agora escrita de forma mais compacta na forma:

d
Pi(x) —;(x)
Woth)) = fs k() on

3 ds;i # j 3
P;(x) %IP;(X) (13)

onde definimos o produto escalar de duas fungdes como:

(i fo) = f () f,GOf, () dv (14)
14

para u; — p;, a equacdo (13) assume a forma:

ap(x) %p(x)
__f k(x)( )‘u:‘ui (anau)‘u:‘ui ds (15)

e i

on

= Wu¥))

onde Nl.l/2 é chamado a norma da autofuncdo d; (x). Em vista da Equagdo (7), o resultado na

Equacdo (14) pode ser escrito de forma mais compacta na forma:

Wi, ) = 6;N; (16)
em que:

8;; = Fungdo Delta de Kronecker = {gi ij

Ozisik e Mikhailov explicam que a expressdo dada pela Equacdo (16) prova que as
autofuncdes ;(x) do sistema Sturm-Liouville (6) sdo ortogonais em relacdo a funcdo peso

w(x) naregido V.
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A relacdo de ortogonalidade anterior é agora usada para determinar os coeficientes de
expansao A;(t) na Equacdo (7). Para isso, em ambos os lados da Equacéo (7), serd multiplicado

0 operador:

f w ()W, (o) dx
\%4

isto €, multiplicamos ambos os lados da Equagéo (8) por w(x)y;(x), integramos na regido V e

utilizamos a relagdo de ortogonalidade (16) para obtermos:

(lpi; T)
N; a7

Ai(t) = le w(x)P; ()T (x, t)dv =
iy

Ozisik e Mikhailov dizem que a expressdo A;(t) € introduzida na equagdo (8) e a

expansdo resultante T'(x, t) é dividida em duas partes para definir o par transformada-inversa

como:
Inversa:
T t) = iNiiwi(xm(w .
Transformada:
Ti(t) = f WO (COT(x, O)dv = (P, T) (19)

O par é usado para resolver o problema do valor limite da Classe | definido pelas

equac0es (1-5), como sera descrito a seguir.
7.1.3. Método de solucao

Para o desenvolvimento da solucéo, Ozisik e Mikhailov multiplicam a Equagéo (1) por
Y;(x), a Equacdo (6) por T(x,t) e os resultados sdo adicionados, integrados em relacdo ao
volume V, e a definicdo da transformada integral (19) é utilizada. Assim, encontramos:

dT;(t)
dt

+ufTi(t) = f

14

[Y;V(kVT) — TV(kVy;)]dv + f Y;Pdv (20)
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Quando o primeiro volume da integral a direita é alterado para a integral de superficie,
como ja feito nas Equacdes (11-12), e a expressao resultante é escrita na forma dada pela
Equacdo (13), a Equacéo (20) torna-se:

dT;(¢)
dt

Segue abaixo a expressdo de g;(t):

P i)

T(x,t) —-T(xt)

+ 1T () = g;(©) 21)

gi(t) = [, k(x) S+ [, WiP(x, t)dv

(22)

O integrando da integral de superficie precedente é agora determinado resolvendo as

Equacdes (2) e (7) para a(x) e B(x), adicionando as expressdes resultantes para a(x) e B(x).

Encontramos:
d .
P @) Y0 — k(o) |28
k() b= T 23)
T(x,t) %T(x, t)
Entdo as Equacdes (21-22) assumem a forma:
2w, uETi(6) = g:(®) (24)
dt
em que:
99;(x)
i) — k() [ 2
(t) = . (25)
00 = [ #e0—— g d5+ | wPe oty

Assim, Ozisik e Mikhailov sugerem a transformagao da Equacio Diferencial Parcial (1)
e sua condigdo de contorno (2) em uma equacio diferencial ordinaria para a transformada T;(t)
do potencial T(x, t), como dado pelas Equacdes (24-25). A condicdo inicial necessaria para a
solucdo das Equacdes (24-25) é obtida tomando a transformada integral da condicdo inicial (3)
de acordo com a definicdo da transformada integral dada pela Equacdo (19). Desse modo,

obtemos:

7,(0) = f WY f @D dv = W f) = f, 26)
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A solugdo das equagOes diferenciais lineares de primeira ordem (24-25) sujeita a

.....

T,(0) = e7Hit [fi + fgi(t’)e“izt'dt'l (27)
0

Substituindo a transformada integral T;(t) dada pela Equacdo (27), na formula de
inversdo (18), Ozisik e Mikhailov determinam a solug&o dos problemas da Classe I, definida

pelas Equagdes (1-5), obtida como:

CREDY TR0 [f + gi<t'>e“l‘2t'dt’l (28)
i=1 0
para:
(awm) (azwx))
M=o [ kG e NP il as (29)
2hi Js oy (x)
ll’i(x) T
o, (x) (30)
Pi(x) — k(x) [T
00 = [ B0y 5+ | wPe oy

N (31)
fi= [ weomreos = )

Os autores atentam para o detalhe de que as autofungdes ;(x) sdo arbitrarias na
constante de multiplicagdo C(u;). Esta arbitrariedade é removida ap6s a substituicdo de ¥, (x)
na solucao (28).

E assim, Ozisik e Mikhailov determinam a fungio potencial média T,,(t), definida

como:

fv w(x)T(x,t)dv _@n

T (t) = =
) J, wx)dv (1L,1)

(32)

Substituindo a solucédo (28) na Equacao (32), a expressdo para o valor médio da funcao

potencial é obtida como:

-1, I -
Tu® = gy ) e ) [ﬁ- + f g&t')eﬂﬂdt'] (33)
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As Equacoes (28) e (33), embora representem as solucdes exatas para o problema, néo
estdo em uma forma conveniente para propdsitos préaticos, isto é, quando o problema envolve
funcdes de origem ndo homogéneas. De acordo com Ozisik e Mikhailov, a razdo para isto é que
a solucdo da Equacdo (28), obtida pela técnica de expansdo de autofuncdo, converge
rapidamente nos pontos no interior da regido, mas ndo converge uniformemente nos limites da
condicdo de contorno, isto porque as autodeterminagcfes ndo sdo satisfeitas nos limites de
contorno. E assim, para dirimir essa dificuldade, os autores utilizam um procedimento de
divisdo.

Para 0os casos em que as funcbes dependentes do tempo ¢(x,t) e P(x,t) séo
representadas por exponenciais nos polindmios t e de ordem g em ¢, a divisdo, segundo Ozisik
e Milhailov, ocorre para gerar resultados mais interessantes ao se aplicar uma rotina
computacional, parte numérica da CITT. Deste modo, a solucdo do problema geral (1) sera
dividida em um sistema de estados quase estaveis e partes transientes.

E interessante destacar que a convergéncia ¢ observada ao se colocar a solucio do
problema em um software matematico, que elaborara tabelas com diferentes truncamentos da

somatoria presente.

7.1.4. Divisdo do problema geral

Nessa secéo, Ozisik e Mikhailov irdo efetuar a separacdo do problema geral dado pelas
equacOes (1-5) em um conjunto de problemas mais simples, que serdo mais viaveis para a
aplicacdo em rotinas computacionais.

Esse processo conterd: Um problema transitério homogéneo e um conjunto de
problemas de estado estacionario para os quais solucdes separadas podem ser obtidas com
métodos diferentes da técnica de expansdo de autofuncdo. Esses problemas (estacionario e
transitorio) sdo, do ponto de vista numérico, melhores aplicaveis em tabelas de convergéncia,
diminuindo assim o erro dos valores encontrados.

Quando os termos ndo homogéneos P(x,t) e ¢(x,t) sdo representados por

exponenciais e polinémios de ordem g do tempo na forma:

q
P(x,t) = P,(x)e %t +2Pj(x)tf;x6V (34)
=0

q
B0 t) = pe()e™ + > ¢ (D)xes 35)

J
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onde dy e d,, sdo constantes, entdo a solugéo T(x,t ) do problema do valor de contorno geral

(1) pode ser dividido na solucdo de problemas mais simples na forma (28):

q
T(x,t) = Ty(x)e™ %" + T, (x)e %" + Z T; (Ot + T (x,t); x €V (36)
=0

Nesse momento, Ozisik e Mikhailov descrevem o raciocinio por tras da escolha do
processo de divisdo na forma dada pela Equagéo (36).

De acordo com os autores, os termos fonte P(x, t) e ¢(x, t) da equacado diferencial e as
condicdes de contorno, respectivamente, sendo representadas por exponenciais e polindmios de
ordem q do tempo, fungdes similares séo tentadas para a solucéo separada, equacao (36). Por
simplicidade na analise, é considerado apenas um termo exponencial nas equacdes (34-35) para
as funcdes P(x,t) e ¢(x,t). Entretanto, se houvesse mais termos exponenciais nas equacoes
(34-35), o principio da superposi¢do os permite usar tantos termos exponenciais na Equagéo
(36) quanto necessario para corresponder aqueles usados nas equacdes (34-35).

Quando T'(x, t) € representado como dado pela equacdo (36), as fungdes Ty (x), T, (x);

e T;(x); sdo as solugbes dos seguintes problemas de estado estacionario:

LTy = dpw(x)Ty(x); x €V (37
BTy(x) = ¢e(x);x€S (38)

LT,(x) = dyw(X)T,(x) + P.(x);x €V (39
BT,(x) =0;x€S (40)

LT,(x) = P(x);x€eV 41D

BT,(x) = ¢pq(x);x€S (42)

LTj(x) + (G + Dw(x) T (x) = Pi(x);x eV (43)
BTj(x) = ¢j(x);x €S (44)

paraj=q—1,q—2,..... ,1,0.
A funcdo T, (x, t) é a solucdo do seguinte problema homogéneo transitério:

0T (x,t 45
%+LTt(x,t)=0;x6V (45)

w(x)
BT.(x,t) =0;x€e S (46)

Ty (x,0) = f(x) — Tp(x) — T,(x) — To(x);x eV 47)
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Os autores explicam que a validade do processo de divisdo acima definido pelos
sistemas (37-47) pode ser verificada substituindo a solucdo dada pela Equacgédo (36) pelo
problema de valor de contorno definido pelas Equacdes (1-5).

Na sequéncia, Ozisik e Mikhailov descrevem as solucdes dos problemas mais simples
definidos pelas Equagdes (37-47).

A solucdo do problema homogéneo transitorio (45) € imediatamente obtida a partir da
solucgéo geral (28) como um caso especial:

-1 S
T, (x,t) = z—e_“i tl/)i(x)(fi —Tgi — Tpi — Tot)ix eV
= N “9

onde f;, Tyi, Tpi, Toi S80 as Transformadas Integrais das fungdes F(x), Ty (x), T, (x), To(x),
respectivamente, de acordo com a transformagéo (19).

As transformagdes Ty;, Ty;, To; S80 obtidas pela aplicagéo da Transformada Integral (19)
aos problemas (37-44) pelo procedimento de transformacéo descrito anteriormente, isto €, para
determinar, por exemplo, T;, a Equacéo (37) é multiplicada 1;(x), e Equagdo (6) por T (x),
os resultados s@o adicionados, integrados sobre a regido V, a definicdo da Transformada Integral
(19) e utilizada, e a integral de volume € transformada em uma integral de superficie, com o
integrando da integral de superficie determinado de acordo com a Equacdo (23).

Resumindo os resultados descritos acima:

= 9oi (49)
Ty =

TR —dy
oo _9pi (50)

" -4,
~ Yqi 51
S oY
whi+G+0T=9::G=9-1,9-2,....,1,0 ) (52)

onde

Y0 — k) [P
alx) + B(x)

9pi = fs Pe (x) ds (53)
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Ipi ZL Y (x)P, (x)dv, (54)

Y0 — k(o) |25
a(x) + p(x)

+f Y ()P (x)dv;j =0,2,...,q
v

ds

9ji =j ¢;(x)
* (55)

Entdo, Ty;, € encontrado como resultado das Equacdes (51) e (52), e possui a seguinte
forma:
q .
—1)/j' g

2(j+1)
j=0 i

Toi = (56)

ondej! = 1.2.3...(j —1).j.

Para finalizar a solugdo T,(x,t) do problema homogéneo transitorio (45), Ozisik e
Mikhailov efetuam a substituicdo das equacdes (49-40) na equacdo (56).

As solugbes dos problemas de estado estacionario (37-44) sdo obtidas introduzindo as
transformadas integrais dadas pelas Equacdes (49-52) na formula de inversao (18).

No caso de problemas unidimensionais, as solucGes dos problemas de estado
estacionario (37-47) séo encontradas por integracéo direta.

Por fim, os autores determinam que a solucdo T'(x, t) dada pela Equacédo (36), com a
separacdo do problema, é mais conveniente para rotinas computacionais do que o dado pela
equacdo (28), desde que sejam determinadas as solugdes analiticas explicitas para as funcoes
Ty (x); T,(x); T;(x) definidas pelas EquagGes (37-47), respectivamente. Com isso, Ozisik e
Mikhailov garantem que a solugéo para T (x,t) converge mais rapidamente porque a funcéo

T;(x,t) é a solucdo de um problema homogéneo que também converge rapidamente.

7.2. Consideracdes sobre as contribuicdes de Ozisik e Mikhailov (1984)

Com a resolucgdo desses problemas, Ozisik e Mikhailov apresentam uma técnica com as
mesmas bases da CITT e da Transformada Integral Finita, porém, com a preocupacao de se
obter uma solucdo analitica para problemas mais gerais, que ao final devem ser aplicados em
softwares e suas solugdes possuirem correlacdo real com o problema fisico, além do fato de
serem encontradas em menor tempo devido as divisdes feitas no problema que geram a rapida

convergéncia dos valores.
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Assim, vemos nos formalismos da CITT a contribui¢do que finaliza esse momento de
construcdo e evolucdo dessa Transformacéo Integral, que se inicia com Koshlyakov e perpassa
décadas e problemas de aplicacdo, que exigem um maior tratamento e, por consequéncia,
técnicas mais apuradas e aplicadas em softwares que com o passar do tempo se fazem
necessarios para a agilidade das pesquisas em engenharia do mundo cada vez mais tecnolégico,

sem perder a esséncia fisica e analitica do estudo.

7.3. ACITT e GITT nos ultimos anos: Uma entrevista com Renato Machado
Cotta

Durante a escrita dessa pesquisa, tentamos com sucesso um contato com o professor
Renato Machado Cotta, atualmente docente da UFRJ (Universidade Federal do Rio de Janeiro)
cedido a Marinha do Brasil.

Durante as conversas que tivemos, Cotta nos passou alguns artigos e informagdes sobre
a evolucdo da Técnica da Transformada Integral. Consolidando as datas e estudos citados ao
longo da pesquisa, e dados de como a técnica estd sendo desenvolvida desde 1984, data do
altimo trabalho citado aqui.

Além dos artigos recebidos, Cotta nos concedeu uma entrevista por Skype, onde nos
relatou algumas informacdes historicas importantes sobre o desenvolvimento das técnicas e
pesquisas atuais que fazem uso delas. Apds esse primeiro momento, enviei ao professor 0s
guestionamentos feitos na entrevista sincrona para que pudesse relatar com mais detalhes esses
dados histéricos fundamentais para a nossa pesquisa.

Abaixo segue as respostas dadas pelo tdo prestigioso professor. Utilizamos as siglas “E”

para entrevistador e “RC” para as respostas do Prof. Renato Cotta.

E: Professor, como o senhor enxerga as influéncias de Koshlyakov e Grinberg na
concepcdo da CITT?

RC: As transformac6es integrais tém sido usadas com sucesso em diferentes ramos das
ciéncias fisicas, matematicas e de engenharia por cerca de 200 anos. Acredito que Fourier
avancou com a ideia de Separacdo de Variaveis, de modo a manipular e interpretar as solucdes
da equacéo do calor, apds propor a conhecida lei de Fourier.

Em 2012 no 14th Brazilian Congress of Thermal Sciences and Engineering, eu publiquei
um artigo falando sobre o trabalho de Koshlyakov (1936). Nesse artigo, apds o levantamento

que fiz, podemos entender que Koshlyakov nos traz uma ideia precursora para a manipulagéo
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de EDP ndo-homogénea, ja Grinberg, em 1948, desenvolveu e formalizou essa abordagem para
problemas de multiplas camadas, considerando varia¢Ges das propriedades do material ao longo
da transformacao.

Mas acredito que é importante incluir as contribuicdes de Olger (1964, 1967), Mikhailov
(1967) e Ozisik (1968) no campo da transferéncia de calor. A década de 60 foi um periodo ativo
de pesquisa sobre solugdes analiticas exatas de problemas ndo homogéneos de transferéncia de
calor e massa, com destaque também para a contribuicdo de Mikhailov (1972, 1973a, 1973b)

ja antevendo a unificacdo que seria realizada mais tarde.

E: Vemos que a CITT foi unificada na publicacido de Mikhailov e Ozisik (1984),
como foi que esses dois pesquisadores tdo renomados comecaram a trabalhar juntos?

RC: Como comentei, os anos 60 foi um periodo muito intenso para o estudo de métodos
analiticos em transferéncia de calor e massa, e nos anos 70 os estudos continuaram, mas ja com
um avanco marcante dos metodos numéricos. O renomado Prof. Aleksei Luikov, em 1974,
Diretor do entdo Instituto de Transferéncia de Calor e Massa em Minsk, antiga URSS, hoje
Bielorussia, e autor de importantes livros em Difusdo de Calor e Massa (Luikov, 1968, 1973)
contatou tanto Ozisik quanto Mikhailov, para a publicacdo conjunta de livros sobre métodos
analiticos em conducéo e conveccao de calor. No entanto, Luikov faleceu antes mesmo do inicio
desses projetos, mas Mikhailov e Ozisik finalmente se conheceram em 1976, e iniciaram um
novo projeto inspirado nas sugestdes de Luikov, que teria sido concluido e publicado apenas
em 1984, quando uma boa parte das solucbes exatas disponiveis na area de difusdo de calor e
massa através de transformacdes integrais foram unificadas em sete diferentes classes de

problemas e apresentadas em Mikhailov e Ozisik (1984).

E: Como foi o0 seu periodo de doutoramento na NCSU nos anos 80? E os trabalhos
com Ozisik e Mikhailov?

RC: Eu iniciei meu periodo de doutoramento nos EUA em 1982, concluido em 1985,
e a partir de 1983 ja era orientado pelo Prof. M. Necati Ozisik do Mechanical & Aerospace
Engineering Dept. da North Carolina State University (NCSU). Nesse periodo, tive a
oportunidade de revisar todas as equacoes e deducdes do livro Unified Analysys and Solutions
of Heat and Mass Difusion de M.D. Mikhailov e M.N. Ozisik, antes da publicagdo em 1984,
conforme demandado pelo meu orientador, Prof. Ozisik.

Também nesse periodo, eu iniciei uma amizade e sequéncia de trabalhos com o Prof.

M.D. Mikhailov, e tive discussfes e calculos muito importantes que levaram a minha primeira
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publicacdo conjunta com ele sobre transformagdes integrais e problemas de autovalor em Cotta
et al. (1987).

Os dois cientistas tinham importantes caracteristicas complementares que levaram a
concepcao desse importante tratado em CITT (Mikhailov & Ozisik, 1984). Enquanto o Prof.
Mikhailov tem essa caracteristica brilhante de generalizar e unificar solucdes, o Prof. Ozisik
tinha a capacidade invejavel de sintetizar e sistematizar dedugdes e algoritmos. Fui muito feliz
em poder trabalhar com ambos nesse importante periodo de minha formacéo avancada, quando
as idéias brotavam naturalmente e eram alimentadas de muito estimulo e conhecimento, que até

hoje acredito ter sido a fase mais intensa da minha carreira.

E: Hoje, conhecemos a GITT e a CITT mais pelas suas siglas do que pelo seu nome
por extenso. Como se deu a origem dessas nomenclaturas? Pois no texto de Ozisik e
Murray (1974), os autores utilizam a denominacéo de Transformada Integral Finita, sem
0s termos “classica” ou “generalizada”.

RC: O que chamamos de CITT, ou transformacao integral no seu sentido classico de
encontrar solucdes analiticas exatas, € aquela metodologia formalizada por Koshlyakov para
problemas ndo-homogéneos, e unificada com perfeicdo por Mikhailov & Ozisik em 1984. A
publicacéo de Ozisik e Murray em 1974, buscando a solugdo de um problema de conducio de
calor com coeficiente de transferéncia de calor variavel com o tempo, traz a primeira
flexibilizacdo importante em relacdo as ideias de Koshlyakov, propondo solugdes analiticas
aproximadas para problemas a principio ndo-transformaveis no sentido classico. Portanto,
acredito que ali se plantou a semente de uma nova técnica mais geral, s6 bem mais tarde
denominada de GITT. Esse conceito de flexibilizacdo da CITT para obter-se solugcfes analiticas
aproximadas para problemas ndo-transformaveis também foi empregado por Yener & Ozisik
(1974), Mikhailov (1975), Ozisik & Gugceri (1977), Bayazitoglu & Ozisik (1980), Bogado Leite
et al. (1980, 1982), e Cotta et al. (1985).

Como os problemas entdo tratados pelo enfoque mais geral eram a principio néo-
transformaveis, diferentes dos problemas transformaveis que a (CITT) resolvia, o sistema
transformado ndo era reduzido a um sistema de equac@es diferenciais ordinarias desacoplado,
requerendo algum tipo de aproximacdo na estrutura do sistema (como reter apenas a primeira
linha ou a diagonal do sistema) para que uma solucdo analitica fosse encontrada. No entanto,
em um desenvolvimento independente durante 0 meu doutoramento, quando ainda fazia parte
do Nuclear Engineering Dept., estudei um problema de transferéncia de massa relacionado a

oxidacdo do encamisamento de varetas combustiveis, que so viria a publicar ao final do curso,
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Cotta (1986), em que esse problema de contorno mdvel seria tratado de forma completa, ou
seja, resolvendo o sistema transformado completo sem nenhuma aproximagao em sua estrutura,
apenas seu truncamento em uma ordem suficientemente grande para a precisio desejada. Surge
entdo a natureza hibrida numérico-analitica da técnica generalizada, em que 0s campos
transformados sdo obtidos pela solugdo numérica de um sistema de EDO’s acoplado. Mas
dentro da minha tese, ainda pude demonstrar que mesmo em problemas ndo-transformaveis
seria possivel encontrar solucdes totalmente analiticas do sistema transformado completo,
desde que esse sistema permitisse um tratamento analitico, como demonstrado em Cotta e
Ozisik (1986).

Quanto a utilizacdo das siglas, penso que elas se deram ap0s as publicacfes das solugdes
de problemas de difusdo com equacgdes varidveis, que foram formalizadas logo em seguida no
meu retorno ao pais, em Cotta & Ozisik (1986) e Cotta (1993). Igualmente importantes para o
pleno estabelecimento da técnica hibrida foram as primeiras generalizacdes para dominios
irregulares (Aparecido & Cotta, 1987), problemas nédo lineares (Cotta, 1990), equacdes de
camada limite (Cotta & Carvalho, 1991) e equacdes de Navier-Stokes (Perez Guerrero & Cotta,
1992). Nessas publicacdes e em outras do mesmo periodo ja utilizavamos a notacdo (CITT) e
(GITT), mas elas ficam ainda mais destacadas no meu livro de 1993, onde faco uma discusséo
mais detalhada sobre cada uma. Outros livros posteriores (Cotta & Mikhailov, 1997; Cotta,
1998; Cotta et al., 2016), bem como os capitulos convidados no Handbook of Numerical Heat
Transfer (Cotta & Mikhailov, 2006), no Handbook of Thermal Science and Engineering (Cotta
etal., 2017), e no livro 50 Years of CFD in Engineering Sciences (Cotta et al., 2020), e eventuais

artigos de revisao ao longo desses anos, consolidaram e revisaram esses desenvolvimentos.

E: Em sua opinido, qual foi o impacto da CITT nos estudos posteriores da area?

RC: Posso lhe dizer que a implementacdo da (CITT) em estudos especialmente da area
de Ciéncias Térmicas é vasta. Sdo milhares de pesquisas que utilizam a técnica hibrida, e um
nimero muito maior empregando a técnica classica. Nos meus trabalhos, desde o doutorado
nos anos 80, venho tendo diversas parcerias e desenvolvendo varios estudos nas areas de
Energia Nuclear, de Petréleo e Gas, Ambiental, Aeroespacial, Quimica, Biomédica, Energia
Solar, Micro e Nanotecnologia, etc.

Posso destacar meu trabalho em conjunto com o Prof. Sadik Kakag, cientista conhecido
mundialmente e atuante na Universidade de Miami por muitos anos, no contexto da aplicacédo
no resfriamento de componentes eletrénicos, que trouxe validacdo experimental dos modelos

de conveccao, problemas conjugados e respectivas solugdes por (CITT), desde 1989.
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Destaco também os estudos com o IAE/CTA e AEB (Centro Técnico Aeroespacial e
Agéncia Espacial Brasileira), desde 1988, para a analise de prote¢do aerotermodindmica e
térmica de veiculos espaciais, incluindo o projeto térmico do satélite SARA para a reentrada
atmosférica; o estudo de longo prazo com o CTM-SP (Centro Tecnol6gico da Marinha, S&o
Paulo), desde 1986, para a simulacao e otimizacao da separacédo de is6topos em ultracentrifugas
para enriquecimento de urénio; a pesquisa com a Comissdo Nacional de Energia Nuclear
(CNEN), desde 1989, para a analise de seguranca de repositorios de superficie de rejeitos
radioativos, incluindo a anélise da dispersdo acidental de radionuclideos na biosfera; a pesquisa
com o Centro de Pesquisas Leopoldo Américo Miguez de Mello, CENPES, Petrobras, em 2005,
para a analise de sistemas de isolamento térmico de tubula¢cdes submarinas com aguecimento
ativo para exploragdo ultra profunda de petrdleo; de novo, com o CENPES, Petrobras, desde
2006, para a caracterizagcdo e simulacdo de conveccdo de nanofluidos para utilizagdo em
processos de transferéncia de calor em geragdo de energia; com as Industrias Nucleares do
Brasil (INB, Brasil), desde 2005, para a avaliagdo de seguranca dos residuos de mineracao e
beneficiamento de mineério de uranio, incluindo a analise de dispersédo de radionuclideos a longo
prazo na geosfera e seu impacto na biosfera, incluindo a analise das lagoas de residuos liquidos,
do repositorio de residuos solidos e da plataforma de lixiviagdo de urénio; o Projeto e
Construcdo de Tunel de Vento de Formacdo de Gelo para Controle Térmico de Sensores
Aeronauticos de Velocidade, com apoio da FAPERJ, desde 2010; com a Eletronuclear, desde
2013, para o projeto de sistemas de refrigeracdo passiva para o armazenamento (Umido) de
elementos combustiveis nucleares exauridos; com a Amazul S.A. e Diretoria Geral de
Desenvolvimento Nuclear e Tecnolégico, DGDNTM, Marinha do Brasil, desde 2017, e
financiamento do PROCAD-Defesa, em analises de dessalinizagdo por destilacio com
membranas e recuperacdao de calor, para mencionar apenas alguns projetos mais relevantes

aplicando-se a técnica generalizada.

E: Atualmente, como vem sendo utilizada a CITT? Ela continua sendo uma técnica
utilizada e fornecendo solugdes importantes em pesquisas?

RC: Nos ultimos anos, a énfase que tem sido dada é na unificacdo e simplificacdo do
uso do (GITT) em uma solucdo alternativa hibrida para seus problemas. Sabemos que 0s
métodos hibridos se tornam ainda mais presentes e aplicaveis quando sistemas de manipulacao
simbolica sdo empregados, que foram amplamente disseminados ao longo das Gltimas décadas.

O esforgo para integrar o conhecimento na aplicacdo da (GITT) em um algoritmo

simbolico-numérico estd acontecendo no chamado codigo UNIT (Unified Integral
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Transforms), proposto inicialmente como projeto em 2007, que é a ponte entre problemas
simples que permitem uma solug&o analitica direta, e situacGes mais complexas e ndo-lineares
que exigem sistemas de software especializados. O cddigo aberto UNIT é uma plataforma de
implementacdo e desenvolvimento para pesquisadores e engenheiros interessados em
transformar solucdes de problemas de difuséo e conveccdo-difusdo (Sphaier et al., 2011; Cotta
etal., 2013; Cotta et al., 2014).

Alguns avangos recentes na GITT tem se mostrado disruptivos, como recentemente
revisado (Cotta et al., 2018; 2019; 2020), incluindo a reformulacdo de meios heterogéneos e
geometrias complexas em um dominio Unico, expansGes em autofuncdes vetoriais para as
equacOes de Navier-Stokes, adocdo de problemas de autovalor convectivos, desenvolvimento
de novas transformacdes integrais para problemas acoplados, e toda uma nova avenida aberta
com o desenvolvimento de transformacdes integrais com problemas de autovalor ndo-lineares.

Ao final da entrevista, o Prof. Renato Cotta agradeceu e se mostrou extremamente
interessado pelos estudos na area da Historia da Matematica, que se debrucam a entender como
se deu a evolugéo de conceitos e ideias matematicas.

Ap0s a leitura das respostas, podemos observar que a (CITT) ainda esta sendo de grande
utilizacdo e aplicacdo na Engenharia, se mostrando altamente produtiva e com uma roupagem
moderna, ao se transformar em um algoritmo simbolico que torna sua implementacdo ainda

mais rapida.
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CONSIDERACOES FINAIS

Desde que comegamos a estudar a Técnica da Transformada Integral, sempre
procuramos informagdes histdricas sobre a mesma, a fim de poder compreender melhor quais
foram as motivagdes que levaram ao seu desenvolvimento e como se deu esse processo.

Apobs a redacdo da nossa dissertacdo de mestrado, percebemos que pouco se havia
escrito sobre a historia dessa técnica, apenas fragmentos presentes em teses da area de
engenharia que usavam da (GITT) para resolver suas Equagdes Diferenciais Parciais. Com isso,
buscamos o Programa de Pds-Graduacdo em Educacdo Matematica da UNESP — Rio Claro,
para propor uma tese de doutorado que tivesse como propdsito a construcdo historica desse
conteldo matematico.

A0 pesquisarmos a técnica e realizar um levantamento historico aprofundado,
encontramos informagdes que relacionavam livros, artigos e datas de modo a construir uma
linha do tempo bem clara. Acreditamos que apos a leitura desta presente tese, podemos entender
que a técnica proposta por Koshlyakov em 1936, foi aproveitada por diversos estudiosos como
Grinberg e Mikhailov, que de certo modo ampliaram suas ideias e mostraram um novo modo
de se resolver EDP que modelavam problemas classicos da fisica.

Vimos também a chegada de N. Ozisik e R.L. Murray, que utilizaram dos procedimentos
de Koshlyakov para determinar um novo método denominado de GITT, para resolver (EDP)
presentes em problemas de difusdo de calor. Interessante notar que nesse momento, Ozisik e
Murray definem de maneira mais clara o par transformada-inversa e a ideia de levar a
transformada em um sistema matricial de (EDO), que ap0s o truncamento se resolve de maneira
simples.

Com a GITT consolidada, novos problemas apareceram e tornaram seu procedimento
mais restrito, principalmente com os avancos da tecnologia e a evolucdo dos softwares com
rotinas matematicas extremamente confiaveis e precisas. Pois, nessa mesma época, mas no
Ocidente, comecaram a aparecer 0s primeiros computadores, desenvolvidos para resolverem
prioritariamente as tarefas associadas ao calculo numérico avancado, que sdo gerados por
inimeros problemas de origem cientifico-tecnologica, utilizando, por exemplo, a linguagem de
programacdo Formulae Translation — Fortran.

Para acompanhar essa evolugdo, vimos o surgimento da CITT, descrita por Ozisik e
Mikhailov no seu livro de 1984. Nessa técnica, vemos a preocupacao na unificacdo das solucdes
apresentadas de modo que ao colocar em uma rotina computacional os valores apresentem

rapida convergéncia e que tenham relacéo real com o problema fisico em estudo.
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Essas evolugGes ocorreram devido ao periodo da corrida tecnoldgica espacial, diversos
paises como a URSS e Bulgéria, tiveram suas pesquisas concentradas no desenvolvimento de
ferramentas analiticas, tal como a Transformada Integral Finita, buscando economizar ao
mAaximo 0s recursos computacionais disponiveis nestes paises, uma vez que eles ndo eram tao
abundantes quanto no Ocidente.

Ao mesmo tempo, Estados Unidos e Europa concentravam-se no desenvolvimento aos
métodos puramente numericos, podem-se mencionar 0s bem conhecidos Métodos de
Diferencas Finitas, Elementos Finitos e Volumes Finitos, que se tornaram viaveis com o
advento do computador e continuaram evoluindo com o aumento de capacidade de
processamento destas maquinas e sdo atualmente os mais populares, estando amplamente
difundidos em codigos comerciais e baseados na discretizacdo temporal e espacial das equactes
originais.

Portanto, os célculos desenvolvidos no ocidente requisitavam um crescente esforco
computacional, enquanto as metodologias do Leste Europeu concentravam esforcos em
extensas manipulacdes analiticas. Cabendo a pesquisadores como Ozisik e Mikhailov, a unido
dessas duas linhas de pesquisa.

Com essas ideias, acreditamos que esse trabalho contribua para Histdéria da Matematica,
ja que aqui conhecemos estudiosos que dedicaram sua vida no ensino e ao desenvolvimento de
um contetdo matematico ao longo do tempo acompanhando a tecnologia presente.

Esse estudo apresenta carater interdisciplinar, pois pode ser aproveitado tanto para um
pesquisador da matematica, quanto para os da area de engenharia. E, quando falamos em
aproveitar, pretendemos que a pesquisa sirva de base para se entender e ensinar essas técnicas,
sabendo como foi o desenvolvimento junto aos problemas préaticos e limitagdes que as mesmas
possuiam.

Para finalizar, pretendemos fazer uma sugestéo de trabalho futuro, como um seguimento
dessa pesquisa. Ao terminar esse estudo, pudemos selecionar diversas teses e dissertacdes que
nos auxiliaram na busca de informacGes sobre a Transformada Integral. Essas pesquisas, ha sua
maioria, sdo da area de engenharia e resolvem diversos problemas fisicos que possuem uma
(EDP) na sua modelagem que sdo facilmente resolvidas por CITT ou por GITT.

Portanto, acreditamos ser de grande relevancia para a Historia da Matematica e até
mesmo para a Engenharia, um trabalho, que discutisse a utilizacdo e desenvolvimento da CITT

nas pesquisas realizadas no Brasil.
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Diante das buscas que fizemos, ndo encontramos trabalhos que fagcam esse levantamento
utilizando algum banco de teses e dissertacGes. Dessa forma, acreditamos que seja de bom
aproveitamento esse tipo de estudo.
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