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Resumo

Exponencial-Logaritmica (EL(p, 5)) ¢ uma distribui¢ao para modelos de so-
brevivéncia com taxa de falha decrescente. Esta distribuicao pode ser usada
para estudar os tempos de vida de organismos, materiais, dispositivos, etc,

em ciéncias biologicas e na engenharia. Neste trabalho foram utilizadas as abordagens
Classica e Bayesiana para inferir sobre os parametros do modelo com conjunto de dados
completos e censurados.

A abordagem Bayesiana requer a selecao de distribui¢oes a priori para os parametros
do modelo. No caso onde ha informagao dos dados, foram escolhidas distribui¢oes a priori
nao-informativas. Por outro lado, quando ha poucos dados e/ou sao dados censurados,
torna-se necessaria uma priori informativa obtida a partir das informacoes de um especi-
alista. Neste trabalho propds-se uma priori informativa elicitada através de informacoes
de especialistas e derivada da aproximacgao de Laplace.

Portanto, a analise Bayesiana foi realizada considerando os dois tipos de distribuicao
a priori: informativa e nao-informativa. As distribui¢oes a priori nao-informativas usa-
das foram: priori de Jeffreys (Jeffreys (1967)), priori de Referéncia (Berger and Bernardo
(1992)), priori de Méxima Informacao dos Dados (Zellner (1977)) e priori derivada da fun-
¢ao Copula (Achcar et al. (2010)). Estas distribuigdes a priori também foram comparadas
com outras distribuicoes a priori comuns, tais como Beta, Gama e Uniforme.

A fim de avaliar o desempenho das distribuicoes a priori, foi apresentado um estudo
comparativo utilizando dados simulados a partir da distribui¢do FL(p, ) e um conjunto
de dados reais introduzido por Lawless (1982).

Utilizou-se o algoritmo MCMC para obter uma amostra de valores da posteriori con-
junta, a fim de extrair caracteristicas das distribui¢oes posteriores marginais, tais como
médias a posteriori, moda e intervalos de credibilidade.



Abstract

he Exponential-Logarithmic, denoted by EL(p, (), is a lifetime distribution with

decreasing failure rate. This distribution can be used to study the lengths of

organisms, devices, materials, etc., in the biological and engineering sciences.
In this dissertation we use classical and Bayesian approaches to make inferences for the
parameters of the model under complete and censored data set.

Bayesian approach requires the selection of prior distributions for all parameters of the
model. In this case, we will seek to choose a noninformative prior that provides best esti-
mation when there is absence of information or with large data set and uncensored data.
On the other hand, when there is few data to use or presence of censored data, an informa-
tive prior obtained from the expert’s information is necessary. We propose an informative
prior elicited from the expert’s opinion and derived though Laplace’s approximation.

Thus, we carry out the Bayesian estimation by considering the two types of prior
distributions. Different noninformative prior distributions are used as Jeffreys (Jeffreys
(1967)), Reference (Berger and Bernardo (1992)), maximal data information prior (Zellner
(1977)) and prior derived from copula function (Achcar et al. (2010)). These priors are
also compared with other common priors such as beta, gamma, and uniform distributions.

A comparative study to evaluate the performance of the prior distributions through
simulated data from the EL(p, ) distribution and a practical data set introduced by
Lawless (1982) presented.

We also need to appeal to the MCMC algorithm to obtain a sample of values of and
from the joint posterior in order to extract characteristics of marginal posterior distribu-
tions such as Bayes estimator, mode and credible intervals.
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CAPITULO

1

Introducao

A distribuigdo Exponencial-Logaritmica proposta por Tahmasbi and Rezaei (2008)
consiste em uma distribuicao com dois parametros p e § definida na analise de sobrevi-
véncia com taxa de falha decrescente. Em geral, espera-se que, com o passar do tempo,
o comportamento de componentes (ou organismos) apresente taxa de falha decrescente
quando este comportamento é caracterizado por "work-hardening"(em termos de enge-
nharia) ou "imunidade"(em termos biologicos). Além disso, essa distribui¢ao pode ser
usada para estudar os tempos de vida de organismos, dispositivos, materiais, etc, em
ciéncias biologicas e na engenharia.

A densidade da distribui¢ao Exponencial-Logaritimica, denotada por EL(p, 3), é dada

por:

1 ) 5(1_p)6_ﬁm (11)

.8 = () T2 (e
com x >0, p € (0,1) sendo o parametro de forma e 5 > 0 o parametro de escala.
A EL(p,B) pode ser uma boa alternativa para modelar taxas de falha devido & forma
simples das suas fungoes de sobrevivéncia e risco, em comparagao com outras distribuicoes
com taxa de falha decrescente, como a Gama e a Weibull. Tahmasbi and Rezaei (2008)
também observam que os riscos iniciais e a longo prazo para essa distribuicao sao ambos
finitos em contraste com aqueles da distribuicao Weibull, ou seja, para a EL(p, ) tem-se
riscos iguais a: h(0) = % e h(oco) = 3, enquanto que para a distribui¢do Weibull os
riscos sdo dados por: h(0) = oo e h(oo) = 0.
E importante citar que, para que exista o Estimador de Maxima Verossimilhanca
(EMV) para a distribuicdo EL(p, ), a seguinte condigdo deve estar satisfeita: n/2 <
S e 5% QObserva-se que para nimero de amostras pequeno, ou seja, para n < 20,

essa condicao nao é satisfeita e, portanto, o EMV nao existe. Com a anélise Bayesiana,



mostrou-se que esse problema ¢é eliminado, pois nao ha restricao alguma nem mesmo para
amostras pequenas.

Varias propriedades da distribui¢ao E'L(p, (), tais como: tempo de falha médio, gera-
dores de momentos, moda e variancia sao apresentados em Tahmasbi and Rezaei (2008).
Eles mostram também a estimacao cléssica dos parametros, suas varidncias e covarian-
cias assintoticas. Entretanto, nao hé trabalho algum proposto na literatura que mostre a
estimacao de seus parametros sob um enfoque Bayesiano, mesmo para dados sem censuras.

Na pratica, os dados relacionados com o tempo de falha de um componente eletrénico
sao geralmente censurados ou sujeitos a "stress", por exemplo, alta temperatura, alta
voltagem, etc. Os dados sao "censurados" quando existem elementos na amostra para
0s quais somente o tempo maximo e minimo sao conhecidos. A censura ou a aceleragao
dos dados sao comuns na pratica devido ao longo tempo de espera até que ocorra uma
falha. Quanto maior sofisticagao tecnologica na construgao do componente, maior sera
a necessidade de censura do seu tempo de vida. Com dados censurados é importante
desenvolver técnicas para prever o tempo real de falha do componente censurado ou prever
o tempo de vida dos componentes que nao estao na amostra (observagoes futuras). Dentre
os objetivos deste trabalho, pretende-se utilizar dados nao-censurados e censurados com
diferentes distribui¢oes a priori para analise da distribui¢ao EL(p, [3).

Os principais objetivos desse trabalho foram:

e Desenvolver técnicas Bayesianas com distribui¢oes a priori informativas e nao -

informativas para estimar os parametros da distribuicao Exponencial - Logaritmica.

e Realizar um estudo do efeito das distribuig¢oes a priori nas distribuigdes a posteriori

marginalizadas nos dois parametros, p e (.

e Utilizar os métodos Monte Carlo Markov Chain (MCMC) e amostrador de Gibbs
para gerar as distribuigoes marginais a posteriori dos parametros, como também a
funcao de confiabilidade, e para predizer o comportamento de observagoes futuras

da mesma distribuicao.

e Além dos dados simulados, mostrar aplicacoes a dados reais para efeito de enrique-

cimento do trabalho e consolidacao da importancia da distribuicao.

e Comparar as distribuigoes a priori ndo-informativas Jeffreys (Jeffreys (1967)), de Re-
feréncia (Bernardo (1991)), MDIP (Zellner (1977)) e Copula (Achcar et al. (2010)).

e Realizar a elicitagao dos hiperparametros das distribuigoes a priori informativas.
e Analisar a distribui¢ao E'L(p, #) sob a presenca de dados censurados.
O trabalho foi dividido da seguinte forma:

e No Capitulo 2 foi realizado um estudo mais aprofundado das principais propriedades

da distribuicao Exponencial- Logaritmica, tais como: fung¢oes de sobrevivéncia e de



risco, esperanca, variancia, geradora de momentos, além da estimacao classica dos

parametros através do método da maxima verossimilhanga.

O Capitulo 3 mostra a anélise estatistica, sob o enfoque cléssico, para a distribuicao

Exponencial-Logaritmica.

O Capitulo 4 da inicio a andlise Bayesiana para a distribuicdo E'L(p, ). Neste
capitulo foram utilizadas distribui¢oes a priori nao - informativas, incluindo a priori
de Jeffreys, para estimar os paradmetros p e 3. Este capitulo foi baseado no artigo
Moala and Garcia (2013).

No Capitulo 5 foram exploradas as distribuigoes a priori MDIP(Zellner (1977)) e
de Referéncia (Bernardo (1991)). Elas foram comparadas as distribui¢oes a priori

nao-informativas analisadas no Capitulo 5.

No Capitulo 6 foi feita a analise Bayesiana para a distribuigao EL(p, ) utilizando
a priori Copula(Achcar et al. (2010)). Foram explicitados detalhes da obtengao da

priori e realizada uma comparacao com as demais distribuicoes a priori estudadas.

No Capitulo 7 foi detalhado o método de elicitagao dos hiperparametros das distri-

buigoes a priori Beta e Gama.

No Capitulo 8 foi apresentada a analise Bayesiana para a distribuicao Exponencial-

Logaritmica utilizando dados censurados.

Por fim, no Capitulo 9 foram feitas conclusoes e consideragoes baseadas neste tra-
balho.



CAPITULO

2

Distribuicao Exponencial-Logaritmica

2.1 Funcao Densidade de Probabilidade

Seja Y7, Y5, ..., Y, uma amostra aleatoria gerada da distribui¢ao Exponencial cuja fun-

¢ao densidade de probabilidade é dada por:

frly;B)=Be™, y>0 e B>0 (2.1)

Suponha agora Z uma amostra aleatéria gerada da distribuicao Logaritmica, com

funcao massa de probabilidade igual a:

(1—p)*
—zlnp’

Py(z;p) = z2=1,2,... e 0<p<l. (2.2)

Assumindo que as varidveis aleatérias Y e Z sao independentes, é possivel definir a
variavel aleatoria X = min{Y1, ..., Y.}. Entao, fx z(z|z; ) = Bze 7** e a marginal de X

é dada por:

fx(x;p,6)=( ! )( ol = pe ™ > x> 0. (2.3)

CIn(p)) \1—(1—p)efe

onde p é o parametro de forma e 3 é o de escala.
A construcao da distribuigao é dada da seguinte forma: Seja Y| ~ Exp(f) e Z|p ~
Logaritmica(p). Entao,

fy(y;8)=pe™™ e Fy(y;8)=1—¢" para y>0 e >0

(1—p)
—zIlnp’

e Pz(z;p) = z=1,2,... e pe(0,1).



2.1 Funcao Densidade de Probabilidade

Seja X = min{Y1,Ys,...,Y.}. Entdo X tem fdp dada por:

fx(@) = z[1 = Fy () fy ().
Para maiores detalhes veja Mood et al. (1974).
Logo, fx|z(x) = z(e7P*)*"13e™P* que implica em fyz(z) = Bze™?*, com (3 >
0 e z2=1,2,...

Utilizando o tltimo resultado encontra-se a fun¢ao conjunta f(zx, z), dada por:

f(x,2) = f2(2) fxz(2).

Assim,

flz,2) = %ﬁze‘ﬂm.

Por fim, a marginal de X é obtida como:

@ =3 1w =3 e Oy (122) . o

= z=1

(o]
a
Utilizando um resultado de série infinita, tem-se: E a® = T4 para 0 <a <1, e
—a

=1

tomando a = ;p’ obtém-se:
ehr

l—p
—(1=p\" g (l—pe
Z(@“) o 1—p>_1—(1—p)e—ﬁx' (2.5)

T

Substituindo (2.5) em (2.4), chega-se ao resultado final:

_ peBa
fX(x):(_ﬁ> (1ﬁ—<1(1—pio(;eﬁx)’ x>0, 0<p<l e B>0.

Outra forma de obter a distribuicao Exponencial-Logaritmica é dada no Apéndice Al
deste trabalho.

Observe que se lim,_,; p = 1, ela se reduz & distribuicao Exponencial com parametro
G.

Os graficos da fungao densidade de probabilidade da EL(p, B) sao apresentados nas

figuras (2.1) e (2.2) a seguir, considerando diferentes valores dos parametros.

2.1.1 Propriedades

Tahmasbi and Rezaei (2008) mostram diversas propriedades da distribui¢do Exponencial-
Logaritmica. A seguir sao explicitadas algumas delas.
P1: Fungao distribuigao acumulada da EL(p, 3):

(1= (1= p)e)

Fx(z;p, ) =1—
X(x>p7ﬁ) lnp

(2.6)
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Seja f(x|p, ) a fungao densidade de probabilidade da EL(p,3) dada em (2.3). Da

definicao de fungao distribuigao acumulada, tem-se:



2.1 Funcao Densidade de Probabilidade

(2.7)

_ —pBt _ _ Y —Bx
1 BA—pe™ B0 -p) / e g
Inpl—(1—p)e bt Inp o 1—(1—pleh

Fx(w;p, 8) = /Oy

Utilizando o método de substituicdo, é possivel tomar u = 1 — (1 — p)e ™ e sua

d
derivada du = (1 — p)Be ?*dz, ou seja, e **dr = ﬁ Aplicando na equagao (2.7),
- D
tem-se:
B(1—p) 1 /““‘Wﬁy 1 1 1—(1—p)e—Pv
F (2 — Zdu=——1 (1-p)e
X($7p75) ( lnp (1—p)ﬁ » udu lnp nu’p
1 _ In(1 — (1 —p)e ™)
- In(1=(1—p)e ) —Inp|=1—
lnp[ n(l —(1-p)e™™) —Inp] np ,

provando-se, portanto, a funcao distribuicao acumulada.
P2: Mediana da EL(p, f):

g = A+ VP) (2.8)

B

Para obtencao da mediana tem-se:

In(1 — (1 — p)ePma
Fx(mag;p,B) =1— n(l = ( ] ple ) = 0.5, istoé, 0.5Inp=In(1— (1—p)e ™),
np

Aplicando a funcao exponencial em ambos os lados chega-se & expressao

P =1 — (1—ple?™, ouseja, p=1—(1—ple ™ ou e = (1 —\1/92?'

Ainda, aplicando a funcao logaritmica obtém-se

1= F | - F
—pBmy = In (—) que pode ser reescrito como —fmgz = In ( ,
1—p (1—=vpP)1+/p)
e implica no resultado final: my = M.

P3: A fungao geradora de momentos ¢ determinada através de (2.3) e dada pela

seguinte expressao:

Mx(t) = E(e"X) = —%hipergeozl ({1 /Bﬁ_t} : [256_1 1 —p) . (29

onde hipergeo(.) ¢é a fungao hipergeométrica. Esse resultado pode ser demonstrado
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utilizando-se conhecimentos sobre aproximagoes de integrais por séries infinitas. A fun-
¢ao hipergeométrica também é conhecida como funcao hipergeométrica generalizada de

Barnes’s e é dada por:

o : (nm”f)F H(ni)
d, \) 2.10
(. ;Fk+1 T(d; + )T (d;) (2.10)
onde n = [ny,ng,...,n,|, p € o nimero de coordenadas de n, d = [dy,ds,...,d;] e ¢ é 0

numero de coordenadas de d. Além disso, a funcao hipergeométrica generalizada é dada
em varios softwares matematicos, como o Maple.

P4: Os momentos de X sao determinados derivando Mx(t) e dados por:

ripolylog(r + 1,1 — p)

E(XT = N 2.11
( ’p7 /B> /67- lnp J r E ? ( )
onde popylog(.) é a fungao polylogaritmica definida como:
polylog(a, z) Z (2.12)
k=1

P5 A média e a variancia da distribuicdo EL(p, §) utilizando (2.11) sao dadas, res-

pectivamente, por

polylog(2,1 — p)
Blnp

2polylog(3,1 —p)  polylog*(2,1 — p)
B Inp B%In’p '

Outra forma de demonstrar a Esperanca é dada no apéndice deste trabalho.

(2.13)

E(X) = -

Var(X) = — (2.14)

2.1.2 Funcoes de sobrevivéncia e de risco

Utilizando (2.3) e (2.6), as fungoes de sobrevivéncia e de risco da EL(p, ) podem ser

encontradas. Elas sao dadas, respectivamente, por:

In(1 — (1 —ple™?)

S) = Inp

(2.15)

—B(1 = p)e=™
(1= (1=pleP)In(l - (1 —p)e=rr)

A funcao de sobrevivéncia S(z) pode ser facilmente encontrada utilizando a equagao
(2.6) e sua definigao: S(x) =1 — Fx(z). Portanto:

h(z) = (2.16)
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In(l—(1- p)@‘“)) In(1—(1—p)e ™)
Inp '

S(I):1_<1_

Da definicao de funcao de risco dada por:

e utilizando as equagoes (2.3) e (2.15) tem-se:

1 B—pe?™

h(z) = Cin(p) 1-(1—p)e? _ —B(1 —ple "
In(1—(1—ple ™) (1= (1=p)e)In(l - (1= perr)
In(p)

Essas duas fungoes tém formas mais simples que as func¢oes de outras distribuicoes
que possuem taxa de risco decrescente, como a distribuicao Gama.

A funcgao de risco é exibida na figura (2.3) a seguir para diferentes valores dos para-

metros.
o]
L
L
o
L}
=
sexs D2

< — p=05

L] Tg] -
] p=038

g_ o

>
Q|
o)
w
4
Q]
4

T T T T T
0 1 2 3 4
X
Figura 2.3: Funcao de Risco da distribuicao Exponencial Logaritmica para § = 2 e

p=02,05¢0.8

—B(1-p)
plnp

h(co) = B. Eles sao ambos finitos em contraste com os da distribui¢ao Weibull, que sao

Os riscos iniciais e a longo prazo sdo dados, respectivamente, por: h(0) = e
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iguais a: h(0) = oo e h(c0) = 0.

2.1.3 Geracao de Amostras Aleatorias

Para gerar a distribui¢ao F'L(p, ), foi utilizado um método simples baseado na amos-
tragem da transformacao inversa. Seja U uma amostra aleatoria da distribuicao uniforme

no intervalo (0,1). Entao a variavel:

tem distribuicao 'L com parametros p e (.

O método da transformacao inversa se baseia no fato da fungao distribui¢ao acumulada
estar dentro do intervalo (0,1), ou seja, no mesmo intervalo de um nimero aleatorio, gerado
por um gerador basico. Para encontrar X, basta encontrar a inversa de Fx (z|p, ). Assim,
utilizando a equagao (2.6) e tomando U como uma amostra aleatoria da distribuicao
U(0,1), pode-se encontrar:

In(1 — (1 —p)e?¥)

Fx(z|p,8) =U, ouseja, 1— =U.
Inp

Portanto, In(1—(1—p)e™™)=(1-U)lnp ou 1—(1—pe ™ =p"=

I
S|

1— —-U+1
—p)e PX. ou seja, P .

—U+1 — (1
I-p

Assim, 1—p —BX

1 — p—U+1
Aplicando logaritmo tem-se: In (1—> = —pX.
-p

Dessa maneira chega-se a féormula para geracgao:

1 1—p

10



CAPITULO

)

Estimacao de mdxima verossimilhanca para p

e 5

Suponha uma amostra aleatoria X, Xs, ..., X,, de tamanho n da distribuicao EL(p, ),
onde os parametros p e [ sao desconhecidos. A fim de solucionar esse problema, é preciso
encontrar os Estimadores de Maxima Verossimilhanca (EMV) para esses parametros.

Os Estimadores de Méxima Verossimilhanca para os parametros p e 8 sao valores que

maximizam a fun¢ao de verossimilhanca dada por

1 B(1—pyre P
(Inp)" T2, (1 = (1 — p)e=f=)’

Para determinar os EMV para p e (3, seja o logaritmo da funcao de verossimilhanca

L(p, Bl) (3.1)

baseado na amostra observada X:

l(p, B; xops) = logL(p, B|x) =

= —nln(—1In(p)) + nln(1 — p) + nln(B) — 52:7; — Zln[l —(1—p)e ). (3.2)

Entao, os estimadores de maxima verossimilhan¢a (EMV) para os parametros p e 3

sao obtidos como solugao das derivadas de I(p, 5; xqs) dadas por:

ol e Pz 0
0p plnp 1—1p “1—(1—p e~Bzi

- xle —Bai
(‘96 6 Z Z — = 0. (3.4)

(3.3)

11



Para encontrar as estimativas através do EMV, Tahmasbi and Rezaei (2008) determi-
nam as condi¢oes para a existéncia e singularidade do EMV para p e § quando o outro

parametro é dado ou conhecido. Essas condigoes sao expressas a seguir, nos Teoremas (1)
e (2).

Teorema 1. Suponha que r(p; 5,x) denota a expressao em (3.3), onde 3 € o pardametro
conhecido. Entao para n/2 < Ze’ﬁxi, a equagao r(p; 5,x) = 0 tem pelo menos uma

‘ i=1
raiz.

n —Bx;
n n €
D tragdo. Sej = — - - .
emonstragdo. Seja r(p, f|z) plnp  1-p ; 1—(1— p)e P

Suponha  conhecido. Entao py é uma raiz de 7’(p_, flx), para 0 < py < 1 se, e somente
se, 7(0) <0er(l) >0our(0)>0er(l) <O0.

Calculemos 7(0).

n —Bz; 1
r(0) = limr(p) = lim |— no_n —Zl_(e ]——nlim n_

p—0 p—0 | plnp 1—p 1 —p)eBn p—0 plnp 1

n B -
e i 1
;:1 1o por Mas zlnlgcl)plnp = 400. Logo, r(0) = +o0.
Entao, deve-se mostrar que r(1) < 0 para que haja raiz em r(p).

De fato,

n n - e~ Bz
=1 =1 — — — —

- 1—p+p1np)} e 1
=lm|-n|——m—]| — e PTi_ 35
p=l [ ( p(l—p)lnp Zl lim, 1 [1 — (1 — p)e—5i] (3-5)

1=

Avaliemos o primeiro limite de (3.5). Aplicando a regra de L’hopital tem-se:

. l—p+plnp . —1+Inp+1 . Inp
lim [ ——————| = lim 7| = lim
=1 | p(1—p)Inp =1 | (1 —=2p)lnp+p(1 —p); =1 | (1=2p)lnp+1—p

1

D

1—2p)t—1 0+ 121 2
p)p T3

lim
=1 | —2Inp + (

O 2° limite da equacao é dado por:

. 1 1
lim =-=1.
=11 —(1—plefr 1

Logo, de (3.5) tem-se:

(1) = lim r(p) = —n (—%) - ie‘ﬁxi.

12



n
. n B .. n
Assim, r(1) < 0 se, e somente se, 5 Ze Fri <0, ou seja, 5 < Ze

=1

Teorema 2. Suponha que g(B;p,x) denota a expressao em (3.4), e T =

Demonstracao. Seja g(B;p,x) =

n

D DT Ty o
1=

Ty

—Bx;

]

Z?:l Li

== ondep
n
¢ o pardmetro conhecido. Entao, para um p € (0,1) dado, a raiz de g(B;p,x) dentro do
intervalo [pi‘l,f_l] € unica.

=1 1 (1op)e=Fm € P conhecido.
Se existe uma raiz de g(3; p, ) dentro do intervalo [pf_l,f_l}, entao a fungao g para

Assim, para o ponto 771

um desses pontos resulta em um valor positivo e no outro ponto um valor negativo.

, a funcao ¢ se comporta como a seguir:

. n u " (1 —p)xie T
9@ px) = = — T — .
T e ?

o715 p, ) = nmL

i=1 1—(1—p)e=FB=i

Sabendo que z; > 0, (1—p) > 0,0 < e F <1 e, consequentemente, 1—(1—p)e
Zn (1—p)xief%zi

> 0. Portanto, g(z7';p,z) < 0.
Considere agora o ponto pz '

n n pT;
4 n (1—p)ze =
gpr ;p,T) = —7 — i oh
LS R DL D

n n px4

1 Zi:l i (1_17)%@ T
gpr ;p,r)=n i 57

n

gz ip ) =Y (ﬂ) - i (0 pue™

i=1
Necessariamente, g(pz~';p,z) > 0, isto &,

n

_ B
—< " 5 > 0. Assim,
1-(1-p)e” =
Pz Pz
1 e 7 1—(1—ple =
- > - implicaem p < ( pg)
P 1—(1—-pe = e T
Além disso, p < e’ T

" (1—p) éiguala l<e=

13
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Portanto, tem-se que g(pT~*;p,z) > 0.
]

Tahmasbi and Rezaei (2008) também mostram em detalhes que a matriz Informagao

de Fisher da El(p, §) é dada por:

Inp+1 1 (1—4p)/p* —2Inp+3 1—p+plnp
_ (pInp)* (1= p)? 2(1=p)*Inp 26p(1 —p)Inp
I(p,5)=n l1-p+plp _ dilog(p) . (3.6)
2Bp(1 —p)Inp B Inp
onde dilog(-) é a fungao dilogaritmica definida como dilog(z)= / fittdt.
L 1—

Portanto, os estimadores de méxima verossimilhanca p e 3 possuem distribui¢ao nor-

mal conjunta assintotica dada por

(B, B) ~ No[(p, B), I"*(p, )] para 1 — oo (3.7)

14



CAPITULO

4!

Andlise Bayesiana

Neste capitulo serao apresentadas algumas distribui¢oes a priori nao-informativas e
ilustragoes numeéricas para comparara-las. Além disso sera detalhado o método MCMC
para o caso da distribuigdo EL(p, 3).

A inferéncia Bayesiana é um método eficaz para a solucao de diversos problemas e
bastante popular hoje em dia. Este tipo de inferéncia estatistica baseia-se na distribuigao
a posteriori dos parametros estudados. Para mais detalhes veja Colosimo and Giolo
(2006).

Para a EL(p, ), a distribui¢ao a posteriori é dada por:

p(p, Blw) o< m(p, B)L(p, B |x). (4.1)

A distribui¢ao a priori representa o conhecimento ou o estado de incerteza sobre os
parametros p e 3 antes do experimento e a posteriori descreve a informagao atualizada
sobre (p, ) depois dos dados x serem observados.

Para avancar com a anéalise Bayesiana é necessario especificar distribuicoes a priori
para os parametros. Para a FL(p, ), assumiram-se diferentes distribuigdes a priori, as
quais serao apresentadas nas proximas segoes.

Este Capitulo foi baseado no artigo Moala and Garcia (2013) publicado pela revista
Quality Engineering em maio de 2013.

4.1 Priori de Jeffreys

A priori de Jeffreys (1967), comumente utilizada na literatura, é uma distribuicao a

priori que desempenha um importante papel na Inferéncia Bayesiana. Ela é dada por:

(p, B) < \/det I(p, ), (4.2)

15



4.1 Priori de Jeftreys

onde I(p, B) ¢ a matriz informagao de Fisher dada em (3.6).

A priori de Jeffreys é comumente utilizada devido & sua propriedade de invariancia sob
transformagao um-a-um dos parametros p e 5. Box and Tiao (1973) explicam a obten¢ao
da priori de Jeffreys em termos da verossimilhanca "data translated". Portanto, para os

parametros da FEL (p e B) a priori de Jeffreys é dada por:

(0. 5) o v/, (4.3)
onde
_(lnp+1 1 _(1—4p)/p2—2lnp+3 dilog(p) (1—p+plnp 2
hle) = <(plnp)2 (1—p)2 2(1—p)2np ) Inp (210(1 —p)lnp>

Uma possivel alternativa é considerar a priori nao-informativa da seguinte forma:
7(p,B) = w(p|B)m(B). Achcar et al. (2010) considera uma outra versao da priori de
Jeffreys dada por:

7 (p, 5) o \/ B (- gpaln ) 7(6) (1.4

02
onde E ( a2 nL) ¢ dado por (3.6) e w(f) é uma priori nao-informativa dada por
1
—. Deste modo,

B

m(B) o

w(0.8) x 5T (45)

lnp+1+ 1 (1—4p)/p* —2Inp+3
(plnp)? (1 —p)? 2(1 —p)%np

4.2 Produto de distribuicoes a priori independentes

onde [,, = — , >0, 0<p<l.

Uma outra maneira de se representar a priori nao-informativa é dada pelo produto das
distribuices a priori independentes. E mais facil encontrar uma priori para cada parame-
tro com condi¢ao de independéncia do que considerar uma priori conjunta para todos os
parametros simultaneamente. Por isso, para a Exponencial-Logaritmica foi considerado

o produto das seguintes distribui¢oes a priori:

7,(p) ~ Beta(a,,b,) e ms(8) ~ Gama(ag, by) (4.6)

com hiperparametros a,,b,,ag e bg assumindo valores especificos. A priori uniforme
U(0,1) para o parametro p também ¢é apropriada, pois p € (0, 1).

Entao, a distribuicao a posteriori conjunta para os parametros p e § é proporcional ao

16



4.2 Produto de distribui¢ées a priori independentes

produto da fungao de verossimilhanga (3.1) com a priori 7(p, 5) dada em (4.2) ou (4.6),

e resulta em:

p(p, Blz) o — ( B7(1 — p)re B Tim e

o (o e ) 08 (@.7)

4.3 MCMC para a EL(p, )

Como nao é possivel encontrar uma expressao analitica para a marginal da distribui-
¢ao a posteriori para cada parametro e, portanto, nao é possivel extrair suas caracteris-
ticas, tais como estimativas Bayesianas e intervalos de credibilidade, o algoritmo MCMC
torna-se indispensavel. Através dele é possivel obter uma amostra de valores de p e (3
a partir da posteriori conjunta. Os detalhes da implementacao do algoritmo MCMC

utilizados neste trabalho sao dados abaixo.

e Escolha valores inicias pgy e So;

e No passo 7 + 1, é dado um novo valor p;,; condicionado ao atual p; da distribuigao
Beta B(bp;/(1 — p;), b);

O candidato p;;1 sera aceito com probabilidade dada pelo algoritmo de Metropolis

- Hastings

9

B(bpi/(1 = pi), b)p(pit1, Bilz) }
" B(bpig1/(1 = piy1), b)p(pi, Bilx)

Amostre o valor novo 3,,, da distribuicdo Gama G(;/d, d);

a(p;, piy1) = min {1

O candidato f;;; também sera aceito com probabilidade dada pelo algoritmo de

Metropolis - Hastings

a(Bs, Biy1) = min {1 G(Bi/d, d)p(pis1, Bir1]T) } |

"G (Biga/d, d)p(piy1, Bilx)

As distribuigoes propostas para os parametros p e 3, foram escolhidas de forma a obter
uma boa mistura das cadeias. A convergéncia das amostras do MCMC sao avaliadas

utilizando o critério de Raftery and Lewis (1992).

4.4 Andlise de dados simulados

Nesta secao foram feitas analises utilizando as distribui¢oes a priori apresentadas ante-
riormente. Elas foram baseadas em trés conjuntos de 100 amostras de tamanhos n = 20,
50 e 70 geradas da distribuicao Exponencial-Logaritmica. Os valores utilizados para os
parametros foram iguais a p =0.5e [ = 2.

Foi necessério recorrer ao algoritmo MCMC para obter as marginais das distribuigoes a

posteriori, os estimadores Bayesianos e os intervalos de credibilidade. O software utilizado
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4.4 Anélise de dados simulados

para as analises foi o R. Para encontrar os EMV, utilizou-se a funcao "maxNR"do R, que
¢é baseada no método de Newton-Raphson.

A cadeia para o MCMC foi executada com 15000 iteragoes, com periodo de burn-in
de 5000 e convergéncia monitorada por seus output, critério de Geweke e pelos plots de
autocorrelagdo, como mostra a figura (4.1) para a priori de Jeffreys. Os plots do MCMC

sugerem que foi alcancada a convergéncia com uma taxa de aceitacao em torno de 30-40%.

a
m
= |
&
< -
=
o
| M
- “h.
g
: .
° 10

T
2000 400D BDOO 8OO 10000 20 30

Time Lag

ACF
04

0z
I

0.0

T T T T T T
o 2000 4000 6000 2000 10000 a 10 20 0 40

Time Lag

Figura 4.1: Output do MCMC e plots de autocorrelacao para priori de Jeffreys conside-
rando n = 20

Inicialmente foram examinadas as perfomances dos pares de distribui¢coes a priori
U(0,1) (que é igual a Beta(1,1)) & Gama(0.01,0.01), e Beta(0.5,0.5) & Gama(0.01,0.01)
para os parametros p e 3, respectivamente, supondo-se independéncia entre os parametros
para essas distribui¢oes a priori. Também foi examinada a priori de Jeffreys, que repre-
senta uma estrutura de dependéncia entre os parametros. Na Tabela (4.1), as médias das
distribuicoes a posteriori de cada priori sao comparadas juntamente com o EMV.

Examinando a Tabela (4.1), foi observado que a abordagem Bayesiana proporciona
melhores estimativas para os parametros p e  do que o EMV. As estimativas Bayesianas
para as distribui¢oes a priori examinadas estao proximos dos valores verdadeiros p = 0.5
e f = 2. As distribuigbes a priori Beta e Uniforme produzem estimativas Bayesianas
bem melhores que a priori de Jeffreys quando n é pequeno. Além disso, o EMV melhora
muito pouco quando n aumenta.

Na Tabela (4.1) a distribuicao Beta usada para p é Beta(0.5,0.5), isto é, m(p)
I S
p(1-p)
Os intervalos Bayesianos de 95% de credibilidade para cada parametro p e [ sao

também obtidos através do algoritmo MCMC e mostrados na Tabela (4.2). A priori

Beta produz intervalos com maior cobertura e, por isso, ela poderia ser considerada, a
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4.4 Anélise de dados simulados

Tabela 4.1: EMV, estimativas (média) Bayesianas e desvio padrao parap =0.5e § = 2.

P EMV Beta/Gama | Uniforme/Gama Jeffreys
n =20 | 0.1515 (0.0348) | 0.5757 (0.1339) | 0.5069 (0.1267) | 0.3560 (0.11161)
n =50 | 0.2022 (0.0263) | 0.5749 (0.1568) | 0.5446 (0.1263) | 0.4282 (0.1430)
n =70 | 0.3129 (0.0503) | 0.5768 (0.1823) | 0.5784 (0.1175) | 0.4307 (0.1338)
64 EMV Beta/Gama | Uniforme/Gama Jeflreys
n =20 | 1.0497 (0.2281) | 2.1606 (0.6354) | 1.9904 (0.5476) | 1.7339 (0.4691)
n =150 | 1.6784 (0.2356) | 2.0093 (0.3779) | 2.0534 (0.3789 ) | 1.8499 (0.3668)
n =70 | 1.9497 (0.2243) | 2.0257 (0.3818) | 2.0649 (0.2839) | 1.8264 (0.2819)
sy, |
— Jeffreys
. Uniforme
a — Beta
. E\
| | | | | |
0.0 0.2 0.4 06 0.8 1.0
p
= \ — Jeffreys
s 1 Unifarme
= o \ — Beta
82—y T | | T -
0.0 0.5 10 15 20 25

Figura 4.2: Marginais das densidades a posteriori dos parametros p = 0.5 e § = 2 com
n = 20.

principio, como a priori mais indicada. Por outro lado, quando o tamanho da amostra é
muito pequeno (como é o caso dos estudos de confiabilidade), os intervalos de confianga
para p, baseados na abordagem classica (EMV), poderiam incluir nimeros negativos ou
maiores que 1, embora nao pudessem ser negativos ou superiores a 1. Portanto, o uso de
propriedades assintoticas nao é uma boa escolha para se construir intervalos de confianca.

As figuras (4.2), (4.3) e (4.4) mostram as densidades marginais a posteriori para os
dois parametros, p e [, com amostras de tamanho n = 20, 50 e 70.

A figura (4.2) mostra claramente as diferengas e similaridades entre as distribuigoes
a priori dos parametros p e 8 quando n = 20. E possivel observar que as distribuicoes
a priori para o parametro p possuem notavel assimetria. Além disso, a marginal da

posteriori resultante da priori de Jeffreys se desloca significativamente para perto do zero.
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4.4 Anélise de dados simulados

Tabela 4.2: Intervalos bayesianos com 95% de confianca para as marginais das distribui-

¢oes a posteriori em relagao a p e [.

Beta/Gama

Uniform/Gama

Jeffreys

(0.2232, 0.7720)

(0.2216, 0.6901)

(0.1502, 0.8157)

(0.2050, 0.8064)

(0.3013, 0.7284)

(0.2050, 0.8064)

(0.1502, 0.8157)

(0.3275, 0.7372)

(0.2232, 0.7720)

Beta/Gama

Uniform/Gama

Jeffreys

(1.3443, 3.8373)

(1.1835, 3.2901)

(1.3727, 2.8090)

(1.3538, 2.7381)

(1.3687, 2.7040)

(1.3538, 2.7381)

p
n =20
n = 50
n="70
p
n =20
n = 50
n="70

(1.3727, 2.8090)

(1.5741, 2.7547)

(1.3443, 3.8373)

As distribui¢oes a priori Beta & Gama e Uniforme & Gama produzem densidades a

posteriori muito similares e bastante flat dentro do intervalo (0, 1).

[ ]
<
- — Jeffreys
o | Uniforme
= o — Beta
a —
a
= _|
Q__ A
< | T | | | |
0.0 0.2 04 086 0.8 1.0
p
— Jeffreys
B Uniforme
— Beta

pipX)
00 02 04 06 08

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.9

Figura 4.3: Marginais das densidades a posteriori dos parametros p = 0.5 e § = 2 com
n = 50

Pode-se observar na Figura (4.2) que as densidades a posteriori do parametro  nao se
diferenciam muito. Quando n aumenta, nota-se na Figura (4.3) que todas as densidades a
posteriori se aproximam mais do verdadeiro valor de beta e tendem a se tornar idénticas.

Quando o tamanho da amostra n é moderadamente grande, nao ha diferenca entre
as distribui¢oes a priori para ambos os parametros e, portanto, a escolha delas torna-se
irrelevante, como pode ser visto na Figura (4.4).

Para entender a bimodalidade da densidade a posteriori para o parametro p ocorrida

na Figura (4.2), (4.3) e (4.4) (quando a priori Beta ¢ utilizada), deve-se observar as
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4.4 Anélise de dados simulados
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Figura 4.4: Marginais das densidades a posteriori dos parametros p = 0.5 e § = 2 com
n =170

figuras (4.5) e (4.6). Elas exibem os perfis da verossimilhanga, a priori perfilada de Beta
e a densidade a posteriori para p com n = 10, 20 e 50, mostrando com