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Resumo

Neste trabalho iremos realizar uma abordagem sobre a modelagem de dados que advém
de um teste acelerado. Consideraremos o caso em que a carga de estresse aplicada foi
do tipo "step-stress". Para a modelagem, utilizaremos os modelos step-stress simples e
miultiplo sob censura tipo II e censura progressiva tipo II, e iremos supor que os tempos
de vida dos itens em teste seguem uma distribuicio Gama. Além disso, também sera
utilizado o modelo step-stress simples sob censura tipo II considerando a presenca de
riscos competitivos. Seré realizada uma abordagem classica, por meio do método de
maxima verossimilhanca e uma abordagem Bayesiana usando prioris nao-informativas,
para estimar os parametros dos modelos. Temos como objetivo realizar a comparacao
dessas duas abordagens por meio de simulagoes para diferentes tamanhos amostrais e
utilizando diferentes fung¢oes de perda (Erro Quadratico, Linex, Entropia), e através de
estatisticas verificaremos qual desses métodos se aproxima mais dos verdadeiros valores
dos parametros.

Palavras-Chave: Testes acelerados, step-stress, MCMC, Mdaxima Verossimilhanga,
Distribuicao Gama, funcoes de perda, riscos competitivos.






Abstract

In this work, we will perform an approach to data modeling that comes from an accele-
rated test. We will consider the case where the stress load applied was of the step-stress
type. For the modeling, we will use the simple and multiple step-stress models under cen-
sorship type II and progressive censorship type II, and we will assume that the lifetimes
of the items under test follow a Gamma distribution. In addition, the simple step-stress
model under censorship type II will also be used considering the presence of competitive
risks. A classical approach will be performed, using the maximum likelihood method and
a Bayesian approach using non-informative prioris, to estimate the parameters of the mo-
dels. We aim to compare these two approaches by simulations for different sample sizes
and using different loss functions (Quadratic Error, Linex, Entropy), and through statis-
tics, we will check which of these approaches is closer to the true values of the parameters.

Keywords: Accelerated testing, step-stress, MCMC, Maximum Likelihood, Gamma dis-
tribution, loss functions, competitive risks.
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CAPITULO

Introducao

1.1 Consideracgoes Iniciais

Ao observarmos o cenario industrial dos tltimos anos, é possivel perceber o progres-
sivo desenvolvimento tecnolégico que tivemos, sendo este também gerador da competicao
industrial e da busca de produzir produtos de maior sofisticacao e qualidade.

Avaliar de forma adequada a confiabilidade ou a qualidade desses produtos, de modo
que o tempo entre a sua producao e a inser¢ao do mesmo no mercado seja minima,
nao ¢ uma tarefa facil. Sendo assim, quando estamos interessados em inferir sobre a
confiabilidade de um produto, faz-se necessario a realizacao de alguns testes.

Podemos pensar de maneira intuitiva, que quanto maior é a qualidade de um produto,
mais dificil é avaliar a sua confiabilidade. Veja que este processo se torna algo custoso,
porque se realizarmos os testes em condi¢oes normais de funcionamento do produto, isto
é, elaborarmos um teste colocando n produtos em funcionamento e esperarmos até que
eles falhem, muito tempo seria exigido. Sendo assim, é nesse contexto que surge o testes
de vida acelerados.

De maneira superficial, pois serd detalhado nos proximos capitulos, o principal obje-
tivo da técnica de testes acelerados é de apressar a ocorréncia da falha de um produto,
colocando o mesmo em condicoes de estresse mais elevadas do que o normal.

Quando estamos interessados em realizar um experimento em que sera utilizada as
técnicas de testes acelerados, uma das coisas mais importantes que devemos nos preocupar,
é definir o tipo de carga de estresse que seré aplicada nos itens. Como descrito por Nelson
(2009), existem diferentes cargas de estresse, sendo a carga constante a mais comum e
utilizada. Nesse tipo de carga, os itens em estudo sao submetidos a um determinado nivel
de estresse elevado e constante. Porém, apos ter fixado o nivel de estresse, as unidades
em teste deverao ficar submetidas a este nivel até o final do estudo ou até falharem.

Uma das desvantagens que surge ao utilizar a carga de estresse constante ¢ o tempo
exigido, que muitas vezes pode ser grande, caso deseja-se obter um alto nimero de falhas,
ou entao uma quantidade grande de itens censurados, caso o estudo dure até um tempo
pré-determinado. Devido a isso, uma alternativa seria aplicar uma carga de estresse do
tipo step-stress, em que este conjunto de produtos é submetido a um nivel de estresse
alto por um periodo de tempo pré-definido. De modo que caso esses produtos nao falhem
até esse periodo, o nivel de estresse é elevado para um novo nivel, e o procedimento se
repete até o final do estudo. E facil ver que devido a esse aumento de niveis, obtemos de
maneira mais rapida as falhas.

17
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Apos realizar um experimento de testes acelerados do tipo step-stress, os tempos de
falhas obtidos podem ser modelados por diversas distribui¢oes de probabilidades, como
pode ser visto em Nelson (2009). Além disso, é extremamente importante levar em consi-
deracao na analise os niveis de estresse utilizados para obter as falhas, e esta informacao
pode ser inserida relacionando esses niveis de estresse com os parametros da distribuicao
de probabilidade, por meio do modelo de exposigao cumulativa (maiores detalhes deste
modelo seréa apresentado nos proximos capitulos).

Em meio a esse contexto, nos tltimos tempos surgiu diversos estudos na literatura de
confiabilidade sobre formas de modelar dados que advém de um teste acelerado do tipo
step-stress. Podemos citar alguns, como por exemplo, em 1996 Dorp et al. (1996) propos
o modelo step-stress miltiplo, sem censura, considerando a distribuicao Exponencial na
qual realizou uma anélise bayesiana. Em 1998 Khamis e Higgins (1998) apresentaram
um modelo step-stress simples usando a distribuicao Weibull. Neste mesmo ano Xiong
(1998) propos o modelo step-stress simples considerando a distribuigdo Exponencial sob
dados de censura tipo II. Em 2007 Wang e Yu (2007) apresentaram o modelo step-stress
simples com censura progressiva tipo II utilizando a distribuicao Exponencial. J& em 2008
Kateri e Balakrishnan (2008), proporam o modelo step-stress simples sob censura tipo II
considerando a distribui¢do Weibull. Neste mesmo ano Lee e Pan (2008), fizeram uma
analise bayesiana do modelo proposto por Xiong (1998).

Em 2009 Balakrishnan, Beutner e Kateri (2009) apresentaram o modelo step-stress
multiplo sob censura tipo I e tipo II considerando a distribui¢ao Exponencial. Em 2011
Lee e Pan (2011), fizeram uma anéalise bayesiana do modelo sob censura tipo II proposto
por Balakrishnan, Beutner e Kateri (2009). Em 2012 Wang et al. (2012) apresentaram o
modelo step-stress multiplo sob censura tipo II considerando a distribuicao Geométrica.
Em 2014 Chandra, Khan e Pandey (2014) proporam o modelo step-stress multiplo, sem
censura, considerando a distribuicao Lomax.

Em 2016, El-Din et al. (2016) apresentaram o modelo step-stress simples sob censura
progressiva tipo II, considerando uma extensao da distribuicao Exponencial e utilizando
a funcao de perda Linex. Em 2017, Abdelmonem e Jaheen (2017), realizaram uma anéa-
lise bayesiana utilizando modelo step-stress multiplo sob censura tipo II, considerando a
distribuicao Exponencial Generalizada.

Por fim, em 2012 Alkhalfan (2012) desenvolveu sua tese de doutorado realizando uma
analise cléssica dos modelos step-stress simples e multiplo, considerando a distribuicao
Gama sob diferentes tipos de censura. Este trabalho, sem sombra de duvidas, foi a
principal referéncia e motivagao desta dissertacao, uma vez que foi realizado uma analise
classica e bayesiana de alguns dos modelos proprostos por Alkhalfan (2012) considerando
diferentes fungoes de perda.

Além do mais, sabemos que diversos estudos na area de testes acelerados do tipo step-
stress levam em consideracao a existéncia de um tnico modo de falha para os itens em
teste. Todavia, é comum na analise de confiabilidade que a falha de um item em estudo
esteja associada a uma de k possiveis causas e que, em termos mais simples, essas causas
estariam competindo para ocasionar a falha no item.

Sendo assim, quando realizamos um estudo no qual consideramos que um item pode
falhar por k possiveis causas, existem modelos adequados para modelar o tempo de vida
desses itens, e esses modelos sao conhecidos como riscos competitivos.

Com base nisso, neste trabalho também foi construido um modelo de testes acelerados
do tipo step-stress simples sob censura tipo II em que os tempos de falhas dos itens
seguiam uma distribuicao Gama, e também foi considerado a existéncia de duas possiveis
causas de falha para esses itens.
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1.2 Analise de Confiabilidade

A competitividade industrial estd fazendo com que mercado tenha cada vez mais
interesse em produzir produtos de maior qualidade, buscando posteriormente avaliar ade-
quadamente a confiabilidade destes produtos.

De um modo geral essa avaliacao ¢é realizada colocando alguns produtos em teste por
um perfodo de tempo, e posteriormente é realizado algumas analises estatisticas, a fim de
estimar caracteristicas desse produto, como por exemplo, o tempo médio de vida. Sendo
assim, a area de Analise de Confiabilidade, visa estudar formas de avaliar corretamente a
confiabilidade de um produto.

Como visto em Giolo e Colosimo (2006), podemos definir a anélise de confiabilidade
ou analise de sobreviéncia, como o tempo até a ocorréncia de um determinado evento.
Por exemplo, o tempo até a quebra de um equipamento ou o tempo até a morte de um
paciente.

Dentro dessa metodologia de estudo podemos utilizar um conjunto de técnicas esta-
tisticas que podem nos auxiliar a obter informacgoes relacionadas ao produto. Ou seja,
por meio dessas técnicas faz-se possivel realizar um estudo sobre a confiabilidade de um
produto utilizando a fun¢ao de confiabilidade, que nos fornece a probabilidade de funci-
onamento de um produto ser maior ou igual a um determinado tempo ¢, e também de
realizar um estudo sobre a forma em que o risco de falha se comporta por meio da funcao
de risco.

Temos que uma das grandes vantagens da analise de confiabilidade, é poder trabalhar
com informagoes censuradas. Consideramos que uma informacao é censurada, por exem-
plo, quando o produto em teste nao falhou até o final do experimento. De um modo geral,
dizemos que um item é censurado quando nao foi possivel observar o evento de interesse
durante o tempo de estudo. E importante ressaltar, que apesar dos itens classificados
como censurados nao forcerem informacgoes relacionadas aos tempos de falha, os mesmos
sao tuteis pois nos fornecem informacgoes associadas ao tempo de sobrevivéncia dos itens
em estudo, sendo imprescindivel incorpora-las na anélise estatistica.

Por fim, apresentaremos a seguir alguns tipos de mecanismos de censura.

1.2.1 Tipos de Censura

Como dito anteriormente, as informacoes censuradas sao extramente importantes em
uma analise estatistica, pois elas nos fornecem informagoes relacionadas ao tempo de vida
do produto em estudo.

Motivada por Giolo e Colosimo (2006), podemos representar as observagoes completas
e censuradas por meio dos pares (t;,6;), em que i = 1,...,n. De modo que t; representa
o tempo de falha ou de censura do i-ésimo item, e a varidvel J; indica se este item é
censurado ou nao. Ou seja,

1 ,t; éuma informacao completa
0; = (1.1)

0 ,t; ¢éuma informagao censurada

Sendo assim, apresentaremos a seguir de forma resumida alguns dos principais tipos
de censura.

1. Censura a direita: A censura a direita é muito frequente na anélise de confibili-
dade. Neste tipo de censura nao é possivel observar o tempo de falha, uma vez que
este tempo é maior que o tempo observado. Dentro da censura a direita, hé varios



1. Introducao 20

tipos de censura, na qual vamos destacar a censura do Tipo I, Tipo II e progressiva
tipo II, em que apresentaremos logo a seguir.

e Censura do Tipo I: E considerado um caso de censura do tipo I, quando
realizamos um experimento e o mesmo sé terminara apos um periodo de tempo
pré-determinado. Ou seja, os itens em teste que nao falharem até esse tempo,
sao consideradas como censurados.

e Censura do Tipo II: Consideramos um caso de censura do tipo II, em situa-
¢oe em que o experimento s6 acabara apos ter ocorrido r eventos de interesse.
Deste modo, se realizarmos um estudo com n itens e desejarmos que falhem r,
entao os n — r itens restantes serao censurados.

Neste tipo de censura, utilizamos a mesma ideia do caso de censura do tipo
IT. Ou seja, fixamos um ntmero de eventos de interesse que gostariamos de
observar. Contudo, no caso da censura progressiva do tipo II , a cada evento
de interesse que ocorre, é retirado de modo aleatério um determinado ntimero
de unidades que ainda nao falharam. Como visto em Brito (2014), a diferenga
entre a censura tipo II e a censura progressiva tipo II estd na sutileza do
conceito, isto é, neste caso se um equipamento falhar por um determinado
motivo, entao havera outros que iram falhar por esse mesmo motivo, devido a
isso ¢ realizado a retirada dos itens.

e Censura progressiva tipo II:

2. Censura a esquerda: A censura a esquerda, surge quando nao foi possivel observar
o momento exato da ocorréncia da falha, porém sabemos que este evento ocorreu
antes do tempo que foi observado.

3. Censura intervalar: E considerado censura intervalar quando o evento de interesse
ocorre dentro de um intervalo de tempo conhecido.

1.3 Distribuicao Gama

Como visto em Giolo e Colosimo (2006), h& uma ampla quantidade de modelos proba-
bilistico que podem ser utilizados na analise de confiabilidade e na analise de sobrevivén-
cia. Dentre todos esses modelos podemos destacar as distribui¢oes Weibull, Exponencial,
Gama entre outras.

Neste trabalho adotamos a distribuicao Gama, pois a mesma é frequentemente utili-
zada em problemas de analise de confiabilidade.

Sendo assim, seja T uma variavel aleatéria com distribuicao Gama, na qual podemos
denotar por Gama(ca, 3), cuja fun¢ao densidade de probabilidade é dada por:

1 ot
f(tle, B) = F(a)ﬂat exp{ ﬁ} , (1.2)

em quet >0, a >0, 5>0. A funcdo gama, ['(«), pode ser definida do seguinte modo:

[a) = /OOO e "2 tda. (1.3)

A funcao de distribuicao acumulada da variavel aleatoria é dada por:

LA S t 1 CE
F(:c\a,ﬂ):/o P(a)ﬂat lexp{—g}dt—m/o v* e dv, (1.4)
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emquev:%>0,a>0,ﬁ>0.

A seguir apresentaremos algumas formas de como se comporta a funcao densidade de
probabilidade e a fungao de distribuicao acumulada da distribuicao Gama, considerando
diferentes valores para os parametros.

Figura 1.1: Funcao densidade de probabilidade e a funcao de distribuicao acumulada da
distribuicao Gama considerando diferentes valores para « e .
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=] —
0
=] © _]
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S — a=3p=2
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o
— _| [=]
[=]
o | o |
[=] [=]
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Fonte:Elaborada pela autora.

Temos que a média e a variancia da distribuicao Gama é dada do seguinte modo:

e Var(T)= . (1.5)

E(T) = 72

@
B

Como visto em Giolo e Colosimo (2006), as fungdes de sobrevivéncia e de risco da
distribuicao Gama, sao dadas respectivamente por:

em que f(t|a, 3) esta expressa em (1.2).

e {_z} i e hitla,§) = L20)

5 = S@e sy 1Y

Podemos ver a seguir algumas formas de como se comporta as fungoes de sobrevivéncia
e de risco da distribuicao Gama, considerando diferentes valores para os parametros.
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Figura 1.2: Fungao de sobrevivéncia e fungao de risco da distribuigao Gama considerando
diferentes valores para « e f3.
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Fonte:Elaborada pela autora.

Ao observarmos o grafico da funcao de risco, podemos perceber que a distribuicao
Gama apresenta riscos: crescentes, constantes e decrescentes.

1.4 Analise Cléassica

Nesta se¢ao apresentaremos os principais conceitos tedricos e matematicos da inferén-
cia classica que sao imprescindiveis para a construgao dos modelos que serao apresentados
nos proximos capitulos.

Iremos apresentar a seguir as func¢oes de verossimilhanca considerando dois tipos de
censura, como também a distribuicao assintotica dos estimadores.

1.4.1 Estimador de Maxima Verossimilhanca para dados com cen-
sura tipo II

Dentre alguns métodos de estimagcao existentes na inferéncia classica, podemos desta-
car o método de méxima verossimilhanca. Este método é frequentemente usado devido
as suas Otimas propriedades assintéticas. Quando estamos em um contexto em que te-
mos dados censurados e queremos incluir a censura na anélise, o estimador de maxima
verossimilhanca é um dos métodos de estimagao cléssica que podemos aplicar.

Quando utilizamos o método de Maxima Verossimilhanca, temos como objetivo prin-
cipal encontrar o vetor de parametros © que maximiza a fun¢ao de verossimilhanca. Em
outras palavras, a finalidade deste método é encontrar os valores desse vetor de parame-
tros, que nos dé a maior chance de ocorrer a amostra que ja temos novamente.

Sendo assim, iremos mostrar de forma intuitiva a construcao da funcao de verossimi-
lhanca para dados sob censura tipo II. Para isso, considere T; de ¢« = 1,...,n, variaveis
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aleatorias independentes e identicamente distribuidas que representam tempos de falha,
com fungao densidade de probabilidade dada por f(-;©) e fungao distribui¢ao dada por
F(:;0), em que © é um vetor de parametros. Vamos denotar por r (r < n) o ntumero de
falhas que desejamos obter.

Deste modo, seja uma amostra do tipo ti,...,t, e considerando uma situacao de

censura tipo II, temos que é possivel formar um total de combinagoes com essa

n—r)l
amostra, pois s6 teremos observado os tempos de falha de r elementos. Veja que os n —r
outros elementos nao possuimos conhecimento do momento que falharam, uma vez que
foram censurados no tempo t,.

Para uma das possiveis combinagoes de valores observados, podemos escrever a fungao
de verossimilhanca do seguinte modo:

L(oft) = [[ ¢z 0). (17)
i=1
E facil ver que esta ideia pode ser estendida para cada uma das (nf‘)' combinagoes.
Portanto, considerando todos os possiveis casos temos que: e
n! .
L®IY) = 7 gﬂti; 0). (1.8)
Pelo conceito de censura tipo II, sabemos que ¢, = --- = t,, = t,., pois temos conhe-

cimento de que até o ultimo tempo observado, que foi o tempo de vida da r-ésima falha,

esses elementos nao falharam. Deste modo, essa informacao é de extrema importancia e

deve ser inserida na funcao de verossimilhanga, por meio da funcao de sobrevivéncia.
Logo, a fungao de verossimilhanca para dados sob censura tipo Il é dado por:

n!

L(O|t) = R H f(t:©)[1 = F(t;0)]"". (1.9)

(n —

Para mais informagoes é possivel consultar Arnold, Balakrishnan e Nagaraja (2008) e
Lawless (2011).

Apos ser obtida a funcao de verossimilhancga, o nosso interesse a seguir é maximizar
esta fungao. Temos que maximizar esta fun¢ao é o mesmo que maximizar o seu logaritmo.
Portanto, se tivermos trabalhando com um modelo que possui p parametros, e a funcao
de verossimilhanca for diferenciavel em cada um deles, faz-se possivel obter as chamadas
equagoes de verossimilhanca do seguinte modo:

l(Olt)
a0,

em que [(O[t) é o In da func@o de verossimilhanga.

=0, i=12,...p (1.10)

Com base nisso, podemos obter os estimadores de méxima verossimilhanga simples-
mente resolvendo esse sistema de equagoes apresentada em (1.10). Vale ressaltar que
em muitos casos, sera necessario resolver esse sistema de equagoes por meio de métodos
iterativos, como por exemplo, o Método de Newton-Raphson.

Com base na teoria de inferéncia cléssica, sabemos que quando estamos em situagao
em que temos um tamanho amostral pequeno, os estimadores de maxima verossimilhanca
sao viciados. Contudo, como visto em Bolfarine e Sandoval (2001), se considerarmos um
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vetor de parametros © com p pardmetros, um tamanho amostral grande e além disso
algumas condicoes de regularidade satisfeitas, temos que os estimadores sao nao-viciados
e com distribuicao assintotica dada por:

(6 —0) = N,(0,1740)), (1.11)

na qual 7(©) é a matriz de informagao de Fisher, e podemos representa-la da seguinte
forma:

11(©) ... IL,(6)
1(©) = ST : (1.12)

L,(©) ... 1,(0)

em que 1;;(©) pode ser expressa do seguinte modo:

[,(0) = E (M)Q

00,0;

0% log(f(t]O))
=—F|————= ,j=1,...,p. 1.13
|: a@l 9] ) ) ] ) ) p ( )
Com isso, faz-se possivel construir intervalos de confianga assintéticos aproximados
para cada um dos parametros #;, de i =1,...,p,
Sendo assim, os intervalos de confianca assintoticos com nivel 100(1 — )% podem ser

construidos do seguinte modo:
éi j:zv/g\/Var(éi), (114)

em que 2,/2 ¢ o quantil da distribui¢ao normal padrao.

Como visto em Bolfarine e Sandoval (2001), uma propriedade extremamente impor-
tante do estimador de maxima verossimilhanca é a propriedade de invaridincia. Esta
propriedade é importante, pois se considerarmos um parametro # € A e uma funcgao bije-
tora g(0) € B, em que g : A — B, entao se 0 ¢ um estimador de maxima verossimilhanca
para 6, temos que g(é) é o estimador de maxima verossimilhanga para g(0).

1.4.2 Estimador de Maxima Verossimilhanca para dados com cen-
sura progressiva tipo II

Com a mesma motivacao apresentada na subsecao 1.4.1, iremos apresentar a constru-
¢ao da funcao de verossimilhanca para dados sob censura progressiva tipo II.

Sendo assim, como visto em Brito (2014) e Alkhalfan (2012), vamos considerar um
estudo em que n componentes sao colocados em teste, e desejamos observar o tempo de
falha de r (r < n) componentes. Contudo, a medida que ocorrer uma falha iremos retirar
do estudo R; componentes que ainda nao falharam, na qual R;, dei =1,...,r, sao valores
pré-estabelecidos.

Para um melhor entendimento, vamos imaginar que n itens estao em um experimento.
Apo6s ocorrer a primeira falha, serdo retirados R; itens dos (n — 1) restantes que ainda
nao falharam, permanecendo no estudo um total de n — Ry — 1 elementos. Agora vamos
considerar o caso em que ocorra a segunda falha, de modo que iremos retirar R, itens
dos n — Ry — 2 que ainda restam, permanecendo no estudo um total de n — Ry — Ry — 2
elementos. Seguindo esse mesmo processo até que ocorra a r-ésima falha, é facil ver que
no momento que ocorrer a r-ésima falha, todosos R, =n— R — Ry — - — R,_1 —r
itens restantes que estao em funcionamento serao censurados, uma vez que ja observamos
as r falhas de interesse. Vale ressaltar que o ntimero de unidades a serem retiradas apos
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a cada falha,(R;), pode ser pré-determinado ou aleatério. Sendo assim, para a escolha de
qual seria esse melhor ntimero é importante realizar um planejamento de experimentos.

E interessante observarmos nesse tipo de censura, que se ocorrer Ry = Ry = --- =
R,_1 =0, cairemos no caso de censura tipo II.

Como o nosso intuito é a construgao da fungao de verossimilhanca, vamos considerar 7;,
de 7 =1,...,r, varidveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas referente
aos tempos de falha ordenados dos r itens que iram falhar, com funcao densidade de
probabilidade dada por f(-;©) e funcao distribuigdo dada por F'(-;©). Vamos denotar
por R;, det=1,...,r, o nimero de unidades que iremos retirar apos a i-ésima falha.

Imaginando uma situagao de censura progressiva tipo II, vamos representar os tempos
de falhas dos r componentes que falharam por ty,...,t.. Com o propésito de obter a
fungao de verossimilhanga e como visto em Brito (2014), temos que a probabilidade de
observar a primeira falha é dada por:

P(Ty =t1) = nf(t;0)[1 = F(t;0)]" ", (1.15)

uma vez que um dos n componentes falharam, e os outros n — 1 ainda permanecem em
teste. Vamos considerar que apos a primeira falha, serao retirados R; itens.

Veja que temos um total de n — Ry — 1 componentes em teste. De acordo com Lawless
(2011), podemos pensar que os tempos de vida dos itens que ainda estdo em teste tem
uma distribuicao truncada a esquerda. Assim a probabilidade de observar a segunda falha,
dado que T} = t; e Ry elementos foram retirados, é dado por:

[1 — F(ty; ©) 12
[1— F(t; 0) R

Mantendo este mesmo pensamento até ocorrer a r-ésima falha, podemos observar que:

P(Tr:tr|Tr>tr_1) = (n—Rl—"'—Rr_l—T+1)

[1 — F(t,; ©)rRi——Rra—r (1.17)

X f(tr; @) [1 _ F<tr—1; @)]nlef"-er—lfr%l :

Considerando o pressuposto de independéncia, a funcao de densidade conjunta pode
ser expressa do seguinte modo:

le,...,TT(tla . 7tr> = P(Tl = tl)P<T2 = tQ‘TQ > tl) X ...

x P(T, =t,|T, > t._,) i

= CJ[fts0)1 - F(t;0)",
=1
emquet; <---<t,eC=nn—R—1)...n—Ry—--—R._1 —r+1).

Deste modo, a funcao de verossimilhanca para dados sob censura progressiva tipo II
é dado por:

L@l = ] fts 001 - Flts )™ (119

i=1
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Encontrada a funcao de verossimilhanga, faz-se possivel realizar o mesmo processo
que foi apresentado na subsecao 1.4.1, ou seja, maximizar esta funcao a fim de obter os
estimadores, como também obter a distribuicao assintética dos mesmos.

1.4.3 Meétodo iterativo de Newton-Raphson

Como dito anteriormente, grande parte das vezes nao é simples obter de forma analitica
os estimadores de maxima verossimilhanca, fazendo-se necessario a utilizagao de métodos
iterativos.

Como visto em Bolfarine e Sandoval (2001), um dos métodos iterativos que podemos
utilizar, ¢ o método de Newton-Raphson. Para entendermos como é construido este
procedimento vamos denotar por U(f) a fungao escore, ou seja,

0(6) = alé@t) |

Para o estimador de méxima verossimilhanga 0, temos que U (é) = 0. De acordo com
Bolfarine e Sandoval (2001), se expandirmos U(#) = 0 em série de Taylor de ordem 1 em
torno de um ponto inicial 6y, obtemos:

(1.20)

0=U(6) = U () + (0 — 0)U"(6) , (1.21)
apo6s algumas manipulagoes,temos que:
5 U(6o)
0=0)— : 1.22
0 U'(6o) ( )

Portanto o método iterativo de Newton-Raphson pode ser expresso do seguinte modo:
U(b,)

O;p1=0; — L
! TU9y)

Para iniciarmos o processo de iteracao, precisamos dar um chute inicial 6y, e o processo
se encerra até que algum critério de convergéncia seja satisfeito, como por exemplo:

(1.23)

|8j+1 — 9]| <é€. (124)

Por fim, o processo se estabiliza sobre o ponto 6 que é tomado como o estimador de
méxima verossimilhanca de 6.

1.5 Analise Bayesiana

Nesta secao abordaremos os conceitos tedricos e mateméticos mais importantes da
inferéncia Bayesiana, que nos auxiliaram para a construcao dos modelos que serao apre-
sentados nos proximos capitulos.

Uma das motivagoes para se trabalhar com a inferéncia Bayesiana esta no simples
fato de poder inserir na analise estatistica informagcoes de um especialista ou de estudos
anteriores, isto €, a estimativa dos parametros do modelo nao depende s6 dos dados, mas
também da informacao a priori que podemos fornecer e inserir.

Quando temos uma amostra e estamos interessados em trabalhar de forma paramétrica
para analisar esses dados, o nosso intuito é buscar uma funcao de probabilidade que
modele o comportamento da variavel aleatoria, ou seja, queremos encontrar um modelo
probabilistico na qual podemos assumir como gerador daqueles dados.
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Ao optarmos em utilizar a inferéncia classica para realizar a analise, assumimos um
modelo probabilistico com um vetor paramétrico © fixo e desconhecido. De modo que a
tratabilidade desse vetor © como fixo e desconhecido, estéd baseado em resultados assin-
toticos. Quando optamos pela inferéncia Bayesiana, este mesmo vetor de parametros © é
tratado como uma variavel aleatoria, permitindo desta maneira que informacoes externas
sejam incorporadas na analise dos dados.

Sendo assim, ao querermos inserir na anélise informacoes externas, podemos quan-
tificar essas informagoes por meio da distribuicao a priori, que a partir do Teorema de
Bayes (1763), podemos combinar essa informagao com as informagoes fornecidas pelos
dados através da funcao de verossimilhanca, obtendo entao a distribuicao a posteriori,
mais atualizada.

1.5.1 Distribuicao a Priori

A distribuig@o a priori é uma parte fundamental da anélise bayesiana. Por meio dessa
distribuicao faz-se possivel modelar, de modo coerente, o conhecimento atual que se tem
sobre a quantidade desconhecida 6.

A escolha da distribuicao a priori pode causar ou nao uma influéncia significativa sobre
a distribuicao a posteriori. Deste modo, podemos utilizar prioris de carater informativo
ou nao-informativo.

As distribuigoes a priori informativas, como o préprio nome diz, sao utilizadas quando
temos alguma informacao a priori. Contudo quando temos uma informacao a priori, deve-
mos utilizar métodos adequados para transformar essa informagao que temos sob a forma
de uma distribuicao de probabilidade, e esses métodos sao conhecidos como elicitagao de
prioris. Para obter mais detalhes desses métodos podemos consultar Garthwaite, Kadane
e O'Hagan (2005).

As prioris nao-informativas sao frequentemente usadas quando se tem pouco informa-
¢ao ou entao nenhuma informagao sobre 6. Quando optamos em utilizar esses tipos de
prioris, o nosso intuito é dizer que a informacao que temos é vaga, quando comparada
com a informacao que provém da amostra.

As vezes quando utilizamos prioris nao-informativas, podemos nos deparar com a
situagao em que optamos em utilizar distribui¢oes a priori improprias, mas que geram
distribuicoes a posteriori proprias, sendo estas de maior interesse. Para mais informacoes
podemos consultar Kass e Wasserman (1996).

1.5.1.1 Priori Uniforme

Uma distribui¢ao usualmente utilizada como distribuicao a priori é a distribuigao Uni-
forme. Ao considerarmos essa distribuicao, estamos dando as mesmas chances para todos
os possiveis e finitos resultados que € pode ter.

Se estivermos em uma situacao que temos um vetor de parametros do tipo © =
(01,...,0,), podemos assumir uma distribuigao a priori Uniforme para cada 6;, e se con-
siderarmos independéncia entre os parametros, podemos obter a distribuicao a priori
conjunta, que neste caso é o produto das prioris. Sendo assim, a distribuicao a priori
conjunta de © é dada por:

T (0) = Hﬁ (1.25)

tal que a; < 60; < b;, em que a; e b;, de i = 1,...,p, sao os hiperparametros conhecidos.
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1.5.1.2 Priori Gama

Uma distribuicao comumente utilizada como distribui¢ao a priori, é a distribuigao
Gama. Ela é vastamente empregada como distribuicao a priori, em situagoes em que o
parametro # possui um espago paramétrico positivo.

Como dito na secao 1.5.1.1, podemos ter o caso em que temos um vetor de parametros
do tipo © = (64, ...,0,) e assumirmos uma distribuicao a priori Gama para cada ;. Assim
considerando independéncia a priori, faz-se possivel obter a priori conjunta. Sendo assim,
a distribuicao a priori conjunta de © é dada por:

p 0
0" -5, 1.26
o) = I et "eor {7 (1.20
em que a; e b;, de v =1,...,p, sao os hiperparametros conhecidos.

1.5.1.3 Priori Normal

Uma distribui¢ao muito importante e comumente utilizada como distribuigao a priori,
¢ a distribuicao Normal. Podemos uséa-la como distribuigao a priori, em situagoes em que
o parametro # possui um espago paramétrico pertencente aos Reais.

Como ja dito na secao 1.5.1.1, caso tenhamos um vetor de parametros do tipo © =
(61,...,0,), podemos assumir uma distribuicdo a priori Normal para cada 6;. Assim,
assumindo independéncia a priori, faz-se possivel obter a priori conjunta. Sendo assim, a
distribuicao a priori conjunta de © é dada por:

pr{ ;(‘);A)} (1.27)

em que \; e ¢?, de i =1,...,p, sao os hiperparametros conhecidos.

1.5.2 Distribuicao a Posteriori

Podemos olhar para a distribuicao a posteriori, como uma distribuicao de probabili-
dade de 0 atualizada por meio do teorema de Bayes. Para um melhor entendimento, vamos
considerar o parametro 6 desconhecido, de modo que a distribuicao a priori desse para-
metro pode ser representada por p(6). Sabemos que a informacao sobre este parametro
pode ser aumentada pela probabilidade condicional p(x|f), na qual podemos representar
também essa informagao através da L(f|x), que nada mais é do que a funcdo de veros-
similhanca e caracteriza a informacao que vem dos dados. Entao pelo teorema de Bayes
tem-se:

o = POp|0) - p(0 ) (x!9> _ () (9\x>
p(dpe) p(x) [, p0)p(x0) — [, 7(6)L(6]x)’ (1.28)

em que p(0]x) é chamado de distribui¢ao a posteriori.

Podemos observar que [, 7(0)L(6|x) nao depende de #, desempenhando um papel de
constante normalizadora. Devido a isso, tomando a parte proporcional, a distribuicao a
posteriori é dada por:

p(0]x) o< w(0)L(0]x). (1.29)
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Vale ressaltar que [, 7(6)L(6|x) foi substituida em (1.29) pela relagdo de proporciona-
lidade.

Apo6s obter a distribuicao a posteriori, sabemos que toda a informacao que temos
a respeito do parametro 6 se encontra nessa distribuicao. De modo que se tivermos
interessados em fazer inferéncias sobre o parametro, devemos realizar o calculo de algumas
esperancas da distribuicao a posteriori, ou seja:

Eoix[9(0)] = /@ 9(0)p(0]x)do), (1.30)

em que ¢g(f) ¢ uma fungao real mensuravel (JAMES, 1996).

Uma dificuldade que nos deparamos na inferéncia Bayesiana, é que grande parte das
vezes as densidades a posteriori obtidas sao altamente complicadas de serem tratadas,
tornando-se dificil a realizacao do célculo analitico dessas esperancas, e fazendo-se neces-
sario a utilizacao de métodos computacionais.

1.5.3 Meétodos de Monte Carlo via Cadeias de Markov

Como dito no final da subsecao (1.5.2), muitas vezes é preciso utilizar métodos com-
putacionais para realizar determinados céalculos, como por exemplo, resolver integrais de
alta complexidade analitica.

Com base nisso, Metropolis e Ulam (1949) criaram o método de Monte Carlo. Este
método é baseada em um processo de simulacao estocastica para aproximacoes de inte-
grais.

A teoria deste método esta alicergada na Lei Forte dos Grandes nimeros (ver James
(1996)), e possuir um entendimento sobre ela é imprescindivel para entender o método.
Em um contexto Bayesiano e de maneira informal, a Lei Forte dos Grandes niimeros nos
garante que se obtermos uma amostra aleatéria da distribuicao a posteriori, entao ao
calcular a média desses valores, temos um valor aproximado para a expressao (1.30). De
maneira mais elegante temos:

Endg®) = =3 g(09)
=1 (1.31)

Contudo gerar valores da distribuicao a posteriori nao é uma tarefa simples. Embora
haja diversos métodos para gerar valores de uma distribuicao, estes acabam nao tendo
um bom desempenho quando temos modelos mais complexos e de dimensoes elevadas.

E foi com base nisso que surgiu um dos métodos mais importantes e utilizados na
inferéncia Bayesiana para simular valores da distribuicao a posteriori, que é o método
de Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC), ou seja, ¢ o método de Monte Carlo
utilizando cadeias de Markov.

Como discutido por Gamerman (2013), trabalhar com o método de Monte Carlo uti-
lizando cadeias de markov foi essencial, pois é por meio dessas cadeias que é possivel
desenvolver um processo iterativo durante a simulacao, de modo que para realizar a pro-
xima iteragao precisamos apenas da anterior. Assim, Robert (2004) apresentam que
perante algumas condigoes, se realizarmos um numero elevado de iteragoes no processo
de simulagao, podemos dizer que a cadeia convergira para distribuicao de equilibrio, em
um contexto bayesiano, se aproximara da distribuicao a posteriori.
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Sendo assim, este método de aproximacao é fundamental na analise bayesiana, permi-
tindo desta maneira gerarmos amostras para um vetor de parametros ©.

H4 dois algoritmos que se destacam nas cadeias de Markov, sao eles: o algoritmo de
Metropolis-Hastings (HASTINGS, 1970) e o amostrador de Gibbs (GEMAN; GEMAN,
1984). De maneira resumida, a ideia do algoritmo de Metropolis-Hastings é gerar um
valor de uma distribuicao auxiliar, de modo que este valor serd aceito com uma dada
probabilidade. Além disso, esse algoritmo é baseado em um mecanismo de aceitacao-
rejeicao, que garante a convergéncia da cadeia para a distribui¢ao de equilibrio, em um
contexto bayesiano, para a distribuicao a posteriori. Ja no amostrador de Gibbs, os valores
sao gerados a partir das distribui¢oes condicionais completas, em que neste caso nao ha
um mecanismo de aceitacao-rejeicao desses valores.

Neste trabalho utilizaremos o algoritmo de Metropolis-Hastings, a fim de gerar possi-
veis valores das distribuicoes a posteriori de nosso interesse.

Para entendermos como esse método funciona, vamos supor que queremos gerar va-
lores de uma densidade a posteriori. Definindo um valor inicial ), e utilizando uma
distribui¢do de probabilidade auxiliar ¢(,-), gera-se possiveis valores da distribuigdo a
posteriori, de modo que seréd aceito esse valor se:

p(0]x)q(6]6™)
p(0D[x)q(0)]0))
Por meio dessa condigao apresentada em (1.32) é possivel garantir a convergéncia da

cadeia para a distribuicao a posteriori.
O algoritmo de Metropolis-Hastings pode ser realizado seguindo os seguintes passos:

(0D 0%)) = min [1; > u(0,1) . (1.32)

1. Escolha uma distribuigao auxiliar ¢(0,-) para gerar valores de 6 da distribuigao a
posteriori e inicie o contador da cadeia det =1 ;

2. Escolha um valor inicial para 8®;
3. Depois disso gere um valor 8 utilizando a distribuicéo auxiliar escolhida;

4. Faga um teste para verificar se a condicao a(0®,0*)) > u(0,1) esta sendo satisfeita
ou nao;

5. Se a condicdo estiver sendo satisfeita, entdo: 8¢+ = 6 ¢ retorne ao passo 3;
6. Se a condicdo nao estiver sendo satisfeita, entdo: 1) = @) e retorne ao passo 3;

7. Faca isso até obter a convergéncia da cadeia.

1.5.4 Funcoes de Perda

Quando realizamos uma estimacao e conhecemos o verdadeiro valor do parametro,
é possivel observar que grande parte das vezes existe diferenca entre o valor estimado
e o valor verdadeiro. Por exemplo, vamos considerar 0 uma estimativa de 6. Como
visto em Islam (2011), uma maneira de calcular a perda que ocorre quando estimamos
um parametro, é por meio da diferenga entre a estimativa e o verdadeiro valor, isto ¢,
6 — 0. Se tivermos o caso em que 0 = f, podemos concluir que a estimativa coincidiu
com o verdadeiro valor. Se tivermos a situacao em que 6 < 0, dizemos que houve uma
subestimacao, e por tltimo se tivermos a situagao em que 6 > 0, dizemos que houve uma
superestimacao.

Desta maneira, a perda que cometemos quando estimamos um parametro 6 por 0 pode
ser representada por meio da funcao de perda, na qual podemos denotar por [ (é, ). De
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acordo com Islam (2011), a func¢do de perda é definida como uma fungao real que deve
satisfazer as seguintes condigoes:

e [(A,0) >0, em que § € O.
o l(é,G) =0, para 0 = 0.

Na literatura de inferéncia Bayesiana, usualmente encontramos dois tipos de fungoes
de perda: a do tipo simétrica e a do tipo assimétrica. Usualmente grande parte dos
trabalhos utilizam as funcoes de perda simétrica, que possuem como estimador de Bayes
a média, a mediana e a moda a posteriori. Estas funcoes de perda tem como caracteristica
considerar pesos iguais quando ocorre uma superestimacao ou subestimacao. Em outras
palavras, a gravidade de ocorrer uma superestimacao ou subestimacao é a mesma.

Todavia, em muitos casos, utilizar fungoes de perda simétrica nao é recomendavel.
Ellah (2009) discute que em situagdes em que temos interesse em estimar a funcao de
confiabilidade ou a funcao de risco, ter uma superestimacao é muito mais grave do que
uma subestimacao. Devido a isso, utilizar fungoes de perda assimétrica é o mais indicado.

Como visto em Dey, Ali e Park (2015), apresentaremos a seguir algumas fungoes de
perda simétrica e assimétrica utilizadas na literatura de inferéncia Bayesiana.

Tabela 1.1: Estimador de Bayes e Risco a posteriori para diferentes fungoes de perda.

Nome Fungao de perda | Estimador de Bayes Risco a posteriori.
Fungdo de perda quadratica (6 — )2 E(f|x) var(0|x)
5)2

Funcao de perda quadratica ponderada @ (B0~ Yz))~t E(0|z) — (E(0 Y z))~ !
Funcao de perda quadratica modificada 1- 9 : B0 |=) 1-— B0 |x)?
ung perda qu 1 , @9 E(0-2[x) E(0—2|z)

Fungdo de perda de precaugio % E(62|z) 2 (\/E(62|a:) - E(G\x))

i o _ [ E(6]z) —T[z) —
Funcdo de perda K (\/; \/;) Bo—1]a) 2 ( E@|z)E(0~1|z) 1)

Fonte: (DEY; ALIL; PARK, 2015) .

De maneira mais detalhada, apresentaremos agora as duas fungoes de perda assimé-
trica que serao utilizadas neste trabalho, que sao: a funcao de perda LINEX e a funcao
de perda de entropia geral.

1.5.4.1 Funcgao de perda LINEX

A funcao de perda LINEX é uma das mais importantes fungoes de perda assimétrica
utilizadas na literatura. Como visto em Ellah (2009), esta funcao foi introduzida por
Varian (1975) e pode ser expressa do seguinte modo:

~

1(0,0) x exp(cA) —c A —1, (1.33)

em que ¢ # 0, A = (é —0)e 0 ¢ uma estimativa para 6.

Podemos interpretar o parametro ¢, como um parametro que da forma a funcao.
Segundo Ellah (2009), para valores de ¢ > 0 iremos considerar que a superestimagao tem
maior gravidade que a subestimacao. Por outro lado, se ¢ < 0, a subestimagao é mais
grave que a superestimagao. Além disso, para valores de ¢ préoximos de zero, a funcao de
perda LINEX ¢é quase simétrica.

O nosso objetivo agora é encontrar o estimador de Bayes quando utilizamos essa
funcao. Para isso, temos que o risco a posteriori utilizando a funcao de perda LINEX
pode ser obtido do seguinte modo:
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R(f) = /@ 1(0,0)p(0]x)do
R(9) = /@ |00 — (B~ 0) =1 p(Olx) a0 (134)

R(0) = e By (e7) — ¢l + cEgpy(0) — 1,

em que Fyg(-) é a esperanca a posteriori em relacdo a densidade a posteriori de 6.

Portanto o estimador de Bayes da funcao de perda LINEX, é o valor de 0 que minimiza
a expressao (1.34), ou seja,

dR(0 )
Zé ) = ceceEg‘x (e’ce) —c=0. (1.35)

Fazendo algumas manipulagoes, temos:

- 1
OpL = = In{ Eyix (e}, (1.36)

em que Opr. é o estimador de Bayes. Isto é valido apenas quando Fyx (e‘ce) existe e é
finita.

Como visto em Sindhu, Feroze e Aslam (2013) o risco integrado ou a posteriori de
Bayes utilizando a func¢ao de perda LINEX pode ser expresso da seguinte forma:

R(0) = In[Eppx(exp(—ch))] + cEpx(6) (1.37)

1.5.4.2 Funcao de perda de Entropia geral

A funcao de perda de Entropia geral é outra importante funcao de perda assimétrica
utilizada na literatura. Esta funcdo foi introduzida por Calabria e Pulcini (1996) e pode
ser expressa do seguinte modo:

1(0,6) (g) —qln (g) -1, (1.38)

em que ¢ (¢ # 0) é um parametro de forma da fungao e 0 ¢ uma estimativa para 6.
Como visto em Calabria e Pulcini (1996), para valores de ¢ > 0 iremos considerar que
o erro positivo tem maior gravidade que um erro negativo. Consequentemente se ¢ < 0,
0 erro negativo é mais grave que o erro positivo.
Seguindo a mesma ideia apresentada na se¢ao (1.5.4.1), o nosso objetivo é obter o
estimador de Bayes dessa fungao. Para isso, temos que o risco a posteriori utilizando a
funcao de perda de Entropia geral é dado por:

R(0) = /@ 1(6,0)p(6]x)do

R(6) :/@ (g) _¢hn (g) - 1] p(6]x)d8 (1.39)

R(6) = 7B (079) — q1n(0) + qEgjx [In(6)] — 1,

em que Fy(-) é a esperanca a posteriori em relacao a densidade a posteriori de 6.
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Portanto o estimador de Bayes da funcao de perda de Entropia geral, é o valor de 0
que minimiza a expressao (1.39), ou seja,

dR(O) . | 4
= = 0" Egx (071 — = = 0. (1.40)
20 q olx(077) F
Fazendo algumas manipulagoes, temos:
Opp = [Eox(079)] 7, (1.41)

em que éBE ¢ o estimador de Bayes e Ejyx(-) ¢ a esperanca a posteriori em relacao a
densidade a posteriori de . Isto é valido apenas quando a [Eg‘x(e_q)] existe e é finita.

E possivel observar que para ¢ = —1, o estimador de Bayes da funcao de perda de
Entropia geral sera igual o da fungdo de perda quadratica (fun¢ao de perda simétrica),
isto é, serd a média a posteriori.

Como visto em Sindhu, Feroze e Aslam (2013) temos que o risco integrado ou &
posteriori de Bayes utilizando a funcao de perda de Entropia geral pode ser expresso da
seguinte forma:

R(0) = In[Egpe(0=)] + qEge[In(6)] (1.42)

1.6 Riscos competitivos: uma abordagem da forma la-
tente

Sabemos que um item pode falhar por diversas causas, e em um contexto de testes
acelerados, a falha da unidade em teste as vezes pode nao estar associado a variavel de
aceleracao que estamos considerando. Sendo assim, sabemos que a falha de um item em
estudo pode estar associada a uma de k possiveis causas, e que em termos mais simples,
essas causas estariam competindo para ocasionar essa falha.

Com base nisso, ao elaborarmos um estudo em que vamos levar em consideracao que
um item pode falhar por k possiveis causas, existem modelos adequados para modelar o
tempo de vida desses itens, e esses modelos sao conhecidos como riscos competitivos.

Como visto em Pintilie (2006), os riscos competitivos podem ser abordados de duas
maneiras: a primeira abordagem é baseada apenas nos dados observéveis e a segunda
abordagem ¢ da forma latente. Vale ressaltar que neste trabalho vamos somente abordar
a forma latente.

Motivada por Assane (2013), seja 11,75, ..., T} os tempos de falha associados a cada
uma das k possiveis causas de falha. Isto é, podemos interpretar cada 17,75, ..., T} como
um "tempo de falha provavel" que iria ser observado se as outras causas de falha nao
tivessem presentes.

Neste tipo de abordagem, assume-se que os tempos de falhas associados a cada uma
das k possiveis causas sao diferentes, isto é, a falha de um item ir& ocorrer por uma tinica
causa dentre as k possiveis, ou seja, nao é possivel que um item falhe por duas ou mais
causas conjuntamente.

Cientes de que nao é possivel observar simultaneamente os 17,75, ..., Ty, observa-
mos apenas o tempo minimo entre eles (7') e a sua equivalente causa de falha, na qual
denotaremos por (C'). Assim:
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T = min(Tl,Tg, e 7Tk)

(1.43)
C=argmin{7;:5=1,2,...,k}
J

O problema de riscos competitivos é formulado em termos da funcao de sobrevivéncia
conjunta. Com base neste contexto, temos que a fungao de sobrevivéncia conjunta pode
ser expressa por:

S(tl,tz,...,tk> = P(Tl > by, Ty > tg,..., Ty >tk>

= / / / f(ul,ug,...,uk)duk...dquul
t1 to tr

em que t; > 0, para j = 1,2,...,k, e f(t1,t2,...,t;) é a densidade de probabilidade
conjunta.

Baseado em Elandt-Johnson e Johnson (1999), a fungao de sobrevivéncia marginal é
dada por:

(1.44)

Sj(tj):S(0,0,...,tj,...,O) 5 (145)

em que podemos interpretar como a fungao de sobrevivéncia para a causa da falha j
(GAIL, 1975).

As fungoes de risco relacionadas as fungoes de sobrevivéncia marginal e conjunta, sao
dadas por:

1. Funcao de risco "net".

Como visto em Elandt-Johnson e Johnson (1999), a funcdo de risco associada a
funcao de sobrevivéncia marginal apresentada em (1.45) é dada por:

98, (t;)
~ o, 0lnS(ty)

i) = Sty oty

i=12... k. (1.46)

Na qual podemos interpretar a expressao (1.46) como a taxa instanténea de falha
pela causa j no tempo t, quando j é a tnica causa de falha atuando.

2. Funcao de risco "crude".

Como visto em Elandt-Johnson e Johnson (1999), a fungao de risco por causa espe-
cifica associada a fun¢ao de sobrevivéncia conjunta, isto é, na presenca de todas as
possiveis causas de falha é dada por:

OlnS(ty, to,. ...t '
() = =5 (l&f ) . j=12... k (1.47)
J

t1=to=--=t =t

Em que podemos interpretar a expressao (1.47) como a taxa instantanea de falha
pela causa 7 no tempo t, quando todas as possiveis causas de falha estao atuando.

Como visto em Tarumoto (2001) e considerando 7' = min(7}, 75, ..., T}), temos que a
funcao de risco total, em termos de riscos por causa especifica, é dada por:
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P<T<t+At|T>t k
t<T<t+ |>):Z)‘

At—0 At (1) - (1.48)

j=1
Além do mais, a funcdo de risco total apresentada em (1.48) pode também ser expressa
da seguinte forma:

. PA<T<t+At|T>t)
) = A, Al

Pt <T <t+ At)
At—0  AtP(T > t)

. Pt <T <t+ At)
At—0 AtSy(t)

(1.49)

frt) 1 9F(t)
Sr(t)  Sr(t) ot

Sr(t) ot  Sp(t) ot ot

Se integrarmos a expressao (1.49) em ambos os lados sobre o intervalo de (0, ), temos:

/Ot Ar(u)du = —In[Sr(t)] , (1.50)

apo6s algumas manipulagoes algébricas, temos que:

Sp(t) = exp{—/ot)\T(u)du} :exp{—/oti)\j(u)du}

k

- f?*p{‘AaMWW“}ZIIme

J=1

(1.51)

t
em que G, = exp{—/ )\j(u)du} para j = 1,2,..., k. e Sp(t) é a funcao global de
0

sobrevivéncia.

Como visto em (Kalbfleisch e Prentice (1980) apud Tarumoto (2001)), se T, Ty, ..., Tk
forem independentes, temos que h;(t) = A;(t) e consequentemente:

Ap(t) = Z/\j(t) = Zh](t),
= = (1.52)
k k

5ett) = [T6s0 = T[ 5,0

t
em que S; = exp{—/ hj(u)du} para j = 1,2,...,k. Para mais informacoes ver
0

(ELANDT-JOHNSON; JOHNSON, 1999) e (TARUMOTO, 2001).
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De acordo com (Kalbfleisch e Prentice (1980) apud Tarumoto (2001)), a probabilidade
de um item falhar antes do tempo ¢ pela causa j, considerando a presenca de todas as
possiveis causas de falha, pode ser expressa do seguinte modo:

F(t)=PT<t,0=j) = P(L<t.T,<Tnil)
t (1.53)
_ /0 M () Sr(w)du.

Consequentemente, temos que a funcao de distribuicao de T pode ser obtida do se-
guinte modo:

Fr(t) = P(T <t) = P(min(Ty, Ty,..., Tp) < t) = Y Fi(t) . (1.54)

J=1

Por fim, através da expressao (1.53) podemos obter a fun¢ao densidade de probabili-
dade conjunta entre T e a causa da falha j, isto é:

£it) = NOSe(t), =12k (1.55)



CAPITULO

2

Testes de vida acelerados

Neste capitulo iremos abordar de maneira clara os principais conceitos que regem este
trabalho, ou seja, iremos apresentar os mais importantes pontos da teoria dos testes de
vida acelerados.

Uma das motivagoes para se realizar um estudo sobre testes acelerados, nasceu da ob-
servacao do cenario tecnolodgico atual. Devido a competitividade industrial e o desenvol-
vimento de tecnologias cada vez mais sofisticadas, as grandes industrias tem se mostrado
cada vez mais preocupadas em produzir produtos de maior qualidade, buscando em um
segundo momento analisar da melhor forma e de maneira rapida a confiabilidade destes
produtos.

Se estamos interessados em inferir sobre a confiabilidade de um produto, é evidente
que devemos realizar alguns tipos de testes. Como discutido na se¢ao 1.1, se realizarmos
os testes em condi¢oes normais de funcionamento do produto, muito tempo de teste sera
exigido. Sendo assim, uma alternativa para superar essa dificuldade, é o uso dos testes
de vida acelerados. O objetivo dos testes de vidas acelerados ¢ de acelerar a ocorréncia
da falha de um produto, submetendo o mesmo a condicoes elevadas de estresse.

Abordaremos a seguir algumas das formas que existem para se realizar esta aceleracao,
contudo de uma forma geral, esta aceleracao ocorre quando submetemos algumas variaveis
que estao relacionadas ao funcionamento de produtos a altos niveis de estresse, ou seja,
quando aumentamos a temperatura, pressao, taxa de uso e etc.

2.1 Tipos de Testes acelerados

Como visto em Vieira (2006), iremos abordar a seguir dois tipos de testes acelerados
que usualmente sao utilizados em aplica¢oes de analise de confiabilidade.

1. Testes de degradagao acelerados: Quando optamos em usar esse tipo de teste, o
nosso interesse se encontra em alguma medida relacionada a degradacao do produto,
como por exemplo o desgaste, que é algo que podemos observar ao longo do tempo
de vida do mesmo. Neste caso, objetivo ¢ estudar a degradacao do produto por um
determinado tempo, para posteriormente inferir sobre seu tempo de vida.

2. Testes de vida acelerados: Ao utilizar os testes de vida acelerados, temos como
objetivo "forcar" a falha do item em teste, pois o0 nosso interesse é observar o tempo
até a sua falha. Nesse tipo de teste, os itens sao colocados a varios niveis elevados de
estresse, e sao observados seus tempos de falha. Os itens que nao falharam até o final
do estudo, sao considerados como censurados. Feito isso, por meio de um modelo

37
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especifico, é realizado uma extrapolacao dos resultados obtidas para as condigoes
normais de uso dos itens, para posteriormente realizarmos afirmacgoes sobre a sua

confiabilidade.

2.2 Tipos de Aceleracao dos Testes

Como visto em Vieira (2006), ao elaborarmos algum tipo de experimento, s6 é possivel
classifica-lo como um experimento de testes acelerados, caso o produto em estudo seja
exposto a niveis de estresse maiores do que sao utilizados normalmente.

Contudo, quando temos a intencao de realizar um experimento de testes acelerados,
devemos nos preocupar com a forma de aceleracao que iremos aplicar. Com base nisso,
podemos determinar essas formas de acordo com dois tipos de estresse:qa

1. Por alta taxa de uso: Neste tipo de aceleracao o produto que esta sendo testado
¢ colocado em execucao, porém com uma carga de utilizagao bem mais elevada do
que o normal.

2. Por altos niveis de estresse: Ao utilizar esta forma de aceleracao, o nosso intuito
é agilizar a quebra do produto submetendo a elevados niveis de estresse variaveis que
estao totalmente relacionadas ao seu funcionamento. Em outras palavras, iremos
acelerar as variaveis que influenciam no funcionamento e desempenho do produto,
que é a temperatura, a tensao, a umidade, etc. Podemos ver em Freitas e Colo-
simo (1997), uma lista sobre quais variaveis de estresse podem ser utilizadas para
determinados tipos de produtos que podem ser estudados.

2.3 Tipos de Aplicacao do Nivel de Estresse

Quando optamos em realizar um experimento de testes acelerados, na qual a forma de
aceleragao sera por altos niveis de estresse, é imprescindivel definir qual carga de estresse
sera aplicado nos itens que serao testados.

Como ha alguns tipos de carga de estresse, um modo de escolher qual utilizar, é se
basear no comportamento que se espera que ocorra na realidade com o produto e assim
ver qual carga mais se aproxima desse comportamento. Como apresentado por Nelson
(2009), existem cinco formas de estresse e sera descrito a seguir.

1. Constante: Se escolhermos em utilizar essa carga, cada produto é submetida a um
determinado nivel de estresse elevado e constante. De modo que, apoés fixado o nivel
de estresse para este produto, o mesmo deveré permanecer neste nivel até o final do
estudo.
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Estresse

Niwel 3

Niwel 2

Nivel 1

Tempo

Figura 2.1: Figura ilustrativa das curvas de estresse constante.

2. "Step-Stress": Se escolhermos utilizar essa carga, cada produto em teste é subme-
tido a um determinado nivel de estresse alto por um periodo de tempo pré-fixado.
Caso o produto em teste nao falhe até esse periodo, o nivel de estresse é aumentado
para um novo nivel, e esse processo se repete até o final do estudo.

Estresse

Tempo
Figura 2.2: Figura ilustrativa das curvas de estresse do tipo "step-stress".
3. Progressivo: Se utilizarmos essa carga, todos os produtos sao submetidos a um

nivel de estresse crescente. De modo, que este aumento nao é feito em estagios como
no caso do "step-stress", mas sim, aos poucos até o final do estudo.
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Estresse

Alto

Medio

Baixo

Tempo

Figura 2.3: Figura ilustrativa das curvas de estresse do tipo progressivo.

4. Ciclico: Se utilizarmos essa cargar de estresse, os produtos em estudos permance-
ram em niveis de estresse alto e a niveis de estresse baixo, de maneira ciclica até o
final do estudo.

Estresse

Tempo

Figura 2.4: Figura ilustrativa das curvas de estresse do tipo ciclico.

5. Aleatorio: Se utilizarmos essa, os produtos em estudo serao colocados em niveis
de estresse que vao variando de forma aleatoéria, até o final do estudo.

2.4 Modelo de Exposicao Cumulativa

Apresentaremos agora o conceito que rege toda a modelagem deste trabalho, na qual
serd exibida nos proximos capitulos.

Sendo assim, quando utilizamos a técnica de testes acelerados com niveis de estresse
que se alteram no tempo, ou seja, considerando uma carga do tipo step-stress, encontramos
dois tipos de modelos na literatura que podem ser utilizados: o modelo de "tampered
random variable" (TRV), e o modelo de exposi¢ao cumulativa.

Primeiramente vamos abordar o modelo TRV, na qual foi inicialmente proposto por
DeGroot e Goel (1979), e apds algum tempo foi modificado por Bhattacharyya e Soejoeti
(1989), sendo este modelo frequentemente aplicado em situagoes de testes parcialmente
acelerados. Nesses tipos de testes, temos que um conjunto de itens é submetidos a um
experimento em suas condi¢oes normais de uso por um periodo de tempo especifico. Os
itens que nao falharem até esse tempo, sao submetidos a um nivel de estresse mais elevado.
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A esséncia do modelo TRV esta na forma que é tratada a mudanca dos niveis de
estresse. Neste caso, como visto em Pinto (2004) a consequéncia de mudar de um nivel
de estresse x; para um nivel z9, é 0 de multiplicar a vida residual dos itens por um fator
desconhecido 1/a, na qual este fator depende dos niveis de estresse. A generalizagao desse
modelo para situagdo em que temos varios niveis de estresse, pode ser visto em (MADI,
1993).

E importante ressaltar que quando optamos realizar um experimento de testes parcial-
mente acelerados, precisamos ter até o final do estudo itens que tenham falhado tanto nas
condi¢oes normais de uso, quanto nos outros niveis de estresse elevado. Veja que devido
a essa condicao, podemos nos deparar com uma dificuldade, que é no caso em que o nivel
de estresse é a condi¢ao normal de uso do item, pois o tempo até que haja ao menos uma
falha podera ser grande.

O modelo de exposi¢ao cumulativa proposto por Nelson (2009), tem um olhar diferente
sobre as mudancas dos niveis de estresse, este leva em consideracao o efeito cumulativo
dos niveis de estresse nos itens que foram testados. Para um melhor entendimento sobre
o que é e como ¢é feita a formulagao do modelo de exposi¢ao cumulativa, vamos imaginar
a seguinte situacao.

Vamos considerar o caso em que um determinado conjunto de 10 itens idénticos foram
submetidos a um nivel de estresse comecando em 6V, e apés um periodo de 100 horas, os
itens que nao falharam passaram para o nivel 8V. Os itens em teste no nivel 8V foram
observados por mais 70 horas, e aqueles que nao falharam até 170 horas, passaram para
o nivel 10V na qual foram observados por mais 50 horas.

Tabela 2.1: Esquema do experimento ficticio de testes acelerados.

Nivel Horas
6V 0F 100
8V | 100+ 170
10V | 170 F 220

Neste exemplo, vamos supor que a primeira falha tenha ocorrido as 120 horas, quando o
nivel de estresse era 8V. Porém devemos lembrar que durante o teste, este item permaneceu
um periodo de tempo no nivel 6V. Sendo assim, é de extrema importancia levar em
consideracao em uma analise esse periodo de tempo que o item permaneceu no nivel 6V,
e podemos fazer isso por meio do modelo de exposicao cumulativa.

Como visto em Balakrishnan, Zhang e Xie (2009), este modelo relaciona a distribui¢ao
do tempo de vida dos itens em um nivel de estresse, com as distribui¢oes dos niveis de
estresse anteriores. Além disso, ao formular esse modelo assumi-se que as vidas residuais
dos itens dependem apenas da exposicao cumulativa atual dos itens, e que os mesmos nao
se lembram como essa exposicao foi acumulada.

Para um melhor entendimento, vamos nos concentrar em um caso de step-stress sim-
ples, ou seja, quando consideramos apenas dois niveis de estresse. Neste caso, um conjunto
de componentes ¢ colocado em teste com um nivel de estresse inicial 1 e 0s mesmos per-
manecem nesse nivel até um tempo pré-fixado 7. Apods esse tempo 71, o nivel de estresse
é elevado para um nivel x5 e o estudo continua até obter um determinado ntmero de
componentes que falharam ou até um tempo pré-fixado.

Vamos indicar por Fi(t) e Fy(t), as distribui¢oes dos tempos de vida nos niveis x; e
Zo, respectivamente. Veja a figura a seguir.
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Fungéo Distribuigio Cumulativa
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Fungae Distribuicio Cumulativa
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(a) Figura ilustrativa das fungoes de distribui¢ao para o caso (b) Figura ilustrativa da Fungao de distribui¢ao cumulativa

"step-stress"simples. do tempo de vida.

Figura 2.5: Figura ilustrativa do modelo de exposi¢ao cumulativa.

Por meio da Figura 2.5 (a), explicaremos como é construido a fungao de distribuigao
acumulado do tempo de vida. No primeiro nivel de estresse a fungao de distribuicao
acumulado do tempo de vida vai ser a propria Fi(t), em que 0 < ¢t < 71. J& no segundo
nivel de estresse, o tempo de inicio equivalente (vamos denotar por 71) é aquele que teria
produzido a mesma funcao de distribui¢ao do primeiro nivel. Ou seja, 71 é a solugao de:

Fl(Tl) = Fg(fl) (21)

Deste modo, como visto em Pinto (2004), o efeito da mudanga do nivel de estresse de
x1 para xq, vai ser mudar a distribui¢do de vida de xq, que é Fy(t) para Fy(t —7 +71), em
que 1 <t < oco. Assim, esta é a distribuicao acumulada do tempo de vida no segundo
nivel.

Como visto em Alkhalfan (2012) para sabermos quem é 7;, precisamos assumir que
01 e 0y sao parametros de escala associados as fungoes de distribuigao Fi(t) e Fy(t),
respectivamente, e que ambas distribui¢coes pertencem a mesma familia. Além disso,
iremos assumir continuidade absoluta da funcao de distribui¢ao cumulativa do tempo de
vida (ver Figura 2.5 (b)). Logo:

L= —T1. (2.2)

Na qual podemos generalizar para situagoes em que temos mais que dois niveis de
estresse, ou seja, k = 1,2, 3, ..., m do seguinte modo:

.0 .
Tk::;—:l(Tk—Tk_l—{—Tk_l). (23)

Assim, com base nos pressupostos citados anteriormente, a funcao de distribuicao
acumulada do tempo de vida, considerando uma situacao de strep-stress simples, é dada
por:

Gl(t):F1<t) ,O<t<7’1
G(t) = : (2.4)
Gg(t):Fg(t—Tl—i‘%l) ,7'1§t<OO
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e a funcao de densidade de probabilidade correspondente, é dada por:

at)=filt) ,0<t<mn
g(t) = (2.5)
@)= fit—m+%) ,n<t<oo.

As expressooes (2.4) e (2.5) podem ser generalizadas para situagdes em que temos
mais que dois niveis de estresse, ou seja, k = 1,2, 3, ..., m do seguinte modo:

( Gl(t): F1<t> ,O<t<7’1

GQ(t): F2<t—7'1+7ﬁ1) ,71§t<7'2

Git)={ Gs(t)= F(l-—mn+m) nm<t<7 , (2.6)
L Gk(t): Fk(t—Tk_l‘f—f'k_l) ,Tk_1§t<00
e a funcao de densidade de probabilidade correspondente, é dada por:
(g(t)= L) 0<t<m
gp(t)= folt—-m+7) n<t<n
g(t) = g3(t) = fa(t—T+T) ,m<t<Ts (2.7)

. g(t) = felt — Tho1 + Too1) 1 <t < o0,

2.5 Modelos de testes acelerados usuais

Vamos imaginar um experimento de testes acelerados, na qual o nosso interesse ¢é
acelerar o tempo até a falha de um determinando produto, submetendo a altos niveis de
estresse uma variavel X que esta totalmente relacionada ao funcionamento do produto.
Sendo assim, podemos pensar que o tempo até a falha (resposta) esta relacionado com
o estresse aplicado (variavel de estresse X), segundo o modelo Relagao Estresse-Resposta
geral dado por (KLEIN; BASU, 1981):

Ai = exp{—(Z; + Bo + 1.Xi)} . (2.8)

em que:
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e X = —log(V;) para o modelo Poténcia Inversa e X = %, para os modelos Arrhenius
e Eyring.

o /7 = —log(V;) para o modelo de Eyring e 0 para os modelos Poténcia Inversa e
Arrhenius.

e [y = log(a) para o modelo Poténcia Inversa, e 5y = —« para os modelos Arrhenius
e Eyring.

e [ = [ para os trés modelos (Poténcia Inversa, Arrhenius e Eyring).

Sendo « e  parametros desconhecidos a serem estimados e V; o nivel de estresse.

A seguir apresentaremos os trés modelos mais conhecidos e utilizadas na metodologia
de testes acelerados. Esses trés modelos sao: a relacao de Arrhenius, a relacao Lei de
Poténcia Inversa e a relacao de Eyring. Esses modelos usualmente utilizados em testes
acelerados podem ser obtidos como casos particulares de (2.8).

2.5.1 Relagao de Arrhenius

A relagao de Arrhenius é indicada a ser utilizada quando a varidvel de estresse é a
temperatura. Esta relacdo é baseada na Lei de Arrhenius, que assume que um produto
ird falhar, quando uma quantidade critica de produto quimico reagir. Segundo Mann,
Singpurwalla e Schafer (1974) essa relacao pode ser expressa da seguinte maneira:

i = exp {a— é} : (2.9)

em que V; é o i-ésimo nivel de estresse, a e § sao parametros desconhecidos tais que
—o00 <, B < o0.

2.5.2 Relacao Lei de Poténcia Inversa

Segundo Mann, Singpurwalla e Schafer (1974) a relagdo Lei de Poténcia Inversa é
utilizada para qualquer outro tipo de varidvel de estresse. Essa relacao pode ser expressa
da seguinte maneira:

W (2.10)

em que V; é o i-ésimo nivel de estresse, a e 8 sao parametros desconhecidos tais que o > 0
e —00 < f3 < o0.

2.5.3 Relacao de Eyring

Segundo Mann, Singpurwalla e Schafer (1974) a relagdo de Eyring é frequentemente
utilizada, quando deseja-se realizar um estudo em que sua variavel de estresse é a tensao
ou a umidade. Essa relacao pode ser expressa da seguinte maneira:

/\i:VieXp{a—%} : (2.11)

em que V; é o i-ésimo nivel de estresse, a e § sao parametros desconhecidos tais que
—o00 <, B < o0.



CAPITULO

5

Modelo Step-Stress Simples sob
censura tipo 11

Neste capitulo apresentaremos toda formulacao teérica e matematica que foi utili-
zada para a construir o modelo step-stress simples sob censura tipo II considerando a
distribuicao Gama.

Iremos apresentar a anélise classica realizada, ou seja, vamos mostrar os estimadores
de Maxima Verossimilhanca obtidos para o modelo proposto, como também a distribuicao
assintotica desses estimadores.

Mostraremos também a anélise bayesiana desenvolvida para realizar a estimacgao dos
parametros do modelo, na qual adotamos a distribuicao Gama como distribui¢ao a priori
para os parametros do modelo.

3.1 Descricao do modelo

Para construir o modelo step-stress simples sob censura tipo II, vamos utilizar o modelo
de exposi¢ao cumulativa. Além disso, vamos assumir que os tempos de falha observados
tanto no nivel de estresse x; quanto no nivel de estresse xy, seguem uma distribuigao
Gama com parametro de forma comum « e pardmetros de escala 6; e 05.

Vamos indicar por F} e F5, as fungoes de distribuicao dos tempos de falha nos niveis
de estresse x; e x9, nesta ordem. Além do mais, vamos considerar que 6; e 6, sao os
parametros de escala associados a essas fungoes, respectivamente.

Sendo assim, a funcao de distribuicao acumulada do modelo step-stress simples sob
censura tipo II considerando a distribuicao Gama, para os niveis de estresse x; e xg, é
dado por:

Gi(t) =Fi(t) ,0<t<mn
: (3.1)

G(t) = 0,
Gg(t):F2<t—7'1+0—7'1) 1St <o
1

em que:

t

o1 6 %2 1
Fi(t) = — e %y Blt—7+— ):/ — e %y,
0= )" w0 (negn) = [ 7

2
t771+%71

45



3. Modelo Step-Stress Simples sob censura tipo 11 46

naqualt >0ea>0,6; >0, 0y >0 sao parametros desconhecidos. A fun¢ao densidade
de probabilidade é dada por:

g(t) = L) 0<t<n

glt) = 6, , (32)
f2(t—71+0—71> , 71 <t < oo
1

em que:

folt—T1 —|—@T 1 t—r —1—@7 ailex 1 t—r —1—@7
2 1 911 _r(a)eg 1 911 p 0, 1 911 .

Para melhor entendermos o modelo step-stress simples sob censura tipo II adotado
neste trabalho, vamos imaginar o caso em que comegamos com n unidades em teste, na
qual essas unidades sao submetidas a um nivel de estresse inicial z;. Feito isso, essas
unidades permaneceram nesse nivel de estresse até um tempo pré-determinado 7. Apds
esse tempo, as unidades que nao falharam serao submetidas a um nivel de estresse mais
elevado, na qual denotaremos por x».

Como estamos considerando um caso de censura tipo II, o experimento s6 acabaré
quando r unidades falharem, de modo que as n — r unidades que nao falharam serao
censuradas. Sendo assim, vamos denotar por n;, o nimero de unidades que falharam no
primeiro nivel de estresse, e vamos denotar por ny, o nimero de unidades que falharam
no segundo nivel de estresse.

A seguir apresentaremos um esquema da ordem dos tempos de falhas.

tl:n <--- < tnlzn <7 S tnﬁ—l:n < < tr:n' (33)

Nas proximas se¢oes apresentaremos os dois principais métodos de estimacao, que é o
método de maxima verossimilhanca e o método bayesiano, para o modelo descrito.

3.2 Analise Classica do Modelo Step-Stress Simples sob
censura tipo II

Para realizar uma anélise classica considerando este modelo, iremos utilizar o método
de Méaxima Verossimilhanga.

Sendo assim, vamos considerar uma amostra aleatoéria como apresentado em (3.3).
Como visto na secao 1.4.1, a funcao de verossimilhanca de «, 6, e 65 baseado em uma
amostra com censura tipo II, pode ser escrita do seguinte modo:

L(Oz, 91, 6)2|t) = (ni—'r), Hg<ti:n){1 - G(tr:n)}n_r ) (3'4>

em que r = nj+ny. Motivada por Alkhalfan (2012) e utilizando as expressoes apresentadas
em (3.1) e (3.2), faz-se possivel construir a fungao de verossimilhanca para «, 60, e 6,
considerando trés possiveis casos:
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1. Para o caso de ny = r e ny = 0, a fungao de verossimilhanga em (3.4) é dada por:

L(Oé, 81, 92]’5)

T_l r)! {H h (t”‘)} {1 = Fi(te,)" "

(n =)o (T(e))™

e (3.5)
n! (H ti) ni
i1 eXp{_eithi}{1—F1(tm)}”‘ﬁ

em que 0 <., <- - <tpp <71

2. Para o caso de ny =0 e ny = r, a fun¢do de verossimilhanca em (3.4) é dada por:

L(Oé,91782|t> {Hf2(zn 7-1+Z_7—1>}

6 n—r
X {1_F2(tn2_7—1+_27—1)} ;
01

em que 7 <ty < v < by < 00

3. Para o caso de 1 <ny <r — 1, a fungao de verossimilhanga em (3.4) é dada por:

L(a761792|t) = (n ﬁ!T)' {Hfl(tzn } { H f2 ( n Tl+g_7—1>}
" L=t i=ny+1 1
X {1—F2 (trn T1—|—@7'1) }n_r
01

n1 a— a—1
L) (freez)

(n—7)! 01165 ()"

() e (i)
{rn(one B}

X
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em que 0 <ty < - <lpym <71 Stpppim < 00 < by < 00.

Dentre esses trés casos apresentados, trabalharemos com a func¢ao de verossimilhanca
descrita em (3.7). Deste modo, sabemos que maximizar a fun¢ao de verossimilhanga ¢ o
mesmo que maximizar o seu logaritmo. Sendo assim, a fungao log-verossimilhanca é dada
por:

(B, a1, as|t) = In(L(B, a, aslt))

~ In ((n"_l—'r)'> +(a—1) ;leln(ti)
+ (a—1) Z In <ti—7'1+z—i7'1)

1=n1+1

— rIn(l(«)) — any In(6y) — ang In(6y) — 9_11 (Z ti)

1 - 92 62
_ 6_2<Z ti—71+9—1’7'1>+(7”L-7”)1H|i1—F2(tr—71+6—1T1):|,

i=ni1+1

em que 0 < tpy, < <y <71 S lpypim < o0 <ty < 00.

Derivando a equacao (3.8) em relacao aos parametros de interesse a, 6; e 65 e igualando
a zero, teremos:

Al(a, by, 65)t) & . 0
— s - ;ln(ti) + ) In(ti—m+ 1) —rla) —nin6)

0
i=ni+1 1

(n—7)
(1 = Fy(w))

L[ e
- = 2" In(z)e *dz| = 0.
F(a) 0

— mnzln(6z) + [U(a) Fa(w) (3.9)

al(Oé, ‘91, 92|t> (CY — 1)7’192 i 1 anq 12

T g2 - 2
391 61 i=n1+1 (ti -7 + @7_1) 01 91

R n—r ty — ol 3.10
S S R (A
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r

Ol(a, 6q,05|t) ang (o — 1)1y Z 1

00> 0 0 i=n1+1 (ti -7+ @ﬁ)

0

1 7 (n—r) (&—mn) (3:11)
+ = Z (ti —70) + (1 - F(w)) 63T(a)

Qz:nl—l—l
A tr—71 T
o - )b =o.
- ( 02 +91> eXp{ ( 02 +91)}
r ! 7
quuew(a):%ew:tr—ﬁ-i—e—iﬁ

Assim as equagoes apresentadas em (3.9), (3.10) e (3.11) s@o chamadas de equagoes
de verossimilhanga. Logo, os estimadores de maxima verossimilhanca dos parametros «,
0, e 05, podem ser obtidos resolvendo esse sistema de equagoes. Como este sistema nao
pode ser resolvindo analiticamente, faz-se necessario a utilizagdo de métodos iterativos,
como por exemplo, o método de Newton-Raphson.

3.2.1 Intervalos de Confianca Aproximados

Pela teoria de inferéncia cléassica e como visto em Bolfarine e Sandoval (2001), dado o
vetor de parametros © = (a, 01, 65), um tamanho amostral grande e com algumas condi-
¢oes de regularidade sendo satisfeitas, temos que a distribuicao assintética do estimador
de méaxima verossimilhanga (EMV) de © é:

(6 —0) = N3(0,174(0)), (3.12)

de modo que estes estimadores sao assintoticamente nao viciados. A matriz de variancia e
covariancia desses estimadores é dado por I-1(©), que é inversa da matriz de informagao
de Fisher observada, na qual podemos representar essa matriz da seguinte forma:

-1

_ 8%Uaf1,800t)  _ 8%U(cf1,62]t) _ 82U(cv,01,62]t)
021 B Pl el
— «,U1,02 «,U1,02 «,01,02
174(©) = T 9610a o 207 C 060100, : (3.13)
921(cv,01,02t) 921(cv,01,05t) 921(,01,02]t)
T 8620a T 00,00, o 202

Os elementos da matriz de informacgao de Fisher observada sao:

0?l(a, 0y, 05t) (n—r)

a2 (o) + m {{W' (o) = P(a)?) Fo(w) (3.14)
+ 2¢(a)Ai(s) — Az(s)] (1 = Fa(w)) — [ (@) Fa(w) — Ai(s)]*} .
82Z(O{,01,02|t) o 62l(a, 91,92|t) o ny Tlgg ! 1
daddy —  00da O 0 A= (o
(tz ', 1> (3.15)

a—1,—s

<1( 71};3;1>§2r<2)9%{1n(s)<1 — Fa(w)) —vla) + Ai(s)}-
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O*U(c, 01, 05]6) U, 601,65]t) g ! Z 1
8@802 N 802801 N 02 91 . < 62 )
i=mtl [ 4, — 7+ T
0y (3.16)
(n—r)(t, —m)s* te™®
+ (1 — Fg(w))2F(a)9§ {IH(S)(l FQ(w)) - @ﬁ(a) + A1(8>}
82l(a, 01, €2|t) . Z 27127'1 (Oé — 1)927’1
06? N 92 93 03
(o )
r i~ BY R a—1,-—s
" Z 20, N (n— 7‘)7152 e i (3.17)
i=n1+1 < 02 ) (1 = Fp(w))*I'(a)b;
1 t —T1+ 7
0,
X {[(1 —(a—1)s)7 —26,](1 — Fy(w)) — %sales} .
82l(()é,01, 92|t) . 82l(a,91,92|t) . _(Oz — 1)7’1 zr: ti —T1
0000, 9600, 67 - 6\
=it (t -7+ —7'1>
6
(n—7r)(t, —711)s* te® o (3.18)
e s (= (@ = s )1 = Ru(w)
_ 71 a—1,—s
F(oz)s e } .
0l(cr, 01, 05|t 2 « a—1D72 & 1
( 122|) _ __32(%_7_1)_( 2)1 Z 5
003 s 07 , 0
i=n1+1 i=n1+1 <t -7+ _7_1)
0
any  (n—r)(t, —1)s* te™* gy (3.19)
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Com isso, faz-se possivel construir intervalos de confianga assintéticos aproximados
para os parametros «, 01 e 6. Sendo assim, os intervalos de confianga assintoticos com
nivel 100(1 — )% podem ser construidos do seguinte modo:

OA(EMV + ZA//Q VCL?"(OAéEM\/)
élEMV £ 2,21/ Var(élEMV) , (3.20)

éQEMV + Zv/2 VGT(ézEMV)

em que z,/2 ¢ o quantil da distribuicao normal padrao.

3.3 Analise Bayesiana do Modelo Step-Stress Simples
sob censura tipo II

Nessa segao, apresentaremos toda anélise bayesiana realizada utilizando o modelo
step-stress simples sob censura tipo II e considerando a distribuicao Gama, na qual mos-
traremos as distribuigoes a priori que foram utilizadas e também a distribuicao a posteriori
obtida.

Olhando para as expressoes (3.2) do modelo construido, e sabendo que os parametros
desconhecidos «, 0 e 0y, pertencem ao espaco paramétrico de «, 6,05 > 0, torna-se
razoavel assumir uma distribuicao a priori Gama para cada um dos trés parametros.

Deste modo, vamos considerar que cada um dos parametros seguem uma distribuigao
Gama, ou seja, a ~ Gama(ay, by) , 61 ~ Gama(az, by) € 05 ~ Gama(ag, bs). Veja a seguir:

1 1
_ a1—1_,—a/bi
PO = agp ¢
p(61) = B L (3.21)
T(ag)b82 ! ’ '
pls) = g0l
[(as)b3*

em que ai, by, as, by, as e by sao conhecidos.

Como nao temos nenhuma informacao, nem de estudos anteriores e nem de especia-
listas, vamos assumir um carater nao-informativo para os parametros, ou seja, conside-
raremos a; = by = ay = by = az = by = 0.01. Isto é, espera-se que o valor médio de
cada parametro a priori seja 1 e sua variancia seja 100. Podemos pensar na variancia,
como uma representacao da certeza que temos sobre a natureza dos parametros, por isso
a escolha de uma variancia relativamente alta.

Vamos assumir também independéncia a priori para os parametros, fazendo-se neces-
sario determinar a priori conjunta, em que neste caso é o produto das prioris. Deste modo,
a priori conjunta para os parametros é dada por:
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1 1
6 9 — a1—1,—a/bi 902—1 —91/1)2
@, 1,62) {r<a1>bi““ ¢ }{rwz)b;? e

1
eag—l —62/b3 .
X {—F(a:g)bgd 2 e } (3 22)
qa1—1gaz—lpas—1 a 0 0
0,.0,) — L2 )t
w000 02) = E T (a6 Dy exp{ (bl T

A distribuicao a posteriori para os parametros «,; e 0y pode ser representada de
forma mais simples, que é a forma proporcional ao produto da fungao de verossimilhanca
(3.7) e da distribui¢@o a priori conjunta (3.22), resultado em:

n a—1 r a—1
az—1paz— 0
Oéal_l(912 1923 1 (H tl) < H ti — 1+ e—jT1>
=1

1=n1+1

(T(a)) 65705

« 01 92 1 = 1 " 92
X exp{_b_l_g_g_ej(;u)_@_g( Z ti—71+9—17'1>}

1=n1+1
0 n—r
X {1—Fg(tT—Tl+—271>} .
0
(3.23)

E possivel ver que a densidade a posteriori apresentada em (3.23) é analiticamente
complexa de ser tratada, fazendo-se necessario a utilizagao de métodos numéricos.

pla, 01, 05]t)

3.4 Estudo de simulacao

A fim de comparar o método de méxima verossimilhanca com o método bayesiano,
seré realizado simulacoes considerando diferentes tamanhos amostrais com 50% e 70% de
censuras.

Isto ¢é, serao geradas véarias amostras que seguem o modelo proposto com parametros
pré-definidos, e posteriormente sera realizado a aplicacao das duas metodologias, com
o intuito de verificar por meio de indices qual desses métodos se aproxima mais dos
verdadeiros valores dos parametros.

Os indices utilizados na anélise serdo: Estimativa, Probabilidade de Cobertura (PC),
risco a posteriori e viés.

3.4.1 Gerar valores aleatoérios do Modelo Step-Stress Simples sob
censura tipo II

Como visto em Alkhalfan (2012), o algoritmo utilizado para gerar valores aleatorios
do modelo step-stress simples sob censura tipo Il considerando a distribuicao Gama, é
dado do seguinte modo:

1. Simular n estatisticas de ordem a partir da distribuigdo Uniforme(0,1), Uy,...,U,.
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2. Encontrar n, tal que U,, < Fi(7) < Upy41.
b1
3. Parai < ny, faga T; = 0,G71(U;), onde G(t) = / — ey
0 I‘(a)

0
4. Paran; +1<i<r, faca T; = .G YU;) +7 — 9_27-.
1

3.4.2 Descricao da Simulacao

Para a realizagao da comparacao entre o método de maxima verossimilhanca e o
método bayesiano, foram realizadas simulacoes utilizando a linguagem de programacao
R.

Assim, foram geradas amostras de diferentes tamanhos, isto é n = (14, 20, 34, 50, 100),
com 50% e 70% de censura, em que para cada tamanho amostral diferente considerado
houveram 1000 amostras. Os valores dos parametros foram fixados anteriormente, e foi
aplicado os dois métodos inferenciais em cada amostra, para assim obter estimativas para
0s parametros.

Utilizando os algoritmos elaborados em linguagem R, foi realizado:

e Para o método Classico, foram geradas 1000 amostras (para cada tamanho amostral
diferente), na qual foi realizado a estimagao de méxima verossimilhanga para cada
uma delas, e posteriormente calculado os indices de: Probabilidade de Cobertura
(PC), viés e a média.

e Para o método Bayesiano, foram usadas as mesmas 1000 amostras geradas (para
cada tamanho amostral diferente). Considerando a priori Gama foi utilizado o al-
goritmo de Metropolis-Hastings, em que para cada amostra foram gerados 60000
valores da distribuicao a posteriori, descartado os 20000 primeiros valores e apli-
cado lags de tamanho 30, a fim de diminuir a correlagao entre os valores gerados.
Posteriormente foi aplicado os estimadores de Bayes referente as fungoes de perda:
Quadratica, LINEX (consideramos ¢ = 0.7) e Entropia (consideramos q = 0.7) e
calculado os indices de: Probabilidade de Cobertura (PC), risco a posteriori, viés e
a média das estimativas.

3.4.3 Resultados Numeéricos

Os resultados obtidos utilizando diferentes tamanhos amostrais com 50% e 70% de
censura, estao resumidos nas tabelas a seguir. Por meio dos indices calculados, julgaremos
qual método obteve os melhores resultados.

As estatisticas apresentadas nas tabelas sdo a Média (Estimativa), Risco a posteriori,
Viés, Probabilidade de Cobertura (PC) e o Intervalo de Confianga (IC) para o método
classico ou Intervalo de Credibilidade (IC) para o método bayesiano.
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Tabela 3.1: Tabela de Resumo dos indices de interesse considerando o = 2, #; = 9.4877,
Oy = 4.4816, 11 = 10 e n = 14.

n r 0; Métodos/Fungdes Estimativa PC a pljsl‘fg?iori Viés Inferi(I)?(gg)ggperior
Maéaxima Verossimilhanga 4.7370 0.9510 - 2.7370 -3.9923 13.4664

o Quadréatica 3.4578 0.9840 11.9273 1.4578 0.7189 10.7804

Linex 2.0409 0.9840 3.0546 0.0409 0.7189 10.7804

Entropia 2.1743 0.9840 0.0993 0.1743 0.7189 10.7804

Maxima Verossimilhanga 16.1442 0.8110 - 6.6565 -27.2593 59.5478
r=4 |0 Quadréatica 30.5287 0.9770 736.8275 21.0410 2.9274 137.9796
Linex 5.8095 0.9770 24.2508 -3.6781 2.9274 137.9796
Entropia 12.8491 0.9770 0.2726 3.3614 2.9274 137.9796

Maxima Verossimilhanga 3.6569 0.6400 - -0.8247 -4.2515 11.5654

0 Quadréatica 9.4190 0.9710 73.608 4.9373 0.9370 47.6903

2 Linex 2.8693 0.9710 8.1595 -1.6122 0.9370 47.6903

=14 Entropia 3.7899 0.9710 0.2491 -0.6917 0.9370 47.6903
Maxima Verossimilhanga 4.0994 0.9610 - 2.0994 -2.1802 10.3792

o Quadréatica 3.0965 0.9750 7.4434 1.0965 0.7273 8.5332

Linex 2.0391 0.9750 2.7334 0.0391 0.7273 8.5332

Entropia 2.1431 0.9750 0.0876 0.1431 0.7273 8.5332

Maxima Verossimilhanga 11.1604 0.7660 - 1.6727 | -14.4965 | 36.8175
r=7 1|0 Quadréatica 23.7309 0.9840 446.9845 14.2432 2.6671 105.8768
Linex 5.4637 0.9840 19.1846 -4.0240 2.6671 105.8768
Entropia 10.6762 0.9840 0.2211 1.1885 2.6671 105.8768

Maéaxima Verossimilhanga 3.9687 0.7210 - -0.5129 -1.9424 9.8799

0 Quadréatica 7.8046 0.9680 41.4187 3.3230 1.4832 30.6491

2 Linex 3.5133 0.9680 6.9215 -0.9683 1.4832 30.6491

Entropia 4.5259 0.9680 0.1410 0.0442 1.4832 30.6491

Fonte:Elaborada pela autora.

Tabela 3.2: Tabela de Resumo dos indices de interesse considerando o = 2, #; = 9.4877,

0y = 4.4816, 71 = 10 e n = 20.
n r 0; Meétodos/Fungdes Estimativa PC a pl;{sl‘fg;)i ori Viés Inferiéf(%gil)perior
Maxima Verossimilhanga 3.3312 0.9470 - 1.3312 -1.6790 8.3415
o Quadratica 2.8114 0.9790 4.6259 0.8114 0.7769 7.3354
Linex 2.0121 0.9790 2.4839 0.0121 0.7769 7.3354
Entropia 2.0682 0.9790 0.0726 0.0682 0.7769 7.3354
Maxima Verossimilhanga 14.2916 0.8550 - 4.8038 -17.0580 45.6413
r=6 | o Quadratica 26.3625 0.9750 533.2648 16.8747 3.3555 113.1813
Linex 6.2494 0.9750 21.1783 -3.2382 3.3555 113.1813
Entropia 12.8123 0.9750 0.2049 3.3245 3.3555 113.1813
Maéaxima Verossimilhanga 4.0552 0.7220 - -0.4264 -3.5377 11.6481
P) Quadratica 9.6072 0.9710 75.2030 5.1255 1.1891 44.9658
2 Linex 3.2441 0.9710 8.3405 -1.2375 1.1891 44.9658
n =20 Entropia 4.3905 0.9710 0.2087 -0.0911 1.1891 44.9658
Maxima Verossimilhanga 3.3363 0.9710 - 1.3363 -0.7337 7.4063
o Quadratica 2.7393 0.9700 3.9868 0.7393 0.8203 6.5475
Linex 2.0561 0.9700 2.4155 0.0561 0.8203 6.5475
Entropia 2.1173 0.9700 0.0646 0.1173 0.8203 6.5475
Maxima Verossimilhanga 10.7691 0.7980 - 1.2814 | -10.3210 31.8593
r=10 | 6 Quadratica 20.6341 0.9710 324.3583 11.1463 3.0841 84.8553
Linex 5.8590 0.9710 16.8707 -3.6287 3.0841 84.8553
Entropia 10.7678 0.9710 0.1673 1.2800 3.0841 84.8553
Maxima Verossimilhanga 4.0463 0.7710 - -0.4353 -1.0360 9.1286
P Quadratica 6.8918 0.9630 24.2903 2.4101 1.7050 23.5520
2 Linex 3.7112 0.9630 6.2185 -0.7704 1.7050 23.5520
Entropia 4.5709 0.9630 0.1034 0.0892 1.7050 23.5520

Fonte:Elaborada pela autora.
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Tabela 3.3: Tabela de Resumo dos indices de interesse considerando o = 2, #; = 9.4877,

0y = 4.4816, ;1 = 10 e n = 34.
n r 0; Métodos/Funcoes Estimativa PC a plf:){sligﬁiori Viés Inferi{)f(9550i;erior
Maéaxima Verossimilhanga 2.5000 0.9530 - 0.5000 0.1400 4.8600
o Quadratica 2.3355 0.9640 1.9063 0.3355 0.8862 4.9333
Linex 1.9566 0.9640 2.0236 -0.0433 0.8862 4.9333
Entropia 1.9677 0.9640 0.0445 -0.0322 0.8862 4.9333
Maxima Verossimilhanga 13.8247 0.9050 - 4.3370 -9.2902 36.9397
r=10 | 6 Quadratica 22.6254 0.9480 367.2002 13.1376 | 4.3270 84.0606
Linex 7.2565 0.9480 18.4129 -2.2311 4.3270 84.0606
Entropia 13.5403 0.9480 0.1330 4.0525 4.3270 84.0606
Maxima Verossimilhanga 4.2205 0.7580 - -0.2611 | -2.5326 10.9738
0 Quadratica 8.7920 0.9600 57.7563 4.3103 1.3946 38.0757
2 Linex 3.4512 0.9600 7.7065 -1.0304 1.3946 38.0757
n—34 Entropia 4.5518 0.9600 0.1705 0.0701 1.3946 38.0757
Maxima Verossimilhanga 2.5455 0.9500 - 0.5455 0.3931 4.6979
o Quadratica 2.3662 0.9440 1.5115 0.3662 0.9557 4.7202
Linex 2.0353 0.9440 2.0666 0.0353 0.9557 4.7202
Entropia 2.0432 0.9440 0.0397 0.0432 0.9557 4.7202
Maxima Verossimilhanga 10.8933 0.8330 - 1.4056 | -5.0904 | 26.8772
r=17 | 6 Quadratica 17.6122 0.9470 228.9849 8.1245 3.9453 61.2173
Linex 6.6937 0.9470 14.6131 -2.7939 3.9453 61.2173
Entropia 11.2760 0.9470 0.1076 1.7882 3.9453 61.2173
Maxima Verossimilhanga 4.4363 0.8420 - -0.0453 0.2470 8.6255
P Quadratica 6.1297 0.9540 12.6732 1.6481 2.1876 16.1371
2 Linex 4.1335 0.9540 5.6243 -0.3481 2.1876 16.1371
Entropia 4.8526 0.9540 0.0598 0.3709 2.1876 16.1371

Fonte:Elaborada pela autora.

Tabela 3.4: Tabela de Resumo dos indices de interesse considerando o = 2, #; = 9.4877,
0y = 4.4816, 7 = 10 e n = 50.

n r 0; Meétodos/Fungdes Estimativa PC a pl(?sl:g?i ori Viés Inferiéf(%S%i)erior
Maéaxima Verossimilhanga 2.2581 0.9460 - 0.2581 0.6145 3.9018
o Quadratica 2.1676 0.9490 0.7274 0.1676 0.9919 4.0175
Linex 1.9548 0.9490 1.8725 -0.0451 | 0.9919 4.0175
Entropia 1.9406 0.9490 0.0305 -0.0593 | 0.9919 4.0175
Maxima Verossimilhanga 12.3197 0.9150 - 2.8320 | -3.5718 28.2114
=15 | 6 Quadratica 18.1724 0.9420 189.4684 8.6846 4.8152 57.7300
Linex 7.7022 0.9420 15.1072 -1.7855 | 4.8152 57.7300
Entropia 12.6827 0.9420 0.0897 3.1950 4.8152 57.7300
Maéaxima Verossimilhanga 4.0474 0.7590 - -0.4342 | -1.6702 9.7650
P Quadratica 7.6135 0.9670 38.6342 3.1319 1.4759 30.5105
2 Linex 3.4488 0.9670 6.7611 -1.0327 | 1.4759 30.5105
n =50 Entropia 4.3533 0.9670 0.1425 -0.1283 | 1.4759 30.5105
Maxima Verossimilhanga 2.3427 0.9640 - 0.3427 0.7614 3.9240
o Quadratica 2.2296 0.9530 0.7573 0.2296 1.0674 3.9816
Linex 2.0284 0.9530 1.9454 0.0284 1.0674 3.9816
Entropia 2.0205 0.9530 0.0274 0.0205 1.0674 3.9816
Maxima Verossimilhanga 9.9142 0.8570 - 0.4265 | -1.2752 21.1037
=2 | o Quadratica 14.2273 0.9550 97.0564 4.7396 4.3173 41.9089
Linex 7.0370 0.9550 12.1001 -2.4506 | 4.3173 41.9089
Entropia 10.4982 0.9550 0.0733 1.0105 4.3173 41.9089
Maxima Verossimilhanga 4.3978 0.8620 - -0.0838 1.0594 7.7362
0 Quadréatica 5.4900 0.9580 5.7191 1.0083 2.4118 12.1259
2 Linex 4.2241 0.9580 5.1125 -0.2574 | 2.4118 12.1259
Entropia 4.7261 0.9580 0.0403 0.2444 2.4118 12.1259

Fonte

:Elaborada pela autora.
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Tabela 3.5: Tabela de Resumo dos indices de interesse considerando o = 2, 6 = 9.4877,
0y = 4.4816, 71 = 10 e n = 100.

n r 0; Métodos/Fungdes Estimativa PC a pf){sl:;?iori Viés Inferi{)f(gg)STii)erior
Maéaxima Verossimilhanga 2.0922 0.9520 - 0.0922 1.0634 3.1210
o Quadratica 2.0484 0.9500 0.2799 0.0484 1.2071 3.1728
Linex 1.9578 0.9500 1.7642 -0.0421 | 1.2071 3.1728
Entropia 1.9440 0.9500 0.0149 -0.0559 | 1.2071 3.1728
Maxima Verossimilhanga 11.0627 0.9430 - 1.5749 1.7901 20.3352
=30 | 0 Quadréatica 13.5422 0.9520 50.1240 4.0545 5.6879 31.1697
Linex 8.4605 0.9520 11.6477 -1.0271 | 5.6879 31.1697
Entropia 11.4640 0.9520 0.0427 1.9763 5.6879 31.1697
Méxima Verossimilhanca 4.3077 0.8020 - -0.1739 | -0.5975 9.2130
0 Quadratica 6.7624 0.9590 26.6874 2.2807 1.8269 23.1749
2 Linex 3.7508 0.9590 6.0960 -0.7308 | 1.8269 23.1749
n = 100 Entropia 4.5356 0.9590 0.1008 0.0539 1.8269 23.1749
Méaxima Verossimilhanga 2.1271 0.9550 - 0.1271 1.1342 3.1200
o Quadratica 2.0765 0.9490 0.2596 0.0765 1.2576 3.1510
Linex 1.9928 0.9490 1.8000 -0.0071 1.2576 3.1510
Entropia 1.9803 0.9490 0.0136 -0.0196 | 1.2576 3.1510
Maxima Verossimilhanga 9.9400 0.8980 - 0.4523 2.1830 17.6971
=50 | o Quadratica 11.9428 0.9600 33.3848 2.4551 5.3250 26.2077
Linex 7.9528 0.9600 10.3999 -1.5348 | 5.3250 26.2077
Entropia 10.3151 0.9600 0.0369 0.8273 5.3250 26.2077
Maxima Verossimilhanga 4.5118 0.9250 - 0.0301 2.1613 6.8623
0 Quadratica 5.0096 0.9520 2.0552 0.5279 2.8997 8.5933
2 Linex 4.4282 0.9520 4.7272 -0.0534 | 2.8997 8.5933
Entropia 4.6866 0.9520 0.0185 0.2050 2.8997 8.5933

Fonte:Elaborada pela autora.

Antes de iniciarmos a explicagao dos resultados apresentados nas tabelas, seré apresen-
tado duas figuras. A primeira figura apresenta os gréaficos para cada um dos parametros
do modelo, a fim de visualizarmos como esta se comportanto o risco a posteriori a medida
que o tamanho amostral aumenta, considerando tanto 70% quanto 50% de censura. Ja a
segunda figura apresenta os graficos para cada um dos parametros do modelo, a fim de
observarmos agora como esta se comportanto o viés a medida que o tamanho amostral
aumenta, considerando tanto 70% quanto 50% de censura.
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Figura 3.1: Graficos do risco a posteriori versus tamanho amostral (n), para cada um dos
parametros do modelo step-stress simples sob censura tipo II, considerando tanto 70%
quanto 50% de censura.
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Fonte:Elaborada pela autora.
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Figura 3.2: Graficos do Viés versus tamanho amostral (n), para cada um dos parametros
do modelo step-stress simples sob censura tipo II, considerando tanto 70% quanto 50%
de censura.
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Fonte:Elaborada pela autora.

Comparando os resultados que foram apresentados nas tabelas 3.1 a 3.5, podemos
perceber que para todos os tamanhos amostrais considerados, tanto para 70% quanto para
50% de censura o método bayesiano com as funcoes de perda Quadratica, Linex e Entropia
apresentaram as melhores probabilidades de cobertura, isto ¢, com probabilidades de
cobertura proximas de 95%.

Quando olhamos para os valores do risco a posteriori referente as funcoes de perda
Quadratica, Linex e Entropia, sendo estes valores apresentados tanto nas tabelas quanto
na Figura 3.1, podemos perceber que para todos os tamanhos amostrais e porcentagens de
censura considerados, a funcao de perda de Entropia apresentou os melhores resultados,
isto é, com um risco a posteriori préximo de zero. Portanto, a perda que se espera cometer
estimando os parametros do modelo proposto considerando a funcao de perda Entropia,
é bem menor quando comparado com as outras fungoes de perda.

Observando ainda a Figura 3.1 € interessante notarmos que quando consideramos 50%
de censura, obtemos valores menores do risco a posteriori do que quando consideramos 70%
de censura. Além disso para amostras de tamanho pequeno a funcao de perda Quadratica,
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usualmente utilizada em estudos de inferéncia Bayesiana, apresentou valores altos do risco
a posteriori quando comparado com a funcao de perda de Entropia, ressaltando mais uma
vez a importancia de se trabalhar com essa funcao assimétrica.

Quando olhamos para os valores do viés apresentados tanto nas tabelas quanto na
Figura 3.2, podemos perceber que para o parametro « as fungoes de perda Linex e En-
tropia apresentaram resultados bons e similares, isto ¢, com um viés proximo de zero. Ja
para o parametro 61, o método de maxima verossimilhan¢a e o método bayesiano com
funcoes de perda Linex e Entropia apresentaram resultados similares. Por fim, embora
o método cléssico e o método bayesiano com fungoes de perda Linex e Entropia tenham
apresentado um desempenho similar para o parametro -, a funcao de perda de Entropia
ainda apresentou um vies mais préoximo de zero para grande parte dos tamanhos amos-
trais. Podemos perceber também, que a medida que o tamanho amostral aumenta, tanto
o método classico quanto o método bayesiano com diferentes fungoes de perda, tende a se
aproximar de zero. Outro ponto importante de ressaltarmos é que quando consideramos
50% de censura, obtemos um viés menor do que quando consideramos 70% de censura.

Ao compararmos as estimativas realizadas por cada método, podemos perceber que
tanto o método classico quanto o método bayesiano (com fungdes de perda Linex e En-
tropia), para quase todos os tamanhos amostrais e porcentagens de censura, se aproxi-
maram razoavelmente do verdadeiro valor dos parametros que sao a = 2, #; = 9.4877 e
0y = 4.4816. Podemos perceber, que a medida que o tamanho amostral aumenta essas
estimativas pontuais tendem a se aproximar cada vez mais dos verdadeiros valores dos
parametros.

Por meio das tabelas apresentadas, é possivel observar que para quase todos os tama-
nhos amostrais com 70% e com 50% de censura, o limite inferior do intervalo de confianga
de 95% obtido para os parametros do modelo pelo método de maxima verossimilhanca ¢
um valor negativo, embora esses parametros assumam apenas valores positivos.

Sendo assim, de um modo geral podemos concluir que o método bayesiano com func¢ao
de perda de Entropia obteve os melhores resultados, isto é, se aproximou razoavelmente
do verdadeiro valor dos parametros, com os menores riscos a posteriori, com os menores
viés e as melhores probabilidades de cobertura.

3.4.4 Exemplo Ilustrativo

Nesta se¢ao, vamos considerar como exemplo ilustrativo uma amostra gerada com 50
observagoes (n = 50), em que desejamos observar os tempos de falha de 25 itens (r = 25).
Para gerar essa amostra consideramos os seguintes parametros: o = 2, 6; = 2.7182,
0y = 1.6487 e 7 = 3. Os tempos de falhas obtidos sao:

Tabela 3.6: Tempos de falha no primeiro e segundo nivel de estresse.

0.7200469 0.9721706 0.9941022 1.0319965 1.1065589
1.2781642 1.3386529 1.3448008 1.8845145 1.9875922
2.0656038 2.5107668 2.8754452 2.9288403 2.9318783

Primeiro nivel

Segundo nivel | 3.1372543 3.1760631 3.5330053 3.5384624 3.6217480
3.8210656 3.8495405 3.9570059 4.0296370 4.0367434
Fonte:Elaborada pela autora.

Obtido os tempos de falha, o proximo passo foi aplicar o método classico e o método
bayesiano, ja discutidos nesse capitulo. Os resultados que serao apresentados na tabela a
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seguir sao: a Média (Estimativa), Desvio Padrao (DP) e Intervalo de Confianga (IC) para
o método classico ou Intervalo de Credibilidade (IC) para o método bayesiano.

Tabela 3.7: Tabela de resultados obtidos a partir da amostra ilustrativa.

n r 0; | Métodos/Fungdes de perda | Estimativa DP T .10(95%) -
nferior | Superior
Méaxima Verossimilhanga 2.1120 0.6801 0.7789 3.4451
Quadratica 1.9562 0.6339 | 0.8895 3.3671
a Linex 1.8287 0.6339 | 0.8895 3.3671
Entropia 1.7831 0.6339 | 0.8895 3.3671
Maéaxima Verossimilhanga 2.5162 1.2711 0.0249 5.0076
Quadratica 3.8772 3.5836 | 1.2534 12.2780
01 Linex 2.7556 3.5836 | 1.2534 12.2780
n=>50 | r=25 Entropia 2.8768 3.5836 | 1.2534 12.2780
Maxima Verossimilhanga 1.7807 0.6545 | 0.4979 3.0636
Quadratica 2.2865 1.0845 | 1.0053 4.9078
02 Linex 2.0162 1.0845 | 1.0053 4.9078
Entropia 1.9838 1.0845 | 1.0053 4.9078

Fonte:Elaborada pela autora.

Os resultados apresentados na tabela 3.7 mostram que ha pouca diferenca entre os
estimadores classico e bayesiano. Além disso, podemos ver que o método classico apre-
sentou o menor desvio padrao para a maioria dos parametros, e um intervalo de confianca
de 95% mais estreito para os parametros.

A seguir, apresentaremos os graficos temporal, de autocorrelacao e histograma da
cadeira gerada para os parametros «, 6; e 6y utilizando o método bayesiano com priori
Gama.

Figura 3.3: Grafico temporal, de autocorrelagao e histograma para a, ¢, e 6.
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Fonte:Elaborada pela autora.
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Por meio da Figura 3.3 é possivel perceber que houve a convergéncia da cadeia para
a distribuigao de equilibrio, e além disso podemos observar que os valores gerados apre-
sentam um comportamento assimétrico, fazendo-se necessario a utilizacao da mediana ou
da moda para representar o conjunto de valores da distribuicao a posteriori.






CAPITULO

Modelo Step-Stress Miultiplo sob
censura tipo 11

Neste capitulo apresentaremos toda formulagao teérica e matematica que foi necessaria
para realizar a construcao do modelo step-stress multiplo sob censura tipo I considerando
uma distribuicao Gama.

Seguindo a mesma motivacao do capitulo 3, vamos apresentar toda analise classica
desenvolvida, desde os estimadores de Maxima Verossimilhanca para o modelo proposto,
até a distribuicao assintotica dos mesmos.

Mostraremos também toda analise classica e bayesiana desenvolvida para realizar a
estimacao dos parametros do modelo considerando uma situagao que ha 3 niveis de es-
tresse.

4.1 Descrigao do modelo

O modelo step-stress multiplo sob censura tipo II, é uma generalizacao do modelo
step-stress simples apresentado no capitulo 3, em outras palavras, este modelo ¢ utilizado
quando estamos em uma situacao com m niveis de estresse.

Como visto em Alkhalfan (2012), para construir o modelo step-stress multiplo sob
censura tipo II, vamos utilizar novamente o modelo de exposicao cumulativa. Ademais,
vamos assumir que os tempos de falha observados em cada nivel de estresse z, para k =
1,...,m, seguem uma distribuicao Gama com parametro de forma comum « e parametro
de escala 0. Veja que m representa o ntimero de niveis de estresse utilizados.

Para entendermos melhor a ideia do modelo step-stress miiltiplo sob censura tipo
II, vamos imaginar a situacao em que comecamos com n unidades em teste, na qual
essas unidades sao submetidas a um nivel de estresse inicial z;. Feito isso, essas unidades
permaneceram nesse nivel de estresse até um tempo pré-determinado 77. Apos esse tempo,
as unidades que nao falharam serao submetidas a um nivel de estresse mais elevado, na
qual denotaremos por zs, e estas permaneceram nesse nivel até um tempo pré-determinado
To. Novamente, apos esse tempo as unidades que nao falharam serao submetidas a um
novo nivel de estresse mais elevado, na qual denotaremos por 3, e este processo continua
seguindo essa ideia até observarmos um nimero fixo de r falhas.

Em suma, o experimento que pode ser modelado por este modelo inicia-se em um
nivel de estresse x1, e vai sendo alterado para um nivel de estresse xo,x3,...,2,,, em
tempos pré-determinados na qual podemos denotar por 7,79, ..., 7_1. O experimento
s6 acabara quando r unidades falharem, de modo que as n —r unidades que nao falharam

63
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serao consideradas como censuradas. Vamos denotar por N; o nimero de unidades que
falharam no primeiro nivel de estresse, por N, o nimero de unidades que falharam no
segundo nivel de estresse e por N, o nimero de unidades que falharam no k-ésimo nivel
de estresse, em que k=1,2,...,m.

A seguir apresentaremos um esquema da ordem dos tempos de falhas.

t < "'<tN1 <T1 StNl—&-l < - <tN1+N2 <1y <K
(4.1)
T—1 < tN1+---+Nm,1+1 < e <

Para construir o modelo step-stress multiplo sob censura tipo II, vamos indicar por F} a
funcao de distribuicao dos tempos de falha no nivel de estresse x;, em que k = 1,2,...,m.
Além do mais, vamos considerar que 8 é o parametro de escala associado a Fj,.

Sendo assim, a funcao de distribuicao acumulada do modelo step-stress multiplo sob

censura tipo II considerando a distribuicao Gama, para os niveis de estresse x1, Ta, ..., T,
é dado por:
k1 .
F = ——x% e Ydx, 4.2
k—1
t— Tp_ AV
em que ( = %nLZ 9—], parak=1,2,... ., meT_1 <t < 7. Ecom A, =7—7_4,
k —1
J=1

sendo 179 =0, t > 0, « >_0 e 0, > 0. A funcao densidade de probabilidade deste modelo
pode ser obtida derivando a equacao (4.2) em relagdo a t, isto é:

) = e (43)

em que 71 <t < 7.

4.2 Analise Classica do Modelo Step-Stress Miiltiplo
sob censura tipo II

Para realizar a analise classica considerando este modelo, iremos utilizar o método de
Maxima Verossimilhanca.

De acordo com Alkhalfan (2012), vamos considerar uma amostra aleatoria como apre-
sentado em (4.1). Como visto na subsegao 1.4.1, a func¢do de verossimilhanga para a e
0,, de k =1,2,...,m, baseado em uma amostra com censura tipo II, pode ser escrita do
seguinte modo:

m

L(a701702""70m|t) = (7171—'7‘)'1—[ H fk‘(tlk) {1_FM(trm>}n_rv (44)
T k=1

i=rr—1+1

k
em que rg = 0, Tk:ZNi, parak=1,2,.... m—1ler, =r.
i=1
Como dito anteriormente, para construcao deste modelo estamos considerando que os
tempos de falha em todos os m niveis de estresse seguem uma distribuicao Gama. Sendo
assim, utilizando as expressoes apresentadas em (4.2) e (4.3), faz-se possivel construir a
funcao de verossimilhanga para «,61,0s,...,0,,, isto é:
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5 )T 1T o
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To=0,1t>0, a>0e9k>(])
Vale ressaltar que r é o numero total de unidades que falharam, N, é o ntimero de
unidades que falharam no k-ésimo nivel de estresse e ¢;, sao os tempos de falha das
unidades no k-ésimo nivel de estresse.
A fungao log-verossimilhanca pode ser expressa do seguinte modo:

(0, 01,0, ...,00]t) = Wn[L(c,01,0s, ... 00[t)

n! "
= In (m) —rIn[[(a)] — ’; N In(6;)

+ a—lz Z n(G,)

k=1 tp=rr—1+1

Tk

_ Z Z Giy +(n—r)In{l — F,(¢..)},

k=1 |tg=rr_1+1
em que t] < -+ < tNl <7 < tN1+1 < -0 < tN1+N2 <1< < Ty < tN1+~~~+Nm_1+1 <
<t

Derivando a equagao (4.6) em relagao aos parametros de interesse « e 0 e igualando
a zero, teremos:

ol(a, 01,0, ...,0,|t .
(a, 04, ;,a , Om|t) _ _r¢(a)+z Z In(G,)

(n—r)



4. Modelo Step-Stress Miiltiplo sob censura tipo 11 66

Ol(a, 61,05,...,0,t N - 1 0
CRGt — D0y Y )
J

(1) () teSmb,
1-Fulon)] D@

emque j=1,....,m—1.

U1, 01,0, ... Orn]t) N, m |
1929m = —9—+(04—1)Z Z C__(Cm)

(n—r) (Crm)aileigm (tr, — Tm-1) _
[1 = Fu(Grn)] I'(a)6?,

) R S
e eBl(t)_F(a)/o In(z)e~"dz.

Assim as equagoes apresentadas em (4.7), (4.8) e (4.9) sdo chamadas de equagoes de
verossimilhanca. Logo, os estimadores de maxima verossimilhanga dos parametros «, 0; e
0., podem ser obtidos resolvendo esse sistema de equagoes. Como este sistema nao pode
ser resolvindo analiticamente, faz-se necessario a utilizacao de métodos iterativos, como
por exemplo, o método de Newton-Raphson.

Como discutido na segao 1.4.1, faz-se possivel obter a distribui¢ao assintotica desses
estimadores, de modo que os elementos da matriz de informacao de Fisher apresentado
em (1.12) podem ser expressos da seguinte forma:

Em que ¢(a) =

82
90,0,

em que i,j = 1,2,...,p, © = (a,01,05,...,0,) e p=m+ 1 o nimero de parametros a
serem estimados.

Para um melhor entendimento vamos considerar um caso em que temos 3 niveis de
estresse (m = 3). Isto é, vamos imaginar a situa¢do em que comec¢amos com n unidades
em teste, na qual essas unidades sao submetidas a um nivel de estresse inicial z;. Feito
isso, essas unidades permaneceram nesse nivel de estresse até um tempo pré-determinado
T1. Apods esse tempo, as unidades que nao falharam serao submetidas a um nivel de
estresse mais elevado, na qual denotaremos por x,, e estas permaneceram nesse nivel até
um tempo pré-determinado 7. Feito isso, novamente apos esse tempo as unidades que nao
falharam serao submetidas a um novo nivel de estresse mais elevado, na qual denotaremos
por 3.

Lij(c,01,0s,...,0,) = —

[(Olt), (4.10)
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Como estamos em um caso de censura tipo II, o experimento s6 acabara quando r
unidades falharem, de modo que as n — r unidades que nao falharam serao censuradas.
Para este experimento, vamos denotar por N; o nimero de unidades que falharam no
primeiro nivel de estresse, Ny o nimero de unidades que falharam no segundo nivel de
estresse e por N3 o numero de unidades que falharam no terceiro nivel de estresse.

Podemos simplificar a equagao apresentada em (4.5) para o caso em que temos 3 niveis
de estresse. Deste modo a funcao de verossimilhanca para «, 61, 05 e 03 é dada por:

settntst) = oy () (79) ()
{ﬁ@%)al}{ﬁifi (o522

i1=1

7" t@ (T2—7'1> a-l
: +— (4.11)
93 0y
13= N1+N2+1
N1+N2
t; t; —
{ () ( 0, 1)
i1=1 1 io=N1+1 2 1

> (“3’9—3”+g—1+%)}{1—&<@}"‘2

13=N1+Na+1

X

X

X

tr—T T (2—T)

05 01 05

A fungao log-verossimilhanga pode ser obtida aplicando o In na equagao (4.11), isto é:

em que (, =

l(a761702763|t) = In [L(a791792793|t)]

= In (L> —rln[['(«)] — NyIn(fy) — NoIn(63) — N3 In(63)
(n—r)!

n—r).

Nl tiw—T1 T
+ (a—1) 5 1( ) (a—1) E 111(129 1—1—0—1)
2 1

i1=1 i9=N1+1
d ti,—T T (n—m7) (4.12)
1 T R B S i V)
UEIEDS (fe e e 2 o0)
i3=N1+Na+1
N1 t N1+N2 t T 7_1
_ Yir ) _ Yip — M1 N1
Z(&) 2 < 0 +01)
i1=1 i9=N1+1

- (B B - - R

i3=N1+Na+1

emquet1<---<tN1<7'1§tN1+1<~-~<tN1+N2<7'2§tN1+N2+1<-~-<tT.
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Derivando a equagdo (4.12) em relacdo aos parametros de interesse «, 61, 6 e 03 e

igualando a zero, teremos:

dl(r, 0., 02, 05]t) - <t) & (t -7 )
— + In{—= |+ In —
% r¢(a) “ZI 01 i2:§1+1 82 Ql
f Y w(tomyn, mon) (4.13)
. 05 0, 0,
i3=N1+Na+1
D )R - B = 0.
[1 - F3<<r)]
al(a791,02703’t) _&_ (O[—l)Nl _(a_l) Ni\m (tig_Tl +E>1E
20, 0, 0, =\ Te) ®
d tiy — T2 T (7'2—7'1)>_1 T1
( ) L:N;NQH ( 05 0 0, 62 i
4.14
Ny
iy Nomi N1y (n—r)
+ )4
() oA
1 a—1 —Cr:| —
X Cr e =0.
@
OUen0u,000518) _ _No () Niv"’ (t —7 Q)‘l (ts, —71)
o, 92 = e e %
B Nomy Nij:vg tiy n N3(1o — 71)
% LS \0 b3
i2=N; (4.15)
: tiy—m 1 (m—7)\ " (72— 1)
(a 1)[‘ > ( i tat g ) 7
i3=N1+Na+1
(TL—?”) |:(T2—T1) 1 :|
+ ¢) e | =0.
- 5] LB &
8[(04,(91,92,6’3|t) _ _(&_1) [ i (tis_Tz_{_E (7'2—7'1)>_1
903 Li3=N1+Na+1 0 01 0
(tiy, — )]  Ns d (ti ) N3y 4
v 3 _By Yig |\ _ 1¥372 (4.16)
% Os i3N%:N2+1 3 3
(n—r) |:(tT_TQ) L 1
+ ¢) e | =0.
IESARCE
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Deste modo, as equagoes apresentadas em (4.13), (4.14), (4.15) e (4.16) sdo chamadas
de equacoes de verossimilhanca. Assim, os estimadores de maxima verossimilhancga dos
parametros «, 61, 05 e 3 podem ser obtidos resolvendo esse sistema de equagoes utilizando
métodos iterativos, como por exemplo, o método de Newton-Raphson.

4.2.1 Intervalos de Confianca Aproximados

Pela teoria de inferéncia classica e baseado em Bolfarine ¢ Sandoval (2001), dado o
vetor de parametros © = («, 6,02, 65), um tamanho amostral grande e com algumas con-
digoes de regularidade sendo satisfeitas, temos que a distribuigao assintotica do estimador
de méaxima verossimilhanga (EMV) de © é:

(6 —0) = Ny (0,174(O)), (4.17)

de modo que estes estimadores sao assintoticamente nao viciados. A matriz de variancia e
covariancia desses estimadores é dado por I71(©), que é inversa da matriz de informagcao
de Fisher observada, na qual podemos representar essa matriz da seguinte forma:

~Iy —Lp —Ls —Lg\
—lyy —lp —Iz —Ioy

I (C) 4.18
©) —Iy —Iz —I33 —Ia| (4.18)
—Iy —lyp —Iiz —Iy
2
em que [;; = ml(@ﬁ), parai,j = 1,...,4. Os elementos da matriz de informagao de
Fisher observaudaZ séfo:
I o 82l(01,01,92,03|t)
n = 902
/ (n—r) (4.19)
= 1) + ——F {{((e) — ¥*(a)) F3(¢,) '
1= ()
+ 20(a)Bi(¢) = Ba(G)] (1= F3(G)) — (@) Fa(G) — Ba(¢)]'} -
. o a2l(a,91,02,03|t)
Ly =1y = Db,
S (t -n, 2)‘12
0 in=N1+1 02 0 01
(4.20)
. lis— T2 T (72—71)>1 71
LN;NQH ( s o 0 o

(n—r)m(G) e
[1— F3(¢)]° T(a)6?

{[1 - F3<C7")] ln(CT) - 1/)((1) + Bl(CT’)} :
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2I(a, 01, 0, 05t
hy=1In = O°l(a, 61,0, 05]t)

806892
N1+N2 _1
= by —m ) (=)
- Lzz;ﬂrl ( 02 i 91) 9% ]
. (4.21)
_ r iy — T Y (7‘2-7’1))_ (12 — 71)
L:N;NQH ( 03 i 01 i 02 05 ]
(7’L - T) (7'2 — Tl)(gr)aflefg B -
[1— F3(Cr)]2 I'(«)63 {[1 = F5(¢:)1In(¢r) — ¢(a) + Bi(()} -
_ _ OPl(a, 6,05, 65]t)
ha=ta = D005
R T T L O
- i3—le+N2+1 < 03 " 01 * 0y 02 (4.22)
(n—7)(tiy, — 72)()* e B -
[1— F3(¢)) ()63 {1 = F3(¢)]n(G) = v(a) + Bi(G)} -
I . 82l(0z,91,6’2783|t)
2 = o0
- Ny (a—1)MV Ni+Na 2, 712
T T T o

~ 2 INyr 2N (4.23)
’ (a_l){ 2 ? 94<2} Zt 271_ 9:1)571

i3=N14+N2+1 05 =1

(n—r)m()* e e {_ - (G te o +[(1— ¢ Mo — 1)1y — 264]

[1— F3(¢))*T(a)6] ()

X [1 _F3<<r)]}'



4. Modelo Step-Stress Muiltiplo sob censura tipo I1 71

82“0[, 81, 82, ‘93|t)

I3 =13 = 90,00,

N2

(ty, — T1)71
= —(a—1 N2 2 -
( >{Z e

(4.24)

! (1o — )71 (n—r)m(me — 1) (G)* te™
- e {NZN 0033 } - RGIPT <a>0202

N e R VN _
A g @ 0= G- D)L= BG-

82l(0é7 61, 92, 03|t)

= lie = 90,00
1 3

T

. _(Oé—l)Tl ti3—7'2
T, ., @

13=N1+N2+1

(4.25)

(n—7)7m(ty — 1) ()" e

1 a-1,-G
1 A ()06 { ) )
-G a— 1) - B

82l(05, 91, 92, 93|t)

I33 = 89%
N2 +( 1) i 2(t7,2 — 7'1) (tw — 7'1)2
= — o — _

T Ty — Ty T — T 2 VT N1+N2 4.26
+ (a—l){ > A ) _{ )}+2N —9—23 > tiz( )

03¢ 05¢2 63
i3=N1+Ny+1 2Gis 2Gis 2 iy=Ni+1

(G)te”

_ 2N3(T2—71)+(n—7“)(72—71)(Cr)a_1€_<T{ (12 —71)
03 1= F5(¢)° ()04 I'(a)

+ [(1=¢Ha—=1) (2 — 1) — 205 [1 = F3(G)]} -



4. Modelo Step-Stress Miiltiplo sob censura tipo 11 72

821(0[7 91, 92, 93|t)

I3y =143 =
34 43 8‘92893
! tiy — T2)(T2 — T
= —(a—1) Z ( 0220)2(3 1)
i3=N1+Na+1 273513 (427)
L (=t =) = n)(G) e {_ L )etes
[1 = F3(¢)]) T(a)6363 ()™
+ (1= Ha=1))[1 = F(G)]}-
82l(a, 91,92,93'13)
fa = 002
N3 ! Q(tl?) — 7'2) (tzg — 7'2)2 2N37'2
3 iz=N14+No+1 3513 3543 3
=N+ N (4.28)

2 s w6 [ ()
I i T

+ (1= G = D)t — 72) = 265] [1 = F3(G,)]}-

(C()’

Bi(t) = %/0 7 n(z)e “dz,
Bo(t) — ﬁ /0 221 (In(2))2e~* da.

Assim ap0s obter a matriz de informacao de Fisher, faz-se possivel construir intervalos
de confiancga assintéticos aproximados para os parametros a, 6, 05 e 03.

Sendo assim, os intervalos de confianga assintoticos com nivel 100(1 — )% podem ser
construidos do seguinte modo:

élEMV + 2 /2 VGT( 1EMV)
(

. N , (4.29)
Ooppy = Zy/21\/ Var 2EMV)

é?)EMV + /2 VCL?“( 3EMV)

em que z,/2 ¢ o quantil da distribuicao normal padrao.
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4.3 Analise Bayesiana do Modelo Step-Stress Miiltiplo
sob censura tipo 11

Apresentaremos a seguir, toda anéalise bayesiana realizada utilizando o modelo step-
stress miltiplo sob censura tipo II e considerando a distribuicao Gama, na qual temos
por objetivo mostrar as distribuigoes a priori que foram utilizadas, como também a dis-
tribui¢ao a posteriori obtida.

Ao olharmos para os parametros do modelo construido quando consideramos o caso
particular de m = 3, temos que estes parametros sao desconhecidos e pertencem ao espaco
paramétrico de a, 0y, 0,,03 > 0, tornando-se razoavel assumir uma distribui¢ao a priori
Gama para os quatro parametros.

Deste modo, vamos considerar que cada um dos parametros seguem uma distri-
buigdo Gama, ou seja, « ~ Gama(ay,by) , 01 ~ Gama(ag, by), 03 ~ Gamal(as,bs) e
05 ~ Gama(ay, by). Veja a seguir:

1
— a1—1,—a/b
PO = T
p(01) = ! goz—te=01/b
T(ag)bs? !
, (4.30)
1 az—1 —92/1)3
p(f2) = Wez e
3
p(s) = ! gaa—te—0s/ba
[(ag)bs ™

em que aq, by, as, by, as, bg ay e by sao conhecidos.

Como nao temos nenhuma informagao, nem de estudos anteriores e nem de especia-
listas, vamos assumir um carater nao-informativo para os parametros, ou seja, considera-
remos a; = by = ay = by = a3 = b3 = a4 = by = 0.01.

Assumindo independéncia a priori para os parametros, faz-se necesséario a construgao
da priori conjunta, em que neste caso é o produto das prioris. Deste modo, a priori
conjunta para os parametros ¢ dada por:

1 1
m(c, 01,05,0 = _~ am—ly—a/b 21 o—01/b2
(000,02, 05) {F(al)bcfla ‘ }{I(az)bg2 bl }

1 1
9&371 —92/1)3 6004*1 —93/b4
{r<a3>b§“ ‘ }{r<a4>b243 ‘

@a1_16a2_19a3_19a4_1 « 0 0 0
) oo a-lgas—lps (& 2 By
m(a, 01,02, 03) T(a1)b3' T (a2)b32T (a3) b3 T (ay) b3 exp{ ( Th

X

O nosso objetivo agora é obter a distribuigao a posteriori para os parametros «, 61, 65
e #3. Na qual podemos representar essa distribuicao de forma mais simples, que é a forma
proporcional ao produto da fun¢ao de verossimilhanga (4.11) e da distribui¢do a priori
conjunta (4.31), resultado em:
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n!  aulgelggs gt

(n=r)t [D(a)]" 67" 6,°05"

1 + a—1 N1+Na to— T 7_1 a—1
L) I () )
1 io=N1+1

11=

. ti,— T T (o —T1) ot
x{ H ( 0, —1—01—1- 0 >

p<a761792783‘t) X

X

i3=N1+N2+1
N1 t N1+N2 t T T
i in — T1 1
o= (5)- % (e
i1=1 12=N1+1
4 ti — — 0, 60y 0
o g ) (e )
i3=N1+ No+1 3 ! 2 b s

X {1 - F3<CT)}n_T :
(4.32)
E possivel ver que a densidade a posteriori apresentada em (4.32) é analiticamente
complexa de ser tratada, fazendo-se necessario a utilizagao de métodos numéricos.

4.4 Estudo de simulacao

Para a realizagao da comparacao entre o método de maxima verossimilhanga com o
método bayesiano, sera realizado simulagoes considerando diferentes tamanhos amostrais
com 50% e 70% de censura.

A ideia desta simulagao, é gerar varias amostras que seguem o modelo proposto com
parametros pré-definidos, e posteriormente realizar a aplicagao das duas metodologias,
com o intuito de verificar por meio de indices qual desses métodos se aproxima mais dos
verdadeiros valores dos parametros.

Os indices utilizados na anélise serdo: Estimativa, Probabilidade de Cobertura (PC),
risco a posteriori e viés.

4.4.1 Gerar valores aleatérios do Modelo Step-Stress Miltiplo
sob censura tipo II

Como visto em Alkhalfan (2012), o algoritmo utilizado para gerar valores aleatorios
do modelo step-stress multiplo (m = 3) sob censura tipo II e considerando a distribuigao
Gama, ¢ dado do seguinte modo:

1. Simular n estatisticas de ordem a partir da distribuigdo Uniforme(0,1), Uy,... ,U,.

2. Encontrar n, tal que U, < Fi(11) < Upy41.
bt
3. Parai < ny, faga T; = 0,G 1 (U;), onde G(t) = / e R
o ()

4. Encontrar ny tal que Uy, in, < Fo(72) < Upyingi1-
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5. Paran; +1<i<mny+mno, faga T, =0,GYU;)+7 — —71.
. 1 3 92
6. Paran1+ﬂ2+1§l§7‘,f&§aT’izegG (Uz)+72—— To—T1+ —7T1 .

4.4.2 Descricao da Simulacao

A fim de comparar o método de maxima verossimilhanca e o método bayesiano, foram
realizadas simulacoes utilizando a linguagem de programacao R.

Sendo assim, foram geradas amostras de diferentes tamanhos, isto é n = (14, 20, 34, 50, 100),
com 50% e 70% de censura, na qual para cada tamanho amostral diferente houveram 1000
amostras. Os valores dos parametros foram fixados anteriormente, e foi aplicado os dois
métodos inferenciais em cada amostra, para assim obter estimativas para os parametros.

Utilizando os algoritmos elaborados em linguagem R, foi realizado:

e Para o método Classico, foram geradas 1000 amostras (para cada tamanho amostral
diferente), na qual foi realizado a estimagdo de méaxima verossimilhanga para cada
uma delas, e posteriormente calculado os indices de: Probabilidade de Cobertura
(PC), viés e a média das estimativas.

e Para o método Bayesiano, foram usadas as mesmas 1000 amostras geradas (para
cada tamanho amostral diferente). Considerando a priori Gama foi utilizado o al-
goritmo de Metropolis-Hastings, em que para cada amostra foram gerados 60000
valores da distribuicao a posteriori, descartado os 20000 primeiros valores e apli-
cado lags de tamanho 30, a fim de diminuir a correlagao entre os valores gerados.
Posteriormente foi aplicado os estimadores de Bayes referente as fungoes de perda:
Quadratica, LINEX (consideramos ¢ = 0.7) e Entropia (consideramos q = 0.7) e
calculado os indices de: Probabilidade de Cobertura (PC), risco a posteriori, viés e
a média das estimativas.

4.4.3 Resultados Numeéricos

Os resultados obtidos utilizando diferentes tamanhos amostrais com 50% e 70% de
censura, estao resumidos nas tabelas a seguir. Por meio dos indices calculados, julgaremos
qual método obteve os melhores resultados.

As estatisticas apresentadas nas tabelas sao a Média (Estimativa), Risco a posteriori,
Viés, Probabilidade de Cobertura (PC) e o Intervalo de Confianga (IC) para o método
classico ou Intervalo de Credibilidade (IC) para o método bayesiano.
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Tabela 4.1: Tabela de Resumo dos indices de interesse considerando o = 2, 6; = 4.481689,

0y = 2.718282, 03 = 1.648721, 1y =3, m =H e n = 14.

n r 0; Métodos/Fungdes Estimativa PC a pljsl‘fggiori Viés Inferi{)f(95z:1)perior
Maéaxima Verossimilhanga 7.6391 0.9350 - 5.6391 -8.3511 23.6294
o Quadréatica 4.0730 0.9830 17.8026 2.0730 0.4003 7.7291
Linex 1.9891 0.9830 3.6317 -0.0108 0.4003 7.7291
Entropia 2.0967 0.9830 0.1392 0.0967 0.4003 7.7291
Maxima Verossimilhanga 8.3336 0.6600 - 3.8519 | -25.5343 | 42.2016
0 Quadréatica 21.5392 0.9980 442.8172 17.0575 0.2368 81.0142
! Linex 3.1633 0.9980 17.6116 -1.3183 0.2368 81.0142
S Entropia 5.0521 0.9980 0.4812 0.5705 0.2368 81.0142
Maxima Verossimilhanga 6.8608 0.8960 - 4.1425 -11.6256 | 25.3473
0 Quadréatica 17.4116 0.9980 285.9567 14.6933 0.5733 54.9332
2 Linex 4.2185 0.9980 14.5684 1.5003 0.5733 54.9332
Entropia 6.8273 0.9980 0.2624 4.1090 0.5733 54.9332
Maxima Verossimilhanga 1.0802 0.5480 - -0.5684 -1.6836 3.8441
0 Quadréatica 4.9052 0.9410 25.8939 3.2565 0.0688 14.8598
3 Linex 1.4374 0.9410 4.2562 -0.2112 0.0688 14.8598
n—14 Entropia 1.2738 0.9410 0.3480 -0.3748 0.0688 14.8598
Maxima Verossimilhanga 6.4140 0.9280 - 4.4140 -6.2598 19.0880
o Quadréatica 3.2750 0.9630 8.0466 1.2750 0.3627 6.3320
Linex 1.8419 0.9630 2.9027 -0.1580 0.3627 6.3320
Entropia 1.8681 0.9630 0.1254 -0.1318 0.3627 6.3320
Maéaxima Verossimilhanga 7.5194 0.6820 - 3.0378 | -20.1331 | 35.1721
0 Quadréatica 21.4366 0.9950 473.3370 16.9549 0.2806 79.0308
! Linex 3.2355 0.9950 17.4860 -1.2461 0.2806 79.0308
R Entropia 5.2567 0.9950 0.4382 0.7751 0.2806 79.0308
Maxima Verossimilhanga 3.8498 0.8220 - 1.1316 -4.1051 11.8049
0 Quadréatica 9.3862 0.9990 89.7616 6.6679 0.5328 22.8559
2 Linex 3.3436 0.9990 8.2373 0.6253 0.5328 22.8559
Entropia 4.4476 0.9990 0.1873 1.7293 0.5328 22.8559
Maxima Verossimilhanga 1.3545 0.6540 - -0.2941 -1.2658 3.9750
0 Quadréatica 4.3272 0.9660 19.9109 2.6785 0.1707 10.4173
3 Linex 1.7108 0.9660 3.8037 0.0621 0.1707 10.4173
Entropia 1.6706 0.9660 0.2321 0.0219 0.1707 10.4173

Fonte:Elaborada pela autora.
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Tabela 4.2: Tabela de Resumo dos indices de interesse considerando o = 2, 6; = 4.481689,
Oy = 2.718282, 03 = 1.648721, 7y = 3, 7 = 5 e n = 20.

n r 0; Métodos/Fungdes Estimativa PC a plf:){sligﬁiori Viés Inferi{)f(gs)gil)perior
Maéaxima Verossimilhanga 6.0003 0.9580 - 4.0003 -6.5599 18.5607
o Quadratica 3.4481 0.9840 9.5651 1.4481 0.4605 6.3501
Linex 1.9749 0.9840 3.0835 -0.0250 0.4605 6.3501
Entropia 2.0583 0.9840 0.1124 0.0583 0.4605 6.3501
Maxima Verossimilhanga 7.7764 0.7190 - 3.2947 | -20.2158 | 35.7686
0 Quadratica 21.4718 0.9960 451.5950 16.9901 0.3067 78.6535
L Linex 3.3692 0.9960 17.5267 1.1124 0.3067 78.6535
r—6 Entropia 5.5333 0.9960 0.4247 1.0516 0.3067 78.6535
Maxima Verossimilhanga 5.8577 0.8900 - 3.1394 -6.9400 18.6554
0 Quadratica 13.0734 0.9930 180.6534 10.3551 0.6851 32.2142
2 Linex 4.1162 0.9930 11.1751 1.3979 0.6851 32.2142
Entropia 6.2602 0.9930 0.1976 3.5419 0.6851 32.2142
Maxima Verossimilhanga 1.2103 0.5650 - -0.4384 -1.5369 3.9576
0 Quadratica 4.5991 0.9470 25.4204 2.9504 0.0912 12.2764
3 Linex 1.4990 0.9470 3.9833 -0.1497 0.0912 12.2764
n =20 Entropia 1.3968 0.9470 0.3068 -0.2519 0.0912 12.2764
Maéaxima Verossimilhanga 4.8243 0.9400 - 2.8243 -3.2970 12.9457
o Quadratica 3.0094 0.9610 5.8056 1.0094 0.4355 5.3227
Linex 1.8990 0.9610 2.6552 -0.1009 0.4355 5.3227
Entropia 1.9450 0.9610 0.1001 -0.0549 0.4355 5.3227
Maxima Verossimilhanga 7.5190 0.7190 - 3.0373 -17.9181 32.9562
0 Quadratica 19.7572 0.9890 425.9073 15.2755 0.3665 68.3435
E Linex 3.4208 0.9890 16.1653 -1.0607 0.3665 68.3435
=10 Entropia 5.6986 0.9890 0.3638 1.2169 0.3665 68.3435
Maxima Verossimilhanga 3.4345 0.8490 - 0.7162 -2.3870 9.2561
0 Quadratica 7.0453 0.9980 46.7188 4.3270 0.6671 15.3068
2 Linex 3.2311 0.9980 6.3264 0.5128 0.6671 15.3068
Entropia 4.0141 0.9980 0.1383 1.2958 0.6671 15.3068
Maéaxima Verossimilhanga 1.4703 0.7130 - -0.1783 -1.0657 4.0065
0 Quadratica 4.0074 0.9680 17.9504 2.3586 0.2176 8.7262
3 Linex 1.7663 0.9680 3.5188 0.1176 0.2176 8.7262
Entropia 1.7510 0.9680 0.1934 0.1023 0.2176 8.7262

Fonte:

Elaborada pela autora.
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Tabela 4.3: Tabela de Resumo dos indices de interesse considerando o = 2, 6; = 4.481689,
Oy = 2.718282, 03 = 1.648721, 1y = 3, 7, = H e n = 34.

n r 0; Métodos/Fungdes Estimativa PC a pl(:){slig?iori Viés Inferi{)?(gs)gi)perior
Maéaxima Verossimilhanga 3.9516 0.9420 - 1.9516 -2.3239 10.2273
o Quadratica 2.8072 0.9630 4.3703 0.8072 0.5404 4.7476
Linex 1.9239 0.9630 2.4743 -0.0760 0.5404 4.7476
Entropia 1.9693 0.9630 0.0799 -0.0306 0.5404 4.7476
Maxima Verossimilhanga 9.9005 0.7880 - 5.4188 -22.0562 | 41.8573
0 Quadratica 22.3692 0.9930 553.7280 17.8875 0.4977 73.8183
L Linex 3.9365 0.9930 18.1447 -0.5451 0.4977 73.8183
=10 Entropia 7.1236 0.9930 0.3390 2.6419 0.4977 73.8183
Maxima Verossimilhanga 5.1415 0.9130 - 2.4232 -3.3810 13.6640
0 Quadratica 9.0430 0.9710 70.9130 6.3247 0.9607 20.7867
2 Linex 4.1270 0.9710 8.0150 1.4087 0.9607 20.7867
Entropia 5.5839 0.9710 0.1290 2.8656 0.9607 20.7867
Méaxima Verossimilhanga 1.3421 0.6600 - -0.3065 -1.4030 4.0873
0 Quadratica 4.5236 0.9530 23.0977 2.8749 0.1189 11.7933
3 Linex 1.5805 0.9530 3.9515 -0.0681 0.1189 11.7933
n =34 Entropia 1.5060 0.9530 0.2739 -0.1426 0.1189 11.7933
Maéaxima Verossimilhanga 3.1802 0.9390 - 1.1802 -0.9755 7.3361
o Quadratica 2.4698 0.9430 2.8109 0.4698 0.5378 4.0839
Linex 1.8717 0.9430 2.1339 -0.1282 0.5378 4.0839
Entropia 1.8916 0.9430 0.0649 -0.1083 0.5378 4.0839
Maxima Verossimilhanga 7.8163 0.8010 - 3.3346 -13.5387 | 29.1714
P Quadratica 17.4703 0.9840 375.5104 12.9886 0.6112 47.7897
! Linex 3.8669 0.9840 14.3951 -0.6147 0.6112 47.7897
r =17 Entropia 6.5550 0.9840 0.2568 2.0733 0.6112 47.7897
Maxima Verossimilhanga 3.2687 0.8970 - 0.5504 -0.8338 7.3713
0 Quadratica 5.2235 0.9910 15.9671 2.5052 0.9121 10.5154
2 Linex 3.2287 0.9910 4.8121 0.5105 0.9121 10.5154
Entropia 3.7208 0.9910 0.0852 1.0025 0.9121 10.5154
Maéaxima Verossimilhanga 1.5882 0.7930 - -0.0605 -0.6275 3.8039
0 Quadratica 3.3204 0.9590 11.3729 1.6716 0.3289 6.3713
3 Linex 1.8137 0.9590 2.8902 0.1650 0.3289 6.3713
Entropia 1.8167 0.9590 0.1370 0.1680 0.3289 6.3713
Fonte:Elaborada pela autora.
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Tabela 4.4: Tabela de Resumo dos indices de interesse considerando o = 2, 6; = 4.481689,
Oy = 2.718282, 03 = 1.648721, 7y = 3, 7 = 5 e n = 50.

n r 0; Métodos/Fungdes Estimativa PC a plf:){sligﬁiori Viés Inferi{)f(gs)gil)perior
Maéaxima Verossimilhanga 2.9417 0.9300 - 0.9417 -0.6610 6.5445
o Quadratica 2.4287 0.9470 2.5223 0.4287 0.5992 3.9988
Linex 1.8833 0.9470 2.1026 -0.1166 0.5992 3.9988
Entropia 1.9034 0.9470 0.0585 -0.0965 0.5992 3.9988
Maxima Verossimilhanga 10.1075 0.8610 - 5.6258 -16.8177 | 37.0328
0 Quadratica 21.1883 0.9850 556.0623 16.7066 0.7053 62.7715
L Linex 4.3821 0.9850 17.2252 -0.0995 0.7053 62.7715
r—15 Entropia 8.1899 0.9850 0.2642 3.7082 0.7053 62.7715
Maxima Verossimilhanga 4.7050 0.9480 - 1.9867 -1.4972 10.9073
0 Quadratica 7.2827 0.9650 35.0178 4.5645 1.2109 15.8928
2 Linex 4.1387 0.9650 6.6065 1.4204 1.2109 15.8928
Entropia 5.1747 0.9650 0.0915 2.4564 1.2109 15.8928
Maxima Verossimilhanga 1.4268 0.7170 - -0.2218 -1.2285 4.0822
0 Quadratica 4.4101 0.9600 20.6522 2.7614 0.1536 10.9722
3 Linex 1.6604 0.9600 3.8747 0.0117 0.1536 10.9722
n =50 Entropia 1.6087 0.9600 0.2467 -0.0399 0.1536 10.9722
Maéaxima Verossimilhanga 2.7459 0.9430 - 0.7459 -0.0268 5.5187
o Quadratica 2.3659 0.9270 1.7203 0.3659 0.6415 3.7434
Linex 1.9487 0.9270 2.0493 -0.0512 0.6415 3.7434
Entropia 1.9573 0.9270 0.0486 -0.0426 0.6415 3.7434
Maxima Verossimilhanga 6.8819 0.7850 - 2.4002 -7.9663 21.7301
0 Quadratica 14.0214 0.9710 248.9003 9.5397 0.7797 33.1926
E Linex 4.0029 0.9710 11.7424 -0.4787 0.7797 33.1926
r— 95 Entropia 6.4641 0.9710 0.1901 1.9824 0.7797 33.1926
Maxima Verossimilhanga 2.9902 0.8750 - 0.2719 0.0431 5.9373
0 Quadréatica 4.2214 0.9850 6.8044 1.5032 1.0885 7.8913
2 Linex 3.0723 0.9850 3.9282 0.3540 1.0885 7.8913
Entropia 3.3612 0.9850 0.0584 0.6429 1.0885 7.8913
Maéaxima Verossimilhanga 1.5117 0.8170 - -0.1369 -0.2186 3.2421
0 Quadratica 2.6507 0.9650 4.1638 1.0019 0.4136 5.1977
3 Linex 1.7561 0.9650 2.2985 0.1074 0.4136 5.1977
Entropia 1.7094 0.9650 0.1036 0.0607 0.4136 5.1977

Fonte

:Elaborada pela autora.
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Tabela 4.5: Tabela de Resumo dos indices de interesse considerando o = 2, 6; = 4.481689,
Oy = 2.718282, 03 = 1.648721, 71 = 3, 7 = 5 e n = 100.

n r 0; Métodos/Fungdes Estimativa PC a pf){sl:;?iori Viés Inferi{)?(gg)sti‘ii)erior
Maéaxima Verossimilhanga 2.2510 0.9200 - 0.2510 0.4984 4.0035
o Quadratica 2.1061 0.9070 0.8217 0.1061 0.7662 3.3028
Linex 1.8824 0.9070 1.7923 -0.1175 0.7662 3.3028
Entropia 1.8686 0.9070 0.0320 -0.1313 | 0.7662 3.3028
Maxima Verossimilhanga 8.2996 0.9140 - 3.8179 -6.8968 23.4960
0 Quadréatica 14.6716 0.9770 236.1760 10.1899 | 1.1700 33.9065
! Linex 4.9064 0.9770 12.3251 0.4248 1.1700 33.9065
=30 Entropia 7.9910 0.9770 0.1486 3.5093 1.1700 33.9065
Méxima Verossimilhanca 4.3638 0.9870 - 1.6455 0.4808 8.2467
0 Quadratica 5.6469 0.8920 13.1466 2.9286 1.7329 10.6461
2 Linex 4.1650 0.8920 5.2557 1.4468 1.7329 10.6461
Entropia 4.7243 0.8920 0.0475 2.0060 1.7329 10.6461
Méaxima Verossimilhanga 1.6131 0.7170 - -0.0355 | -1.1249 4.3513
0 Quadratica 4.4584 0.9540 25.0856 2.8097 0.2050 10.1256
3 Linex 1.7378 0.9540 3.8741 0.0890 0.2050 10.1256
n = 100 Entropia 1.7718 0.9540 0.2176 0.1231 0.2050 10.1256
Maxima Verossimilhanga 2.2301 0.9510 - 0.2301 0.7809 3.6792
o Quadratica 2.1084 0.9330 0.5540 0.1084 0.8878 3.1560
Linex 1.9418 0.9330 1.8135 -0.0581 0.8878 3.1560
Entropia 1.9267 0.9330 0.0250 -0.0732 0.8878 3.1560
Maxima Verossimilhanga 5.3765 0.8650 - 0.8948 -1.9408 12.6938
0 Quadratica 8.7941 0.9710 68.8858 4.3125 1.2483 17.1697
! Linex 4.2368 0.9710 7.7415 -0.2448 1.2483 17.1697
=50 Entropia 5.7074 0.9710 0.0983 1.2257 1.2483 17.1697
Méxima Verossimilhanga 2.8693 0.9200 - 0.1511 0.9861 4.7526
0 Quadréatica 3.4610 0.9690 1.9232 0.7427 1.4713 5.6562
2 Linex 2.9906 0.9690 3.2534 0.2723 1.4713 5.6562
Entropia 3.1051 0.9690 0.0286 0.3868 1.4713 5.6562
Maéaxima Verossimilhanga 1.6328 0.8750 - -0.0158 0.2529 3.0127
0 Quadratica 2.2415 0.9760 2.1709 0.5928 0.6384 3.6710
3 Linex 1.7853 0.9760 1.8963 0.1366 0.6384 3.6710
Entropia 1.7586 0.9760 0.0548 0.1099 0.6384 3.6710
Fonte:Elaborada pela autora.

Antes de iniciarmos a explicacao dos resultados apresentados nas tabelas, seré apresen-
tado duas figuras. A primeira figura apresenta os graficos para cada um dos parametros
do modelo, a fim de visualizarmos como esté se comportanto o risco a posteriori a medida
que o tamanho amostral aumenta, considerando tanto 70% quanto 50% de censura. Ja a
segunda figura apresenta os graficos para cada um dos parametros do modelo, a fim de
observarmos agora como estd se comportanto o viés a medida que o tamanho amostral
aumenta, considerando tanto 70% quanto 50% de censura.
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Figura 4.1: Graficos do risco a posteriori versus tamanho amostral (n), para cada um dos
parametros do modelo step-stress multiplo sob censura tipo II, considerando tanto 70%
quanto 50% de censura.
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Fonte:Elaborada pela autora.
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Figura 4.2: Graficos do Viés versus tamanho amostral (n), para cada um dos parametros
do modelo step-stress multiplo sob censura tipo II, considerando tanto 70% quanto 50%
de censura.
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Fonte: Elaborada pela autora.

Comparando os resultados que foram apresentados nas tabelas 4.1 a 4.5, podemos
perceber que para todos os tamanhos amostrais considerados, tanto para 70% quanto para
50% de censura o método bayesiano com as func¢oes de perda Quadratica, Linex e Entropia
apresentaram as melhores probabilidades de cobertura, isto é, com probabilidades de
cobertura proximas de 95%.

Ao observarmos os valores do risco a posteriori referente as fungdes de perda Qua-
dratica, Linex e Entropia, sendo estes valores apresentados tanto nas tabelas quanto na
Figura 4.1, podemos perceber que para todos os tamanhos amostrais e porcentagens de
censura considerados, a funcao de perda de Entropia apresentou os melhores resultados,
isto é, com um risco a posteriori proximo de zero. Portanto, a perda que se espera co-
mentar estimando os parametros do modelo proposto considerando a funcao de perda
Entropia, é bem menor quando comparado com as outras fungoes de perda.

Observando ainda a Figura 4.1 € interessante notarmos que quando consideramos 50%
de censura, obtemos valores menores do risco a posteriori do que quando consideramos 70%
de censura. Além disso para amostras de tamanho pequeno a funcao de perda Quadratica,
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usualmente utilizada em estudos de inferéncia Bayesiana, apresentou valores altos do risco
a posteriori quando comparado com a funcao de perda de Entropia, ressaltando mais uma
vez a importancia de se trabalhar com essa funcao assimétrica.

Quando olhamos para os valores do viés apresentados tanto nas tabelas quanto na
Figura 4.2, podemos perceber que para o pardmetro « as fungoes de perda Linex e Entropia
apresentaram resultados bons e similares, isto ¢, com um viés préoximo de zero. J& para os
parametros (61, 6s), embora o método de méaxima verossimilhanga e o método bayesiano
com fungoes de perda Linex e Entropia tenham tido um desempenho levemente parecido,
ainda sim a funcao de perda Linex apresentou um menor viés para grande parte dos
tamanhos amostrais. Por fim, para o parametro 63, podemos notar que o método de
méxima verossimilhanga e o método bayesiano com funcgoes de perda Linex e Entropia
apresentaram os melhores desempenhos. Podemos perceber também, que a medida que
o tamanho amostral aumenta, tanto o método classico quanto o método bayesiano com
diferentes funcoes de perda, tende a se aproximar de zero. Outra ponto importante de
ressaltarmos é que quando consideramos 50% de censura, obtemos um viés menor do que
quando consideramos 70% de censura.

Ao compararmos as estimativas realizadas por cada método, podemos perceber que
tanto o método classico quanto o método bayesiano (com fungoes de perda Linex e Entro-
pia), para todos os tamanhos amostrais e porcentagens de censura, se aproximaram razoa-
velmente do verdadeiro valor dos parametros que sao a = 2, #; = 4.481689, 0y = 2.718282
e 03 = 1.648721. Podemos perceber, que a medida que o tamanho amostral aumenta essas
estimativas pontuais tendem a se aproximar cada vez mais dos verdadeiros valores dos
parametros.

Por meio das tabelas apresentadas, é possivel observar que para quase todos os tama-
nhos amostrais com 70% e com 50% de censura, o limite inferior do intervalo de confianca
de 95% obtido para os parametros do modelo pelo método de méaxima verossimilhanca é
um valor negativo, embora esses parametros assumam apenas valores positivos.

Sendo assim, de um modo geral podemos concluir que tanto o método de maxima
verossimilhanga quanto o método bayesiano com fungoes de perda Linex e Entropia apre-
sentaram os melhores resultados, isto é, ambos os métodos se aproximaram do verdadeiro
valor dos pardmetros, com os menores riscos a posteriori, com os menores viés e as me-
lhores probabilidades de cobertura.

4.5 Modelo de parametro reduzido

Até o presente momento apresentamos neste capitulo o modelo step-stress miiltiplo sob
censura tipo II. E facil ver que se considerarmos vérios niveis de estresse, a complexidade
analitica do modelo tende a ser cada vez maior. Deste modo como visto em Alkhal-
fan (2012), podemos considerar a seguinte reparametriza¢ao para o modelo step-stress
multiplo:

ln(@l) = ﬁo - ﬁlxi, 1= 17 2, oo, M. (433)

Em que Sy e 51 sao parametros desconhecidos que precisam ser estimados e além disso
pertencem ao espago paramétrico © = {fy, 1 : —00 < Sy < 00, /1 > 0}. E por fim, temos
que x; representa os niveis de estresse.

Quando olhamos para o modelo apresentado em (4.33), é interessante observar que
como estamos lidando com uma situacao de step-stress, esperamos que a medida que
aumentamos o nivel de estresse, estejamos ao mesmo tempo diminuindo o tempo médio
de vida do produto. Portanto, podemos pensar em uma relagao negativa entre 6; e x;.
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Podemos perceber que ao optarmos em utilizar o modelo de parametro reduzido, so6
iremos precisar estimar dois parametros (5y e (1), ao contrario do modelo proposto até
entao (ver segdo 4.1), na qual precisariamos estimar m parametros, isto é, 61,0s, ..., 0,,.

Veja que com base nisso, um questionamento natural que pode surgir é sobre quais
sao as vantagens e desvantagens que podemos ter ao utilizar o modelo de parametro
reduzido em relacao ao modelo completo apresentado nas se¢oes anteriores. Sendo assim,
podemos apontar duas razoes pelas quais é vantajoso utilizar o modelo de parametro
reduzido. Em primeiro lugar seria a facilidade computacional que teriamos, uma vez que
h& menos parametros a serem estimados. Em segundo lugar seria o ganho em termos de
previsibilidade. Isto é, quando utilizamos o modelo completo, podemos ver que sempre
temos um parametro 6; associado ao i-ésimo nivel de estresse permitindo deste modo
realizar estimativas, contudo se estivermos interessados em prever tempos de vida sob um
nivel de estresse diferente, ja nao poderiamos fazer, uma vez que ha um parametro para
esse nivel de estresse que nao temos conhecimento. Neste caso o correto seria trabalhar
com o modelo de parametro reduzido, que embora haja perca informagoes em relagao ao
modelo completo, este permitird realizar previsoes em outros niveis de estresse que nao
foram observados.

4.5.1 Analise Classica do Modelo de parametro reduzido sob cen-
sura tipo II
Utilizando a mesma motivacao apresentada na secao 4.1 e além disso as expressoes

(4.2), (4.3) e (4.4), faz-se possivel construir a fungdo de verossimilhanga para «, Sy e [,
isto é:

| m
L<a750751|t) = T 1)]7" eXP{—ZNk(ﬁo _lek>

k=1

X

i m "k (4.34)
k=

T3 TII @)t pexps - > G

k=1 ik:Tk,1+1 1 ik:Tk,1+1

X {1_Fm<<;:m)}ni7’7

k—1
em que ¢} = (t; — Tp1)e”Po=Bze) 4 ZAjef(*BO’Bl‘”j), para k = 1,2,....,m. E com
=1
AN =1 —7_1,sendo o =0et > 0. ’

Vale ressaltar que r é o ntumero total de unidades que falharam, N; é o nimero de
unidades que falharam no k-ésimo nivel de estresse e ¢; sao os tempos de falha das
unidades no k-ésimo nivel de estresse.

A funcao log-verossimilhanca pode ser expressa do seguinte modo:
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l(aaﬁ07ﬁl|t) = ln[L(oz,ﬂo,ﬁﬂt)]

n! -
= In ((n — r)!) —rn[l(a)] — ; Ni(Bo — Brzy)

R m{ Zk: } (4.35)

=rp—1+1

- z{ S G| - {i- )}

k=1 =rr_1+1

emquet; < - <ty <71 <In41 < <Ingn, < T2 < oo < Tpmtl S OIN 4N, 41 <
ce <ty

Derivando a equagao (4.35) em rela¢ao aos parametros de interesse a, 3y e 1 e igua-
lando a zero, teremos:

RonfoAlt) _ r¢<a>+z{,2 1““51)}

(4.36)
(n — T) * * _
Y] (V) Fn(G,) = Ba(C),)]
(4.37)
m Tk (n . 7“) (C: )a@_C:m
- (G| + s P
; [Zk;ﬁ-l ] L= FnlG,)] [ F(a) }
Ol fo. prlt) _ 1oy Gl
95, = ;kak + (a—1) £ {ik;ﬁl o }
(n—r) (4.38)

Em que:
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1 t
Bi(t) = m/o 7 n(z)e “dz,
k—1
Ci(ty) = (ti, — Tp1) e~ Bo=hran) 4 Z ijje—(ﬁo—ﬁlxj).
j=1

Por fim, as equagoes apresentadas em (4.36), (4.37) e (4.38) s@o chamadas de equa-
coes de verossimilhanca. De modo que os estimadores de maxima verossimilhanca dos
parametros «, By e f; podem ser obtidos resolvendo esse sistema de equacoes utilizando
métodos iterativos, como por exemplo, o método de Newton-Raphson.

4.5.2 Intervalos de Confianca Aproximados

Com a mesma motivacao apresentada na se¢ao 4.2.1, dado o vetor de parametros © =
(o, By, B1) temos que a distribuigao assintotica do estimador de méxima verossimilhanga

(EMV) de © é:

(6 —0) — Ny(0,171(0)), (4.39)

de modo que estes estimadores sdo nao viciados. A matriz de varidncia e covariancia
desses estimadores ¢ dado por I71(0), que ¢é inversa da matriz de informagao de Fisher
observada, na qual podemos representar essa matriz da seguinte forma:

CPUaBofilt) | PUaBofilt) 9(aBofilt) \ T

Pllabapil)  Plah iy
-1 _ _ a,B0,811t) 07U e,Bo,Bilt) a,f0,51[t
171(0) = dboda o8 e : (4.40)
_82l(067,60751|t) _62l(a7507ﬁ1|t) _82l(a7/60751|t)
9500 951950 05

Os elementos da matriz de informagao de Fisher observada sao:

82Z(Oé, /807 /81 |t>
oa?

(n—r)
1= Fu(G))?

+ 20(a)Bi(() — Ba¢)] (1 = Fin(¢)))

—r ((a)) + {[(W'(a) = ¥*(@)) Fin(&)

(4.41)
— () Fu(C) = Bu(C))

aQZ(Oé,ﬁo,ﬁllt) . azl(a7B07ﬁl|t>
0a0 Sy N 05,0

« S (n—r) () e m (4.42)
— —1 -
20,2 R P

< [Bi(¢) = (@) +In(¢) (1= Fu(¢))] =0.
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aQZ(Oé,ﬁo,ﬁﬂt) . 821(04760761“:)
dadp B 9p10a

) i{ 5~ 01<fik>}<nr>cl<trm><<:m>ale<im (4.43)

k=1 =rp_141 ik [1 - Fm(gfm)f ['(a)

x {=In(¢) [L= Fn(G)] + () = Bi(¢)} = 0.

(e, o, B11t) NS ] (G
R ZLZ <Ci’“)]+

kzl :Tk,1+1

(4.44)
* _ * aef ;‘m 1 —
< G = RG] = @) s b =0
82l(a, ﬁg, 51|t) . 82l(0é, 60, Bllt)
9800 B 061080
G P (n = r)Ca(t,) (G5, )5
= - —Ci(ts,) | + 5 4.45
Z[Z ) T LT
a1 _ . % L O P
<0G = 1 1= FulGi)] + (@) e 6| <o
Pla, Bo, filt) o - - Oa(t,)G, — (Ci(ty,)?
o ”Z{Z (AL }
N B o [0 i
. Z[ZC(” [1 - FulG )] T (4.46)

< ([ =1)(¢G,) " = 1] (C1(t,))? + Calt,) [1 = FulG,)]

L. a=1,—Chy 2| _
+ m(@m) ¢ (01(trm))} :

Em que:
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1 t
Bi(t) = —/ 2 n(z)e “dz,
F(la) 0,
By(t) = m/ 2 (In(z))%e *dx,
0
k—1
Ci(ti,) = (ti, — Thor)ape” Po=0rmn) 4 Z Njuje Po=bes),
=1
1
02<tik) = (tik — Tk_l)xzef(ﬁofﬁlzvk) + Z ij?e—(ﬁo—ﬁll‘j).
j=1

Com base nisso, podemos construir agora intervalos de confianga assintoticos aproxi-
mados para os parametros «, By e f;. Sendo assim, os intervalos de confianca assintéticos
com nivel 100(1 — )% podem ser construidos do seguinte modo:

@EMV:‘:Z'Y/Q V(]JT(CAYEM\/)
BOEMV + Zy/2\/f VaT(BOEMV) ) (4.47)

BIEMV t 2y VC”“(BlEMV)

em que z,/2 ¢ o quantil da distribuicao normal padrao.

4.5.3 Analise Bayesiana do Modelo de parametro reduzido

Apresentaremos a seguir, toda analise bayesiana realizada para o modelo de parametro
reduzido sob censura tipo II considerando a distribui¢ao Gama, na qual temos por objetivo
mostrar as distribui¢oes a priori que foram utilizadas, como também a distribuicao a
posteriori obtida.

Ao olharmos para os parametros do modelo construido, sabemos que 0os mesmos sao
desconhecidos e pertencem ao espago paramétrico de a@ > 0, —o0 < ffy < oo e B; > 0,
tornando-se entao razoavel assumir uma distribui¢ao a priori Gama para o parametro
«, uma distribuicao a priori Normal para o parametro 3y e uma distribuicao a priori
Uniforme para o parametro f.

Deste modo, vamos considerar que o ~ Gama(ay,by) , Bo ~ Normal(u,c?), f1 ~
Uniforme(as, by). Veja a seguir:

1

pla) = r(al)bﬁ-la““*le*“/”%

) = ey L (B

pio Vo Py T2\ T, ) (4.48)
1

p(ﬁl) = bg—ag’

2

em que ay, by, as, by,it € 0° sao conhecidos.
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Como nao temos nenhuma informagao, nem de estudos anteriores e nem de especia-
listas, vamos assumir um carater nao-informativo para os parametros, ou seja, considera-
remos a; = by = 0.01, 4 = 0, 0 = 1002, ay = 0 e by = 1000.

Assumindo independéncia a priori para os parametros, iremos obter a distribuicao a
priori conjunta, em que neste caso é o produto das prioris. Deste modo, a priori conjunta
para os parametros é dada por:

1 a1—1,.—a/by 1 15—M2
wodo) = {e e w}{vﬁﬁﬁwm{_ﬁ(oa ) }}

1
by — ay

m(a, By, B1) = o exp —3—1(50_“)2
e T(a1)b /2702 (by — ay) b2\ o '

O nosso objetivo agora é obter a distribuicao a posteriori para os parametros «, 3y e
f1. Na qual podemos representar essa distribuicao de forma mais simples, que é a forma
proporcional ao produto da fungdo de verossimilhanca (4.34) e da distribui¢ao a priori
conjunta (4.49), resultado em:

(4.49)

alfl) Tk

(a - % \a—1
p(e, Bo, Bult) o Tl WH I @)

k=1 ip=rg_1+1

m Tk

X expq — ZNk(ﬂo — Bay) — Z Z G (4.50)
k=1

k=1 |tx=rr—1+1

5 (B2 o sy

E possivel ver que a densidade a posteriori apresentada em (4.50) é analiticamente
complexa de ser tratada, fazendo-se necessario a utilizagao de métodos numéricos.

Sl )

4.5.4 Estudo de simulacao

Com o intuito de exemplificar toda a teoria que foi abordada até o momento, vamos
considerar o caso em que temos 3 niveis de estresse, isto é, m = 3. Com base nisso, o
nosso proximo objetivo é comparar o método de méxima verossimilhanca com o método
bayesiano, na qual sera realizado simulacoes considerando diferentes tamanhos amostrais,
isto é n = (14, 20, 34,50, 100), com 50% e 70% de censura.

A ideia desta simulacao é a mesma que foi apresentada em outras se¢oes, ou seja, gerar
varias amostras que seguem o modelo proposto com parametros pré-definidos, e posteri-
ormente realizar a aplicacao das duas metodologias, com o intuito de verificar por meio
de indices qual desses métodos se aproxima mais dos verdadeiros valores dos parametros.
Os indices utilizados na anélise serao: Estimativa, Probabilidade de Cobertura (PC), viés
e risco a posteriori. Vale ressalta que a descricao da simulagao que sera realizada ¢é a
mesma apresentada na segao 4.4.2.
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4.5.4.1 Resultados Numéricos

Os resultados obtidos das simulagoes que foram realizadas considerando diferentes
tamanhos amostrais, isto é n = (14,20, 34,50, 100), com 50% e 70% de censura, estao
resumidos nas tabelas a seguir.

As estatisticas apresentadas nas tabelas sdo a Média (Estimativa), Risco a posteriori,
Viés, Probabilidade de Cobertura (PC) e o Intervalo de Confianga (IC) para o método
classico ou Intervalo de Credibilidade (IC) para o método bayesiano.

Tabela 4.6: Tabela de Resumo dos indices de interesse considerando oo = 2,5y = 4, 31 = 2,
=5 T="7x1=1 29=15,23=25¢en=14.

n r 0; Métodos/Fungdes Estimativa PC a pf){slizfi ori Vies Inferi{)f(%SL?zi)erior
Maéaxima Verossimilhanga 1.7134 0.8470 - -0.2865 | -1.5201 4.9470
o Quadratica 1.6329 0.9300 1.0170 -0.3670 | 0.2293 5.8649
Linex 1.1285 0.9300 1.1321 -0.8714 | 0.2293 5.8649
Entropia 0.8886 0.9300 0.1697 -1.1113 | 0.2293 5.8649
Méxima Verossimilhanga 6.6622 0.9620 - 2.6622 0.1097 13.2147
r=4| B Quadratica 8.3037 0.8800 29.8607 4.3037 2.1742 18.7676
Linex 4.9384 0.8800 7.5046 0.9384 2.1742 18.7676
Entropia 5.1359 0.8800 0.0542 2.3159 2.1742 18.7676
Méaxima Verossimilhanga 3.0998 0.9110 - 1.0998 0.5238 5.6758
Quadratica 3.1677 0.9430 2.7541 1.1677 0.7387 6.3078
b Linex 2.5265 0.9430 2.9496 0.5265 0.7387 6.3078
n—14 Entropia 2.2382 0.9430 0.1954 0.2382 0.7387 6.3078
Maéaxima Verossimilhanga 2.7317 0.9220 - 0.7317 | -1.8675 7.3310
o Quadratica 2.3499 0.9560 2.4416 0.3499 0.4092 7.1601
Linex 1.6004 0.9560 1.9699 -0.3995 | 0.4092 7.1601
Entropia 1.4727 0.9560 0.1311 -0.5272 | 0.4092 7.1601
Maxima Verossimilhanga 4.5365 0.9730 - 0.5365 0.1037 8.9692
r=171 Bo Quadratica 5.4799 0.9470 7.6432 1.4799 1.5642 11.8174
Linex 3.8822 0.9470 5.0999 -0.1177 | 1.5642 11.8174
Entropia 3.4024 0.9470 0.0369 0.9104 1.5642 11.8174
Méxima Verossimilhanca 2.3011 0.9480 - 0.3011 0.4267 4.1756
Quadratica 2.4423 0.9500 1.0770 0.4423 0.7536 4.6391
& Linex 2.1195 0.9500 2.1745 0.1195 0.7536 4.6391
Entropia 1.8956 0.9500 0.1530 -0.1043 | 0.7536 4.6391

Fonte:Elaborada pela autora.

Tabela 4.7: Tabela de Resumo dos indices de interesse considerando o = 2,8y = 4, 5, = 2,
7'1:5,T2:7,$1:1,1'2:1.5,33'3:2.5677,:20.

n r 0; Meétodos/Fungdes Estimativa PC a pgéig?iori Viés Inferi{)?(giﬁi)erior
Maxima Verossimilhanga 2.0638 0.8460 - 0.0638 | -1.3669 5.4946
o Quadréatica 1.8820 0.9320 1.3446 -0.1179 | 0.3380 5.8174
Linex 1.3504 0.9320 1.4349 -0.6495 | 0.3380 5.8174
Entropia 1.1807 0.9320 0.1301 -0.8192 | 0.3380 5.8174
Maéxima Verossimilhanca 5.9562 0.9630 - 1.9562 0.5587 11.3537
r=6 | B Quadréatica 6.9532 0.9050 15.1802 2.9532 2.1007 14.9591
Linex 4.6712 0.9050 6.3856 0.6712 2.1007 14.9591
Entropia 4.8607 0.9050 0.0493 1.7847 2.1007 14.9591
Maéaxima Verossimilhanga 2.8283 0.9240 - 0.8283 0.5477 5.1089
Quadréatica 2.8567 0.9450 1.7754 0.8567 0.7696 5.4193
b Linex 2.3885 0.9450 2.6312 0.3885 0.7696 5.4193
n =20 Entropia 2.1241 0.9450 0.1724 0.1241 0.7696 5.4193
Méaxima Verossimilhanga 2.6786 0.9220 - 0.6786 | -1.0186 6.3758
o Quadréatica 2.4053 0.9520 2.4348 0.4053 0.5640 6.3363
Linex 1.7729 0.9520 2.0500 -0.2270 | 0.5640 6.3363
Entropia 1.7204 0.9520 0.0930 -0.2795 | 0.5640 6.3363
Maxima Verossimilhanga 4.3439 0.9730 - 0.3439 0.6947 7.9931
r=10 | Bo Quadréatica 4.9089 0.9520 3.8843 0.9089 1.7152 9.6197
Linex 3.8308 0.9520 4.6044 -0.1691 1.7152 9.6197
Entropia 3.5544 0.9520 0.0352 0.6024 1.7152 9.6197
Maéaxima Verossimilhanga 2.2095 0.9610 - 0.2095 0.6340 3.7850
Quadréatica 2.2770 0.9600 0.6559 0.2770 0.8375 4.0053
b Linex 2.0558 0.9600 2.0035 0.0558 0.8375 4.0053
Entropia 1.8827 0.9600 0.1137 -0.1172 | 0.8375 4.0053

Fonte:Elaborada pela autora.
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Tabela 4.8: Tabela de Resumo dos indices de interesse considerando oo = 2,5y = 4, 1 = 2,
7'1:5,7'2:7,.351:1,.1'2:1.5, 1’3:2567’2,:34

n r 0; Métodos/Fungdes Estimativa PC a pljsl‘ig?iori Viés Inferi{)f(gg)stiiz)erior
Maéxima Verossimilhanga 2.0386 0.8490 - 0.0386 | -0.5755 4.6528
o Quadratica 1.9854 0.9280 1.2909 -0.0145 | 0.5438 5.0015
Linex 1.5799 0.9280 1.5920 -0.4200 | 0.5438 5.0015
Entropia 1.5014 0.9280 0.0767 -0.4985 | 0.5438 5.0015
Maéaxima Verossimilhanca 5.5715 0.9250 - 1.5715 1.2352 9.9077
r=10 | Bo Quadréatica 5.8521 0.8830 7.3049 1.8521 2.2345 11.0369
Linex 4.5201 0.8830 5.4503 0.5201 2.2345 11.0369
Entropia 4.7334 0.8830 0.0413 1.2214 2.2345 11.0369
Maxima Verossimilhanga 2.6367 0.9010 - 0.6367 0.6514 4.6220
Quadréatica 2.5306 0.9300 1.0847 0.5306 0.8211 4.4677
b Linex 2.2216 0.9300 2.2810 0.2216 0.8211 4.4677
_ Entropia 1.9878 0.9300 0.1504 -0.0121 | 0.8211 4.4677
n=34 Maxima Verossimilhanga 2.3689 0.9270 - 0.3689 0.0881 4.6498
Quadréatica 2.2779 0.9490 1.3786 0.2779 0.8102 4.9236
@ Linex 1.9095 0.9490 1.9615 -0.0904 | 0.8102 4.9236
Entropia 1.8911 0.9490 0.0515 -0.1088 | 0.8102 4.9236
Maéaxima Verossimilhanga 4.2028 0.9700 - 0.2028 1.4713 6.9344
r=17 | Bo Quadréatica 4.4734 0.9470 1.9553 0.4734 2.0325 7.5785
Linex 3.8535 0.9470 4.2261 -0.1464 | 2.0325 7.5785
Entropia 3.8171 0.9470 0.0290 0.2491 2.0325 7.5785
Maéaxima Verossimilhanca 2.1291 0.9530 - 0.1291 0.8897 3.3684
Quadréatica 2.1406 0.9470 0.3909 0.1406 0.9772 3.3976
b Linex 2.0038 0.9470 1.8593 0.0038 0.9772 3.3976
Entropia 1.8908 0.9470 0.0721 -0.1091 | 0.9772 3.3976

Fonte:Elaborada pela autora.

Tabela 4.9: Tabela de Resumo dos indices de interesse considerando o = 2,8y = 4, 5, = 2,
=95 T="7x=1 29 =15, 3 =25 ¢ n=>50.

n r 0; Meétodos/Fungdes Estimativa PC a pf){sliszg?i ori Viés Inferi{)f(gsstyzi)erior
Maéxima Verossimilhanga 1.9942 0.8660 - -0.0057 | -0.0087 3.9972
o Quadréatica 1.9728 0.9330 0.8634 -0.0271 | 0.7106 4.2682
Linex 1.6923 0.9330 1.6165 -0.3076 | 0.7106 4.2682
Entropia 1.6438 0.9330 0.0503 -0.3561 | 0.7106 4.2682
Maéxima Verossimilhanga 5.1844 0.9290 - 1.1844 1.6321 8.7366
r=15 | Bo Quadratica 5.3191 0.9030 4.2278 1.3191 2.3348 9.0904
Linex 4.4122 0.9030 4.9930 0.4122 2.3348 9.0904
Entropia 4.6229 0.9030 0.0346 0.8749 2.3348 9.0904
Maxima Verossimilhanga 2.4672 0.9160 - 0.4672 0.7432 4.1911
Quadréatica 2.3850 0.9340 0.7843 0.3850 0.8794 3.9867
b Linex 2.1537 0.9340 2.1251 0.1537 0.8794 3.9867
n =50 Entropia 1.9662 0.9340 0.1201 -0.0337 | 0.8794 3.9867
Maéaxima Verossimilhanca 2.2629 0.9450 - 0.2629 0.5360 3.9899
o Quadréatica 2.2206 0.9520 0.9355 0.2206 0.9794 4.1879
Linex 1.9822 0.9520 1.9250 -0.0177 | 0.9794 4.1879
Entropia 1.9712 0.9520 0.0334 -0.0287 | 0.9794 4.1879
Maéxima Verossimilhanga 4.0952 0.9620 - 0.0952 1.9254 6.2651
r=25 | B Quadréatica 4.2503 0.9470 1.1969 0.2503 2.2832 6.5903
Linex 3.8558 0.9470 4.0293 -0.1441 2.2832 6.5903
Entropia 3.8760 0.9470 0.0207 0.0880 2.2832 6.5903
Maxima Verossimilhanga 2.0761 0.9520 - 0.0761 1.0780 3.0743
Quadratica 2.0758 0.9480 0.2595 0.0758 1.1225 3.0607
A Linex 1.9875 0.9480 1.7944 -0.0124 | 1.1225 3.0607
Entropia 1.9236 0.9480 0.0409 -0.0763 | 1.1225 3.0607

Fonte:Elaborada pela autora.
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Tabela 4.10: Tabela de Resumo dos indices de interesse considerando o = 2,5, = 4,
51:2, Tl:5,7'2:7,$1:1,$2:1.5,$3:2.5€n:100.

n r 0; Métodos/Fungdes Estimativa PC a pl(:){slig?iori Viés Inferi{)f(QSSO{Oliperior
Maéaxima Verossimilhanga 1.9183 0.8800 - -0.0816 0.5973 3.2393

o Quadréatica 1.9269 0.9140 0.4577 -0.0730 0.9698 3.4034

Linex 1.7859 0.9140 1.5960 -0.2140 0.9698 3.4034

Entropia 1.7611 0.9140 0.0249 -0.2388 0.9698 3.4034

Maxima Verossimilhanga 4.8421 0.9270 - 0.8421 2.1568 7.5274

r=30 | B Quadratica 4.8935 0.8940 2.3346 0.8935 2.6148 7.4881

Linex 4.3683 0.8940 4.6227 0.3683 2.6148 7.4881

Entropia 4.5582 0.8940 0.0234 0.5942 2.6148 7.4881

Maxima Verossimilhanga 2.2809 0.9370 - 0.2809 0.8736 3.6883

Quadratica 2.2372 0.9370 0.5035 0.2372 0.9971 3.5063

b Linex 2.0848 0.9370 1.9672 0.0848 0.9971 3.5063

n =100 Entropia 1.9714 0.9370 0.0745 -0.0285 0.9971 3.5063
Méaxima Verossimilhanga 2.1325 0.9600 - 0.1325 1.0375 3.2275

o Quadréatica 2.1068 0.9360 0.3839 0.1068 1.2280 3.3145

Linex 2.0033 0.9360 1.8263 0.0033 1.2280 3.3145

Entropia 1.9928 0.9360 0.0157 -0.0071 1.2280 3.3145

Maxima Verossimilhanga 4.0304 0.9490 - 0.0304 2.5442 5.5165

r=50 | Bo Quadréatica 4.1239 0.9190 0.6268 0.1239 2.7473 5.6517

Linex 3.9347 0.9190 3.9280 -0.0652 2.7473 5.6517

Entropia 3.9984 0.9190 0.0098 0.0024 2.7473 5.6517

Maxima Verossimilhanga 2.0327 0.9390 - 0.0327 1.3406 2.7249

Quadratica 2.0400 0.9200 0.1398 0.0400 1.3704 2.7114

gl Linex 1.9974 0.9200 1.7671 -0.0025 1.3704 2.7114

Entropia 1.9811 0.9200 0.0103 -0.0188 1.3704 2.7114

Fonte:E

laborada pela autora.

Antes de iniciarmos a explicagao dos resultados apresentados nas tabelas, seré apresen-
tado duas figuras. A primeira figura apresenta os gréaficos para cada um dos pardmetros
do modelo, a fim de visualizarmos como esta se comportanto o risco a posteriori a medida
que o tamanho amostral aumenta, considerando tanto 70% quanto 50% de censura. Ja a
segunda figura apresenta os graficos para cada um dos parametros do modelo, a fim de
observarmos agora como esta se comportanto o viés a medida que o tamanho amostral
aumenta, considerando tanto 70% quanto 50% de censura.
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Figura 4.3: Graficos do risco a posteriori versus tamanho amostral (n), para cada um
dos parametros do modelo de parametro reduzido sob censura tipo II, considerando tanto
70% quanto 50% de censura.
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Fonte:Elaborada pela autora.
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Figura 4.4: Graficos do Viés versus tamanho amostral (n), para cada um dos parametros
do modelo de parametro reduzido sob censura tipo II, considerando tanto 70% quanto
50% de censura.
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Fonte:Elaborada pela autora.

Comparando os resultados que foram apresentados nas tabelas 4.6 a 4.10, podemos
perceber que para todos os tamanhos amostrais e porcentagens de censura considerados,
o método de maxima verossimilhanga e o método bayesiano com as fungoes de perda
Quadratica, Linex e Entropia apresentaram as boas probabilidades de cobertura, isto é,
probabilidades de cobertura proximas de 95%.

Ao observarmos os valores do risco a posteriori referente as fungoes de perda Qua-
dratica, Linex e Entropia, sendo estes valores apresentados tanto nas tabelas quanto na
Figura 4.3, podemos perceber que para todos os tamanhos amostrais e porcentagens de
censura considerados, a fun¢ao de perda de Entropia apresentou os melhores resultados,
isto é, com um risco a posteriori proximo de zero. Portanto, a perda que se espera co-
mentar estimando os parametros do modelo proposto considerando a funcao de perda
Entropia, é bem menor quando comparado com as outras fungoes de perda.

Observando ainda a Figura 3.1 é interessante notarmos que quando consideramos 50%
de censura, obtemos valores menores do risco a posteriori do que quando consideramos 70%
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de censura. Além disso para amostras de tamanho pequeno a fun¢ao de perda Quadratica,
usualmente utilizada em estudos de inferéncia Bayesiana, apresentou valores altos do risco
a posteriori quando comparado com a funcao de perda de Entropia, ressaltando mais uma
vez a importancia de se trabalhar com essa fungao assimétrica.

Quando olhamos para os valores do viés apresentados tanto nas tabelas quanto na
Figura 4.4, podemos perceber para amostras pequenas e considerando 70% de censura,
o método de méxima verossimilhanca e o método Bayesiano com funcao de perda Qua-
dratica apresentaram resultados satisfatorios, isto é, com um viés proximo de zero para
o parametro . Contudo quando consideramos 50% censura, o método bayesiano com
fungoes de perda Linex e Entropia apresentaram os melhores resultados. J& para o pa-
rametro fy, tanto o método classico quanto o método bayesiano apresentaram resultados
bons e proximos, todavia o método bayesiano com fun¢ao de Linex ainda apresentou um
menor viés. Por fim, embora o método cléssico e o método bayesiano tenham apresen-
tado um desempenho similar para o parametro ;, a fungao de perda de Entropia ainda
apresentou um vies mais préoximo de zero. Podemos perceber também, que a medida que
o tamanho amostral aumenta, tanto o método classico quanto o método bayesiano com
diferentes fungoes de perda, tende a se aproximar de zero. Outra ponto importante de
ressaltarmos é que quando consideramos 50% de censura, obtemos um viés menor do que
quando consideramos 70% de censura.

Ao compararmos as estimativas realizadas por cada método, podemos perceber que
tanto o método classico quanto o método bayesiano (com fungoes de perda Linex e Entro-
pia), para todos os tamanhos amostrais e porcentagens de censura, se aproximaram bem
do verdadeiro valor dos parametros que sao o = 2, 5y = 4, ; = 2. Podemos perceber,
que a medida que o tamanho amostral aumenta essas estimativas pontuais tendem a se
aproximar cada vez mais dos verdadeiros valores dos parametros.

Sendo assim, de um modo geral podemos concluir que tanto o método de maxima
verossimilhanca quanto o método bayesiano com funcoes de perda Linex e Entropia apre-
sentaram os melhores resultados, isto é, ambos os métodos se aproximaram do verdadeiro
valor dos parametros, com os menores riscos a posteriori, com os menores viés e as me-
lhores probabilidades de cobertura.

4.5.5 Exemplo Ilustrativo

Vamos considerar como exemplo ilustrativo uma amostra gerada com 50 observacoes
(n = 50), em que desejamos observar os tempos de falha de 25 itens (r = 25). Para gerar
essa amostra consideramos os seguintes parametros: a = 3, 5y = 4, /1 = 0.3, 1, = 15,
To =25, 21 =3, 29 =06 e x3 =10 . Os tempos de falhas obtidos sao:

Tabela 4.11: Tempos de falha no primeiro, segundo e terceiro nivel de estresse.

Primeiro nivel | 8.91740 11.23328

15.40947 16.56300 17.13398 20.12343 22.28048

Segundo nivel | oo 55080 9270177 23.05564 23.77644 24.11637

25.05116 25.37580 25.38861 25.48826 25.67055
25.69582 25.73876 26.41070 26.73224 26.95137
26.97734 27.00711 27.65023

Terceiro nivel
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Obtidos os tempos de falha, iremos aplicar o método classico e o método bayesiano,
jé discutidos nesse capitulo. Sendo assim, os resultados que serao apresentados na tabela
a seguir sao: a Média (Estimativa), Desvio Padrao (DP) e Intervalo de Confianga (IC)
para o método cléssico ou Intervalo de Credibilidade (IC) para o método bayesiano.

Tabela 4.12: Tabela de resultados obtidos a partir da amostra ilustrativa.

n r 0; | Métodos/Fungdes de perda | Estimativa DP .10(95%) -

Inferior | Superior

Maéxima Verossimilhanga 2.2935 1.2738 | -0.2032 4.7902

o Quadréatica 1.6712 0.7646 | 0.6558 3.5569

Linex 1.5043 0.7646 | 0.6558 3.5569

Entropia 1.4185 0.7646 | 0.6558 3.5569

Maxima Verossimilhanga 4.6569 1.4713 1.7730 7.5409

n=50|r=2 | B Quadréatica 5.9844 1.3754 | 3.6845 9.2375

Linex 5.4338 1.3754 | 3.6845 9.2375

Entropia 5.7267 1.3754 | 3.6845 9.2375

Méaxima Verossimilhanca 0.3472 0.1250 0.1022 0.5922

Quadréatica 0.4492 0.1107 | 0.2598 0.7086

b Linex 0.4449 0.1107 | 0.2598 0.7086

Entropia 0.4262 0.1107 | 0.2598 0.7086

Fonte: Elaborada pela autora.

Quando observamos os resultados apresentados na tabela 4.12 podemos ver que hé
diferenca entre os estimadores classico e bayesiano. Além disso, podemos ver que o método
bayesiano apresentou o menor desvio padrao e um intervalo de credibilidade de 95% mais
estreito para os parametros.

Olhando esta mesma tabela podemos ressaltar que, o limite inferior do intervalo de
confianca de 95% obtido para a pelo método de maxima verossimilhanca é um valor
negativo, embora esse parametro assuma apenas valores positivos.

Sendo assim, apresentaremos a seguir os graficos temporal, de autocorrelacao e histo-
grama da cadeira gerada para os parametros «, 3y e fi.
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Figura 4.5: Grafico temporal, de autocorrelagao e histograma para «, 5y e 3.
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Fonte:Elaborada pela autora.

Por meio da Figura 4.5 é possivel perceber que houve a convergéncia da cadeia para a
distribuicao de equilibrio, e além disso podemos observar que os valores gerados apresen-
tam um comportamento um pouco mais simétrico, podendo ser utilizado neste caso tanto
a média, mediana ou da moda para representar o conjunto de valores da distribuicao a
posteriori.






CAPITULO

9

Modelo Step-Stress Simples sob
censura progressiva tipo 11

Neste capitulo iremos mostrar todo desenvolvimento tebrica e matematico que foi
utilizada para formular o modelo step-stress simples sob censura progressiva tipo II con-
siderando a distribuicao Gama.

Iremos apresentar a anélise classica realizada, na qual mostraremos os estimadores
de Maxima Verossimilhanca obtidos para o modelo proposto e também a distribuicao
assintotica desses estimadores.

Vamos exibir também toda analise bayesiana desenvolvida para realizar a estimagao
dos parametros do modelo, na qual adotamos a distribuicao Gama como distribuicao a
priori para os parametros do modelo.

5.1 Descricao do modelo

A construcao do modelo step-stress simples sob censura progressiva tipo II, tem como
base o modelo de exposi¢ao cumulativa. Vamos assumir que os tempos de falha observados
tanto no nivel de estresse x; quanto no nivel de estresse 5, seguem uma distribuicao Gama
com parametro de forma comum « e parametros de escala 6, e 0,.

Denotando por Fj e Fy, as fungoes de distribuicao dos tempos de falha nos niveis de
estresse x; e xy, vamos considerar que 6; e 5 sao os parametros de escala associados a
essas funcoes, respectivamente.

Portanto, a funcao de distribuicao cumulativa do modelo step-stress simples sob cen-
sura progressiva tipo II considerando a distribuicao Gama, para os niveis de estresse x; e
Zo, € dado por:

Gi(t)=Fi(t) ,0<t<mn
: (5.1)

G(t) = 0,
Gg(t):F2<t—7'1+0—7'1) 1St <o
1

em que:

t

o1 6 %2 1
Fi(t) = — e %y Blt—7+— ):/ — e %y,
0= )" w0 (negn) = [ 7

2
t771+%71

99
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na qual t > 0ea > 0, 6, > 0, 0 > 0 sao parametros desconhecidos. A fungao
densidade de probabilidade é dada por:

g(t) =h) 0<t<n

g(t) = 0, : (5.2)
92(t):f2(t—7'1+0—7'1> 1<t <o
1

em que:

1 '
10 = {5

folt—T1 —f-@T 1 t—r —1—@7 ailex 1 t—r —1—@7
2 1 911 _r(a)eg 1 911 p 0, 1 911 .

A fim de obter um melhor entendimento sobre o modelo step-stress simples sob censura
progressiva tipo II adotado neste trabalho, vamos imaginar o caso em que comegamos
com n unidades em teste, na qual as mesmas sao submetidas a um nivel de estresse inicial
x1. Feito isso, essas unidades permaneceram nesse nivel de estresse até um tempo pré-
determinado 71. Apoés esse tempo, as unidades que nao falharam serao submetidas a um
nivel de estresse mais elevado, na qual denotaremos por xs.

Como estamos considerando um caso de censura progressiva tipo II, apos ocorrer a
primeira falha, serdo retirados r; itens dos (n — 1) restantes que ainda nao falharam,
permanecendo no estudo um total de n — r; — 1 elementos. Pensando agora no caso em
que ocorra a segunda falha, de modo que iremos retirar r, itens dos n — r; — 2 que ainda
restam, permanecendo no estudo um total de n — r; — ry — 2 elementos. Seguindo esse
mesmo processo até que ocorra a m-ésima falha, é facil ver que no momento que ocorrer
a r-ésima falha, todos os r, = n —1r; —ry — -+ — r._; — r itens restantes que estao em
funcionamento serao censurados, uma vez que ja observamos as r falhas de interesse.

Sendo assim, vamos denotar por n; e ny , o nimero de unidades que falharam no
primeiro e no segundo nivel de estresse, respectivamente. Vamos indicar por r (r < n)
o numero de falhas que desejamos obter e r;, de i = 1,...,r, o numero de unidades que
iremos retirar apos a i-ésima falha.

A figura a seguir apresenta de maneira resumida o que foi expresso anteriormente.
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Figura 5.1: Figura ilustrativa de um esquema de censura progressiva tipo II utilizando
um estresse do tipo step-stress simples.
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Fonte:Elaborada pela autora.

Agora iremos abordar os dois principais métodos de estimacao, que é o método de
méxima verossimilhanga e o método bayesiano, para o modelo descrito neste capitulo.

5.2 Analise Classica do Modelo Step-Stress Simples sob
censura progressiva tipo II

Utilizando o método de Maxima Verossimilhanga para realizar a andlise classica deste
modelo, vamos considerar uma amostra aleatoria como apresentado em (3.3). Como visto
na subsecao 1.4.2; a fungao de verossimilhanca de «, 6, e #; baseado em uma amostra
com censura progressiva tipo II, pode ser escrita do seguinte modo:

L(,01,605)t) = C | [ [ 9(tin) {1 = G(tin)} | , (5.3)
i=1
emquer =n;+ny, C=nn—ri—1)...(n—r—--—r,_y—r+1)er;dei=1,...,r—1

sao valores pré-determinados.

Como visto em Yuen e Tse (1996), o ntimero de unidades a serem retiradas apos cada
falha pode ser pré-determinado ou pode ser aleatorio. Sendo assim, vamos supor que
qualquer unidade retirada do experimento é independente das outras e vamos considerar
que o nimero de unidades removidas em cada tempo de falha tem uma distribuicao
Binomial com probabilidade de remocao p. Isto é:

Pt =) = ("o (5.4

r1
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eparat =2,...,m— 1, temos:

i1 !

n—r—Z'r’l ' "’“Zrl
P(RZ :TZ‘|RZ‘_1 :ri—lw--;Rl :Tl) = ( =1 )pn<1—p) =1 (55)
T
Sendo assim, supondo independéncia entre R; e T; para todo 7, temos que a funcao de
verossimilhanga apresentada em (5.3) pode ser reescrita da seguinte forma:

L(a, 6,650t r) =C Hg(ti:n){l — G(tin)}" | P(R=1), (5.6)
i=1
em que:
P(R = r) = P(Rl = Tl)P(RQ = T’Q‘Rl = 7’1)P(R3 = 7”3’R2 = 7”2,R1 = 7”1) c.
(5.7)

PR,y =71.1|Rr o =7rr_9,..., Ry =11).

Utilizando as expressoes (5.4) e (5.5), podemos reescrever (5.7) do seguinte modo:

(n—r)! TZ T (r=1)(n—r)— TZ (r—a)r;
PR =r)= ' (1-p) i=1 . (58)

i=1
r—1 r—1 p
n—r— E ri |! H r;!
i=1 i=1

Motivada por Alkhalfan (2012) e utilizando as expressoes apresentadas em (5.1) e
(5.2), faz-se possivel construir a fungao de verossimilhanga para «, 6; e 65, considerando
trés possiveis casos:

1. Para o caso de ny = r e ny = 0, a fungado de verossimilhanga em (5.6) é dada por:

L(a,91,92|t,r) = C P(R:I‘)

[T At = Rty

C(n—r)! (th> Zri

=1

= Pt
= N\ e 0 T(e)
n—r— ri |V !
(o) o9
r—1
(r—1)(n—r)— Z (r —i)r; L
TR )
i=1

em que 0 < ty, < - <tp, <T1.
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2. Para o caso de n; = 0 e ny = r, a fungao de verossimilhanga em (5.6) é dada por:

L(Oé, 91, 92]’5, I')

em que 71 <l < -

X

C HfZ(tzn){l - FZ(ti:n)}ri P(R = I‘)
C(n—r)! <le Zh)

N SR
<”—T—;Ti>!}1“! (5.10)
i r (r=1)(nr)- i (r—i)ri

Pt (1-p)

exp {—9% Zyz} H{l — Fa(ya) ),

6
<tpp<o0ey =t,—m + —71.

01

3. Para o caso de 1 <ny; <r — 1, a fungao de verossimilhanga em (5.6) é dada por:

L(a, 01, 0:]t, 1)

em que 0 < 11, < ---

¢ {H filtin)[1 = Fy (tm)]r}

[T At - Fz(tz':n)]”} PR =r)

i=ni1-+1

n a—1 r a—1
() (1)
=1 i=n1+1

C(n—r)!

r—1 r—1
n—r— Z ri |! Hri!
i=1 i=1

< tnl:n < T1 S tnl—i—l:n < -

07" 05" (D())"
(5.11)

(I-p) i=1
1 & [
ﬂ[l - Fl(ti)]”} { IT - F2<yz->]”} ,

<tr:n<ooeyi:ti—71+9—2ﬁ.
1
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Dos trés possiveis casos apresentados, trabalharemos com a funcao de verossimilhanca
descrita em (5.11). Com base nisso, sabemos que maximizar essa fun¢ao é o mesmo que
maximizar o seu logaritmo. Sendo assim, a fungao log-verossimilhanca ¢ dada por:

(B, a1,02/t,7) = In[L(B, a1, azlt,1)]

C(n—r)!

r—1 r—1
n—r-— Z ri |! Hri!
i=1 i=1

—rin(I'(a)) — ang In(0;) — any In(fs)

= In

+ (a—1) Z In(t;) + (e — 1) Z In(y;) + in In(p) (5.12)
i=1 i=n1+1 i=1
+ [(T—l)(n—T)_i(T—i)ﬁ]1n(1—p)—9llzti_0_12AZ yi

r

+ iri In[1 — Fy(t)] + Z riln[l — Fy(y;)]-

i=ni+1

Derivando a equagao (5.12) em relagao aos parametros de interesse «, 01 e 0, e igua-

lando a zero, teremos:

Al(a, 961);[92“’ r) _ —rip(ar) — ny In(0;) — ny In(fy) + nzll In(t;) + ;1 In(ys)
" z T @R (6) = D) (5.13)
; Z T ) MR - Dayl =0
i=n1 1 i=1

a—1
nor it () e -t}
U AR Dl sy Y ray v Te: (5.14)

=1

i N1 v
rorimi(g) exp{—é}

KD Dl cxom ) v

i=ni+1
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r

Ol(c, 01,05|t, 1) any  (a—1)n 1 1
06, ; 0, ZH v 0 Z+1 =)

{ } (5.15)
rnfti—n)(@)r e -5}
Y T ARGt -

i=n1+1

Em que:

02
Yi = ti—7+ 9,
Di(t) = ﬁ/{)el 2 M n(x)e "dr.
Dy(t) = ﬁ/{)% 7 !n(z)e “d.

Portanto, temos que as expressoes apresentadas em (5.13), (5.14) e (5.15) sdo chamadas
de equagoes de verossimilhanga. Sendo assim, os estimadores de maxima verossimilhanca
dos parametros «, 61 e 65, podem ser obtidos resolvendo esse sistema de equacgoes, na
qual faz-se necessario a utilizacao de métodos iterativos, como por exemplo, o Método de
Newton-Raphson.

5.2.1 Intervalos de Confianga Aproximados

Como descrito Bolfarine e Sandoval (2001), se temos um vetor de parametros © =
(cr,01,603), um tamanho amostral grande e algumas condigoes de regularidade sendo sa-
tisfeitas, temos que a distribuicao assintotica do estimador de maxima verossimilhanca

(EMV) de © é:

(6 —0) — Ny(0,I74(0)), (5.16)

de modo que estes estimadores sao assintoticamente nao viciados. A matriz de variancia e
covariancia desses estimadores é dado por 171(0), que é inversa da matriz de informacao
de Fisher observada, na qual podemos representar essa matriz da seguinte forma:

-1

_821((1»91792“'71') _62l(a7‘91»92|t7r) _821((1,91792“3,1‘)
- da? ) 92 (8a891| | o2 (8&692| )
-1 . _ 0“l(a,01,02|t,r . l(a,071,02]t,r _ l(a,071,02|t,r
I (6) - 0010 (96’% 0601002 . (517)
. 32l(a,91,92‘t,r) _82l(o¢,61,02|t,r) _821(04791,92“’.,1')
0020 002001 89%

Os elementos da matriz de informagao de Fisher observada sao:
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8%(04,2:292!’5,1‘) = —r'(a) + i = F1 E {[(( (V(@))?) Fi(t;)
v 20(a) ( ) A?(tzl)} (1= At
_ V( VFy ( ] }+Z > (i F2 T Ru)? (5.18)

< | [(w'w - (()) Fao) + 206 () - 40 (%))

< (L= Faln) - [ RG) - A (4 )] } .

(e, 01, 0ot 1) Pl(a, 01, 0ot )

9000, B 9619a
a—1
oo b = 1 riti (‘%> exp{—é—i}
SR D DD D sy ey

x {[In(t;/00)(1 = Fi(t:)] — ¢() + As (t:/61)} (5.19)

a—1
g (%) ew{-%}

" (1= Fy(9.)?T(0)@?

i=ni1+1

x  {[In(yi/02)(1 — Fa(y:))] — ¥(a) + Ai(yi/02)} .

Pla, 01,65t 1) Pl b1, bo]t, 1)
0a0b, B 00,0«

rlti =)&) ep {21 (5.9)
(1 B(u)?)T ()63

LD IETD

i n1+1 i=ni1+1

{In(y:/02)(1 = Fo(yi)) + Ar(yi/62) — (@)}

X
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r

O*l(av, 01, 6:)t, 1) any  2(a —1)b6m Z 1 (a— 1 9%71 i

= + —
80% 0% Hi)) i=ni1+1 yz i= n1+1
a—1 '
ni ni i
27127 1 < ) eXp{ 1}
— t; —
93 Z T Z (1—F1(t))*T(« )gil

x {1 = Fu(t:)) [t:(1 = (o = 1)(t:/01) ") — 264]
(5.21)

_ ﬁ(ti/el)al exp{—t;/0:1} t,} + izgl Tﬂ(—ll (—9_11212(%;;?({ )‘;4; }

x A= Fa(y)) (1 = (o = 1)(5:/02)7") — 261]

1 -1
- Fa ) exp{—yi/ea}ﬁ}.

Plla, 01, 65t,1) Pl(a, b1, 6ot T)
891692 N 882891

T

(Oé — 1)7’1 1 (92(04 — 1)7'12 - 1
R VR i

i=n1+1 7 1 i=ni+1 Yi
g-;) exp {—‘g—;} (5.22)
()T () 0705

rorm(ti— 1)

1-F

i=n1+1

x {1 = Fa(y) [1 = (o = 1)(3:/02) 7]

1 -1
- m(%/%) eXP{—yi/%}}'

r

D?l(a, 01,65t 1) any  (a—1)1f I 2 ¢
— - _ = t; —
703 R i Ol ik I DR Gl
i=nq

i=ni1+1

L (e ]

(1 = Fy(y:))*L ()b (5.23)

X {1 = Fy(ts) [(1T = (@ = 1)(yi/02) ") (t: — 1) — 262)]

(ti—7)
INE)!

(4/62)* " exp {_yi/62}} .

Em que:



5. Modelo Step-Stress Simples sob censura progressiva tipo IT 108

1

Ai(t) = m/o 2 n(z)e ™ de e Ay(t) = m/{) 2 (In(z))?e "dx .

Apos a obtencao da matriz de informacao de Fisher, faz-se possivel construir intervalos
de confianga assintéticos aproximados para os parametros «, #; e #5. Sendo assim, os
intervalos de confianga assintoticos com nivel 100(1 — )% podem ser construidos do
seguinte modo:

@EMV:‘:Z'Y/Q V(]JT(CAYEM\/)
élEMV + 2,21/ V@T(élEMV) , (5.24)

éZEMV + /2 VGT(ézEMV)

em que z,/2 ¢ o quantil da distribuicao normal padrao.

5.3 Andlise Bayesiana do Modelo Step-Stress Simples
sob censura progressiva tipo II

Apresentaremos nessa secao toda anélise bayesiana realizada utilizando o modelo step-
stress simples sob censura progressiva tipo II e considerando a distribuicao Gama, na
qual mostraremos as distribuigoes a priori que foram utilizadas e também a distribuicao
a posteriori obtida.

Quando olhamos para as expressoes (5.2) do modelo construido, e sabendo que os
parametros desconhecidos «, 01 e 0y, pertencem ao espaco paramétrico de «, 0,0y > 0,
torna-se razoavel assumir uma distribuicao a priori Gama para cada um dos trés parame-
tros.

A expressao da distribuicao a priori para cada parametro desse modelo, como também
a construcao da distribuigao a priori conjunta é a mesma apresentada na segao 3.3.

Deste modo, seguindo a mesma ideia apresentada na secao 3.3, temos que a distribuicao
a posteriori para os parametros «, 0, e 0 pode ser representado de forma proporcional ao
produto da funcdo de verossimilhanga (5.11) e da distribui¢ao a priori conjunta (3.22),

resultado em:
n a—1 r a—1
(Htl) < H y’L) am—le?z—legs—l
i=1

1=n1+1

(D)) 0505

p(aa91792|t7r) X

x {1_1[[1 - Fl(ti)]”} { IT - Fz(yz‘)]”} ~

=1 i=ni+1

Veja que a densidade a posteriori apresentada em (5.25) é analiticamente complexa de
ser tratada, fazendo-se necessério a utilizacao de métodos numéricos.
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5.4 Estudo de simulacao

Com o mesmo objetivo apresentado nos capitulos anteriores, isto é, de comparar o
método de maxima verossimilhanca com o método bayesiano, sera realizado simulacoes
considerando diferentes tamanhos amostrais com 50% e 70% de censura.

Isto ¢, serao geradas varias amostras que seguem o modelo proposto com parametros
pré-definidos, e posteriormente sera realizado a aplicacao das duas metodologias, com
o intuito de verificar por meio de indices qual desses métodos se aproxima mais dos
verdadeiros valores dos parametros.

Os indices utilizados na anélise serdo: Estimativa, Probabilidade de Cobertura (PC),
risco a posteriori e viés.

5.4.1 Gerar valores aleatoérios do Modelo Step-Stress Simples sob
censura progressiva tipo 11

Baseado em Balakrishnan e Sandhu (1995) e também em Ismail e Sarhan (2009) , o
algoritmo utilizado para gerar valores aleatorios do modelo step-stress simples sob censura
progressiva tipo II considerando a distribuicao Gama, é dado do seguinte modo:

1. Simular r valores a partir da distribuigado Uniforme(0,1), Uy,...,U,.

2. Gerar um namero aleatorio, Ry, de uma Binomial(n — r,p).

i—1

3. Para:=2,3,...,r—1, gere numeros aleatorios R; de uma Binomial (n —r— Z R, p

=1

4. Defina R, de acordo coma seguinte condigao:

r—1 r—1
n—r—g Ry, n—T>E R,
=1 =1

R, =

0, c.c

5. Defina E; = Uil/(iJer:“i+1 Rd), parai=1,...,7.
6. Obtenha amostras de censura progressiva tipo II, na qual podemos denotar por
T

(Uf,...,Ur), em que U =1 — H Ey, parai=1,...,r.
d=r—i+1

7. Encontrar n; tal que Uy < Fi(1) < Uy ;.

n

¢
1

8. Parai < ny, faga T; = 0,G~1(U}), onde G(t :/—

>~ 19 ¢ 1 ( ) () OF(OO

e dx.

9. Paran; +1<i<r, faca T;, = 92(}—1<Ui*) - =27,

).
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5.4.2 Descricao da Simulacao

Para a realizacao da comparagao entre o método de maxima verossimilhanca e o
método bayesiano, foram realizadas simulacoes utilizando a linguagem de programacao
R.

Sendo assim, foram geradas amostras de diferentes tamanhos, isto é n = (14, 20, 34, 50, 100),
com 50% e 70% de censura, na qual para cada tamanho amostral diferente houveram 1000
amostras. Os valores dos parametros foram fixados anteriormente, e foi aplicado os dois
métodos inferenciais em cada amostra, para assim obter estimativas para os parametros.

Utilizando os algoritmos elaborados em linguagem R, foi realizado:

e Para o método Classico, foram geradas 1000 amostras (para cada tamanho amostral
diferente), na qual foi realizado a estimagdo de méaxima verossimilhanga para cada
uma delas, e posteriormente calculado os indices de: Probabilidade de Cobertura
(PC), viés e a média das estimativas. Vale ressaltar que as R;, de i = 1,...,r,
unidades que iremos retirar apos a i-ésima falha, foram obtidas a partir de uma
distribuicao Binomial com p = 0.5.

e Para o método Bayesiano, foram usadas as mesmas 1000 amostras geradas (para
cada tamanho amostral diferente). Considerando a priori Gama foi utilizado o al-
goritmo de Metropolis-Hastings, em que para cada amostra foram gerados 60000
valores da distribuicao a posteriori, descartado os 20000 primeiros valores e apli-
cado lags de tamanho 30, a fim de diminuir a correlagao entre os valores gerados.
Posteriormente foi aplicado os estimadores de Bayes referente as fungoes de perda:
Quadratica, LINEX (consideramos ¢ = 0.7) e Entropia (consideramos q = 0.7) e
calculado os indices de: Probabilidade de Cobertura (PC), risco a posteriori, viés e
a média das estimativas.

5.4.3 Resultados Numeéricos

Os resultados obtidos utilizando diferentes tamanhos amostrais com 50% e 70% de
censura estao resumidos nas tabelas a seguir. Por meio dos indices calculados, julgaremos
qual método obteve os melhores resultados.

As estatisticas apresentadas nas tabelas sao a Média (Estimativa), Risco a posteriori,
Viés, Probabilidade de Cobertura (PC) e o Intervalo de Confianga (IC) para o método
classico ou Intervalo de Credibilidade (IC) para o método bayesiano.
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Tabela 5.1: Tabela de Resumo dos indices de interesse considerando o = 2,6; = 2.718282,
0y =1.648721, 1 =4, p=05en = 14.

n r 0; Métodos/Fungoes Estimativa PC N pljsl‘ig?iori Viés Infericl)?(958%2)erior
Maéxima Verossimilhanga 3.4839 0.9520 - 1.4839 | -1.3856 8.3536
o Quadratica 3.0732 0.9760 8.3933 1.0732 0.6237 8.3618
Linex 1.9916 0.9760 2.7001 -0.0083 | 0.6237 8.3618
Entropia 2.0642 0.9760 0.1002 0.0642 0.6237 8.3618
Maéaxima Verossimilhancga 4.1274 0.8030 - 1.4091 | -7.2803 15.5352
r=4 |0 Quadréatica 9.0459 0.9900 72.1313 6.3276 0.7365 53.6661
Linex 2.5136 0.9900 7.9771 -0.2046 | 0.7365 53.6661
Entropia 3.0054 0.9900 0.2587 0.2871 0.7365 53.6661
Maxima Verossimilhanga 1.5220 0.6930 - -0.1266 | -1.1978 4.2419
0 Quadréatica 6.6811 0.9560 47.0495 5.0324 0.5023 40.3908
2 Linex 1.9480 0.9560 5.8906 0.2993 0.5023 40.3908
=14 Entropia 2.0934 0.9560 0.2881 0.4447 0.5023 40.3908
Maxima Verossimilhanga 3.5148 0.9580 - 1.5148 -0.8088 7.8386
o Quadréatica 2.4146 0.9510 6.6249 0.4146 0.5331 6.5135
Linex 1.6550 0.9510 1.9907 -0.3449 | 0.5331 6.5135
Entropia 1.6435 0.9510 0.0921 -0.3564 | 0.5331 6.5135
Maéaxima Verossimilhanga 3.7139 0.7420 - 0.9956 | -5.3319 12.7597
r=710 Quadréatica 10.3286 0.9820 118.7366 7.6103 0.9920 54.1698
- 1 Linex 3.0041 0.9820 8.9354 0.2858 0.9920 54.1698
Entropia 3.9753 0.9820 0.2280 1.2571 0.9920 54.1698
Maéaxima Verossimilhanca 1.4948 0.7620 - -0.1539 | -0.3440 3.3336
0 Quadratica 2.8288 0.9570 4.3901 1.1801 0.6729 10.7628
2 Linex 1.8151 0.9570 2.4812 0.1663 0.6729 10.7628
Entropia 1.8039 0.9570 0.1069 0.1552 0.6729 10.7628

Fonte:Elaborada pela autora.

Tabela 5.2: Tabela de Resumo dos indices de interesse considerando o = 2,6; = 2.718282,
0y = 1.648721, 71 =4, p = 0.5 e n = 20.

n r 0; Meétodos/Fungdes Estimativa PC a pl(?slfg?i ori Viés Inferiéf(%S%i)erior
Maéaxima Verossimilhanga 3.1185 0.9620 - 1.1185 | -0.3253 6.5624
o Quadratica 2.2474 0.9520 2.6542 0.2474 0.6086 5.5905
Linex 1.7182 0.9520 1.8811 -0.2817 | 0.6086 5.5905
Entropia 1.6855 0.9520 0.0748 -0.3144 | 0.6086 5.5905
Maxima Verossimilhanga 3.3474 0.7900 - 0.6291 -4.3079 11.0029
r=6 | o, Quadréatica 10.2364 0.9670 119.3896 7.5181 1.0004 54.1875
Linex 2.9749 0.9670 8.8464 0.2566 1.0004 54.1875
Entropia 3.9424 0.9670 0.2177 1.2241 1.0004 54.1875
Maéaxima Verossimilhanga 1.4898 0.7440 - -0.1588 | -0.6388 3.6185
P) Quadratica 3.1260 0.9730 6.2591 1.4773 0.6173 13.0559
2 Linex 1.8021 0.9730 2.7640 0.1534 0.6173 13.0559
=20 Entropia 1.7946 0.9730 0.1300 0.1459 0.6173 13.0559
Maxima Verossimilhanga 2.8640 0.9560 - 0.8640 | -0.0424 5.7706
Quadratica 2.0592 0.9380 1.9140 0.0592 0.6219 4.8926
@ Linex 1.6444 0.9380 1.6774 -0.3555 | 0.6219 4.8926
Entropia 1.6019 0.9380 0.0649 -0.3980 | 0.6219 4.8926
Maxima Verossimilhanga 3.1463 0.7810 - 0.4280 | -3.2474 9.5401
r=10 | 6 Quadratica 8.7242 0.9720 88.6798 6.0059 1.1618 39.5189
Linex 3.1550 0.9720 7.6452 0.4367 1.1618 39.5189
Entropia 4.1170 0.9720 0.1717 1.3987 1.1618 39.5189
Maxima Verossimilhanga 1.5121 0.8180 - -0.1366 0.0341 2.9900
P Quadréatica 2.3394 0.9660 1.8377 0.6907 0.7741 6.9102
2 Linex 1.7954 0.9660 2.0147 0.1467 0.7741 6.9102
Entropia 1.7692 0.9660 0.0696 0.1204 0.7741 6.9102
Fonte:Elaborada pela autora.
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Tabela 5.3: Tabela de Resumo dos indices de interesse considerando o = 2,6; = 2.718282,
Oy = 1.648721, 7, =4, p=0.5 e n = 34.

n r 0; Métodos/Fungdes Estimativa PC a pl(:){slig?iori Viés Inferi{)f(gzoii)erior
Maéaxima Verossimilhanga 2.5097 0.9630 - 0.5097 0.4148 4.6046
o Quadratica 2.3804 0.9680 1.2764 0.3804 0.9007 4.7990
Linex 2.0421 0.9680 2.0954 0.0421 0.9007 4.7990
Entropia 2.0345 0.9680 0.0442 0.0345 0.9007 4.7990
Maxima Verossimilhanga 3.0548 0.8160 - 0.3365 | -2.1102 8.2200
r=10 | 6 Quadratica 4.6927 0.9900 12.5731 1.9744 0.9445 19.3902
Linex 2.4677 0.9900 4.3094 -0.2505 | 0.9445 19.3902
Entropia 2.6963 0.9900 0.1208 -0.0219 | 0.9445 19.3902
Maxima Verossimilhanga 1.5679 0.8360 - -0.0807 | 0.0034 3.1325
0 Quadratica 2.2908 0.9560 1.7774 0.6420 0.7431 6.6861
2 Linex 1.7560 0.9560 1.9374 0.1073 0.7431 6.6861
n—34 Entropia 1.7255 0.9560 0.0716 0.0768 0.7431 6.6861
Méaxima Verossimilhanga 2.4202 0.9540 - 0.4202 0.5541 4.2862
o Quadréatica 2.8537 0.9250 2.6143 0.8537 1.2593 5.2380
Linex 2.4904 0.9250 2.6025 0.4904 1.2593 5.2380
Entropia 2.5492 0.9250 0.0324 0.5492 1.2593 5.2380
Maxima Verossimilhanga 3.1956 0.8320 - 0.4773 | -1.4413 7.8326
r=17 | o Quadratica 2.5755 0.9530 1.3733 -0.1426 | 0.8659 7.3662
Linex 1.9713 0.9530 2.2902 -0.7468 | 0.8659 7.3662
Entropia 1.9706 0.9530 0.0654 -0.7476 | 0.8659 7.3662
Maxima Verossimilhanga 1.5928 0.8590 - -0.0558 0.4631 2.7224
P Quadratica 2.0975 0.9490 0.8665 0.4488 0.9380 4.6424
2 Linex 1.8361 0.9490 1.7750 0.1873 0.9380 4.6424
Entropia 1.8120 0.9490 0.0391 0.1633 0.9380 4.6424

Fonte:

Elaborada pela autora.

Tabela 5.4: Tabela de Resumo dos indices de interesse considerando o = 2,6; = 2.718282,
0y = 1.648721, 71 =4, p = 0.5 e n = 50.

n r 0; Métodos/Fungdes Estimativa PC a pI(:){sl‘fg?i ori Viés Inferii?(gg)S%i)erior
Maéaxima Verossimilhanga 2.3347 0.9590 - 0.3347 0.7040 3.9655
o Quadratica 1.8231 0.9180 0.3800 -0.1768 | 0.8480 3.4069
Linex 1.6726 0.9180 1.4720 -0.3273 | 0.8480 3.4069
Entropia 1.6316 0.9180 0.0310 -0.3683 | 0.8480 3.4069
Maxima Verossimilhanga 3.0536 0.8510 - 0.3354 | -1.1428 7.2501
=15 | 0, Quadréatica 6.4558 0.9530 34.4954 3.7375 1.4776 22.9692
Linex 3.3806 0.9530 5.8331 0.6624 1.4776 22.9692
Entropia 4.1108 0.9530 0.0998 1.3925 1.4776 22.9692
Maxima Verossimilhanga 1.5803 0.8540 - -0.0684 | 0.3868 2.7737
05 Quadratica 1.9773 0.9560 0.7001 0.3286 0.8801 4.4926
Linex 1.7311 0.9560 1.6346 0.0824 0.8801 4.4926
n =50 Entropia 1.6987 0.9560 0.0397 0.0499 0.8801 4.4926
Maxima Verossimilhanga 2.2718 0.9610 - 0.2718 0.8290 3.7147
o Quadratica 2.8656 0.8530 1.8915 0.8656 1.5115 4.7480
Linex 2.6238 0.8530 2.6448 0.6238 1.5115 4.7480
Entropia 2.6644 0.8530 0.0209 0.6644 1.5115 4.7480
Maxima Verossimilhanga 2.9735 0.8650 - 0.2552 | -0.3525 6.2996
=25 | 6 Quadratica 2.0618 0.8710 0.9628 -0.6564 | 0.9104 4.6132
Linex 1.8033 0.8710 1.7474 -0.9149 | 0.9104 4.6132
Entropia 1.7736 0.8710 0.0395 -0.9446 | 0.9104 4.6132
Maxima Verossimilhanga 1.6126 0.9100 - -0.0360 0.6898 2.5354
9o Quadréatica 2.0500 0.9470 0.5666 0.4012 1.0692 3.9239
Linex 1.8832 0.9470 1.7501 0.2344 1.0692 3.9239
Entropia 1.8629 0.9470 0.0262 0.2141 1.0692 3.9239

Fonte:

Elaborada pela autora.
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Tabela 5.5: Tabela de Resumo dos indices de interesse considerando o = 2,6; = 2.718282,
0y = 1.648721, 1, = 4, p = 0.5 e n = 100.

n r 0; Métodos/Fungdes Estimativa PC a p];{Sl:ZI(‘)iOI‘.I Viés Inferi{)?(gs)s?si)erior
Maéaxima Verossimilhanga 2.1338 0.9460 - 0.1338 1.0556 3.2120
o Quadratica 2.1862 0.9500 0.3657 0.1862 1.2666 3.4402
Linex 2.0776 0.9500 1.9237 0.0776 1.2666 3.4402
Entropia 2.0679 0.9500 0.0159 0.0679 1.2666 3.4402
Maxima Verossimilhanga 2.9187 0.8890 - 0.2004 0.2696 5.5677
r=30 | 0 Quadratica 3.0783 0.9920 1.2364 0.3600 1.3104 7.1504
Linex 2.5389 0.9920 2.8709 -0.1792 | 1.3104 7.1504
Entropia 2.6080 0.9920 0.0427 -0.1102 | 1.3104 7.1504
Méaxima Verossimilhanca 1.6310 0.9140 - -0.0176 | 0.8002 2.4617
0 Quadratica 1.8010 0.9470 0.2616 0.1523 1.0523 3.0814
2 Linex 1.7109 0.9470 1.4557 0.0622 1.0523 3.0814
n = 100 Entropia 1.6877 0.9470 0.0181 0.0390 1.0523 3.0814
Méaxima Verossimilhanga 2.1160 0.9620 - 0.1160 1.1546 3.0775
o Quadratica 2.2420 0.9250 0.3988 0.2420 1.3861 3.3690
Linex 2.1506 0.9250 1.9886 0.1506 1.3861 3.3690
Entropia 2.1455 0.9250 0.0126 0.1455 1.3861 3.3690
Maxima Verossimilhanga 2.8138 0.8990 - 0.0955 0.7495 4.8781
r=50 | 0, Quadratica 2.7688 0.9720 0.7330 0.0505 1.3858 5.4876
Linex 2.4529 0.9720 2.5546 -0.2653 | 1.3858 5.4876
Entropia 2.4866 0.9720 0.0286 -0.2316 1.3858 5.4876
Maxima Verossimilhanga 1.6433 0.9180 - -0.0053 | 0.9864 2.3002
0 Quadratica 1.7582 0.9480 0.1515 0.1095 1.1598 2.6688
2 Linex 1.7071 0.9480 1.4158 0.0584 1.1598 2.6688
Entropia 1.6911 0.9480 0.0109 0.0424 1.1598 2.6688

Fonte:E

laborada pela autora.

Antes de iniciarmos a explicacao dos resultados apresentados nas tabelas, seré apre-
sentado duas figuras. A primeira figura tras os graficos para cada um dos parametros
do modelo, a fim de visualizarmos como esté se comportanto o risco a posteriori a me-
dida que o tamanho amostral aumenta, considerando tanto 70% quanto 50% de censura.
J& a segunda figura tras os graficos para cada um dos parametros do modelo, a fim de
observarmos agora como esta se comportanto o viés a medida que o tamanho amostral
aumenta, considerando tanto 70% quanto 50% de censura.
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Figura 5.2: Graficos do risco a posteriori versus tamanho amostral (n), para cada um dos
parametros do modelo step-stress simples sob censura progressiva tipo II, considerando
tanto 70% quanto 50% de censura.
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Fonte:Elaborada pela autora.
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Figura 5.3: Graficos do Viés versus tamanho amostral (n), para cada um dos parametros
do modelo step-stress simples sob censura progressiva tipo II, considerando tanto 70%
quanto 50% de censura.
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Fonte:Elaborada pela autora.

Comparando os resultados que foram apresentados nas tabelas 5.1 a 5.5, podemos
perceber que para todos os tamanhos amostrais e porcentagens de censura considerados,
tanto o método de méxima verossimilhanca quanto o método bayesiano com as fungoes
de perda Quadratica, Linex e Entropia apresentaram boas probabilidades de cobertura,
isto &, probabilidades de cobertura proximas de 95%.

Quando olhamos para os valores do risco a posteriori referente as funcoes de perda
Quadratica, Linex e Entropia, sendo estes valores apresentados tanto nas tabelas quanto
na Figura 5.2, podemos perceber que para todos os tamanhos amostrais e porcentagens de
censura considerados, a funcao de perda de Entropia apresentou os melhores resultados,
isto é, com um risco a posteriori proximo de zero. Portanto, a perda que se espera
comentar estimando os parametros do modelo proposto considerando a funcao de perda
Entropia, é bem menor quando comparado com as outras fungoes de perda.

Observando ainda a Figura 5.2 é interessante notarmos que para amostras de tamanho
pequeno a funcao de perda Quadratica, usualmente utilizada em estudos de inferéncia
Bayesiana, apresentou valores altos do risco a posteriori quando comparado com a func¢ao
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de perda de Entropia, ressaltando mais uma vez a importancia de se trabalhar com essa
funcao assimétrica.

Quando olhamos para os valores do viés apresentados tanto nas tabelas quanto na
Figura 5.3, podemos perceber para amostras pequenas e considerando 50% de censura,
o método bayesiano apresentou um bom resultado, isto é, com um viés proximo de zero
para o parametro o. Contudo a medida que o tamanho amostral aumenta tanto o método
de maxima verossimilhan¢a quanto o método bayesiano apresentaram resultados satisfa-
torios. Agora considerando 70% de censura para o parametro a, podemos perceber que
o método bayesiano com funcgoes de perda Linex e Entropia apresentaram os melhores
resultados.

J& para o parametro 0, e considerando 70% de censura, podemos perceber que tanto
o método de maxima verossimilhanca quanto o método bayesiano com funcoes de perda
Linex e Entropia apresentaram resultados bons e préoximos de zero. Agora quando con-
sideramos 50% de censura, podemos perceber que o método de maxima verossimilhanca
apresentou um melhor desempenho. Por fim, para o parametro #, tanto o método de
méaxima verossimilhanca quanto e o método bayesiano com fungoes de perda Linex e En-
tropia apresentaram um desempenho similar e um vies mais proximo de zero. Podemos
perceber também que quando consideramos 50% de censura, obtemos um viés menor do
que quando consideramos 70% de censura.

Ao compararmos as estimativas realizadas por cada método, podemos perceber que
tanto o método classico quanto o método bayesiano (com fungoes de perda Linex e
Entropia), para todos os tamanhos amostrais e porcentagens de censura, se aproxima-
ram razoavelmente do verdadeiro valor dos pardmetros que sao o = 2, #; = 2.718282 ¢
0y = 1.648721. Podemos perceber, que a medida que o tamanho amostral aumenta essas
estimativas pontuais tendem a se aproximar cada vez mais dos verdadeiros valores dos
parametros.

Por meio das tabelas apresentadas, ¢ possivel observar que para alguns tamanhos
amostrais, o limite inferior do intervalo de confianca de 95% obtido para os parametros
do modelo pelo método de méxima verossimilhanga ¢ um valor negativo, embora esses
parametros assumam apenas valores positivos.

Sendo assim, de um modo geral podemos concluir que tanto o método de maxima
verossimilhanca quanto o método bayesiano com funcoes de perda Linex e Entropia apre-
sentaram os melhores resultados, isto &€, ambos os métodos se aproximaram do verdadeiro
valor dos parametros, com os menores riscos a posteriori, com os menores viés e as me-
lhores probabilidades de cobertura.



CAPITULO

Modelo Step-Stress Miultiplo sob
censura progressiva tipo 11

Neste capitulo apresentaremos toda formulagao teérica e matematica que foi necessaria
para realizar a construgao do modelo step-stress miiltiplo sob censura progressiva tipo II
considerando uma distribuicao Gama.

Seguindo a mesma motivacao do capitulo 5, vamos apresentar toda analise classica
desenvolvida, desde os estimadores de Maxima Verossimilhanca para o modelo proposto,
até a distribuicao assintotica dos mesmos.

Mostraremos também toda analise classica e bayesiana desenvolvida para realizar a
estimacao dos parametros do modelo considerando uma situagao que ha 3 niveis de es-
tresse.

6.1 Descricao do modelo

O modelo step-stress multiplo sob censura progressiva tipo II, nada mais é do que uma
generalizacao do modelo step-stress simples apresentado no capitulo 5, em outras palavras,
este modelo é utilizado quando estamos em uma situagao com m niveis de estresse.

Para construir o modelo step-stress miltiplo sob censura progressiva tipo II, vamos
utilizar novamente o modelo de exposicao cumulativa. Ademais, vamos assumir que 0s
tempos de falha observados em cada nivel de estresse x, para k = 1,...,m, seguem uma
distribuicao Gama com parametro de forma comum « e parametro de escala 0. Veja que
m representa o nimero de niveis de estresse utilizados.

Para entendermos melhor a ideia do modelo step-stress miltiplo sob censura progres-
siva tipo II, vamos imaginar a situacao em que comegamos com n unidades em teste, na
qual essas unidades sao submetidas a um nivel de estresse inicial x,. Feito isso, essas
unidades permaneceram nesse nivel de estresse até um tempo pré-determinado 7. Apos
esse tempo, as unidades que nao falharam serao submetidas a um nivel de estresse mais
elevado, na qual denotaremos por x,, e estas permaneceram nesse nivel até um tempo
pré-determinado 7. Novamente, apos esse tempo as unidades que nao falharam serao
submetidas a um novo nivel de estresse mais elevado, na qual denotaremos por x3, e este
processo continua seguindo essa ideia até observarmos um nimero fixo de r falhas.

Como estamos considerando um caso de censura progressiva tipo II, apos ocorrer a
primeira falha, serdo retirados r; itens dos (n — 1) restantes que ainda nao falharam,
permanecendo no estudo um total de n — r; — 1 elementos. Pensando agora no caso em
que ocorra a segunda falha, de modo que iremos retirar ro itens dos n — r; — 2 que ainda
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restam, permanecendo no estudo um total de n — r; — ry — 2 elementos. Seguindo esse
mesmo processo até que ocorra a r-ésima falha, é facil ver que no momento que ocorrer
a r-ésima falha, todos os r, = n —ry —ry —--- —r,._; — r itens restantes que estao em
funcionamento serao censurados, uma vez que ja observamos as r falhas de interesse.

Em suma, o experimento que pode ser modelado por este modelo inicia-se em um
nivel de estresse x;, e vai sendo alterado para um nivel de estresse x5, x3,...,%,,, em
tempos pré-determinados na qual podemos denotar por 71,79, ...,Tm—1. O experimento
s6 acabara quando r unidades falharem, de modo que ap6s ocorrer cada falha, r; unidades
sao retiradas do experimento, em que i = 1,...,r — 1.

Vamos denotar por N; o niimero de unidades que falharam no primeiro nivel de es-
tresse, por Ny o niimero de unidades que falharam no segundo nivel de estresse e por Ny, o
numero de unidades que falharam no k-ésimo nivel de estresse, em que k = 1,2,...,m. Va-
mos indicar por  (r < n) o ntmero de falhas que desejamos obter e 1, dei =1,...,r—1,
o namero de unidades que iremos retirar apos a i-ésima falha.

Para construir o modelo step-stress miiltiplo sob censura progressiva tipo II, vamos
indicar por Fj, a fungao de distribuicao dos tempos de falha no nivel de estresse x;, em
que £k = 1,2,...,m. Além do mais, vamos considerar que 0 é o parametro de escala
associado a Fj,.

Sendo assim, a funcao de distribuicao acumulada do modelo step-stress miiltiplo sob
censura progressiva tipo II considerando a distribuicao Gama, para os niveis de estresse
1,T9,...,Tm, ¢ dado por:

Ck
Fr(Ge) = /0 ﬁaza_le_’”dx, (6.1)

k-1
t— T JAY

em que (i = %—%Zg—],parak =1,2,....meTm_1 <t < 7. Ecom A, =7—7_4,
k — 7

j=1

sendo 1o =0, t >0, a > 0ef; > 0. A funcao densidade de probabilidade deste modelo
pode ser obtida derivando a equacao (6.1) em relagao a t, isto é:

1
o=lo=Ck (6.2)

Je(Gr) = ()0 ,

em que 71 <t < 7.

6.2 Analise Classica do Modelo Step-Stress Miltiplo
sob censura progressiva tipo II

Para realizar a analise classica considerando este modelo, iremos utilizar o método de
Méaxima Verossimilhanca.

Vamos considerar uma amostra aleatoria como apresentado em (4.1). Como visto na
subsecao 1.4.2, a funcao de verossimilhanca para « e 6, de k = 1,2,...,m, baseado em
uma amostra com censura progressiva tipo II, pode ser escrita do seguinte modo:

m nk
L(a,01,05,....0n[t) =CT[{ T felta){1 = Frti)} ¢, (6.3)
k=1 tp=nr—1+1
k
emque C =nn—r—1)...(n—ry —-- =1,y —r+1),n9 =0, ng = ZN“ para

i=1
k=1,2,....m—1en,,=r.
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Como discutido na se¢ao 5.2, vamos considerar que as r; unidades retiradas do expe-
rimento sao aleatorias e independentes uma das outras. Vamos considerar também que o
numero de unidades removidas em cada tempo de falha tem uma distribuicao Binomial
com probabilidade de remocao p.

Sendo assim, a fungao de verossimilhanga apresentada em (6.3) pode ser reescrita da
seguinte forma:

Nk

L(a,01,0,. ... 0nlt,r) =C T[S JI At){l—Fut)}s p PR=1), (6.4)

k=1 tp=nr_1+1

em que:
r—1 r—1
(n _ ’]")' Z T (r—1)(n—r)— Z (’I" — Z)’f’i
P(R=r)= =1 (1-p) =1 - (6.5)

- r—1 r—1 p
(n -7 — Zﬁ)!Hm!
i=1

=1

Como dito anteriormente, para construgao deste modelo estamos considerando que os
tempos de falha em todos os m niveis de estresse seguem uma distribuicao Gama. Sendo
assim, utilizando as expressoes apresentadas em (6.1) e (6.2), faz-se possivel construir a
funcao de verossimilhanca para «, 61,6s, ..., 0,,, isto é:

Lty O ltor) =

X
-~
bl
.!.

b

H ell\lk) H A (Qk)a—l

r—1
{ ng Z T

< [Iq IT b-Aors o=

k=1 | ix=np_1+1
r—1
(r—1)(n—r)— (T — Z)?”l
X (1 - p) =1 ;
ti, — T = A
em que (;, = %6?—kk_1 + 20_7 para k = 1,2,...,m. E com A, = 7, — 1;_1, sendo

=1
T0=0,t>0,a>0ed, >0.



6. Modelo Step-Stress Miiltiplo sob censura progressiva tipo 11 120

Vale ressaltar que r é o numero total de unidades que falharam, N, é o ntimero de
unidades que falharam no k-ésimo nivel de estresse, t;, sao os tempos de falha das unidades
no k-ésimo nivel de estresse e r; é o namero de unidades removidas apos cada falha.

A funcao log-verossimilhanca pode ser expressa do seguinte modo:

l(a,01,09,....0,|t,r) = In[L(a,601,0s,...,0,|t,1)]

— I C(T:_j r) | —rIn[I(a)] - Zm: Ny In(6)
(n_r—Z’n)'HTz' k=1
=1 =1
+ @-DY 4 S me) - Y G (67)
k=1 | ix=np_1-+1 k=1 |ix=ngp_1+1

Derivando a equacdo (6.7) em relagao aos parametros de interesse a e 6y e igualando
a zero, teremos:

81(@,01,02,...,9m|t,r) B m ng
da = —W(&H; Y (G,

ig=nk—1+1
(6.8)
m Nk rik | ) | )
" Z ik:%z_mm[““)ﬂ(%) Di(G,)]| =o.
CUCTUTU STRU %) R RRETS o S S

a0, 0;

Y Y P (6.9

k=1 |ig=rr_1+1 J

e i Lk Tik 8
NP B D DR e o F ALl e

k=1 |ix=ngr_1+1
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: (C(a))’ L e

Em que j =1,...,m, w(a>_WeDl(t)_m/o % In(x)e *dx.

Assim as equagoes apresentadas em (6.8) e (6.9) sdo chamadas de equagdes de ve-
rossimilhanca. Logo, os estimadores de maxima verossimilhanga dos parametros «, e 0;,
podem ser obtidos resolvendo esse sistema de equagoes. Como este sistema nao pode ser
resolvindo analiticamente, faz-se necessario a utilizagao de métodos iterativos, como por
exemplo, o método de Newton-Raphson.

Como discutido na segao 1.4.1, faz-se possivel obter a distribui¢ao assintotica desses
estimadores, de modo que os elementos da matriz de informagao de Fisher apresentado
em (1.12) podem ser expressos da seguinte forma:

82
90,0,

em que i,j = 1,2,...,p, © = (,01,65,...,0,,) e p=m+ 1 o nimero de parametros a
serem estimados.

Para um melhor entendimento vamos considerar um caso em que temos 3 niveis de
estresse (m = 3). Isto é, vamos imaginar a situagdo em que comegamos com n unidades
em teste, na qual essas unidades sao submetidas a um nivel de estresse inicial x;. Feito
isso, essas unidades permaneceram nesse nivel de estresse até um tempo pré-determinado
T1. Apods esse tempo, as unidades que nao falharam serao submetidas a um nivel de
estresse mais elevado, na qual denotaremos por x,, e estas permaneceram nesse nivel até
um tempo pré-determinado 7. Feito isso, novamente apos esse tempo as unidades que nao
falharam serao submetidas a um novo nivel de estresse mais elevado, na qual denotaremos
por xs.

Como estamos em um caso de censura progressiva tipo II, o experimento s6 acabaré
quando r unidades falharem, de modo que apés cada falha seré retirado r; unidades do
experimento, em que ¢ = 1,...,7 — 1. Neste caso, vamos denotar por N; o numero
de unidades que falharam no primeiro nivel de estresse, Ny o ntimero de unidades que
falharam no segundo nivel de estresse e por N3 o numero de unidades que falharam no
terceiro nivel de estresse.

Podemos simplificar a equagao apresentada em (6.6) para o caso em que temos 3 niveis
de estresse. Deste modo a funcao de verossimilhanca para «, 61, 05 e 63 é dada por:

Iij(a7Q17027"'79m) = l(@|t), (610)
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L(Oé, 617 927 03“‘-’7 r)

X

X

X

X

(n ) i(n )j = o (e%) (e%> (%)

T’i!
i=1 =1
Ny N1+Na r
{H(Cﬁ)al} { H (Ci2)a1} { H (Cis)al}
11=1 i2=N1+1 i3=N1+Na2+1

N1 N1+N2 r
exp {— D= D G- Y. Cig} (6.11)

i1=1 ig=N1+1 i3=N1+Na+1

{1_1[ [1_F1(<“)]7’11} { 11_[2 [1_F2(C22)]n2}

11=1 i9=N1+1

r—1 r—1
r Z’I"i (r—1)(n—r)— (T — Z)’I"Z
{ H (1= F3(,)]"™ } pi=t (1-p) = :
13=N1+N2+1

A fungao log-verossimilhanca é dada por:

Z(Oé, 01, 92, 93]‘5, I')

In [L(c, 61,04, 05]t, 1)

In C“}_j r)! | —rln[[(a)] - Ny In(6) — Ny In(62)
(n —7r— Zn)!Hri!
=1 i=1
N1 N1+N2
N3In(0s) + (@ — 1) Y “In(¢,) + (a—1) > In(G,)
i1=1 io=N71+1
r Ny Ni+N2
=1 Y W)=Y Y (@) (012
i3=N1+Na2+1 i1=1 i2=N1+1
r Ny N1+Na
S G- RG> Il F(G)
i3=N1+Na+1 11=1 io=N1+1
r r—1
Y. e[l = (Gl + ) i)
i3=N1+N2+1 i=1
r—1

(r—=1)(n-r)— Z (r—i)r;| In(1 — p),

=1
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k-1
ti, — The AV
emquegk:ke—l;kl—i-g 0—j,parak:1,2,3.EcomAl:Tl—Tl_lem:O.

J=1

Derivando a equagao (6.12) em relacdo aos parametros de interesse «, 61, 05 e 05 e

igualando a zero, teremos:

N1 N1+N2
Ol(c, 01,0, 056, x) —r¢(a)+21n(2£>+ 3 ln(t129—71+§>
1 2 1

Jda
i2=N1+1

a tiy,—T0 T (T2 —T1)
In ( lis nye-n)
+ > n< e )

13=N1+N2+1

X 1y [(@)Fi(Gy) — Di(Gy))
D T X8 (6.13)

11=1

O [9(0)Fa(G) = Da(Gw)
D 1= F2(G)]

i1=N1-+1

i Tig [w(a)F?)(Cls) — Dl(CZs)] —0.

+
i1=N1+Na+1 [1 B F3<Ci3)]
Ol(c, 61,62, 05t, 1) _ C(a—DN; @) Ni\b (ti2 —n E)_l E—
891 61 ip—=Np+1 02 91 6%_

- ti,—m T (o—T) !
— -1 T I T S S 4 —
(a—1) [ Z ( 5 + G, + 7 > 7

i3=N1+N2+1 ]
Ny
ti Nomp  Ns1p N
Hl T2 T T2 T o 6.14
+Z(@%)+0%+0% 2 (6:14)
i1=1
I i Tiltil(gil)oz—le_@'l N Nivz TiQ(Ciz)a—le—giQTl
1= RGN ()0 | 2= [1 = Fa(G,)IT(a)ff

ZT: Tis (i) e Sy

ig=N1+Na+1 [1— F5(Gi) )T ()07 B
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8l(a,«91,92,93|t,r) _ _&_(Q_l) Ni\b i(tw —Tl)
00, 0 et G, 03
N1+No
tiy =1\ | N3(2—71)
! z:( 03 >+ 02
ia=N1+1 2 2
d 1 (-1
— (a—l)[ > C—(ze—gl)] (6.15)
i3=N1+Np+1 %3 2
+ Ni\g 7iy (i) e (ti, — 1)
io=Ni+1 [1 - FQ(Clz)]F(a)H%

[1 = F5(G,)IT ()63

13=N1+N2+1

dl(a, 01, 05, 05t T) R ta—m T (m—m)\
— —(a—1 SERR L A
905 CERI DY 0 e 6

Lis=N1+Na+1

(tiy —72)]  Ns - iy — T
o > 7 (6.16)

13=N1+Na+1

r

> iy (Giy) 1~ (13, — 72)

1-BGT@E

+

13=N1+Na+1

Deste modo, as equagdes apresentadas em (6.13), (6.14), (6.15) e (6.16) sdo chamadas
de equacoes de verossimilhanca. Assim, os estimadores de maxima verossimilhanga dos
parametros «, 01, 05 e 3 podem ser obtidos resolvendo esse sistema de equagoes utilizando
métodos iterativos, como por exemplo, o método de Newton-Raphson.

6.2.1 Intervalos de Confianga Aproximados

Pela teoria de inferéncia classica e baseado em Bolfarine e Sandoval (2001), dado o
vetor de parametros © = («, 01, 65, 03), um tamanho amostral grande e com algumas con-
di¢oes de regularidade sendo satisfeitas, temos que a distribuicao assintética do estimador
de méxima verossimilhanga (EMV) de © é:

(6 —0) — N, (0,I71(0)), (6.17)

de modo que estes estimadores sdo assintoticamente nao viciados. A matriz de variancia e
covariancia desses estimadores ¢ dado por I71(0), que ¢ inversa da matriz de informagao
de Fisher observada, na qual podemos representar essa matriz da seguinte forma:
-1
—In —hLe —Ls —1Iu
—Iyy —1Iys —Is3 —1I
710) = 21 22 23 24 7 (6.18)
—I31 —I3 —I33 —In
—Iy —lip —Iiz —1Iu
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92

em que [;; = ———I(Ot), parai,j=1,..., 4. Os elementos da matriz de informacao de

90,0,

Fisher observada sao:

azl(a7 917 027 03|t7 I')
[11 =

da?
= —r(¢(a)) +;m{[(¢'(a) — (¥(@))?) Fi(¢y)
+ 20(a)D1(Gy) — Do(Gi)] (1 = Fi(Gy)) = [(e) Fi(G) — Da(G))*}
& Ty o) — () Fo(c (6.19)
! i2=;1+1 [1 = F5(G,)]? H1(@) = @) 2G)
+ 20(a)D1(Gy) — Da(Gi,)] (1= Fa(Gy)) — () Fa(Giy) — D1(Gin)]”}
© i TG WO () i
+ 20(a)Di(Gy) — Do(Giy)] (1 — F3(Gy)) — [(@) F5(Gy) — Di(Giy))*} -
80,0y, 00,05t )
Loy=1y = D00,
N, | N g i 17

N ol
- Til(til)(é-l'l) 16 <

+ T — UL — F1(G)] In(G,) — ()
N1+N2 i (1 i aflef%
TN S Lt G {11 = B(G)) (G

T(a)0i[1 — F(C,)]?

io=N1+1

r ri (11) (G a—1,—Ciy
= ¥(a) + Di(G,)} + Z F(of)gg[(f—)Fs(Qg)]Z

i3=N1+Na+1

x AL = F3(Gis)] In(Giy) — ¥(@) + Di(Giy) } -



6. Modelo Step-Stress Miiltiplo sob censura progressiva tipo 11 126

BQZ(oz, 81, 02, 93|t, I')

=1l = Dadls
B N1+N2 12 . r 1 (7_2 _ 7_1)
E L ;ﬁrl Go 05 ] L:«;:N;NQJrl Gy 63
NitNy o, el G,
w0 Dl G B GnG) —ve) (Y

P(a)03[1 — Fa(G,))?

io=N1+1

r

Dy (¢ Tiy (T2 — 7'1)(@-3)0‘_16_9'3
+  Di(G)} + ig:N;Nzﬂ [(a)03[1 — F3(¢;,)]2

x AL = F3(Gis)] In(Giy) — ¥(@) + Di(Giy) } -

82Z(Oé, 91, 92, 93“’;, I')

w=ln = 5000
3
= — i i(tig _27—2) + i Tis (ti _272)(@3)&_16_63 (6.22)
i3=N1+Na+1 C’is 93 i3=N1+Na+1 F(Oé)93 [1 - F3(<i3)]2

X

{1 = F3(Gi)] In(Gi) — (@) + Di(Gis) } -

62l(0z, 91, 02, 03|t, I')
I22 -

06%
B O G VA RPN Ni“ 2n 7
R RN

r N1
27’1 7'12 tz 2N27'1 2N3T1
—1 -2 T _
v ){ N %@} —6® % f
1=

ig=N1+Na+1 1

N1

rll( )(Ch)a e N ti1 ) a_le_Cn _ 1 o — .
" D R AR T @ 0G0

i1=1

N1+ Tip (71) (Giy ) ' e iz N
— 291] [1 - FI(C’LI)]} + Z F(a)@ﬂl — FQ(CZ'Q)]Q {_F(a)

io=N1+1

(CZ’2 )aileich

" T \T1 i a_16_<i3
+ [(1 _ Clgl(oé _ 1))7‘1 — 291} [1 — F2<Cz2>]} + 4 Z FEZE)H;EffFB(Cz )]2

TGt (1= G a = D) - 261 [L- RG]}

X
—
|

—
— )j
~—
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82l(0z, 6)1, 82, eglt, I')
00100,

ak in — T1)T1
- coonf 3 U

i1=N1+1

[23 = 132 =

ool 3 )

13=N1+N2+1

P()6163[1 — Fo(G,)1? (@)

i2=N1+1

b - Ga- 1) - AG)

Ni\b /r.fi2(7-1)(t’ig _7—1)(Ci2)a_16_<i2 {_I‘l (Qz)a_le_CiQ

(6.24)

(CiS )aileigs

- Ty (1) (T2 — 1) (G )* L% 1
Y N aeE - RGP {‘r

13=N1+N2+1

+ =G Ha—1][1 - Fa(Gy))}-

82Z(Od, 01, 92, 93“’;, I’)
00,005

IZ4 = ]42 =

. (Oé — ].)T1 " tz‘3 — T2
R S

13=N1+N2+1

(@)

(6.25)

- rig (1) (tiy — T2) (i) e 1
i Z [(a)0703[1 — F3((i,))? {

i3=N1+Na2+1

+ [1=¢ (a—1)][1 - F3(G,)]}-

Ozl(a, 91, 92, 93|t, I‘)
00,005

Isy = Iy3 =

T

— _(a—1) Z (tiy — 72)(12 —71)

02022
ig=N1+Na+1 2 3CZ3

r

T(a)

(Cls )a_le_Cig

(6.26)

1
(CZE)Q_IG_QB

Tig (TQ — Tl)(tis — 7_2)(Ci3)a_16_<i3
P [(a)03603(1 — F5(Giy)]? {_F

i3=N1+Na2+1

+ 1= (e =1 [1 = F5(Gy)]} -

(@)
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821(057 917 627 93’t7 r)

133 = ae%
Ny N2 2t, — 1) (ti, —711)?
= gt {; i, ad }
e o i Pt
& (6.27)

2N3(72 —71) riy (tiy — 1) (i)l (tiy — 1) a1,y
T a2 Tl - AGT {‘ ey e

io=N1+1

+ [0 =G e = 1)ty — 1) = 26a] [1 = Fa(C)]}

r

rig (T2 — 1) (Giy)* e (10 — 1)
’ i3N§-:N2+1 T(a)03[1 — F5(Gy)]? { ['a) (Gi)™

+ [ =G e = 1) (7 — 1) — 202] [1 — F3(Giy)] } -

5’2l(oz, 917 827 03’t7 r)
02

[44 =

T

= i + (a—1) { Z 2tis —72)  (tiy — 72)2} n 2N37

03¢; 92 03
i3=N1+Na+1 5Gis 35i3 3

s T

_ 2 , Ti (tis — T2)(Gig)* e % (6.28)
03 Z ¥ Z F(a)0§[1 — F3(G,)J?

2 i3=N1+Na+1 i3=N1+Na2+1

X _M . a_le_i:s B o — -
{ T'(a) (Cis) G+ [(1 = ¢ (@ = 1)) (tiy — T2) — 205]

x [ = F5(Gy)]} -

Em que:

v =
Di(t) = ﬁ/ﬂ 7 n(z)e “dr
1 ¢

Assim ap6s obter a matriz de informacao de Fisher, faz-se possivel construir intervalos
de confiancga assintoticos aproximados para os parametros «, 6, 05 e 0s.

Sendo assim, os intervalos de confianga assintoticos com nivel 100(1 — v)% podem ser
construidos do seguinte modo:
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dEMV :|: ZFY/Q\/ VCLT(OAéEMv)
91EMV + 2y /2 Var 1EMV)
a EMV

(0
R , (6.29)
Ooppy = Zy/2\/ Vv 7"(92 )

(O35

mv)

em que z,/p ¢ o quantil da distribuicao normal padrao.

égEMV + Z'Y/Q VCLT

6.3 Analise Bayesiana do Modelo Step-Stress Multiplo
sob censura progressiva tipo II

Apresentaremos nessa secao toda anélise bayesiana realizada utilizando o modelo step-
stress miultiplo sob censura progressiva tipo II e considerando a distribuicao Gama, na
qual mostraremos as distribuicoes a priori que foram utilizadas e também a distribuicao
a posteriori obtida.

Ao olharmos para os parametros do modelo construido quando consideramos o caso
particular de m = 3, temos que estes parametros sao desconhecidos e pertencem ao espaco
paramétrico de «, 6,605,603 > 0, tornando-se razoavel assumir uma distribui¢do a priori
Gama para os quatro parametros.

A expressao da distribuicao a priori para cada parametro desse modelo, como também
a construcao da distribuicao a priori conjunta é a mesma apresentada na secao 4.

Deste modo, seguindo a mesma ideia apresentada na secao 4, temos que a distribuicao
a posteriori para os parametros «, 61, 05 e 63 pode ser representado de forma proporcional
ao produto da fungao de verossimilhanga (6.11) e da distribuigao a priori conjunta (4.31),
resultado em:

&a1—19a2—19a3—19a4—1 Ny Ni1+N>
p(oz, 917 927 93|t) X [F(a)l]r‘ 9{\7129;\7292\73 { H (Ch)a_l} { H (CiQ)a_l}

11=1 i2=N1+1

X { H (Cig)al}exp{—Z(Cil)— Z (Cir)

i3=N1+Na+1 i1=1 io=N1+1

- (0] 01 02 03
- Y (G- (b—1+b—2+b—3+b—4)} (6.30)

i3=N1+N2+1
N N1+N2
X {H [1 — F1(<i1)]Ti1} { H [1 - FQ(C’iZ)]Ti2}
i1=1 i90=N71+1

% { 11 [1—F3(Ci3)]”3}-

13=N1+Na2+1

Veja que a densidade a posteriori apresentada em (6.30) é analiticamente complexa de
ser tratada, fazendo-se necessério a utilizacao de métodos numéricos.
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6.4 Estudo de simulacao

Para a realizagao da comparacao entre o método de maxima verossimilhanga com o
método bayesiano, sera realizado simulagoes considerando diferentes tamanhos amostrais
com 50% e 70% de censura.

A ideia desta simulagao, é gerar varias amostras que seguem o modelo proposto com
parametros pré-definidos, e posteriormente realizar a aplicacao das duas metodologias,
com o intuito de verificar por meio de indices qual desses métodos se aproxima mais dos
verdadeiros valores dos parametros.

Os indices utilizados na anélise serdo: Estimativa, Probabilidade de Cobertura (PC),
risco a posteriori e viés.

6.4.1 Gerar valores aleatérios do Modelo Step-Stress Mailtiplo
sob censura progressiva tipo 11

Baseado em Balakrishnan e Sandhu (1995) e também em Ismail e Sarhan (2009) , o
algoritmo utilizado para gerar valores aleatorios do modelo step-stress multiplo (m = 3)
sob censura progressiva tipo II e considerando a distribuicao Gama, é dado do seguinte
modo:

1. Simular r valores a partir da distribui¢do Uniforme(0,1), Uy,...,U,.

2. Gerar um namero aleatorio, Ry, de uma Binomial(n — r,p).

i—1

3. Parat = 2,3,...,r—1, gere numeros aleatoérios R; de uma Binomzial (n —7r— Z R, p

=1

4. Defina R, de acordo coma seguinte condicgao:

r—1 r—1
n—r—g Ry, TL—T>E R,
=1 =1

R, =

0, c.c

5. Defina E; = Uil/(HZd:’"’“rl Rd), parai=1,...,r.
6. Obtenha amostras de censura progressiva tipo II, na qual podemos denotar por

(Uf,...,Ur), em que U =1 — H Ey, parai=1,...,r.
d=r—i+1

7. Encontrar n; tal que Uy < Fi(7) < Uy ..

n

b
()

e ?dx.

t
8. Parai < ny, faga T; = 0,G"1(U}), onde G(t) = /
0

9. Encontrar n, tal que U;:l s

< By(7) S Upynpans

n

7
10. Parany + 1 <i < ny +ny, faca T; = 0,.G"HU}) + 11 — 9_27-1‘
1

11. Paran; +ny +1<i <r, faga T; = 0sG1(U}) + 12 — 3 (7-2 -7+ —71)

).
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Com o intuito de exemplificar toda a teoria que foi abordada até o momento, o nosso
proximo objetivo é comparar o método de méxima verossimilhanca com o método baye-
siano, na qual sera realizado simulagoes considerando diferentes tamanhos amostrais, isto
én = (14,20, 34,50, 100), com 50% e 70% de censura.

A ideia desta simulagao é a mesma que foi apresentada em outras se¢oes, ou seja, gerar
véarias amostras que seguem o modelo proposto com parametros pré-definidos, e posteri-
ormente realizar a aplicagao das duas metodologias, com o intuito de verificar por meio de
indices qual desses métodos se aproxima mais dos verdadeiros valores dos parametros. Os
indices utilizados na andlise serao: Estimativa, Probabilidade de Cobertura (PC), viés e
risco a posteriori. Vale ressalta que a descricao da simulagao que foi realizada ¢ a mesma
apresentada na segao 5.4.2.

6.4.2 Resultados Numeéricos

Os resultados obtidos utilizando diferentes tamanhos amostrais com 50% e 70% de
censura, estao resumidos nas tabelas a seguir.

As estatisticas apresentadas nas tabelas sdo a Média (Estimativa), Risco a posteriori,
Viés, Probabilidade de Cobertura (PC) e o Intervalo de Confianga (IC) para o método
classico ou Intervalo de Credibilidade (IC) para o método bayesiano.

Tabela 6.1: Tabela de Resumo dos indices de interesse considerando o = 2, 6; =
4.481689,05 = 2.718282, 05 = 1.648721, 1y =5, . =7, p=0.5e n = 14.

n r 0; Métodos/Fungdes Estimativa PC a p{){sligl?iori Viés Inferi(l)?(gg)z)t)lperior
Maéxima Verossimilhanca 3.9588 0.9120 - 1.9588 -3.0284 10.9461
o Quadratica 3.2019 0.9530 32.2861 1.2019 0.3681 4.9718
Linex 1.7934 0.9530 2.7532 -0.2065 0.3681 4.9718
Entropia 1.9013 0.9530 0.1112 -0.0987 0.3681 4.9718
Maéaxima Verossimilhanca 77.5612 0.8320 - 73.0796 | -389.7090 | 544.8316
0 Quadratica 24.5918 0.9990 579.4898 20.1101 0.4491 89.0798
! Linex 3.9437 0.9990 19.8997 -0.5379 0.4491 89.0798
S Entropia 7.0894 0.9990 0.3772 2.6077 0.4491 89.0798
Maxima Verossimilhanga 3.8415 0.9270 - 1.1232 -6.6105 14.2936
0 Quadréatica 10.3958 1.0000 82.3799 7.6775 0.3656 36.8085
2 Linex 2.9311 1.0000 9.1427 0.2128 0.3656 36.8085
Entropia 3.6435 1.0000 0.2610 0.9252 0.3656 36.8085
Maxima Verossimilhancga 1.5801 0.6760 - -0.0686 -1.7649 4.9252
0 Quadréatica 5.5213 0.9640 32.6304 3.8726 0.1449 17.1571
3 Linex 1.7242 0.9640 4.864 0.0755 0.1449 17.1571
=14 Entropia 1.7455 0.9640 0.2836 0.0968 0.1449 17.1571
Maéxima Verossimilhanca 4.0260 0.9360 - 2.0260 -1.9802 10.0323
o Quadratica 3.1905 0.9490 13.8327 1.1905 0.3778 5.1486
Linex 1.9199 0.9490 2.7750 -0.0800 0.3778 5.1486
Entropia 1.9985 0.9490 0.1041 -0.0014 0.3778 5.1486
Maéaxima Verossimilhanga 42.0060 0.7330 - 37.5243 | -192.0621 | 276.0742
0 Quadréatica 17.9824 0.9830 363.8515 13.5007 0.4479 56.9736
1 Linex 3.5354 0.9830 14.8036 -0.9462 0.4479 56.9736
R Entropia 5.8347 0.9830 0.3004 1.3530 0.4479 56.9736
Maxima Verossimilhanga 3.3802 0.8140 - 0.6619 -5.2179 11.9783
0 Quadratica 8.1733 0.9920 64.4546 5.4551 0.3960 21.5615
2 Linex 2.6980 0.9920 7.1883 -0.0202 0.3960 21.5615
Entropia 3.2959 0.9920 0.2030 0.5776 0.3960 21.5615
Maxima Verossimilhanga 1.5411 0.7700 - -0.1075 -0.7194 3.8017
0 Quadréatica 3.6673 0.9640 12.3601 2.0185 0.2964 8.3914
3 Linex 1.7893 0.9640 3.2337 0.1405 0.2964 8.3914
Entropia 1.7817 0.9640 0.1628 0.1330 0.2964 8.3914

Fonte:Elaborada pela autora.
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Tabela 6.2: Tabela de Resumo dos indices de interesse considerando o = 2, 6; =
4.481689,0, = 2.718282, 05 = 1.648721, 7, =5, 7o = 7, p = 0.5 e n = 20.
n r 0; Métodos/Fungdes Estimativa PC a pl(:){slig?iori Viés Inferi{)?(gg)gi)perior
Maxima Verossimilhanca 3.2386 0.9520 - 1.2386 -1.0457 7.5231
o Quadréatica 2.7879 0.9690 8.1693 0.7879 0.4372 4.5516
Linex 1.8835 0.9690 2.4173 -0.1164 0.4372 4.5516
Entropia 1.9366 0.9690 0.0846 -0.0633 0.4372 4.5516
Maxima Verossimilhanga 12.3770 0.7950 - 7.8953 -45.8893 70.6434
0 Quadratica 17.5874 0.9910 310.1875 13.1057 0.5294 59.6581
L Linex 3.7067 0.9910 14.5674 -0.7749 0.5294 59.6581
r—6 Entropia 5.9946 0.9910 0.2797 1.5129 0.5294 59.6581
Maxima Verossimilhanga 3.0052 0.8830 - 0.2869 -3.0695 9.0800
0 Quadratica 8.6869 0.9980 65.3407 5.9686 0.4053 26.0607
2 Linex 2.7694 0.9980 7.6774 0.0511 0.4053 26.0607
Entropia 3.3831 0.9980 0.2176 0.6648 0.4053 26.0607
Méaxima Verossimilhanga 1.4580 0.7270 - -0.1906 -1.0040 3.9202
0 Quadratica 4.4555 0.9660 20.0613 2.8067 0.2236 11.2218
3 Linex 1.7150 0.9660 3.9195 0.0662 0.2236 11.2218
n =20 Entropia 1.7032 0.9660 0.2207 0.0545 0.2236 11.2218
Maxima Verossimilhanga 3.4194 0.9430 - 1.4194 -1.0241 7.8630
o Quadréatica 2.8973 0.9460 10.2724 0.8973 0.4609 4.3801
Linex 2.0144 0.9460 2.5095 0.0144 0.4609 4.3801
Entropia 2.1072 0.9460 0.0773 0.1072 0.4609 4.3801
Maxima Verossimilhanga 13.6106 0.7480 - 9.1289 -57.9015 | 85.1228
0 Quadratica 14.9981 0.9730 263.8441 10.5165 0.5928 42.0890
L Linex 3.6501 0.9730 12.4958 -0.8315 0.5928 42.0890
r =10 Entropia 5.7697 0.9730 0.2326 1.2881 0.5928 42.0890
Maéaxima Verossimilhanga 3.2355 0.8360 - 0.5173 -2.6126 9.0838
0 Quadratica 7.5907 0.9870 60.0658 4.8724 0.5362 15.8523
2 Linex 2.8712 0.9870 6.6804 0.1530 0.5362 15.8523
Entropia 3.5750 0.9870 0.1602 0.8567 0.5362 15.8523
Maéaxima Verossimilhanga 1.5056 0.7940 - -0.1430 -0.2341 3.2454
0 Quadratica 2.6645 0.9670 4.7852 1.0158 0.3976 5.4408
3 Linex 1.7359 0.9670 2.2866 0.0872 0.3976 5.4408
Entropia 1.7035 0.9670 0.1029 0.0548 0.3976 5.4408
Fonte:Elaborada pela autora.
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Tabela 6.3: Tabela de Resumo dos indices de interesse considerando o = 2, 6; =
4.481689,05 = 2.718282, 5 = 1.648721, 7y =5, 1, =7, p = 0.5 e n = 34.
n r 0; Métodos/Fungdes Estimativa PC a plf:){sligﬁiori Viés Inferi{)f(95gil)perior
Maxima Verossimilhanca 2.6664 0.9660 - 0.6664 0.0483 5.2846
o Quadréatica 2.4213 0.9590 2.8667 0.4213 0.5752 3.9269
Linex 1.9577 0.9590 2.1013 -0.0422 0.5752 3.9269
Entropia 1.9732 0.9590 0.0541 -0.0267 0.5752 3.9269
Maxima Verossimilhanga 7.4108 0.8040 - 2.9291 | -17.7372 32.5589
0 Quadratica 13.5231 0.9710 199.1373 9.0414 0.7253 35.2902
L Linex 3.8014 0.9710 11.3880 -0.6802 0.7253 35.2902
r =10 Entropia 5.8236 0.9710 0.1917 1.3419 0.7253 35.2902
Maxima Verossimilhanga 3.1845 0.8830 - 0.4662 -2.2402 8.6092
0 Quadratica 7.5203 0.9860 57.4812 4.8020 0.5516 16.0104
2 Linex 2.8787 0.9860 6.6377 0.1604 0.5516 16.0104
Entropia 3.5550 0.9860 0.1567 0.8367 0.5516 16.0104
Maxima Verossimilhanga 1.5749 0.8040 - -0.0737 -0.2898 3.4397
04 Quadratica 2.8931 0.9600 6.5076 1.2443 0.4055 6.0218
Linex 1.7752 0.9600 2.5109 0.1265 0.4055 6.0218
n =34 Entropia 1.7608 0.9600 0.1126 0.1120 0.4055 6.0218
Maxima Verossimilhanca 2.5448 0.9440 - 0.5448 0.2329 4.8567
o Quadréatica 2.3245 0.9260 1.6507 0.3245 0.6062 3.7066
Linex 1.9443 0.9260 2.0072 -0.0556 0.6062 3.7066
Entropia 1.9405 0.9260 0.0481 -0.0594 0.6062 3.7066
Maxima Verossimilhanga 9.6512 0.8100 - 5.1696 | -25.6306 | 44.9332
0 Quadratica 12.0831 0.9710 166.1886 7.6014 0.8713 26.9393
L Linex 3.9697 0.9710 10.2591 -0.5119 0.8713 26.9393
,—17 Entropia 5.9478 0.9710 0.1567 1.4661 0.8713 26.9393
Maxima Verossimilhanga 3.5696 0.8840 - 0.8513 -1.6723 8.8115
0 Quadratica 6.3714 0.9780 45.3175 3.6531 0.7955 11.3828
2 Linex 3.1325 0.9780 5.6792 0.4143 0.7955 11.3828
Entropia 3.8490 0.9780 0.1026 1.1307 0.7955 11.3828
Maéaxima Verossimilhanga 1.5914 0.8500 - -0.0573 0.2876 2.8951
0 Quadratica 2.0889 0.9700 0.9873 0.4402 0.6257 3.9141
3 Linex 1.7595 0.9700 1.7536 0.1108 0.6257 3.9141
Entropia 1.7236 0.9700 0.0505 0.0748 0.6257 3.9141
Fonte:Elaborada pela autora.
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Tabela 6.4: Tabela de Resumo dos indices de interesse considerando o = 2, 6; =
4.481689,05 = 2.718282, B = 1.648721, 7, = 5, 7 = 7, p = 0.5 ¢ n = 50.

n r 0; Métodos/Fungdes Estimativa PC a pl(:){slig?iori Viés Inferi{)f(gzoii)erior
Maxima Verossimilhanca 2.4001 0.9560 - 0.4001 0.4789 4.3212

o Quadréatica 2.2242 0.9440 1.0305 0.2242 0.6810 3.5828

Linex 1.9484 0.9440 1.9193 -0.0515 | 0.6810 3.5828

Entropia 1.9331 0.9440 0.0391 -0.0668 | 0.6810 3.5828

Maxima Verossimilhanga 5.6755 0.8300 - 1.1938 | -5.0098 16.3608

o Quadratica 11.4220 0.9590 141.3741 6.9403 0.9197 25.1638

Linex 3.9908 0.9590 9.7628 -0.4908 | 0.9197 25.1638

r—15 Entropia 5.8465 0.9590 0.1443 1.3648 0.9197 25.1638

Maxima Verossimilhanga 3.4535 0.8940 - 0.7353 | -1.4864 8.3936

0o Quadratica 6.7097 0.9840 47.2529 3.9914 0.7589 12.2082

Linex 3.0992 0.9840 5.9630 0.3810 0.7589 12.2082

Entropia 3.8221 0.9840 0.1130 1.1038 0.7589 12.2082

Méaxima Verossimilhanga 1.5816 0.8600 - -0.0670 0.1914 29717

04 Quadratica 2.1850 0.9590 1.5534 0.5363 0.5726 4.0741

Linex 1.7502 0.9590 1.8405 0.1015 0.5726 4.0741

n = 50 Entropia 1.7157 0.9590 0.0602 0.0669 0.5726 4.0741
Maxima Verossimilhanga 2.4401 0.9540 - 0.4401 0.6111 4.2690

o Quadréatica 2.2797 0.9300 1.4795 0.2797 0.7721 3.5657

Linex 2.0180 0.9390 1.9814 0.0180 0.7721 3.5657

Entropia 2.0161 0.9300 0.0345 0.0161 0.7721 3.5657

Maxima Verossimilhanga 5.9489 0.8250 - 1.4672 | -5.7081 17.6060

o Quadratica 9.4886 0.9590 100.2116 5.0069 1.0798 17.3031

Linex 4.0171 0.9590 8.2334 -0.4645 | 1.0798 17.3031

r— 95 Entropia 5.5970 0.9590 0.1114 1.1153 1.0798 17.3031

Maéaxima Verossimilhanga 3.1735 0.9080 - 0.4552 | -0.2295 6.5766

0, Quadratica 4.7439 0.9770 17.4772 2.0256 0.9631 7.9211

Linex 3.0373 0.9770 4.3349 0.3191 0.9631 7.9211

Entropia 3.4618 0.9770 0.0668 0.7435 0.9631 7.9211

Maéaxima Verossimilhanga 1.5912 0.8710 - -0.0574 | 0.5472 2.6352

0 Quadratica 1.9009 0.9540 0.4563 0.2522 0.7616 3.2628

Linex 1.7244 0.9540 1.5603 0.0757 0.7616 3.2628

Entropia 1.6907 0.9540 0.0319 0.0419 0.7616 3.2628

Fonte:Elaborada pela autora.
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Tabela 6.5: Tabela de Resumo dos indices de interesse considerando o = 2, 6; =
4.481689,05 = 2.718282, 03 = 1.648721, 11 =5, . =7, p = 0.5 e n = 100.

n r 0; Métodos/Fungdes Estimativa PC a p];{Sl:ZI(‘)iOI‘.I Viés Inferi{)?(gs)s?si)erior

Maéaxima Verossimilhanga 2.1794 0.9480 - 0.1794 0.9145 3.4443

o Quadratica 2.0941 0.9260 0.4726 0.0941 0.9453 3.1554

Linex 1.9588 0.9260 1.8031 -0.0411 0.9453 3.1554

Entropia 1.9420 0.9260 0.0216 -0.0579 0.9453 3.1554

Maxima Verossimilhanga 5.1890 0.8760 - 0.7073 | -1.1410 11.5190

0 Quadratica 8.0989 0.9620 52.7471 3.6172 1.3907 14.5031

Linex 4.2568 0.9620 7.1841 -0.2247 1.3907 14.5031

=30 Entropia 5.5437 0.9620 0.0803 1.0620 1.3907 14.5031

Méaxima Verossimilhanca 3.1844 0.9210 - 0.4661 0.2891 6.0796

05 Quadratica 4.3367 0.9730 10.7385 1.6185 1.1417 7.1101

Linex 3.0859 0.9730 4.0027 0.3676 1.1417 7.1101

Entropia 3.4257 0.9730 0.0518 0.7074 1.1417 7.1101

Méaxima Verossimilhanga 1.6155 0.9020 - -0.0331 0.6789 2.5522

03 Quadratica 1.8456 0.9640 0.3348 0.1969 0.8396 3.0211

Linex 1.7149 0.9640 1.5030 0.0662 0.8396 3.0211

n =100 Entropia 1.6852 0.9640 0.0251 0.0365 0.8396 3.0211

Maxima Verossimilhanga 2.1572 0.9640 - 0.1572 1.0211 3.2932

o Quadratica 2.0855 0.9500 0.3173 0.0855 1.0368 3.0624

Linex 1.9754 0.9500 1.8048 -0.0245 1.0368 3.0624

Entropia 1.9596 0.9500 0.0179 -0.0403 1.0368 3.0624

Maxima Verossimilhanga 4.7988 0.8890 - 0.3171 0.1991 9.3985

o Quadratica 6.5769 0.9600 20.8260 2.0952 1.6554 11.4671

Linex 4.2771 0.9600 5.9925 -0.2045 1.6554 11.4671

" =50 Entropia 5.1365 0.9600 0.0561 0.6548 1.6554 11.4671

Méaxima Verossimilhanca 2.9054 0.9250 - 0.1872 0.9700 4.8409

0 Quadratica 3.4603 0.9770 2.3633 0.7420 1.3764 5.4764

2 Linex 2.9464 0.9770 3.2424 0.2281 1.3764 5.4764

Entropia 3.0766 0.9770 0.0297 0.3583 1.3764 5.4764

Maéaxima Verossimilhanga 1.6189 0.9230 - -0.0297 | 0.8874 2.3504

03 Quadratica 1.7631 0.9580 0.1673 0.1143 0.9816 2.6062

Linex 1.6934 0.9580 1.4196 0.0447 0.9816 2.6062

Entropia 1.6721 0.9580 0.0148 0.0234 0.9816 2.6062

Fonte:E

laborada pela autora.

Antes de iniciarmos a explicacao dos resultados apresentados nas tabelas, serd apre-
sentado duas figuras. A primeira figura trés os graficos para cada um dos parametros
do modelo, a fim de visualizarmos como esta se comportanto o risco a posteriori a me-
dida que o tamanho amostral aumenta, considerando tanto 70% quanto 50% de censura.
Ja a segunda figura tras os graficos para cada um dos parametros do modelo, a fim de
observarmos agora como esta se comportanto o viés a medida que o tamanho amostral
aumenta, considerando tanto 70% quanto 50% de censura.
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Figura 6.1: Graficos do risco a posteriori versus tamanho amostral (n), para cada um dos
parametros do modelo step-stress miltiplo sob censura progressiva tipo II, considerando
tanto 70% quanto 50% de censura.
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Fonte:Elaborada pela autora.
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Figura 6.2: Graficos do Viés versus tamanho amostral (n), para cada um dos parametros
do modelo step-stress multiplo sob censura progressiva tipo II, considerando tanto 70%
quanto 50% de censura.
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Fonte:Elaborada pela autora.

Comparando os resultados que foram apresentados nas tabelas 6.1 a 6.5, podemos
perceber que para todos os tamanhos amostrais considerados, tanto para 70% quanto para
50% de censura o método bayesiano com as func¢oes de perda Quadratica, Linex e Entropia
apresentaram as melhores probabilidades de cobertura, isto é, com probabilidades de
cobertura proximas de 95%.

Quando olhamos para os valores do risco a posteriori referente as funcoes de perda
Quadratica, Linex e Entropia, sendo estes valores apresentados tanto nas tabelas quanto
na Figura 6.1, podemos perceber que para todos os tamanhos amostrais e porcentagens de
censura considerados, a funcao de perda de Entropia apresentou os melhores resultados,
isto é, com um risco a posteriori proximo de zero. Portanto, a perda que se espera
comentar estimando os parametros do modelo proposto considerando a funcao de perda
Entropia, é bem menor quando comparado com as outras fungoes de perda.

Observando ainda a Figura 6.1 € interessante notarmos que quando consideramos 50%
de censura, obtemos valores menores do risco a posteriori do que quando consideramos 70%
de censura. Além disso para amostras de tamanho pequeno a funcao de perda Quadratica,
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usualmente utilizada em estudos de inferéncia Bayesiana, apresentou valores altos do risco
a posteriori quando comparado com a funcao de perda de Entropia, ressaltando mais uma
vez a importancia de se trabalhar com essa funcao assimétrica.

Quando olhamos para os valores do viés apresentados tanto nas tabelas quanto na
Figura 6.2, podemos perceber para amostras pequenas, o método bayesiano com fungoes
de perda Linex e Entropia apresentaram resultados satisfatorios, isto é, com um viés pro-
ximo de zero para os parametros « e 6;. Além disso, a medida que o tamanho amostral
aumenta, tanto o método cléssico quanto o método bayesiano apresentaram bons resul-
tados. Ja para os parametros 6y e #3 tanto o método cléssico quanto o método bayesiano
com fungoes de perda Linex e Entropia apresentaram resultados bons e similares. Um
ponto importante de ressaltarmos é que quando consideramos 50% de censura, obtemos
um viés menor do que quando consideramos 70% de censura.

Ao compararmos as estimativas realizadas por cada método, podemos perceber que
o método bayesiano com fungoes de perda Linex e Entropia, para todos os tamanhos
amostrais e porcentagens de censura, se aproximaram do verdadeiro valor dos parametros
que sao a = 2, #; = 4.481689, 0, = 2.718282 e #3 = 1.648721. Podemos perceber,
que a medida que o tamanho amostral aumenta essas estimativas pontuais tendem a se
aproximar cada vez mais dos verdadeiros valores dos parametros.

Por meio das tabelas apresentadas, é possivel observar que para quase todos os tama-
nhos amostrais com 70% e com 50% de censura, o limite inferior do intervalo de confianca
de 95% obtido para os parametros do modelo pelo método de maxima verossimilhanca é
um valor negativo, embora esses parametros assumam apenas valores positivos.

Sendo assim, de um modo geral podemos concluir que tanto o método de maxima
verossimilhanga quanto o método bayesiano com fungoes de perda Linex e Entropia apre-
sentaram os melhores resultados, isto é, ambos os métodos se aproximaram do verdadeiro
valor dos pardmetros, com os menores riscos a posteriori, com os menores viés e as me-
lhores probabilidades de cobertura.



CAPITULO

/

Modelo Step-Stress Simples sob censura
tipo 1I considerando riscos competitivos

Neste capitulo apresentaremos toda formulagao teérica e matematica que foi utilizada
para a construir o modelo step-stress simples sob censura tipo II na presenca de riscos
competitivos, considerando a distribuicao Gama.

Iremos apresentar a anélise classica realizada, ou seja, vamos mostrar os estimadores
de Maxima Verossimilhanca obtidos para o modelo proposto, como também a distribuicao
assintotica desses estimadores.

Mostraremos também a anélise bayesiana desenvolvida para realizar a estimacgao dos
parametros do modelo, na qual adotamos a distribui¢ao Gama como distribui¢ao a priori
para os parametros do modelo.

7.1 Descricao do modelo

Motivada por Balakrishnan e Han (2008) e a fim de entendermos o modelo step-stress
simples sob censura tipo II na presenca de riscos competitivos, vamos imaginar o caso
em que comecamos com n unidades, na qual essas unidades sao submetidas a um nivel
de estresse inicial x;. Feito isso, essas unidades permaneceram nesse nivel de estresse até
um tempo pré-determinado 7;. Apos esse tempo, as unidades que nao falharam serao
submetidas a um nivel de estresse mais elevado, na qual denotaremos por xs.

Como estamos considerando um caso de censura tipo II, o experimento s6 acabaré
quando r unidades falharem, de modo que as n — r unidades que nao falharam serao
censuradas.

Consideraremos que cada unidade podera falhar apenas por uma de duas possiveis
causas, e além disso vamos considerar que os tempos de falha por cada causa sao inde-
pendentes e seguem uma distribuicao Gama. Sendo assim, vamos indicar por F) e F; as
funcoes de distribuicao dos tempos de falha nos niveis de estresse x; e x9, nesta ordem.
Além do mais, vamos considerar que 611 e 015 sao os parametros de escala associados a
funcao Fi, em relacao a primeira e segunda causa de falha. E também vamos considerar
que f e O55 sao os parametros de escala associados a fungao Fy, em relagao a primeira e
segunda causa de falha. Consideraremos também «; como o parametro de forma associado
a causa j de falha, para j =1, 2.

Com base nisso, a funcao de distribui¢ao acumulada do tempo de falha 7} devido a
causa j é dado por:

139
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em que aj, 015,09 > 0 para j = 1,2. A funcao densidade de probabilidade correspondente
ao tempo de falha Tj devido a causa j ¢ dado por:

1 el { t } O<t<r
Gt hexpd —— ¢, ]
I'(a;)6; 01;
9;(t) = g;(t, g, 015, 005) = : (7.2)
1 1 { Yj }
Yl expy—o— T <t<oo
['(aj)0y ™ 02

em que y; :t—ﬁ—i—%ﬁ para j =1, 2.
J
Como discutido na se¢ao (1.6) apenas observamos o tempo minimo entre 77 e T5, isto
é, T'=min(7y,T,) em que T} é o tempo de falha devido a causa 1 e Ty é o tempo de falha
devido a causa 2.
Em funcao da independéncia entre as causas de falha, podemos obter a funcao de
distribuicao acumulada de T', que é dada por:

Fr(t) = 1=[1 =Gl = Ga(t)]

F(t7 01) O0<t<mn (73)

Y

F(t;03) 7 <t<oo

em que 61 = (041,04279117912)7 0, = (041,04279117912,921,922) e:

F(t;0,) =1 _1 /Qlt1 ;xarle’xdaz 1— /Qlt2 anrle’wdaz
T o Tl) 0 Tla) |

6 6
t771+—0§} T1 t771+—01 T1

021 1 022 1
F(t;0,)=1— |1— / — e x| [1— / — 2 ey
(5:62) : o) : Maz)

A fungao densidade de probabilidade de T pode ser obtida derivando a equagao (7.3)
em relacao a t, isto é:

f(t,el) ,0<t<7'1

fr(t) = ) (7.4)
f(t,02) ,71§t<00

em que:
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Baseado no que foi discutido na se¢ao (1.6) e como visto em Balakrishnan e Han
(2008), a funcao densidade de probabilidade conjunta entre T" e a causa da falha j é dada
por:

fre(t,7) = g1 = Gy(t)]

f]<t, 01) ,0 <t< 1 (75)

)

f]<t,02) ,T1 <t <o

em que:
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para j,j' = 1,2 e j # j'.
Agora iremos abordar os dois principais métodos de estimacao, que é o método de
méxima verossimilhan¢a e o método bayesiano, para o modelo descrito neste capitulo.
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7.2 Analise Classica do Modelo Step-Stress Simples sob
censura tipo II considerando riscos competitivos

A analise classica deste modelo sera realizada considerando o método de Méaxima
Verossimilhanga. Contudo, antes de iniciarmos a analise, vamos primeiramente definir
ni; como o nimero de unidades que falharam no primeiro nivel de estresse pela causa j.
E vamos definir ny; como o nimero de unidades que falharam no segundo nivel de estresse
pela causa 7, para 7 =1, 2.

De um modo geral podemos denotar ni, = 111 + n12 como o nimero total de falhas
no primeiro nivel de estresse, e podemos denotar 19, = n9; 4 N9e como o niimero total de
falhas no segundo nivel de estresse, em que 7 = n1q + N2e-

Feito isso, vamos considerar os seguintes tempos de falha observados:

tl:n << tnl.:n <7 S tn1.+1:n <--- < tr:n' (76)

Sabemos que cada tempo de falha possui sua respectiva causa de falha. Sendo as-

sim, vamos considerar ¢ = (¢y,¢,...,¢.), como o vetor que possui as causas da falha
correspondente aos tempos de falha observados t = (t1.n, to.n, - - - s trn)-

Deste modo, como visto em Balakrishnan e Han (2008) e baseado no que foi apresen-
tado na secao 1.4.1, a fun¢ao de verossimilhanca para oy, as, 011, 012, 021 € 055 considerando
uma amostra com censura tipo II e na presenca de riscos competitivos, pode ser escrita
do seguinte modo:

L(Oft) = (nf—'r), {11 fT,c(t,;:n,ci)} { 11 fT,c@m,cZ-)} [1— F(tyn; 02)]" . (7.7)

i=nie+1

Utilizando as expressoes apresentadas em (7.3) e (7.5), temos que a func¢do de veros-
similhanga para ay, g, 011, 012, 021 € O, pode ser expressa do seguinte modo:
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R |
em que O = (aq, g, 611,612,001, 04) € FJ@) = / —ﬁaj_le_md% para j = 1,2.
o ()

Sabemos que maximizar a fungao de verossimilhanca é o mesmo que maximizar o seu
logaritmo. Portanto, a fun¢ao log-verossimilhanca pode ser expressa do seguinte modo:



7. Modelo Step-Stress Simples sob censura tipo II considerando riscos competitivos 144

(Ot) = In(L(O]t))
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em que Fj(x) = / x® e Pdx, para j =1, 2.
=, Ta)

Derivando a equagao (7.9) em relagao aos parametros de interesse oy, aa, 611, 612, 021, 22
e igualando a zero, teremos:
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Deste modo, as equagoes apresentadas em (7.10),(7.11),(7.12),(7.13),(7.14) e (7.15)
sao chamadas de equagoes de verossimilhanca. Assim, os estimadores de maxima ve-
rossimilhanca dos parametros aq, s, 611, 012, 021 € 095 podem ser obtidos resolvendo
esse sistema de equacgoes utilizando métodos iterativos, como por exemplo, o método de
Newton-Raphson.

7.2.1 Intervalos de Confianga Aproximados

Como discutido em capitulos anteriores, dado o vetor de parametros ©, um tamanho
amostral grande e com algumas condig¢oes de regularidade sendo satisfeitas, temos que a
distribuigao assintotica do estimador de maxima verossimilhanga (EMV) de © é:
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(6 —0) — Ns(0,171(0)), (7.16)

de modo que estes estimadores sao assintoticamente nao viciados. A matriz de variancia e
covariancia desses estimadores é dado por I-1(©), que é inversa da matriz de informagcao
de Fisher observada, na qual podemos representar essa matriz da seguinte formas:
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7. Modelo Step-Stress Simples sob censura tipo II considerando riscos competitivos 151

32l(@]t) 1Ny (Oél — 1)7'12(931 L 021 -2
Iy = = - ti— 1+
” o0 o o1, E ( ne e)

2y — 1)7109; 0 oo 2
+ (cn . >T1 21 Z (ti S ﬂﬁ) _ Z i 71;121
03, 011 011 011

i=1 i=1

o= ti(ti/011) 1 exp(—t;/011)

! — 1= Fy(t:/00)]°T (on)01; {(1=Fi(ti/60)) [t:(1 = (o0 = 1)(t:/012) ™)
- 2= I‘((lll) (t:/O)™ eXp(_(ti/gll))ti}
N §2: 71 <#) exp {—S#)}

ti—T1+mT1 ti—T1+mT1 ! (723)
X |:1 — F1 (—921911 >:| ] 1— (a1 — 1) (—921911 > — 2811
! ti_71+m71 ol ti—T1+m71
"~ T ( . ) P {_ ( Z
tT_Tl"‘%Tl o1t tr—T1+Z%T1
(n—r)m — exp{ — | —5
+
tr77—1+%7—1 2 4
tr—Tl-i-folTl tr—T1+g2flT1 -1
X 1—F1 Tﬂ T1 1-(0[1—1) TH —2911
T tr_71+m71 ol tr_71+m71
"~ () ( . ) P {_ ( )y
01Ot
hy = In= o1el) =0. (7.24)

Oay 612



7. Modelo Step-Stress Simples sob censura tipo II considerando riscos competitivos 152

124

[34

n -1
D?*1(O]t) N Tos= [(Li—T1+ %71

Lyp=—FF—=—"75— Z _
Dazbhs bia 07y i1 022

ni1 ti(ti/‘gn)(m_l eXp(—ti/(ng)
) [1— Fy(t;/012)]2T ()62,

{[In(Z:/612)(1 = F5(t:/612))]

i=1

p— m’l’ az—1 i T 02727—
noy T1 (tli:_Teml> exXp {_ (t 19—;012 1)}
UCHES AN EDS o\
i=1 |:1 — 5 (Tglz)} F(OJQ)H%Q

0 0 0

ti—T1+ 22T ti—T14 221 ti—T14 22 1

_ Ui12 @ — V12 @ — V12 @
{ |:ln ( 022 =5 022 d}(aQ) + By 022

—1
tr—71+2%7'1 2 tr—71+2%7—1
(n—r)n | —52 expy — | — 52— .
22 22 {1 (trTl‘i’ng;Tl)
n

t'r*7'1+327271 2 022
() e

tr—T1+ 922 tr—mi+ 9221
{1 — <%)} — () + By <—1922012 1) } )

0%1(0|t)
I o 7.26
=30 4 0 ( )

(7.25)




7. Modelo Step-Stress Simples sob censura tipo II considerando riscos competitivos 153

]44

005, 0 01,

PUOI)  asniy (o — 17203, (ti — T+ 227'1) -

i=1 12

2(042 — 1)7’1922 2 ( 622 )_1 2 2tz 27'17122
=T+ —r ) =Y -
T B Uihavel) B B sy

i=1 i=1

o 1i(ti/012) 22 exp(—t;/012)
[1 — Fy(ti/012)]*T (a2) 01y

{(1 = Fy(ti/012)) [t:(1 — (a2 — 1)(t:/012) )

=1

20,5 —

: “Lexp(—(¢; '
F(az)(ti/em) p( (tz/elz))tl}

ag—1
ti—T1+z2T§Tl 2 trn—i—%ﬁ
no1 71 022 eXpy — 022
2 D
i : 4

(7.27)

0 0 -1
ti_Tl+92727'1 ti_7'1+92727'1
_ 12 _ _ 12 _
{ |:1 F2 ( 022 T1 1 (O[Q 1) 022 2612
-1
T ti—mi+922m \ ©* ti—Ti+ 921
expy — | — g 12
F(OQ) 022 22
-1
tT_Tl"‘%Tl o tr—T1+Z%T1
(77, — T’)Tl T eXp < — T

tr77—1+02727—1 2
|:1 — FQ <T012):| F(QQ)Q%Q
tr—T1 49227 tr—T1+ 9227y -
|:1 — F2 (—922912 ):| T 1 — (Oég — 1) (—922912 ) — 2912
ag—1 )
T1 t'r_7—1+32727'1 2 tr—T1+ 5227
F(OCQ) ( 022 B ) P 022 - )




7. Modelo Step-Stress Simples sob censura tipo II considerando riscos competitivos 154

0%(Olt Mot | T R O\~
Lis = In = ©lt) _ Z + IZ(ti_Tl‘l’e—mTl)

01691 0y Oy 11

a;—1
ti_Tl'i‘%’Tl ! tz'—7'1+z%ﬁ
na2g (ti - 7—1) a1 €Xp § — 021

ti—TH—ZATl 2
A () e

ti—T +92—1‘r ti—T +02—17' ti—T +02—17'
tr*T1+z%T1 ot tr*T1+32f17'1
(n—r)(t, —m) B a— eXpy — | — ' 021
r—T1+ 5571

4021 2 021
|:1 — F1 (%)} F(Oq)e%l

—T mT r—T mT
. [1_F1 (%)]_Wﬁa (_)}

D*1(O]t
Is = Isp = ﬁ = 0. (7.29)

.
Il




7. Modelo Step-Stress Simples sob censura tipo II considerando riscos competitivos 155

82l(@\t) (al - 1)712921 - 621 -
35 53 001,004, 67, - ( T+ 117’1>
(Oél o 1)7_1 n21 L -1
_ t; Zab
9%1 Z 1 + 811 1

(7.30)
1 ti*Tl+%Tl ol ti*TlJr%Tl
o F(a/l) 021 exXpy— 021
tr—T1+ 22T ot tr—T1+ 227
(TL - T)(tT - 7—1)7—1 ( 921911 > exXp {_ ( 921911 > }
* tr—T1+mT1
- r ()] T,
tr_71+m71 tr—T1+mTl -t
Al ()] [ ()
1 tr77—1+%7—1 ol tr771+%T1
— o)) oo exXpy— | — g .
D?1(O]t
[45 = [54 - ( | ) = 0 (731)

902161,



7. Modelo Step-Stress Simples sob censura tipo II considerando riscos competitivos 156
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Em que:

E;(t) = F(izj) /Ot % n(z)e dr, paraj=1,2.

1 t
Ai(t) = Taj)/o % YIn(z))?e *dr, paraj=1,2.

S|
Fi(z) = /0 F(aj)xo‘f_le_xdx, para j = 1,2.

Assim ap0s obter a matriz de informacao de Fisher, faz-se possivel construir intervalos
de confianca assintéticos aproximados para os parametros oy, s, 011, 012, 021 € Oa9.

Sendo assim, os intervalos de confianca assintoticos com nivel 100(1 — )% podem ser
construidos do seguinte modo:
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OZQEMV + Zry )2 Var

911EMV + /2 Var 911EMV
~ (7.39)

012EMV + ny/g Var

9;1EMV + Zy/2\/ Var G;IEMV

O gy T 2y /2 Var(fapary)

em que z,/2 € o quantil da distribui¢ao normal padrao.

7.3 Andalise Bayesiana do Modelo Step-Stress Simples
sob censura tipo II considerando riscos competiti-
VOS

Apresentaremos nessa se¢ao toda anéalise bayesiana realizada utilizando o modelo step-
stress simples sob censura tipo II considerando riscos competitivos e utilizando a distribui-
¢ao Gama, na qual mostraremos as distribuicoes a priori que foram utilizadas e também
a distribuicao a posteriori obtida.

Ao olharmos para os parametros do modelo construido, temos que estes parametros sao
desconhecidos e pertencem ao espaco paramétrico de ay, as, 011, 012, 021,021 > 0, tornando-
se razoavel assumir uma distribuicao a priori Gama para os seis parametros. Veja a seguir:

1 a1 —a
plo) = prgpmedt e
1
plaz) = _ L mleam
[(ag)b3?
1 az—1 _,—011/b3
p<911) = F((lg)bas 611 €
3
) (7.40)
1 as—1 ,—015/by
p(012) = Welz €
4
1 as—1 ,—021 /bs
p(621) T(as)be 057 e
5
1 ag—1 ,—022/bg
p(022) = F((IG)ba6 922 €
6

e que al,b17a2, bz, as, bg, ay, b4, as, b57 Qg €© bﬁ sao conhecidos.

Como nao temos nenhuma informagao, nem de estudos anteriores e nem de especia-
listas, vamos assumir um carater nao-informativo para os parametros, ou seja, considera-
remos a3 = by = ay = by = a3 = bz = a4 = by = a5 = bs = ag = bg = 0.01.

Assumindo independéncia a priori para os parametros, faz-se necessario a construcao
da priori conjunta, em que neste caso ¢ o produto das prioris. Deste modo, a priori
conjunta para os parametros é dada por:
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a1—1 _as—1pasz—1pas—1pas—1pag—1
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['(a1)bi'T'(a2)05°T (a3)b5* T (aq)by* T (as)b5° T (ag) b5

aq %) 911 912 921 922
8 exp{_(m T T T T b6>}'

O préximo passo é obter a distribuicao a posteriori para o vetor de parametros ©.
Sendo assim, podemos representar a distribuicao a posteriori de forma mais simples, que
¢ a forma proporcional ao produto da fungao de verossimilhanga (7.8) e da distribuigao a
priori conjunta (7.41), resultado em:

m(0) =

(7.41)
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Podemos ver a complexidade analitica da densidade a posteriori apresentada em (7.42),
fazendo-se necessario a utilizagao de métodos numeéricos.

X

7.4 Estudo de simulacao

Para que seja possivel realizar a comparacao entre o método de maxima verossimi-
lhanca com o método bayesiano, sera realizado algumas simulagoes considerando diferen-
tes tamanhos amostrais com 20% e 40% de censura.

A ideia desta simulagao, é gerar varias amostras que seguem o modelo proposto com
parametros pré-definidos, e posteriormente realizar a aplicacao das duas metodologias,
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com o intuito de verificar por meio de indices qual desses métodos se aproxima mais dos
verdadeiros valores dos parametros.

Os indices utilizados na analise serao: Estimativa, Probabilidade de Cobertura (PC),
risco a posteriori e viés.

7.4.1 Gerar valores aleatérios do Modelo Step-Stress Simples sob

censura tipo II considerando riscos competitivos

Baseado em Balakrishnan e Han (2008) e também em Han e Kundu (2015), o algoritmo
utilizado para gerar valores aleatorios do modelo step-stress simples sob censura tipo II
considerando riscos competitivos, ¢ dado do seguinte modo:

1.

Simular duas amostras de tamanho n a partir da distribuigdo Uniforme (0,1). Seja
Uy = (Uy,...,U,) a primeira amostra e seja Uy = (Uy,...,U,) a segunda amostra.

. Transformar cada amostra nos seguintes vetores:

Ty; = 61;G;H(U;),

% e % dy.

t
em que j = 1,2 e G,(t) :/
o I'(ay)
Para cada par (7T71,T2) selecione o minimo dos dois valores, bem como o indice
correspondente do minimo. Por exemplo, denote por 1 se Tj; for menor que Tis, €
denote por 2 caso contrario. Vamos considerar T; o vetor dos minimos e C; o vetor
dos indices.

Ordene os elementos de T; e permute os elementos de C; de maneira correspon-
dente. Vamos denotar por vy., < -+ < ¥,., 0s elementos ordenados de T;.

Encontrar nje tal que v,,,.n < 71 < Upyr1m. Entao, para 1 < £k < ng,, vamos
denotar por tj., os valores de vy.,, isto é, os valores referentes ao primeiro nivel
de estresse. Seja nq; o numero de elementos do vetor tj., que possuem o indice 1.
Comumente, seja nio o numero de elementos de vetor tx., que possuem o indice 2.
Veja que nie = 11 + nya.

Simular duas novas amostras de tamanho n = n — ny, a partir da distribuigao
Uniforme (0,1). Seja Uy = (Uy, ..., U,) a primeira amostra e seja Uy = (Uy, ..., U,)
a segunda amostra.

Transformar cada amostra nos seguintes vetores:

T2j = 02]G3_1<U]) + T — ijjTl,

t
emque j =1,2e Gj(t) = / % e % dy.
o I'(ay)
Novamente para cada par (T3, Th2) selecione o minimo dos dois valores, bem como
o indice correspondente do minimo. Vamos considerar Ty o vetor dos minimos e Cq

o vetor dos indices.
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9. Ordene os elementos de Ty e permute os elementos de Co, de maneira correspon-
dente. Vamos denotar por wy.,, < - -+ < wy., os elementos ordenados de T'.

10. Seja nge = r — ny,. Entao, para 1 < k < ng,, vamos definir ¢, , 4., 0s valores de
(Wgy + 71), isto é, os valores referentes ao segundo nivel de estresse. Seja ng; o
nimero de elementos do vetor t¢,,, k. que possuem o indice 1. Comumente, seja
ngy 0 numero de elementos de vetor t,,, k., que possuem o indice 2. Veja que
Noe = M21 + Naa.

Com o nosso objetivo é exemplificar toda a teoria que foi abordada e discutida até o
momento, 0 nosso proximo passo é comparar o método de maxima verossimilhanca com
o método bayesiano, na qual sera realizado simulagoes considerando diferentes tamanhos
amostrais, isto é n = (20, 35,50, 100), com 20% e 40% de censura.

A ideia desta simulacao é a mesma que foi apresentada em outras se¢oes, ou seja, gerar
varias amostras que seguem o modelo proposto com parametros pré-definidos, e posteri-
ormente realizar a aplicacao das duas metodologias, com o intuito de verificar por meio de
indices qual desses métodos se aproxima mais dos verdadeiros valores dos parametros. Os
indices utilizados na andlise serdo: Estimativa, Probabilidade de Cobertura (PC), viés e
risco a posteriori. Vale ressalta que a descricao da simulagao que foi realizada é a mesma
apresentada na segao 3.4.2.

7.4.2 Resultados Numéricos

Temos que os resultados obtidos consideranod diferentes tamanhos amostrais com 20%
e 40% de censura, estao resumidos nas tabelas a seguir.

As estatisticas que seram apresentadas nas tabelas sdo a Média (Estimativa), Risco a
posteriori, Viés, Probabilidade de Cobertura (PC) e o Intervalo de Confianca (IC) para o
método cléassico ou Intervalo de Credibilidade (IC) para o método bayesiano.
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Tabela 7.1: Tabela de Resumo dos indices de interesse considerando o = 2, as = 3,

011:3,012:2,021:47022:3,7'1:3671:20.

n r 0; Métodos/Fungdes Estimativa PC a pf){sl:giori EQM Viés Inferi{)f(%st?ji)erior
Maéaxima Verossimilhanga 2.7907 0.9640 - 3.6799 1.2208 | -0.8287 6.4101
Quadratica 2.6006 0.9530 4.5521 4.5521 1.1217 0.4192 4.5072
A Linex 1.8433 0.9530 2.2469 0.6251 0.6152 0.4192 4.5072
Entropia 1.8486 0.9530 0.0828 1.3231 0.7718 0.4192 4.5072
Méaxima Verossimilhanga 4.5033 0.9640 - 11.0112 2.1845 -2.9912 11.9979
Quadratica 4.3341 0.9620 24.4712 24.4712 2.1949 0.4456 7.7650
@2 Linex 2.3507 0.9620 3.9016 3.7367 1.0080 0.4456 7.7650
Entropia 2.5984 0.9620 0.1248 10.5987 1.3262 0.4456 7.7650
Maxima Verossimilhanca 3.9155 0.8370 - 24.3065 2.4702 | -6.3365 | 14.1677
0 Quadratica 12.5286 0.9870 198.5493 198.5493 | 9.7510 0.4227 34.9338
1 Linex 3.0567 0.9870 10.6090 2.0421 1.1270 0.4227 34.9338
r—12 Entropia 4.3173 0.9870 0.2586 15.8040 2.4600 0.4227 34.9338
Maxima Verossimilhanca 2.7605 0.8140 - 30.4670 1.9356 | -6.6357 | 12.1568
0 Quadréatica 12.3220 0.9920 200.1190 200.1190 | 10.4287 0.2420 39.9783
12 Linex 2.4026 0.9920 10.4287 1.56166 0.9578 0.2420 39.9783
Entropia 2.9847 0.9920 0.3586 7.8763 1.8376 0.2420 39.9783
Maxima Verossimilhanga 5.3864 0.9060 - 20.6235 2.8506 -5.5018 16.2747
0 Quadratica 12.8183 0.9900 142.7997 142.7997 | 8.9931 0.8532 32.8773
2 Linex 4.2001 0.9900 | 10.96042 2.7022 | 1.3067 | 0.8532 | 32.8773
Entropia 6.2317 0.9900 0.1811 19.5661 3.1352 0.8532 32.8773
Maxima Verossimilhanga 3.9197 0.8870 - 14.3208 2.1389 -4.6547 12.4941
P Quadratica 12.1509 0.9960 138.3462 138.3462 | 9.2224 0.5555 35.3628
22 Linex 3.5064 0.9960 10.4467 2.2228 1.1579 0.5555 35.3628
n =20 Entropia 4.9196 0.9060 0.2312 13.6692 2.3784 0.5555 35.3628
Maxima Verossimilhanca 2.8777 0.9620 - 4.3170 1.2671 | -0.6553 6.4108
o Quadréatica 2.6611 0.9500 5.4101 5.4101 1.1664 0.4372 4.3417
1 Linex 1.8955 0.9500 2.3019 0.7137 0.6451 0.4372 4.3417
Entropia 1.9275 0.9500 0.0798 1.8077 0.8269 0.4372 4.3417
Maxima Verossimilhanca 4.4480 0.9660 - 10.2127 2.0962 | -2.6404 | 11.5366
o Quadratica 4.4110 0.9490 33.3940 33.3940 2.2659 0.4559 7.5085
2 Linex 2.4618 0.9490 3.9482 7.0393 1.0860 0.4559 7.5085
Entropia 2.7864 0.9490 0.1163 18.6388 1.4899 0.4559 7.5085
Maxima Verossimilhanga 3.4731 0.7970 - 16.9314 2.2221 -5.5285 12.4748
0 Quadratica 11.0752 0.9800 158.4514 158.4514 | 8.4362 0.4332 29.3013
H Linex 2.8949 0.9800 9.4318 1.9403 | 1.1206 | 0.4332 | 29.3013
r =16 Entropia 3.9472 0.9800 0.2396 12.2081 2.2362 0.4332 29.3013
Méaxima Verossimilhanga 2.3479 0.8040 - 6.6299 1.5694 -4.5631 9.2590
0 Quadratica 11.0267 0.9850 160.4399 160.4399 | 9.1769 0.2485 35.7078
12 Linex 2.3352 0.9850 9.3810 1.4635 0.9346 0.2485 35.7078
Entropia 2.8355 0.9850 0.3296 6.5651 1.7046 0.2485 35.7078
Maxima Verossimilhanca 5.0300 0.9130 - 11.1532 2.2063 | -1.9306 | 11.9908
P) Quadratica 9.7406 0.9920 72.9743 72.9743 5.9719 1.2309 21.6327
21 Linex 4.3981 0.9920 8.5545 2.6437 1.2800 1.2309 21.6327
Entropia 5.9894 0.9920 0.1146 14.9703 2.6986 1.2309 21.6327
Maxima Verossimilhanca 4.3856 0.9510 - 10.9064 2.0709 | -3.0303 | 11.8016
P Quadratica 10.7661 0.9950 113.4847 113.4847 | 7.8448 0.8964 25.6441
2 Linex 3.9776 0.9950 9.3489 3.0975 1.3442 0.8964 25.6441
Entropia 5.5568 0.9950 0.1576 17.5835 2.4933 0.8964 25.6441

Fonte:Elaborada pela autora.
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Tabela 7.2: Tabela de Resumo dos indices de interesse considerando o = 2, as = 3,

011:3,012:2,021:47022:377'1:3871:35.

n r 0; Métodos/Fungdes Estimativa PC a pf){sl:;?iori EQM Viés Inferi{)?(%SLyii)erior
Maéaxima Verossimilhanga 2.4643 0.9580 - 1.9836 0.8538 | 0.0976 4.8309
o Quadréatica 2.2733 0.9350 1.6530 1.6530 0.7783 | 0.5873 3.6666
L Linex 1.8993 0.9350 1.9514 0.5710 0.5741 | 0.5873 3.6666
Entropia 1.8893 0.9350 0.0496 0.8954 0.6661 | 0.5873 3.6666
Méaxima Verossimilhanga 3.8894 0.9550 - 5.1398 1.5340 | -0.5351 8.3141
o Quadréatica 3.6331 0.9390 6.7004 6.7004 1.4672 | 0.6154 6.1930
2 Linex 2.5157 0.9390 3.3304 1.1814 0.9038 | 0.6154 6.1930
Entropia 2.7057 0.9390 0.0777 2.7152 1.1452 | 0.6154 6.1930
Maxima Verossimilhanga 3.5973 0.8700 - 19.8622 1.8797 | -2.5357 9.7305
0 Quadréatica 8.4079 0.9750 86.3000 86.3000 | 5.7576 | 0.6496 18.4233
1 Linex 3.1401 0.9750 7.3391 2.0166 1.0984 | 0.6496 18.4233
— Entropia 4.0956 0.9750 0.1549 10.5452 2.0733 0.6496 18.4233
Maéxima Verossimilhanca 2.3772 0.8350 - 7.0441 1.3786 | -2.6112 7.3657
0 Quadratica 7.8050 0.9830 87.1329 87.1329 6.0075 0.3586 18.4784
12 Linex 2.3633 0.9830 6.7757 1.5348 0.9252 | 0.3586 18.4784
Entropia 2.8220 0.9830 0.2193 6.2448 1.5610 | 0.3586 18.4784
Maéaxima Verossimilhanga 5.2815 0.9300 - 10.7584 | 2.2807 | -1.6704 12.2335
0 Quadréatica 10.0235 0.9850 75.6782 75.6782 | 6.2628 | 1.3120 22.2483
2 Linex 4.5274 0.9850 8.7815 2.9506 | 1.3487 | 1.3120 | 22.2483
Entropia 6.1961 0.9850 0.1143 16.0845 | 2.8686 | 1.3120 22.2483
Maxima Verossimilhanga 4.6148 0.9190 - 13.8878 2.3640 | -2.8190 12.0487
P Quadréatica 11.2037 0.9870 127.5283 127.5283 | 8.3529 | 0.8851 27.2034
22 Linex 3.9985 0.9870 9.66634 3.6085 1.4815 | 0.8851 27.2034
n— 35 Entropia 5.6745 0.9870 0.1638 20.1326 | 2.7499 | 0.8851 27.2034
Maxima Verossimilhanga 2.4669 0.9640 - 1.6392 0.8356 0.2511 4.6827
Quadréatica 2.3012 0.9400 2.1414 2.1414 0.7876 | 0.6138 3.7029
*1 Linex 1.9283 0.9400 1.9826 0.5653 0.5759 | 0.6138 3.7029
Entropia 1.9253 0.9400 0.0478 1.0636 0.6691 0.6138 3.7029
Maxima Verossimilhanca 4.0638 0.9630 - 6.7163 1.6472 | -0.4202 9.1973
Quadréatica 3.9271 0.9450 12.5265 12.5265 1.7391 | 0.6426 6.2804
2 Linex 2.6022 0.9450 3.5717 1.3145 0.9422 | 0.6426 6.2804
Entropia 2.8861 0.9450 0.0771 4.1218 1.2740 | 0.6426 6.2804
Maéaxima Verossimilhanga 3.4475 0.8390 - 11.8520 1.8102 | -2.3023 12.4748
0 Quadratica 8.0573 0.9760 91.9115 91.9115 | 5.5002 | 0.6373 17.1625
H Linex 3.0644 0.9760 7.0238 1.9810 | 1.0984 | 0.6373 | 17.1625
»— 28 Entropia 4.0106 0.9760 0.1481 12.0410 | 2.0584 | 0.6373 17.1625
Méxima Verossimilhanga 2.2653 0.8220 - 4.6170 1.3020 | -2.0852 6.6159
0 Quadréatica 7.5546 0.9710 84.4730 84.4730 | 5.8148 | 0.3604 16.6563
12 Linex 2.3232 0.9710 6.5297 1.5541 0.9388 | 0.3604 16.6563
Entropia 2.7795 0.9710 0.2144 6.3522 1.5738 | 0.3604 16.6563
Maxima Verossimilhanga 5.1613 0.9530 - 7.5145 1.8395 | 0.1860 10.1365
P) Quadréatica 7.7036 0.9770 32.2527 32.2527 | 3.9065 | 1.8216 14.4955
21 Linex 4.7532 0.9770 6.9545 2.9160 1.2998 | 1.8216 14.4955
Entropia 5.9159 0.9770 0.0635 11.6421 2.3534 1.8216 14.4955
Maéxima Verossimilhanca 4.3872 0.9660 - 6.9157 1.8344 | -0.5127 9.2873
P Quadréatica 7.8724 0.9870 45.7088 45.7088 | 4.9687 | 1.3057 16.6907
2 Linex 4.1961 0.9870 7.0645 3.4824 1.4631 | 1.3057 16.6907
Entropia 5.3343 0.9870 0.0921 12.6602 | 2.1147 | 1.3057 16.6907

Fonte:Elaborada pela autora.
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Tabela 7.3: Tabela de Resumo dos indices de interesse considerando o = 2, as = 3,
011:3, 012:2, 021:47 022:3,7'1:3671:50.

n r 0; Meétodos/Fungdes Estimativa PC a pf){sl:giori EQM Viés Inferi{)f(%s(ﬁi)erior
Maéaxima Verossimilhanga 2.2743 0.9610 - 0.8536 0.6326 0.6024 3.9461
Quadratica 2.1280 0.9300 0.7241 0.7241 | 0.5942 | 0.7401 3.3095
* Linex 1.9078 0.9300 1.8231 0.4140 | 0.5069 | 0.7401 3.3095
Entropia 1.8843 0.9300 0.0343 0.5187 | 0.5592 | 0.7401 3.3095
Méaxima Verossimilhanga 3.6318 0.9470 - 3.3038 1.2856 0.1809 7.0828
Quadratica 3.4195 0.9270 4.4547 4.4547 | 1.2655 | 0.7845 5.5759
@2 Linex 2.6222 0.9270 3.1469 1.2015 | 0.8818 | 0.7845 5.5759
Entropia 2.7835 0.9270 0.0561 2.5302 1.0822 | 0.7845 5.5759
Maxima Verossimilhanca 3.3473 0.8750 - 4.7688 1.4448 | -1.4251 8.1198
0 Quadréatica 6.4564 0.9760 42.1154 42.1154 | 3.8658 0.8202 12.1126
1 Linex 3.1537 0.9760 5.7693 1.6981 1.0099 | 0.8202 12.1126
=30 Entropia 3.8445 0.9760 0.1072 6.9130 1.7030 0.8202 12.1126
- Maxima Verossimilhanca 2.4070 0.8510 - 6.1094 | 1.2839 | -1.8808 6.6948
0 Quadréatica 6.2360 0.9780 58.5475 58.5475 | 4.4919 0.4527 12.0426
12 Linex 2.4053 0.9780 5.4527 1.6470 | 0.9506 | 0.4527 12.0426
Entropia 2.8497 0.9780 0.1600 6.5495 1.5282 | 0.4527 12.0426
Maxima Verossimilhanga 5.5871 0.9620 - 11.1832 | 2.2082 | -0.6231 11.7974
0 Quadratica 8.9165 0.9830 50.9109 50.9109 | 5.0951 1.7475 17.4465
2 Linex 4.8933 0.9830 7.9314 3.3614 | 1.4144 | 1.7475 | 17.4465
Entropia 6.3761 0.9830 0.0799 15.4338 | 2.7984 | 1.7475 17.4465
Maxima Verossimilhanga 4.9599 0.9720 - 12.6126 | 2.3856 | -1.7748 11.6947
P Quadratica 9.8032 0.9780 88.6945 88.6945 | 6.8826 | 1.2191 21.0973
22 Linex 4.3529 0.9780 8.5909 4.2957 | 1.6270 | 1.2191 21.0973
n =50 Entropia 5.9243 0.9780 0.1176 19.3315 | 2.6638 | 1.2191 21.0973
- Maxima Verossimilhanga 2.3739 0.9750 - 1.0291 0.6871 0.6354 4.1124
Quadréatica 2.2373 0.9550 1.0424 1.0424 0.6570 0.7840 3.4446
“ Linex 1.9877 0.9550 1.9406 0.4806 | 0.5221 | 0.7840 3.4446
Entropia 1.9793 0.9550 0.0338 0.6552 0.5800 0.7840 3.4446
Maxima Verossimilhanca 3.7287 0.9600 - 3.1099 1.2556 | 0.2535 7.2039
Quadratica 3.4972 0.9410 3.9734 3.9734 | 1.2142 | 0.8336 5.8191
@2 Linex 2.7095 0.9410 3.2384 1.0262 | 0.8249 | 0.8336 5.8191
Entropia 2.8722 0.9410 0.0539 1.9890 | 1.0138 | 0.8336 5.8191
Maxima Verossimilhanga 3.1303 0.8520 - 3.8785 1.4028 | -0.8964 7.1570
0 Quadratica 5.9735 0.9630 38.1537 38.1537 | 3.4708 | 0.7976 10.6346
H Linex 3.0311 0.9630 5.3408 1.7903 | 1.0376 | 0.7976 | 10.6346
= 40 Entropia 3.6719 0.9630 0.1019 7.4454 | 1.6869 | 0.7976 10.6346
Méaxima Verossimilhanga 2.1752 0.8420 - 2.9206 1.1070 | -1.2735 5.6240
0 Quadratica 5.3593 0.9700 36.5400 36.5400 | 3.6290 | 0.4342 10.5309
12 Linex 2.2935 0.9700 4.7336 1.3806 | 0.8633 | 0.4342 10.5309
Entropia 2.6084 0.9700 0.1491 4.4589 1.3159 | 0.4342 10.5309
Maxima Verossimilhanca 4.9839 0.9740 - 4.4086 1.4596 | 1.2301 8.7377
P) Quadratica 6.5498 0.9700 13.9785 13.9785 | 2.7204 | 2.1750 11.6459
21 Linex 4.7943 0.9700 6.0327 2.4842 1.1905 | 2.1750 11.6459
Entropia 5.5595 0.9700 0.0416 6.8887 1.8845 2.1750 11.6459
Maxima Verossimilhanca 4.4275 0.9910 - 5.4654 | 1.6843 | 0.3305 8.5245
P Quadratica 6.6205 0.9670 23.0114 23.0114 | 3.6768 | 1.6675 12.7630
2 Linex 4.3175 0.9670 6.0676 3.4713 1.4798 | 1.6675 12.7630
Entropia 5.1467 0.9670 0.0615 9.2849 1.7497 | 1.6675 12.7630

Fonte:Elaborada pela autora.
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Tabela 7.4: Tabela de Resumo dos indices de interesse considerando o = 2, as = 3,
011:3, 012:2, 021:47 022:377'1:3871:100.

n r 0; Métodos/Fungdes Estimativa PC a plz){sl:(e:?iori EQM Viés Inferi{)?(%SLyii)erior
Maxima Verossimilhanga 2.1851 0.9710 - 0.3580 0.4406 1.0804 3.2899
o Quadratica 2.1042 0.9580 0.3203 0.3203 | 0.4232 | 1.0961 3.0286
! Linex 1.9998 0.9580 1.8281 0.2430 | 0.3853 | 1.0961 3.0286
Entropia 1.9858 0.9580 0.0167 0.2693 | 0.4034 | 1.0961 3.0286
Maxima Verossimilhanga 3.3640 0.9520 - 1.3876 0.8684 1.1855 5.5425
o Quadratica 3.2074 0.9280 1.3720 1.3720 | 0.8458 | 1.2935 4.8818
2 Linex 2.8359 0.9280 2.9969 0.7844 | 0.7028 | 1.2935 4.8818
Entropia 2.9133 0.9280 0.0277 1.0572 | 0.7886 | 1.2935 4.8818
Maxima Verossimilhanga 3.0430 0.8740 - 1.7492 | 0.9994 | 0.3809 5.7052
011 Quadratica 4.0908 0.9600 6.4473 6.4473 | 1.5908 | 1.1629 6.8828
Linex 3.0365 0.9600 3.7953 1.1432 | 0.8422 | 1.1629 6.8828
=60 Entropia 3.3039 0.9600 0.0491 2.4171 1.1046 | 1.1629 6.8828
Maxima Verossimilhanga 2.1576 0.8790 - 1.6116 | 0.8609 | -0.2243 4.5396
0 Quadratica 3.4733 0.9620 9.9974 9.9974 | 1.7937 | 0.6688 6.0535
12 Linex 2.2711 0.9620 3.1087 1.0678 | 0.7635 | 0.6688 6.0535
Entropia 2.4177 0.9620 0.0753 2.2401 | 0.9886 | 0.6688 6.0535
Maxima Verossimilhanga 5.3545 0.9790 - 5.1656 1.6686 1.6676 9.0414
0o, Quadratica 6.5410 0.9460 12.3842 12.3842 | 2.6734 | 2.5137 10.9038
Linex 5.0393 0.9460 6.0359 2.9347 | 1.3280 | 2.5137 10.9038
Entropia 5.7428 0.9460 0.0338 6.9507 | 1.9762 | 2.5137 10.9038
Maéaxima Verossimilhanga 5.2404 0.9930 - 10.3019 | 2.3514 | 0.6227 9.8581
020 Quadratica 7.6285 0.8890 40.6776 40.6776 | 4.6586 | 1.9494 13.5762
Linex 4.8352 0.8890 6.8960 5.5713 1.9129 | 1.9494 13.5762
n = 100 Entropia 5.9385 0.8890 0.0584 16.1180 | 2.2848 | 1.9494 13.5762
Maéaxima Verossimilhanga 2.1749 0.9640 - 0.3861 0.4448 1.0902 3.2596
a1 Quadratica 2.1046 0.9460 0.3691 0.3691 | 0.4390 | 1.0956 2.9680
Linex 2.0024 0.9460 1.8252 0.2811 | 0.4014 | 1.0956 2.9680
Entropia 1.9900 0.9460 0.0161 0.3131 | 0.4204 | 1.0956 2.9680
Maxima Verossimilhanga 3.3872 0.9610 - 1.3435 | 0.8578 | 1.2680 5.5064
o Quadratica 3.2306 0.9490 1.3003 1.3003 | 0.8308 | 1.3611 4.8787
2 Linex 2.8691 0.9490 3.0249 0.6978 | 0.6806 | 1.3611 4.8787
Entropia 2.9483 0.9490 0.0259 0.9573 | 0.7640 | 1.3611 4.8787
Maxima Verossimilhanga 3.1075 0.8900 - 1.9840 1.0099 | 0.3890 5.8260
011 Quadratica 4.1011 0.9540 6.0575 6.0575 1.6011 1.2004 7.0600
Linex 3.0775 0.9540 3.8064 1.2161 | 0.8528 | 1.2004 7.0600
r — 80 Entropia 3.3495 0.9540 0.0476 2.5210 1.1180 | 1.2004 7.0600
Maxima Verossimilhanga 2.0826 0.8700 - 1.1625 0.7991 | -0.0335 4.1989
010 Quadratica 3.1543 0.9710 5.9416 5.9416 1.4884 | 0.6834 5.6641
Linex 2.2225 0.9710 2.8319 0.9329 | 0.7337 | 0.6834 5.6641
Entropia 2.3268 0.9710 0.0689 1.7998 | 0.9198 | 0.6834 5.6641
Maéaxima Verossimilhanga 5.0691 0.9830 - 2.8293 1.2828 | 2.4594 7.6789
021 Quadratica 5.7454 0.9120 5.5086 5.5086 1.8447 | 2.9272 8.7097
Linex 4.9793 0.9120 5.3778 2.2301 1.1646 | 2.9272 8.7097
Entropia 5.3581 0.9120 0.0188 3.8391 1.5117 | 2.9272 8.7097
Maxima Verossimilhanca 4.4849 0.9880 - 4.0067 | 1.5726 | 1.7780 7.1919
0 Quadratica 5.4263 0.8420 9.1073 9.1073 | 2.4499 | 2.3346 8.8977
22 Linex 4.4732 0.8420 5.0821 3.5059 | 1.5297 | 2.3346 | 8.8977
Entropia 4.8888 0.8420 0.0275 5.9075 1.2976 | 2.3346 8.8977

Fonte:Elaborada pela autora.

Antes de iniciarmos a explicacao dos resultados apresentados nas tabelas, seré apre-
sentado trés figuras. A primeira figura apresenta os graficos para cada um dos parametros
do modelo, a fim de visualizarmos como esté se comportanto o risco a posteriori a medida
que o tamanho amostral aumenta, considerando tanto 40% quanto 20% de censura. A
segunda figura apresenta os graficos para cada um dos parametros do modelo, a fim de
observarmos agora como esta se comportanto o viés a medida que o tamanho amostral
aumenta, considerando tanto 40% quanto 20% de censura. E por ultimo, apresentaremos
os graficos para cada um dos pardmetros do modelo, a fim de observarmos agora como
esta se comportanto o Erro Quadratico Médio (EQM) a medida que o tamanho amostral
aumenta, considerando tanto 40% quanto 20% de censura.



Figura 7.1: Graficos do risco a posteriori versus tamanho amostral (n), para cada um dos parametros do modelo step-stress simples sob censura
competitivos, considerando tanto 40% quanto 20% de censura.
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Figura 7.2: Gréaficos do Viés versus tamanho amostral (n), para cada um dos parametros do modelo step-stress simples sob censura tipo II na

presenca de riscos competitivos, considerando tanto 40% quanto 20% de censura.
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Figura 7.3: Graficos do EQM versus tamanho amostral (n), para cada um dos parametros do modelo step-stress simples sob censura tipo II na

presenca de riscos competitivos, considerando tanto 40% quanto 20% de censura.
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Comparando os resultados que foram apresentados nas tabelas 7.1 a 7.4, podemos
perceber que para todos os tamanhos amostrais considerados e porcentagens de censura,
o método bayesiano com as fungoes de perda Quadratica, Linex e Entropia apresentaram
as probabilidades de cobertura mais proximas de 95%.

Quando olhamos para os valores do risco a posteriori referente as funcoes de perda
Quadratica, Linex e Entropia, sendo estes valores apresentados tanto nas tabelas quanto
na Figura 7.1, podemos perceber que para todos os tamanhos amostrais e porcentagens de
censura considerados, a funcao de perda de Entropia apresentou os melhores resultados,
isto é, com um risco a posteriori proximo de zero. Portanto, a perda que se espera
comentar estimando os parametros do modelo proposto considerando a funcao de perda
Entropia, é bem menor quando comparado com as outras fungoes de perda.

Observando ainda a Figura 7.1 é interessante notarmos que para amostras de tamanho
pequeno a fungao de perda Quadratica, usualmente utilizada em estudos de inferéncia
Bayesiana, apresentou valores altos do risco a posteriori quando comparado com a func¢ao
de perda de Entropia, ressaltando mais uma vez a importancia de se trabalhar com essa
fungao assimétrica.

Quando olhamos para os valores do viés apresentados tanto nas tabelas quanto na
Figura 7.2, podemos perceber que para a maioria dos parametros o método de maxima ve-
rossimilhanca e o método bayesiano com fung¢oes de perda Linex e Entropia,apresentaram
resultados bons e similares, isto ¢, com um viés proximo de zero. Além disso, podemos
perceber que a medida que o tamanho amostral aumenta, tanto o método classico quanto
o método bayesiano com diferentes fungoes de perda, tende a se aproximar de zero.

Ao observarmos os valores dos EQM'’s apresentados tanto nas tabelas quanto na Fi-
gura 7.3, podemos perceber novamente que para a maioria dos parametros o método de
méxima verossimilhanga e o método bayesiano com funcgoes de perda Linex e Entropia
apresentaram resultados bons e similares, isto ¢, com um EQM proximo de zero. Vale res-
saltar que o método bayesiano com funcao de perda Linex, foi o que apresentou o menor
EQM. Além disso, podemos perceber que a medida que o tamanho amostral aumenta,
tanto o método classico quanto o método bayesiano com diferentes fungoes de perda,
tende a se aproximar de zero.

Ao compararmos as estimativas realizadas por cada método, podemos perceber que
tanto o método de maxima verossimilhanga quanto o método Bayesiano com fungoes
de perda Linex e Entropia se aproximaram razoavelmente dos verdadeiros valores dos
parametros. Podemos perceber, que a medida que o tamanho amostral aumenta essas
estimativas pontuais tendem a se aproximar cada vez mais dos verdadeiros valores dos
parametros.

Por meio das tabelas apresentadas, é possivel observar que para quase todos os tama-
nhos amostrais com 40% e com 20% de censura, o limite inferior do intervalo de confianca
de 95% obtido para os parametros do modelo pelo método de méxima verossimilhanca é
um valor negativo, embora esses parametros assumam apenas valores positivos.

Sendo assim, podemos concluir que tanto o método de maxima verossimilhanga quanto
o método bayesiano com funcoes de perda Linex e Entropia apresentaram os melhores
resultados, isto é, ambos os métodos se aproximaram do verdadeiro valor dos parametros,
com 0s menores riscos a posteriori, com os menores viés, comos menores EQM’s e as
melhores probabilidades de cobertura.






CAPITULO

Conclusao

Este trabalho buscou mostrar a importancia de se trabalhar com a teoria de testes
acelerados concomitante com os métodos de inferéncia estatistica. Tendo como objetivo
principal modelar dados que advém de um teste acelerado do tipo step-stress assumindo
alguns tipos de censura e além disso considerando que esses dados seguem uma distribuicao
Gama. Para que esse objetivo fosse atingindo, foi aplicado os métodos de inferéncia
classica e Bayesiana, a fim de comparar estes dois métodos por meio de simulagoes para
diferentes tamanhos amostrais.

No Capitulo 1, foi realizada uma breve revisao dos principais conceitos que regem este
trabalho, isto é, nocoes de analise de confiabilidade, tipos de censura e um pouco sobre a
distribuicao Gama. Foi discutido também os conceitos mais importantes que alicercam a
teoria de inferéncia cléssica e a teoria de inferéncia Bayesiana.

No Capitulo 2, buscamos apresentar de maneira clara o que podemos considerar como
o coragao deste trabalho, isto é, foi apresentado os mais importantes pontos da teoria dos
testes de vida acelerados.

No Capitulo 3, mostramos toda a formulacao tedrica e matemaética que foi necessaria
para a construcao do modelo step-stress simples sob censura tipo II e considerando a
distribuicao Gama. Durante esse capitulo, foi apresentado também alguns resultados
numéricos obtidos utilizando diferentes tamanhos amostrais com 50% e 70% de censura,
na qual aplicamos os dois métodos inferenciais abordadas, e tivemos como resultado final
que o método bayesiano com funcao de perda de Entropia apresentou o melhor efeito.

No Capitulo 4, seguimos a mesma ideia apresentada no capitulo 3, contudo foi reali-
zada a generalizacao do modelo. Em outras palavras, foi apresentado o modelo step-stress
miltiplo sob censura tipo II, que é o caso em que consideramos m niveis de estresse. Inici-
almente foi feita toda construcgao tedrica e matematica do modelo, na qual foi apresentado
alguns resultados numeéricos para o caso que temos trés (m = 3) niveis de estresse. Em
um segundo momento neste capitulo, também apresentamos o modelo de parametro re-
duzido, que nada mais é do que uma reparametrizacao do modelo step-stress miltiplo.
Neste caso também mostramos a formulagao teérica deste modelo e apresentamos alguns
resultados numéricos. De um modo geral, podemos concluir que os resultados nimericos
obtidos tanto no modelo step-stress multiplo quanto no modelo de parametro reduzido,
apontaram que tanto o método de méxima verossimilhanca quanto o método bayesiano
com fungoes de perda Linex e Entropia obtiveram os melhores resultados.

No Capitulo 5, utilizamos a mesma ideia apresentada no capitulo 3, contudo optamos
em trabalhar com outro tipo de censura, isto €, foi construido o modelo step-stress simples
sob censura progressiva tipo II e considerando a distribuicao Gama. Como em todos
os outros modelos apresentados, neste também foi realizada a construcao matematica

173



8. Conclusao 174

do modelo e no final apresentado alguns resultados ntiméricos obtidos. Com base nisso
foi possivel concluir que tanto o método de méxima verossimilhanca quanto o método
bayesiano com funcoes de perda Linex e Entropia apresentaram os melhores resultados.

No Capitulo 6, seguimos a mesma ideia apresentada no capitulo 4, em que agora foi
realizado a construgao do modelo step-stress miiltiplo sob censura progressiva do tipo
I1. Neste capitulo foi feita toda construcao teédrica e mateméatica do modelo, na qual foi
apresentado alguns resultados numéricos para o caso que temos trés (m = 3) niveis de
estresse. De um modo geral podemos concluir novamente que tanto o método de ma-
xima verossimilhanca quanto o método bayesiano com fungoes de perda Linex e Entropia
apresentaram os melhores resultados.

Por fim, no capitulo 7 seguimos a mesma ideia apresentada no capitulo 3 deste traba-
lho, todavia consideramos que um item poderia falhar por duas possiveis causas. Sendo
assim, neste capitulo apresentamos toda construcao tedrica e matematica do modelo step-
stress simples sob censura tipo II considerando riscos competitivos. Durante esse capitulo,
foi apresentado também alguns resultados numéricos obtidos utilizando diferentes tama-
nhos amostrais com 20% e 40% de censura, na qual aplicamos os dois métodos inferenciais
abordadas, e tivemos como resultado final que tanto o método de méxima verossimilhanca
quanto o método bayesiano com fung¢oes de perda Linex e Entropia apresentaram resul-
tados satisfatorios.

8.1 Perspectivas Futuras

O método de testes acelerados concomitante com riscos competitivos abre um novo
horizonte de aplicagoes e estudos tedricos.

Dentro da teoria de riscos competitivos um dos problemas tipicos, é a consideracao ou
nao da independéncia dos tempos de falha. De modo que considerar independéncia em
alguns casos pode nao estar retratando a realidade.

Neste sentido, construir modelos de testes acelerados do tipo step-stress abordando
diferentes tipos de censura e considerando riscos competitivos, sob a suposicao de inde-
pendéncia e dependéncia dos tempos de falha é algo extremamente atrativo.
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