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RESUMO

Arbex, Hassan Costa, dindmica ndo linear de sistemas de levitacdo magnética.
Bauru: Faculdade de Engenharia Mecanica, Universidade Estadual Paulista “Julio de

Mesquita Filho”, 2012, 138 pp., Dissertacdo (Mestrado).

O proposito deste trabalho foi estudar as ndo linearidades na dindmica de sistemas
mecanicos € eletromecanicos. Entre eles inclui-se um corpo em levitagdo. As ndo
linearidades levam o movimento da estrutura para o Efeito Sommerfeld. Por este fato, o
trabalho do motor fica préximo ou na frequéncia de ressondncia. Quando a estrutura
atinge a condicdo de ressonancia, a melhor parte da energia ¢ consumida para gerar
vibracdes de grande amplitude sem nenhuma mudanca sensivel na frequéncia do motor.
Neste trabalho, foi verificado o fendmeno para alguns sistemas ndo ideais inclusive o
sistema com levitagdo magnética, discutindo uma forma de conduzir o sistema a
condicdo de ressonancia e evitar o "absorvedor de energia" que ocorre com o efeito

Sommerfeld.

Palavras chave: Efeito Sommerfeld, Oscilador nao ideal, Maglev.



ABSTRACT

Arbex, Hassan Costa, on a nonlinear dynamics of magnetic levitation systens,
Bauru: Faculdade de Engenharia Mecanica, Universidade Estadual Paulista “Julio de

Mesquita Filho”, 2012, 138 pp., Dissertacdo (Mestrado).

This paper studies the nonlinearities in dynamics of of mechanics and electro
mechanics non ideal systems. One of them is a magnetically levitated body. These
nonlinearities lead the motion of the structure to the Sommerfeld Effect. For this reason
the motor's near or in resonance frequency. When the structure achieves the resonance
condition, the best part of the energy is consumed to generate large amplitude vibration,
with no sensitive change in the motor frequency. In this paper, is checked whether the
phenomenon in some non ideal systems and also, if occurs with magnetic levitation.
Will be discussed how to drive the system to resonance condition and to avoid the

“energy sink” that occurs with the Sommerfeld effect

Key words: Sommerfeld effect, Non-ideal oscillator, Maglev.
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1 INTRODUCAO
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1 INTRODUCAO

1.1 MOTIVACAO E JUSTIFICATIVA

Problemas de controle de sistemas complexos oscilatorios tém atraido
grande interesse no dominio da dindmica ndo linear. Na maior parte desses estudos, ha
uma maior aten¢do as solugdes que possuem caracteristicas caoticas, uma vez que o
sistema perde estabilidade perto de um ponto de bifurcacdo. Entre esses sistemas,
ndo linearidades podem ocorrer gerando situagdes em que o funcionamento desses
sistemas ¢ prejudicado. Para que seja possivel a andlise, primeiramente ¢ necessario
uma modelagem matemdatica do sistema a ser estudado. Depois apds efetuar uma
modelagem matematica, realizar simulagdes numéricas para estudar o comportamento
desses modelos, o estudo ¢ orientado para a descoberta de meios ou mecanismos
que controlam o comportamento ndo linear préximo a regido de ressonancia, com
o objetivo de obter um comportamento desejado dentro de um dominio de

instabilidade dos parametros escolhidos.

Um corpo excitado por uma fonte de energia de poténcia limitada, um bloco
com excitacdo paramétrica e um sistema de levitacdo magnética sdo alguns exemplos
de sistemas ndo lineares. A seguir ha uma breve explanagido sobre sistemas ideais e

ndo ideais.

1.2 SISTEMAS DINANICOS IDEAIS E NAO IDEAIS

Uma das classificacdes das fontes de energia ¢ aquela que divide as fontes de
energia em 1ideais e ndo ideais. Essa classificacio leva em conta os efeitos

experimentados por um acoplamento ou ndo do sistema vibrante e do motor atuante no
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sistema. Por isso, as fontes de energia ideais sdo aquelas nas quais esse acoplamento

ndo ¢ considerado e, portanto a analise do sistema ¢ simplificada significativamente.

1.2.1 Sistema dinamico do tipo ideal.

Quando a excitacdo da fonte de energia ndo ¢ influenciada pela resposta do

sistema, ¢ dita uma excitagao ideal.

Figura 1.1. Exemplo de um sistema ideal

1.2.2 Sistema dindmico do tipo nio ideal.

Por outro lado, quando uma excitag¢do ¢ influenciada pela resposta do sistema, ¢
dita ndo ideal. Assim, dependendo da excitacdo, refere-se a um sistema dindmico como
ideal ou ndo ideal. O comportamento ideal de sistemas ¢ bem conhecido na atual
literatura, mas ha poucos resultados sobre os nado ideais.

O comportamento do sistema dindmico se afasta do caso ideal a medida que a
poténcia da fonte excitadora torna-se limitada. Para sistemas dindmicos ndo ideais,
deve-se adicionar uma equacdo que descreve como a fonte de energia passa essa energia
as equagdes que governam o correspondente sistema dindmico ideal

E usual desconsiderar, no modelo matematico, a influéncia do movimento do

proprio sistema em sua excitacdo. Entretanto esta simplificacdo, no modelo matematico
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pode ndo ser satisfatoria, devendo-se levar em conta que q sua fonte, ¢ influenciada
pela propria resposta do sistema. Quando, em um sistema, € considerado a influencia da
resposta na fonte de energia tem-se um sistema vibratério ndo ideal, ou um sistema
com fonte de excitacdo, ndo ideal. Nota—se caracteristicas importantes deste tipo de
modelo matematico de sistema dindmico, provenientes da intera¢do da estrutura com a
fonte de excitagdo, tais como: Variagdes bruscas (saltos ou “jumps”) da amplitude de
deslocamento da estrutura e da frequéncia de excitacdo; Descontinuidade da curva
amplitude versus frequéncia; Influéncia do perfil da curva “amplitude versus
frequéncia” quando o operador altera a velocidade do motor elétrico, em acréscimos
e/ou decréscimos.

Portanto os sistemas dindmicos, modelados matematicamente, como sendo nio
ideais, possuem um grau de liberdade superior ao sistema ideal correspondente.

Essa relacdo do sistema vibratorio com a sua fonte de energia torna a dindmica
desse sistema bastante complexa com a ocorréncia de alguns fendmenos, principalmente
perto da regido da ressonancia, como, por exemplo, o aumento da poténcia exigida pela
fonte, o fendmeno do salto e caos.

Em 1969, Kononenko, em seu livro elabora um rico estudo sobre sistemas
dindmicos com fonte de poténcia limitada, no qual faz referéncia a varios trabalhos e
experimentos na area.

Os fendmenos do aumento da poténcia exigida pela fonte e o fendmeno do salto
sdo efeitos descoberto por Sommerfeld e, portanto denominado de Efeito Sommerfeld
(Sommerfeld, 1904, Nayfeh e Mook, 1979). J4 a ocorréncia do caos nos sistemas ndo
ideais esta associada, tanto a presenca de termos ndo lineares quanto a presenga de

pontos de bifurcacdo e surgimento de regides de instabilidade e regimes ndo
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estacionarios na regido da ressonancia. Por isso, a importancia de se estudar o sistema
nessa regiao.

O efeito Sommerfeld surge ao se elevar continuamente a tensdo de alimentacdo do
motor, estando esse com frequéncia de rotagdo proxima a regido de ressonancia do
sistema, provocando o aumento da sua rotacdo, até o0 momento que essa se estabiliza em
torno de um determinado valor (igual a da frequéncia natural do sistema). A partir deste
instante, sucessivos acréscimos da tensdo somente elevam a poténcia elétrica absorvida
pelo motor, que ndo € mais canalizada para alterar a sua rotagdo, mas sim para aumentar
as amplitudes de vibragdo da estrutura, Palacios (2002). O processo possui um limite:
quando a estrutura ndo ¢ mais capaz de absorver a energia cedida pelo motor, a rotagdo
dispara, atingindo, apds certo periodo, valores estaveis e proporcionais a tensdo de
alimentacdo.

As equacdes de movimento, representativa do sistema dindmico ndo ideal de
vibragdes, podem se esquematizadas, modelados matematicamente, da seguinte forma,
Balthazar e Brasil (2001):

Sendo x ¢ o movimento descrito pela estrutura e 6 ¢ o angulo de rotagdo do

motor, segue que:

Primeiro conjunto de equagdes:

Equacdes dindmicas da estrutura em x + termos de interagdo (em x e em 0) =

equagdes da excitagdo externa, atrito ou amortecimento.

Segundo conjunto de equacgdes:
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~ ~ . . dze
Equagdes de rotagdo do eixo do motor (relativas ao torque € com termos em ey

+ outros termos de interagcdo (em x € em ) = equagdes caracteristicas do motor (

. e
relativas ao torque e com termos em LE ),

Figura 1.2. Exemplo de um sistema nio ideal.

Um fato importante ¢ que as ndo linearidades vém da modelagem matematica da
estrutura, no caso do problema nado ideal a presenca de uma unica fonte de energia, em
geral contribui com a a¢do de ndo linearidades do tipo quadraticas, presente no termo de
energia cinética devido ao desbalanceamento do motor de corrente continua, Nayfeh e

Mook (1979).

Nota-se que as vibragdes provenientes de aceleracdo e desaceleracdo do motor
elétrico sdo representadas pela funcdo L, ou seja, ela representa o torque desenvolvido

pelo motor elétrico e a curva caracteristica relaciona o torque com a velocidade angular.

A cada ponto toma-se a velocidade angular do motor quando em rotacdo
constante, formando uma curva, chamada curva caracteristica estatica, determinando o

funcionamento do motor em estado estacionario. Todos os motores possuem esta
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familia de curvas e todas elas representam a mesma relagdo de grandeza, mas cada uma
corresponde a um valor de tensdo aplicada ao motor.

Cada valor da tensdo aplicada nos terminais do motor produz uma correspondente
curva caracteristica, cada uma delas relacionadas a um valor de poténcia constante, mas
diferentes entre si.

A Figura 1 ilustra o plano torque versus frequéncia de rotacéo.

FIGURA 1.3. CURVAS CARACTERISTICAS DO MOTOR CC.

Onde @ representa a rotagio e Tm o torque desenvolvido pelo motor.

1.3 LEVITACAO MAGNETICA

A levitagdo magnética através de eletroimd, vem sendo realizada desde 1930
(Carmichael, 1986), com o proposito de estudar o comportamento nio linear deste tipo
de dispositivo. Durante este periodo, os métodos utilizados para levitagdo magnética
foram sendo aperfeicoados, principalmente no que diz respeito aos sistemas de controle

(Wong, 1986).
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O método mais comum de levitacio magnética ¢ baseado na utilizagdo de um
eletroima (Moon, 2004), (Carmichael, 1986), (Wongl986) e (Oguchi e Tomigashi
1990).

O eletroima@ ¢ um ima controlado por corrente elétrica, capaz de suspender um
determinado objeto metdlico a uma determinada altura (distancia de operacdo) no eixo
vertical, apenas com o campo magnético gerado pela corrente elétrica que circula no
solenoide.

Um sistema de levitacdo magnética simples, ¢ conhecido pelo acronimo MagLev
(Magnetic Levitator). Em um MagLev o sistema de controle ¢ a parte fundamental do
dispositivo, pois a levitacdo depende do equilibrio entre as forgas magnética e

gravitacional.

1.4 OBJETIVOS
Os principais objetivos desta dissertagdo podem ser resumidos entre os seguintes

topicos:

v Entender e elaborar modelos matematicos para os varios tipos de sistemas
dindmicos pesquisados, empregando um oscilador ideal e ndo ideal.

v’ Estudar um sistema dindmico constituido de um bloco levitado magneticamente
excitado por uma forca externa do tipo ndo ideal, onde um motor elétrico de
corrente continua com poténcia limitada ¢ acoplado ao bloco com a intengdo de
perturbar o sistema e promover oscilagdes.

v Realiza¢do de um estudo numérico de vibragdes ndo lineares que podem ocorrer
na interagdo entre o bloco e um motor de corrente continua com
desbalanceamento.

v Avaliar dois métodos de controle sendo um controle passivo e outro ativo.
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1.5 MATERIAIS

Nas simulagdes numéricas realizadas utilizou-se um computador de uso pessoal.
Para as simulagdes numéricas foi utilizado programa matematico MATLAB® sendo
utilizadas rotinas de programacdo como:

* Integrador Runge Kutta, ODE 45 do MATLAB® para a integracdo direta das

equagdes de movimento do sistema;

* Rotinas computacionais desenvolvidas para 0o MATLAB®.

1.6 ORGANIZACAO DESTE TRABALHO
O presente trabalho esta dividido em seis capitulos. O primeiro capitulo trata de
uma introdug¢do posicionando o leitor sobre sistemas ideais e ndo ideais. No capitulo 2 ¢
feita uma breve revisdo historica e bibliografica sobre problemas ideais e ndo-ideais.
No capitulo 3 foram feitas as deducdes das equacdes de movimento dos modelos
matematicos a serem estudados e no capitulo 4 os resultados das simulagdes numéricas

de um sistema vibratorio acoplado a um absorvedor de energia ndo linear (NES).

O capitulo 5 trata do estudo da dindmica de um sistema do tipo Maglev ndo

ideal. As conclusoes deste trabalho serdo apresentadas no capitulo 6.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Na Grécia antiga ja se vislumbrava entender o movimento dos corpos no espaco,
com o especial interesse de descrever o funcionamento do Universo. Os avangos nos
estudos de corpos celestes permitiram o desenvolvimento de ferramentas de observagao,
predi¢do e contagem de tempo. Acreditava-se que modelando matematicamente este
problema seria possivel fazer previsdes a respeito do futuro. Apesar de todo sistema
determinista permitir fazer previsdes sobre seu comportamento futuro a partir do
conhecimento exato das condigdes iniciais e das leis matematicas que regem seu
comportamento, essa perfeicdo matematica, no entanto, esbarra na possibilidade real de
se definir exatamente as condi¢des iniciais (Monteiro, 2002).

Muitos estudos foram realizados em Mecanica Celeste até formalizar uma Teoria
de Sistemas Dindmicos. Foi Galileu quem introduziu conceitos de Dinamica, a teoria
que trata das causas dos movimentos.

Isaac Newton sintetizou os seus estudos em Leis de Gravitacdo Universal além de
elaborar, paralelamente a Gottfried Leibnitz, o método do cdlculo diferencial e integral.
Jean Lé Rond d’Alembert, por sua vez, desenvolveu o estudo de cordas em vibracao
dando inicio ao estudo sistematico das equacdes diferenciais parciais.

Lagrange reformulou a dindmica introduzindo o principio da conservagdo de
energia, que afirmava que todo o movimento de um corpo poderia ser descrito atraves
das equagdes da sua energia em fungdo da energia cinética e energia potencial. Além
disso, introduziu um sistema de coordenadas para representagdo algébrica da geometria
do movimento.

Para estudar a dindmica do problema dos trés corpos, Henri Poincaré criou um
novo ramo da Matematica, a Topologia(Monteiro 2002). Ele notou que alguns sistemas

possuiam grande variabilidade no comportamento das solugdes devido as pequenas
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alteracdes nas condigdes iniciais. A previsdo nestes sistemas tornava-se impossivel e
eliminava-se a possibilidade de determinismo. Num extremo tem-se o movimento
caotico, sensivel as condi¢des iniciais, € no outro a dindmica regular dos sistemas
integraveis, sendo que tipicamente esses movimentos surgem entrelacados num mesmo
sistema.

Até o final do século XIX modelos matematicos de sistemas dindmicos de
vibragdo ndo levavam em conta a influéncia do comportamento do sistema sobre as
fontes de vibracdo. Os modelos matematicos que consideram a influéncia do
comportamento do sistema sobre as fontes de vibracdo s3o chamados sistemas
dindmicos ndo ideais; uma equagdo que descreve a interagdo do fornecimento de energia
com o sistema motor deve ser adicionada. Assim, como primeira caracteristica, os
sistemas ndo ideais de vibragdo tem um grau de liberdade a mais do que o
correspondente sistema ideal.

Foi Sommerfeld quem deu inicio a uma nova classe de sistemas dindmicos, 0s
chamados: sistemas dindmicos ndo ideais. Esses sistemas possuem uma fonte de
excitacdo operando com poténcia limitada. Sommerfeld notou que na regido de
ressonancia, a rotagdo do motor variava de maneiras distintas, dependendo ndo s6 do
tempo mas também da oscilagdo do sistema. Ele observou a dependéncia da curva de
ressonancia com relacdo a variacdo da frequéncia da for¢a de excitagdo, o fenomeno do
salto ("jump”) durante a passagem pela regido de ressonancia (Monteiro, 2002).

O fendmeno de salto na amplitude de vibragdo e do aumento da poténcia exigida
pela fonte para operar proximo da regido de ressonincia do sistema sdo manifestagdes
de um problema ndo ideal, geralmente sdo conhecidos na literatura como Efeito
Sommerfeld. Este fendmeno sugere que a resposta vibratoria do sistema nado ideal emula

um "absorvedor de energia" nas regides proximas a ressonancia do sistema, transferindo
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a poténcia da fonte de vibragdes da estrutura de apoio, ao invés da aceleracdo da
maquina. Em outras palavras, um dos problemas enfrentados pelo engenheiro mecéanico
¢ fazer um sistema passar pela regido de ressonancia. Uma revisdo de problemas nao

ideais foi publicado em Balthazar e Mook, (2003).

2.1 LEVITACAO MAGNETICA

Desde o inicio das civilizagdes, ha uma necessidade de viajar pequenas e grandes
distancias entre diferentes locais, nessa busca novas formas modernas ¢ avancadas de
locomocgdo surgem a cada dia. O primeiro problema de transporte terrestre foi como
mover um grande numero de pessoas. Somente em 1829 ocorreu a criagdo do primeiro
servico de transporte publico em Londres, esta criagdo foi tradicionalmente atribuida a
Georges Shilibeer.

De acordo com Moon, 2004, a suspensdo de objetos e pessoas sem meios visiveis
de sustentacdo ¢ fascinante para a maioria das pessoas, mesmo em tempos de altas
tecnologias. Sistemas Dindmicos sem os efeitos da gravidade sdo um sonho comum
para geragdes de pensadores desde Benjamin Franklin a Robert Goddard. Um método
encontrado para resolver esta questdo foi a levitacdo magnética (maglev). A levitagdo
magnética, maglev, ou suspensio magnética ¢ um método pelo qual um objeto ¢
suspenso, apoiado apenas pelos campos magnéticos. A pressdo magnética € usada para
neutralizar os efeitos da gravidade e todas as outras aceleracdes (Braunbeck, 1939).

O desenvolvimento moderno de sistemas de transporte de levitagdo magnética,
conhecidos como maglev, comecou no final dos anos 60, como uma consequéncia
natural do desenvolvimento da baixa temperatura do fio supercondutor, um transistor e
tecnologia de controle baseados em chips eletronicos. Na década de 80, Maglev

amadureceu a ponto de tecndlogos japoneses e alemies comegarem a comercializar
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essa nova tecnologia de alta velocidade (Moon, 2004). Desde a descoberta dos
supercondutores, de acordo com Moon (1982), a levitagdo magnética tornou-se um
simbolo das novas tecnologias. Além disso, um sistema de transporte de levitagdo
magnética ¢ capaz de instigar a imagina¢do do movimento dos corpos levitados. No

entanto, ha uma grande falta de entendimento sobre a levitagdo magnética.

2.2 ABSORVEDORES DE VIBRACAO

Nesta secdo sera apresentada uma revisdo sobre absorvedores passivos de energia
em especial o NES (Nonlinear Energy Sink), pois serda utilizado em trabalhos
posteriores.

Viarios trabalhos sdo desenvolvidos sobre absorvedores de vibragdes, uma vez
que, ha um grande interesse em absorver e dissipar a parcela da energia de vibragdo que
ndo ¢ desejada para o sistema.

O absorvedor de vibragdo sintonizado (TVA), também conhecido como TMD —
Tuning Mass Damper - € o dispositivo mais utilizado para reducdo de vibragdes, isso se
deve principalmente a sua caracteristica linear que possibilita uma facil aplicagdo em
modelos simples, porém, em estruturas mais complexas ndo tem uma eficicia tdo
grande, pois como ¢ um absorvedor sintonizado, ele funciona bem para uma tUnica

frequéncia e um modo de vibrar do sistema.
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FIGURA 2.1. TVA ACOPLADO A UM OSCILADOR IDEAL (VIGUIE, R., 2010).

Frahm em 1911 foi pioneiro nos primeiros estudos sobre o TVA. Ele considerou

uma massa m; acoplada a um oscilador linear harmdnico por uma mola k, (figura 2.1).

Com a eficiéncia limitada do TVA, surgem sistemas de controle ativo com a
vantagem de ter uma maior eficiéncia na absor¢do de vibragdes, porém o gasto
energético e o alto custo desses dispositivos sdo questdes que os tornam menos
atrativos. Nesse contexto, um diferente absorvedor de vibracdo se faz necessario para

trabalhar com estruturas mais complexas, como € o absorvedor de vibragdo ndo linear.

Os primeiros estudos sobre absorvedores ndo lineares sdo de Roberson (1952),
Pipes (1953) e Arnold (1955) que estudaram a influéncia da nio linearidade sobre a
“banda” de frequéncia dos movimentos. Hunt e Nissen (1982) foram os primeiros a
estudar um absorvedor nio linear de forma pratica. Entre os absorvedores ndo lineares
podemos citar: o péndulo; uma massa desbalanceada; o absorvedor por impacto; e o

absorvedor de energia ndo linear (NES).

2.2.1 Nonlinear Energy Sink (NES)

Virios tipos de estrutura podem ser considerados como um NES, entretanto, sera

adotado como NES um bloco oscilante, acoplado ao sistema principal, cuja principal
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diferenca em relagdo o TVA ¢ uma ndo linearidade caracteristica, representada em

geral, por uma mola ctbica ligada a esse bloco.

k1 %
— my g ma

.
b
x)
=]

2y

FIGURA 2.2. NES ACOPLADO A UM OSCILADOR LINEAR (VIGUIE, R., 2010).

O termo “energy pumping”, muitas vezes utilizado quando se trata de
absorvedores ndo lineares, se refere a uma irreversivel transferéncia de energia do
sistema principal para o absorvedor (NES), ou seja, o NES permite que a energia

vibracional do oscilador seja transferida em um unico sentido.

A partir de 2001 importantes trabalhos foram publicados sobre esse assunto na

literatura.

e Malatkar e Nayfeh (2007) investigaram a eficadcia do NES na atenuagdo de
vibrac¢do de uma estrutura linear sob excitagdo harmonica;

e Jiang et al.(2003) estudaram a dindmica do estado forcado de um sistema
de osciladores acoplados composto por um subsistema linear com um NES
ligado. Eles mostraram que o NES é capaz de absorver a energia do
subsistema linear ao longo de uma faixa de freqiiéncia ampla.

e Vakakis (2001) estudou a energia de bombeamento em um sistema de dois
graus de liberdade, bem como, em uma cadeia MDOF com um dispositivo

ndo linear fracamente acoplado..
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Em outros trabalhos recentes (Vakakis, 2008), (Dantas e Balthazar 2007),
(Dantas e Balthazar 2008), tem sido demonstrado que os dispositivos essencialmente
ndo lineares podem absorver, de forma passiva, a energia de um subsistema linear,

atuando em esséncia como NES.

2.3 MODELOS MOTIVADORES

Hé varios trabalhos com esse mesmo tema na literatura, alguns que serviram de

motivagdo para o presente estudo foram:

“CHAOTIC VIBRATION OF AN AUTOPARAMETRICAL SYSTEM WITH A
NON IDEAL SOURCE OF POWER?”, desenvolvido por Danuta Sado e Maciej Kot, em
2007, observaram a influéncia do amortecimento linear e ndo linear na transferéncia de

energia.

.“

Figura 2.3. MODELO NAO IDEAL DE UM SISTEMA AUTOPARAMETRICO
(SADO E KOT, 2007).

As equacdes que governam o movimento sao:



33
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ml2é + Coée + C46° — mijilsin o+ mglsing = 0 @1

(I +mor) — mi cosp +mogr cos o = L($) — H(§)

Outro trabalho realizado por Sado, ilustrado na figura 2.4 foi, “ANALYSIS OF
VIBRATION OF THREE-DEGREE-OF-FREEDOM DYNAMICAL SYSTEM WITH
DOUBLE PENDULUM?” (Sado e Gajos, 2008), onde utilizaram o método de multiplas

escalas para determinar uma solucdo aproximada em condigdes de ressonancia.

L LA LS AT AT

S(v)
LI RG)
F(r )l
=]
> 5
l’l’ E l =
M, (H)]

e

Figura 2.4. DIAGRAMA DO SISTEMA CONSIDERADO (SADO E GAJOS,
2008).

(m1 +mo +ma)y — li{ma +ma)@1 sing) — malogn sin iy +
—(mg + mg)h(,b% CoS (] — mglg@% cos o +ky +ec1y = Pycosvt
—(mg +ma)sinr + (my +ma)li@y +malyy cos(ipn — 1) + 2.2)
—malop? sin(ipe — 1) + (ma +ma)gsingy +expr — calipn — 1) = 0
—gsin iy + 1y cos{ipn — 1) + Iy + L1 sin(ipy — 1) +
+gsingy +cs(ipn — 1) = 0
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Péndulo eletro mecanico mostrado na figura 2.3, que foi estudado por Dias, 2006
e Santos, 2009, tém uma oscila¢do horizontal e uma fonte nao ideal de alimentagdo do

sistema.

FIGURA 2.5. PENDULO ELETROMECANICO (DIAS, 2006 E SANTOS, 2009).

Abaixo segue as equagdes do modelo :

mq] — maR(q} sin qo + ¢5 cos q2) + msl(gh cos gz — & sings) + k1g1 = —c1q)

Iqy — maR(q) sings + qyqy cos ga) + maRgy gy cos gy + gmaRcos g = M(qy)  (2.3)

msl®q} + malg] cos gz + gmalsings = —caqh

Observaram que, quando proximo a regido de ressonancia (1:1 e 2:1), a amplitude
de oscilacdo do bloco e do péndulo aumenta durante a passagem pela ressonancia. Além
disso, verificou-se a existéncia de um autovalor nulo, o que implica a existéncia de uma
variedade central associada ao sistema.

Um trabalho no mesmo contexto, mas com oscilacdo vertical, como mostra a

figura 2.4, foi desenvolvido por Elias, (2009).
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FIGURA 2.6. SISTEMA MECANICO DE PENDULO ELETROMECANICO
VERTICAL (ELIAS, 2009).
As equacdes de movimento sdo dadas por:
mq,+ciqi+kiqp = —mg—myR (Qé C0S g — g” sin Q-z) —maL (Qé sings + ga° cos Q’s)

(ngQ ot Jg) Gy = M(ga) — maRqy cos gy — magR cos gy, (24)

-mngqg + ¢3g3 = —msLqi sings — msgL sin gs.

Onde verificou, por meio de expansdo direta, que o sistema tinha vdrias
ressonadncias entre bloco, motor e péndulo, apresentando um comportamento instavel

para valores de frequéncia do motor préximos de 1.

Yabuno (2010) desenvolveu um trabalho sobre levitacdo magnética no qual
modela um bloco magneticamente levitado com a base excitada por um shaker onde usa

um péndulo como absorvedor de vibragdes, como mostram as Figuras 2.5 e 2.6.
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FIGURA 2.7. MODELO UTILIZADO POR YABUNO 2010.
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Figura 2.8. EXPERIMENTO REALIZADO POR YABUNO 2010

Cujas equacdes adimensionais do movimento sdo:
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Yabuno explora a acdo ndo linear do controlador para neutralizar o efeito da

ressondncia paramétrica externo no sistema.

Outro trabalho motivador foi feito por Gendelman O.V, et AL (2011), onde um
bloco, com oscilagdo horizontal, tem uma massa desbalanceada como NES, como

mostra a figura 2.6.

A .

M

FIGURA 2.9. MODELO UTILIZADO POR GENDELMAN 2011.

As equacdes do modelo proposto por Gendelman et AL (2011) s@o dadas por:
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o + (6% cos 8 — 16)

1—esin’ @
G 20 +sin O(—u + £6° cos 0) (2)
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Gendelman demonstrou, numérica e experimentalmente, que uma simples massa

excéntrica em rotagdo pode funcionar com um NES.
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3 MODELAGEM MATEMATICA DE BLOCOS EM MOVIMENTO
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3 MODELAGEM MATEMATICA DE BLOCOS EM MOVIMENTO

O objetivo principal deste capitulo é a abordagem de alguns modelos
simplificados de blocos em movimento, analisando e desenvolvendo-os de forma
gradual. Para tal analise serdo deduzidas as equacdes de movimento de varios modelos
matematicos de sistemas dindmicos ideais e ndo ideais separados de acordo com a
tabela a seguir. Em negrito estdo os modelos matematicos que sdo foco de estudo desta

dissertagao.

Tabela 3.1. Lista dos modelos matematicos estudados

MODELO MATEMATICO ORI\/IIIg\\I/-II-AMCE/_I\\I(?rODO TIPO
1 Horizontal Ideal
2 Horizontal Ideal
3 Horizontal Nado ideal
4 Horizontal N3do ideal
5 Vertical Ideal
6 Vertical Ideal
7 Vertical Nado ideal
8 Vertical Nado ideal
9 Vertical Ideal
10 Vertical Ideal
11 Vertical Nao ideal
12 Vertical Nao ideal

Para que se possa estudar a dindmica envolvida no problema, através dos modelos
citados anteriormente, tem-se a necessidade de obter as equagdes governantes do
movimento. Para isso, determina-se a posi¢do e a velocidade dos corpos envolvidos em
cada caso, em seguida, obtém-se as equacdes de energia para que possa utilizar o

método desenvolvido por Lagrange.
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3.1 MODELO MATEMATICO 1

Neste modelo, bastante simplificado, um bloco de massa m, excitado por uma
forca harmdnica externa e conectado a uma coluna por meio de uma mola e um
amortecedor, desliza sem atrito por uma plataforma, como pode ser observado na figura

3.1.

== A.cos[wt)

Figura 3.1. Sistema excitado horizontalmente por uma for¢a harménica.

Considerando apenas o deslocamento horizontal, tem-se:

X1=q = X, = 41 (3.1)
Y, =0 = Y, =0 (3.2)

A partir de (3.2) e (3.1) obtém-se, respectivamente, as energias cinética (T) e

potencial (V). Logo, a energia cinética ¢ obtida pela expressio:
T =-m(X?) (3.3)

T =>m(¢}) (3.4)
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Utilizando as equagdes (4.1) e (4.2) obtém-se a expressdo para energia potencial

V=U-W (3.5)

Onde U ¢ a energia potencial da mola e W trabalho da forga peso.

Assim
U= %kﬂhz
e
W=20
Logo
V =Lk (3.6)

A partir das equagdes (3.4) e (3.6) e utilizando a formulacdo de Lagrange,

obtém-se as equacdes de movimento.

Equagdo de Lagrange (Kiblle, 1970)

d (0dL daL .
E(a_ql)_a_ql_Nl i=1.n (37)

Onde n ¢é o nimero de graus de liberdade do sistema.

Substituindo T e V em (7), seque que:

oT

— =¢.(m)
aql ql
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% (aa_;) = g,(m)

5)4

— =k
g, 191

Ny = —c1qq1 + Acos(wt)
Assim, a equacdo que governa o movimento ¢ dada por:
G,(m) + kyq; = —c1q, + Acos(wt) (3.3)

G1(m) + k1q; = —c;q; + Acos(wt)

. ke 1 . N Acos(wt)
q: = m q1 m di1 m

. ) Acos(wt)
G = —wi’q — Gy + T m

Reescrevendo a equagdo em espacos de estados temos :

X1 = X
. 3.9
{ X, = —X; — A1X; + Apcos(wt) (39
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3.2 MODELO MATEMATICO 2

No modelo a seguir (Gendelman) um bloco de massa m, excitado horizontalmente
por uma forca harmdnica externa e conectado a uma coluna por meio de uma mola e um
amortecedor, desliza sem atrito por uma plataforma, enquanto uma massa
desbalanceada, utilizada como absorvedor de energia, desloca-se livremente em uma

trajetoria circular, como mostra a figura 3.2.

9

=

—— A.cos(wt)

Figura 3.2. Sistema excitado horizontalmente por uma for¢ca harménica, acoplado a uma
massa desbalanceada.

Onde m; ¢ a massa do bloco, m, a massa desbalanceada, q; deslocamento

vertical do bloco, g, deslocamento angular da massa desbalanceada.

Para o bloco, segue que

X1 =q > X, = 41 (3.10)
Y, =0 = Y, =0 (3.11)

e para a massa desbalanceada
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Xy = q1 +rcos(qz) = X, =, — qyrsen(q;)  (3.12)
Y, = rsen(q,) = Y, = g,r cos(q,) (3.13)

Obtendo as energias cinética (T) e potencial (V)
1 - . s
T= 2 [mq(X2) + my (X3 +Y7) + J,43]

1 ) . . . ;
T = > [ml(qf) + m, ((fh — gorsen(qz))* + QZZTZCOSZ(‘D)) +]2qzz]

1
T= 5 [ml(qf) + mz(%z — 241G,7 sen(qy) + 4, r?sen?(qy) + G,°r? COSZ(Qz))

+ J,63]

1
T = 2 [ml(qf) + mz(%z — 24,4,7 sen(qy) + QZZTZ(SenZ(Q2) + COSZ(QzD)"‘]zQ%]

1 ) ) . ) )
T= 2 [ml(CI%) + mz(CIl2 — 24,4, sen(qy) + CIZZTZ) +]2q§]

-2 o 2.2 -2
T = qz—l(ml +m,) — M,y Gor sen(qy) + 22 + s (3.14)

2 2

Energia potencial :
Utilizando a equacdo (3.5) , segue que:
1
U= Eklchz
W = —glm,rsen(q,)]
V= %qulz + gmyrsen(q,) (3.15)

Equacdo de Lagrange , (Kiblle, 1970)
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L=T-V

d (0L JaL ,

Substituindo T e V em (15), seque que:

i = 1 Equacdo do bloco

L . .
— = ¢;(my + my) — myq,rsen(q,)
94,

d /0L
_<_) = G;(my + my) — mzr(éiz sen(q,) + qgcos(‘lz))
dt\dq,

oL i

94, =K1,

Ny = —c;1qq1 + Acos(wt)

i = 2 - Equagdo da massa desbalanceada

oL ) ) 5 )

— = —qymyrsen(qy) + q; myr® + 54,

94,
d (0L . . . .
d_(_) = —gym,rsen(q;) — G1G;myrcos(qy) + G,(mar?* +J,)

t\dqg,
oL ..
ﬁ = —gm,rcos(q,) — myq,4,7 cos(q,)
2

N, = —¢,q;
Assim, as equacgdes que governam o movimento sao:

G1(m; + my) — mzr(sz sen(qy) + q%cos(qz)) = —c14; — k191 + Acos(wt)

. . 5 ) (3.17)
—Gimyrsen(qy) + G,(myr?* + J;) = —c,4, — gmyreos(q,)
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{éi1(m1 +m,) — m,rg, sen(qy) = —c1q; — kyq, + mzrqgcos(qz) + Acos(wt)
—gG;myrsen(qy) + éI.z(mzrz +J2) = —c,4, — gmyreos(q,)

( my i sen(ay) G, kq LM 2005(0,) + Acos(wt)
——F— X r{, sen = — — —— 1rg5CcoS -_—
4 N (ml + mz) 2 12 (m1 + mz) 4 (m1 + mz) N (m1 + mz) 2 12 (m1 + mz)
o .1 Cy
k —gisen(q,) + g, m,r = _mzr 4, — gcos(q,)

E possivel tornar o sistema adimensional introduzindo as variaveis

adimensionais:
T=w,it, M=m;y+m w: =% =2
Yoo 1 z 1 M’ (my+my)
q1 = TXy1, 1 = wq Txi ) G1 = w%”‘i’
q; = X3, 42 = W xé ) G = w%x;
Onde:

(.) denota a derivada em ¢ e (') denota a derivada em t;

7, ¢ 0 tempo adimensional;

X1, € o deslocamento adimensional do bloco na dire¢do x;

X,, ¢ o deslocamento angular adimensional da massa desbalanceada;

(. ) c , .2 Acos(wt)
| x, — ex, sen(x,) = — ! X, — X1+ &x, cos(xy) + ——
4 (my + my)w,

" W c ,
I —x;sen(x,) + x, =— 2 Xy — ‘Z cos(x,)
\ mer myr?w, wir

Definindo as seguintes constantes

C1 C2 g
al = 5 aZ = 2 ) wZ = 2. 9 6 =
(mi+my)w, morsw, wiT

m , S€guc que
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y y , 2
{xl — &X, Sen(xz) = —a1X; — X1 + EXoH COS(Xz) + AOCOS(Wt) (3 18)
—x;5en(x,) + x,8 = —a,x, — w?cos(x,) '
Matricialmente
" , 2
[ 1 — esen(x,) {Xl} _ {—alxl —x, + &x, cos(x,) + Aocos(wt)}
—sen(x,) ) X, —ayx, — w?cos(x,)

2

=Ly 5 o=[f = [y )

Det(A) = 6 — e sen?(x,)
Det(B) = G,6 + G, sen(x,)
Det(C) = G, + Gysen(x,)

Resolvendo o sistema matricial acima

n _ Det(B) __ G16+&G, sen(xy)

1= Det(A) T S—esen2(xy)
n _ Det(C) _ Gp+Gysen(xy)
2= Det(A) T S—esen2(xy)

(3.19)
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3.3 MODELO MATEMATICO 3

Esse modelo ¢ similar ao modelo 2, porém a massa desbalanceada ¢ proveniente
de um motor de potencial limitada que ¢ a fonte de vibragdo do sistema. Devido ao

limite de poténcia da fonte de energia esse sistema caracteriza um modelo ndo ideal.

94

Figura 3.3. Sistema excitado por um motor de poténcia limitada com uma massa
desbalanceada.

Para o bloco, segue que

X1 =q = X, = 41 (3.20)
Y, =0 = Y, =0 (3.21)

e para a massa desbalanceada

X, = q1 +rcos(qz) = X, =, — qyrsen(q;)  (3.22)
Y, = rsen(q,) = Y, = qg,rcos(q,) (3.23)

Obtendo as energias cinética (T) e potencial (V)

1 . . .
T =2 [ma(X2) +m (X3 + ¥2) + Jod3]
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1 . L . .
T=5 [ (D) +my (61— darsen(2))? + 4212 cos?(q2) ) + 1243

1 .
T= 5 [ml(‘ﬁ) + mz(Q12 — 241G,7 sen(q,) + 4, r?sen?(q,) + G,°1? COSZ(QZ))
+ 23]

1 . .
T = 2 [ml(qf) + mz(%z — 24,4,7 sen(qy) + QZZTZ (sen?(qy) + COSZ(QZ))) +]2q§]

1 ) ) . ) )
T = 2 [ml(CI%) + mz(CIl2 — 24,4, sen(qy) + CIZZTZ) +]2q§]

22 . 2.2 -2
T = qz—l(m1 +m,) — myq,q,7 sen(q,) + mzqzz U +];qz (3.24)

Onde J, representa 0 momento de inécia do motor.

Energia potencial :
1
U= Eklchz
W = —glm,rsen(q)]
1
V= Eklchz

V= %qulz + gm,rsen(q,) (3.25)

Equagdo de Lagrange, (Kiblle, 1970)

L=T-V
d (dL\ oL _ .. .
- (E) —TE=N =12 (3.26)

Substituindo T e V em (3.26), seque que:
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i = 1 - Equagdo do bloco

oT
— = ¢;(my + my) — myq,rsen(q,)
94,
d (0T )
d_(_) = §;(my + my) — mzr(fiz sen(q,) + QZZCOS(QZ))
t\dq,
ov .
94, =K1,
Ny = —c1q;

i = 2 - Equagdo do motor

oL

EY —qlmzrsen(qz) + g, mZTZ + /24,
94,

d (dL . .. . 5 .
_(_ ) = —{§ymyrsen(q,) — G1G,myrcos(qy) + Gomyr? + J,G;
dt \dq,

oL

ﬁ = —gm,rcos(q,) — myq;4,7 cos(q,)
2

N, =M(q;) (M(G2) =u; —uyqy)

Assim, as equagdes que governam o movimento s3o:

{ G1(my + my) — mzr(fiz sen(q,) + q%cos(qz)) =—c1q; —kiqq (3.27)
q

—"1m2rsen(q2) + éI'z(mzrz +]2) = M(Qz) + Q1QZm2TCOS(QZ) - ngTCOS(QZ) = 41Gq,m,r COS(Qz)

{‘?1(7"1 +m,) — m,rg, sen(qy) = —c1q; — kyq; + mzrqgcos(qz) + Acos(wt)
—ymyrsen(qy) + G, (myr? + J,) = M(q,) — gmyreos(q,)

- q1 — “ q, + e rq5cos(qy)
(m1 +m2) ! (m1+m2) ! (m1+m2) 2 2

I M(Qz)
—gisen(qy) + G, —— mr | m,r

| A YT — _
4 ql (ml 2) rq; Sen(Qz)
Ik — gcos(qz)
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E possivel tornar o sistema adimensional introduzindo as varidveis

adimensionais:
T=w,t, M=my+m wr=k =
yt, 1 25 157 7,
q1 = TXy1, 1 = wq Txi ) G1 = w%rx{
q; = X3, 42 = W xé ) G2 = w%xg
Onde:

(.) denota a derivada em ¢ e (") denota a derivada em t;
7, ¢ 0 tempo adimensional;
X1, € o deslocamento adimensional do bloco na dire¢éo x;
X,, € o deslocamento angular adimensional da massa desbalanceada;

1

"

" ' ' 2
X, — €x, sen(xy) = X, — X1 + &x, cos(x,)

( _

4 (my + my)w,
| I M(Qz) g
\

—x.sen(x,) + x, = - cos(x
1sen(x,) 2 mrw? | wir (x2)

Definindo as seguintes constantes

c1 C2 2 g I Uy
QG =—2>— qg,=—2— wr=—— , 5= = =
1 (mi+my)w, ’ 2 m272w1 ’ wir ’ mapr? 1 mzrzwf ’ Hz
T segue que
myr?w, gueq
" " , .2
X1 — €xy sen(xy) = —ayxy — X1 + €x, cos(x,) (4.28)

—x;sen(x,) + x,8 = py — ppx, — w?cos(x,)

Matricialmente



53

[ 1 — e sen(x;) {M} _ {—alxi —x, + sxézcos(xz)} _ {Gl}
—sen(x;) 5 Xy Uy — PpXy — w?cos(x,) G,
Sejam as matrizes
A= [ 1 — esen(xz)] B = [Gl — esen(xz)] c= [ 1 Gl]
~ |—sen(x,) 5 TG, 5 ' 7 [—sen(x,) G,

Det(A) = 6 — e sen?(x,)

Det(B) = G,6 + G, sen(x,)

Det(C) = G, + Gysen(x,)

Resolvendo o sistema matricial acima

1 _ Det(B) _ G16+&G, sen(xy)

1= Det(A) T S—esen2(xy)
n _ Det(C) _ Gp+Gyisen(xy)
2 - Det(A) T §—esen2(xy)

(3.29)
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3.4 MODELO MATEMATICO 4

Incluindo um péndulo no modelo 3, obtém-se o modelo 4 a seguir.

Figura 3.4. Sistema excitado por um motor de poténcia limitada com uma massa
desbalanceada, acoplado a um péndulo.

Nesse caso considera-se o movimento vertical do bloco g, o deslocamento

angular do motor g, € o deslocamento angular do péndulo g5.

Para o bloco, segue que

X1 =q = X, = d1 (3.30)
Y, =0 = Y, =0 (3.31)

para a massa desbalanceada

X, = qq t1rcos(qy) = X, = q, — ¢yrsen(qy) (3.32)
Y, = rsen(q,) = Y, = q,rcos(q,) (3.33)

e, parao péndulo

X3 = q; + Isen(q3) = X3 = ¢y + gslcos(qs) (3.34)
Y3 = 1(1 — cos(qs)) = Y3 = gzlsen(qs) (3.35)
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Energia Cinética
1 " . vy oo -
T= 2 [ml(X1) + mz(Xz +Y; ) + m3(X3 + Y3 ) +]2Q2]
Substituindo as velocidades temos:

T = 2 (g} + mal(dy — dorsen(42))? + (dar cos(q;))’]
+m3[(q; + gzlcos(qs))? + (gslsen(qs))?] + Jo45}

1
T= E{mlq% +m,; [%2 — 241G,7 sen(qy) + 4, r?sen?(qy) + G,°1? COSZ(QZ)]

+m; [‘?12 + 2‘?1‘731C05(CI3) + %2120052(%) + %21253712(513)] +]2QZ2}

T = g{mﬂf +m; [Chz — 2414,7 sen(q,) + QZZTZ] +ms [‘hz + 24,4slcos(qz) + %212] +
J263} (4.36)

qr

2

.22
myq; v

T =
2

(my + my + m3) — ¢1G,m, rsen(q,) + §1q3mal cos(qs) +

Q§m3l2 fzqg
2 2

Energia Potencial

U= [k1CI12]

N| =

W = —g[mz(rsen(qz)) + m, (—l(l — COS(%)))]

V= %klfhz + g[mz(rse (CIz)) + m5l(1 — Cos(q3))] (4.37)
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Equagdo de Lagrange , (Kiblle, 1970)

L=T-V
d (0L JaL .

i =1 - Equagéo do bloco

oL . . )
ﬁ = q,(my + m, + m3) — g;m,rsen(q;) + gsmslcos(qs)
1

d /0L
_<£) = §;(my + my + m3) — mzr(iiz sen(q,) + %2505(%))
1

+ mzl(% cos(qsz) — qgsen(qg))

oL

— =k
g, 191

Ny = —c1qq
i = 2 - Equagdo do motor

oL L
_aq = —gq,myrsen(qy) + g, my,r? + 54,
2

d (oL ; . } 5 3}
a(a_) = —§ymyrsen(q,) — G1G,myrcos(qy) + Gomyr? + J,4;
)

oL
a9,

= —gm,rcos(q,) — myq;4,7 cos(q,)
N, = M(q,) (M(flz) =u; — Uyq,)

i = 3 - Equagéo do péndulo

oL . . 5
—— = ¢ymzlcos(qz) + gsmsl
043
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d /0L . .. .. 2
%(a_qg) = ymslcos(qs) — G1Gzmzlsen(qs) + Gzmsl
oL .
ﬁ = —gmgslsen(qs) + G, Gzsmsl cos(qs)
3

N3 = —c343
Equacdes de Movimento

G1(m; + my + m3) — mzr(sz sen(q,) + q%cos(qz)) + m3l(i73 cos(qz) — qrgsen(q3)) = —c1q; —kiqq
—éjlmzrsen(qz) - C'115'1277127”005(512) + myq,G,r COS(CIZ) + G, (m2r2 +]2) = M(fb) —gm, COS(Qz) (3.39)
Gimzlcos(qs) — ¢1gsmzlsen(qs) + ¢1Gzmslcos(qz) + 51'3"1312 = —c3q43 — gmzlsen(qs)

G1(my + my + mz) —m,rg, sen(q,) — mzrcﬁcos(qz) + m3l§; cos(qz) — m3lqgsen(q3) =—c1q; —kiqq
—Gymyrsen(qy) + Go(myr? 4+ J,) = M(q,) — gm, cos(qy)
Gimzlcos(qs) + Gzmszl? = —c3q4s — gmzlsen(qs)
(.. mypr msl C1. kq my,r msl |
G == G2 sen(q2) + =Gz c0s(qz) = =741 — 37 @1 + = qz¢05(q2) + = G5sen(qs)
. . M(g,)
9 —gisen(qy) + G, —— = 2 gcos(q,)

myr mopr

.o C .
iycos(qs) + sl = ——= g — gsen(qs)
m3l

E possivel tornar o sistema adimensional introduzindo as variaveis

adimensionais:
_ _ 2 _ k1 _ moy _ msz
T=wyt, M=my+m;+ms, wi =1, & =7.86 =7
— . — / .o — 2 17}
q1 = lxq, 41 = wq lxg, G; = wilx;
— . — / .o — 2 17}
qz; = X3, q; = W X3, q; = wiX;
— . — / .o — 2 17}
qs = X3, q3 = Wy X3, qs = W1X3

Onde:
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(.) denota a derivada em ¢ e (') denota a derivada em t;

7, ¢ 0 tempo adimensional;
x4, ¢ 0 deslocamento adimensional do bloco na direcao x;

X,, € o deslocamento angular adimensional da massa desbalanceada;

X3, € o deslocamento angular adimensional do péndulo;

( m,r ms C1 kq m,r 2 mgl )
2 " 211 211 i 2.7 2.1
wilx) — ——wix) sen(x,) + — w?x5 cos(x3) = ——wq lx; ——=1lx; + — wix, cos(xy) + — wix; sen(x3)
14X == m 01X, 2) W13 3 Y S T B T 2) + 5 WiXs 3
Uq Uy
2 " 211 I}
—w?lxi'sen(q,) + wix = - W, x5 + —gcos(x,)
14X q 12m2r myr myr 1 X2 )
2 " 2.0 C3 !
wilxy cos(x3) + wixgl = ———w; x5 + —gsen(x3)
msl
Definindo as seguintes constantes
Cc1 C3 g 1 Uuq Uy
a, = A = —— = — o= = =
17 Mw,’ 37 msle, I B w3l mylr > M myriw? ’ Ha myrlw,
r 2 _ 9 2 _ wp?
=- w,* =%, w*=-%  segueque
p 14 1’ w12 g q
2 2
X1 — &1pxy sen(x,) + ;x5 cos(x3) = —ayx1 — x1 + £,px5 cos(xy) + ;x5 sen(x3)
—xi'sen( ) + %6 =y — ppx; — w?cos(xy) (3.40)
x1 cos(x3) + x5 = —azx;3 — w?sen(x3)
Matricialmente
1 —gpsen(x,) & cos(xs)| (x1
—sen(x,) ) 0 Xy
cos(x3) 0 1 x5
2 2
— X1 — X1 + &€.px5 cos(xy) + ;x5 sen(x3) G,
— ! 2 —
- H1 — Hpx; — w?cos(x;) =106
Gs

—azx3 — w?sen(xsz)

Sejam as matrizes
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1 — & psen(x,) &, cos(xsz)
A = |-sen(x,) 1) 0 ,
cos(x3) 0 1
G, —e&psen(x,) & cos(xsz) [ 1 G, & cos(x3)
B =|G, 1) 0 , C =|-sen(x,) G, 0 ,
Gs 0 1 | cos(x3) G 1
1 —gpsen(xy) Gy
D = |—sen(x,) 8 G,
cos(x3) 0 Gs]

Det(A) =6+ 0+ 0 — &,6 cos?(x3) — g,p sen?(x,) — 0
Det(B) = G;6 + 04+ 0 — £,6G5 cos(x3) + €,pG,sen(x,) — 0
Det(C) = G, + 0 — £,G5 cos(x3) sen(x,) — £,G, cos?(x3) + Gysen(x,) — 0
Det(D) = 6G; — £,pG, sen(x,)cos(x3) + 0 — G cos(x3) — Gye,p sen?(x,) — 0

Resolvendo o sistema matricial acima

( "o Det(B) _ G186—£,8G3 cos(x3)+e1pGysen(xy)
| 1 Det(A) 8—£,6 cos?(x3)—&1p sen?(x,)
4 1 _ Det(C) _ Gp—&2G3 cos(x3)sen(x;)—€2G, cos?(x3)+Gysen(xy)
X2 = Det(A) - 8—£,6 cos?(x3)—&1p sen?(x,) (3'41)
I 1 _ Det(D) _ 8G3—&1pGy sen(xy)cos(x3)—8G1cos(x3)—Gze1p sen?(x;)
kxz - Det(A) - 8—&56 cos?(x3)—&1p sen?(x;,)

3.5 MODELO MATEMATICO 5

Esse modelo considera apenas o movimento vertical q; do bloco de massa m

excitado por uma for¢a harmoénica, portanto:
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A cos(w.t)

Figura 3.5. Sistema excitado verticalmente por uma forga harmonica.

X, =0 = X;,=0 (3.42)
Yi=q = Y= (3.43)

A partir de (3.43) e (3.42) obtém-se as energias cinética (T) e potencial (V). Logo a

energia cinética ¢ obtida pela expressao:

T = —m(72)
T =2m@gd) (3.44)
E a energia potencial
V=U-Ww

Onde U ¢ a energia potencial da mola e W trabalho da forca peso.

Assim

1 2
U= §k1CI1
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W =—gmq,
Logo
1
V= Eklfhz +gmq, (3.45)

A partir das equacdes (3.45) e (3.44) e utilizando a formulagdo de Lagrange,

obtém-se as equacdes de movimento.

Equagdo de Lagrange, (Kiblle, 1970)

L=T-V
d (0L JaL .
L(Z)-2L=n i=1 (3.46)

Substituindo T e V em (3.45), seque que:

oL

— =q.(m)
aql ql

% (aa_;l) = g,(m)

oL

0_611 =kiq, + g(m)

Ny = —c1q41 + Acos(wt)
Assim, a equacdo que governa o movimento ¢ dada por
Gym + kiq, + gm = —c,q, + Acos(wt) (3.47)

Escrevendo o sistema adimensional e inserindo as seguintes constantes, segue que:
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. kq C1 . +A £)
q1 = mCh g mCh mCOS(W

X, =—x g “ cos(wt)
1= X1~ ——X
lw? mw, lw,?
- 2 _k ‘1 2 - 9 —__A

T=wyt, w1 =0 al_mao1 @ _wfl’AO mlw,?

— . — / .. — 2 173
q1 = TXq, 1 = w1 Xy, 1 = W1TXx;

¥, = —x; — w? — ayx; + Agcos(wt) (3.48)

3.6 MODELO MATEMATICO 6

No modelo a seguir (Gendelman et al, 2011), um bloco de massa m,, excitado

por uma for¢a harmonica externa e conectado a uma base por meio de uma mola e um

amortecedor, desliza verticalmente sem atrito, enquanto uma massa desbalanceada m,,
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utilizada como absorvedor de energia, desloca-se livremente em uma trajetdria circular,

como mostra a figura 3.6.

Figura 3.6. Sistema excitado verticalmente por uma forga harmoénica, acoplado a uma massa
desbalanceada.

Onde m; ¢ a massa do bloco, m, a massa desbalanceada, g; deslocamento

vertical do bloco, g, deslocamento angular da massa desbalanceada.

Para o bloco, segue que

X, =0 = X, =0 (3.49)
Yi=q = Yl =q (3.50)

e para a massa desbalanceada

X, =rcos(qy) =3 Xz = —qg,rsen(q,) (3.51)
Y, = g, + rsen(q,) = Y, = ¢y + g7 cos(qz) (3.52)

Analogamente aos modelos anteriores, obtém-se as energias cinética (T) e

potencial (V)

Energia cinética:

1 . . .
T = E [ml(le) + mz(Xzz + Yzz) +]2q§]
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1 ) L )
T = 2 [ml(CI%) +m, (Qerzsenz(QZ) + (g1 + Gor COS(QZ))Z) +]2Q22]

1 . . .
T = 2 ["h(‘ﬁ) + mz(szrzsenz(‘b) + Q12 +24,G,7 cos(qy) + QZZTZ COSZ(QZ))

+ 1,63

1 . .
T = 2 [ml(qf) + mz(%z + 24,4,7 cos(q,) + QZZTZ(SenZ(QZ) + COSZ(QZ))) +]2q§]

1 ) ) . ) )
T= 2 [ml(CI%) + mz(CIl2 + 24,4,7 cos(q,) + CIZZTZ) +]2q§]

52 s 2.2 -2
T = ‘12_1(m1 + m,) + myq,q, rcos(q,) + % + ]2% (3.53)

Energia potencial :

W = —g[m,q, + my(qy + rsen(qy))]
1 2
V= Equl + glmiq, + my(q, + rsen(qz))]

V= %kﬂhz + gm,q; + gm,q, + gmyrsen(q,) (3.54)

Equagdo de Lagrange (Kiblle, 1970)

d (0L oL .
E(a_ql) - a_ql = Ni i=12 (355)

Substituindo T e V em (3.55), seque que:
i = 1- Equagdo do bloco

oL '
ﬁ = ¢, (my + my) + myq,rcos(q,)
1
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d /0L

E(O_ql) = §;(my +my) + myr (i, cos(qy) — gisen(qy))
oL
a—ql = _qul — g(m1 + mz)

Ny = —c1qq1 + Acos(wt)

i = 2 - Equagdo da massa desbalanceada

oL . . )
ﬁ = g,;myrcos(q,) + g, (myr? +J,)
2
d /0L . .. .. 2
E(a) = ymyrcos(qy) — Gq1g.myrsen(qy) + G, (myr? + /)
2
oL ..
ﬁ = —gm,rcos(q;) — M1, rsen(q,)
2

N, = —c,q,

Assim, as equagdes que governam o movimento sio:

G1(my + my) + mz’”(‘?z cos(q;) — q%sen(qz)) = —c1Qq — k1q1 + Acos(wt) — g(my + my)

Gimyrcos(qy) + G,I = —c,q, — gm,reos(qy)

E possivel tornar o sistema adimensional introduzindo as variaveis

adimensionais:
T=w,t, M=m,+m w2=f M
yLos 1 29 1 M’ (m1+m2)
— . — / e — 2 174
q1 = TXq, q1 = W1 Xy, q1 = WXy

— . — / e _ 2 174
q; = X3, q; = wy X3, q; = wiX;

(3.56)
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Onde:

(.) denota a derivada em ¢ e () denota a derivada em t;

7, ¢ 0 tempo adimensional;

x4, ¢ 0 deslocamento adimensional do bloco na dire¢ao x;

X,, € o deslocamento angular adimensional da massa desbalanceada;

( . cq . .2 Acos(wt) g
| x{ + exj cos(xy) = — X1 — X1 + ex; sen(x,) + - —
4 (m; + my)w, m Wy T
) 9
| x1'cos(x,) + x5 = — x5 — —5—c0s(x,)
\ Mo myriw, o wiT
Definindo as seguintes constantes
C1 C2 2 9
A =—— a=—— w*=—,06= segue que
1 (mi+my)w,’ 2 myriw, ’ wir ’ myr2 gueq
2
xy + exi cos(x,) = —ayx] — x; + &xj°sen(x,) + Agcos(wt) — w? (4.57)
xy cos(xy) + x5 6 = —ayxy, — w?cos(xy)
Matricialmente
Acos(wt)
" 2
1 € cos(xz)] {X1} ) —agx] —x + gx sen(x,) + ——— — w?
cos(x,) 1) Xy

2

_ 1 scos(xz)] B_[Gl ecos(xz)] c [ 1 Gl]
5 G, 5 "7 7 eos(xy) Gy,

4= [cos(xz)

Det(A) = 6 — e cos?(x,)
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Det(B) = G,;6 + G, cos(x,)

Det(C) = G, + G cos(x;)

Resolvendo o sistema matricial acima

1 _ Det(B) _ G16+&G, cos(xy)

1= Det(A) T S—ecos2(xy)
n _ Det(C) _ Gp+Gqicos(xy)
2 Det(4)  6—&cos?(xy)

(3.58)

3.7 MODELO MATEMATICO 7

Figura 3.7. Sistema excitado por um motor de poténcia limitada com uma massa
desbalanceada.

Para o bloco, segue que

X, =0 = X, =0 (3.59)
Yi=q = Y1 =q (3.60)

e para a massa desbalanceada
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X, =rcos(qy) = Xz = —qg,rsen(q,) (3.61)
Y,=q, + Tsen(CIZ) = Yz =g, + q,r COS(CIZ) (3.62)

A partir das equagdes (3.59), (3.60), (3.61) e (3.62) obtém-se as energias

cinética (T) e potencial (V).
Energia cinética
1 oy . -
r= 2 [ml(Yl ) + mz(Xz +Y; ) +]2Q2]

1 . . .
T = 2 [ml(‘ﬁ) +m, (‘?227”259”2(‘12) + (g1 + qor COS(QZ))Z) +]2Q22]

1 . . .
T = 2 [m1(CIf) + mz(‘?zzrzsenz(%) + %2 +241G,7 cos(qy) + Q22T2 COSZ(Qz))

+ 1,63

1 . .
T = 2 [ml(qf) + mz(%z + 24,4,7 cos(q,) + 51227”2 (sen?(qy) + COSZ(Qz))) +]2q§]

1 ) ) . ) )
T= 2 [ml(CI%) + mz(CIl2 + 24,4,7 cos(q,) + CIZZTZ) +]2q§]

-2 . 2.2 2
T = qz—l(ml + m,) + myq,q, rcos(q,) + % +]2% (3.63)

Energia potencial

W = —g[m,q, + my(qy + rsen(qy))]

1
V= §k1q12 +gmiq + myqq + gmzrsen(qz)

Equagdo de Lagrange, (Kiblle, 1970)
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d (0L JaL ,
L(Z)-2=n, i=12 (3.64)

Substituindo T e V em (3.63), seque que:

i = 1- Equagdo do bloco

oL ) '
34 = ¢, (my + my) + myq,rcos(q,)
1

d (0L

E(O_ql) = §;(my + my) + myr (i, cos(qy) — gisen(qy))

= ( )
91 141 g 1 2

Ny = —c1q,

i = 2 - Equagdo do motor

oL | . 5 .
ﬁ = q1myrcos(qz) + 4, Mar? + /24,
2
d oLy . - L
_< - ) = ‘hszCOS(CIz) - ‘h‘hmzrsen(‘h) + Gom,re + J1q;
dt \dq,
oL o
aq = gm,rcos(q;) — ¢14,myrsen(qy)
2

N, =M(q) (M(G2) =u; —uyqy)

Assim, as equagdes que governam o movimento sio:

{ql(ml +m;) + mzr(sz cos(qz) — q%sen(qz)) = —c1q; —kiqs — g(my +my) (3.65)

Gimyrcos(q,) + G,(myr? + J,) = M(g,) — gm,reos(qy)

E possivel tornar o sistema adimensional introduzindo as variaveis

adimensionais:
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2 kq my
T = w,t M=m;+m w; =— = —
yL o 1 2> 1 M’ (my+my) 251
— Uz
Ha = myr?w,
_ . . / .o _ 2 17}
q1 = TXq, q1 = W1 Xy, q1 = W1TXq
— . — / .o — 2 17}
qz; = Xy, q; = Wy X3, q; = WiX;
Onde:

(.) denota a derivada em ¢ e () denota a derivada em t;
7, ¢ 0 tempo adimensional;
x4, ¢ 0 deslocamento adimensional do bloco na direcao x;

X,, € o deslocamento angular adimensional da massa desbalanceada,;

( €1 2 g
| x{ + exj cos(xy) = — X1 —x, + ex; sen(x,) — ——
4 (my + my)w, Wi r
| Uq U g
| xy cos(x,) + x5 = > — x5 ———cos(x;)
\ myr  Mrei  myrw, wir
Definindo as seguintes constantes
C1 C2 2 9
=" O=—"" Ww'=—4,0= segue que
L (my+my)w,;’ 2 mariew, ’ wir ’ mar? ’ gued
2
xi + exy cos(x,) = —ax] — x; + x5 sen(x,) — w?
xy'cos(x,) + x5 8 = py — ppxy — w?cos(xy)
Matricialmente
2
1 £ cos(xz)] {x{'} | —agx] — xg + exh sen(x,) — w?
mn( —
cos(x;) 1) X5 Uy — pHaxy — w?cos(xy)

Sejam as matrizes

myriw?

{

Uux

Gy
G

2

(3.66)

}
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- cosixz) 5‘:0;("2)] B = [g; ECOSS(xZ)]'C - [ 1 Gl]

"~ leos(x,) G,
Det(A) = 6 — € cos?(x,)
Det(B) = G,6 + G, cos(x,)
Det(C) = G, + G cos(x;)

Resolvendo o sistema matricial acima

1 _ Det(B) _ G16+&G, cos(xy)

1 7 Det(d) = b5-ecos(xy)
i _ Det(C) _ G18+£G, cos(xy) (3.67)
2 7 Det(d) ~  b5-ecos?(xy)

3.8 MODELO MATEMATICO 8

Figura 3.8. Sistema excitado por um motor de poténcia limitada com uma massa
desbalanceada, acoplado a um péndulo

Nesse caso considera-se o movimento vertical do bloco q;, o deslocamento

angular do motor g, € o deslocamento angular do péndulo g5.

Para o bloco, segue que
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X, =0 = X, =0 (3.68)
Yi =q4 > Y= 41 (3.69)

para a massa desbalanceada

X, =rcos(qy) = X, = —g,rsen(q,) (3.70)
Y, = q, +rsen(q,) = Yz = gy + g7 cos(qz) (3.71)

e, parao péndulo

X; = lsen(qs) = X; = gslcos(qs) (3.72)
Y3 = q; + 1(1 — cos(qs3)) = Ys =y + gslsen(qs) (3.73)

Energia Cinética
1 <o . . -
T= 2 [ml(yl ) + mz(Xz +Y; ) + m3(X3 +Y; ) +]2Q2]
Substituindo as velocidades temos:

1
T = E{mch% + mz[(—q'zrsen(qz))z + (41 + qor COS(Qz))Z]

+ms [(Q3lCOS(Q3))2 + (g, + ‘?315371(613))2] + 245}

1
T = E{mlc)f +m, [q'zzrzsenz(qz) + 412 + 2G,G4,7 cos(qy) + ¢,°12 cosz(qz)]

+m; [%2120052(%) + C'112 + 2‘71‘?315371(613) + Q321253n2(Q3)] +]2‘?22}

T = E{mch% +m, [Chz + 2414,7 cos(qy) + QZZTZ] +m; [‘hz + 24,4slsen(qsz) + %212] +]2Q22}
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CI% . . . . mz‘?zzr2
T = 7(7711 + my, + m3) + gym,q;, rcos(qz) + ¢ymsqsl sen(qs) + Y
-2m lZ 2
n qsms +]2Qz (3.74)

2 2

Energia Potencial

V=U-W
— 1 k 2
U —E[ 191°]
W= —g[m1q1 + mz(Ch + TSQ”(QZ)) +m; (Ch +1- LCOS(%))]

1 2
V= Ekﬂh + g[myq1 + my(qy + rsen(qy)) + ms3 (‘h +1(1- COS(%))]

1
V= Ekﬂhz + gm,q; + gm,q, + gmyrsen(q,) + gmsq, + gmsl
— gmslcos(qs) (3.75)

Equagdo de Lagrange, (Kiblle, 1970)

L=T-V
d((?L) dL N =123
dt\ag;,) ~aq, Lt~
i=1
oL . . .
ﬁ = q,(my + m, + m3) + myq,recos(qy) + mzgslsen(qs)
1

d /0L )
_<£) =G, (my + my + m3) + mz’”(dz cos(q,) — q%sen(qz))
1

+ msl(G3 sen(qs) + G3cos(qs))



oL
— =kyq; + g(m; + my, + my)
dq,

Ny =—c1q,

L . . 5 .
—— = gymyrcos(q,) + §, myr? + /54,

04,

d (0dL . .. . 5 .
( - ) = §ym,rcos(qy) — g1q,myrsen(q,) + Gomyr? + J,4;
dt \dq,

oL
—— = —gm,rcos(q,) + §;m,q; rsen(q,)

a9,
N, = M(q,) (M(flz) =u; — Uyq,)
i=3

oL o
—— = qymzlsen(qs) + gzmsl
dqs

d (0L . . .. )
—<_) = {ymzlsen(qs) + §1Gsmslcos(qs) + Gzmsl
dt \0dq;

oL
—— = —gmzlsen(qs) + §1G3mzlcos(qs)

dq;

N3 = —c343
Equacdes de Movimento

1* Equacdo
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G1(m; + my + m3) + mzr(fiz cos(q;) — q%sen(qz))

+ msl(G3 sen(qs) + G3cos(qs))

= —c1q; — kg1 — 9(m1 +m, + m3)

G, (my + my, + m3) + myri, cos(q,) — myrgssen(q,) + msljs sen(qs)

+ mélq%cos(qg) =—c1q; —kiqs — g(my + my + m3)
G1(my + my + m3) + G,m,r cos(qy) + Gzmslsen(qs)

= —c14; — kiqs — g(my + my + m3) + myrgssen(q,)

— mslgicos(qs)
2* Equacgdo

Gim,rcos(qy) — q1q,m,rsen(q,) + él'zmzr2 + J2G, = M(q;) — gm,rcos(qy) +

d1m,q;, rsen(q,)

Gimareos(qz) + (Jo + mpr?)g, = M(q,) — gm,reos(qy)
3* Equagdo
Gimslsen(qs) + g1Gsmslcos(qz) + Gzmsl?
= —c3q3 — gmslsen(qs) + ¢14smslcos(qs)
Gimslsen(qs) + Gzmsl? = —c3q3 — gmslsen(qs)

( G1(my + my, + m3) + Gom,r cos(q,) + Gzmslsen(qs) =
—c1G; —kiq; — g(my + my +m3) + mzrqgsen(qz) - m3lq§60 (q3)

Gimyreos(qy) + (J, + mzrz)éb = M(q,) — gm,rcos(q,) (3.76)

\ Gimzlsen(qz) + Gamsl? = —c3q3 — gmslsen(qs)
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G1M + myrd, cos(q,) + mslds sen(qs) = —c1qQy — kiqq + myrdssen(qy) + mslgicos(qs) — gM
Gimayrcos(qy) + Go,1 = M( ;) — gmyreos(q,)

Gimslsen(qsz) + i?z’"zl2 = —c3q43 — gmzlsen(qs)
(.. mypr l . kl mopr l
q1+—— i G cos(q,) + i Gz sen(qs) = v Ch M —q+— M g5sen(q,) +WQ3COS(Q3) -
I M(L'Iz)
{ = —
1005(512) + G, —— mzr m2T QCOS(QZ)
\ Gisen(qs) + gzl = _m_3lq3 — gsen(qs)

E possivel tornar o sistema adimensional introduzindo as variaveis

adimensionais:
_ _ 2 _ k1 _ mo _ msz
T=wyt, M=my+m;+ms, wi =3, & =786 =7
=1 7, = Ix] 21
q1 = Xy, q1 = Wq LXq, g1 = wilxy
_ . . / .o . 2 17}
qz; = X, q; = Wy X3, q; = WX,
— . — / .o — 2 17}
qs = X3, q3 = Wy X3, qs = W1X3
Onde:

(.) denota a derivada em ¢ e () denota a derivada em t;

7, ¢ 0 tempo adimensional;

X1, € o deslocamento adimensional do bloco na dire¢éo x;

X,, € o deslocamento angular adimensional da massa desbalanceada;

X3, ¢ 0 deslocamento angular adimensional do péndulo;
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myr msl c ky myr 2 msl 2
l(wflx{’ + waxé’ cos(x,) + Wwfxg’ sen(x3) = 3 Ix; —Mlx1 + waxg sen(x,) + waxg cos(x3)— g
I Uy U,
w?lxy cos + wix) — =—————w,; x, — gcos(x
{l 1Xy (q2) 1 2m27" myr  myr 1 X3 — geos(x,)
C
\ w?lxysen(x;) + wixyl = —m—?’lwl x5 — gsen(x;)
3
Definindo as seguintes constantes
_ 1 _ C3 9 _ 1 _ Uy _ Uy
ay = Mw,;’ 37 malw, U B w3l 6 mylr Ha myriw? ’ H2 myrlow,
=l @w?2=9 wz——wpz segue que
p - P 1’ - wlz g q
2 2
x1 + &1px5 cos(xy) + ;x5 sen(x3) = —ax1 — x1 + &,px5 sen(x,) + &,x5 cos(x3) — w?
x1'cos(qz) +x3'8 = g — ppx; — w?cos(xy) (3.77)
xy sen(x3) + xi = —azxs — w?sen(x;)
Matricialmente
1 gpcos(x,) & sen(xs)]| (x1
cos(x,) 1) 0 xy
sen(xs) 0 1 x5
2 2
—aX] — X1 + & px5 sen(x,) + ;x5 cos(x3) — w? G,
= 1 — PaXxy — w?cos(x;) =10,
—azx3 — w?sen(x;z) G3
Sejam as matrizes
1 gpcos(xy) & sen(xs) G, &pcos(x,) & sen(xs)
A = |cos(x,) 1) 0 , B=1G, ) 0 ,
sen(x3) 0 1 Gs 0 1
1 G, ¢&;sen(xs)
C =|cos(xy) G, 0 )
sen(x3) G 1
1 gpcos(xy,) Gy
D = |cos(x,) 1) G,
| sen(x3) 0 Gs
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Det(A) =6+ 0+ 0 — &,6 sen?(x3) — &,p cos?(x,) — 0

Det(B) = G;6 + 0+ 0 — £,6G5 sen(x3) — g,pG,cos(x,) — 0

Det(C) = G, + 0 + £,G5 sen(x3) cos(x,) — £,G, sen?(x3) — Gycos(xy) — 0

Det(D) = 6G5 + £,pG, cos(x,)sen(x3) + 0 — §Gysen(x3) — Gz&,p cos?(x,) — 0

Resolvendo o sistema matricial acima

( "o_ Det(B) _ G16—€28G3 sen(x3)—e1pGacos(x3)
| 1 Det(A) §—,8 sen?(x3)—e1p cos?(xy)
" Det(C) Go+£5G3 sen(x3)cos(x3)—&,G, sen?(x3)—Gicos(x3)
Xy, = = > > (3.78)
Det(A) 8—¢&,6 sen?(x3)—e1p cos?(x3)
Ikx,, __Det(D) __ 8G3+e&1pGy cos(xy)sen(x3)—8G sen(x3)—Gze1p cos?(x3)
2 Det(A) §—e,68 sen?(x3)—e1p cos?(xy)

Os modelos 9, 10, 11 e 12 apresentados a seguir sdo modelos tipo MagLev.

3.9 MODELO MATEMATICO 9

Neste modelo, bastante simplificado, ¢ considerado o movimento vertical de um
bloco de massa m levitado magneticamente a uma distancia d da base, excitado por uma

forca harmonica externa, como pode ser observado na figura 3.9.
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jk F.cos(w.t)

At

d

Magnetc Base

Figura 3.9. mAGLEV SIMPLIFICADO

Observando a figura 3.9 obtém-se

X, =0 = X, =0 (3.79)
Yi=q = Y1 =q (3.80)

A partir de (3.79) e (3.80) obtém-se, respectivamente, as energias cinética (T) e

potencial (V). Logo a energia cinética ¢ obtida pela expressdo
T =-m(g? (3.81)

Utilizando as equacdes da posicdo do bloco obtém-se a expressdo para energia

potencial

Assim,

W =—-gmaq,
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Logo

V =gmaq,

(3.82)

A partir das equacdes (3.81) e (3.82) e utilizando a formulagdo de Lagrange,

obtém-se as equacdes de movimento.

Equagdo de Lagrange, (Kiblle, 1970)

L=T-V
d (0L JaL ,
G- e

Substituindo T e V em (3.5), seque que:

dL
— = g(m)
dq, g
Ny = —¢10; + Kinag(d — g5)? + Fcos(wt) Kiag = [YZEQ]

Assim, a equagdo que governa o movimento ¢ dada por

ql(m) =—c1q; + Kmag(d - ql)2 + FCOS(Wt) - g(m)

o= —KXmag g oy _Gg 4 F —
G = ——=(d=q1)* =1+ —cos(wt) — g

(3.83)

(3.84)

(3.85)
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3.10 MODELO MATEMATICO 10

ﬁ\ F.cos(w.t)

mj

ql_ﬁ_

Magnetc Base

Figura 3.10. Maglev acoplado a uma massa desbalanceada atuando como absorvedor de energia

Onde m; ¢ a massa do bloco, m, a massa desbalanceada, g; deslocamento

vertical do bloco, g, deslocamento angular da massa desbalanceada.

Para o bloco, segue que

X, =0 = X, =0 (3.86)
Yi=q = Y= d1 (3.87)

e para a massa desbalanceada

X, =rcos(qy) = X, = —g,rsen(q,) (3.88)
Y, = q, +rsen(q,) = Yz = gy + g7 cos(qz) (3.89)

A partir das equagdes (3.86), (3.87), (3.88) e (3.89) obtém-se as energias

cinética (T) e potencial (V).

Energia cinética



82

1 . . .
T = E [ml(ylz) + mz(Xzz + YZZ)]

1 ) ) L )
T =+ [m1(Qf) +m, (q22rzsen2(q2) + (g1 + Gor COS(QZ))Z) +]2Q22]

2

1
T=s [m1(Qf) + mz(‘?zzrzsenz(%) + %2 +241G,7 cos(qy) + QZZTZ COSZ(QZ))

2

+ J,63]

1
T == [my(G7) + ma(d:® + 241457 cos(qz) + g2 2 (sen?(q2) + cos?(q2))) + J,d3]

2

1 ) ) . ) )
T=5 [ml(CI%) + mz(‘hz + 24,4,7 cos(q,) + QZZTZ) +]2‘I22]

2
.2 . 2.2
T = ‘12_1(m1 + m;) + m,q, g, rcos(q,) + %

Energia potencial

W = _g[ml% + mz(Ch + Tsen(qz))]
V =gmyq, + gm,q, + gmyrsen(q,)

Equagdo de Lagrange, (Kiblle, 1970)

d (0L oL .
LY _2L_, =12
dt (aql) aq; it !

Substituindo T e V, seque que:

i=1

oL
ﬁ = ¢, (my + my) + myq,rcos(q,)
1

.2
+28 (3.90)

(3.91)

(3.92)
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d (0L

E(a_ch) =, (my + my) + myr(d, cos(qy) — 43sen(qy))

oL
—=g(my + my)
94, g\my 2

[(m1+m3)g]
Kmag - %

Ny = —c1q; + Kppag(d — q4)% + Feos(wt)

i=2
oL o
— = ¢ymarcos(qz) + G, (Mar? +J3)
9q;
d oLy - o
_(_) = {§ymarcos(qz) — 41Gzmarsen(qz) + G2 (mar? +J3)
dt \oq,
oL o
0. —gm,rcos(qz) — q14zm,rsen(q,)
az
N; = —2q2)

Assim, as equagdes que governam o movimento sio:

p
G1(my + my) + mzr(éiz cos(qy) — qgsen(qz)) =
_Clql + Kmag(d - ql)z - g(ml + mZ) + FCOS(Wt) (3 93)
Gimayreos(qy) + s (m2r2 +J2) =
\ —Cy{, — gmyrcos(q,)

Matricialmente
(my +my)  myrcos(q,) {'ql}
myreos(q,) (m,r*+],)[4;

_ {—clql + Kiag(d — q1)2+ mzr(ésen(qz) —gimy+my) + Fcos(wt)} _ {Z;;}
—c2q, — gmyreos(q,) G
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Sejam as matrizes

[ mg +my) myr cos(q,) _[Gl myr cos(q,) [ Gmy +my) Gl]
myreos(q,) (m,r*+],)]’ G, (m,r*+Jj)) marcos(q,) G,

Det(A) = (mq + mp)(m,r? + J,) — my*r? cos?(q,)
Det(B) = Gy(m,r* +],) — G;myr cos(q,)
Det(C) = (mq + my)G, — Gymyr cos(q,)

Resolvendo o sistema matricial acima

__Det(B) _ G1(Mmyr2+]5)—Gym,7r cos(qy)

1 Det(4) - (mq+my)(mar2+J)-my2r? cos?(q,) (3.94)
__Det(C) _ (m1+my)G,—Gimyr cos(qz) ’

2

" Det(4)  (my+my)(mar2+)y)—my2r2 cos?(qs)
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3.11 MODELO MATEMATICO 11

Magnetc Base

Figura 3.11. mAGLEV ndo ideal.

Onde m; ¢ a massa do bloco, m, a massa desbalanceada, g; deslocamento

vertical do bloco, g, deslocamento angular da massa desbalanceada.

Nesse caso a massa desbalanceada esta acoplada a um motor de poténcia

limitada.

Para o bloco, segue que

X, =0 = X, =0 (3.95)
Yi=q = Y1 =q (3.96)

e para a massa desbalanceada

X, =rcos(qy) = X, = —q,rsen(q,) (3.97)
Y,=q, + Tsen(qz) = Yz = (1 + qpr COS(QZ) (3.98)

A partir das equagdes acima obtém-se as energias cinética (T) e potencial (V).
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Energia cinética
1 . . .
T = E [ml(le) + mz(Xzz + Yzz) +]2q§]

1 ) L )
T = 2 [ml(CI%) +m, (‘hzrzsenz(%) + (g1 + Gor COS(QZ))Z) +]2Q22]

1

T=: [m,(47) + my(4,°r2sen®(q2) + 4:° + 2G1G,7 cos(qz) + G,°r? cos?(q5)) +

J242]

1 . . . .
T = 2 [ml(Qf) + mz(‘hz + 24,4,7 cos(q;) + 51227”2 (sen?(qy) + COSZ(Qz))) +]2q§]

1 ) ) .. ) )
T= 2 [ml(CI%) + mz(‘hz + 24,4,7 cos(q,) + CIZZTZ) +]2q§]

-2 . 2.2 2
T = qz_1(m1 + m,) + myq,q, rcos(q,) + % +]2% (3.99)

Energia potencial

W= —g[mlql + mz(Ch + Tsen(CIZ))]
V = gmyq, + gmaq, + gm,rsen(qs) (3.100)

Equacdo de Lagrange, (Kiblle, 1970)

4

S(3) -2 =N; i =12 (3.101)

9q; 9q;
Substituindo T e V em (3.101), seque que:

i=1
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oL .
ﬁ = q,(my + my) + myg,rcos(qy)
1

d /0L
<_) = G;(my + my) + mzr(fiz cos(q,) — q%sen(qz))
dt\dq,

oL
— =g(m; + m,)
94, gimy 2

. [(my+m3)g]
Ny =—cq; + Kmag(d - ql)2 Kmag = %

i=2
oL . . ) .
ﬁ = qym,rcos(qy) + 4, myr? + J,4;
2
d (0L . L . 5 .
a<_aq ) = G;myrcos(q,) — q1qamyrsen(qy) + Gomyr? + [5G,
2
oL ..
ﬁ = —gm,rcos(qz) — Gi14.m,rsen(q,)
2

N, =M(q;) (M(q2) = u; —uyqy)

Assim, as equagdes que governam o movimento sio:

p
G1(my + my) + mzr(éiz cos(q,) — q%sen(qz)) =
< _Clql + Kmag(d - ql)z - g(ml + mZ) (3102)

Gimyrecos(qy) + Go(myr? +J,) =
\ M(q,) — gmyrecos(qy)

Matricialmente
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(my +my)  myrcos(q,) {%}
myreos(q,) (m,r*+],) |4,

_ {—clql + Kiag(d — q1)2+ mzrc'ésen(qz) —gmy +my) + Fcos(wt)} _ {Z;;}
M(q,) — gmareos(q,) Go

Sejam as matrizes

_[mi+my)  myreos(q,) _[Gl myrcos(q,)] | [ (my+my) Gl]
myreos(q,) (m,r*+],)|" G, (m,r2+])| myreos(q,) G,

Det(4) = (mq + mp)(m,r? + J,) — my*r? cos?(q,)
Det(B) = Gy(m,r* +],) — G;myr cos(q,)
Det(C) = (mq + my)G, — Gymyr cos(q,)

Resolvendo o sistema matricial acima

__Det(B) _ G1(Mmyr2+]3)—Gym,r cos(qy)
1= Det(4) - (mq+my)(mar2+J3)-my2r? cos?(q;)

__Det(C) _ (m1+my)G,—Gimyr cos(qz) (3'103)
2

T Det(4)  (my+my)(mar2+)y)—my2r2 cos?(qs)
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3.12 MODELO MATEMATICO 12

Magenetc Base

Figura 3.12. Maglev nao ideal, ideal acoplado a um péndulo.

Nesse caso considera-se o movimento vertical do bloco ( q;), o deslocamento

angular do motor ( g;) € o deslocamento angular do péndulo ( g3).

Para o bloco, segue que

X, =0 = X, =0 (3.104)
Yl = ql = Yl = ql (3.105)

para a massa desbalanceada

X, =rcos(qz) = X, = —g,rsen(qy,) (3.106)
Y, = q1 +rsen(qz) = Y, = ¢, + 4,7 cos(qy) (3.107)

e, parao péndulo
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X; = Isen(q3) = X; = gslcos(qs) (3.108)
Y3 = q, + (1 — cos(gs)) = Y3 =Gy + gslsen(qs) (3.109)

Energia Cinética
1 <o . . s
T= 2 [ml(y1 ) + mz(Xz +Y; ) + m3(X3 +Y; ) +]2Q2]
Substituindo as velocidades temos:

1
T = E{mlcﬁ + mz[(—q'zrsen(qz))z + (g1 + qor COS(Qz))Z]

+m; [(%lcos(%))z + (g, + ‘?315371(‘13))2] + /2453

1
T = E{mch% +m, [q'zzrzsenz(qz) + Q12 + 2414,7 cos(qy) + C.1227’2 COSZ(Qz)]

+m; [%2120052(‘13) +¢,° + 24, qslsen(qs) + %21253712(‘13)] +]2Q22}

T = E{mch% +m, [Chz + 2414,7 cos(q) + QZZTZ] +m; [‘hz + 24,4slsen(qsz) + %212] +]2Q22}

52

ql mzqzzrz
T = 7("11 + m, + m3) + gym, 4, recos(qz) + gymszgslsen(qs) + ———

2

Q§m312 fzqg
2 2

(3.110)

Energia Potencial

W= —g[m1q1 + mz(Ch + TSQ”(QZ)) +m; (CI1 +1- LCOS(%))]

V = glmiq, + my(q, + rsen(qy)) + ms(qy + (1 — cos(qs))] (3.111)



Equagdo de Lagrange, (Kiblle, 1970)

L=T-V
d (GL) oL N i—123
dt\ag;,) ~aq, Lt~
i=1
oL | . .
ﬁ = q,(my + m, + m3) + myq,recos(qy) + msgslsen(qs)
1
d (oL ; ; .
a(a) =g, (my + my, + my) + mzr(qz cos(qy) — G5 sen(qz))
1
+ mzl(sz sen(qsz) + qgcos(qg))
oL
a = g(ml +m2 +m3)
1
. [(my+my+m3)g]
Ny =—c1q; + Kmag(d - ql)z Kmag = W
i=2
L . . 5 .
94 = qym,rcos(qy) + 4, myr?® + J,4;
2
d oLy - L
%(aq ) = ‘hszCOS(QZ) - ‘h‘hmzrsen(‘h) + Gom,re + 24,
2
oL o
aq = gm,rcos(q,) — §14,myrsen(qy,)
2

N, =M(q;) (M(G2) =u; —uyq,)

i=3
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oL

30 = q,mslsen(qs) + Gzmsl?
qs

d (0L . .. .. )
—<_) = Gymzlsen(qs) + 41Gsmslcos(qs) + Gzmsl
dt \0dq;

oL

FyN gmzlsen(qs) + ¢1Gzmslcos(qz)

N3 = —c3q3
Equacées de Movimento
1* Equagdo
G1(my + my +mg3) + mzr(iiz cos(qp) — q%sen(qz))

+ mzl(élé sen(qsz) + qgcos(qg))

=—c1q; + Kmag(d —qq)* — g(my + my + my)

G, (my + my, + m3) + myrd, cos(q,) — myrgssen(q,) + mslgs sen(qs)
+ mélq%cos(qg) =—¢1q, + Kmag(d —qq)* — g(my + my +mj3)
G1(my + my, + m3) + G,m,r cos(qy) + Gzmsl sen(qs)
= —C1q, + Kmag(d - %)2 — glmy + my + m3) + mz”?zzsen(‘b)
— mzlg3cos(qs)
2* Equacgdo

Gim,rcos(qy) — q:q,m,rsen(q,) + "I'zmzr2 + J2G, = M(G;) — gm,rcos(qy) —

C'115'1277127”56’71(512)

Gimarecos(qy) + (Jo + mzrz)éiz = M(q,) — gm,rcos(qy,)

3* Equagdo
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Gimslsen(qs) + G1gsmslcos(qs) + Gamsl?

= —c3q43 — gmslsen(qs) + G1G3mslcos(qs)

Gimslsen(qs) + "1'3"1312 = —c343 — gmzlsen(qs)

§
G1(my + my, + m3) + g,m,r cos(qy) + Gzmslsen(qz) =
—C1q; + Kmag(d - ‘h)z — g(lmy +my +m3)

+mzrqgsen(q2) - mglqgcos(qg)

] .. ..
ChszCOS(QZ) + (. + mzrz)qz =
M(Qz) - gmzrcos(qz)
Gimslsen(qs) + Gzmsl* =
\ —c3q3 — gmslsen(qs)
Matricialmente

(my+my+m3) myr cos(qz) m3lsen(q3) q,
mareos(q,) U, + mar?) 0 { }

mslsen(q,) 0 msl?

a,
s

(3.112)

—C1q, + Kingg(d — q1)2 + mzrc'ésen(qZ) — mglcﬁcos(qS) — gmy + my + m3)

Il
——

QD

N R

M(g,) — gmarcos(q,)
—c3q, — gmalsen(q,)

Sejam as matrizes

(my +my +m3) myrecos(q,) mslsen(q,)

A=| mgreos(q,) (J, + mgr?) 0 ,

mslsen(q,) 0 msl?
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G, myrcos(q,) mslsen(q,)
B=|G, (J,+myr?) 0

Gs 0 msl?

[((mq +my +m3) G, mglsen(q,)
c=| mgrcos(q,) G, 0
mslsen(q,)  Gs msl?

[((mq +my +m3) myreos(q,) Gy
D=| myrecos(q,)  (J,+myr?) G,
mslsen(q,) 0 Gs

Det(A) = (my + my + m3)(J, + myr2)msl® + 0 + 0 — my21° sen?(q,) (J, + myr?)

—my?r? cos?(q,) msl® - 0

Det(B) = G,(J, + myr?)msl® + 0+ 0 — Gsmglsen(q,) (J, + mar?)
— Gymyrcos(q,) msl® -0
Det(C) = (my + my + m3)G,msl> +0 + Gymylsen(q,)myrcos(q,)
— Gym3z2l° sen?(q,) — Gymar cos(q,) mal” — 0
(mq +my +m3z) mpreos(q,) G
D=| myrcos(q,)  (J,+mzr?) G,

mslsen(q,) 0 Gs

Det(D) = (my + my +m3)(J, + myr?)G; + myr cos(q,) Gomslsen(q,) + 0

— Gymalsen(q,)(J, + mar?) — my?r? cos?(q,) Gs — 0

Resolvendo o sistema matricial acima

( n _ Det(B) _ G1(Jo+myr?)msl?—Gymsl sen(qs) (Jo+mar?)— Gom,r cos(qy)mgl?
| L7 Det(a) ~ (my+my+my)(Jo+myr2)mal2—ms21? sen?(q3) (Jo+m,r2)—my2r2 cos2(qz)m;12
{ n _ Det(C) _ (mg+my+m3z)Gymsl?+Gzmsl sen(qz)m,rcos(qz)—G,ms%1? sen?(q3)— Gymar cos(q)msl?
2 7 pet(a) (my+my+mz)(Jo+myr2)mszl?2—m3212 sen?(q3) (Jo+myr2)—m,21r2 cos?(q,)msl? (3'113)
Ikxé' _ Det(@) _ (Mmqy+my+m3)(Jo+mar2)G3+m,r cos(qy)Gamslsen(qs)—Gymslsen(qs) (Jo+mar?)—m, 212 cos?(q4)Gs

Det(4) (my+my+mz)(Jo+m,r2)mazl?2—m3212 sen?(q3) (Jo+myr2)—m,2r2 cos?(q,)msl?
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4 RESULTADO DAS SIMULACOES NUMERICAS DE UM
SISTEMA VIBRATORIO ACOPLADO A UM ABSORVEDOR DE

ENERGIA NAO LINEAR (NES)
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4 RESULTADOS DAS SIMULACOES NUMERICAS DE UM SISTEMA
VIBRATORIO ACOPLADO A UM ABSORVEDOR DE ENERGIA NAO
LINEAR (NES)

O absorvedor de energia ndo linear (NES), acoplado ao sistema principal, foi
projetado como um elemento estrutural de um grau de liberdade com uma massa
relativamente pequena ¢ um amortecimento fraco. Quando a estrutura principal ¢
excitada, seja por um impluso ou uma forca harmonica, espera-se que o NES reduza a
amplitude de vibragdo da estrutura principal do sistema. O estudo deste sistema &
importante para uma futura aplicacdo do absorvedor de energia em modelos de levitagdo

magnética.

m,

Figura 4.1. Modelo proposto por gendelman (2011).

O modelo matematio ¢ andlogo ao modelo 2, portanto as equacdes de movimento

{ql(ml +m;) — mzr(fiz sen(qy) + q%cos(qz)) =—c1q; — kiq; + Acos(wht)(4 1

—gimyrsen(q,) + éI.z(mz?”z +J2) = —c,d4, — gmyreos(q,)

Logo, o sistema adimensional sera:

" " ' ' 2
{xl — &x, sen(x,) = —a;x; — x1 + €x, cos(x,) + Agcos(wpt) (4.2)
—x;5en(x,) + x,8 = —ayx, — w?cos(x,)
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4.1 SIMULACAO NUMERICA E RESULTADOS

Nesta secdo, os resultados de simulagdes numéricas sdo obtidas utilizando o
software Matlab®.

A Tabela 1 mostra os valores numéricos dos parametros usados nas simulagdes.

Tabela 4.1. Parametros

simbolo Valor

a, 0

a, 0.01

& 0.05
w1 1

wp, 1.1

A, 0ou 0.01

o 0.37

w 0.5

4.1.1 Excitacdo por um impulso
Para simular um impulso sobre o sistema, adotou—se o vetor [0 0.3 0.1 0] como

condi¢do inicial.

As Figuras 4.2, 43 e 4.4 a seguir, mostram a atenuacdo da amplitude de

movimento, quando a estrutura principal € excitada por um impulso (A, = 0).
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"IN
ORI

deslocamento bloco

Sem NES
“  Com NES
_04 r r r r r
0 1 2 3 4 5 6
t

x 10°

Figura 4.2. Deslocamento comparativo do sistema principal com NES (cinza) e sem NES
(preto).

velocidade bloco

il |

Sem NES
4 Com NES
_04 r r r r r
0 1 2 3 4 5 6

X 104

Figura 4.3. Velocidade comparativa do sistema principal com NES (cinza) e sem NES (preto).
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Retrato de Fase
04 L L L L U L U

0.4

Figura 4.4. Retrato de fase do sistema com NES (preto) e sem NES (vermelho).

4.1.2 Excitacido por uma for¢ca harmonica

Considerando uma for¢a excitadora harmdnica sobre o sistema dindmico definido
pela equagdo 4.2, é possivel observar que o NES passa a aumentar a amplitude de

vibracdo, perdendo assim sua eficiéncia como absorvedor de vibragdo.
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04 L L T ¥ ¥

0.3

0.2

0.1

deslocamento bloco

+ Com NES
—Sem NES
r

=]

0 2 4 6 8 10 12
x 10

Figura 4.5. Deslocamento comparativo do sistema principal com NES (cinza) e sem NES
(preto).

0.4

0.3

0.2

velocidade bloco

Com NES [
Sem NES

_0.4 r r r r r
0 2 4 6 8 10 12

x 10°

*

Figura 4.6. Velocidade comparativa do sistema principal com NES (cinza) e sem NES (preto).
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Retrato de Fase
04 L L L T T U U

0.3

0.2

ql”

Com NES
Sem NES
r

-0.4 r
-0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4

Figura 4.7. Retrato de fase do sistema com NES (preto) e sem NES (vermelho).

Para um melhor desempenho do absorvedor foi feita uma andlise do melhor

m
81:_1

valor para o pardmetro m obtendo assim o valor € =3.6 como mostra a figura

4.8.
Alterando o valor do parimetro de amortecimento de & =0 para & =0.001 ¢

realizando as mesmas simula¢des para uma excitacdo por impulso, obtém-se os

resultados apresentados nas figuras 4.9, 4.10, 4.11 ¢ 4.12.

Para uma excitacdo harmonica os resultados sdo apresentados nas figuras 4.13,

4.14,4.15 e 4.16.
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Figura 4.10. Velocidade comparativa do sistema principal com NES (vermelho) e sem NES
(preto).

retrato de fase

25 L L — L U L U L T
2r ,
\\
15 ,
1 - -
05 -
or ,
05 ,
1k i
/ \\\ /
15 Sem Absorvedor \\ y 7
Com Absorvedor -
_2 T T T r r r r r
04 -0.3 0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Figura 4.11. Retrato de fase do sistema com NES (vermelho) e sem NES (Preto).
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retrato de fase absorvedor

=]

0.5

| H | )a‘l !Hl. '[i |
B

t

Figura 4.13. Deslocamento comparativo do sistema principal com NES (vermelho) e sem NES

(preto) (excitagdo harmonica).
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25 T T T T T T T T T

157 N

velocidade

15H -
Sem Absorvedor
Com Absorvedor
_2 T T T r r r r r r
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

t

Figura 4.14. velocidade comparativa do sistema principal com NES (vermelho) e sem NES (preto)
(excitagdo harmonica).

retrato de fase
25 T L U L U T

151

-1.51H Sem Absorvedor g

Com Absorvedor
T T

-0.3 -0.2 -01 0 0.1 0.2 0.3 04

=

Figura 4.15. Retrato de fase do sistema com NES (vermelho) e sem NES (Preto) (excitacdo
harmonica).
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retrato de fase absorvedor
6 L L L |8

Figura 4.16. Retrato de fase do absorvedor (excitagdo harmdnica).
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5 COMPORTAMENTO DINAMICO DE UM BLOCO EM

MOVIMENTO TIPO MAGLEV NAO IDEAL
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5 COMPORTAMENTO DINAMICO DE UM BLOCO EM MOVIMENTO
TIPO MAGLEV NAO IDEAL

Este capitulo trata da dindmica ndo linear de um maglev como apresentado nos

modelos 11 e 12 do capitulo 3.

51 MODELO MATEMATICO

Sabe-se que um modelo matematico € essencial para analisar a dindmica do
sistema € se necessario, para projetar um método de controle. Por meio do modelo
simplificado da Figura 5.1 e 5.2, obtem-se as equagdes de movimento dos sistema pelo

método de Lagrange (Capitulo 3).

m,

ars
NP
R TI  —

d

Magnetc Base

Figura 5.1. Modelo simplificado de um MagLev nao ideal.

Para o corpo em levitacdo, apresentado na figura 5.1, segue que, as equagdes de

movimento Sao:

{‘?1("11 +m,) + mz’”(‘?z cos(q,) — qgsen(%)) = —¢1q; + Kipag(d — q1)? — g(m; +my,)
(5.1)
Gymyreos(q,) + G,(myr? + J,) = M(q,) — gm,reos(q,)
Onde
Kmag = lmtmz)g] € M(Qz) =u; —UzQ;

(q,+ad)?
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Magenetc Base

Figura 5.2. Maglev nao ideal, ideal acoplado a um péndulo.

Para o corpo em levitagdo, apresentado na figura 5.2, as equacdes de movimento

sao:
(G1(my + my + m3) + G,m,r cos(q,) + Gsmzlsen(qs) =
—C1q; + Kmag(d - ‘h)z — g(imy +my +m3)

+m2rqgsen(q2) - m3lq§COS(q3)

) Gimyrcos(qy) + (J, + myr?)g, = (5.2)
M(q,) — gm,rcos(q,)
Gimslsen(qs) + Gzmsl* =

\ —c3q3 — gmsls n(qs)

[(my+my+m3)g] . .

Com Kiag = W € M(g;) = u; — uyqs.

Porém, ao analisar a expressao:
2
Observa-se que mesmo quando ¢ >d o valor da expressdo continua aumentando,

o que ndo faz sentido, pois a forca magnética deve diminuir com o aumento da

distancia. Para corrigir esse problema deve-se multiplicar a funcdo pelo sinal de

(d-q).
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A figura 5.3 mostra o grafico de comparagdo entre as fungdes F=K,, (d—q)* €

K ZK,,mg(d —ql)zsignal(d —-q) -

M.g
0 CmemmmT
T P —— . a,
-d d
2
M.g amm= Kmag(d-qq)
Kmag = 5
(d+ ‘11)2 = Kmag (d-q)signal(d-a4)

Figura 5.3. Analise das fungées F e F;.

Logo, reescrevendo as equagdes 5.1 € 5.2 tem-se:

G(my +my) + mzr(éiz cos(q,) — qgsen@lz)) = —¢1q; + KnagFr — g(m; +my)

i(
|

\

Gymyreos(qy) + (Jo + mer?)d, = M(q,) — gmyreos(q,)

(5.4)
Gimyreos(qy) + G,(myr? + J,) = M(q,) — gm,reos(qy,)
G1(my +m, +m3) + G,m,r cos(q,) + Gzmzlsen(qs) =
-G, + KmagFl - glm; + my + my) + m,rq3sen(q,) — mslqgcos(%)
(5.5)

Gymzlsen(qs) + Gsmsl® = —c3q; — gmsls n(qs)
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5.2 SIMULACAO NUMERICA E RESULTADOS

Nesta se¢do, os resultados de simulagdes numéricas sdo obtidas utilizando o
software Matlab®.

A tabela 5.1 mostra os valores numéricos dos parametros usados nas simulagoes.

Tabela 5.1. Parametros (Arbex, Balthazar et AL(2011), Palacios(2009), Moon (2004)):

Grandezas simbolo Valor
Massa do bloco my 10 kg
Excentricidade my. r 0.1 Kg.m
Gap d 0.2m
Parametro do motor Uy variavel N.m
Pardmetro do motor Us 1 N.m/Rad/s
Amortecimento c1 0.001 N.s/m
Gravidade g 9.8 m/s’
Momento de inércia J> 0.37 kg.m’

5.2.1 Efeito Sommerfeld

O fendmeno de salto na amplitude de vibragdo e do aumento da poténcia exigida
pela fonte para operar proximo da regido de ressonincia do sistema sdo manifestagdes
de um problema ndo ideal, geralmente sdo conhecidos na literatura como Efeito
Sommerfeld. Este fendmeno sugere que a resposta vibratéria do sistema ndo ideal emula
um "absorvedor de energia" nas regides proximas a ressonancia do sistema, transferindo
a poténcia da fonte de vibracdes da estrutura de apoio, ao invés da aceleracdo da
maquina. O fendmeno do “salto” ¢ obtido quando a tensdo do motor (u;) passa pela

regido de ressonincia como mostra a figura 5.4.
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Figura 5.4. Efeito Sommerfeld — a) amplitude por frequéncias médias; b) — amplitude por
tensao do motor.

Observa-se 0 aumento da amplitude de vibragdo do corpo em levitagdo quando a
tensdo do motor (u;) se aproxima da regido de ressonincia do sistema. Apds a
passagem pela regido de ressonancia, a amplitude de vibragdo do sistema tende a

diminuir.

5.2.2 Controle

Esta se¢do trata de um método para controlar a amplitude de vibragdo do sistema
MagLev proposto. Nesse trabalho utiliza-se dos métodos de controle, um passivo e

outro ativo.

5.2.2.1 Controle passivo

Uma estratégia de controle passivo para reducdo do efeito Sommerfeld pode ser
implementada para manter o sistema em baixa vibracdo. Para esse fim ¢ acoplado ao
sistema principal um péndulo, como mostra a figura 5.2, como realizado no trabalho de

Yabuno (2004).

25
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Observando as figuras 5.5 e 5.6, nota-se que o péndulo aumentou a amplitude de

vibragdo na regidao do “jump”.

a) b)
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Figura 5.5. Efeito Sommerfeld — a) amplitude por frequéncias médias; b) — amplitude por
tensao do motor.
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Figura 5.6. comparacgdo dos sistemas: sem péndulo (cinza) e com péndulo (preto).

5.2.2.2 Controle ativo

Com o objetivo de reduzir a magnitude do efeito Sommerfeld serd considerada a

introducdo de uma suspensio electromagnética controlavel, semelhante a metodologia
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proposta por (Watanabe et al., 2007). A estratégia de controlo pode ser observado na

Figura 5.7.

=) (Controle ativo

Base magnética
Forca de atragio Forga de repulsao
Amortecimento

eletromagnético

Figura 5.7. Mecanismo utilizado para o controle de vibragoes.

Introduzindo o controle (U ) no sistema segue que:

M=
Jz + m2r2 mzr COS(y3)
Gl o GZ
Y2 = A -U
: (5.6)
Y3= V4
. G2 - rCOS(y3)G1
Y4 =
L A
A dinamica do controle pode ser descrita pela funcao
U =aG(y,) (5.7)

Onde
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>0(—>a), ify,>0(—>»)
G(y,y =0 if =0

<0(—>-a) if y, <0(— —x) (5-8)

Com a >0 e finito.
De acordo com (Tereshko et al, 2011) o controle (5.7) ¢ especialmente

sintonizado para controlar a posi¢do de equilibrio
Portanto considerando G(y, ) = tanh(fy, ) proposto por (Tereshko et al., 2011),

com 0 < f# <o determinando a inclinagdo da fungao.

a) b)

FIGURA 5.8. FUNCAO DE CONTROLE A) G(»,) (5.8) B) G(y,) = tanh(fy,)

Deve-se escolher a e 8 de tal forma que diminuam a amplitude durante o “salto”.

Observando as figuras 5.9, 5.10 ¢ 5.11 obtém-se os valores de x ¢ f.
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A figura 5.9 mostra que para = 26.4 ocorre a menor amplitude de movimento

quando #1=12.5 regido do “salto”.

O mesmo serad feito para se obter o valor de

(5.11)

0.6

@ como mostra as Fig. (5.10) e
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A Fig. (5.11) mostra que qualquer valor de a maior que 1.4 ndo hd uma

diminuic¢do consideravel na amplitude do sistema, logo serd considerado a=1.4.

5.2.3 Comparacio dos sistemas

A seguir sera feita uma comparacdo entre o sistema sem controle e o sistema

controlado para avaliar a eficiéncia do método de controle utilizado.
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Figura 5.12. Efeito Sommerfeld — comparagdo — a) amplitude por frequéncias médias; b)
amplitude por tensao do motor.

A Fig. (5.12) mostra que houve uma diminuicdo significativa na amplitude de
vibracdo do sistema Maglev com a utilizacdo do método de controle proposto por
Tereshko (2004), fazendo com que o sistema passe pela regido de ressonancia sem um
grande aumento na amplitude de movimentos.

Na Fig. (5.13) € possivel observar o deslocamento do corpo em levitagdo
magnética dos sistemas com controle e sem controle, conforme a variagdo da tensdo

(¢1) do motor.

06

05

04

0.3

02

Deslocamento

0.1

— Sem Controle

Controlado
02 ] ] ]

Figura 5.13. Comparagdo do deslocamento entre o sistema com controle (cinza) e sem
controle (preto).

5.2.4 Aparecimento do Fenomeno de Outros Saltos

Aumentando o valor de p; ¢ possivel observar a ocorréncia de mais saltos. Esse

fendmeno acontece devido ao valor da rigidez k44 ndo ser constante.
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As figuras (5.14) e (5.15) mostram um “salto triplo” de um sistema maglev nao
ideal. Nas figuras (5.16) e (5.17) € possivel observar os multiplos saltos no sistema

maglev acoplado a um péndulo.
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Figura 5.14. efeito Sommerfeld —amplitude VS frequencia do motor.
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Figura 5.16. efeito Sommerfeld — amplitude VS frequencia do motor (com péndulo).
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Figura 5.17. efeito Sommerfeld - amplitude VS tensdo do motor (com péndulo).

Com o péndulo acoplado ao sistema ocorre um aumento na amplitude de vibragdo
nos dois primeiros saltos, mas no terceiro salto ocorre uma diminui¢do na amplitude de

vibragdo do sistema, como mostram as figuras (5.16), (5.17) e (5.18) .

with Pendulum -
without Pendulum

Displacement
N
7

‘;‘w‘[m ‘N‘l

Figura 5.18. sistema acoplado ao pendulo (preto) e sem pendulo (cinza).
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Aplicando o controle ativo proposto por Tereshko (2011), discutido no item

5.2.2.2 , obtém as figuras (5.19), (5.20) e (5.21).
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Figura 5.19. efeito Sommerfeld - compara¢ao— amplitude VS frequencia do motor.
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Figura 5.20. efeito Sommerfeld - compara¢ao— amplitude VS tensao do motor.



123

12 T T T T T T T T

without control
1 with control

0.8 .

06|

Displacement

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
i1

Figura 5.21. Comparagdo do deslocamento entre o sistema com controle (cinza) e sem
controle (preto).
As figuras (5.19), (5.20) e (5.21) mostram que houve uma diminuicido
significativa na amplitude de vibragdo do sistema, ocorrendo apenas um pequeno

“salto” na primeira regido de ressonancia.

Aplicando o controle ativo no sistema pendular e comparando os dois sistemas
(um somente com controle ativo e outro com controle ativo e passivo) observa-se um
melhor desempenho, para reducdo da amplitude de movimentos na regido de
ressondncia conforme mostram as figuras (5.22) e (5.23), quando aplicado os dois

métodos de controle.
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6 CONCLUSOES
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6 CONCLUSOES

Os resultados apresentados no capitulo 4 mostram que absorvedor de energia
(NES) proposto neste trabalho mostrou-se sensivel a fonte de excitacdo do sistema
quando ndo ¢ considerado amortecimento.

Para uma excitagdo por impulso o NES demostrou ser bastante eficiente na
diminuicdo da amplitude de vibragdo do sistema. Por outro lado, quando a fonte de
excitacdo passa a ser uma forca harmonica proxima da frequéncia natural do sistema, o
NES aumentou a amplitude de vibragdo do sistema principal porém quando ¢
considerado o atrito, o absorvedor obteve melhor desempenho tanto para uma excitacio
por impulso como por uma for¢a harmdnica.

O sistema de vibragdo ndo ideal proposto no capitulo 5 mostrou que a fonte de
energia tem influéncia sobre a estrutura, devido a existéncia do efeito Sommerfeld, a
amplitude maxima ocorreu em regides onde aconteceu o fendmeno de salto (Palacios,
2009).

Foram estudados, no capitulo 5, sistemas do tipo MagLev (um bloco incluindo um
imd em que na parte inferior esta situado um polo magnético, de tal maneira a opor-se
ao polo superior de uma base magnética) excitada por uma fonte de energia nio ideal
(um motor elétrico desbalanceado do fornecimento de energia limitada ).

Duas estratégias de controle foram implementadas para os sistemas MagLev. O
controle passivo ndo foi eficiente na tentativa de diminuir a amplitude de vibragdo do
sistema. A estratégia de controle ativo foi eficiente para o propodsito desse trabalho.

Conciliando os dois métodos de controle obtém-se melhores resultados que

quando aplicados separadamente, como mostram as figuras (5.22) e (5.23).
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