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NOMENCLATURA 

�     Distância inicial entre o bloco e a base magnética. 

ℎ    Distância entre o eixo de rotação do motor e a base magnética.  

�	   Massa do bloco.  

�
    Massa desbalanceada.  

��    Massa do pêndulo.  

�	    Deslocamento do bloco (horizontal ou vertical). 

�
    Deslocamento angular da massa desbalanceada.  

��    Deslocamento angular do pêndulo.  

r     Excentricidade.  

l    Tamanho do pêndulo  



    Momento de inércia do motor.  

�(�̇
)     Função de torque da fonte de energia (motor).  
��   Forças não concervativas.  

g     Gravidade.  
�	    Amortecimento do bloco. 

�
    Amortecimento da massa desbalanceada. 

��    Amortecimento do pêndulo. 

�	   Tensão do motor.  

�
   Característica do motor. 



 

 
 

RESUMO 

 

Arbex, Hassan Costa, dinâmica não linear de sistemas de levitação magnética. 

Bauru: Faculdade de Engenharia Mecânica, Universidade Estadual Paulista “Júlio de 

Mesquita Filho”, 2012, 138 pp., Dissertação (Mestrado). 

O propósito deste trabalho foi estudar as não linearidades na dinâmica de sistemas 

mecânicos e eletromecânicos. Entre eles inclui-se  um corpo em levitação. As não 

linearidades levam o movimento da estrutura para o Efeito Sommerfeld. Por este fato, o 

trabalho do motor fica próximo ou na frequência de ressonância. Quando a estrutura 

atinge a condição de ressonância, a melhor parte da energia é consumida para gerar 

vibrações de grande amplitude sem nenhuma mudança sensível na frequência do motor.  

Neste trabalho, foi verificado o fenômeno para alguns sistemas não ideais inclusive o 

sistema com  levitação magnética,  discutindo uma forma de conduzir o sistema à 

condição de ressonância e evitar o "absorvedor de energia" que ocorre com o efeito 

Sommerfeld. 

Palavras chave: Efeito Sommerfeld, Oscilador não ideal, Maglev. 

 

 

 

 

 

 



 

 
 

ABSTRACT 

 

Arbex, Hassan Costa, on a nonlinear dynamics of magnetic levitation systens, 

Bauru: Faculdade de Engenharia Mecânica, Universidade Estadual Paulista “Júlio de 

Mesquita Filho”, 2012, 138 pp., Dissertação (Mestrado). 

This paper studies the nonlinearities in dynamics of of mechanics and electro 

mechanics non ideal systems. One of them is a magnetically levitated body. These 

nonlinearities lead the motion of the structure to the Sommerfeld Effect. For this reason 

the motor's near or in resonance frequency. When the structure achieves the resonance 

condition, the best part of the energy is consumed to generate large amplitude vibration, 

with no sensitive change in the motor frequency. In this paper,  is checked whether the 

phenomenon in some non ideal systems and also, if occurs with magnetic levitation. 

Will be discussed how to drive the system to resonance condition and to avoid the 

“energy sink” that occurs with the Sommerfeld effect 

Key words: Sommerfeld effect, Non-ideal oscillator, Maglev. 
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1 INTRODUÇÃO 

1.1 MOTIVAÇÃO E JUSTIFICATIVA 

Problemas  de  controle  de  sistemas  complexos  oscilatórios  têm  atraído  

grande interesse no domínio da  dinâmica  não linear. Na maior parte desses estudos, há 

uma maior atenção às soluções que possuem características caóticas, uma vez que o  

sistema  perde  estabilidade  perto  de  um  ponto  de bifurcação.  Entre esses sistemas, 

não linearidades podem ocorrer gerando situações em que o funcionamento desses 

sistemas é prejudicado. Para que seja possível a análise,   primeiramente é necessário 

uma modelagem matemática do sistema a ser estudado.  Depois após efetuar uma 

modelagem matemática, realizar simulações numéricas para estudar o comportamento 

desses modelos, o  estudo  é  orientado  para  a  descoberta  de meios ou  mecanismos  

que  controlam  o  comportamento  não linear  próximo  à  região  de ressonância,  com  

o  objetivo  de  obter  um  comportamento  desejado   dentro  de  um domínio  de  

instabilidade  dos  parâmetros  escolhidos. 

 Um corpo excitado por uma fonte de energia de potência limitada, um bloco 

com excitação paramétrica e um sistema  de levitação magnética são alguns exemplos 

de  sistemas não lineares.  A seguir há uma breve explanação sobre sistemas ideais e 

não ideais. 

1.2 SISTEMAS DINÂNICOS IDEAIS E NÃO IDEAIS 

Uma das classificações das fontes de energia é aquela que divide as fontes de 

energia em ideais e não ideais. Essa classificação leva em conta os efeitos 

experimentados por um acoplamento ou não do sistema vibrante e do motor atuante no 
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sistema. Por isso, as fontes de energia ideais são aquelas nas quais esse acoplamento 

não é considerado e, portanto a análise do sistema é simplificada significativamente. 

1.2.1 Sistema dinâmico do tipo ideal. 

Quando a excitação da fonte de energia não é influenciada pela resposta do 

sistema, é dita uma excitação ideal. 

 

Figura 1.1. Exemplo de um sistema ideal 

1.2.2 Sistema dinâmico do tipo não ideal. 

Por outro lado, quando uma excitação é influenciada pela  resposta do sistema, é 

dita não ideal. Assim, dependendo da excitação, refere-se a um sistema dinâmico como 

ideal ou não ideal. O comportamento ideal de sistemas é bem conhecido na atual 

literatura, mas há poucos resultados sobre os não ideais. 

O comportamento do sistema dinâmico se afasta do caso ideal à medida que a 

potência da fonte excitadora torna-se limitada. Para sistemas dinâmicos não ideais, 

deve-se adicionar uma equação que descreve como a fonte de energia passa essa energia 

às equações que governam o correspondente sistema dinâmico ideal 

É usual desconsiderar, no modelo matemático, a influência do movimento do 

próprio sistema em sua excitação. Entretanto  esta simplificação, no modelo matemático 
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pode não ser  satisfatória, devendo-se levar em conta que q sua fonte, é influenciada 

pela própria resposta do sistema. Quando, em um sistema, é considerado a influencia da 

resposta na fonte de energia tem-se um  sistema  vibratório não ideal, ou um sistema 

com fonte de excitação, não ideal. Nota–se características importantes deste tipo de 

modelo matemático de sistema dinâmico, provenientes da interação da estrutura com a 

fonte de excitação, tais como:  Variações bruscas (saltos ou “jumps”) da amplitude de 

deslocamento da estrutura e da frequência de excitação; Descontinuidade da curva 

amplitude versus frequência; Influência do perfil da curva “amplitude versus 

frequência” quando o operador altera a velocidade do motor elétrico, em acréscimos 

e/ou decréscimos. 

Portanto os sistemas dinâmicos, modelados matematicamente, como sendo não 

ideais, possuem um grau de liberdade  superior ao sistema ideal correspondente. 

Essa relação do sistema vibratório com a sua fonte de energia torna a dinâmica 

desse sistema bastante complexa com a ocorrência de alguns fenômenos, principalmente 

perto da região da ressonância, como, por exemplo, o aumento da potência exigida pela 

fonte, o fenômeno do salto e caos.  

Em 1969, Kononenko, em seu livro elabora um rico estudo sobre sistemas 

dinâmicos com fonte de potência limitada, no qual faz referência a vários trabalhos e 

experimentos na área. 

Os fenômenos do aumento da potência exigida pela fonte e o fenômeno do salto 

são efeitos descoberto por Sommerfeld e, portanto denominado de Efeito Sommerfeld 

(Sommerfeld, 1904, Nayfeh e Mook, 1979). Já a ocorrência do caos nos sistemas não 

ideais está associada, tanto a presença de termos não lineares quanto à presença de 

pontos de bifurcação e surgimento de regiões de instabilidade e regimes não 
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estacionários na região da ressonância. Por isso, a importância de se estudar o sistema 

nessa região. 

O efeito Sommerfeld surge ao se elevar continuamente a tensão de alimentação do 

motor, estando esse com frequência de rotação próxima a região de ressonância do 

sistema, provocando o aumento da sua rotação, até o momento que essa se estabiliza em 

torno de um determinado valor (igual a da frequência natural do sistema). A partir deste 

instante, sucessivos acréscimos da tensão somente elevam a potência elétrica absorvida 

pelo motor, que não é mais canalizada para alterar a sua rotação, mas sim para aumentar 

as amplitudes de vibração da estrutura, Palácios (2002). O processo possui um limite: 

quando a estrutura não é mais capaz de absorver a energia cedida pelo motor, a rotação 

dispara, atingindo, após certo período, valores estáveis e proporcionais a tensão de 

alimentação. 

As equações de  movimento, representativa do sistema dinâmico não ideal de 

vibrações, podem se esquematizadas, modelados matematicamente, da seguinte forma, 

Balthazar e Brasil (2001): 

Sendo � é o movimento descrito pela estrutura e � é o ângulo de rotação do 

motor, segue que: 

Primeiro conjunto de equações: 

Equações dinâmicas da estrutura em � + termos de interação (em � e em �) = 

equações da excitação externa, atrito ou amortecimento. 

Segundo conjunto de equações: 
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Equações de rotação do eixo do motor (relativas ao torque e com termos em ������  ) 

+ outros termos de interação (em � e em �) = equações características do motor ( 

relativas ao torque e com termos em L����   ), 

 

Figura 1.2. Exemplo de um sistema não ideal. 
Um fato importante é que as não linearidades vêm da modelagem matemática da 

estrutura, no caso do problema não ideal a presença de uma única fonte de energia, em 

geral contribui com a ação de não linearidades do tipo quadráticas, presente no termo de 

energia cinética devido ao desbalanceamento do motor de corrente contínua, Nayfeh e 

Mook (1979). 

Nota-se que as vibrações provenientes de aceleração e desaceleração do motor 

elétrico são representadas pela função L, ou seja, ela representa o torque desenvolvido 

pelo motor elétrico e a curva característica relaciona o torque com a velocidade angular.  

A cada ponto toma-se a velocidade angular do motor quando em rotação 

constante, formando uma curva, chamada curva característica estática, determinando o 

funcionamento do motor em estado estacionário. Todos os motores possuem esta 
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família de curvas e todas elas representam a mesma relação de grandeza, mas cada uma 

corresponde a um valor de tensão aplicada ao motor. 

Cada valor da tensão aplicada nos terminais do motor produz uma correspondente 

curva característica, cada uma delas relacionadas a um valor de potência constante, mas 

diferentes entre si.  

A Figura 1 ilustra o plano torque versus frequência de rotação. 

 

FIGURA 1.3. CURVAS CARACTERÍSTICAS DO MOTOR CC. 

 
 Onde Ф̇ representa a rotação e �� o torque desenvolvido pelo motor. 

1.3 LEVITAÇÃO MAGNÉTICA 

A levitação magnética através de eletroímã, vem sendo realizada desde 1930 

(Carmichael,1986), com o propósito de estudar o comportamento não linear deste tipo 

de dispositivo. Durante este período, os métodos utilizados para levitação magnética 

foram sendo aperfeiçoados, principalmente no que diz respeito aos sistemas de controle 

(Wong, 1986). 
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O método mais comum de levitação magnética é baseado na utilização de um 

eletroímã (Moon, 2004),  (Carmichael, 1986),  (Wong1986)  e  (Oguchi e Tomigashi 

1990). 

O eletroímã é um ímã controlado por corrente elétrica, capaz de suspender um 

determinado objeto metálico a uma determinada altura (distância de operação) no eixo 

vertical, apenas com o campo magnético gerado pela corrente elétrica que circula no 

solenoide. 

Um sistema de levitação magnética simples, é conhecido pelo acrônimo MagLev 

(Magnetic Levitator). Em um MagLev o sistema de controle é a parte fundamental do 

dispositivo, pois a levitação depende do equilíbrio entre as forças magnética e 

gravitacional.  

1.4 OBJETIVOS 

Os principais objetivos desta dissertação podem ser resumidos entre os seguintes 

tópicos:  

� Entender e elaborar modelos matemáticos para os vários tipos de  sistemas 

dinâmicos pesquisados, empregando um oscilador ideal e  não ideal. 

� Estudar um sistema dinâmico constituído de um bloco levitado magneticamente   

excitado por uma força externa do tipo não ideal, onde um motor elétrico de 

corrente contínua com potência limitada é acoplado ao bloco com a intenção de 

perturbar o sistema e promover oscilações. 

� Realização de um estudo numérico de vibrações não lineares que podem ocorrer 

na interação entre o bloco e um motor de corrente contínua com  

desbalanceamento. 

� Avaliar dois métodos de controle sendo um controle passivo e outro ativo. 
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1.5 MATERIAIS 

 Nas simulações  numéricas realizadas utilizou-se um computador de uso pessoal. 

Para as simulações numéricas foi utilizado  programa matemático MATLAB® sendo 

utilizadas rotinas de programação como: 

• Integrador Runge Kutta, ODE 45 do MATLAB® para a integração direta das 

equações de movimento do sistema; 

• Rotinas computacionais desenvolvidas para o MATLAB®. 

1.6 ORGANIZAÇÃO DESTE TRABALHO 

O presente trabalho esta dividido em seis capítulos. O primeiro capítulo trata de 

uma introdução posicionando o leitor sobre sistemas ideais e não ideais. No capítulo 2 é 

feita uma breve revisão  histórica  e bibliográfica sobre problemas ideais e não-ideais. 

No capítulo 3 foram  feitas as deduções das equações de movimento dos modelos 

matemáticos a serem estudados e no capitulo 4 os resultados das simulações numéricas 

de um sistema vibratório acoplado a um absorvedor de energia não linear (NES). 

O capítulo 5 trata do  estudo da dinâmica de um sistema do tipo  MagLev  não 

ideal.  As conclusões deste trabalho serão apresentadas no capitulo 6. 
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2  REVISÃO BIBLIOGRÁFICA  
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2 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 

Na Grécia antiga já se vislumbrava entender o movimento dos corpos no espaço, 

com o especial interesse de descrever o funcionamento do Universo. Os avanços nos 

estudos de corpos celestes permitiram o desenvolvimento de ferramentas de observação, 

predição e contagem de tempo. Acreditava-se que modelando matematicamente este 

problema seria possível fazer previsões a respeito do futuro. Apesar de todo sistema 

determinista permitir fazer previsões sobre seu comportamento futuro a partir do 

conhecimento exato das condições iniciais e das leis matemáticas que regem seu 

comportamento, essa perfeição matemática, no entanto, esbarra na possibilidade real de 

se definir exatamente as condições iniciais (Monteiro, 2002).  

Muitos estudos foram realizados em Mecânica Celeste até formalizar uma Teoria 

de Sistemas Dinâmicos. Foi Galileu quem introduziu conceitos de Dinâmica, a teoria 

que trata das causas dos movimentos.  

Isaac Newton sintetizou os seus estudos em Leis de Gravitação Universal além de 

elaborar, paralelamente a Gottfried Leibnitz, o método do cálculo diferencial e integral. 

Jean Lê Rond d’Álembert, por sua vez, desenvolveu o estudo de cordas em vibração 

dando inicio ao estudo sistemático das equações diferenciais parciais.  

Lagrange reformulou a dinâmica introduzindo o princípio da conservação de 

energia, que afirmava que todo o movimento de um corpo poderia ser descrito através 

das equações da sua energia em função da energia cinética e energia potencial. Além 

disso, introduziu um sistema de coordenadas para representação algébrica da geometria 

do movimento.  

Para estudar a dinâmica do problema dos três corpos, Henri Poincaré criou um 

novo ramo da Matemática, a Topologia(Monteiro 2002). Ele notou que alguns sistemas 

possuíam grande variabilidade no comportamento das soluções devido às pequenas 
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alterações nas condições iniciais. A previsão nestes sistemas tornava-se impossível e 

eliminava-se a possibilidade de determinismo. Num extremo tem-se o movimento 

caótico, sensível às condições iniciais, e no outro a dinâmica regular dos sistemas 

integráveis, sendo que tipicamente esses movimentos surgem entrelaçados num mesmo 

sistema. 

Até o final do século XIX modelos matemáticos de sistemas dinâmicos de 

vibração não levavam em conta a influência do comportamento do sistema sobre as 

fontes de vibração. Os modelos matemáticos que consideram a influência do 

comportamento do sistema sobre as fontes de vibração são chamados sistemas 

dinâmicos não ideais; uma equação que descreve a interação do fornecimento de energia 

com o sistema motor deve ser adicionada. Assim, como primeira característica, os 

sistemas não ideais de vibração tem um grau de liberdade a mais do que o 

correspondente sistema ideal. 

Foi Sommerfeld quem deu início a uma nova classe de sistemas dinâmicos, os 

chamados: sistemas dinâmicos não ideais. Esses sistemas possuem uma fonte de 

excitação operando com potência limitada. Sommerfeld notou que na região de 

ressonância, a rotação do motor variava de maneiras distintas, dependendo não só do 

tempo mas também da oscilação do sistema. Ele observou a dependência da curva de 

ressonância com relação à variação da frequência da força de excitação, o fenômeno do 

salto (”jump”) durante a passagem pela região de ressonância (Monteiro, 2002). 

O fenômeno de salto na amplitude de vibração e do aumento da potência exigida 

pela fonte para operar próximo da região de ressonância do sistema são manifestações 

de um problema não ideal, geralmente são conhecidos na literatura como Efeito 

Sommerfeld. Este fenômeno sugere que a resposta vibratória do sistema não ideal emula 

um "absorvedor de energia" nas regiões próximas à ressonância do sistema, transferindo 
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a potência da fonte de vibrações da estrutura de apoio, ao invés da aceleração da 

máquina. Em outras palavras, um dos problemas enfrentados pelo engenheiro mecânico 

é fazer  um sistema passar pela região de ressonância. Uma revisão de problemas não 

ideais foi publicado em Balthazar e Mook, (2003).   

2.1 LEVITAÇÃO MAGNÉTICA 

Desde o inicio das civilizações, há uma necessidade de viajar pequenas e grandes 

distâncias entre diferentes locais, nessa busca novas formas modernas e avançadas de 

locomoção surgem a cada dia. O primeiro problema de transporte terrestre foi como 

mover um grande número de pessoas. Somente em 1829 ocorreu a criação do primeiro 

serviço de transporte público em Londres, esta criação foi tradicionalmente atribuída a 

Georges Shilibeer. 

De acordo com Moon, 2004, a suspensão de objetos e pessoas sem meios visíveis 

de sustentação é fascinante para a maioria das pessoas, mesmo em tempos de altas 

tecnologias. Sistemas Dinâmicos sem os efeitos da gravidade são um sonho comum 

para gerações de pensadores desde Benjamin Franklin a Robert Goddard. Um método 

encontrado para resolver esta questão foi a levitação magnética (maglev). A levitação 

magnética, maglev, ou suspensão magnética é um método pelo qual um objeto é 

suspenso, apoiado apenas pelos campos magnéticos. A pressão magnética é usada para 

neutralizar os efeitos da gravidade e todas as outras acelerações (Braunbeck, 1939). 

O desenvolvimento moderno de sistemas de transporte de levitação magnética, 

conhecidos como maglev, começou no final dos anos 60, como uma consequência 

natural do desenvolvimento da baixa temperatura do fio supercondutor,  um transistor e 

tecnologia de controle baseados em chips eletrônicos. Na década de 80, MagLev 

amadureceu a ponto de tecnólogos japoneses e alemães começarem  a comercializar 
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essa nova tecnologia de alta velocidade (Moon, 2004). Desde a descoberta dos 

supercondutores, de acordo com Moon (1982), a levitação magnética tornou-se um 

símbolo das novas tecnologias. Além disso, um sistema de transporte de levitação 

magnética é capaz de instigar a imaginação do movimento dos corpos levitados. No 

entanto, há uma grande falta de entendimento sobre a levitação magnética. 

2.2 ABSORVEDORES DE VIBRAÇÃO 

Nesta seção será apresentada uma revisão sobre absorvedores passivos de energia 

em especial o NES (Nonlinear Energy Sink), pois será utilizado em trabalhos 

posteriores.  

Vários trabalhos são desenvolvidos sobre absorvedores de vibrações, uma vez 

que, há um grande interesse em absorver e dissipar a parcela da energia de vibração que 

não é desejada para o sistema.   

O absorvedor de vibração sintonizado (TVA), também conhecido como TMD – 

Tuning Mass Damper - é o dispositivo mais utilizado para redução de vibrações, isso se 

deve principalmente a sua característica linear que possibilita uma fácil aplicação em 

modelos simples, porém, em estruturas mais complexas não tem uma eficácia tão 

grande, pois como é um absorvedor sintonizado, ele funciona bem para uma única 

frequência e um modo de vibrar do sistema. 
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FIGURA 2.1. TVA ACOPLADO A UM OSCILADOR IDEAL (VIGUIÉ, R., 2010). 
Frahm em 1911 foi pioneiro nos primeiros estudos sobre o TVA. Ele considerou 

uma massa m2 acoplada a um oscilador linear harmônico por uma mola k2 (figura 2.1).  

Com a eficiência limitada do TVA, surgem sistemas de controle ativo com a 

vantagem de ter uma maior eficiência na absorção de vibrações, porém o gasto 

energético e o alto custo desses dispositivos são questões que os tornam menos 

atrativos. Nesse contexto, um diferente absorvedor de vibração se faz necessário para 

trabalhar com estruturas mais complexas, como é o absorvedor de vibração não linear. 

Os primeiros estudos sobre absorvedores não lineares são de Roberson (1952), 

Pipes (1953) e Arnold (1955) que estudaram a influência da não linearidade sobre a 

“banda” de frequência dos movimentos. Hunt e Nissen (1982) foram os primeiros a 

estudar um absorvedor não linear de forma prática. Entre os absorvedores não lineares 

podemos citar: o pêndulo; uma massa desbalanceada; o absorvedor por impacto; e o 

absorvedor de energia não linear (NES). 

2.2.1 Nonlinear Energy Sink (NES) 

Vários tipos de estrutura podem ser considerados como um NES, entretanto, será 

adotado como NES um bloco oscilante, acoplado ao sistema principal, cuja principal 
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diferença em relação o TVA é uma não linearidade característica, representada em 

geral, por uma mola cúbica ligada a esse bloco.  

 

FIGURA 2.2. NES ACOPLADO A UM OSCILADOR LINEAR (VIGUIÉ, R., 2010).  

 

O termo “energy pumping”, muitas vezes utilizado quando se trata de 

absorvedores não lineares, se refere a uma irreversível transferência de energia do 

sistema principal para o absorvedor (NES), ou seja, o NES permite que a energia 

vibracional do oscilador seja transferida em um único sentido. 

A partir de 2001 importantes trabalhos foram publicados sobre esse assunto na 

literatura.  

� Malatkar e Nayfeh (2007) investigaram a eficácia do NES na atenuação de 

vibração de uma estrutura linear sob excitação harmônica;  

� Jiang et al.(2003) estudaram a dinâmica do estado forçado de um sistema 

de osciladores acoplados composto por um subsistema linear com um NES 

ligado. Eles mostraram que o NES é capaz de absorver a energia do 

subsistema linear ao longo de uma faixa de freqüência ampla.  

� Vakakis (2001) estudou a energia de bombeamento em um sistema de dois 

graus de liberdade, bem como, em uma cadeia MDOF com um dispositivo 

não linear fracamente acoplado..  
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Em outros trabalhos recentes (Vakakis, 2008), (Dantas e Balthazar 2007), 

(Dantas e Balthazar 2008), tem sido demonstrado que os dispositivos essencialmente 

não lineares podem absorver, de forma passiva, a energia de um subsistema linear,  

atuando em essência como NES. 

2.3 MODELOS MOTIVADORES 

Há vários trabalhos com esse mesmo tema na literatura, alguns que serviram de 

motivação para o presente estudo foram: 

“CHAOTIC VIBRATION OF AN AUTOPARAMETRICAL SYSTEM WITH A 

NON IDEAL SOURCE OF POWER”, desenvolvido por Danuta Sado e Maciej Kot, em 

2007, observaram a influência do amortecimento linear e não linear na transferência de 

energia. 

 
Figura 2.3. MODELO NÃO IDEAL DE UM SISTEMA AUTOPARAMÉTRICO 

(SADO E KOT, 2007). 

As equações que governam o movimento são: 
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(2.1) 

Outro trabalho realizado por Sado, ilustrado na figura 2.4 foi,  “ANALYSIS OF 

VIBRATION OF THREE-DEGREE-OF-FREEDOM DYNAMICAL SYSTEM WITH 

DOUBLE PENDULUM” (Sado e Gajos, 2008), onde utilizaram o método de múltiplas 

escalas para determinar uma solução aproximada em condições de ressonância.   

 

Figura 2.4. DIAGRAMA DO SISTEMA CONSIDERADO (SADO E GAJOS, 
2008). 

 

 
 
 
 
(2.2) 
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Pêndulo eletro mecânico mostrado na figura 2.3, que foi estudado por Dias, 2006 

e Santos, 2009, têm uma oscilação horizontal e uma fonte não ideal de alimentação do 

sistema.  

 

FIGURA 2.5. PÊNDULO ELETROMECÂNICO (DIAS, 2006 E SANTOS, 2009). 
Abaixo segue as equações do modelo : 

 
 
 
(2.3) 

 

Observaram que, quando próximo à região de ressonância (1:1 e 2:1), a amplitude 

de oscilação do bloco e do pêndulo aumenta durante a passagem pela ressonância. Além 

disso, verificou-se  a existência de um autovalor nulo, o que implica a existência de uma 

variedade central associada ao sistema. 

Um trabalho no mesmo contexto, mas com oscilação vertical, como mostra a 

figura 2.4,  foi desenvolvido por Elias, (2009). 
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FIGURA 2.6. SISTEMA MECÂNICO DE PÊNDULO ELETROMECÂNICO 
VERTICAL (ELIAS, 2009). 

 

As equações de movimento são dadas por:  

 

 
 
 
 
(2.4) 

 

Onde verificou, por meio de expansão direta,  que o sistema tinha várias 

ressonâncias entre bloco, motor e pêndulo, apresentando um comportamento instável 

para valores de frequência do motor próximos de 1.  

 
Yabuno (2010) desenvolveu um trabalho sobre levitação magnética no qual 

modela um bloco magneticamente levitado com a base excitada por um shaker onde usa 

um pêndulo como absorvedor de vibrações, como mostram as Figuras 2.5 e 2.6. 
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FIGURA 2.7. MODELO UTILIZADO POR YABUNO 2010. 
    

 

Figura 2.8. EXPERIMENTO REALIZADO POR YABUNO 2010 
 

Cujas equações adimensionais do movimento são: 
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(2.5) 

 

Yabuno explora a ação não linear do controlador para neutralizar o efeito da 

ressonância paramétrica externo no sistema.  

Outro trabalho motivador foi feito por Gendelman O.V, et AL (2011), onde um 

bloco, com oscilação horizontal, tem uma massa desbalanceada como NES, como 

mostra a figura 2.6. 

 

FIGURA 2.9. MODELO UTILIZADO POR GENDELMAN 2011. 
 

As equações do modelo proposto por Gendelman et AL (2011) são dadas por:  
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(2.6) 

 Gendelman demonstrou, numérica e experimentalmente, que uma simples massa 

excêntrica em rotação pode funcionar com um NES.  
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3 MODELAGEM MATEMÁTICA DE BLOCOS EM MOVIMENTO 

O objetivo principal deste capítulo é a abordagem de alguns modelos 

simplificados de blocos em movimento, analisando e desenvolvendo-os de forma 

gradual. Para tal analise serão deduzidas as equações de movimento de vários modelos 

matemáticos de sistemas dinâmicos ideais e não ideais separados de acordo com a 

tabela a seguir. Em negrito estão os modelos matemáticos que são foco de estudo desta 

dissertação.  

Tabela 3.1. Lista dos modelos matemáticos estudados 

MODELO MATEMÁTICO ORIENTAÇÃO DO 
MOVIMENTO TIPO 

1 Horizontal Ideal 
2 Horizontal Ideal 
3 Horizontal Não ideal 
4 Horizontal Não ideal 
5 Vertical Ideal 
6 Vertical Ideal 
7 Vertical Não ideal 
8 Vertical Não ideal 
9 Vertical Ideal 

10 Vertical Ideal 
11 Vertical Não ideal 
12 Vertical Não ideal 

 

Para que se possa estudar a dinâmica envolvida no problema, através dos modelos 

citados anteriormente, tem-se a necessidade de obter as equações governantes do 

movimento. Para isso, determina-se a posição e a velocidade dos corpos envolvidos em 

cada caso, em seguida, obtêm-se as equações de energia para que possa utilizar o 

método desenvolvido por Lagrange. 
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3.1 MODELO MATEMÁTICO 1  

Neste modelo, bastante simplificado, um bloco de massa m, excitado por uma 

força harmônica externa e conectado a uma coluna por meio de uma mola e um 

amortecedor, desliza sem atrito por uma plataforma, como pode ser observado na figura 

3.1. 

 

Figura 3.1. Sistema excitado horizontalmente por uma força harmônica. 

  

Considerando apenas o deslocamento horizontal, tem-se: 

��	 = �	         ⇒    �	̇ = �̇	 (3.1)�	 = 0           ⇒   �	̇ = 0  (3.2)� 
  

A partir de (3.2) e (3.1) obtém-se, respectivamente, as energias cinética (T) e 

potencial (V). Logo, a energia cinética é obtida pela expressão: 

� = 	
 �!�̇	
"                                                               (3.3) 

� = 	
 �(�̇	
)                                                               (3.4) 
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Utilizando as equações (4.1) e (4.2) obtém-se a expressão para energia potencial 

# = $ − %                                                                (3.5) 

Onde  $ é a energia potencial da mola e  % trabalho da força peso. 

Assim 

$ = 12 &	�	
 

e 

% = 0 

Logo 

# = 	
 &	�	
                                                      (3.6) 

 A partir das equações (3.4) e (3.6) e utilizando a formulação de Lagrange,  

obtêm-se as equações de movimento. 

Equação de Lagrange (Kiblle, 1970) 

' = � − # 

��� * +,+-̇/4 − +,+-/ = ��   5 = 1. . 6                                               (3.7) 

Onde 6 é o número de graus de liberdade do sistema. 

Substituindo T e V em (7), seque que: 

 

7�7�̇	 = �̇	(�) 
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��8 9 7�7�̇	: = �̈	(�) 

7#7�	 = &	�	 

�	 = −�	q̇	 +  Acos(wt) 

Assim, a equação que governa o movimento é dada por: 

�̈	(�) + &	�	 = −�	q̇	 +  Acos(wt)                                      (3.8) 

�̈	(�) + &	�	 = −�	q̇	 +  Acos(wt) 

�̈	 = − &	� �	 − �	� q̇	 +  Acos(wt)m  

�̈	 = −>	
�	 − ?	q̇	 +  Acos(wt)m  

 

Reescrevendo a equação em espaços de estados temos : 

@        x	′ = x
                                                x
′ = −B	 − ?	x
 +  ACcos(wt) �                                       (3.9) 
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3.2 MODELO MATEMÁTICO 2 

No modelo a seguir (Gendelman) um bloco de massa m, excitado horizontalmente 

por uma força harmônica externa e conectado a uma coluna por meio de uma mola e um 

amortecedor, desliza sem atrito por uma plataforma, enquanto uma massa 

desbalanceada, utilizada como absorvedor de energia, desloca-se livremente em uma 

trajetória circular, como mostra a figura 3.2. 

 

Figura 3.2. Sistema excitado horizontalmente por uma força harmônica, acoplado a uma 
massa desbalanceada. 

 

Onde �	 é a massa do bloco, �
 a massa desbalanceada, �	 deslocamento 

vertical do bloco, �
 deslocamento angular da massa desbalanceada. 

 Para o bloco, segue que 

��	 = �	            ⇒   �	̇ = �̇	        (3.10)�	 = 0          ⇒    �	̇ = 0              (3.11)� 
e para a massa desbalanceada 
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��
 = �	 + D�EF(�
)            ⇒   �
̇ = �̇	 − �̇
DFG6(�
)        (3.12)�
 = DFG6(�
)           ⇒   �
̇ = �̇
D cos(�
)                        (3.13) � 
Obtendo as energias cinética (T) e potencial (V) 

� = 12 H�	!�̇	
" + �
!�̇

 + �̇

" + 

�̇

I 
� = 12 J�	(�̇	
) + �
 *(�̇	 − �̇
DFG6(�
))
 + �̇

D
�EF
(�
)4 +

�̇

K 

� = 12 H�	(�̇	
) + �
!�̇	
 − 2�̇	�̇
D sen(�
) + �̇

D
FG6
(�
) + �̇

D
 cos
(�
)"
+ 

�̇

I 

� = 12 H�	(�̇	
) + �
!�̇	
 − 2�̇	�̇
D sen(�
) + �̇

D
(FG6
(�
) + cos
(�
))"+

�̇

I 

� = 12 H�	(�̇	
) + �
!�̇	
 − 2�̇	�̇
D sen(�
) + �̇

D
" + 

�̇

I 
� = -̇L�
 (�	 + �
) − �
�̇	�̇
D sen(�
) + M�-̇��N�
 + O�-̇��
                  (3.14) 

Energia potencial : 

Utilizando a equação (3.5) , segue que:  

$ = 12 &	�	
 

% = −P[�
DFG6(�
)] 
# = 	
 &	�	
 + P�
DFG6(�
)                                    (3.15) 

Equação de  Lagrange , (Kiblle, 1970) 
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' = � − # 

��� * +,+-̇/4 − +,+-/ = ��   5 = 1,2                                        (3.16) 

Substituindo T e V em (15), seque que: 

R = � Equação do bloco 

7'7�̇	 = �̇	(�	 + �
) − �
�̇
DFG6(�
) 

��8 9 7'7�̇	: = �̈	(�	 + �
) − �
D!�̈
 FG6(�
) + �̇

�EF(�
)" 

7'7�	 = &	�	 

�	 = −�	q̇	 +  Acos(wt) 

R = S  - Equação da massa desbalanceada 

7'7�̇
 = −�̇	�
DFG6(�
) + �̇
 �
D
 + 

�̇
  

��8 9 7'7�̇
: = −�̈	�
DFG6(�
) − �̇	�̇
�
D�EF(�
) + �̈
(�
D
 + 

) 

7'7�
 = −P�
D�EF(�
) − �
�̇	�̇
D cos(�
) 

�
 = −�
q̇
 

Assim,  as equações que governam o movimento são: 

@�̈	(�	 + �
) − �
D!�̈
 FG6(�
) + �̇

�EF(�
)" = −�	q̇	 − &	�	 +  Acos(wt)−�̈	�
DFG6(�
) + �̈
(�
D
 + 

) = −�
q̇
 − P�
D�EF(�
)       (3.17)� 
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U�̈	(�	 + �
) − �
D�̈
 FG6(�
) = −�	q̇	 − &	�	 + �
D�̇

�EF(�
) +  Acos(wt)−�̈	�
DFG6(�
) + �̈
(�
D
 + 

) = −�
q̇
 − P�
D�EF(�
)       � 

⎩⎨
⎧�̈	 − �
(�	 + �
) D�̈
 FG6(�
) = − �	(�	 + �
) q̇	 − &	(�	 + �
) �	 + �
(�	 + �
) D�̇

�EF(�
) + Acos(wt)(�	 + �
)−�̈	FG6(�
) + �̈
 Y�
D = − �
�
D q̇
 − P�EF(�
)       � 

É possível tornar o sistema adimensional introduzindo as variáveis 

adimensionais: 

Z = >\8 ,     � = �	 + �
,       >	
 = ^L_  ,     ` = M�(MLaM�) 
�	 = DB	,                 �̇	 = >	 DB	′  ,                 �̈	 = >	
DB	′′ 
�
 = B
,                   �̇
 = >	 B
′  ,                 �̈
 = >	
B
′′ 
Onde: 

  (.) denota a derivada em t e (´) denota a derivada em Z; 

 Z, é o tempo adimensional; 

B	, é o deslocamento adimensional do bloco na direção x; 

B
, é o deslocamento angular adimensional da massa desbalanceada; 

⎩⎪⎨
⎪⎧B	′′ −  `B
′′ FG6(B
) = − �	(�	 + �
)>	 B	′ − B	 +  `B
′ 
�EF(B
) +  Acos(wt)�−B	′′FG6(B
) + B
′′ Y�
D = − �
�
D
>	 B
′ − P>	
D �EF(B
)       � 
Definindo as seguintes constantes  

?	 = dL(MLaM�)fL ,    ?
 = d�M�N�fL ,   >
 = gfL�N  ,  h = iM�N�     ,  segue que  
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@B	′′ −  `B
′′ FG6(B
) = −?	B	′ − B	 +  `B
′ 
�EF(B
) +  ACcos(wt)−B	′′FG6(B
) + B
′′h = −?
B
′ − >
�EF(B
)       �(3.18) 

Matricialmente 

j 1 − ` FG6(B
)−FG6(B
) h k @B	′′B
′′l = @−?	B	′ − B	 +  `B
′ 
�EF(B
) + ACcos(wt)−?
B
′ − >
�EF(B
) l
= Up	p
r 

Sejam  as matrizes  

u = j 1 − ` FG6(B
)−FG6(B
) h k , v = jp	 − ` FG6(B
)p
 h k , y = j 1 p	−FG6(B
) p
k 

zG8(u) = h − ` FG6
(B
) 

zG8(v) = p	h + `p
 FG6(B
) 

zG8(y) = p
 + p	FG6(B
) 

Resolvendo o sistema matricial acima 

�B	′′ = {|�(}){|�(~) = �L�a��� �|�(��)��� �|��(��)B
′′ = {|�(�){|�(~) = ��a�L�|�(��)��� �|��(��)
�                                  (3.19) 
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3.3 MODELO MATEMÁTICO 3 

Esse modelo é similar ao modelo 2, porém a massa desbalanceada é proveniente 

de um motor de potencial limitada que é a fonte de vibração do sistema. Devido ao 

limite de potência da fonte de energia esse sistema caracteriza um modelo não ideal.  

 

Figura 3.3. Sistema excitado por um motor de potência limitada com  uma massa 
desbalanceada. 

Para o bloco, segue que 

��	 = �	            ⇒   �	̇ = �̇	        (3.20)�	 = 0           ⇒   �	̇ = 0              (3.21)� 
e para a massa desbalanceada 

��
 = �	 + D�EF(�
)            ⇒   �
̇ = �̇	 − �̇
DFG6(�
)        (3.22)�
 = DFG6(�
)           ⇒    �
̇ = �̇
D cos(�
)                             (3.23)� 
Obtendo as energias cinética (T) e potencial (V) 

� = 12 H�	!�̇	
" + �
!�̇

 + �̇

" + 

�̇

I 
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� = 12 J�	(�̇	
) + �
 *(�̇	 − �̇
DFG6(�
))
 + �̇

D
�EF
(�
)4 + 

�̇

K 
� = 12 H�	(�̇	
) + �
!�̇	
 − 2�̇	�̇
D sen(�
) + �̇

D
FG6
(�
) + �̇

D
 cos
(�
)"

+ 

�̇

I 
� = 12 H�	(�̇	
) + �
!�̇	
 − 2�̇	�̇
D sen(�
) + �̇

D
(FG6
(�
) + cos
(�
))" + 

�̇

I 

� = 12 H�	(�̇	
) + �
!�̇	
 − 2�̇	�̇
D sen(�
) + �̇

D
" + 

�̇

I 
� = -̇L�
 (�	 + �
) − �
�̇	�̇
D sen(�
) + M�-̇��N�
 + aO�-̇��
                   (3.24) 

Onde 

 representa o momento de inécia do motor. 

Energia potencial : 

$ = 12 &	�	
 

% = −P[�
DFG6(�
)] 
# = 12 &	�	
 

# = 	
 &	�	
 + P�
DFG6(�
)                                          (3.25) 

Equação de  Lagrange, (Kiblle, 1970) 

' = � − # 

��� * +,+-̇/4 − +,+-/ = ��   5 = 1,2                                            (3.26) 

Substituindo T e V em (3.26), seque que: 
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R = � – Equação do bloco 

7�7�̇	 = �̇	(�	 + �
) − �
�̇
DFG6(�
) 

��8 9 7�7�̇	: = �̈	(�	 + �
) − �
D!�̈
 FG6(�
) + �̇

�EF(�
)" 

7#7�	 = &	�	 

�	 = −�	q̇	 

R = S - Equação do motor 

7'7�̇
 = −�̇	�
DFG6(�
) + �̇
 �
D
 + 

�̇
  

��8 9 7'7�̇
: = −�̈	�
DFG6(�
) − �̇	�̇
�
D�EF(�
) + �̈
�
D
 + 

�̈
 

7'7�
 = −P�
D�EF(�
) − �
�̇	�̇
D cos(�
) 

�
 = �(�̇
)     (�(�̇
) = u	 − u
q̇
) 

Assim, as equações que governam o movimento são: 

@ �̈	(�	 + �
) − �
D!�̈
 FG6(�
) + �̇

�EF(�
)" = −�	q̇	 − &	�	−�̈	�
DFG6(�
) + �̈
(�
D
 + 

) = �(�̇
) + �̇	�̇
�
D�EF(�
) − P�
D�EF(�
) − �̇	�̇
�
D cos(�
)(3.27)� 
U�̈	(�	 + �
) − �
D�̈
 FG6(�
) = −�	q̇	 − &	�	 + �
D�̇

�EF(�
) +  Acos(wt)−�̈	�
DFG6(�
) + �̈
(�
D
 + 

) = �(�̇
) − P�
D�EF(�
)       � 

⎩⎪⎨
⎪⎧�̈	 − �
(�	 + �
) D�̈
 FG6(�
) = − �	(�	 + �
) q̇	 − &	(�	 + �
) �	 + �
(�	 + �
) D�̇

�EF(�
)

−�̈	FG6(�
) + �̈
 Y�
D = �(�̇
)�
D − P�EF(�
)       � 



MODELAGEM MATEMÁTICA DE BLOCOS EM MOVIMENTO   52 

 
 

É possível tornar o sistema adimensional introduzindo as variáveis 

adimensionais: 

Z = >\8 ,     � = �	 + �
,       >	
 = ^L_  ,     ` = M�_  

�	 = DB	,                 �̇	 = >	 DB	′  ,                 �̈	 = >	
DB	′′ 
�
 = B
,                   �̇
 = >	 B
′  ,                 �̈
 = >	
B
′′ 
Onde: 

  (.) denota a derivada em t e (´) denota a derivada em Z; 

 Z, é o tempo adimensional; 

B	, é o deslocamento adimensional do bloco na direção x; 

B
, é o deslocamento angular adimensional da massa desbalanceada; 

⎩⎪⎨
⎪⎧B	′′ − `B
′′ FG6(B
) = − �	(�	 + �
)>	 B	′ − B	 + `B
′ 
�EF(B
)

−B	′′FG6(B
) + B
′′ Y�
D
 = �(�̇
)�
D
>	
 − P>	
D �EF(B
)       � 
Definindo as seguintes constantes  

?	 = dL(MLaM�)fL ,    ?
 = d�M�N�fL ,   >
 = gfL�N   ,  h = iM�N�    ,     �	 = �LM�N�fL�  ,    �
 =
��M�N�fL            segue que 

@B	′′ − `B
′′ FG6(B
) = −?	B	′ − B	 + `B
′ 
�EF(B
)−B	′′FG6(B
) + B
′′h = �	 − �
B
′ − >
�EF(B
)         �                (4.28) 

Matricialmente 
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j 1 − ` FG6(B
)−FG6(B
) h k @B	′′B
′′l = @−?	B	′ − B	 +  `B
′ 
�EF(B
)�	 − �
B
′ − >
�EF(B
) l = Up	p
r 
Sejam  as matrizes  

u = j 1 − ` FG6(B
)−FG6(B
) h k , v = jp	 − ` FG6(B
)p
 h k , y = j 1 p	−FG6(B
) p
k 
zG8(u) = h − ` FG6
(B
) 

zG8(v) = p	h + `p
 FG6(B
) 

zG8(y) = p
 + p	FG6(B
) 

Resolvendo o sistema matricial acima 

�B	�� = {|�(}){|�(~) = �L�a��� �|�(��)��� �|��(��)B
�� = {|�(�){|�(~) = ��a�L�|�(��)��� �|��(��)
�                                  (3.29) 
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3.4 MODELO MATEMÁTICO 4 

Incluindo um pêndulo no modelo 3, obtém-se o modelo 4 a seguir. 

 

Figura 3.4. Sistema excitado por um motor de potência limitada com  uma massa 
desbalanceada, acoplado a um pêndulo. 

 Nesse caso considera-se o movimento vertical do bloco �	, o deslocamento 

angular do motor �
 e  o deslocamento angular do pêndulo ��. 

Para o bloco, segue que 

��	 = �	            ⇒   �	̇ = �̇	        (3.30)�	 = 0           ⇒   �	̇ = 0              (3.31)� 
para a massa desbalanceada 

��
 = �	 + D�EF(�
)            ⇒   �
̇ = �̇	 − �̇
DFG6(�
)        (3.32)�
 = DFG6(�
)           ⇒    �
̇ = �̇
D cos(�
)                             (3.33)� 
 

e,  para o pêndulo 

��� = �	 + �FG6(��)           ⇒    ��̇ = �̇	 + �̇���EF(��)        (3.34)�� = �(1 − cos(��))           ⇒    ��̇ = �̇��FG6(��)                 (3.35)� 
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Energia Cinética 

� = 12 H�	!�̇	
" + �
!�̇

 + �̇

" + ��!�̇�
 + �̇�
" + 

�̇

I 
Substituindo as velocidades temos: 

� = 12 {�	�̇	
 + �
[(�̇	 − �̇
DFG6(�
))
 + (�̇
D cos(�
))
]
+ ��[(�̇	 + �̇���EF(��))
 + (�̇��FG6(��))
] + 

�̇

} 

� = 12 ��	�̇	
 + �
H�̇	
 − 2�̇	�̇
D sen(�
) + �̇

D
FG6
(�
) + �̇

D
 cos
(�
)I
+ ��H�̇	
 + 2�̇	�̇���EF(��) + �̇�
�
�EF
(��) + �̇�
�
FG6
(��)I + 

�̇

� 

� = 	
 ��	�̇	
 + �
H�̇	
 − 2�̇	�̇
D sen(�
) + �̇

D
I + ��H�̇	
 + 2�̇	�̇���EF(��) + �̇�
�
I +


�̇

�                                                                                                                                                     (4.36)  

� = �̇	
2 (�	 + �
 + ��) − �̇	�̇
�
 rsen(�
) + �̇	�̇���� cos(��) + �
�̇

D
2
+ �̇�
���
2 + 

�

2  

Energia Potencial 

# = $ − % 

$ = 12 [&	�	
] 
% = −PH�
!DFG6(�
)" + ��!−�(1 − cos(��))"I 

# = 	
 &	�	
 + PH�
!DFG (�
)" + ���(1 − cos(��))I                (4.37) 
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Equação de Lagrange , (Kiblle, 1970) 

' = � − # 

��� * +,+-̇/4 − +,+-/ = ��   5 = 1,2,3                              (3.38) 

R = �  - Equação do bloco 

7'7�̇	 = �̇	(�	 + �
 + ��) − �̇
�
DFG6(�
) + �̇�����EF(��) 

��8 9 7'7�̇	: = �̈	(�	 + �
 + ��) − �
D!�̈
 FG6(�
) + �̇

�EF(�
)"
+ ���!�̈� �EF(��) − �̇�
FG6(��)" 

7'7�	 = &	�	 

�	 = −�	q̇	    

R = S - Equação do motor 

7'7�̇
 = −�̇	�
DFG6(�
) + �̇
 �
D
 + 

�̇
 

��8 9 7'7�̇
: = −�̈	�
DFG6(�
) − �̇	�̇
�
D�EF(�
) + �̈
�
D
 + 

�̈
 

7'7�
 = −P�
D�EF(�
) − �
�̇	�̇
D cos(�
) 

�
 = �(�̇
)     (�(�̇
) = u	 − u
q̇
) 

R = � - Equação do pêndulo 

7'7�̇� = �̇	����EF(��) + ��̇���
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��8 9 7'7�̇�: = �̈	����EF(��) − �̇	��̇���FG6(��) + �̈����
 

7'7�� = −P���FG6(��) + �̇	�̇���� cos(��) 

�� = −���̇� 

Equações de Movimento 

��̈	(�	 + �
 + ��) − �
D!�̈
 FG6(�
) + �̇

�EF(�
)" + ���!�̈� �EF(��) − �̇�
FG6(��)" = −�	q̇	 − &	�	−�̈	�
DFG6(�
) − �̇	�̇
�
D�EF(�
) + �
�̇	�̇
D cos(�
) + �̈
(�
D
 + 

) = �(�̇
) − P�
 �EF(�
)�̈	����EF(��) − �̇	��̇���FG6(��) + �̇	�̇���� cos(��) + �̈����
 = −���̇� − P���FG6(��) (3.39)� 

��̈	(�	 + �
 + ��) − �
D�̈
 FG6(�
) − �
D�̇

�EF(�
) + ����̈� �EF(��) − ����̇�
FG6(��) = −�	q̇	 − &	�	−�̈	�
DFG6(�
) + �̈
(�
D
 + 

) = �(�̇
) − P�
 �EF(�
)�̈	����EF(��) + �̈����
 = −���̇� − P���FG6(��)       

⎩⎪⎪
⎨⎪
⎪⎧�̈	 − �
D� �̈
 FG6(�
) + ���� �̈� �EF(��) = − �	� q̇	 − &	� �	 + �
D� �̇

�EF(�
) + ���� �̇�
FG6(��)

−�̈	FG6(�
) + �̈
 Y�
D = �(�̇
)�
D − P�EF(�
)
�̈	�EF(��) + �̈�� = − ����� �̇� − PFG6(��)

      � 

É possível tornar o sistema adimensional introduzindo as variáveis 

adimensionais: 

Z = >\8 ,     � = �	 + �
 + ��,       >	
 = ^L_  ,     `	 = M�_  , `
 = M�_  

�	 = �B	,                 �̇	 = >	 �B	�  ,                 �̈	 = >	
�B	�� 
�
 = B
,                   �̇
 = >	 B
�  ,                 �̈
 = >	
B
�� 
�� = B�,                   �̇� = >	 B��  ,                 �̈� = >	
B��� 
Onde: 
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  (.) denota a derivada em t e (´) denota a derivada em Z; 

 Z, é o tempo adimensional; 

B	, é o deslocamento adimensional do bloco na direção x; 

B
, é o deslocamento angular adimensional da massa desbalanceada; 

B�, é o deslocamento angular adimensional do pêndulo; 

⎩⎪
⎨
⎪⎧>	
�B	�� − �
D� >	
B
�� FG6(B
) + ���� >	
B��� �EF(B�) = − �	� >	 �B	� − &	� �B	 + �
D� >	
B
� 
�EF(B
) + ���� >	
B�� 
FG6(B�)

−>	
�B	��FG6(�
) + >	
B
�� Y�
D = �	�
D − �
�
D >	 B
� + −P�EF(B
)
>	
�B	���EF(B�) + >	
B���� = − ����� >	 B�� + −PFG6(B�)

 

Definindo as seguintes constantes  

?	 = dL_fL ,    ?� = d�M��fL �,   � = gfL��   ,  h = iM��N     ,     �	 = �LM�N�fL�  ,    �
 = ��M�N�fL  ,        

� = N�   >�
 = g�  ,    >
 = f��fL�      segue que 

�B	�� − `	�B
�� FG6(B
) + `
B��� �EF(B�) = −?	B	� − B	 + `	�B
� 
�EF(B
) + `
B�� 
FG6(B�)−B	��FG6( 
) + B
��h = �	 − �
B
� − >
�EF(B
)B	���EF(B�) + B��� = −?�B�� − >
FG6(B�)     (3.40)  � 
Matricialmente 

� 1 − `	� FG6(B
) `
 �EF(B�)−FG6(B
) h 0�EF(B�) 0 1 � �B	��B
��B����
= �−?	B	� − B	 + `	�B
� 
�EF(B
) + `
B�� 
FG6(B�)�	 − �
B
� − >
�EF(B
)−?�B�� − >
FG6(B�) � =  p	p
p�¡ 

Sejam  as matrizes  
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u = � 1 − `	� FG6(B
) `
 �EF(B�)−FG6(B
) h 0�EF(B�) 0 1 � ,   

 v = �p	 − `	� FG6(B
) `
 �EF(B�)p
 h 0p� 0 1 � , y = � 1 p	 `
 �EF(B�)−FG6(B
) p
 0�EF(B�) p� 1 � ,
z = � 1 − `	� FG6(B
) p	−FG6(B
) h p
�EF(B�) 0 p�� 

zG8(u) = h + 0 + 0 − `
h �EF
(B�) − `	� FG6
(B
) − 0 

zG8(v) = p	h + 0 + 0 − `
hp� �EF(B�) + `	�p
FG6(B
) − 0 

zG8(y) = p
 + 0 − `
p� �EF(B�) FG6(B
) − `
p
 �EF
(B�) + p	FG6(B
) − 0 

zG8(z) = hp� − `	�p
 FG6(B
)�EF(B�) + 0 − hp	�EF(B�) − p�`	� FG6
(B
) − 0 

Resolvendo o sistema matricial acima 

⎩⎪⎨
⎪⎧ B	�� = {|�(}){|�(~) = �L������� d¢�(��)a�L£���|�(��)����� d¢��(��)��L£ �|��(��)B
�� = {|�(�){|�(~) = ������� d¢�(��)�|�(��)����� d¢��(��)a�L�|�(��)����� d¢��(��)��L£ �|��(��)B
�� = {|�({){|�(~) = �����L£�� �|�(��)d¢�(��)���Ld¢�(��)����L£ �|��(��)����� d¢��(��)��L£ �|��(��)

�         (3.41) 

3.5 MODELO MATEMÁTICO 5  

Esse modelo considera apenas o movimento vertical �	 do bloco de massa m 

excitado por uma força harmônica, portanto: 
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Figura 3.5. Sistema excitado verticalmente por uma força harmônica.  

 

� �	 = 0           ⇒   �	̇ = 0              (3.42)�	 = �	           ⇒    �	̇ = �̇	              (3.43)� 
A partir de (3.43) e (3.42) obtém-se as energias cinética (T) e potencial (V). Logo a 

energia cinética é obtida pela expressão: 

� = 12 �!�̇	
" 

� = 	
 �(�̇	
)                                                      (3.44) 

E a energia potencial 

# = $ − % 

Onde  $  é a energia potencial da mola e  % trabalho da força peso. 

Assim 

$ = 12 &	�	
 

e 
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% = −P��	 

Logo 

# = 	
 &	�	
 + P��	                                              (3.45) 

 A partir das equações (3.45) e (3.44) e utilizando a formulação de Lagrange, 

obtêm-se as equações de movimento. 

Equação de Lagrange, (Kiblle, 1970) 

' = � − # 

��� * +,+-̇/4 − +,+-/ = ��   5 = 1                                               (3.46) 

Substituindo T e V em (3.45), seque que: 

7'7�̇	 = �̇	(�) 

��8 9 7'7�̇	: = �̈	(�) 

7'7�	 = &	�	 + P(�) 

�	 = −�	q̇	 +  Acos(wt) 

Assim, a equação que governa o movimento é dada por 

�̈	� + &	�	 + P� = −�	�̇	 + u�EF(¤8)                          (3.47) 

Escrevendo o sistema adimensional e inserindo as seguintes constantes, segue que:  
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�̈	 = − &	� �	 − P − �	� �̇	 +  u� �EF(¤8) 

B̈	 = −B	 − P�>	
 − �	�>	 Ḃ	 + u��>	
 �EF(¤8) 

Z = >\8 ,     ,       >	
 = ^LM  ,     ?	 = dLMfL ,    ,   >
 = gfL�� , uC = ¥¦§¨�S 

�	 = DB	,                 �̇	 = >	 DB	�  ,                 �̈	 = >	
DB	�� 
B̈	 = −B	 − >
 − ?	Ḃ	 +  uC�EF(¤8)                            (3.48) 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.6 MODELO MATEMÁTICO  6 

No modelo a seguir (Gendelman et  al, 2011), um bloco de massa �	, excitado 

por uma força harmônica externa e conectado a uma base  por meio de uma mola e um 

amortecedor, desliza verticalmente sem atrito, enquanto uma massa desbalanceada �
, 
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utilizada como absorvedor de energia, desloca-se livremente em uma trajetória circular, 

como mostra a figura 3.6. 

 

Figura 3.6. Sistema excitado verticalmente por uma força harmônica, acoplado a uma massa 
desbalanceada. 

Onde �	 é a massa do bloco, �
 a massa desbalanceada, �	 deslocamento 

vertical do bloco, �
 deslocamento angular da massa desbalanceada. 

 Para o bloco, segue que 

� �	 = 0           ⇒   �	̇ = 0              (3.49)�	 = �	           ⇒    �	̇ = �̇	              (3.50)� 
e para a massa desbalanceada 

��
 = D�EF(�
)            ⇒    �
̇ = −�̇
DFG6(�
)                          (3.51)�
 = �	 + DFG6(�
)           ⇒    �
̇ = �̇	 + �̇
D cos(�
)            (3.52)� 
 Analogamente aos modelos anteriores, obtém-se  as energias cinética (T) e 

potencial (V) 

Energia cinética: 

� = 12 H�	!�̇	
" + �
!�̇

 + �̇

" + 

�̇

I 
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� = 12 H�	(�̇	
) + �
!�̇

D
FG6
(�
) + (�̇	 + �̇
D cos(�
))
" + 

�̇

I 
� = 12 H�	(�̇	
) + �
!�̇

D
FG6
(�
) + �̇	
 + 2�̇	�̇
D cos(�
) + �̇

D
 cos
(�
)"

+ 

�̇

I 
� = 12 H�	(�̇	
) + �
!�̇	
 + 2�̇	�̇
D cos(�
) + �̇

D
(FG6
(�
) + cos
(�
))" + 

�̇

I 

� = 12 H�	(�̇	
) + �
!�̇	
 + 2�̇	�̇
D cos(�
) + �̇

D
" + 

�̇

I 
� = -̇L�
 (�	 + �
) + �
�̇	�̇
 rcos(�
) + M�-̇��N�
 + O�-̇��
                        (3.53) 

Energia potencial : 

% = −PH�	�	 + �
!�	 + DFG6(�
)"I 
# = 12 &	�	
 + P[�	�	 + �
(�	 + DFG6(�
))] 

# = 	
 &	�	
 + P�	�	 + P�
�	 + P�
DFG6(�
)                         (3.54) 

Equação de Lagrange (Kiblle, 1970) 

' = � − # 

��� * +,+-̇/4 − +,+-/ = ��   5 = 1,2                                               (3.55) 

Substituindo T e V em (3.55), seque que: 

R = �- Equação do bloco 

7'7�̇	 = �̇	(�	 + �
) + �
�̇
D�EF(�
) 



MODELAGEM MATEMÁTICA DE BLOCOS EM MOVIMENTO   65 

 
 

��8 9 7'7�̇	: = �̈	(�	 + �
) + �
D!�̈
 �EF(�
) − �̇

FG6(�
)" 

7'7�	 = −&	�	 − P(�	 + �
) 

�	 = −�	q̇	 +  Acos(wt) 

R = S - Equação da massa desbalanceada 

7'7�̇
 = �̇	�
D�EF(�
) + �̇
 (�
D
 + 

) 

��8 9 7'7�̇
: = �̈	�
D�EF(�
) − �̇	�̇
�
DFG6(�
) + �̈
(�
D
 + 

) 

7'7�
 = −P�
D�EF(�
) − �
�̇	�̇
 rsen(�
) 

�
 = −�
q̇
 

 

Assim,  as equações que governam o movimento são: 

@�̈	(�	 + �
) + �
D!�̈
 �EF(�
) − �̇

FG6(�
)" = −�	q̇	 − &	�	 +  Acos(wt) −  P(�	 + �
)  �̈	�
D�EF(�
) + �̈
Y = −�
q̇
 − P�
D�EF(�
) (3.56)� 
É possível tornar o sistema adimensional introduzindo as variáveis 

adimensionais: 

Z = >\8 ,     � = �	 + �
,       >	
 = ^L_  ,     ` = M�(MLaM�) 
�	 = DB	,                 �̇	 = >	 DB	�  ,                 �̈	 = >	
DB	�� 
�
 = B
,                   �̇
 = >	 B
�  ,                 �̈
 = >	
B
�� 



MODELAGEM MATEMÁTICA DE BLOCOS EM MOVIMENTO   66 

 
 

Onde: 

  (.) denota a derivada em t e (´) denota a derivada em Z; 

 Z, é o tempo adimensional; 

B	, é o deslocamento adimensional do bloco na direção x; 

B
, é o deslocamento angular adimensional da massa desbalanceada; 

⎩⎪⎨
⎪⎧B	�� +  `B
�� �EF(B
) = − �	(�	 + �
)>	 B	� − B	 +  `B
� 
FG6(B
) + Acos(wt)� −  P>	
DB	���EF(B
) + B
�� Y�
D = − �
�
D
>	 B
� − P>	
D �EF(B
)       � 
Definindo as seguintes constantes  

?	 = dL(MLaM�)fL ,    ?
 = d�M�N�fL ,   >
 = gfL�N  ,  h = iM�N�     ,  segue que  

@B	�� +  `B
�� �EF(B
) = −?	B	� − B	 +  `B
� 
FG6(B
) +  ACcos(wt) − >
B	���EF(B
) + B
��h = −?
B
� − >
�EF(B
)       �  (4.57) 

Matricialmente 

j 1  ` �EF(B
)�EF(B
) h k UB	��B
��r = �−?	B	� − B	 +  `	B
� 
FG6(B
) +  Acos(wt)� − >

−?
B
� − >
�EF(B
) �

= Up	p
r 

Sejam  as matrizes  

u = j 1  ` �EF(B
)�EF(B
) h k , v = jp	 ` �EF(B
)p
 h k , y = j 1 p	�EF(B
) p
k 

zG8(u) = h − ` �EF
(B
) 
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zG8(v) = p	h + `p
 �EF(B
) 

zG8(y) = p
 + p	�EF(B
) 

Resolvendo o sistema matricial acima 

�B	�� = {|�(}){|�(~) = �L�a��� d¢�(��)��� d¢��(��)B
�� = {|�(�){|�(~) = ��a�Ld¢�(��)��� d¢��(��)
�                                       (3.58)  

 

 

 

3.7 MODELO MATEMÁTICO 7  

 

Figura 3.7. Sistema excitado por um motor de potência limitada com  uma massa 
desbalanceada. 

Para o bloco, segue que 

� �	 = 0           ⇒   �	̇ = 0              (3.59)�	 = �	           ⇒    �	̇ = �̇	              (3.60)� 
e para a massa desbalanceada 
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��
 = D�EF(�
)            ⇒    �
̇ = −�̇
DFG6(�
)                          (3.61)�
 = �	 + DFG6(�
)           ⇒    �
̇ = �̇	 + �̇
D cos(�
)            (3.62)� 
 

 A partir das equações (3.59), (3.60), (3.61) e (3.62) obtém-se  as energias 

cinética (T) e potencial (V). 

Energia cinética 

� = 12 H�	!�̇	
" + �
!�̇

 + �̇

" + 

�̇

I 

� = 12 H�	(�̇	
) + �
!�̇

D
FG6
(�
) + (�̇	 + �̇
D cos(�
))
" + 

�̇

I 
� = 12 H�	(�̇	
) + �
!�̇

D
FG6
(�
) + �̇	
 + 2�̇	�̇
D cos(�
) + �̇

D
 cos
(�
)"

+ 

�̇

I 
� = 12 H�	(�̇	
) + �
!�̇	
 + 2�̇	�̇
D cos(�
) + �̇

D
(FG6
(�
) + cos
(�
))" + 

�̇

I 

� = 12 H�	(�̇	
) + �
!�̇	
 + 2�̇	�̇
D cos(�
) + �̇

D
" + 

�̇

I 
� = -̇L�
 (�	 + �
) + �
�̇	�̇
 rcos(�
) + M�-̇��N�
 + ©SªSSS                    (3.63) 

Energia potencial  

% = −PH�	�	 + �
!�	 + DFG6(�
)"I 
# = 12 &	�	
 + P�	�	 + �
�	 + P�
DFG6(�
) 

Equação de Lagrange, (Kiblle, 1970) 

' = � − # 
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��� * +,+-̇/4 − +,+-/ = ��   5 = 1,2                                               (3.64) 

Substituindo T e V em (3.63), seque que: 

R = �-  Equação do bloco 

7'7�̇	 = �̇	(�	 + �
) + �
�̇
D�EF(�
) 

��8 9 7'7�̇	: = �̈	(�	 + �
) + �
D!�̈
 �EF(�
) − �̇

FG6(�
)" 

7'7�	 = &	�	 + P(�	 + �
) 

�	 = −�	q̇	 

R = S - Equação do motor 

7'7�̇
 = �̇	�
D�EF(�
) + �̇
 �
D
 + 

�̇
 

��8 9 7'7�̇
: = �̈	�
D�EF(�
) − �̇	�̇
�
DFG6(�
) + �̈
�
D
 + 

�̈
 

7'7�
 = P�
D�EF(�
) − �̇	�̇
�
DFG6(�
) 

�
 = �(�̇
)     (�(�̇
) = u	 − u
q̇
) 

Assim,  as equações que governam o movimento são: 

@�̈	(�	 + �
) + �
D!�̈
 �EF(�
) − �̇

FG6(�
)" = −�	q̇	 − &	�	 −  P(�	 + �
)�̈	�
D�EF(�
) + �̈
(�
D
 + 

) = �(�̇
) − P�
D�EF(�
) � (3.65) 

É possível tornar o sistema adimensional introduzindo as variáveis 

adimensionais: 
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Z = >\8 ,     � = �	 + �
,       >	
 = ^L_  ,     ` = M�(MLaM�)         �	 = �LM�N�fL�  ,    

�
 = ��M�N�fL          

�	 = DB	,                 �̇	 = >	 DB	�  ,                 �̈	 = >	
DB	�� 
�
 = B
,                   �̇
 = >	 B
�  ,                 �̈
 = >	
B
�� 
Onde: 

  (.) denota a derivada em t e (´) denota a derivada em Z; 

 Z, é o tempo adimensional; 

B	, é o deslocamento adimensional do bloco na direção x; 

B
, é o deslocamento angular adimensional da massa desbalanceada; 

⎩⎪⎨
⎪⎧B	�� +  `B
�� �EF(B
) = − �	(�	 + �
)>	 B	� − B	 +  `B
� 
FG6(B
) − P>	
DB	���EF(B
) + B
�� Y�
D = �	�
D>	
 − �
�
D>	 B
� − P>	
D �EF(B
)       � 
Definindo as seguintes constantes  

?	 = dL(MLaM�)fL ,    ?
 = d�M�N�fL ,   >
 = gfL�N  ,  h = iM�N�     ,  segue que  

@B	�� +  `B
�� �EF(B
) = −?	B	� − B	 +  `B
� 
FG6(B
) − >
B	���EF(B
) + B
��h = �	 − �
B
� − >
�EF(B
)       �                (3.66) 

Matricialmente 

j 1  ` �EF(B
)�EF(B
) h k UB	��B
��r = @−?	B	� − B	 +  `B
� 
FG6(B
) − >
�	 − �
B
� − >
�EF(B
) l = Up	p
r 
Sejam  as matrizes  
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u = j 1  ` �EF(B
)�EF(B
) h k , v = jp	 ` �EF(B
)p
 h k , y = j 1 p	�EF(B
) p
k 

zG8(u) = h − ` �EF
(B
) 

zG8(v) = p	h + `p
 �EF(B
) 

zG8(y) = p
 + p	�EF(B
) 

Resolvendo o sistema matricial acima 

�B	�� = {|�(}){|�(~) = �L�a��� d¢�(��)��� d¢��(��)B
�� = {|�(�){|�(~) = �L�a��� d¢�(��)��� d¢��(��)
�                                    (3.67) 

3.8 MODELO MATEMÁTICO 8 

 

Figura 3.8. Sistema excitado por um motor de potência limitada com  uma massa 
desbalanceada, acoplado a um pêndulo 

Nesse caso considera-se o movimento vertical do bloco �	, o deslocamento 

angular do motor �
 e  o deslocamento angular do pêndulo ��. 

Para o bloco, segue que 
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� �	 = 0           ⇒   �	̇ = 0              (3.68)�	 = �	           ⇒    �	̇ = �̇	              (3.69)� 
 para a massa desbalanceada 

��
 = D�EF(�
)            ⇒    �
̇ = −�̇
DFG6(�
)                          (3.70)�
 = �	 + DFG6(�
)           ⇒    �
̇ = �̇	 + �̇
D cos(�
)            (3.71)� 
e,  para o pêndulo 

��� = �FG6(��)           ⇒    ��̇ = �̇���EF(��)                                         (3.72)�� = �	 + �(1 − cos(��))           ⇒    ��̇ = �̇	 + �̇��FG6(��)            (3.73)� 
Energia Cinética 

� = 12 H�	!�̇	
" + �
!�̇

 + �̇

" + ��!�̇�
 + �̇�
" + 

�̇

I 
Substituindo as velocidades temos: 

� = 12 {�	�̇	
 + �
[(−�
̇DFG6(�
))
 + (�̇	 + �̇
D cos(�
))
]
+ �� J!�̇���EF(��)"
 + !�̇	 + �̇��FG6(��)"
K + 

�̇

} 

� = 12 ��	�̇	
 + �
H�
̇
D
FG6
(�
) + �̇	
 + 2�̇	�̇
D cos(�
) + �̇

D
 cos
(�
)I
+ ��H�̇�
�
�EF
(��) + �̇	
 + 2�̇	�̇��FG6(��) + �̇�
�
FG6
(��)I + 

�̇

� 

� = 12 ��	�̇	
 + �
H�̇	
 + 2�̇	�̇
D cos(�
) + �̇

D
I + ��H�̇	
 + 2�̇	�̇��FG6(��) + �̇�
�
I + 

�̇

� 
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� = �̇	
2 (�	 + �
 + ��) + �̇	�
�̇
 rcos(�
) + �̇	���̇�� sen(��) + �
�̇

D
2
+ �̇�
���
2 + 

�

2                                                                         (3.74) 

Energia Potencial 

# = $ − % 

$ = 12 [&	�	
] 
% = −PH�	�	 + �
!�	 + DFG6(�
)" + ��!�	 + � − '�EF(��)"I 

# = 12 &	�	
 + P[�	�	 + �
(�	 + DFG6(�
)) + ��!�	 + �(1 − �EF(��)"] 
# = 12 &	�	
 + P�	�	 + P�
�	 + P�
DFG6(�
) + P���	 + P���

− P����EF(��)                                                                (3.75) 

Equação de Lagrange, (Kiblle, 1970) 

' = � − # 

��8 9 7'7�̇� : − 7'7�� = ��   5 = 1,2,3 

R = � 

7'7�̇	 = �̇	(�	 + �
 + ��) + �
�̇
D�EF(�
) + ���̇��FG6(��) 

��8 9 7'7�̇	: = �̈	(�	 + �
 + ��) + �
D!�̈
 �EF(�
) − �̇

FG6(�
)"
+ ���!�̈� FG6(��) + �̇�
�EF(��)" 
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7'7�	 = &	�	 + P(�	 + �
 + ��) 

�	 = −�	q̇	 

R = S 

7'7�̇
 = �̇	�
D�EF(�
) + �̇
 �
D
 + 

�̇
 

��8 9 7'7�̇
: = �̈	�
D�EF(�
) − �̇	�̇
�
DFG6(�
) + �̈
�
D
 + 

�̈
 

7'7�
 = −P�
D�EF(�
) + �̇	�
�̇
 rsen(�
) 

�
 = �(�̇
)     (�(�̇
) = u	 − u
q̇
) 

R = � 

7'7�̇� = �̇	���FG6(��) + ��̇���
 

��8 9 7'7�̇�: = �̈	���FG6(��) + �̇	��̇����EF(��) + �̈����
 

7'7�� = −P���FG6(��) + �̇	��̇����EF(��) 

�� = −���̇� 

Equações de Movimento 

1ª Equação 
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�̈	(�	 + �
 + ��) + �
D!�̈
 �EF(�
) − �̇

FG6(�
)"
+ ���!�̈� FG6(��) + �̇�
�EF(��)"
= −�	q̇	 − &	�	 −  P(�	 + �
 + ��) 

�̈	(�	 + �
 + ��) + �
D�̈
 �EF(�
) − �
D�̇

FG6(�
) + ����̈� FG6(��)
+ ����̇ �
�EF(��) = −�	q̇	 − &	�	 −  P(�	 + �
 + ��) 

�̈	(�	 + �
 + ��) + �̈
�
D �EF(�
) + �̈���� FG6(��)
= −�	�̇	 − &	�	 −  P(�	 + �
 + ��) + �
D�̇

FG6(�
)
− ����̇ �
�EF(��) 

2ª Equação 

�̈	�
D�EF(�
) − �̇	�̇
�
DFG6(�
) + �̈
�
D
 + 

�̈
 = �(�̇
) − P�
D�EF(�
) +
�̇	�
�̇
 rsen(�
)      

�̈	�
D�EF(�
) + (

 + �
D
)�̈
 = �(�̇
) − P�
D�EF(�
) 

3ª Equação 

�̈	���FG6(��) + �̇	��̇����EF(��) + �̈����

= −���̇� − P���FG6(��) + �̇	��̇����EF(��) 

�̈	���FG6(��) + �̈����
 = −���̇� − P���FG6(��) 

∴
⎩⎪⎪
⎨⎪
⎪⎧ �̈	(�	 + �
 + ��) + �̈
�
D �EF(�
) + �̈���� FG6(��) =−�	�̇	 − &	�	 −  P(�	 + �
 + ��) + �
D�̇

FG6(�
) − ����̇ �
�E (��)

�̈	�
D�EF(�
) + (

 + �
D
)�̈
 = �(�̇
) − P�
D�EF(�
)     (3.76)
�̈	���FG6(��) + �̈����
 = −���̇� − P���FG6(��)

�    
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��̈	� + �
D�̈
 �EF(�
) + ����̈� FG6(��) = −�	q̇	 − &	�	 + �
D�̇

FG6(�
) + ����̇�
�EF(��) −  P��̈	�
D�EF(�
) + �̈
Y = �( ̇ 
) − P�
D�EF(�
)�̈	���FG6(��) + �̈����
 = −���̇� − P���FG6(��)      

⎩⎪⎪
⎨⎪
⎪⎧�̈	 + �
D� �̈
 �EF(�
) + ���� �̈� FG6(��) = − �	� q̇	 − &	� �	 + �
D� �̇

FG6(�
) + ���� �̇�
�EF(��) −  P

�̈	�EF(�
) + �̈
 Y�
D = �(�̇
)�
D − P�EF(�
)
�̈	FG6(��) + �̈�� = − ����� �̇� − PFG6(��)

      � 

É possível tornar o sistema adimensional introduzindo as variáveis 

adimensionais: 

Z = >\8 ,     � = �	 + �
 + ��,       >	
 = ^L_  ,     `	 = M�_  , `
 = M�_  

�	 = �B	,                 �̇	 = >	 �B	�  ,                 �̈	 = >	
�B	�� 
�
 = B
,                   �̇
 = >	 B
�  ,                 �̈
 = >	
B
�� 
�� = B�,                   �̇� = >	 B��  ,                 �̈� = >	
B��� 
 

Onde: 

  (.) denota a derivada em t e (´) denota a derivada em Z; 

 Z, é o tempo adimensional; 

B	, é o deslocamento adimensional do bloco na direção x; 

B
, é o deslocamento angular adimensional da massa desbalanceada; 

B�, é o deslocamento angular adimensional do pêndulo; 
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⎩⎪
⎨⎪
⎧>	
�B	�� + �
D� >	
B
�� �EF(B
) + ���� >	
B��� FG6(B�) = − �	� >	 �B	� − &	� �B	 + �
D� >	
B
� 
FG6(B
) + ���� >	
B�� 
�EF(B�) −  P

>	
�B	���EF(�
) + >	
B
�� Y�
D = �	�
D − �
�
D >	 B
� − P�EF(B
)
>	
�B	��FG6(B�) + >	
B���� = − ����� >	 B�� − PFG6(B�)

      � 

Definindo as seguintes constantes  

?	 = dL_fL ,    ?� = d�M��fL �,   � = gfL��   ,  h = iM��N     ,     �	 = �LM�N�fL�  ,    �
 = ��M�N�fL  ,        

� = N�   >�
 = g�  ,    >
 = f��fL�      segue que 

�B	�� + `	�B
�� cos(B
) + `
B��� sen(B�) = −?	B	� − B	 + `	�B
� 
FG6(B
) + `
B�� 
�EF(B�) − >
B	���EF(�
) + B
��h = �	 − �
B
� − >
�EF(B
)B	��FG6(B�) + B��� = −?�B�� − >
FG6(B�)  (3.77)� 
Matricialmente 

� 1  `	� �EF(B
) `
 FG6(B�)�EF(B
) h 0FG6(B�) 0 1 � �B	��B
��B����
= �−?	B	� − B	 + `	�B
� 
FG6(B
) + `
B�� 
�EF(B�) − >
�	 − �
B
� − >
�EF(B
)−?�B�� − >
FG6(B�) � =  p	p
p�¡ 

Sejam  as matrizes  

u = � 1  `	� �EF(B
) `
 FG6(B�)�EF(B
) h 0FG6(B�) 0 1 �  ,   v = �p	 `	� �EF(B
) `
 FG6(B�)p
 h 0p� 0 1 � ,
y = � 1 p	 `
 FG6(B�)�EF(B
) p
 0FG6(B�) p� 1 � ,
z = � 1  `	� �EF(B
) p	�EF(B
) h p
FG6(B�) 0 p�� 
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zG8(u) = h + 0 + 0 − `
h FG6
(B�) − `	� �EF
(B
) − 0 

zG8(v) = p	h + 0 + 0 − `
hp� FG6(B�) − `	�p
�EF(B
) − 0 

zG8(y) = p
 + 0 + `
p� FG6(B�) �EF(B
) − `
p
 FG6
(B�) − p	�EF(B
) − 0 

zG8(z) = hp� + `	�p
 �EF(B
)FG6(B�) + 0 − hp	FG6(B�) − p�`	� �EF
(B
) − 0 

Resolvendo o sistema matricial acima 

⎩⎪⎨
⎪⎧ B	�� = {|�(}){|�(~) = �L������� �|�(��)��L£��d¢�(��)����� �|��(��)��L£ d¢��(��)B
�� = {|�(�){|�(~) = ��a���� �|�(��)d¢�(��)����� �|��(��)��Ld¢�(��)����� �|��(��)��L£ d¢��(��)B
�� = {|�({){|�(~) = ���a�L£�� d¢�(��)�|�(��)���L�|�(��)����L£ d¢��(��)����� �|��(��)��L£ d¢��(��)

�            (3.78) 

Os modelos 9, 10, 11 e 12 apresentados a seguir são modelos tipo  MagLev. 

 

 

3.9 MODELO  MATEMÁTICO 9 

Neste modelo, bastante simplificado, é considerado o movimento vertical de  um 

bloco de massa m levitado magneticamente a uma distância � da base, excitado por uma 

força harmônica externa, como pode ser observado na figura 3.9. 
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Figura 3.9. mAGLEV SIMPLIFICADO 

Observando a figura 3.9 obtém-se   

� �	 = 0           ⇒   �	̇ = 0              (3.79)�	 = �	           ⇒    �	̇ = �̇	              (3.80)� 
A partir de (3.79) e (3.80) obtém-se, respectivamente, as energias cinética (T) e 

potencial (V). Logo a energia cinética é obtida pela expressão  

� = 	
 �(�̇	
)                                                               (3.81) 

Utilizando as equações da posição do bloco  obtém-se a expressão para energia 

potencial 

Assim,  

$ = 0 

e 

% = −P��	 
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Logo 

# = P��	                                                     (3.82) 

 A partir das equações (3.81) e (3.82) e utilizando a formulação de Lagrange, 

obtêm-se as equações de movimento. 

Equação de Lagrange, (Kiblle, 1970) 

' = � − # 

��� * +,+-̇/4 − +,+-/ = ��   5 = 1                                       (3.83) 

Substituindo T e V em (3.5), seque que: 

7'7�̇	 = �̇	(�) 

��8 9 7'7�̇	: = �̈	(�) 

7'7�	 = P(�) 

�	 = −�	q̇	 + K®¯°(d − q	)
 +  Fcos(wt)                   K®¯° = [Mg]��  

Assim,  a equação que governa o movimento é dada por 

�̈	(�) = −�	q̇	 + K®¯°(d − q	)
 +  Fcos(wt) − P(�)                (3.84) 

�̈	 = − ³´µ¶M (� − �	)
 − dLM �̇	 +  ·M �EF(¤8) − P                            (3.85) 
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3.10 MODELO  MATEMÁTICO 10 

 

Figura 3.10. Maglev acoplado a uma massa desbalanceada atuando como absorvedor de energia 

Onde �	 é a massa do bloco, �
 a massa desbalanceada, �	 deslocamento 

vertical do bloco, �
 deslocamento angular da massa desbalanceada. 

 Para o bloco, segue que 

� �	 = 0           ⇒   �	̇ = 0              (3.86)�	 = �	           ⇒    �	̇ = �̇	              (3.87)� 
e para a massa desbalanceada 

��
 = D�EF(�
)            ⇒    �
̇ = −�̇
DFG6(�
)                          (3.88)�
 = �	 + DFG6(�
)           ⇒    �
̇ = �̇	 + �̇
D cos(�
)            (3.89)� 
A partir das equações (3.86), (3.87), (3.88) e (3.89)   obtém-se  as energias 

cinética (T) e potencial (V). 

Energia cinética 
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� = 12 H�	!�̇	
" + �
!�̇

 + �̇

"I 
� = 12 H�	(�̇	
) + �
!�̇

D
FG6
(�
) + (�̇	 + �̇
D cos(�
))
" + 

�̇

I 

� = 12 H�	(�̇	
) + �
!�̇

D
FG6
(�
) + �̇	
 + 2�̇	�̇
D cos(�
) + �̇

D
 cos
(�
)"
+ 

�̇

I 

� = 12 H�	(�̇	
) + �
!�̇	
 + 2�̇	�̇
D cos(�
) + �̇

D
(FG6
(�
) + cos
(�
))" + 

�̇

I 
� = 12 H�	(�̇	
) + �
!�̇	
 + 2�̇	�̇
D cos(�
) + �̇

D
" + 

�̇

I 

� = -̇L�
 (�	 + �
) + �
�̇	�̇
 rcos(�
) + M�-̇��N�
 + O�-̇��
                    (3.90) 

Energia potencial  

% = −PH�	�	 + �
!�	 + DFG6(�
)"I 
# = P�	�	 + P�
�	 + P�
DFG6(�
)                             (3.91) 

Equação de Lagrange, (Kiblle, 1970) 

' = � − # 

��� * +,+-̇/4 − +,+-/ = ��   5 = 1,2                                               (3.92) 

Substituindo T e V, seque que: 

R = � 

7'7�̇	 = �̇	(�	 + �
) + �
�̇
D�EF(�
) 
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��8 9 7'7�̇	: = �̈	(�	 + �
) + �
D!�̈
 �EF(�
) − �̇

FG6(�
)" 

7'7�	 = P(�	 + �
) 

�	 = −�	q̇	 + K®¯°(d − q	)
 + ¸�EF(¤8)         K®¯° = [(MLaM�)g]��  

R = S 

7'7�̇
 = �̇	�
D�EF(�
) + �̇
 (�
D
 + 

) 

��8 9 7'7�̇
: = �̈	�
D�EF(�
) − �̇	�̇
�
DFG6(�
) + �̈
(�
D
 + 

) 

7'7�
 = −P�
D�EF(�
)  − �̇	�̇
�
DFG6(�
) 

�
 = −�
q̇
)     

Assim,  as equações que governam o movimento são: 

⎩⎪⎪
⎨⎪
⎪⎧ �̈	(�	 + �
) + �
D!�̈
 �EF(�
) − �̇

FG6(�
)" =−�	q̇	 + K®¯°(d − q	)
 − P(�	 + �
) + ¸�EF(¤8) 

�̈	�
D�EF(�
) + �̈
(�
D
 + 

) =−�
q̇
 − P�
D�EF(�
)
�                       (3.93) 

Matricialmente 

¹ (�1 + �2) �2D �EF!�2"�2D�EF!�2" (�2D2 + 
2)º @�̈1�̈2l
=  −�1q̇1 + Kmag(d − q1)2+ �2D�̇22FG6!�2" − P(�1 + �2) + ¸�EF(¤8)−�2q̇2 − P�2D�EF!�2" ¡ = Up	½p
r 
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Sejam  as matrizes  

u = ¹ (�1 + �2) �2D �EF!�2"�2D�EF!�2" (�2D2 + 
2)º , v = ¹p	 �2D �EF!�2"p
 (�2D2 + 
2)º , y = ¹ (�1 + �2) p	�2D�EF!�2" p
º 

zG8(u) = (�1 + �2)(�2D2 + 
2) − �22D2 �EF2!�2" 

zG8(v) = p	(�2D2 + 
2) − p
�2D �EF!�2" 

zG8(y) = (�1 + �2)p
 − p	�2D �EF!�2" 

Resolvendo o sistema matricial acima 

��̈	 = {|�(}){|�(~) = p1(M�N�aO�)�p2M�N d¢�(-�)(MLaM�)(M�N�aO�)�M��N� d¢��(-�)�̈
 = {|�(�){|�(~) = (MLaM�)p2�p1M�N d¢�(-�)(MLaM�)(M�N�aO�)�M��N� d¢��(-�)
�                           (3.94) 
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3.11 MODELO MATEMÁTICO 11 

 

Figura 3.11. mAGLEV não ideal. 

 

Onde �	 é a massa do bloco, �
 a massa desbalanceada, �	 deslocamento 

vertical do bloco, �
 deslocamento angular da massa desbalanceada. 

Nesse caso a massa desbalanceada esta acoplada a um motor de potência 

limitada. 

 Para o bloco, segue que 

� �	 = 0           ⇒   �	̇ = 0              (3.95)�	 = �	           ⇒    �	̇ = �̇	              (3.96)� 
e para a massa desbalanceada 

��
 = D�EF(�
)            ⇒    �
̇ = −�̇
DFG6(�
)                          (3.97)�
 = �	 + DFG6(�
)           ⇒    �
̇ = �̇	 + �̇
D cos(�
)            (3.98)� 
A partir das equações acima obtém-se  as energias cinética (T) e potencial (V). 
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Energia cinética 

� = 12 H�	!�̇	
" + �
!�̇

 + �̇

" + 

�̇

I 

� = 12 H�	(�̇	
) + �
!�̇

D
FG6
(�
) + (�̇	 + �̇
D cos(�
))
" + 

�̇

I 
� = 	
 H�	(�̇	
) + �
!�̇

D
FG6
(�
) + �̇	
 + 2�̇	�̇
D cos(�
) + �̇

D
 cos
(�
)" +


�̇

I  
� = 12 H�	(�̇	
) + �
!�̇	
 + 2�̇	�̇
D cos(�
) + �̇

D
(FG6
(�
) + cos
(�
))" + 

�̇

I 

� = 12 H�	(�̇	
) + �
!�̇	
 + 2�̇	�̇
D cos(�
) + �̇

D
" + 

�̇

I 
� = -̇L�
 (�	 + �
) + �
�̇	�̇
 rcos(�
) + M�-̇��N�
 + ©SªSSS                    (3.99) 

Energia potencial  

% = −PH�	�	 + �
!�	 + DFG6(�
)"I 
# = P�	�	 + P�
�	 + P�
DFG6(�
)                              (3.100) 

Equação de Lagrange, (Kiblle, 1970) 

' = � − # 

��� * +,+-̇/4 − +,+-/ = ��   5 = 1,2                                               (3.101) 

Substituindo T e V em (3.101), seque que: 

R = � 
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7'7�̇	 = �̇	(�	 + �
) + �
�̇
D�EF(�
) 

��8 9 7'7�̇	: = �̈	(�	 + �
) + �
D!�̈
 �EF(�
) − �̇

FG6(�
)" 

7'7�	 = P(�	 + �
) 

�	 = −�	q̇	 + K®¯°(d − q	)
        K®¯° = [(MLaM�)g]��  

R = S 

7'7�̇
 = �̇	�
D�EF(�
) + �̇
 �
D
 + 

�̇
 

��8 9 7'7�̇
: = �̈	�
D�EF(�
) − �̇	�̇
�
DFG6(�
) + �̈
�
D
 + 

�̈
 

7'7�
 = −P�
D�EF(�
)  − �̇	�̇
�
DFG6(�
) 

�
 = �(�̇
)     (�(�̇
) = u	 − u
q̇
) 

 

Assim,  as equações que governam o movimento são: 

⎩⎪⎪
⎨⎪
⎪⎧�̈	(�	 + �
) + �
D!�̈
 �EF(�
) − �̇

FG6(�
)" =−�	q̇	 + K®¯°(d − q	)
 − P(�	 + �
)

�̈	�
D�EF(�
) + �̈
(�
D
 + 

) =�(�̇
) − P�
D�EF(�
)
�                          (3.102) 

Matricialmente 
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¹ (�1 + �2) �2D �EF!�2"�2D�EF!�2" (�2D2 + 
2)º @�̈1�̈2l
=  −�1q̇1 + Kmag(d − q1)2+ �2D�̇22FG6!�2" − P(�1 + �2) + ¸�EF(¤8)�!�̇2" − P�2D�EF!�2" ¡ = Up	½p
r 

Sejam  as matrizes  

u = ¹ (�1 + �2) �2D �EF!�2"�2D�EF!�2" (�2D2 + 
2)º , v = ¹p	 �2D �EF!�2"p
 (�2D2 + 
2)º , y = ¹ (�1 + �2) p	�2D�EF!�2" p
º 

zG8(u) = (�1 + �2)(�2D2 + 
2) − �22D2 �EF2!�2" 

zG8(v) = p	(�2D2 + 
2) − p
�2D �EF!�2" 

zG8(y) = (�1 + �2)p
 − p	�2D �EF!�2" 

Resolvendo o sistema matricial acima 

��̈	 = {|�(}){|�(~) = p1(M�N�aO�)�p2M�N d¢�(-�)(MLaM�)(M�N�aO�)�M��N� d¢��(-�)�̈
 = {|�(�){|�(~) = (MLaM�)p2�p1M�N d¢�(-�)(MLaM�)(M�N�aO�)�M��N� d¢��(-�)
�                   (3.103) 
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3.12 MODELO MATEMÁTICO 12 

 

Figura 3.12. Maglev não ideal, ideal acoplado a um pêndulo. 

 

Nesse caso considera-se o movimento vertical do bloco ( �	), o deslocamento 

angular do motor ( �
) e  o deslocamento angular do pêndulo ( ��). 

Para o bloco, segue que 

� �	 = 0           ⇒    �	̇ = 0              (3.104)�	 = �	           ⇒    �	̇ = �̇	              (3.105)� 
para a massa desbalanceada 

��
 = D�EF(�
)            ⇒    �
̇ = −�̇
DFG6(�
)                          (3.106)�
 = �	 + DFG6(�
)           ⇒    �
̇ = �̇	 + �̇
D cos(�
)            (3.107)� 
e,  para o pêndulo 
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��� = �FG6(��)           ⇒    ��̇ = �̇���EF(��)                                         (3.108)�� = �	 + �(1 − cos(��))           ⇒   ��̇ = �̇	 + �̇��FG6(��)            (3.109)� 
Energia Cinética 

� = 12 H�	!�̇	
" + �
!�̇

 + �̇

" + ��!�̇�
 + �̇�
" + 

�̇

I 
Substituindo as velocidades temos: 

� = 12 {�	�̇	
 + �
[(−�
̇DFG6(�
))
 + (�̇	 + �̇
D cos(�
))
]
+ �� J!�̇���EF(��)"
 + !�̇	 + �̇��FG6(��)"
K + 

�̇

} 

� = 12 ��	�̇	
 + �
H�
̇
D
FG6
(�
) + �̇	
 + 2�̇	�̇
D cos(�
) + �̇

D
 cos
(�
)I
+ ��H�̇�
�
�EF
(��) + �̇	
 + 2�̇	�̇��FG6(��) + �̇�
�
FG6
(��)I + 

�̇

� 

� = 12 ��	�̇	
 + �
H�̇	
 + 2�̇	�̇
D cos(�
) + �̇

D
I + ��H�̇	
 + 2�̇	�̇��FG6(��) + �̇�
�
I + 

�̇

� 

� = �̇	
2 (�	 + �
 + ��) + �̇	�
�̇
 rcos(�
) + �̇	���̇�� sen(��) + �
�̇

D
2
+ �̇�
���
2 + 

�

2                                                                                     (3.110) 

Energia Potencial 

# = $ − % 

$ = 0 

% = −PH�	�	 + �
!�	 + DFG6(�
)" + ��!�	 + � − '�EF(��)"I 
# = P[�	�	 + �
(�	 + DFG6(�
)) + ��!�	 + �(1 − �EF(��)"]             (3.111) 
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Equação de Lagrange, (Kiblle, 1970) 

' = � − # 

��8 9 7'7�̇� : − 7'7�� = ��   5 = 1,2,3 

R = � 

7'7�̇	 = �̇	(�	 + �
 + ��) + �
�̇
D�EF(�
) + ���̇��FG6(��) 

��8 9 7'7�̇	: = �̈	(�	 + �
 + ��) + �
D!�̈
 �EF(�
) − �̇

FG6(�
)"
+ ���!�̈� FG6(��) + �̇�
�EF(��)" 

7'7�	 = P(�	 + �
 + ��) 

�	 = −�	q̇	 + K®¯°(d − q	)
        K®¯° = [(MLaM�aM�)g]��  

R = S 

7'7�̇
 = �̇	�
D�EF(�
) + �̇
 �
D
 + 

�̇
 

��8 9 7'7�̇
: = �̈	�
D�EF(�
) − �̇	�̇
�
DFG6(�
) + �̈
�
D
 + 

�̈
 

7'7�
 = P�
D�EF(�
) − �̇	�̇
�
DFG6(�
) 

�
 = �(�̇
)     (�(�̇
) = u	 − u
q̇
) 

R = � 
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7'7�̇� = �̇	���FG6(��) + ��̇���
 

��8 9 7'7�̇�: = �̈	���FG6(��) + �̇	��̇����EF(��) + �̈����
 

+,+-� = P���FG6(��) + �̇	��̇����EF(��)  

�� = −���̇� 

Equações de Movimento 

1ª Equação 

�̈	(�	 + �
 + ��) + �
D!�̈
 �EF(�
) − �̇

FG6(�
)"
+ ���!�̈� FG6(��) + �̇�
�EF(��)"
= −�	q̇	 + K®¯°(d − q	)
 −  P(�	 + �
 + ��) 

�̈	(�	 + �
 + ��) + �
D�̈
 �EF(�
) − �
D�̇

FG6(�
) + ����̈� FG6(��)
+ ����̇ �
�EF(��) = −�	q̇	 + K®¯°(d − q	)
 −  P(�	 + �
 + ��) 

�̈	(�	 + �
 + ��) + �̈
�
D �EF(�
) + �̈���� FG6(��)
= −�	�̇	 + ¾M¿g(� − �	)
 −  P(�	 + �
 + ��) + �
D�̇

FG6(�
)
− ����̇ �
�EF(��) 

2ª Equação 

�̈	�
D�EF(�
) − �̇	�̇
�
DFG6(�
) + �̈
�
D
 + 

�̈
 = �(�̇
) − P�
D�EF(�
) −
�̇	�̇
�
DFG6(�
)      

�̈	�
D�EF(�
) + (

 + �
D
)�̈
 = �(�̇
) − P�
D�EF(�
) 

3ª Equação 
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�̈	���FG6(��) + �̇	��̇����EF(��) + �̈����

= −���̇� − P���FG6(��) + �̇	��̇����EF(��) 

�̈	���FG6(��) + �̈����
 = −���̇� − P���FG6(��) 

∴ 

⎩⎪⎪
⎪⎪⎨
⎪⎪⎪
⎪⎧�̈	(�	 + �
 + ��) + �̈
�
D �EF(�
) + �̈���� FG6(��) =−�	�̇	 + ¾M¿g(� − �	)
 −  P(�	 + �
 + ��)+�
D�̇

FG6(�
) − ����̇�
�EF(��)

�̈	�
D�EF(�
) + (

 + �
D
)�̈
 =�(�̇
) − P�
D�EF(�
)
�̈	���FG6(��) + �̈����
 =−���̇� − P���FG6(��)

�          (3.112) 

Matricialmente 

À(�1 + �2 + �3)  �2D �EF!�2" �3� FG6!�3"�2D�EF!�2" (
2 + �2D2) 0�3�FG6!�3" 0 �3�2 Á ��̈1�̈2�̈3
�

= Â−�1�̇1 + ¾�ÃP(� − �1)2 + �2D�̇22FG6!�2" − �3��̇32�EF!�3" −  P(�1 + �2 + �3)�!�̇2" − P�2D�EF!�2"−�3�̇3 − P�3�FG6!�3" Ä
=  p	p
p�¡ 

Sejam  as matrizes  

u = À(�1 + �2 + �3)  �2D �EF!�2" �3� FG6!�3"�2D�EF!�2" (
2 + �2D2) 0�3�FG6!�3" 0 �3�2 Á ,    
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  v = Àp	  �2D �EF!�2" �3� FG6!�3"p
 (
2 + �2D2) 0p� 0 �3�2 Á ,

y = À(�1 + �2 + �3) p	 �3� FG6!�3"�2D�EF!�2" p
 0�3�FG6!�3" p� �3�2 Á ,

z = À(�1 + �2 + �3)  �2D �EF!�2" p	�2D�EF!�2" (
2 + �2D2) p
�3�FG6!�3" 0 p�
Á 

zG8(u) = (�1 + �2 + �3)(
2 + �2D2)�3�2 + 0 + 0 − �32�2 FG62!�3" (
2 + �2D2)
− �22D2 �EF2!�2" �3�2 − 0 

zG8(v) = p	(
2 + �2D2)�3�2 + 0 + 0 − p��3� FG6!�3" (
2 + �2D2)
− p
�2D �EF!�2" �3�2 − 0 

zG8(y) = (�1 + �2 + �3)p
�3�2 + 0 + p��3� FG6!�3"�2D�EF!�2"
− p
�32�2 FG62!�3" − p	�2D �EF!�2" �3�2 − 0 

z = À(�1 + �2 + �3)  �2D �EF!�2" p	�2D�EF!�2" (
2 + �2D2) p
�3�FG6!�3" 0 p�
Á 

zG8(z) = (�1 + �2 + �3)(
2 + �2D2)p� + �2D �EF!�2" p
�3�FG6!�3" + 0
− p	�3�FG6!�3"(
2 + �2D2) − �22D2 �EF2!�2" p� − 0 

Resolvendo o sistema matricial acima 

⎩⎪⎨
⎪⎧ B	′′ = {|�(}){|�(~) = �L(O�aM�N�)M������M�� �|�(-�)(O�aM�N�)� ��M�N d¢�(-�)M���(MLaM�aM�)(O�aM�N�)M����M���� �|��(-�)(O�aM�N�)�M��N� d¢��(-�)M���B
′′ = {|�(�){|�(~) = (MLaM�aM�)��M���a��M�� �|�(-�)M�Nd¢�(-�)���M���� �|��(-�)� �LM�N d¢�(-�)M���(MLaM�aM�)(O�aM�N�)M����M���� �|��(-�)(O�aM�N�)�M��N� d¢��(-�)M���B
′′ = {|�({){|�(~) = (MLaM�aM�)(O�aM�N�)��aM�N d¢�(-�)��M���|�(-�)��LM���|�(-�)(O�aM�N�)�M��N� d¢��(-�)��(MLaM�aM�)(O�aM�N�)M����M���� �|��(-�)(O�aM�N�)�M��N� d¢��(-�)M���

(3.113)�        
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4 RESULTADOS DAS SIMULAÇOES NUMÉRICAS DE UM  SISTEMA 
VIBRATÓRIO ACOPLADO A UM ABSORVEDOR DE ENERGIA NÃO 
LINEAR (NES) 

 
 O absorvedor de energia não linear (NES), acoplado ao sistema principal,  foi 

projetado como um elemento estrutural de um grau de liberdade com uma massa 

relativamente pequena e um amortecimento fraco. Quando a estrutura principal é 

excitada, seja por um impluso ou uma força harmônica, espera-se que o NES reduza  a 

amplitude de vibração da estrutura principal do sistema. O estudo deste sistema é 

importante para uma futura aplicação do absorvedor de energia em modelos de levitação 

magnética.   

 

Figura 4.1. Modelo proposto por gendelman (2011). 

 

O modelo matemátio é análogo ao modelo 2, portanto as equações de movimento 

são 

@�̈	(�	 + �
) − �
D!�̈
 FG6(�
) + �̇

�EF(�
)" = −�	q̇	 − &	�	 +  Acos(>Åt)−�̈	�
DFG6(�
) + �̈
(�
D
 + 

) = −�
q̇
 − P�
D�EF(�
) �(4.1)                    

Logo, o sistema adimensional será: 

@B	′′ −  `B
′′ FG6(B
) = −?	B	′ − B	 +  `B
′ 
�EF(B
) +  ACcos(>Åt)−B	′′FG6(B
) + B
′′h = −?
B
′ − >
�EF(B
)       �                (4.2) 
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4.1 SIMULAÇÃO NUMÉRICA E RESULTADOS 

Nesta seção, os resultados de simulações numéricas são obtidas utilizando o 

software Matlab®. 

A Tabela 1 mostra os valores numéricos dos parâmetros usados nas simulações.  

 

Tabela 4.1.  Parâmetros 
 símbolo                           Valor 

?	                    0 ?
                        0.01 `	           0.05 >	                 1 >Å              1.1 AC                 0 ou 0.01 Æ             0.37 >               0.5 
_______________________ 

 
 

4.1.1 Excitação por um impulso  

Para simular um impulso sobre o  sistema, adotou–se o vetor [0  0.3  0.1  0] como 

condição inicial.  

As Figuras 4.2, 4.3 e 4.4  a seguir, mostram  a atenuação da amplitude de 

movimento, quando a estrutura principal é excitada por um impulso (AC = 0).   
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Figura 4.2. Deslocamento comparativo  do sistema principal com NES (cinza) e sem NES 
(preto). 

 

 

Figura 4.3. Velocidade comparativa  do sistema principal com NES (cinza) e sem NES (preto).  
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Figura 4.4. Retrato de fase do sistema com NES (preto) e sem NES (vermelho). 

 

 

4.1.2 Excitação por uma força harmônica 

Considerando uma força excitadora harmônica sobre o sistema dinâmico definido 

pela equação 4.2, é possível observar que o NES passa a aumentar à amplitude de 

vibração, perdendo assim sua eficiência como absorvedor de vibração.  
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Figura 4.5. Deslocamento comparativo  do sistema principal com NES (cinza) e sem NES 
(preto). 

 

Figura 4.6. Velocidade comparativa  do sistema principal com NES (cinza) e sem NES (preto).  
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Figura 4.7. Retrato de fase do sistema com NES (preto) e sem NES (vermelho). 

 

Para um melhor desempenho do absorvedor foi feita uma análise do melhor 

valor para o parâmetro 
1

1
1

m

m
� � , obtendo assim o valor 1 3.6� � como mostra a figura 

4.8.  

Alterando o valor do parâmetro de amortecimento  de 1 0� �  para 1 0.001� �  e, 

realizando as mesmas simulações para uma excitação por impulso, obtém-se  os 

resultados apresentados nas figuras 4.9, 4.10, 4.11 e 4.12. 

Para uma excitação harmônica os resultados são apresentados nas figuras 4.13, 

4.14, 4.15 e 4.16. 
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Figura 4.8. ANÁLISE DO PARÂMETRO 1� . 

 

 

Figura 4.9. Deslocamento comparativo  do sistema principal com NES (vermelho) e sem NES 
(preto). 
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Figura 4.10. Velocidade comparativa  do sistema principal com NES (vermelho) e sem NES 
(preto). 

 

 

Figura 4.11. Retrato de fase do sistema com NES (vermelho) e sem NES (Preto). 
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Figura 4.12. Retrato de fase do absorvedor. 

 

Figura 4.13. Deslocamento comparativo  do sistema principal com NES (vermelho) e sem NES 
(preto) (excitação harmonica). 
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Figura 4.14.  velocidade comparativa  do sistema principal com NES (vermelho) e sem NES (preto) 
(excitação harmonica). 

 

Figura 4.15. Retrato de fase do sistema com NES (vermelho) e sem NES (Preto) (excitação 
harmônica). 
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Figura 4.16. Retrato de fase do absorvedor (excitação harmônica). 
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5 COMPORTAMENTO DINÂMICO DE UM BLOCO EM MOVIMENTO 
TIPO MAGLEV NÃO IDEAL 

Este capítulo trata da dinâmica não linear de um maglev como  apresentado nos 

modelos 11 e 12 do capítulo 3.  

5.1 MODELO MATEMÁTICO 

Sabe-se que um modelo matemático é essencial para analisar a dinâmica do 

sistema e  se necessário, para projetar um método de controle. Por meio do modelo 

simplificado da Figura 5.1 e 5.2 , obtem-se as equações de movimento dos sistema pelo 

método de Lagrange (Capítulo 3). 

 

 
Figura 5.1. Modelo simplificado de um MagLev não ideal. 

 
Para o corpo em levitação, apresentado na figura 5.1, segue que, as equações de 

movimento são: 

��̈	(�	 + �
) + �
D!�̈
 �EF(�
) − �̇

FG6(�
)" = −�	q̇	 + K®¯°(d − q	)
 − P(�	 + �
)
�̈	�
D�EF(�
) + �̈
(�
D
 + 

) = �(�̇
) − P�
D�EF(�
) � (5.1) 

Onde  

K®¯° = [(MLaM�)g](q1a�)�             e              �(�̇
) = u	 − u
q̇
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Figura 5.2. Maglev não ideal, ideal acoplado a um pêndulo. 

 

Para o corpo em levitação, apresentado na figura 5.2,  as equações de movimento 
são: 

⎩⎪
⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪
⎧�̈	(�	 + �
 + ��) + �̈
�
D �EF(�
) + �̈���� FG6(��) =−�	�̇	 + ¾M¿g(� − �	)
 −  P(�	 + �
 + ��)+�
D�̇

FG6(�
) − ����̇ �
�EF(��)

�̈	�
D�EF(�
) + (

 + �
D
)�̈
 =�(�̇
) − P�
D�EF(�
)
�̈	���FG6(��) + �̈����
 =−���̇� − P���F 6(��)

�                   (5.2) 

Com             K®¯° = [(MLaM�aM�)g](q1a�)�             e              �(�̇
) = u	 − u
q̇
. 

Porém, ao analisar a expressão: 

2
1( )magF K d q� �                                                    (5.3)                             

Observa-se que mesmo quando 1q d�  o valor da expressão continua aumentando, 

o que não faz sentido, pois a força magnética deve diminuir com o aumento da 

distância.  Para corrigir esse problema deve-se multiplicar a função pelo sinal de  

1( )d q� . 
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A figura 5.3 mostra o gráfico de comparação entre as  funções 2
1( )magF K d q� �  e 

1
2 ( )1 1( )mag signalF K d q d q� � � . 

 

 

Figura 5.3. Análise das funções   F   e   F1. 

Logo, reescrevendo  as equações 5.1 e 5.2  tem-se: 

��̈	(�	 + �
) + �
D!�̈
 �EF(�
) − �̇

FG6(�
)" = −�	q̇	 + K®¯°F	 − P(�	 + �
)
�̈	�
D�EF(�
) + �̈
(�
D
 + 

) = �(�̇
) − P�
D�EF(�
) �          (5.4) 
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 + �
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 = −���̇� − P���F 6(��)

�                   (5.5) 
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5.2 SIMULAÇÃO NUMÉRICA E RESULTADOS 

 
Nesta seção, os resultados de simulações numéricas são obtidas utilizando o 

software Matlab®. 

A tabela 5.1 mostra os valores numéricos dos parâmetros usados nas simulações.  

 
Tabela 5.1.  Parâmetros (Arbex, Balthazar et AL(2011), Palacios(2009),  Moon (2004)): 

______________________________________________________________________ 
Grandezas                                     símbolo                               Valor        
Massa do bloco               �	                                 10 kg   
Excentricidade                                      �
. r                                             0.1 Kg.m 
Gap                                           d                                    0.2 m   
Parâmetro do motor                               �	                          variável N.m 
Parâmetro do motor                            �
                                               1 N.m/Rad/s 
Amortecimento      �	                                                   0.001 N.s/m 
Gravidade                                          g                                  9.8 m/s2 
Momento de inércia                                  J2                                           0.37 kg.m2 
 

5.2.1 Efeito Sommerfeld 

O fenômeno de salto na amplitude de vibração e do aumento da potência exigida 

pela fonte para operar próximo da região de ressonância do sistema são manifestações 

de um problema não ideal, geralmente são conhecidos na literatura como Efeito 

Sommerfeld. Este fenômeno sugere que a resposta vibratória do sistema não ideal emula 

um "absorvedor de energia" nas regiões próximas à ressonância do sistema, transferindo 

a potência da fonte de vibrações da estrutura de apoio, ao invés da aceleração da 

máquina. O fenômeno do “salto” é obtido quando a tensão do motor (�	) passa pela 

região de ressonância como mostra a figura 5.4. 
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a) b) 

Figura 5.4. Efeito Sommerfeld – a) amplitude por frequências médias; b) – amplitude por 
tensão do motor. 

 

Observa-se o aumento da amplitude de vibração do corpo em levitação quando a 

tensão do motor (�	) se aproxima da região de ressonância do sistema. Após a 

passagem pela região de ressonância, a amplitude de vibração do  sistema tende a 

diminuir. 

5.2.2 Controle 

Esta seção trata de um método para  controlar a amplitude de vibração do sistema 

MagLev proposto. Nesse trabalho utiliza-se dos métodos de controle, um passivo e 

outro ativo.  

5.2.2.1 Controle passivo  

Uma estratégia de controle passivo para redução do efeito Sommerfeld pode ser 

implementada para manter o sistema em baixa vibração. Para esse fim é acoplado ao 

sistema principal um pêndulo, como mostra a figura 5.2, como realizado no trabalho de 

Yabuno (2004). 
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Observando as figuras 5.5 e 5.6, nota-se que o pêndulo aumentou a amplitude de 

vibração na região do “jump”. 

a)    b) 

Figura 5.5. Efeito Sommerfeld – a) amplitude por frequências médias; b) – amplitude por 
tensão do motor. 

 

 
Figura 5.6. comparação dos sistemas: sem pêndulo (cinza) e com pêndulo (preto). 

5.2.2.2 Controle ativo 

Com o objetivo de reduzir a magnitude do efeito Sommerfeld será considerada a 

introdução de uma suspensão electromagnética controlável, semelhante à metodologia 
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proposta por (Watanabe et al., 2007). A estratégia de controlo pode ser observado na 

Figura 5.7. 

 

Figura 5.7. Mecanismo utilizado para o controle de vibrações. 

 

Introduzindo o controle (U ) no sistema segue que: 

1 2
2

2 32 2
1 2

2 1 2
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3 4
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(5.6) 

 

A dinâmica do controle pode ser descrita pela função  

)( 2yGU ��  (5.7) 

Onde   
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Com  0�a  e  finito. 

De acordo com (Tereshko et al., 2011) o controle (5.7) é especialmente 

sintonizado para controlar a posição de equilíbrio 

Portanto considerando  )tanh()( 22 yyG �� proposto por (Tereshko et al., 2011), 

com ��� �0  determinando a inclinação da função.  

a) 

 

 

b)  

 

FIGURA 5.8. FUNÇÃO DE CONTROLE A) 2( )G y (5.8)    B) )tanh()( 22 yyG ��  

 

Deve-se escolher ? e � de tal forma que diminuam a amplitude durante o “salto”.  

Observando as figuras 5.9, 5.10 e 5.11 obtém-se os valores de ? e  �. 

 

 

a) b) 
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Figura 5.9. a) Variação da amplitude máxima(��=12.5) por �  b) Zoom da figura 4a. 

 

A figura 5.9 mostra que para � = 26.4 ocorre a menor amplitude de movimento 

quando �	=12.5, região do “salto”. 

O mesmo será feito para se obter o valor de � ,como mostra as Fig. (5.10) e 

(5.11) 

 

Figura 5.10. Variação da amplitude máxima(��=12.5) por  �. 
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Figura 5.11. Zoom da Fig. (5.8). 

 

A Fig. (5.11) mostra que qualquer valor de ? maior que 1.4 não há uma 

diminuição considerável na amplitude do sistema, logo será considerado  ?=1.4. 

5.2.3 Comparação dos sistemas  

A seguir será feita uma comparação entre o sistema sem controle e o sistema 

controlado para avaliar a eficiência do método de controle utilizado. 
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Figura 5.12. Efeito Sommerfeld – comparação –  a) amplitude por frequências médias; b) 
amplitude por tensão do motor. 

 

A Fig. (5.12)  mostra que houve uma diminuição significativa na amplitude de 

vibração do sistema MagLev com a utilização do método de controle proposto por 

Tereshko (2004), fazendo com que o sistema passe pela região de ressonância sem um 

grande aumento na amplitude de movimentos. 

Na Fig. (5.13) é possível observar o deslocamento do corpo em levitação 

magnética dos sistemas com controle e sem controle, conforme a variação da tensão 

(�	) do motor.   

 

Figura 5.13. Comparação do deslocamento entre o sistema com controle (cinza) e sem 
controle (preto). 
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As figuras   (5.14) e (5.15)  mostram um “salto triplo” de um sistema maglev  não 

ideal. Nas figuras  (5.16) e (5.17) é possível observar os múltiplos saltos no sistema 

maglev  acoplado a um pêndulo.  

 

Figura 5.14. efeito Sommerfeld  – amplitude VS  frequencia do motor. 
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Figura 5.15. efeito Sommerfeld  - amplitude VS  tensão do motor. 

 

 

Figura 5.16. efeito Sommerfeld  – amplitude VS  frequencia do motor (com pêndulo). 
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Figura 5.17. efeito Sommerfeld  - amplitude VS  tensão do motor (com pêndulo). 

Com o pêndulo acoplado ao sistema ocorre um aumento na amplitude de vibração 

nos dois primeiros saltos, mas no terceiro salto ocorre uma diminuição na amplitude de 

vibração do sistema, como mostram as figuras (5.16), (5.17) e (5.18) . 

 

Figura 5.18. sistema acoplado ao pendulo  (preto) e sem  pendulo (cinza). 
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Aplicando  o controle ativo proposto por Tereshko (2011),  discutido no item 

5.2.2.2 , obtém  as figuras (5.19), (5.20) e (5.21). 

 

Figura 5.19. efeito Sommerfeld  - comparação– amplitude VS  frequencia do motor. 

 

Figura 5.20. efeito Sommerfeld  - comparação– amplitude VS  tensão  do motor. 
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Figura 5.21. Comparação do deslocamento entre o sistema com controle (cinza) e sem 

controle (preto). 
  

As figuras  (5.19), (5.20) e (5.21) mostram que houve uma diminuição 

significativa na amplitude de vibração do sistema, ocorrendo apenas um pequeno 

“salto” na primeira região de ressonância.  

Aplicando o controle ativo no sistema pendular e comparando os dois sistemas 

(um somente com controle ativo e outro com controle ativo e passivo) observa-se um 

melhor desempenho, para redução da amplitude de movimentos na região de 

ressonância conforme mostram as figuras (5.22) e (5.23), quando aplicado os dois 

métodos de controle. 
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Figura 5.22. efeito Sommerfeld  - comparação– amplitude VS  frequencia do motor. 

 

 
Figura 5.23. efeito Sommerfeld  - comparação– amplitude VS  tensão  do motor. 
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6 CONCLUSÕES  

Os resultados apresentados no capítulo 4 mostram que absorvedor de energia 

(NES) proposto neste trabalho mostrou-se sensível à fonte de excitação do sistema 

quando não é considerado amortecimento. 

Para uma excitação por impulso o NES demostrou ser bastante eficiente na 

diminuição da amplitude de vibração do sistema. Por outro lado, quando a fonte de 

excitação passa a ser uma força harmônica próxima da frequência natural do sistema, o 

NES aumentou a amplitude de vibração do sistema principal porém quando é 

considerado o atrito, o absorvedor obteve melhor desempenho tanto para uma excitação 

por impulso como por uma força harmônica. 

O sistema de vibração não ideal proposto no capítulo 5 mostrou que a fonte de 

energia tem influência sobre a estrutura, devido à existência do efeito Sommerfeld, a 

amplitude máxima ocorreu em regiões onde aconteceu o fenômeno de salto (Palacios, 

2009). 

Foram estudados, no capítulo 5, sistemas do tipo MagLev (um bloco incluindo um 

ímã em que na  parte inferior está situado um polo magnético, de tal maneira a opor-se 

ao polo superior de uma base magnética) excitada por uma fonte de energia não ideal 

(um motor elétrico desbalanceado do fornecimento de energia limitada ). 

Duas estratégias de controle foram implementadas para os sistemas MagLev. O 

controle passivo não foi eficiente na tentativa de diminuir a amplitude de vibração do 

sistema.  A estratégia de controle ativo foi eficiente para o propósito desse trabalho.  

Conciliando os dois métodos de controle obtêm-se melhores resultados que 

quando aplicados separadamente, como mostram as figuras (5.22) e (5.23). 
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