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Resumo

Nesta dissertacao obtemos modelos duais de rank superior para particulas
de spin-0, spin-1 e spin-2 em D-dimensoes utilizando a técnica da acao mestra.
Como introdugao obtemos um modelo simples para uma particula de spin-0 uti-
lizando um campo vetorial o qual servira de paradigma para os capitulos poste-
riores. Verificamos o conteudo fisico obtido através de suas equagoes de movi-
mento, propriedades analiticas do propagador e do algoritmo de Dirac-Bergman
para sistemas vinculados. No caso de particulas de spin-1, fazemos um acopla-
mento minimo na ac¢ao mestra tanto com o campo gravitacional quanto com o
campo eletromagnético o que resulta, curiosamente, no aparecimento de termos

nao minimos nas acoes descendentes.

Palavras Chave: acao mestra, spin, rank superior, dualidade, graus de
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Abstract

In this master thesis we obtain dual models of the higher rank type for
particles of spin-0, spin-1 and spin-2 in D-dimensions by using the master action
technique. As an introduction we obtain a simple model for a spin-0 particle
by using a vectorial field which serve as paradigm for the next chapters. We
verify the particle content of the models through the analysis of the equations
of motion, analytical properties of the propagator and we count the degrees of
freedom by using the Dirac-Bergman algorithm for constrained systems. In the
case of spin-1 particles, we do a minimal coupling in the master action first with
the gravitational field and secondly with the electromagnetic field which result,
curiously, in the appearance of non minimal couplings terms in the descendent

actions.
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Capitulo 1

Introducao

Desde os primeiros pensadores de que se tem conhecimento até os dias
de hoje, os seres humanos tem tentado continuamente elaborar possiveis mode-
los para a explicacao de certos padroes da natureza. Alguns modelos surgiram
e foram derrubados - quem nao conhece a histéria dos modelos geocéntrico e
heliocéntrico? - muitas vezes devido ao surgimento de um outro modelo relativa-
mente mais completo. No entanto, em alguns casos, modelos equivalentes também
surgiram ao longo da histéria da ciéncia, sendo a dualidade onda-particula talvez
a mais conhecida. A luz tem lugar privilegiado nesta histéria, pois ja foi tratada
como sendo composta de ondas propagantes por Huygens e também como sendo
composta por particulas por Newton. A concepcao de Newton foi quase extinta
com o advento do eletromagnetismo de Maxwell, no entanto como todos sabem,
Einstein ao retomar o conceito de que a luz poderia se comportar tanto como onda
quanto como particula, consegue explicar o efeito fotoelétrico o que lhe rendeu o
prémio nobel em 1921. A historia fica ainda mais interessante quando De Broglie,
em 1924, introduz o conceito de dualidade onda-particula para a matéria, na qual
elétrons se comportariam também tanto como ondas quanto como particulas. A
posterior observacao experimental da difracao de elétrons em 1927, por Clinton
Joseph Davisson e Lester Germer, fez com que De Broglie recebesse o prémio no-

bel de fisica em 1929. Enfim, o que podemos tirar de conclusao da pequena sintese

10



11

acima é que a natureza nao diferencia duas formulagoes tedricas equivalentes. A
grande vantagem de formulagaoes duais é que certos aspectos fisicos podem ser
mais evidentes em uma formulagao do que em outra. O que sera feito nesta dis-
sertacao sera algo que tange este argumento, pois trabalharemos com modelos
duais aos modelos de Klein-Gordon para particulas de spin-0, Maxwell-Proca e
Maxwell, para particulas de spin-1 e com uma acao mestra para particulas de
spin-2.

Modelos duais tem sido bastante utilizados nos ultimos anos, vide por
exemplo [7, 8, 11, 24, 25| e referéncias contidas em [8, 11, 25]. Exemplos im-
portantes da utilizacdo de teorias duais sao encontrados em [36], ¢ no caso da
conjectura AdS/CFT sugerida em [28]. Uma motivagao fundamental para bus-
carmos modelos duais para particulas de spin-1 massivas é o fato de que o bdoson
de Higgs até agora nao foi encontrado. Modelos massivos com simetria de calibre
alternativos para particulas de spin-1, vide por exemplo [13], podem ser tteis
caso esta particula nao seja observada.

Mas como encontrar um modelo dual? Em teorias de campos (quadra-
ticas), que é o caso dos modelos encontrados ao longo desta dissertacao, um
método eficiente para se obter teorias duais é o uso da acao mestra [16] a qual
depende de dois campos diferentes. Na acao mestra temos um termo quadratico
no campo A, outro no campo B e um termo que mistura ambos, tal que pode-
mos obter uma teoria dual através de uma integracao gaussiana tanto no campo
B quanto no campo A. No capitulo 3, comecaremos com uma acao de pri-
meira ordem (em derivadas) em D-dimensoes, contendo um campo escalar ¢ e
um campo vetorial A, acoplados. Integrando no campo vetorial na agao mestra
obtemos a teoria de Klein-Gordon. Por outro lado, integrando sobre o campo
escalar obtemos uma teoria vetorial dual a Klein-Gordon. Calculamos o propa-
gador de ambas as teorias e conseguimos um mapeamento dual entre as duas. O
contetudo das equacoes de movimento também ¢é analisado, além de propriedades
analiticas do propagador e contagem de graus de liberdade via formalismo ha-

miltoniano. Este capitulo é apenas introdutorio e serve para elucidar o capitulo
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posterior, pois resultados analogos serao obtidos para particulas de spin-1. No
capitulo 4, definimos uma acao mestra que mistura um campo vetorial A,, com
um tensor simétrico W,,,. Seguimos os passos contidos no capitulo 3 e encotra-
mos um novo modelo para particulas de spin-1, dual a teoria de Maxwell em D
dimensoes. A consisténcia deste novo modelo é analisada de forma analoga ao
caso de spin-0, e encontramos um mapeamento entre ambas as teorias. O modelo
dual encontrado para o caso nao massivo, se mostra particularmente interessante
nos casos D = 2 + 1, onde obtemos o modelo recentemente descoberto em [4], e
D = 3+ 1, onde obtemos o modelo primeiramente encontrado em [19]. Posteri-
ormente, acrescentamos um termo de massa (Proca) na a¢ao mestra e também
obtemos um modelo dual a Maxwell-Proca. Encontramos um mapeamento entre
ambas as teorias e verificamos, também neste caso, a consisténcia deste modelo
dual. No capitulo 5, colocamos interagao no nosso modelo. No primeiro caso,
estudaremos o acoplamento com um campo gravitacional e, em seguida, acopla-
remos com um campo eletromagnético. No final do capitulo 5, aplicamos as ideias
desenvolvidas ao longo desta dissertacao, para o caso de spin-2. Apresentamos,
na ultima secao do capitulo 5, resultados preliminares para uma agao mestra
para particulas de spin-2, utilizando um tensor de rank 3 totalmente simétrico,
e com um tensor, também de rank 3, porém com simetria apenas em um par de
indices. No capitulo 6 tiramos nossas conclusoes. Em particular, notamos que
a introducao de interacao via derivada covariante na acao mestra é diferente da

introducao direta nas teorias duais descendentes.



Capitulo 2

Uma introducao aos vinculos

hamiltonianos

Um fato importante em teoria de campos é que, em geral, estas teorias
apresentam vinculos. A mecanica analitica é bem estabelecida no formalismo
hamiltoniano para sistemas fisicos onde podemos inverter a matrix hessiana e
entao, encontrar para cada momento canonicamente conjugado p no espago de
fase um tunico ¢ no espaco de configuragoes. Quando isto nao ocorre, algumas
dificuldades, como a existéncia de vinculos, surgem na teoria e estas sao ditas
singulares. A existéncia de vinculos exige, por motivos técnicos, que toda uma
classificagao seja feita. Por exemplo, vinculos priméarios de primeira classe sao
sempre geradores de transformacoes de calibre, enquanto vinculos secundarios de
primeira-classe (as definigbes precisas encontram-se no capitulo 2) nem sempre
[22]. Vinculos também sao tteis na verificacdo do conteido fisico de uma teoria,
por exemplo, podemos contar graus de liberdade apenas contando o ntimero de
campos independentes e o nimero de vinculos que a teoria apresenta, desde que
tomemos algum cuidado como explicado no capitulo 2 desta dissertacao. Existem,
ao meu conhecimento, duas formas de obter tais vinculos de uma teoria fisica,
uma delas ¢é através da lagrangiana, usando as equagoes de Euler-Lagrange. Neste

caso os vinculos estao associados a indeterminagao das aceleragoes da teoria em

13
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fungao das velocidades e coordenadas generalizadas [21]. Tal processo é, em geral,
equivalente ao algoritmo de Dirac-Bergmann, o qual é utilizado no formalismo
hamiltoniano, porém, como o préprio Dirac disse [20], “I feel that there will
always be something missing from alternative methods which we can only get
by working from the Hamiltonian”. Neste capitulo, uma revisao de como obter
vinculos através do algoritmo de Dirac-Bergmann é apresentada, além de uma
discussao de como contar graus de liberdade de uma teoria fisica depois de obtidos
os vinculos através deste algoritmo. Com esse arcabougo em maos vamos obter,
no capitulo 4, os vinculos da teoria de Maxwell-Proca em D-dimensoes e do seu
modelo dual, via tensor simétrico obtido em [14], com o intuito de comparar os

graus de liberdade que ambas apresentam.

2.1 Vinculos

As teorias fisicas tradicionais comecam com a definicao de uma acao

dada por:

S:/2L(qn,qn)dt. (2.1)

t1
Se impusermos a condicao de que a variagao da acao seja nula, 45 = 0, ou seja,
que a acao seja estaciondria, juntamente com as condicoes de que as variagoes
3¢, (t1) = 0 = ¢, (ts), obtemos as equagoes de Euler-Lagrange:
d /0L oL
—(—) ~ %0, n=0,1,2,. N, (2.2)
dt \0qy, Iqn

as quais podem ser reescritas na forma:

PL oL 2L
0¢;0q¢;  0q; qla%aq'j.

Gi (2.3)

As equacgoes acima sao, na verdade, um conjunto de equacoes lineares nas ace-
leragoes e podem ser resolvidas para os ¢; em fungao dos ¢;’s e g;’s de forma tnica,
se e somente se, a matriz hessiana W com elementos definidos por:

0L

i = 96,04, (2.4)
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for nao-singular, ou seja, detW # 0. Quando isto nao ocorre, dizemos que a teoria
possui vinculos lagrangianos. Este fato esta intrisicamente ligado aos vinculos
hamiltonianos introduzidos por Dirac. De fato, se quisermos obter o formalismo

hamiltoniano de forma tnica, a partir do lagrangiano, devemos fazer a mudanca

(¢,4) — (g, p), onde:

oL
a - ) 2.5
Po = 50 (2.5)
com a condi¢ao de que o jacobiano dessa transformacao dado por:
D 0*L
a:p) _ detH il H (2.6)
D(q; q) 0Ga0d

deva ser nao nulo. Esta condicao coincide exatamente com a condi¢ao de nao-
singularidade de W explicada acima no caso dos ¢,’s. No caso em que o jacobiano
é nulo, nao conseguimos obter um p no espaco de fase para cada ¢ no espaco de
configuragao. Neste caso dizemos que o sistema fisico em questao possui vinculos
hamiltonianos e as coordenadas do espaco de fase nao sao todas independentes,

mas sim, obedecem relacoes do tipo:
¢k(q;p) 207 k= 1727"'7K7 (27)

que surgem da definicdo dos momenta (2.5). Vinculos que aparecem diretamente
da definicao dos momenta sao denominados vinculos primdrios. Mesmo na pre-
senca de tais vinculos podemos construir a hamiltoniana a partir da definicao
H =)".pig; — L, porém no caso em que ha vinculos primarios devemos utilizar
uma hamiltoniana mais geral, de modo que esta seja definida em todo o espaco de
fase e nao apenas em uma subvariedade definida pelos vinculos primarios. Este
passo é fundamental para que as equacgoes de Euler-Lagrange sejam equivalentes
as de Hamilton. Tal fato pode ser expresso matematicamente pela hamiltoniana
primaria:

Hp=H+Y Mox, (2.8)
p

onde os A\ sao funcoes arbitrarias do tempo conhecidas como multiplicadores ha-

miltonianos. Deve-se tomar cuidado ao trabalhar com vinculos pois nao devemos
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usa-los antes de calcularmos os parénteses de Poisson, uma vez que os vinculos
sao satisfeitos apenas na hipersuperficie definida por (2.7) e nao em todo o espago

de fase. Usaremos o simbolo & para frisar isto,

¢r(q,p) = 0, (2.9)

e diremos que o vinculo é fracamente nulo. Com isto em mente, podemos escrever

as equagoes de movimento de uma quantidade fisica qualquer na forma,
h~{h,Hp}, (2.10)

onde {F,G} significa que estamos calculando os parénteses de Poisson de duas

grandezas fisicas F' e G. Se h for um dos vinculos devemos ter, por consisténcia,
. ~ 0, (2.11)

ou,

{on, H} + Z M A ry Prr } = 0. (2.12)
¥

Tais condigoes de consisténcia dao origem ao algoritmo denominado algoritmo de
Dirac-Bergmann. Trés casos distintos podem acontecer:

(1) As condigoes de consisténcia sao satisfeitas identicamente. Neste caso,
nao surgem mais vinculos e os multiplicadores hamiltonianos \; permanecem
inteiramente arbitrarios; portanto a dinamica do sistema possui fungoes do tempo
arbitrarias.

(2) Os multiplicadores hamiltonianos sao determinados univocamente
através das condigdes de consisténcia. Isto ocorre se a matriz ||{¢x, or }|| € nédo-

singular. Neste caso, se || Mg é a inversa de ||{¢k, ¢w }||, temos:

> 1M 1w, du I = e (2.13)

k//

Através das condicoes de consisténcia obtemos,

A R — Z Mkk’{¢k’7 H}7 (2-14)
k./
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e assim,

b {h, Hy = {h, ¢} My {6w, H}, (2.15)

kK

o que nos induz a definir os parénteses de Dirac de duas grandezas fisicas quais-
quer, I' e GG, como
{F.G}p ={F.G} = > {F. ¢} M {dw, G}, (2.16)
ke k!
e com o auxilio deste, podemos escrever a equacgao de movimento no formalismo

hamiltoniano na forma compacta em funcao da hamiltoniana canonica,
F={F H}p. (2.17)
Podemos usar a igualdade forte ¢, = 0 na ultima relagao, pois:

{F.¢x}p = {F, ¢} = Y _{F, o} My {dwr, o} = {F, 06} = > _{F, ¢ }0wi = 0.

o ' (2.18)
Logo, se usarmos os parénteses de Dirac, podemos colocar os vinculos como sendo
fortemente nulos de modo que H = Hp. Outra propriedade interessante dos
parénteses de Dirac é que eles satisfazem as mesmas propriedades algébricas dos
parénteses de Poisson, como por exemplo, a identidade de Jacobi.

(3) Novos vinculos surgem ao impormos condigoes de consisténcia, ge-

rando vinculos denominados secunddrios
XI(Q7p)%07 l:1727"'7L7 (219)

e impomos novamente condigoes de consisténcia sobre esses vinculos. Se voltar-
mos ao caso (1) ou (2), o processo termina. Caso contrario, teremos vinculos
terciarios e repetimos novamente o processo. Genericamente, podemos denomi-
nar secundarios todos os vinculos que nao sejam primarios. Este procedimento
¢ denominado algoritmo de Dirac-Bergmann. O procedimento termina apds um

niumero finito de etapas e ficamos com mais,

Y(q,p) = 0, k=L+1,...L+ K, (2.20)
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vinculos. Assim, terminamos o procedimento com o total de M vinculos,
Om(q,p) =0, m=12,...L+ K = M. (2.21)
No caso (3), o algoritmo acaba quando as condigoes de consisténcia,

{Gm: HY + Y Me{dm, &1} ~ 0, (2.22)

impoem restrigoes sobre os A’s. O sistema com M equacoes lineares acima, nao-
homogéneas para K < M incognitas, ¢ solivel para os \;’s pois assumimos que
nossa lagrangiana nao possui inconsisténcias. A solucao geral desse sistema ¢é da

forma,

B

b=1
. . . . b
sendo Uy uma solugao particular das equagoes nao-homogéneas e V;C( ), b=1,.., B,

solucoes linearmente independentes das equacoes homogéeneas
b
k

onde os coeficientes w;, sao arbitrarios. Com isso, podemos reescrever a hamilto-

niana primaria da seguinte forma,
Hp=H+> Mo =H+Y Ubp+ Y wpVi op = H + Y wdy, (2.25)
k k kb b
onde
H=H+Y U, ®=)» V. (2.26)
k

As equacoes de movimento de uma quantidade fisica qualquer F' podem ser es-

critas em termos da hamiltoniana primaria da seguinte forma,
F~{F Hp}. (2.27)

Os coeficientes arbitrarios w, em Hp, aparecem também nas equagoes de movi-
mento, assim as condigoes iniciais nao determinam, de forma tnica, a evolucao

do sistema fisico em questao. Tal fato é caracteristico de teorias com invariancia
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de calibre que, em geral, sao descritas com mais variaveis do que graus de li-
berdade fisicos da teoria. Podemos classificar os vinculos nao s6 como primarios
ou secundarios, como também em vinculos de primeira-classe e sequnda-classe.
Vinculos de primeira-classe tem um papel importante na quantizagao de teorias
fisicas, pois estao ligados a geradores de transformacoes de calibre.

Quando uma funcao arbitraria K (g, p) possui parénteses de Poisson fra-

camente nulos com todos os vinculos, ou seja,
{K,¢pm} =0, m=1,... M, (2.28)

ela é dita uma fungao de primeira-classe. Se o paréntese de Poisson de K(q,p)
com pelo menos um dos vinculos for fracamente nao-nulo, ela serd dita uma
funcao de sequnda-classe.

Os vinculos primérios de primeira-classe sao geradores de transformacoes
de calibre. De fato, sao os vinculos primarios que sao acrescentados na hamil-
toniana primdria. Se esses vinculos forem de segunda-classe, determinaremos os
multiplicadores hamiltonianos, logo estes nao serao arbitrarios. Ja no caso dos
vinculos priméarios de primeira-classe, temos fungoes arbitrarias do tempo w e
os multiplicadores hamiltonianos nao sao determinados de forma tnica. Assim,

dadas as condicoes iniciais em %, consideremos
Kt0+§t = K0+K(5t = K0+{K, Hp}ét = K0+5t[{K, H/}+Z wb{K, (I)b}] (229)
b

Como os wy sao arbitrarios, se fizermos a mesma variacao acima porém agora

usando um wj, teremos,
AKipror =0t > (wy —wp){K, @} = > e {K, B}, (2.30)
b b

onde

ey = (w), — wy)ot, (2.31)

e vemos que a equagao (2.30) é uma soma de transformagoes canonicas infini-

tesimais, cada uma gerada pelos ®, com parametro infinitesimal ¢,. Logo, os
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vinculos primarios de primeira classe sao geradores de transformacoes canonicas
infinitesimais [26] que mudam as varidveis do espago de fase, ou seja, os ¢’s e
os p’s, mas nao mudam o estado fisico do sistema, isto é, geram transformacoes
de calibre. A explicagao acima garante que vinculos primarios de primeira-classe
sao geradores de transformagoes de calibre, porém alguns vinculos secundérios
de primeira-classe também podem gerar transformacoes de calibre, como por
exemplo o vinculo da lei de Gauss na teoria de Maxwell. Dirac [20] acreditava
que seria possivel mostrar que todos os vinculos secundarios de primeira-classe
também seriam geradores de simetrias de calibre, porém podemos encontrar um

contra-exemplo no livro de M. Henneaux e C. Teitelboim [22].

2.2 Fixacao de calibre e os graus de liberdade

independentes

Como foi visto na subsecao anterior, quando uma lagrangiana (ou ha-
miltoniana) apresenta vinculos primdrios de primeira-classe teremos necessaria-
mente transformagcoes de calibre associadas a esta teoria (também podemos ter
transformacoes de calibre associadas a alguns vinculos secundarios de primeira-
classe). Tais transformagoes nos dizem que o sistema nao é univocamente descrito
pelo conjunto de varidveis (¢, p) do qual dispomos, ou seja, teremos fungoes ar-
bitrarias dependentes do tempo, wj’s, presentes nas equagoes de movimento. A
forma canonica de se obter a evolucao temporal de maneira tnica é impor mais
restrigoes sobre as variaveis canonicas, ou seja, condi¢oes canodnicas de calibre, e
assim teremos uma evolucao univoca das variaveis fisicas do sistema em estudo,
pois estaremos trabalhando apenas com as variaveis independentes. E bom frisar
que as condicoes de calibre em questao nao sao consequéncias naturais da teoria,
e sim, condigoes postas ad-hoc necessarias para nos livrarmos de variaveis redun-
dantes. Isto é possivel, pois tais condigoes extras apenas removem os elementos

nao observaveis da teoria e nao afetam as propriedades observaveis, ou seja, as
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quantidades invariantes de calibre.
Em resumo, temos a seguinte situacao, dada uma teoria fisica, extraimos

os vinculos desta e para cada conjunto de vinculos de primeira-classe,

¢r(q,p) =~ 0, (2.32)

impomos um outro conjunto de equagoes,
Ja(q,p) = 0, (2.33)

tal que a matrix quadrada formada pelos elementos {.J,, ¢x} seja nao-singular, ou
seja,

det{J,, ¢} # 0. (2.34)

Isto nos diz precisamente que os vinculos J, e ¢ juntos formam um conjunto
de vinculos independentes de segunda-classe. E importante notar que devemos
sempre checar que J, ~ 0 nio gera novos vinculos. Logo, apés a fixacdo de
calibre, a teoria nao possui mais vinculos de primeira-classe. Nossa teoria fica
apenas com vinculos de segunda-classe e podemos usar os parénteses de Dirac
para a obtenc¢ao das equacoes de movimento. Como vimos anteriormente, também
podemos tomar agora os vinculos como identidades fortes e usa-los para eliminar

os graus de liberdade esptrios.

2.3 Contagem dos graus de liberdade

Se ao trabalharmos com uma teoria fisica obtivermos apenas vinculos
de segunda-classe, tal teoria nao apresentara as fungoes arbitrarias wy’s ja ci-
tadas. Logo, usando os vinculos como identidades fortes podemos eliminar as
variaveis dependentes e com isso eliminar um grau de liberdade do sistema fisico
em questao, no espaco de fase, para cada vinculo de segunda-classe. Caso a teoria
possua vinculos de primeira-classe geradores de simetria de calibre, fixamos um
calibre para cada vinculo deste tipo e obtemos uma teoria apenas com vinculos

de segunda-classe, assim eliminamos dois graus de liberdade no espaco de fase
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para cada vinculo de primeira-classe gerador de simetria de calibre. De forma

geral, a contagem de graus de liberdade fisicos é feita da seguinte maneira:

[N — Ny — 2]
Ny = ; :

onde Ny ¢ o numero de graus de liberdade fisicos da teoria no espaco de confi-
guracao, Ny é o niimero de vinculos de segunda-classe, N1 é o nimero de vinculos
de primeira-classe geradores de simetria de calibre e N é a dimensao do espaco

de fase (nimero de campos e momenta na teoria de campos).



Capitulo 3

Spin-0

3.1 Descricao vetorial de um campo de spin-0
massivo

Um fato bem conhecido em teoria de campos é que se construirmos uma
acao envolvendo um campo vetorial, de segunda ordem em derivadas e covariante
de Poincare, apenas 3 modelos serdo fisicamente consistentes [29], desconside-
rando tensores de Levi-Civita. Isto pode ser verificado analisando o contetido

fisico de particulas da seguinte acao':

sz/f%p&ﬂwmym4ﬂw%%+mww, (3.1)

onde a,b e ¢ sao constantes reais quaisquer e os operadores,

o1
|:| )

whe

= ot =t — Wt p,a=0,1,...,D — 1, (3.2)
sao projetores pois satisfazem a algebra:

00,0 = 0", Wwyy =we, 0w, =0=w"0,,, O, +uw', =0",, (3.3)

e possuem trago 7,,0" = D —1 e 1w = 1. Assim, o operador 0*“ projeta em

um subespaco de dimensao D — 1 transversal ao subespago no qual w*® projeta,

!'Usaremos ao longo desta dissertagao a notagao n,, = (—, +,+, ..., +).

23
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o qual possui dimensao 1. Por essa mesma razao, dizemos que ¢ projeta vetores
no setor de spin-1 e w no setor de spin-0.

Reescrevendo a agao (3.1) acima na forma:
S = / dPr{A, K" A}, (3.4)

onde K* = (a4 ¢)0" + (b0 + c)w*” possui inversa dada por K} = m@w +

(bD—l—&-c)w/W’ caso a,c e b,c nao sejam simultaneamente nulos. Como é sabido da
teoria quantica de campos [9, 23, 35|, para encontrarmos o contetdo fisico de
particulas de uma dada teoria, devemos analisar o sinal da parte imaginaria
dos residuos associados aos polos da amplitude de dois pontos. Se o sinal for
positivo, teremos uma particula fisica, se for negativo, teremos um fantasma e
caso o residuo seja nulo, nao havera particulas na teoria. Para calcularmos a
amplitude de dois pontos de uma teoria qualquer, devemos primeiro escrever a

acao na forma S = [dPzBKB e encontrar a inversa do operador K, pois a

amplitude de dois pontos definida por:
A(k) = J*(k){B(=k)B(k))J (k), (3.5)

onde J(k) é a fonte e (B(—k)B(k)) é o propagador, pode ser facilmente calculada
utilizando a relacao,

(B-R)BR) = — K (h). (3.6)

Portanto, a amplitude de dois pontos para a teoria dada pela agao (3.4) serd,

7 1
o
ak? —c + bk?2 — ¢

WW] T, (k). (3.7)

Podemos verificar os possiveis tipos de particula que a teoria proposta contém
analisando os possiveis valores para as constantes a,b e c. Por exemplo, caso a,b
e ¢ sejam nao nulos, entao a teoria possuira duas particulas massivas de massas
distintas, sendo uma de spin-0 e outra de spin-1. No entanto, se ajustarmos os
sinais das constantes de modo a evitarmos tachyons, esta imposi¢ao leva neces-

sariamente a presenca de um fantasma e a teoria deve ser descartada. Se b = 0,
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teremos uma particula massiva de spin-1 e a teoria se reduz a teoria de Maxwell-
Proca (basta olhar para a agdo (3.1) com b =0, a = 1 e c = m?/2). Se fizermos
b = c = 0 teremos em (3.1) a acdo de Maxwell. O fato curioso, porém ja bem
conhecido [29], é que se fizermos a = 0 teremos apenas uma particula massiva de
spin-0 descrita por um campo vetorial. Verificaremos isto a seguir, analisando o

sinal do residuo da amplitude de dois pontos acima colocando a = 0. Com isto

teremos:
AR = Lrm-tew s L _omlnm), m=-5 @38)
= — —_ = W v 5 - — 7. .
2K c b(k? + m?) b
Logo, teremos um pélo em k% = —m?. Para que a teoria nao apresente tachyons,

devemos ter be < 0. O residuo associado a este polo sera:

Rope = Tim (K 4+ m2)A(k) = - J* (k)™ ], (k). (3.9)

k2——m?2 26 H

Como o operador w"” projeta na direcao de propagacao do momento, escolhendo
k' = (m,0,0,...,0) teremos R_,2 = —Z|Jo|>. Logo, ImR_,,2 > 0 caso b < 0
e teremos um modelo que descreve uma particula fisica de spin-0 utilizando um
campo de rank superior (vetor). Escolhendo b = —1/2 e ¢ = m?/2, obtemos a

acao:

'LLA 2 2
SI(;),m) :/de[(a 2#) —|—m7A“AH]. (3.10)

Verificaremos agora se o modelo acima fornece as mesmas equacoes de

movimento que o modelo de Klein-Gordon. Podemos reescrever a acao (3.10) na

forma:
m 1
SQm = /deéA“[—E)ME)VquZUW A (3.11)
Extremizando a acao encontramos as seguintes equagoes de movimento:
as ,
s = 0= 0,0,A4" - m*A, = 0. (3.12)

Aplicando-se 0" em (3.12):

(O-m*o-A=0, (3.13)
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e segue que o divergente do campo vetorial A, satisfaz a equacao de Klein-Gordon.
Como a equacao (3.13) foi obtida de (3.12) aplicando-se uma derivada, ¢ natural se
perguntar se o modelo original (3.12) contém mais informagoes do que a equagao
(3.13). Com o intuito de responder esta questao, sem perda de generalidade,

decompomos o campo vetorial em sua parte longitudinal e transversal na forma,

A= 0,0+ A, (3.14)
onde 0" Al = 0. Substituindo (3.14) em (3.12):
9,[(0—m?)¢] —m?A," =0. (3.15)
Aplicando-se o projetor % na equacao acima obtemos,
Al=0= A, = 0,0 (3.16)
Voltando este ultimo resultado nas equacoes de movimento, temos:

B,1p = 0 (3.17)

onde ¢ = (O—m?)¢. Com condigoes de contorno tais que os campos sejam nulos

no infinito, a solucao geral de (3.17) é dada por:
Y = (0—-m?)¢ = 0. (3.18)

Logo, o componente longitudinal do campo vetorial satisfaz a equacao de Klein-
Gordon enquanto a parte transversal é nula. Como a parte longitudinal possui
apenas um grau de liberdade, nosso modelo é equivalente ao de Klein-Gordon no
sentido de que possui os mesmos graus de liberdade e satisfaz as mesmas equagoes

de movimento.

3.2 Mapeamento dual e acao mestra

Tendo como base os argumentos da se¢ao anterior, vimos que € possivel

obter um modelo de rank superior para particulas de spin-0, ou seja, um modelo
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que utilize um campo vetorial (rank 1) ao invés de um campo escalar (rank 0).
Como o modelo vetorial Sﬁ?’m) é equivalente ao modelo de Klein-Gordon, deve
ser possivel mapear uma teoria na outra. Com este intuito, usaremos a técnica
da acao mestra.

A primeira acao mestra da qual temos conhecimento foi proposta por
Deser e Jackiw [16], em 1984, com o intuito de mostrar a dualidade entre o
modelo por eles proposto em [17], conhecido atualmente por Maxwell-Chern-
Simons (com simetria de calibre), e o modelo obtido por P.K. Townsend, K.
Pilch e P. van Nieuwenhuizen em [38], conhecido por modelo Auto-Dual (sem
simetria de calibre). Ambos modelos descrevem particulas massivas de helicidade
+1 ou -1 em 241 dimensoes utilizando campos vetoriais.

Nessa dissertacao utilizaremos a técnica da acao mestra para encontrar
modelos duais para particulas de spin-0, spin-1 e spin-2 em D-dimensoes, porém
o modelo dual serd sempre de rank superior. Uma acao mestra consistird, ba-
sicamente, em misturar os campos de uma teoria ja conhecida com um campo
de rank superior, como por exemplo um campo escalar usado para descrever o
modelo de Klein-Gordon, e um campo vetorial (vide equacao (3.25)), sendo o
termo de mistura da acao mestra linear nas derivadas.

Encontrar uma acao mestra nem sempre é uma tarefa facil e nao hé, em
geral, uma receita para se conectar duas teorias supostamente equivalentes (du-
ais). Uma agado mestra simples, porém muito interessante, que podemos construir
com o intuito de obter um modelo dual a D’ Alambert é obtida através da seguinte
acao:

Sur = / Pz [%BHB“ + B"9,0|. (3.19)
As equacoes de movimento do campo vetorial nos fornecem:

0Sm
0BH

=0 = B,=-0,¢. (3.20)

Substituindo este resultado de volta na acao (3.19), obtemos a agdo do modelo

de D’Alambert:
1
S[¢] = / d%[— 50%0@]. (3.21)
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No entanto, se calcularmos,

35y
00

Resolvendo esta equacao e substituindo a solucao na agao mestra, obtemos um

-0 = 9,B"=0. (3.22)

modelo dual & teoria de D’Alambert. De fato, em D = 3 temos B* = e"*#9, Ap.
De volta em (3.19) obtemos:

SUaNIA] = —i/d?’xFW(A)FW(A), (3.23)

o que prova a conhecida dualidade [24] entre a teoria de Maxwell e a de um
campo escalar sem massa em D = 3. Em D = 4 terfamos B* = ¢#*#79, Ag.,, com

Az, = —A, 3 sendo o campo de Kalb-Ramond. De volta em (3.19) obtemos:

_ 1
Sllgl_%4[/4aw] - 12 /d x(a[aABW]) (3-24)

e assim temos a dualidade entre um campo escalar e um tensor antissimétrico
(KR) em D = 4. Ambas as teorias descrevem particulas sem massa de spin-0.
Estes sao casos especiais de dualidade entre o campo escalar nao massivo e uma
D — 2 forma.

Uma extensao natural da agao mestra (3.19) pode ser obtida incluindo
termos de massa e acrescentando um termo de fonte .J para o campo escalar e

outro termo J* para o campo vetorial. Assim, construimos:
m? m?
Sur = / Pz [TAMA” + mAM 6 — 6+ T6+ J“AH]. (3.25)

Podemos reescrever a acao acima completando quadrado da seguinte forma,

u= [ a7 B N L B P L
(3.26)

Fazendo-se um shift no campo A* de forma que A* —s Ar — % — %, podemos

escrever o funcional gerador para a agao acima,

L
Juaﬂ ¢ J JQM

’Lde |: AMA +¢(D m)¢+J¢ B

ZulJ, JH] = / D@D A e (3.27)
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Calculando a derivada segunda do funcional gerador acima com respeito a fonte

escalar, obtemos a funcao de dois pontos para a teoria de Klein-Gordon. De fato,

2
i [dPa [¢(D—m e

! 02y _ [ Dsle(@)oy)le :
Zum[0,0] ( N 0J(z)0J (y) ‘J—o,%—o) N up [M} , (3.28)
foe L
ou seja,
1 VAT
Zu[0,0] ( T 5J(2)3J(y) ) o, JM:()) = (o(2)0(y)) ke (3.29)

onde o subscrito KG ¢é a abreviagao de Klein-Gordon.

Podemos ainda completar o quadrado em ¢ e reescrever (3.25), obtendo
assim um modelo dual a Klein Gordon, agora utilizando um campo vetorial ao
invés de um campo escalar. Neste caso obtemos:

2

O, AR J\2 m? 0,AM)?  JO*A J?
SM:/dDZE[—E(QZH— - ——) +m7A“A#+( WA “+J“A#+ﬁ].

2 m  m?2 2 m
(3.30)
Fazendo-se um shift no campo ¢ de forma que ¢ —» ¢ — % + #, ficamos com,
Sy = /d%[— ﬁ& + m—QA“A - (OuA")" _ JO" A, + JFA, + ‘]—2} (3.31)
M 2 g 2 m #ome]

e o funcional gerador é dado por:

~ 2
i [dPa [—%2¢2+%2AHAM+w—%+JuAu+%}

ZulJ, JM = / DoDA e (3.32)

Analogamente ao caso anterior, derivando-se o funcional gerador duas vezes com

relacao a fonte obtemos,
(BuAr)?

; D m2 KA
< (9.AF 5 Av ifd $|:—2A pt e :|
14 L v
| DA ( ol )e

827
ZM[10, 0] ( 6J(2)d](y) ‘J_O,J#_O>

2
o dDm[mgAuA +M}
[ DAke d 2 o

+ mi5<x _ ). (3.33)

2

O modelo dual & Klein-Gordon obtido através da acao mestra (3.25) é exatamente

o modelo da acao (3.10), o qual denominaremos por Sf’m), onde o indice subscrito
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A é referente ao campo vetorial e os indices superescritos sao referentes ao spin e
a massa do modelo em questao, respectivamente. De (3.33) e (3.28) temos:

9- A(z) 0 - Ay)

m m

(¢(2)9(y)) ke = < >s(°’m) - %6(93 — ). (3.34)

Conseguimos assim, via funcional gerador, um mapeamento entre ambas as teo-

rias dado por:

o(z) +— M, (3.35)

m

onde o mapeamento é conseguido a menos do termo de contato (delta de Dirac),
ou seja, a funcao de n-pontos de ambas as teorias sera igual em todos os pontos
do espago, exceto quando x = y. Se derivarmos (3.27) e (3.32) em relacao a fonte

vetorial .J,,, obteremos, ao invés de (3.35):

otp(x) 0¥ ¢ ., ) :
< m<:v) m(y) >KG _ <A (z)A (y)>5$,m) + #5(:3 — ), (3.36)

de onde tiramos o mapeamento:
Alz) = 8“%(1:)' (3.37)

Uma regra que pode ser observada apds os calculos acima e sera adotada para as
proximas secoes é que o mapeamento dual é dado pelo termo linear na fonte.

Podemos verificar que os mapeamentos obtidos sao consistentes um com o
outro. De fato, substituindo por exemplo o mapeamento dado pela equagao (3.35)
na equacao de Klein-Gordon, obtemos justamente a equacao de movimento do
modelo Sg)’m) obtida em (3.13). De maneira andloga, substituindo o mapeamento
(3.37) na equagao (3.12) obtemos a equacao de Klein-Gordon.

Quanticamente podemos checar que as equagoes de movimento também
sao mantidas pelo mapeamento obtido. De uma maneira geral, sabemos que a

integral funcional de uma derivada funcional total é nula:

/ DB 53‘(;1) (9 B(wa)... B(22)] = 0, (3.38)
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onde simbolicamente S = [ d°xBOB /2. Aplicando-se a mesma sequéncia acima,

podemos encontrar a fungao de n-pontos desta teoria, a qual fornece,

(OB(z1)B(z5)...B(zy)) = 0,
desde que x1; # x; para todo i = 2,3,..., N. Assim, as equacoes de movimento
OB = 0 sdo também validas nas funcoes de correlacao a menos de termos de

contato que é justamente como esperamos que os mapeamentos duais ocorram.

3.3 Limite de massa nula

Os mapeamentos duais (3.35) e (3.37) sugerem que o limite de massa
nula possa ser singular. De fato, o limite de massa nula da teoria Sﬁf’m) é diferente
do limite de massa nula da teoria de Klein-Gordon. Vamos checar de 3 formas
distintas que quando m — 0 o primeiro modelo citado nao possui conteido fisico
de qualquer natureza. Isto sera importante posteriormente, pois este modelo sem
contetdo fisico pode ser usado como termo de mistura na lagrangiana massiva e
nos permitira obter um modelo de quarta ordem em derivadas na se¢ao seguinte.

No limite de massa nula temos:
-0,,0,
SO0 _ / @24 (o) (T2 A (). (3.39)

Neste caso, o modelo possui simetria de calibre, ou seja, se fizermos uma trans-

formacao,
Af(x) — AM(x) + O AP AFY = — A, (3.40)

a acao permanece invariante. Se acrescentarmos um termo de fonte A*J,,,

0, AM(x))?
Sg),o)[J] _ /de<( " 2(73)) —i—JM(l’)Au(m))a (3.41)
e impormos que a a¢ao permanega invariante sob a tranformagao (3.40), devemos
ter 0,J, — 0,J, = 0, ou seja, J, = 0,J. Este resultado serd 1til na andlise da

amplitude de dois pontos que serd feita posteriormente.
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Extremizando a acao obtemos as equacoes de movimento, para fonte

nula:

0,[0,A" (x)] = 0. (3.42)
Como os campos devem ser nulos no infinito, temos 0, A"(z) = 0. Portanto,
teremos um campo transversal, A*(z) = 9, B"*(x), onde B**(z) = —B“"(z) é um

tensor antissimétrico arbitrario. Como a teoria é invariante sob a transformagcao
(3.40), podemos sempre fazer a transformagao (3.40) com, A#*(z) = —B"*(z), e
assim, A*(z) = 0, ou seja, a teoria (3.39) nado possui conteudo fisico e é dita uma
teoria puro gauge.

Podemos analisar o conteudo fisico de particulas da teoria Sﬁ?’o) via pro-
pagador e checar que, de fato, ela nao descreve nenhuma particula fisica. Como
a teoria dada pela equagao (3.41) possui simetria de calibre, devemos fixé-lo com
o intuito de obter a inversa do operador contido no interior da acao. Neste caso,

fixamos o calibre usando um termo do tipo Maxwell da seguinte forma:

SO = / d%(W + %FWFW), (3.43)

Esta ultima pode ser reescrita, sem fonte, de uma forma mais conveniente dada

por:

Owyu
$©9(0] = / de[A“<>\El0W - ‘2"“ )A”]. (3.44)
Como no caso anterior, devemos calcular a inversa do operador K, = AUJf,, —

O 4o -1 _ 1 2
5 W, 0 qual ¢ facilmente encontrado e dado por (Kuw)™' = 50w — §wu- Com

estes dados, calculamos a amplitude de dois pontos:

7 -1 2
R _ T pmnv = v
A(k) = QJ#(k)<Ak29 5w )Jy(k;). (3.45)
Usando a restricao, J, = k,J, temos:
. wh? .
A(k) = =i (k) <?>J,,(k:) = —i|J(k)2. (3.46)

Portanto a amplitude de dois pontos nao possui pélos e o espectro de particulas

¢é vazio.
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Além das checagens de equacao de movimento e propagador, podemos

, . 0,0)  ~ . . .
também verificar que o modelo Sﬁl ) ndo possui nenhum grau de liberdade via o
formalismo hamiltoniano, contando o niimero de vinculos de primeira e segunda-

classe. Como vimos, a lagrangiana do modelo nao massivo é dada por:

Ar)2 An)? A2
L= (8“2 S _ (8020) —80A03iA¢+(al2l> : (3.47)

Com isso, calculamos os momenta canonicamente conjugados:

o, N 0L
T (x) = DO A OoAo(z) — 0; Ai(z), (3.48)
m'(z) = 8(20612) ~0 = ¢'(z)=7'(z) =0. (3.49)

Observando as equagoes (3.48) e (3.49) vemos que a primeira delas ndo é um
vinculo, pois podemos inverter a “velocidade” do campo Ag(z) em fungao do
seu momento canonicamente conjugado. No entanto, a ultima equagao fornece
¢'(x) ~0,i=1,2,...,D — 1 vinculos primdrios. A hamiltoniana canonica seré:

H, = /dD_lm [W“@OAM - E} = /dD_lx [<7TT0>2 + WoﬁiAi]. (3.50)

Com o intuito de utilizar o algoritmo de Dirac-Bergmann, calculamos a hamilto-
niana primaria:

0)2
H, = / 4Pz [% +m09,A + )\ﬂri]. (3.51)

Impondo as condigoes de consisténcia sobre os vinculos ¢’ (x)’s definidos em (3.49),

temos D — 1 vinculos secundarios:

X' (@) = ¢'(x) = {¢'(x), Hy} = 9'n°(x) =~ 0. (3.52)

Impondo condigoes de consisténcia sobre os vinculos acima, obtemos 0 ~ 0 e a
imposicao é identicamente satisfeita, portanto, o algoritmo termina aqui. Além
disso, os vinculos sdo de primeira-classe pois {x'(x), ¢! (y)} = 0 para todo | =

1,...D—1ei=1,....D —1. A contagem de graus de liberdade canonica nao é
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feita neste caso, pois como vemos, a equagao (3.52) impoe apenas condigbes sobre

7°(x). Na verdade, resolvendo-as temos:
7(z) =~ cf(t), (3.53)

porém, como os campos devem ser nulos para distancias grandes, devemos ter
7%(x) ~ 0 j& que a funcdo f(t) arbitrdria s6 depende do tempo. Portanto, ter-
minamos o processo com D — 1 vinculos primdrios de primeira classe 7° = 0 e

0. Assim, podemos eliminar 2D cam-

1 vinculo secundario de primeira-classe m
pos (m,, A*), ou seja, a teoria possui 0 graus de liberdade. Apés terminar os
célculos, tomamos conhecimento da referéncia [11] onde conclusoes semelhantes

sao obtidas.

3.4 Obtencao de um modelo de 4* ordem

Como verificamos na se¢ao anterior, a teoria SS)’O) ¢ do tipo puro gauge,
ou seja, nao possui conteudo fisico de qualquer natureza. Teorias deste tipo, a
principio, podem parecer intiteis, porém é sabido que tais teorias podem ser adi-
cionadas como termo de mistura na agao original (massiva) e com isso, podemos
obter uma acao mestra. Podemos entao, utilizando esta ultima, obter um modelo
vetorial de 4* ordem dual ao modelo Klein-Gordon. Acrescentando fonte para os

campos B, e A,, temos:

0, A*)? 2 0,B")?
Su = /d%(% + %AMA“ - % + AP TVB”>. (3.54)
O funcional gerador para esta agao sera:

Y2 2 Y2
i fdPa | Cud” ymZ g an OB | g AnyT, BY

ZnlT,, J,) = / DA'DBe ] (3.55)

Fazendo-se um shift nos campos B*(x) — B*(x) — A*(x), podemos escrever a

acao da seguinte forma:

Sy = /de[ﬂQ<AM_M+J“>2_(3H5"B)2 (8,B")?2

- 2 m?2 m? om2 2
J9,0-B) 1
wl0-B) _ I Tl,B”], (3.56)

m2 2m
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ou ainda,
Sy = /de[m—QA' An L(a B(O - m?)d B)
M 2 2m?
J"0,(0 - B) 1 .
L — S+ LB (3.57)
Na auséncia de fontes, integrando em /i“ = A, - 8“1(;?2'3) no funcional gerador

e reescalonando os campos B* —» v/2mBH*, obtemos um modelo massivo de 42

ordem dado por:
§0m /d%(a - B(O-m?)d- B). (3.58)

Podemos ver claramente que a a¢ao (3.58) ¢ invariante pela transformacao B* —
B* 4 0,A", onde A" = —A*". Se acrescentarmos um termo de fonte B*.J, e
impormos que a agao permaneca invariante frente esta transformacao, teremos
novamente, J, = d,J.

Extremizando a acao, temos:

a8
o5

=0=0,(0-m?)9.B=0. (3.59)
Novamente, como queremos que os campos sejam nulos no infinito, devemos ter:
(O—-m*d- B =0. (3.60)

Podemos verificar ainda que a parte longitudinal satisfaz a equacao de Klein-
Gordon, enquanto que a transversal é puro gauge.

Vamos analisar agora o contetudo fisico de particulas do modelo de 4*
ordem analisando os polos encontrados na amplitude de dois pontos. Como este
modelo tem simetria de calibre, devemos fixa-lo para que possamos encontrar o
propagador. Assim, reescrevemos a agao (3.58), ja com o termo de fixacao de

calibre, na forma:

Sl _ /dD:c{B“ [ — O(0 - m?)w, + Amew} B”}. (3.61)
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Definindo o operador,

K, =00 —m*)w,, + A00,,, (3.62)
temos,
(KMt = b w + Lo, (3.63)
—-0(0 — m?) A

Usando este ultimo resultado, calculamos a amplitude de dois pontos:

A(k) = §J;(k)<k2(k21+ It A; 9“”) J, (k). (3.64)

Usando a condicao de que J, é puramente longitudinal, ou seja, J, = k,J, obte-

mos:
i I
Alk) = =———— 3.65
() = 5 (365)
e temos apenas um pélo em k? = —m?. Analisando o residuo associado a este
polo, temos:
Rope= lim (K +m?)A®k) = —|J]2 = ImR_2 > 0. (3.66)
k2——m?2 2

Novamente, temos uma particula fisica massiva associada ao pélo no setor de
spin-0 e o modelo tem o mesmo conteudo fisico de particulas que o modelo de

Klein-Gordon.

3.4.1 Limite de massa nula

Tomando o limite de massa nula na equagao (3.64) temos:

1 1 1
— g P 112 10%
A(k) 2Ju(k)< St + =0 )J,,(k). (3.67)
Usando J, = k,J, concluimos que:
_ i |JP

e temos um pélo simples em k2 = 0. O residuo sera:

Ry = lim K2A(k) = ~|J|? = ImRy > 0. 3.69
2

k2—0
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Portanto, nossa teoria possui um limite de massa nula bem comportado e o mo-
delo obtido apds tomado esse limite é uma teoria com o mesmo conteido fisico
de particulas que a teoria de D’Alambert, logo tal teoria nao é puro gauge. Um
ultimo aspecto que pode ser observado é um possivel mapeamento entre a teoria
de Klein-Gordon original e o modelo obtido de quarta ordem (3.58). Novamente,
através do termo linear na fonte da equagao (3.57) obtemos, ap6s o reescalona-

mento, o mapeamento

A, (w) ¢ 20T, (3.10)

e usando os mapeamentos (3.35) e (3.37) somos levados ao mapeamento entre a

teoria de KG e o modelo (3.58):
() <> 0- B(x). (3.71)

Em resumo, obtivemos neste capitulo duas representacoes vetoriais para
o campo de KG (spin-0) dadas em (3.11) e (3.58). A primeira nao possui limite
de massa nula, ao contrario da segunda de ordem superior em derivadas. No
préoximo capitulo iremos obter duas representagoes tensoriais para o campo de

spin-1.



Capitulo 4
Spin-1

Neste capitulo vamos apresentar um novo modelo tensorial, proposto
em [14], que descreve particulas de spin-1 massivas e ndo massivas. Como in-
troducao, apresentamos na secao 4.1 uma breve revisao do modelo de Maxwell-

Proca que corresponde a forma tradicional de descrevermos particulas de spin-1.

4.1 Modelo de Maxwell-Proca D-dimensional

O modelo de Maxwell-Proca, sem fonte, em D-dimensoes é expresso

através da seguinte lagrangiana,

1 2
Larp(4) = =7 Fu P %AMA“, p=01,..D—1. (4.1)

Com o intuito de fazer um mapeamento entre o campo vetorial do modelo de
Maxwell-Proca e o campo tensorial do modelo a ser discutido, é conveniente
obter as equagoes de movimento para o primeiro modelo. Estas sao facilmente

obtidas da lagrangiana (4.1) e tem a forma,
(O —m*)A” — 9"9,A" = 0. (4.2)

E sabido que toda particula de spin-1 massiva deve satisfazer as equacoes de
Klein-Gordon ((J — m?)g* = 0 e a condigao de transversalidade, ou seja d.g = 0,

vide por exemplo [10], sendo g* o campo vetorial que representa a particula

38
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em estudo. Podemos tirar ambas condi¢oes da equacao (4.2) acima. De fato,

aplicando-se 0, nesta equagao obtemos,
0,A” =0, (4.3)
e concluimos, também de (4.2) que,
(O —m*) A" =0. (4.4)

Logo, a equacao de Maxwell-Proca representa uma particula massiva de spin-1.
E possivel checar também, através do calculo da amplitude de dois pontos, que
o polo massivo desta tltima se encontra justamente no setor de spin-1 e que a
parte imaginaria do residuo é positiva, representando portanto, uma particula
fisica massiva.

Outra analise que sera 1util para compararmos posteriormente ¢é a andlise
de vinculos desse modelo. Através da lagrangiana (4.1) obtemos apenas um
vinculo primério,

¢’(z) = 7°(x) =~ 0. (4.5)
Enquanto que a hamiltoniana primaria tem a seguinte forma,
p-1. (1 i i Lo m’ 0
HP = d fL’<§7T 7Ti—|—7TaZ‘A0+ZF]Ej+7AMAN+/\07T > (46)

Impondo condigoes de consisténcia sobre o vinculo primario, obtém-se um vinculo
secundario,

¢ (z) = Oy () + m?Ag(x) = 0. (4.7)

A condicao de consisténcia sobre este ultimo vinculo nao fornece outro vinculo,

mas sim determina o multiplicador de Lagrange )\,
Mo(z) = —0;A'(x), (4.8)

e o algoritmo termina aqui.
Podemos checar também que a hamiltoniana de Maxwell-Proca é definida
positiva substituindo os vinculos (4.5) e (4.7) em (4.6),
1 1

Hp = / dD-1x<§(7ri)2 + S (F9) + %Q(Ag +42)). (4.9)
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Pode-se verificar, além disso, que os vinculos sao de segunda-classe. De fato,

{¢"(x), 0" (y)} = —m*6(x — y). (4.10)

Fazendo a contagem de graus de liberdade, como explicada anterior-
mente, temos 2D campos independentes no formalismo hamiltoniano (A4, "), 2
vinculos de segunda classe (¢" e ¢') e portanto D — 1 graus de liberdade fisicos,
ou seja, o modelo de Maxwell-Proca em D-dimensoes descreve uma particula com

D — 1 graus de liberdade.

4.2 Mapeamento dual no tensor simétrico

4.2.1 Caso nao massivo

No caso de spin-0, reescrevemos a parte nao massiva da lagrangiana
de KG (—0,00"¢/2) em primeira ordem com o auxilio de um campo vetorial
(B, B"+ B,,0"¢). Vamos agora, com o objetivo de obter um modelo dual a teoria
de Maxwell-Proca, definir uma acao mestra de maneira andloga. Comecamos com
uma versao em primeira ordem da teoria de Maxwell obtida em [25], para D = 4,
com auxilio de um campo tensorial simétrico W, = W,,,. Generalizando-a para
D-dimensoes e acrescentando um termo de fonte, temos':

2

(D-1)

S](\}’O) W, A,T] = /de<WWWW — + 2WH 0, Ay + WWTW>. (4.11)

Podemos reescrever a acao acima de forma inteiramente analoga ao que foi feito

no capitulo 3, na forma:

T n;wT 2
(1Lo) _— D v (4 AY) _ v B
s /d o (W + 00 a) — 9. A+ — - T=) (4.12)
1 T2
_ o T . )
ST W=D -1(0.4+5)] + T oA - A
% -T2
b [0 — (9 A1,
'Definimos: A(,B,) = %
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a qual, apés um deslocamento no campo WH" = Wh — gl Av) 4 n*o.A — T; ~ 4+

T

5—, podemos eliminar o campo W através de suas equagoes de movimento

(integral gaussiana) e apds uma integragao por partes no ultimo termo entre

colchetes da agao (4.12), obtemos a acao de Maxwell mais termos de fonte:

SO — / de{TW[nWaA— OuAn)] (4.13)
T2 -T2 1
pyo 7%
+ — TFulA)F (A)}.

Note que embora (4.12) dependa apenas de 9,4, + 0, A, na férmula (4.13) apa-
rece somente J,A4, —0,A,. A agdo mestra (4.11) reescrita na forma (4.12) torna

evidente que tal acao ¢é invariante, na auséncia de fontes, frente as transformagoes,
0A, =00, oW, =00,y =W =(D—1)0. (4.14)

Por outro lado, substituindo a agao (4.11) no funcional gerador e calculando agora

a integral sobre o campo vetorial obteremos um vinculo funcional da forma:
0,WH = 0. (4.15)

Resolvendo o vinculo funcional acima e colocando a solugao de volta na acao,
obtemos enfim, o modelo dual a Maxwell utilizando-se um tensor simétrico. A

solugao geral do vinculo funcional acima, em D dimensoes, é dada por:
WHY — Eual"'OCD726€V61."6D727668—yh[a1...aD_g][ﬁl...BD_z}a (416)

onde Aja,..ap )8 1 = NiBy..8p_sljar..ap o] € 08 colchetes significam uma com-

-Bp-2
binacao antissimétrica de indices.

No caso em que D = 1+ 1 dimensoes, ve-se facilmente que a solucao
geral tem a forma WH* = [J#"h e portanto, a teoria sera puro gauge, pois como
foi dito na equacao (4.14), o tensor W possui simetria de calibre justamente
desta forma. Logo, a teoria nao apresenta nenhum grau de liberdade estando de

acordo com o esperado, pois é sabido que uma particula de spin-1 sem massa em

D-dimensoes possui apenas D — 2 graus de liberdade.
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No caso em que D = 2+1 dimensdes, se substituirmos a solucao de (4.15),
dada por (4.16), em (4.11), conseguimos obter o chamado termo-K linearizado.
Este termo é obtido fazendo-se a linearizacao do limite de massa nula [15] da
teoria conhecida como new massive gravity [4]. Na aproximagao quadrética nas

flutuagoes da métrica, obtemos:

S*h] = / d?’xhaﬁ{meaﬂmeﬁv - W} » (4.17)
el 3el),

onde fizemos a linearizacao nos dreibeine, €,, = 1pq + hpq, € substituimos esse
resultado em, g,, = e,,e”,, (vide apéndice C). Apesar de ser um modelo de quarta
ordem, conseguimos verificar, de modo original, que o modelo-K linearizado é
dual & teoria de Maxwell, um fato que foi primeiramente notado em [5].

Para o caso D-dimensional e excluindo o caso em que D = 1 + 1 pois
este é, como discutido acima, trivial, podemos reescrever a solucao geral dada

por (4.16), na forma:
W = 0°0° Bligyp, (4.18)
onde
Biuovp = €0 P26, P02 0y 0 s B - (4.19)

Substituindo a solu¢ao geral em (4.11), obtemos um modelo de quarta ordem
dual & Maxwell para qualquer dimensao D > 3 dado por %

(aaapB%up)Q] .

1) (4.20)

S*[h] = / dD:v[(G"(‘?”BWVp)Q -

Podemos obter ainda um mapeamento dual entre a teoria de Maxwell e
a teoria dual S*[h] acima, porém este mapeamento nao é feito de maneira direta
como no caso do modelo massivo para particulas de spin-0, tratado no capitulo

3. Como vimos, em modelos massivos os mapeamentos duais podem ser obtidos,

2Em D = 4 o modelo (4.20) coincide com o de [19]
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na pratica, apenas comparando os termos lineares na fonte da acao mestra do
modelo em questao, ora reescrevendo esta tltima completando-se quadrado em
um dos campos, ora em outro. No caso nao massivo isto também é possivel,
porém € necessario um pouco de cuidado, pois a acao possui simetria de calibre e
por isso havera restri¢oes sobre as fontes, como ja vimos nos limites nao massivos
ja estudados. Um fato mais fundamental do que o que foi dito até agora, é que
ao acrescentarmos o termo de fonte W, T* a equagdo (4.11), como consequéncia

da simetria de calibre, a fonte deve satisfazer o vinculo:
06, T = 0. (4.21)

Talvez a solugao mais natural para o vinculo acima seja da forma TH = o*J" +
0" J*, no entanto, ao substituirmos esta fonte na agao mestra (4.11) e integrarmos
este termo por partes , ficamos com um termo do tipo —20*W,,J", o qual pos-
suird fungoes de correlagao nulas devido ao vinculo (4.15). Além disso, é possivel
verificar que o termo "W, é mapeado em —0"F),, /2, sendo este ultimo justa-
mente as equacoes de movimento do modelo de Maxwell, e portanto, teriamos
um mapeamento trivial.

Uma forma de se obter um mapeamento nao trivial é notando que na
teoria de Maxwell a quantidade basica invariante de calibre é dada pelo tensor
antissimétrico F,,,. J& no modelo dual S*[h], devemos construir uma quanti-
dade antissimétrica invariante pelas transformagoes (4.14) para que possamos
mapear quantidades invariantes de calibre dos dois modelos. Como o tensor W,
é simétrico, talvez a maneira mais simples de se obter uma quantidade invariante
de calibre e antissimétrica no modelo S*[h], seja tomar combinagoes de deriva-
das do tensor W,,. Pensando desta maneira, podemos fazer uma combinacao
linear dos termos antissimétricos 0, W,, — 9,Woy, € (15,0, — 1p0s)W e com isto,
construimos uma quantidade invariante pelas transformagoes (4.14) dada por:

(nouap - npuaa)
(D—1)

Como a quantidade acima é invariante frente as transformacoes (4.14), podemos

G[Up]V(W) = 0, Wy, — 0,Ws, + W. (4.22)

substituir o termo W, T da equagao (4.11) por G[UP]VT["”]” e a acao continuara
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invariante de calibre, sem termos que impor qualquer restricdo & fonte TP

Fazendo isto, obtemos:

Sy WA T) = / Pz (WWW‘“’ - +2WH 9, Ay + G[Up]yT["P]”>,

(4.23)

(D-1)

e integrando por partes o ultimo termo da agao acima, obtemos,

W2 -
SLOMY, A, 7] = / de<WWW"” R EREARCIY +WWT“”), (4.24)
onde TH = —2<8aT lopy _ ﬁn““@aT[o“ﬂQ e é possivel verificar que esta fonte

satifaz o vinculo (4.21). Portanto, podemos utilizar os célculos que nos levaram
a reescrever a acio (4.11) na forma (4.12), simplesmente trocando T — TH.
Reescrevendo, portanto, a agao (4.24) na forma (4.12) e integrando por partes o

termo linear na fonte, obtemos:

THv n“”T> 2

gL _ /de{<WMV+a(HAV) —"O.A + 5 (4.25)

- o 1_ 5 [W —(D-1) (a.A + g)} . %T[““]”(?VFM
+ @ - EFSV(A)}-

Comparando os termos lineares na fonte 71" das equacoes (4.23) e (4.25), somos

levados ao mapeamento dual,

1
G[UM]V(W) < —§8VFJM(A). (4.26)

4.2.2 (Caso massivo

Uma forma simples de se obter uma ac¢ao mestra para o caso massivo
é feita de forma andloga ao caso de spin-0. Acrescentando o termo de massa

(Proca) e fontes, temos a a¢ao mestra:

2

(D-1)

SE™W A, T = / dPx (WWW“” - +2WH DA,

2

— SAMAHT A+ W 1), (4.27)
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onde T = T"" a qual pode ser reescrita da seguinte forma,
TH TN 2
2 2 >

SU™MIWL A T = / d%{ (W”" +OWAY) — o A+

1 T\12
- _ _ . _ Hv . _
Ty W (-1)(0-4+ 2)] + T [0 - A — Ay
T? -T2 1 m?2
I A 7 R P .
n . L A}

172

- W
- / de{WWWW “o-p P ed A= dud)]

-T2, 1 2
+ R - %A2 - A}, (4.28)
onde WH = W 4+ gAY — o . A + T;w — "“; T Assim teremos a acdo de

Maxwell-Proca e termos de fonte mais termos quadraticos em WH*", os quais nao

possuem dinamica e podem ser desprezados. Por outro lado, podemos reescrever

(4.27), apés WH — mWH /\/2, como:

. " J2  N2JROYW,,  m? V20w, J,\2
sibm -~ gl >+/de{ b (A e - 1)

M 2m? m 2 m2
2 nHv 2
o po | g(lm) o [ V2JHW,, -m? 5,
+ T b= si +/d x{2m2 = . A2 4.20)
onde,
2 2
(Lm) _ D 12 2 m_ 2 . W

e flu =A,+ % — ﬂJT"Q Note que flu nao possui dinamica e pode ser despre-
zado. Logo, ficamos com uma acao para o campo W, mais termos de fonte, e
dizemos que SI(,Il,’m) ¢ dual ao modelo de Maxwell-Proca. Os mapeamentos duais
entre as teorias sao obtidos calculando-se fungoes de correlagao como feito no caso
de spin-0. Via de regra eles sao dados pelos termos lineares nas fontes da acao
mestra em estudo apds reescreve-la completando-se o quadrado. No nosso caso
eles serao dados, a menos de termos de contato, pelos termos lineares nas fontes

das equagoes (4.28) e da equagao (4.29), ou seja, por:

V2

Wi < E[nuvaA — 0 Ay, (4.31)

2
Ay %WWW. (4.32)
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4.3 Consisténcia do modelo S%’m)

4.3.1 Equacoes de movimento

Podemos consolidar a dualidade entre o modelo de Maxwell-Proca e o
modelo S&l/m) analisando as equagoes de movimento de ambos. As equagoes de

movimento para o modelo Séll,’m) sao obtidas da agao,

2 2
(Lm) D v 2 M 2 w
S — /d x[(a Wi )? + - <WW iy 1))}, (4.33)
fazendo-se,
S = 0,0 Wi + 0,0 Woa +m (i e W) =0 (434)

Aplicando-se n* na equacao (4.34) obtemos,

m? W

POWw == -1y

(4.35)

Por fim, aplicando-se 0" em (4.34) e utilizando (4.35) nesta mesma equacao,
temos

O(0“W,4a) — 0,(0%0°Wag) — m?0°W, = 0, (4.36)
a qual ¢ equivalente a equacao de Maxwell-Proca com A, ~ 9°W,,, pois neste
ultimo modelo as equagoes de movimento sao:
OA, —0,(0-A) —m*A, = 0. (4.37)
Das relacoes acima obtemos a condicao de transversalidade,
0-A=0"0"W,, =0, (4.38)

e a equagao Klein-Gordon (O — m?)A, = 0. Como (4.36) ¢é obtida de (4.34)
aplicando-se uma derivada, podemos indagar-nos se a solu¢ao geral de (4.34)
contém mais informacao do que a condicao de transversalidade e a equacao de
Klein-Gordon. Com o objetivo de responder a esta questao, comegamos com

um ansatz para decompor um tensor simétrico de rank 2 da seguinte maneira,
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Wy = 0ufy + 0ufu + W

1y, com O*WI = 0. De (4.38) e (4.35) temos em geral

W =0, o que mostra que o tragco W é um campo auxiliar. Logo, colocando este
ultimo resultado em (4.34), concluimos que W, é puramente longitudinal, i.e.,
WZ, = 0. Substituindo W, = 0, f, + 0, f, em (4.34), obtemos uma equacao de
terceira ordem

(@ — )0 fu) + 0,0,(0.f) = 0. (4.39)

Aplicando-se 7" em W, = 0,,f, + 0, f, e usando W = 0, deduzimos 0 - f = 0.
Substituindo este resultado na equagao (4.39), temos 9,9, + 9,9, = 0 onde g, =
(O = m?) f,. Admitindo como condi¢ao de contorno que os campos sejam nulos
no infinito, a solugao para esta equacgao ¢ g, = 0. Consequentemente, concluimos

que (4.34) descreve classicamente uma particula massiva de spin-1 e nada mais.

4.3.2 Conteudo fisico via propagador

Como ja vimos, a analise do contetdo fisico de particulas de um modelo
pode ser util para checar se o modelo dual obtido é quanticamente consistente
(unitariedade), assim como o ja verificado modelo de Maxwell-Proca. Analoga-

mente ao caso de spin-0, torna-se conveniente introduzir os operadores de projecao

(3, 34]:
T

CIAVE 2 1 v v
(Pss)"™ po = 5000 +0"0",) = 5y (4.40)
1
(Pé'}‘?))uypa = §(Qﬂpwl/a + QMJWV,D + QV,OWMU + eljawup% (441)
"0
0 v o 0 v v
(P = oy ()0 = " (4.42)
e os operadores de transicao [2],
0y _ 9"wpe 0w Wlpe
Pow) e = 5= » Fws)" o= 5= (4.43)

onde os indices numéricos superiores indicam o setor de spin do tensor no qual o
projetor atua. A algebra de tais operadores encontra-se no apéndice A.1. Nossa

meta nesta secao é analisar o contetdo fisico de particulas da teoria Sy dada em
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(4.33) a qual pode ser reescrita, apés algumas manipulagoes, na forma:

s = [ae{wa e+ (R e e
v (o D)

0 0 v o
- ﬁ@é&wv(vé)]“ oW }

A inversa deste operador pode ser facilmente encontrada utilizando o resultado

contido no apéndice A, o qual nos permite encontrar o propagador:

(W (k)Wap(—k)) = (K"p0)""

- [55 (H2 DY) )
v (2-p- 2PN 2 )
D -1

- Tw;aﬁpsvy]ww.

E possivel verificar que os pélos em k% = 0, contidos nos projetores, sempre se
cancelam de forma que o propagador (W (k)W,z(—Fk)) é analitico em k* =0 e
temos apenas um pélo k? = —m? no setor de spin-1. Enfim, podemos calcular a
amplitude de dois pontos e analisar o contetudo fisico de particulas do modelo em

questao,

Aw (k) = T, (k) (W (—k)Wag(k)) T (4.46)

21
= * vopa B
= TR g ) (RO s (k) ),

onde os trés pontos dentro dos parénteses denotam o restante do propagador, o
qual é analitico em k? = —m?. Podemos facilmente continuar o célculo acima
se utilizarmos k°T,5(k) = J,(k) e o fato de que 0" projeta o vetor J,(k) na
direcao transversal ao vetor k" = (m,0,0,...,0). De k"6,,J* = /{;“JE = 0, segue

que J& = 0. Assim, obtemos

2i T2
REGETDR A
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O residuo associado ao tinico pélo existente®, k? = —m?2, pode ser facilmente

calculado e fornece,
Ry = (K + m?) Aw (k) = 5|77, (1.45)
e portanto,
Im(R_,,2) > 0. (4.49)

Concluindo, o modelo proposto possui 1 particula fisica massiva de spin-1, exa-

tamente o mesmo contetdo fisico de particulas do modelo de Maxwell-Proca.

4.3.3 Formalismo hamiltoniano

Analisaremos agora os vinculos obtidos através da lagrangiana do modelo W,
massivo, dual ao modelo de Maxwell-Proca, em D dimensoes usando o algoritmo
de Dirac-Bergmann e verificaremos que tal modelo representa de fato o que es-
peravamos, i.e., uma teoria com D — 1 graus de liberdade e com hamiltoniana

definida positiva. Como vimos, a lagrangiana é:

2 2
_ AV %o} m_ nyo —W
L = 0 Wyn0a W™ 4 T (W W D= 1)). (4.50)

Para simplificar os calculos, trabalharemos apenas com os componentes
independentes do tensor W#*” com p < v. Como sabemos, W#” é um tensor
simétrico, logo, temos que tomar cuidado e trocar a ordem dos indices de W*”
quando g > v. Tendo isto em mente, podemos reescrever a lagrangiana acima da

seguinte forma:

2 2

m 17
L= —(—aowoomiwoz-)%(—aowoﬁajwij)u7(WWW# —m). (4.51)
Podemos agora calcular os momentos canonicos conjugados,
oL . 700 ,
00 _ = 9(— U . - _ g .
™ a(aOWOO) ( aOVVOO + 6 WOz) — 8()W00 9 -+ 8 WOza
(4.52)

30 pélo aparente k2 = 0 é cancelado pelos termos contidos nas reticéncias como ja adianta-

mos.
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oim 9L Wt W) — W= oI,
T 90 W) o ” R v
(4.53)
- oc
= 7T 0 i<, 4.54
o(0aW) ! o

vinculos primarios, por causa da

. . D(D-1)
e terminamos essa primeira etapa com 3

restricao imposta de que ¢ < j. Agora, obtemos a hamiltoniana canonica

HC = /dD_ly[w()O@oWoo + 7TOi60W()Z‘ + 7rij80Wl-j — /;] (455)
0012 0i\2 2 2
_ D—1 _(7T ) 00 5i 1/ (™) Oinjtrs MY p w
HC_/d y[ AT Wo Y W - (WWW (D—l)ﬂ'
(4.56)
Assim, a hamiltoniana primaria sera,
He=Hot [y A)ei() (457)

onde a soma acima s6 existe para ¢ < j como ja dito e os A;; sao os multiplicadores
hamiltonianos. Impondo as condi¢oes de consisténcia sobre os vinculos através

do algoritmo de Dirac-Bergmann e usando as relagoes abaixo com yu < vep < A,

(W (2), Wir()} =0;  {7(2), 7 (y)} = 0; (4.58)
{W,uu(x)’ 7Tp)\<y>} = 55536(33 - y);

podemos separar ¥ (), com | < k, da seguinte maneira,

=% = 0F % 4 0% L om®Wh = 0, 1<k, (4.59)

W
(D—1)

Y= 7k = ok rO% o2 <Wkk — ) ~0, k=1,2..,D-1; (4.60)

onde nao ha soma sobre k na tltima equacao. E assim, as condigoes de con-

vinculos secundarios. Condigoes de consisténcia sobre

A D(D-1)
sisténcia fornecem s

os vinculos secundarios resultam em,

X (x) = {x"*(z), H:} +/dD‘lyAij(y){x”“(fr%Wij(y)} ~ 0; (4.61)
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onde,
{(X*(@), m(y)} = 2m*6;675(x — y). (4.62)
Logo, os x** determinam os Aij para ¢ < j, e o processo termina para estes

vinculos. Algo nao trivial acontece com os x**, de fato,

() = {(X*(x), He} + / Ay ()X (), 7 (y)} ~ 0; (4.63)
onde, B
[ (@), 7 ()} = m? (30 — Do 1))5@ —y). (4.64)

O calculo acima poderia sugerir que o processo acabaria aqui com a deter-
minagao dos multiplicadores Ay, mas se prestarmos atencao vemos que a soma

S P\ (x) tem parénteses nulo com 7% pois,
D-1
x(z) = Z X () = ;7% (z) + m*Woo(z) = 0. (4.65)
k=1

Assim, as condicoes de consisténcia x**(z) ~ 0 determinam todos os A\ exceto
D-1
asoma )~ Aj;. De fato,

2

. m
XH(I) = {XH(I), Hc} -+ D — 1((D - 2))\11 - /\22 — ... A(D—l)(D—l)) ~ 0, (466)

2

. m
X22<.T> = {X22<I>, Hc}+ D—1 (—/\11+(D—2>/\22— -~-_)\(D—1)(D—1)) ~ O, (467)
KPDOD () = [P-DO-D ) [T} (4.68)

2

m

+ D—1 (—>\11 — )\22 — ...+ (D — 2)>\(D—1)(D—1)) ~ 0,

vemos facilmente que,
v = {x"(2), H.} + {x®?(x), H} + ... + {x'P"VP=V(2) H.} =~ 0, (4.69)

i.e., temos um vinculo terciario. Este tultimo vinculo pode ser escrito também da

seguinte maneira,

2



e agora sim temos soma sobre os j’s. Devido ao fato de que {v;(x), 7" (y)} = 0,

a condicao y; =~ 0 fornece

W
(D—=1)

1 ) . .
) - 581-7?01 — 89(93Wjj — 28’83Wij ~ 0
(4.71)

Yo=Y = (aj@j _ %2) (Woo n

Frisamos que ha soma em j e chamamos a atengao para o termo 9'9’W;; onde a
soma ocorre apenas para ¢ < j. O vinculo v & 0 é o ultimo vinculo gerado pelo
algoritmo. Podemos visualizar isso mais facilmente reescrevendo o vinculo acima
com o auxilio de (4.59) e (4.60) da seguinte forma. Aplicando-se 0;0; em (4.59)
com ¢ < j, e somando-se em 7 e j com 7 < 7, obtemos o ultimo termo da equacao
(4.71),

2m*0' P Wi; ~ —(0;0,0;7 + 0;0;0,7"), i < j. (4.72)

Aplicando-se 0;0) em (4.60) e somando-se em k, obtemos o peniltimo termo da

equagao (4.71),
m2

(D—1)
Assim, somando-se (4.72) e (4.73), obtemos

m*y W ~ VW — 0;0;0°7%. (4.73)

o . 1 1 ;
2018”/1@ + (W@WVN ~ mV2W — WV2(8J-7TOJ). (474)

Substituindo (4.74) em (4.71) e usando a relagao (4.65), obtemos enfim,
Yo = W = —W()() + Vij ~ 0. (475)

O que esta de acordo com a demonstracao de W = 0 via equacoes de Euler-
Lagrange.

Reescrevendo a equagao (4.71) acima, fica claro que as condigoes de con-
sisténcia 79 &~ 0 fornecem uma equacao para a determinacao do ultimo Agy.
Portanto, somando os vinculos dados por (4.54), (4.59), (4.60), (4.70) e (4.75)

terminamos o processo com,

N, = D(Dz_ DN D(Dz_ D D(D—1)+?2 (4.76)
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vinculos de segunda classe. Como a dimensao do espago de fase (W, 7") é
2D(D + 1)/2, temos

N, - D(D2+ 1) [D(D —21) +2_ (77)

Logo, o modelo W,,,, massivo possui o mesmo nimero de graus de liberdade que o
modelo de Maxwell-Proca. Em particular, podemos usar os vinculos encontrados
acima para escrever a hamiltoniana primdria em fungao apenas das 2(D — 1)

varidveis (Wor(z), 7% (z)). De fato,

1
Wik =~ —Wa’%ro’“, (4.78)
1 .
WOO ~ —ﬁajﬂ'oj, (479)
1
Wy ~ _2_Tn2(8k7701 + 6l7r0k), [ <k, (480)
7~ 0 (4.81)
2
m )
00 =~ —W((()ZWOZ-), (482)
(v =)
2

e substituindo as igualdades fracas de (4.78) a (4.82) na hamiltoniana primaria

(4.57), temos
DIWo; (V2 — 3m?/4) 0T Wy,
Hp = /dD_la:[mQ OJ(TW _Z)/?) o (4.83)
2
(ﬂ_oj)g Zj<l<aj,n_0k‘ o akﬂ.Oj)Q
g 4m? '

+ mQWQj Woj +

Podemos reescrever a hamiltoniana primaria com o auxilio dos componentes lon-

gitudinal e transversal,

W =03Wor; W} =wpWo, (4.84)

J

e vemos que a hamiltonina primaria pode ser escrita em uma forma explicitamente

positiva definida dada por,

AW (m? — V)W
Hp = [dP |2 MEASE PSS /i 176 4.85
P / [ 4 (v2-miy T (489)
N (7072 . Ej<k(aj7TOk - akﬂoj)g]
4 4m? ’
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O fato de que a hamiltoniana pode ser escrita em uma forma explicitamente po-
sitiva definida é importante pois garante a estabilidade cldssica e é um indicativo
de que a teoria serd unitaria quanticamente, o que estaria de acordo com o sinal

do residuo do pélo em k? = —m? que calculamos anteriormente.

o e 1m

4.4 Limite de massa nula do modelo Sé[/ )
Novamente, como o mapeamento dual é singular para m — 0, analo-

gamente ao caso de spin-0, é curioso verificar se o limite de massa nula para o

modelo obtido recai, assim como o de Maxwell-Proca, no modelo de Maxwell ou

se obtemos um resultado diferente assim como foi obtido no caso de spin-0. De

fato, fazendo-se m — 0 na equagao (4.30), temos:
S0 _ / (" W)?, (4.86)

a qual nao possui conteudo fisico e é uma teoria puro gauge. Verificaremos que
isto realmente ocorre abaixo.

Antes de analisarmos as equacoes de movimento é importante notar que,
neste caso, o modelo possui simetria de calibre, ou seja, se fizermos a trans-

formacao,
OANWH = Eual"'O‘D_QJEV’BI"'ﬁD_angaaA[al...O,D72][51“.5D72], (4.87)

para qualquer Aj,..ap 5)[8...8p_s], @ 8GA0 permanece invariante pois oN(O"W,) =

0. Extremizando a acao, obtemos as equacoes de movimento:
Oy + 0uqu =0,  qu = 0“Wyy. (4.88)
Novamente com condigoes de contorno no infinito, a solugao geral de (4.89) é
qu = 0"Wy, = 0. (4.89)

Assim, as solucoes para W, serao puro gauge, ou seja, a teoria nao possui

conteudo fisico.
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Vamos agora checar o conteuido fisico de particulas analisando os poélos do

propagador. Escrevendo a lagrangiana (4.30) em termos dos projetores, temos:

Voo

O
S0 = [arawee[ - SPY-OPR] W (4.90)

A analise do ponto de vista fisico pode parecer nao muito interessante, porém este
exemplo possui caracteristicas impares quando se trata de escolher uma fixacao
de calibre correta para que se possa analisar os polos do propagador. Note que
SI(,‘I,’O) é invariante sob transformacoes de calibre geradas pelo operador Pé?,%,, e
pelos projetores PS(OS) e PES) que projetam em espagos ortogonais a Pgls) e P‘S[%/.

Sabendo disso, um termo de fixacao que podemos escolher é:

Fo = D 0uabs W™
= PP + 979%(0,0,WH7) — 2000,0VW)"

= P[P + Psdlagu W™ = 0. (4.91)

Podemos ver facilmente que o termo acima fixa o calibre escrevendo a lagrangiana

de fixacao,
Lra = NOPWY + 870%(9,0, W) — 2009,0¥ W2, (4.92)
na forma,
Lpe = WO P + P oW (4.93)

Logo, somando-se a lagrangiana acima na lagrangiana da ac¢ao (4.90) obtemos:

Sy = / AP e W K o WH (4.94)
onde Kyapo = ( - %PS%) - DP&%V + AD“[ng) + ng]) possui inversa dada
vapuo
por,
1 2 1 1
Koo = (55 P2 = SPY = =Py + =P 4.95
o N4 SS 0 SS 0 ww A4 SS oo ( )

Obtidos esses resultados, podemos calcular a amplitude de dois pontos. Lem-

brando que se acresentarmos um termo de fonte, [ dPz T"'W,,, com TH =

ns



56

orJ” + 0¥ J#, teremos, apds uma integracao por partes,

/ dPx T"W,, = —2 / dPx JYOMW,,, (4.96)
o que garante, ao termo de fonte, as mesmas simetrias da agao (4.86). Assim,
AR = 2T () (5P — P (4.97)
= LA PO ),
o que implica em,
A(k) = =2iJJ". (4.98)

Logo, a amplitude de dois pontos nao apresenta nenhum poélo e assim, nao possui
contetdo fisico de particulas. Este resultado estd em acordo com a andlise anterior
das equagoes de movimento e com a conclusao de [29] para D = 4. No apéndice
B reiteramos, do ponto de vista hamiltoniano, que o limite sem massa da teoria

SI(,[I,’O) nao possui graus de liberdade fisicos.

4.5 Obtencao de um modelo de 4* ordem de
spin-1

Como vimos anteriormente, a teoria St(,[l,’m), no limite de massa nula,
é dada pela integral do termo (9*W,,)* a qual ndo possui conteudo fisico e é
chamada de teoria puro gauge. Assim como no caso de spin-0, podemos usa-la
como termo de mistura no modelo S‘(,[l,’m) e obter um modelo dual a Maxwell-
Proca, porém de 4* ordem. Assim, utilizando um campo auxiliar simétrico N, =

N,

v, temos a acao mestra:

Sar = / d%{(aﬂww)um;(wwww— ( D”fl)) —(OO‘NW)Q}. (4.99)

Fazendo-se um deslocamento em N,, — Ny, + W, temos

W2
5T)
- 2aawwa#zv“”}. (4.100)

2
SM - /de{ - (a“NM,,)Z + m? (W;WW“V -
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A equagao (4.100) pode ser reescrita ainda na forma conveniente,

2 2 2 2
Sy = / d%{ — (0"N, )2+ (WW 00 N = ﬁaaa(ujvy)a)

2
m? 2(D—1) ., 2
2D — 1) (w 070" Noa)
2
+ 5l0°07 Nuo)? = (070N )] - (4.101)

Novamente fazendo-se o tensor W — WH — %nwaaaww + #6“8(#Ny)a e

reescrevendo os campos N, — N, = %N ficamos com:

Sy = / d%{m;((vm)?— (Dﬁfl)) - m;(aﬂNw,)? (4.102)

(00 Nag)® = (90 Nip)*}.

Como os termos em W nao tem dinamica, obtemos um modelo de 4* ordem

dual a SI(,[I,’m) e a Maxwell-Proca dado por:
2
m o 0O (6% m
S = [ Pa{(@70° N = (00N ~ T (0N} (4.103)

Observe que o modelo (4.103) corresponde, apds integracao por partes, a agao de
Maxwell-Proca com a identificacao A, = 0°N,,. Note que, embora de quarta
ordem, o modelo obtido nao é equivalente (no limite de massa nula) ao modelo

obtido anteriormente em (4.20).

4.5.1 Analise do contelido fisico de particulas e equacoes

de movimento
Podemos reescrever a agao S](\}’m) dada pela expressao (4.103) na forma:

Sm — / d%{%aazvm(nw(m —m?) — GVOH)OUN“”}, (4.104)
ou ainda como,

OO — m?
s = / e e G S
proa
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Através da equacao acima vemos que o operador entre parénteses nao possui
inversa, pois possui simetria de calibre. Comparando a agao (4.105) com a acao

(4.90) vemos que, novamente, uma condigao de calibre que podemos usar é:
v = (PN + 9"9%(0,0,N"7) — 2000,0” N" = 0. (4.106)

Somando entao a lagrangiana de fixacao, obtida através do termo de fixacao de
calibre acima, dada por Lgp = AN ”a(D‘ngg) + D4P§%))WWN Ho com a acao dada

pela equagao (4.105), obtemos:

Sy = / dPr N K oo NH° (4.107)
onde,
Koo = (A\OUPE + DR - D@T‘”ﬁ)pgg +mPOPRy ) (4.108)
e cuja inversa é,
KoL, = (ﬁpgg - ﬁp”’ miDPV(VOW + A1D4P§2)Wa. (4.109)
A amplitude de dois pontos sera:
A(K) = T (k)N (=) N7 (k) T (). (4.110)

Para que a acao S](\}’m) com fonte possua as mesmas simetrias que o modelo sem
fonte, esta ultima deve ser da forma 7}, = k,J, + k,J,, e portanto, a amplitude

de dois pontos:

(1 pe 2 w1 S0 L oo
A(k>:_§T”a(>\k8 55 T R+ md) 50 ke W W+)\k:8PSS> Lo
se reduz a,

Ay = ‘e (2 p) L po N 4.111

( )_5 va kg(k2+m2) SS+ m2k2 wWw po - ( : )

Se colocarmos os projetores e a fonte em sua forma explicita na equagao (4.111),

apds algumas manipulacoes, é possivel verificar que o pélo nao massivo k? = 0
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se cancela. Temos portanto, apenas o pélo massivo k? = —m?. Calculando o
residuo referente a este polo, obtemos:

_ o
Ry = lim (K*+m?A(k)= lim 2z‘<T*—T), (4.112)

k2——m? k2——m? Vs TH

onde T, = k°T,,,. Fazendo-se k = (m,0,0,...,0), temos Q‘WTM = YN”'(S;-’, logo:
2% -,
Rope = —|T)> = ImR >0, (4.113)
m

ou seja, nosso modelo possui uma particula fisica massiva no setor de spin-1,
assim como o modelo de Maxwell-Proca e o modelo Sé‘l,’m), embora o modelo seja
de quarta ordem em derivadas, nao ha quebra de unitariedade.

Podemos ainda checar que nosso modelo de 4* ordem de fato representa
uma particula de spin-1 classicamente, pois satisfaz as relacoes de transversalidade
e a equacao de Klein-Gordon. Obtendo as equacoes de movimento através da

extremizagao da acao:

1
Sy = /de{éaaN”“(my(D —m®) — ayau)aUNW}, (4.114)
obtemos,
sy
5]]\\/'[1/04 = aaTV + aVTOt - 07 Tu = [UW(D - m2) — (9”8#]80]\7“”. (4115)

Usando as condicoes de contorno de que os campos devem ser nulos no infinito,

temos 7T, = 0 e portanto:
(O - m*)0° N,y — 0,(0,0,N"") = 0. (4.116)

que corresponde a equacao de Maxwell-Proca com a identificagao A, = 0%Ny,.
Como a solugao geral da equacao 0 N,, = 0 é puro gauge, o conteido de (4.116)

corresponde apenas a uma particula massiva de spin-1.

4.5.2 Limite de massa nula

No limite de massa nula, nosso modelo de 4* ordem, diferentemente do

modelo SI(,Il,’m) , ¢ bem comportado. De fato, podemos checar o contetudo fisico do
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modelo dado pela equacado (4.114), o qual torna-se, no limite de massa nula,
1
ST = / deN”a< — 552%%0)]\/““. (4.117)

Simetrizando o operador 6,,wse — %(waw + Oapwre + buoway + Oaowry) =

1
%(Pé‘s))ua,ua, temos:

1
S = / deN”a( - ZDQ(P&))VW) NHe. (4.118)

Nossa teoria, além de bem comportada no limite de massa nula, nos fornece um
resultado interessante onde apenas o operador de projecao do setor de spin-1
aparece, de forma analoga a lagrangiana de Maxwell.

Podemos checar, obtendo os pdlos do propagador da teoria obtida, que
o modelo de fato s6 possui uma particula sem massa de spin-1. Como o modelo
acima possui simetria de calibre, devemos fixa-la de forma que todas as sime-
trias locais da agao acima sejam quebradas. Em particular, a simetria de Weyl

0w Nay = N corresponde a simetria de calibre U(1):
S0 Ny, = 9,06 (4.119)

A simetria de Weyl pode ser fixada através da escolha N = 1, N* = 0. Além de
Weyl, (4.118) ¢é invariante sob qualquer transformacao local tal que §0*Ny5 = 0

e, para tais simetrias, podemos usar a condic¢ao de calibre (4.106):
?Nyo + 0,04(0,0,N") — 2000,0, Noy" = 0.
As escolhas acima nos permitem construir a seguinte lagrangiana,
Lre = MNO?*Byy + 0,04(0,0,B") — 200,04, Bm")? + \B>. (4.120)

A lagrangiana acima fixa o calibre da teoria em estudo e as escolhas acima podem
ser justificadas reescrevendo a lagrangiana em operadores do tipo projetor. De

fato, podemos reescrever (4.120) como:

Lre = B{OYPY + P+ (D —1)PY) (4.121)

0 0 0 o
+ VD= 1(Pgy + Piys) + Piiy]}vayo B,
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e vemos que acrescentando este termo na agao (4.118) podemos enfim inverter o
operador da acao com o intuito de encontrar o propagador. Isto feito, podemos
escrever a agao (4.118) na forma:
1 ~
SO = / PN [)\D”‘Pé? — P + (O + A(D — 1) Pyg
+ MWD =1(P8), + P+ AP, | NM, (4.122)
voauo

onde o operador contido na acao acima possui inversa dada por:

1 1 o 4 PO APY) + (A\O* + A(D — 1)) P},
vepa OSSO S [
)\\/
- AP Lo po)) (4.123)

sendo [ = AO*. Podemos agora calcular a amplitude de dois pontos, porém
antes ¢ instrutivo chamar a atencao para o fato de que a fonte ¢é restrita pelas
simetrias da acao original. Por exemplo, na teoria eletromagnética de Maxwell
com fonte, Syrax = [ dPz[A*00,, A" + A,J"], devemos ter J* = 06 J,, para
que a teoria continue tendo simetria de calibre. De modo andlogo, devemos ter
no nosso caso 1" = (DQPé?)WO‘BTaﬂ, ou seja, a fonte deve ser simétrica (pois
0s campos sao simétricos), com trago nulo (simetria de Weyl) e, utilizando nosso
ansatz para um tensor simétrico, a fonte terd a forma: T = k*J¥ + k¥ JI, onde

k,Jy = 0. Enfim podemos calcular a amplitude de dois pontos:

. 1 4 MWD
Ak) = —2Tm<k>[w — P+ A+ PR

APS) + (AO* + A(D — 1))P§3>W] vapo
[
Como a fonte ¢ da forma TH = (DZP&))“”WT o3, devido a ortogonalidade dos

(2)
Py

+

T (k). (4.124)

projetores de spins diferentes, somente o setor de spin-1 nao sera nulo. Com isso,

chegamos em:

(4.125)

e temos um pdlo simples em k% = 0. Escolhendo o vetor momento como k =

(k,k,0,...,0) e analisando o residuo associado ao pélo k% = 0:

Ro = lim k*A(k) =8ilJ)|>, 1=2,3,...,D—1=ImRy >0,  (4.126)

k2—0
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e temos apenas uma particula fisica de spin-1 sem massa assim como no modelo
de Maxwell. Além disso, vemos que o limite de massa nula para o modelo de
4* ordem é bem comportado, ou seja, ha uma total analogia com o modelo de

quarta ordem de spin zero.



Capitulo 5

Spin-1 com interacao e Spin-2

livre

5.1 Adicao de interacao

5.1.1 Campo gravitacional

Neste capitulo trataremos basicamente de teorias de spin-1 interagindo
primeiramente com um campo gravitacional e posteriormente com um campo
eletromagnético, utilizando um tensor simétrico W, complexo (carregado). A
acao mestra que serd tutil na primeira interacao deste capitulo é a acao mestra
(4.11) discutida no capitulo 4 a qual, na auséncia de fontes, tem a forma:

2

eV W9, Ay ). (5.1)

SV, A] = / "z (WWW“” -

A dualidade obtida entre o teoria de Maxwell e o modelo S‘(,[l,’o) na se¢ao
4.2, apesar de muito interessante por deixar mais clara a conexao entre o modelo-
K e o modelo de Maxwell em D = 2+1, é obtida para teorias livres. Discutiremos
agora um possivel acoplamento do campo de radiagao com o campo gravitacional
utilizando o campo W simplesmente trocando a derivada em (5.1) pela derivada
covariante da gravitacao (9, — V) e acrescentando o fator /—g no elemento de

~ (1,0) . .
volume. A versao do modelo S}, para espagos curvos mais natural, na auséncia
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de fontes, é portanto:

2

S[W, 4] = / dP1\/—g (WWW“” R ER 2WWV(“A”)>

= / dD:v\/—_g{WW Ly — gy~ V2 (5) = 11>)V AP

= (Vi) + (V- 47}, (5.2)

Reescrevendo os dois ultimos termos da agao acima com o intuito de obter a la-
grangiana de Maxwell, temos que integrar o ultimo termo da segunda igualdade
por partes e comutar as derivadas. No entanto, o comutador da derivada covari-
ante da gravitacao aplicado a um campo vetorial é [V, V,]A* = R, A", ou seja,
as derivadas covariantes nao comutam. Isto implicard no aparecimento do tensor
de Ricci, e assim:

w21

SIW, A] = / de\/_—g<WWWW e RWA“A”)(5.3)

onde fizemos WW = Wy + V#HAY) — gV . A. Portanto, fazer um acoplamento
minimo com a gravidade na acao mestra (9, — V,,) ndo é o mesmo que fazer um
acoplamento minimo em uma das teorias descendentes (Maxwell). Como vimos,
ao trocar derivada simples por derivada covariante na acao mestra, esta ultima
pode ser reescrita como a teoria de Maxwell mais um termo de “massa”(nao
minimo) dado pelo tensor de Ricci, além de termos quadraticos em W os quais
nao possuem dinamica e podem ser desprezados. O aparecimento do tensor de
Ricci quebra a simetria de calibre A, — A, 4 0,¢ que a teoria de Maxwell possui
mesmo quando trocamos derivada simples por derivada covariante, ou seja, no
espago curvo.

Por outro lado, fazendo-se a integral no campo vetorial A, na primeira

linha da equacao (5.2) obtemos o vinculo:
VW, = 0. (5.4)

A solucao geral de tal vinculo nés nao sabemos, porém podemos comecar com

termos de ordem mais baixa na métrica e nas suas derivadas e propor uma solugao
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do tipo W,,(9) = boguw + ba( R — g R/2) + ..., onde by, by, ..., sdo constantes
arbitréarias e R, — ¢, R/2 é o tensor de Einstein. Substituindo a solu¢ao acima
na primeira linha da equagao (5.2), obtemos o seguinte modelo:

biD n bobo (D — 2)
D -1 D—-1

ﬁfzz) n ] (5.5)

R

SWle) = [ dev=g|
+ b%(RZV—

onde as reticéncias referem-se a termos extras provindos da solugao mais geral
para o vinculo (5.4). Para D = 4, os termos contidos nos trés pontos serao de
sexta ordem ou superior nas derivadas e se desprezarmos tais termos, o modelo
se reduz a teoria da gravidade critica recentemente descoberta em [27]. Uma
andlise um pouco mais completa da solu¢do geral para o vinculo (5.4) pode ser
encontrada em [14]. Em [6], a teoria (5.5) em D = 4 foi estudada para espagos
anti de-sitter R,, = Ag,,, A < 0, onde foi notada a presenca de particulas de
spin-1 massivas, cuja massa concorda com a obtida do termo de massa R,, A" A"
de acordo com a dualidade que encontramos aqui, entretanto, modos de spin-2
também foram achados.

Um ultimo comentdrio a respeito da acao mestra no espaco curvo é que
podemos fazer com que a ac¢ao (5.2) nos forneca a teoria de Maxwell minimamente
acoplada com o campo gravitacional, simplesmente somando o termo —R,,, A* A"
a esta acao, ou seja, fazendo-se um acoplamento nao minimo na agao mestra.
Este acoplamento nao minimo na agao mestra nos permite reescreve-la com-
pletando quadrado no campo vetorial A, e, ao integrarmos neste campo, obte-
mos um modelo dual a Maxwell no espago curvo o qual contém o termo exotico
VW, (RPN *W,, que depende da inversa do tensor de Ricci, no entanto,

ainda nao sabemos se tal modelo é consistente.

5.1.2 Campo eletromagnético

Outro modelo interessante que podemos tratar com nossa acao dual

tensorial é o de uma particula de spin-1 massiva e carregada interagindo com
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o campo eletromagnético. Como é sabido, devemos utilizar campos complexos
para que as particulas massivas que o modelo descreve possuam carga. Faremos
algo semelhante a generalizacao da agdo mestra (5.2) para o campo gravitacional,
no entanto utilizaremos agora a derivada covariante, 9, — D, = 0, + ie4,, ¢

acrescentaremos um termo de massa. Comecamos definindo a agao mestra:

Ww=
D * v k v
SM = /d ZL‘{WHVW“ - m + WHVD(“B )
v * m2 *
+ W(DB,)" — 5-BB} }. (5.6)

Podemos ainda reescrever a acao mestra acima na forma mais interessante,

Su = [ @ {0~ (D" Ba) + (DB W — DB, + DOB)

- ﬁ[W* — (D = 1)(D*B,)*][W — (D — 1)(D*B,)]

DB,y (DY BY)" + (Do B*)(D,B")' }. (5.7)

Novamente, com o intuito de obter a lagrangiana de Maxwell-Proca para o
campo de matéria B,,, devemos integrar por partes o ultimo termo da expressao
acima e comutar as derivadas. Como [D,,D,|A* = ieF),, A", teremos agora
um acoplamento nao minimo na acdo de Maxwell-Proca. Fazendo-se W =
W — p DB, + DW*BY) e integrando nos campos W’s no funcional gerador a
equagcao (5.7) torna-se,

I D L. v m® o, - *

SL = /d x{ — 1 F5(B)F"™(B) = "B, B" + el (A)BMBV}. (5.8)
onde F,,(B) = D,B, — D,B,, F,.(A) = 0,A, — 0,A, e o indice superior I da
acao é para lembrarmos da interacao.

Assim, terminamos com a lagrangiana de Maxwell-Proca mais um termo
nao minimo e B B,, ou seja, analogamente ao acoplamento com o campo
gravitacional, se fizermos um acoplamento minimo na acdo mestra (9, — D,,),
teremos um acoplamento nao minimo no modelo descendente de Maxwell-Proca.

Podemos ainda reescrever a acao mestra (5.6), fazendo W, — \%Wuw

na forma:
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Sy = / de{(D“WW)*(DaWa”) n m;(wgyww _ %)
_ m;( .y g(DMWuv)*) (B” n gpawa'/) } (5.9)

Fazendo-se BY = BY + %DQWO‘”, terminaremos com termos quadraticos nos
campos B’s e integrando em tais campos, terminamos com um modelo dual a

Maxwell-Proca, porém minimamente acoplado, dado por:

2 -1}

St = / de{(D“WW)*(DaWO‘”) + %(W;VW“V - D=1 (5.10)

E interessante notar que, ao contrario do que poderiamos pensar, a teoria dual
minimamente acoplada ao campo eletromagnético (5.10) nao é dual a Maxwell-
Proca minimamente acoplada e sim dual a teoria dada pela acao (5.8), ou seja,
Maxwell-Proca com um acoplamento nao minimo. Se colocarmos um termo de
fonte para o campo B, e outro para o campo W, na acao mestra e reescrevermos
a acao completando quadrado, de forma inteiramente analoga ao caso da teoria

livre discutida na secao 3.2, obteremos os mapeamentos duais,

V2

WMV — F[T]/W'D - B — 'D(MB,,)], (511)
2
B, ¢ %D”Ww (5.12)

5.2 Spin-2

Tendo como paradigma os resultados desta dissertagao, somos induzi-
dos a tentar obter agora uma teoria de rank superior para particulas de spin-2.
A primeira idéia que surge é a de tentar obter um modelo dual a Einstein-Hilbert
usando um tensor de 3 indices simétrico pela permutacao de qualquer par de
indices Wagy = Wiagy). Observando os resultados anteriores, vemos que um in-

grediente fundamental de uma acao mestra é que ela é de primeira ordem em
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derivadas. Tendo isto em mente, construimos:

L = AW,p, 0" + BW,0%
+ CWo0,h" + d(Wapy)? + eW, W, (5.13)

onde W, = Waﬂﬁ . Ao eliminarmos os campos Wz, teremos uma acao quadrética
em Oyhg, que descreve uma particula de spin-2 sem massa, ou seja, a acao de
Einstein-Hilbert truncada até termos quadraticos em h,g, onde gog = 10 + Rag.

Equivalentemente, podemos reescrever (5.13) como:

L = d[Waﬁv + a(@ahm + 8ﬁhw + avhocﬂ) + b(naﬂ(%h + nﬁwaoch + nwaﬁh)]Q

+ e[Wo + a(Bah 4 20°has) 4 b(D + 2)0ah)* — Lin, (5.14)

onde a, b, d e e sao constantes arbitrarias. Sabemos que se escrevermos explicita-
mente a lagrangiana acima, os termos independentes do tensor W3, deverao se

cancelar. Assim, devemos comparar,

b 2
Lu, = da® [<8ahgfy + Qghm + 87ha5) + a(nag&yh + nﬁvaah + nmagh)
b 2
+ e [(8ah +20has) +—(D +2)0ah] (5.15)
com a lagrangiana de Einstein-Hilbert com o sinal negativo:

—Lpn = %(aahﬁyy - %(3ah)2 — (0ah®P)2 + 0, h*P Osh. (5.16)

Isto feito, obtemos um sistema de quatro equacoes e trés incognitas dadas por
da®, ea® e b/a. No entanto, se incluirmos a dimensao como uma possivel incégnita,
podemos resolver o sistema exatamente, porém a solucao do sistema nos impoe
a condicao D = 2, o qual nao é interessante para a gravitagao. Portanto, nao é
possivel uma formulacao de 1* ordem de Einstein-Hilbert usando tensores total-
mente simétricos de rank 3 e rank 2.

Nossa segunda tentativa foi tentar obter um modelo, nao usando um
tensor de 3 indices simétrico pela troca de qualquer par deles, mas sim um tensor

de 3 indices simétrico em apenas um par de indices. Isto é natural se pensarmos na
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formulagao em primeira ordem da gravitagao segundo Pallatini [31], que utiliza a
métrica, g.s, ¢ simbolos de Christoffel, I, 5+ que sao simétricos em dois indices na
auséncia de torcao. Similarmente, tentamos construir uma lagrangiana fazendo
uma combinagao linear em termos de um tensor simétrico em apenas dois indices,
Wasy) = Wagy + Waqp)/2, e de derivadas do tensor simétrico hag da seguinte

forma:

L = d[Wa(m) + adahgy + bO(ghyya + € NgyOah

2

+ n na(ﬁay)h +r nﬁvaahm + s na(ga"hv)g}
I 2
+ € Wa(ﬁﬂ) +(a+cD+n)0yh+ (b+1rD+ s)&”hm}

+ Z[W'B(m) + (g +c+ @)&yh—l— (a—l—r—ir W)&"hmr

+ p|Wasy) + a0shgy + b0 ghyya + ¢ 1y 0uh

+ N NaOph +118,0hoo + 5 na(ﬁaoh’y)o} [Wv(aﬁ) + ad hes
2
+ ORI + e h + n @O h +r PO, + s nv(aaahﬁ)a]

+ q[W§3) + (g e+ @)Ww (a +r+ W)G%M]

X [WW +(a+eD+n)dh+ (b+7rD + S)f%h“]

- thu (517)

onde WW(?’) = W) W = W,y e os coeficientes a,b,c,d,e,l,p,q,7,5 e n
sao constantes arbitrdrias!.

Devemos encontrar quais sao os coeficientes corretos na lagrangiana acima,
de forma que os termos quadraticos em h,p desaparecam. Assim, fazendo-se um
deslocamento nos campos W (s,), teremos uma integragao gaussiana nestes cam-

pos e portanto, ficaremos apenas com a acao de Einstein-Hilbert. Seguindo os

'Para o caso D = 4, é ainda possivel somar a Wa(sy) um termo do tipo abaixo, vide [11],

que nao consideramos nesta dissertacao,

Gagmiaah,w + anoﬁ'aah,ilg. (5.18)
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passos descritos acima obtivemos um sistema de 4 equagoes e 11 incognitas, onde

uma possivel solucao para os coeficientes é:

a=1/2; b=0; c=-1/4; d=2; l=—-4; r=0;

n=0;, p=0; ¢=0;, e=-2/(D-2); s=0. (5.19)

Substituindo esses parametros na lagrangiana (5.17), obtemos:

(WOé)2 e%
Su = /dDﬂf 2[(Wa(57))2 —2(W7 5y = ET Wasm) O*h™

— QWB(MaahO” + W’B(gv)a’yh], (5.20)

onde W, = Wa(gﬁ). Ainda estamos investigando se podemos, analogamente ao
caso de spin-0 e spin-1, obter um modelo dual através da agao mestra proposta
e tentar acrescentar também um termo de massa de Fierz-Pauli, com o intuito
de obter também um modelo dual para a acao massiva de Einstein-Hilbert-Fierz-
Pauli usando um tensor de 3 indices simétrico em um par deles. Estamos seguindo
nesta direcao e acreditamos poder obter bons resultados num futuro préximo.

E importante salientar ainda, que sao conhecidas acoes de primeira ordem
para tensores parcialmente antissimétricos, Wy, 0s quais fazem uso ainda de
tensores nao simétricos, €., # €pq, denominados vielbein. Neste contexto, os W
fazem o papel da chamada conexao de spin, vide por exemplo [39] e [8], para uma

discussao no contexto de teorias duais.



Capitulo 6

Conclusao

A obtencao de modelos duais para particulas de spin-0 e spin-1 mas-
sivas foi feita com sucesso e pudemos verificar que as teorias duais obtidas pos-
suem as mesmas caracteristicas essenciais que os modelos originais. Verificamos
isto ao analisar as equacoes de movimento, propriedades analiticas do propaga-
dor e, em alguns casos, o niumero de graus de liberdade através do algoritmo
de Dirac-Bergman e a positividade da hamiltoniana. Conseguimos também en-
contrar modelos unitarios de quarta ordem duais a teoria de Klein-Gordon e ao
modelo de Maxwell-Proca. Isto foi feito verificando-se que o limite de massa nula
dos modelos duais de segunda ordem obtidos eram puro gauge. Verificamos que
as teorias eram puro gauge analisando propriedades analiticas do propagador, as
equacoes de movimento e os graus de liberdade de tais teorias. Nos deparamos
com fato curioso ao analisarmos os graus de liberdade utilizando o algoritmo de
Dirac-Bergman para as teorias puro gauge de rank superior, qual seja: a conta-
gem de graus de liberdade nao pode ser feita da maneira canonica. Nao é do nosso
conhecimento a existéncia de um outro método para avaliar o ntimero de graus
de liberdade, via formalismo hamiltoniano, de teorias do tipo rank superior, no
entanto, conseguimos fazer a contagem de uma maneira alternativa plausivel. Os
modelos duais de quarta ordem sao, ao contrario dos modelos de segunda ordem,

bem comportados no limite de massa nula, isto €, ao tomarmos o limite de massa
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nula obtemos uma teoria de quarta ordem dual aos modelos de D’Alambert (no
caso de spin-0) e Maxwell (no caso de spin-1). Isto ji era esperado se notar-
mos que os modelos massivos de 4* ordem obtidos sao os proprios modelos de
Klein-Gordon e Maxwell-Proca com a troca ¢ — 0 - B e A* — 0, W,

Obtivemos também, através de uma acao mestra, um modelo nao trivial
dual ao de Maxwell via tensor simétrico. A obtencao deste modelo dual é, no
entanto, mais sutil, pois resulta da solucao de um vinculo funcional. Vimos que o
modelo dual obtido é especialmente interessante no caso de dimensao D = 2+ 1,
onde ele se torna o chamado termo-K linearizado, o qual provém da linearizacao
do limite de massa nula [15] da teoria conhecida como ‘new massive gravity’ [4].
Para o caso D = 4, nosso modelo coincide com o obtido em [19], e para o caso
D dimensional obtivemos um novo modelo, nao trivial, de quarta ordem dual a
Maxwell. Conseguimos também um mapeamento dual invariante de calibre entre
ambas as teorias para o caso D dimensional. Obtivemos também um modelo
dual a Maxwell-Proca via tensor simétrico e conseguimos mapear as duas teo-
rias. Checamos o conteudo fisico de particulas e verificamos que os modelos sao
compativeis.

Para o caso de particulas de spin-2 conseguimos uma ac¢ao mestra a qual,
apoés integracao no tensor de rank 3, leva ao modelo de Einstein-Hilbert lineari-
zado. Os resultados obtidos para spin-0 e spin-1 nos dao um indicativo de que
podemos encontrar também um modelo dual para particulas de spin-2. Atual-
mente estamos seguindo nesta direcao e comparando com outros resultados da
literatura.

No tltimo capitulo discutimos a adicao de interagao. Primeiramente co-
locamos a acao mestra do inicio do capitulo 4 em um espago curvo, simplesmente
trocando derivada por uma derivada covariante e, ao repetirmos o procedimento
de dualizacao, obtivemos em um caso o modelo de Maxwell com um acoplamento
nao minimo, enquanto que no outro caso obtivemos um vinculo funcional. Uma
possivel solucao para este vinculo em D = 4 até quatro derivadas, nos levou

incrivelmente a teoria recentemente descoberta [27] conhecida como critical gra-
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vity. No entanto, para dimensoes maiores perdemos a critical gravity [14]. O
acoplamento nao minimo no caso da teoria de Maxwell-Proca pode ser resolvido
acrescentando o termo R* na acao mestra acoplada minimamente, no entanto,
a0 integrarmos no campo vetorial obtemos uma teoria contendo um termo exdtico
do tipo V*W,,(R™1)"*V*W,,. Esta teoria nao foi investigada a fundo.

Por dltimo, construimos uma agao mestra para particulas de spin-1 (ma-
téria) interagindo com um campo eletromagnético, utilizando na ac¢do mestra
tanto um campo vetorial complexo quanto um tensor simétrico complexo (car-
regado) de rank 2, para representar o campo de matéria carregado de spin-1.
Ao prosseguirmos com a técnica de dualizagao obtivemos em um caso a teoria
de Maxwell-Proca, para o campo vetorial complexo, com um acoplamento nao
minimo, enquanto que no outro caso obtivemos o modelo tensorial complexo dual
a Maxwell-Proca por nés encontrado em [14], porém minimamente acoplado com
o campo eletromagnético.

O surgimento do termo nao minimo, tanto no caso gravitacional como no
eletromagnético, é devido ao fato das derivadas covariantes nao comutarem e isto
faz com que a dualidade com interacao seja distinta da dualidade dos modelos
livres. A introdugao de acoplamento minimo na a¢ao mestra nao equivale a
introducao de acoplamento minimo nas agoes descendentes. O procedimento de
dualizacao nao comuta com o de introducao de interagao. Da mesma forma que
a versao nao comutativa do modelo auto-dual, em D = 2+ 1, nao é dual a versao
nao comutativa do modelo de MCS, (vide [33]). Conseguimos também obter um
mapeamento entre ambas as teorias no caso em que ha interacao.

Enfim, a partir da técnica da acao mestra foi possivel obter modelos
duais de rank superior de maneira bastante eficaz. Esta técnica nos permitiu
observar varios padroes, os quais podem sugerir novas investigagoes. Um aspecto
interessante do trabalho é que conseguimos conectar um de nossos modelos com
as teorias recentes da new massive gravity e da critical gravity. No entanto, muito

trabalho ainda pode ser feito nesta direcao para particulas de spin-2 ou superior.
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Apéndice A
Algebra dos projetores

Vamos agora colocar explicitamente as relagoes existentes entre os ope-

radores de projecao simétricos. Como no capitulo 4, definimos os projetores,

0,

1
@y _ v vy
(Pss) pg—§(9“p9 o+ 0"50")) (D_1) (A.1)
y 1
(P, = S (00" 050"y + 0 "o+ 0750",), (A.2)
i)
0)\ pv o 0 v "
(Pé\s?)u po = (D _pl) ’ (P‘EV%/V)M po = wl w,DO" (A?))
e os operadores de transicao,
0\ _ 0"wpe 0y _ Wps

onde os indices numéricos superiores indicam o setor de spin do tensor no qual o

projetor atua. Com o auxilio desses, podemos facilmente escrever a indentidade

simétrica,
(1, = L %) (A5)
usando,
o =wh + 07, (A.6)
na forma,
(15" = [(P53) + (P5g) + (PS8) + (BRI (A7)
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onde,

(1s)" TP = T", (A.8)

para qualquer tensor simétrico 1.
Um resultado bastante utilizado é o seguinte; qualquer operador escrito

na forma,
Do a(P(Q)) + b(P(l)) + c(P(O)) + d(P(O) )+ e(P(O) + pW )] iz (A.9)
po SS SS SS WWw SW ws po s :

possui inversa dada por,

1 1 d(P§)) + (P
(D) = [LPE) 4 1P ¢ W)t i)
a b k
€ 50 0 v
- Z(Pév)erPv(v)s) " e (A.10)

onde k = cd—e?. Obviamente, o operador D ,, nao possuira inversa caso a, b ou
k sejam nulos. Além disso, para obtermos (A.10), usamos o fato que os projetores

satisfazem |,
iy P = 601, P13, (A.11)

e vemos que Ps(*2s)7 PSS), ng e PV(I%, sao projetores legitimos pois sao idempotentes,

ou seja, P? = P, enquanto que Pé?,%, e P&% nao o sao.



Apeéendice B

Graus de liberdade do modelo

1.0
Sy

. . 1,0) .
Faremos uma contagem de graus de liberdade da teoria S‘(,V ) via al-
goritmo de Dirac-Bergman. Comecamos com a lagrangiana escrita na forma

explicitamente simétrica:
1
L= Zay(WW + W, 0% (WH, + W), (B.1)

Através desta deduzimos,

1 .
7'('00 = ay(WOV + W]/O) = (%WOO = 5(@2(1/[/@() + W()z) — 7T00), <B2)
01 1 v
i0 1 v

Das equagoes (B.3) e (B.4) deduzimos D — 1 vinculos primarios,
d=n"—71"x0 i=1,2,..,D—1. (B.5)

Além disso temos,
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e temos (D — 1)+ (D — 1)? vinculos primdrios. Com a lagrangiana e os momenta
acima calculados, podemos encontrar a hamiltoniana canonica:

1 00 0z 102
He = /lex[ - Z(Tfoo)2 + %81(1/[/0@ + Wzo) + w (B?)

0i 4 0y
+ WWVVNW@],

e a hamiltoniana priméria sera,
Hp = Heo + / dP e[ Nig’ + A, (B.8)

onde os \; e A\ sao fungoes arbitrarias do tempo conhecidas como multiplicadores
hamiltonianos. Impondo condicoes de consisténcia sobre os vinculos primarios,

obtemos

¢ =0, (B.9)

élk _ {Wlk,Hp} — 8k7TOl 4 alﬂ'Ok ~0= Xlk: = akﬂ_OZ 4 8I7T0k ~ 07 (BlO)

ou seja, os D—1 vinculos primérios nao geram novos vinculos, enquanto os (D—1)?
vinculos primérios geram mais (D — 1) vinculos secundérios, pois a condi¢ao
(B.10) impoe restricoes apenas nos campos 7, [ = 1,2, ..., D — 1. Condicoes de

consisténcia sobre os vinculos secundérios nos fornecem mais um vinculo,
X = {X*, Hp} =~ 0= ~* =997 ~ 0, (B.11)

enquanto a condicao de consisténcia sobre este ultimo vinculo ¢ identicamente
satisfeita, ou seja, 4'* ~ 0 lgoritmo termi i. Os vincul ao tod

, ja, ¥ ~ 0, e o algoritmo termina aqui. Os vinculos sao todos
de primeira-classe (todos os vinculos s6 dependem dos campos 7’s). A contagem
canonica neste caso nao ¢é feita diretamente, no entanto podemos verificar que
todos os graus de liberdade espurios sao eliminados com os vinculos acima. De
fato, através dos vinculos dados pela equacao (B.5), podemos fixar um calibre da
forma W% — W% =~ 0 e eliminar os 7° em funcao dos 7%, bem como os W% em

fungao dos W, Os vinculos dados pela expressao (B.6) nos permitem eliminar
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os ¥, enquanto a condicdo de calibre Wy, ~ 0, elimina os campos Wj;. Ficamos

entao com os campos, 70, W% 7% W% que podem ser eliminados utilizando os
vinculos dados pela expressao (B.10) e (B.11). Isto pode ser feito, pois fazendo

[ = k em (B.10), obtemos:
OFr% 0. (B.12)
Aplicando &' em (B.10) e usando (B.12), temos:
O)7r% ~0, = 7% =d +0"r,. (B.13)

Impondo como condicao de contorno que os campos se comportem de tal maneira
que 7 (z — 00) = 0, devemos ter a* = b*™ = 0. Logo, 7% — 0, e este vinculo de
primeira-classe nos permite fixar o calibre W% =~ 0. De forma andloga, fazendo

[ = k no tdltimo vinculo dado pela expressao (B.11), ficamos com:
(710 =0, = 0= 4+d"a,, (B.14)

e a condigao de que 7°°(z — 0) &~ 0, implica que 7°° &~ 0, e novamente isto nos
permite escolher um calibre da forma W% = 0. Assim, terminamos o processo

com zero graus de liberdade, como era esperado.



Apéndice C
Linearizacao do Modelo-K

Verificaremos neste apéndice que a versao linearizada do limite de
massa nula da new massive gravity [5, 15] (também conhecida como modelo-
K linearizado) ¢ dada pela equagao (4.17). O que faremos aqui serd deixar mais
explicito a passagem da primeira para a segunda linha da equagao (4.17).

A primeira linha da equacao (4.17) é obtida simplesmente substituindo
a solugao do vinculo funcional (4.15), no caso D = 3, na agao mestra (6.1). A
parte nao trivial é verificar que este resultado é igual ao modelo-K linearizado.
A lagrangiana do modelo-K nao linearizado é dada por:

/d?’x{\/—_g[RWRW - gRﬂ } (C.1)

Na equagao acima g ¢ o determinante da métrica, 2 ¢ o escalar de Riemann e R,
é o tensor de Ricci. Os dois ultimos tensores podem ser obtidos a partir do tensor

de curvatura de Riemann que € escrito em fungao dos simbolos de Christoffel I'G;,

R = 0,155 — 051G, + 10, Ths — Tl (C.2)
com
1 g
qu - égp (8ugal/ + augau - aag,w)- (03)

A linearizacao pode ser feita linearizando a métrica da seguinte forma, g,,, = 7, +
Iy, onde temos a métrica plana de Minkowski 7, e uma pertubagao da métrica

hy. Podemos também fazer a linearizacao nos dreibeine, €,, = 1pq + hpa, €, neste
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caso, a métrica é escrita na forma, g,, = eyee®,. Seguindo a linearizacao nos
dreibeine, com o intuito de obter o modelo-K linearizado até termos quadraticos
em h,,,, vamos expandir a métrica, g,,, e os Christofell, I'j;, até termos em

primeira ordem em hy,,:

9po = Npo + 2h(po)a (04)
g’ =7 — 2h\P7), (C.5)

pois, tanto o escalar de Riemann quanto o tensor de Ricci ja sao quadraticos
em (C.1). Substituindo (C.4) e (C.5) em (C.3) nés obtemos uma expansao até

termos lineares para o simbolo de Christoffel,
(
0, = 9, +9,h" — 0%, (C.6)

O escalar de Riemann é obtido da aplicacao da inversa da métrica ao tensor de
Ricci, no entanto, o tensor de Ricci é quadratico na acao (C.1). Assim, o termo
linear em h,, da equacao (C.5) s6 contribuird com termos de terceira ordem
ou superior em h,, no calculo do tensor de curvatura de Riemann. Portanto,

podemos fazer:

R = g’BéRB(g
= 1" Rgs (C.7)
onde:

Substituindo (C.6) em (C.8) obtemos o tensor de Ricci até termos lineares em

h,uw
R, = 0%0,hay + 0“0y he, — Ohyy — 0,00 (C.9)
Substituindo (C.9) em (C.7), temos o escalar de Riemann R,

R = 20°0°h.s — 20h, (C.10)

onde h = 1, h*".
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Para a construcao do modelo-K linearizado devemos ainda calcular o
fator /—¢g em (C.1). Novamente, como queremos a aproximagcao quadrética em
h,, e como os tensores de Ricci e escalar de Riemann sao lineares em hy, e
quadréticos na agao (C.1) nao devemos ter o tensor h no termo /—g. Nao é
dificil verificar, usando a matriz 3 x 3 dada em (C.4), que g = —(1 + 2h). Apds
outra expansao obtemos y/—¢ = 1 + h. Logo, para nosso propdsito, v/—¢g = 1.

Com isso obtemos o modelo-K linearizado nos dreibein,

3

s = [ el L),

f 1
= / @'z ho{5(0070°0" — T ?)
+ OPpren?® —20n*070° + DnM@O‘@B}hw

ml S m e
- / & hM{DQMDQW - T} o

= S'[hl. (C.11)

Logo, concluimos que o modelo-K linearizado é, de fato, dado pela segunda linha

da equacao (4.17), em D = 3 dimensoes.
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