“Expoentes dinamicos no mapa padrao

dissipativo”

Aluno: Cleber Cosme Bueno

Orientador: Prof. Dr. Juliano Antonio de Oliveira



CLEBER COSME BUENO

Expoentes dindmicos no mapa padrao dissipativo

Dissertagao de Mestrado apresentado no Programa
de Pos-Graduagao em Engenharia Elétrica Interu-
nidades entre o Instituto de Ciéncias e Tecnologia
de Sorocaba e o Campus de Sao Joao da Boa Vista
da Universidade Estadual Paulista “Julio de Mes-
quita Filho”, como parte dos requisitos para obten-

¢ao do titulo de Mestre em Engenharia Elétrica.

Orientador: Prof. Dr. Juliano Antonio de Oliveira

Sao Joao da Boa Vista

2021



Bueno, Cleber Cosme

B928e Expoentes dindmicos no mapa padrao dissipativo / Cleber Cosme
Bueno. -- Sdo Jodo da Boa Vista, 2021
57 p.:il.

Dissertacéo (mestrado) - Universidade Estadual Paulista (Unesp),
Campus Experimental de S&o Jodo da Boa Vista, S&o Jodo da Boa
Vista

Orientador: Prof. Dr. Juliano Antonio de Oliveira

1. Caos deterministico. 2. Comportamento ca6tico nos sistemas. 3.
Dinémica. 4. Sistemas ndo lineares. I. Titulo.

Sistema de geragdo automatica de fichas catalogréaficas da Unesp. Biblioteca do Campus
Experimental de S&o Jodo da Boa Vista. Dados fornecidos pelo autor(a).

Essa ficha ndo pode ser modificada.




AVA UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA

AVAYAY

unesp* B

CERTIFICADO DE APROVAGAO

TITULODA _ Expoentes dindmicos no mapa padréo dissipativo
DISSERTACAO:

AUTOR: CLEBER COSME BUENO
ORIENTADOR: JULIANO ANTONIO DE OLIVEIRA

Aprovado como parte das exigéncias para obtencdo do Titulo de Mestre em
ENGENHARIA ELETRICA, area: Automacdo pela Comissdo Examinadora:

W Mn'«e A Ui

Prof. Dr. JULIANO ANTONIO DE OLIVEIRA (Participacao Virtual)
UNESP / Sdo Joao da Boa Vista (SP)

&Hsom _ Moy
Prof. Dr. EDSON DENIS LEONEL (Participacao Virtual)
IGCE / UNESP/Rio Claro (SP)

Ak, Ak g%m Attt
Prof. Dr. ANDRE LUIS PRANDO LIVORATI (Participacao

Virtual) ICET-Instituto de Ciéncias Exatas e Tecnologia /
UNIP

Sorocaba, 25 de junho de 2021

Instituto de Ciéncia e Tecnologia - CAmpus de Sorocaba -
Trés de Margo, 511, 18087180, Sorocaba - Sao Paulo
nesp.D pos-araduacacy--eno aria a-loca

Qenlana-gleinca-

-

Nttp. Rk OrOCaDs
48031918003573.



CLEBER COSME BUENO

Expoentes dindmicos no mapa padrao dissipativo

Dissertagao de Mestrado apresentado no Programa
de Pos-Graduagao em Engenharia Elétrica Interu-
nidades entre o Instituto de Ciéncias e Tecnologia
de Sorocaba e o Campus de Sao Joao da Boa Vista
da Universidade Estadual Paulista “Julio de Mes-
quita Filho”, como parte dos requisitos para obten-
¢ao do titulo de Mestre em Engenharia Elétrica.

Aprovagao em 25/06,/2021

Comissao Examinadora:
Prof. Dr. Juliano Antonio de Oliveira

UNESP - Campus de Sao Joao da Boa Vista (SP)

Orientador

Prof. Dr. Edson Denis Leonel
IGCE - Instituto de Geociéncias e Ciéncias Exatas

UNESP - Campus de Rio Claro (SP)

Prof. Dr. André Luis Prando Livorati
ICET - Instituto de Ciéncias Exatas e Tecnologia

UNIP - Campus de Rio Claro (SP)

Sao Joao da Boa Vista

2021



aos meus pais: Gervdsio e Laides.



Agradecimentos

Primeiramente, ao Nosso Deus, que me agraciou com esta oportunidade e por ter me

fortalecido nesta caminha académica.
A minha familia, pais e irmaos e irma, pelo incentivo e compreensao.

Ao Prof. Dr. Juliano Antonio de Oliveira pela oportunidade, parceria e disponibilidade

em transmitir o conhecimento e motivagao necessaria para realizacao desta pesquisa.

Aos meus amigos professores da escola Eletrd e aos companheiros de estudo desta

jornada; compartilhamos bons momentos de aprendizagem, partilha e descontracao.

Ao Centro Paula Souza, representado pela Diretora Inés de Lourdes Madureira da
Etec. “Joao Baptista de Lima Figueiredo”, que facilitou meu horario de trabalho, para
que fosse possivel meu deslocamento até Sao Joao da Boa Vista e que eu pudesse ter

momentos de estudo.

Aos Professores e Funcionarios da UNESP de Sao Joao da Boa Vista e Sorocaba pela

paciéncia em transmitir seus conhecimentos e carinho ao atender minhas solicitagoes.

A UNESP de Sao Jodo da Boa Vista pela oportunidade em realizar meu objetivo.



O presente trabalho foi realizado com apoio das entidades:

Processo n°® 803242/2018-3, Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e
Tecnoldgico (CNPq);

Processo n° 421254,/2016-5, Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e
Tecnoldgico (CNPq);
Processo n° 811105/2015-7, Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e
Tecnoldgico (CNPq);
Processo n°® 2018/14685-9, Fundagao de Amparo o Pesquisa do Estado de Sao Paulo
(FAPESP);

Processo n° 2014/18672-8, Fundagao de Amparo a Pesquisa do Estado de Sao Paulo
(FAPESP).



Ninguém vence sozinho, nem no campo, nem na

vida!

Papa Francisco
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Resumo

O trabalho tem como escopo estudar o rotor pulsado e assim investigar algumas
das suas propriedades dinamicas. O modelo é descrito por um mapeamento nao linear
bidimensional com as variaveis de agao (I), angulo (#) e pelos parametros de controle de
nao linearidade (k) e de dissipacao (). Verificaremos que o comportamento do sistema
esta atrelado a escolha dos valores da parametrizagao; quando k > 0 teremos no sistema
uma nao linearidade e para v € [0,1] encontraremos um comportamento dissipativo.
Mostraremos que para v = 0 o sistema remonta-se ao caso conservativo, no qual preserva
area no espago de fases e para v # 0 o sistema se apresenta como dissipativo, onde
surgird uma variagado na sua area e o surgimento de atratores. Notaremos que, no caso
dissipativo, a utilizagao de valores elevados para o parametro k, ocasionara o surgimento
de atratores cadticos. Este comportamento cadtico nos permitiré investigar o decaimento
exponencial existente, além da velocidade que isso ocorre, quando alteramos o valor do
parametro de dissipacao. Na sequéncia examinaremos os expoentes de Lyapunov para
caracterizar o caos no sistema. Por fim, investigamos o transporte de particulas, de modo
que determinaremos numericamente os expoentes dindmicos que podem ser utilizados
para colapsar as curvas contidas nos histogramas de escape em uma Unica curva universal

e, por fim, investigaremos a probabilidade de sobrevivéncia de particulas.

Palavras-chave: Rotor pulsado, mapa padrao dissipativo, atratores cadticos, expoentes

de Lyapunov, propriedades de transporte e expoentes dinamicos.



BUENO, C. C. Dynamic exponents on the standard dissipative map. Master
Degree UNESP - Universidade Estadual Paulista, Sao Joao da Boa Vista, 2021.

Abstract

The work aims to study the pulsed rotor and thus investigate some of its dyna-
mic properties. The model is described by a two-dimensional non-linear mapping with
the action variables (I), angle (f) and by the non-linearity control parameters (k) and
dissipation (y). We will verify that the behavior of the system is linked to the choice of
parameterization values; when k£ > 0 we will have a non-linearity in the system and for
v € [0.1] we will find a behavior dissipative. We will show that for v = 0 the system goes
back to the conservative case, in which it preserves area in the space of phases and for
~v # 0 the system presents itself as dissipative, where there will be a variation in its area
and the appearance of attractors. We will notice that, in the dissipative case, the use
of high values for the parameter k, will cause the appearance of chaotic attractors. This
chaotic behavior will allow us to investigate the existing exponential decay, in addition to
the speed it occurs, when we change the value of the parameter dissipation. Then we will
examine Lyapunov’s exponents to characterize the chaos in the system. Finally, we inves-
tigate particle transport, so that we will numerically determine the dynamic exponents
that can be used to collapse the curves contained in the escape histograms in a single

universal curve and, finally, we will investigate the probability of particle survival.

Keywords: Pulsed rotor, dissipative standard map, chaotic attractors, Lyapunov expo-

nents, transport properties and dynamic exponents.
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Capitulo 1

Introducao

A teoria sobre Sistemas Dinamicos se remonta ao periodo da Mecanica Classica [I]
entre os séculos XV e XVI, que tinha como foco o estudo da mecanica celeste [2]. Todavia,
somente com Isaac Newton (1642-1727) houve um avanco na modelagem matemaética, nas
fundamentagoes sobre as Leis do movimento e na Lei da gravitagao universal. Cabe
ressaltar, que fisicos e matemaéticos anteriores a este periodo, foram fundamentais para
este estudo, tais como: Claudio Ptolomeu (£85-165), que propds um modelo geocéntrico,
onde a Terra ocupa o centro do Universo; Johannes Kepler (1571-1630), que estudou a
Mecanica Celeste de carater cinemético, isto é, sem considerar as forgas que governam os
movimentos; e Galileu Galilei (1564-1642), que introduziu os conceitos de Dindmica, ou
seja, o fundamento da teoria que trata das causas dos movimentos [IJ.

Em sintese, o estudo de Newton foi pautado em investigar a atragao gravitacional entre
dois corpos celestes; primeiramente estudou o Sol e a Terra e posteriormente a Terra e a
Lua. Ao longo dos anos mais pesquisadores contribuiram para a compreensao das orbitas
do Sistema Solar, dentre eles: Joseph Louis Lagrange (1736-1813), que propos trés pa-
rametros para se investigar o Sistema Solar (excentricidade; angulo de inclinagao entre a
Terra e o planeta estudado; e a razdo entre a massa dos planetas e a massa do Sol); Pierre
Simon Laplace (1749-1827), que estudou a estabilidade do Sistema Solar; Siméon Denis
Poisson (1781-1840), que propos considerar perturbagoes de segunda ordem com relagao as
massas; Spiru C. Haret (1851-1912), que provou que os movimentos dos planetas nao sao
necessariamente limitados no tempo, tal afirmacao anulava as previsoes de estabilidade
feitas por Laplace, Lagrange e Poisson. Apos anos de investigagoes, Aleksandr Mikhailo-
vich Lyapunov (1857-1918) propde uma teoria geral sobre estabilidade, considerando que
a estabilidade é produto de uma equacao diferencial ordinaria, em outras palavras, “uma
solugao x(t) é estéavel se outras solugdes, cujos valores no instante t = tq estao ‘proximos’
de x(tp), permanecem ‘proximas’ de x(t) durante o passar do tempo” [1]; desta forma o

problema da estabilidade do Sistema Solar foi desvinculado, sendo possivel relaciona-la

15
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com a teoria das equacoes diferenciais. Através desta contribuicao foi possivel investigar o
comportamento cadtico de um sistema quando se determina, a partir da evolugao de duas
condigbes iniciais proximas, o afastamento uma da outra exponencialmente no tempo [2].

O estudo de Jules Henri Poincaré (1854-1912) observou que em sistemas dindmicos
a existéncia de pequenas incertezas na sua condigao inicial, sao capazes de alterar, ao
longo do tempo, a sua previsibilidade. Esta afirmacao é perceptivel em sistemas cadticos,
visto que estas incertezas/erros crescem rapidamente (exponencialmente), inviabilizando
sua previsao, ao longo do tempo. Poincaré também contribuiu em outras temaéticas, tais
como: as equacoes diferenciais nao lineares, através de uma abordagem qualitativa; e o
estudo sobre a existéncia do caos, quando estudou o comportamento da massa de trés
corpos celestiais [I]. J& na obra, “Principio de Incerteza”, de Werner Karl Heisenberg
(1901-1976), foi possivel afirmar que medidas de posicdo e momentum, em qualquer
instante, sao sempre incertas.

Edward Norton Lorenz (1917-2008), que era meteorologista, estudava as dificuldades
em se ter uma previsao do tempo com um grau de confiabilidade razoavel. Na década de
50 ele tinha a sua disposicao um computador, que lhe auxiliava no processamento de suas
simulagoes, algo que contribuiu vigorosamente na analise de suas investigacoes. Certa
vez, ao refazer as simulagoes sobre a investigagao do comportamento de um objeto, Lo-
renz digitou no seu computador, os trés primeiros algarismos decimais dos resultados que
obtinha impresso, ao invés dos seis algarismos decimais que se dispunha armazenados na
base de dados do computador [I]. Inicialmente, os novos valores coincidiam com os velhos
valores, mas logo passavam a diferir na tltima casa decimal, até que os valores atuais nao
se pareciam mais com os antigos valores. Ao analisar o motivo desta discrepancia nos
resultados (que crescia rapidamente), ele percebeu que a diferenca era fruto do arredon-
damento do valor inserido no seu célculo (de apenas trés casas decimais). Assim, Lorenz,
descobriu que a menor alteracao nas medidas das condigoes climéaticas, ocasionaria em
um comprometimento da viabilidade da previsao do tempo num instante seguinte. Neste
contexto surgiu a expressao: “o bater de asas de uma borboleta no Brasil pode provocar o
surgimento de um tornado no Texas”. O impacto destas descobertas levou aos cientistas
a se depararem com os sistemas cadticos e que os métodos tradicionais nao refletiam as
previsoes experimentais, tornando intrinsecamente impossivel a validacao de uma teoria.
Em suma, as contribui¢oes de Lorenz foram: a descoberta da extrema sensibilidade nas
condigoes iniciais; que ha estrutura no caos; e o estudo sobre atrator estranho no formato
de borboleta |1, 3].

Agora o desafio pairava sobre como conhecer os sistemas cadticos e como compreender
as regras que governam as mudancgas que ocorrem; pois se desejava prever, de modo

cientifico, o comportamento futuro de um sistema cadticos. Neste momento, a Fisica se
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apresentou com um agente capaz de elucidar as leis que governam o funcionamento de
sistemas nao lineares, seja qual for a area do saber/conhecimento, como por exemplo:
elétrica [4, [5], mecanica [6], biologica [7], quimica [8], 9], propriedades de transporte [10],
etc.

O estudo de sistemas dinamicos visa compreender o comportamento de um objeto em
um dado momento futuro (ou o que ocorrera no passado em um instante determinado).
Todavia, para se realizar a modelagem matematica é necessario abarcar as regras de
interagoes dos elementos no sistema e utilizar ferramentas matematicas apropriadas, que
no caso em questao, sao denominadas de equagoes diferenciais (para variagdo do tempo
continuo, ou seja, para todo instante de tempo) e equagoes de diferengas (para variagao do
tempo descontinuo, ou seja, para um determinado instante de tempo), que sera definida
de acordo com sua aplicacao e precisao almejada.

Quanto a sua classifica¢@o, o sistema pode se comportar como linear (onde o sistema
¢ integravel) ou ndo linear (onde ndo é possivel integrar), conter variéveis temporais
(continuas ou descontinuas) e possuir parametros de controle [I1, 12]. Neste estudo,
iremos analisar os conceitos de sistemas dinamicos bidimensionais nao lineares de tempo
discreto.

Os sistemas dinamicos, sao representados por mapas que descrevem o comportamento
de alguns sistemas fisicos, como por exemplo, o Mapa Padrao (Mapa de Chirikov). Tal
mapa ¢ nomeado padrao por representar matematicamente alguns sistemas, como o rotor
pulsado e o péndulo simples. No nosso estudo utilizaremos o mapa padrao, descrito pelas
variareis de agao e angulo (I e ) e por dois parametros de controle; a nao linearidade (k)
e a dissipagao (7). No Capitulo 2 trabalharemos mais conceitos sobre o mapa padrao.

No sistema de Lorenz o espaco de fases é descrito com trés variaveis e trés parametros

de controle. O sistema é formado pelas equagoes diferenciais [13];

X=—0(X-Y),

Y=rX-Y—-XZ, (1.1)
Z=XY —bZ,

onde, X,Y,Z € R sao variareis que representam: X a intensidade da convecgao; Y a
diferenca de temperatura entre as correntes ascendentes e descendentes do fluido; e Z
a distor¢cao do perfil vertical da temperatura em relacao ao perfil linear. J& o,r, b sao
parametros de controle do sistema e devem ser > 0 [12].

A Figura mostra a evolucao do sistema de Lorenz ao longo do tempo, a partir de
uma dada condigao inicial (descrita na legenda).

A se¢ao de Poincaré (ou superficie de segdo) ¢ uma maneira para se investigar o

comportamento de um sistema. O método tem a finalidade em reduzir o estudo de um
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Figura 1.1: Atrador do sistema de Lorenz. Utilizamos a integragao do método de Euler: condigao
inicial X(0) =1, Y(0) = 2 e Z(0) = 3; parametros de controle: o = 10, r = 28 e b = 8/3. Figura
gerada pelo autor.

fluxo continuo num espaco de fases de dimensao N para o estudo de um mapa num
espago de fases com dimensao N — 1 [I]. O procedimento esta pautado em interceptar o
fluxo de solugbes no espago de fases utilizando uma superficie transversal (ou seja, uma
segdo ou um plano) que corta o conjunto de solugoes (Figura [1.2). A cada travessia de
fluxo, produzird um ponto na secao de Poincaré; desta forma, a sequéncia destes pontos

é descrita por um mapeamento discreto,
F(#,) = i1, (1:2)

onde, F' descreve o operador que evolui o vetor de solugoes 7 de dimensao (N - 1) [2].

Figura 1.2: Representagao de uma segao de Poincaré. Figura retirada da referéncia [2].

O sistema pode apresentar comportamento conservativo ou dissipativo, este compor-
tamento pode ser determinado pelo teorema de Liouvelle, que consiste em calcular o
determinante da matriz Jacobiana do sistema. Para o caso conservativo o Det(J) = 1; a
densidade de pontos no espago de fase é constante, nao sofrendo alteracao, tal fato nos ga-
rante a inexisténcia de sorvedouros (que é um conjunto de pontos que atraem as solugoes

para tempos suficientemente longos) que é uma caracteristica dos sistemas dissipativos.
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Ja para o caso dissipativo o Det(J) # 1; o sistema produzird uma redugao da energia
(oriunda por exemplo de um arrasto viscoso) e é comum a presenca de sorvedouros; cabe
ressaltar, que o sistema quando atinge o sorvedouro, ele permanece nesta condicao até
que haja uma acao externa, para retird-lo desta situagao. Este conjunto de pontos em
que as solugbes convergem assintoticamente sao denominados de atratores [2, [14].

Um atrator é um conjunto de valores no espaco de fases, para o qual o sistema migra
com o tempo (para fungao continua) ou por iteragdes (para funcdo discreta). Um atrator
pode ser, por exemplo, uma figura geométrica que consiste em um ponto (ou conjunto de
pontos) no espaco de fases, apés um tempo suficientemente longo de evolugao do sistema.
O tempo para que o atrator seja alcancado, ocorre através da evolugao do sistema, e esta
acao é denominada de transiente. Quando o sistema encontra seu atrator, ele perde seu
historico de desenvolvimento e se torna atemporal [1].

O comportamento dos atratores estéa associado as condig¢oes do sistema, citaremos dois
exemplos: o atrator de ponto fixo (que é independente do tempo) e o ciclo limite periodico
(que é caracterizado pela sua amplitude e periodo). Suas aplicag¢oes sao diversas, o ponto
fixo, por exemplo, pode ser utilizado na biologia para determinar o habit de determinados
seres vivos [15], ja o ciclo limite pode ser encontrado no oscilador de Van der Pol [16].

A din&mica destes comportamentos esté presente em sistemas cadticos. Algumas das
ferramentas utilizadas para caracterizar esta dinamica cadtica sao: os diagramas de bi-
furcacao e os expoentes de Lyapunov. A bifurcacao ¢ uma mudanca de comportamento
associado a um fluxo de solugoes produzido por uma equagao diferencial ou mapeamento
discreto; assim uma pequena variagao em um dos parametros de controle, ocasiona uma
mudanga repentina no comportamento do fluxo de solugdes do sistema [2]. O fisico ma-
tematico Mitchell Jay Feigenbaum (1944-2019), ao analisar os diagramas de bifurcagao,
conseguiu determinar duas constantes de fator de escala (6 e «); esta descoberta ficou
conhecida como constantes de Feigenbaum [I, 12, [I7]. J& o método de obtengao dos ex-
poentes de Lyapunov é outra ferramenta utilizada para analisar o comportamento de um
sistema dinamico, a fim de classificar sua 6rbita como cadtica ou nao cadtica. A tematica
sobre os expoentes de Lyapunov serd tratada na segao 3.2.

Em sintese, este trabalho tem como escopo investigar: a propriedade, o escape e
a sobrevivéncia de particulas, em sistemas caodticos, analisando seu comportamento no
espago de fases.

Por fim, o trabalho esta dividido em trés capitulos. No Capitulo 2, investigaremos o
mapa padrao, que tem a caracteristica de ser: nao linear, bidimensional e conter duas
variaveis, acao (I) e angulo (6), e um parametro de controle de nao linearidade (k) para o
caso conservativo e para o caso dissipativo ¢ inserido um outro parametro, o de dissipagao

(7). Veremos que, para o caso dissipativo, quando 7 = 0 o sistema recupera sua configu-
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ragao conservativa e para v # 0, verificaremos no espago de fases, uma variacao na sua
area e o surgimento de atratores; isso vai se tornando mais presente quanto mais elevados
forem os valores aplicados ao pardmetro k. Este comportamento cadtico nos permitira
investigarmos no Capitulo 3 o decaimento de orbitas para atratores caoticos, além da
velocidade que isso ocorre, quando variamos os valores dos parametros de controle. Apro-
fundaremos nossa investigagao através dos expoentes de Lyapunov, onde caracterizaremos
algumas orbitas como cadticas e mostraremos algumas observacoes através da média dos
expoentes de Lyapunov em funcao da parametrizacao. Ja no Capitulo 4, analisaremos o
transporte de particulas, onde investigaremos a existéncia de expoentes dinamicos, oriun-
dos de diversos dados numéricos investigados; isso resultou na confirmacao da existéncia
de uma invariancia de escala para os Histogramas de escape e para a Probabilidade de so-
brevivéncia. Finalmente no Capitulo 5, faremos os nossos comentéarios sobre os resultados

encontrados e apresentaremos as perspectivas de continuidade para nosso estudo.



Capitulo 2
Mapa Padrao

O mapa padrao apresenta a evolucao de um sistema no tempo em um plano. Ele é
descrito por duas equagoes recursivas, onde sao usadas duas variaveis dinamicas e um ou
mais pardmetros de controle (dependendo da sua aplicagao): as variaveis sao denominadas
de agdo e angulo (representadas pelos simbolos I e 6, respectivamente e se referem ao
posicionamento do eixo quanto a aplica¢ao de forga e a sua inclinagao), ja os parametros
de controle podem ser de nao linearidade, dissipagao e descontinuidade. Desta forma,
estes parametros determinam o comportamento do sistema, que pode ser conservativo
ou dissipativo. Este trabalho investigaré os parametros de nao linearidade e dissipacao.
Primeiramente analisaremos o parametro de nao linearidade do sistema (aqui simbolizado
pela letra k); esta nao linearidade é decorrente da fungdo seno presente na equagao.

A equagao do mapa padrao esta delineada e apresentada no Apéndice A, sendo descrita
pela equagao [I§]:

T { I =1,+ k sen(6,) 7 (2.1)
Ops1 =0, + 1,41 mod (27)

onde, I e 0 sao as variaveis dinamicas de acao e angulo e k é o parametro de controle de
nao linearidade do sistema.
Na se¢ao[2.1]serd apresentada a caracteristica inerente ao comportamento conservativo.

Ja na segao [2.2] dedicaremos ao comportamento dissipativo.

2.1 Mapa padrao conservativo

Analisando o efeito que o parametro k causa na equagao ([2.1]), percebe-se que, quando
k =0, a variavel I se conserva (I,,;; = I) e para k # 0, nota-se que a variavel I se torna
dependente do parametro de nao linearidade, ou seja, a variavel I se altera com a iteracao
do mapeamento. Observa-se também, que o sistema conservativo tem a caracteristica

de, ao longo de sua evolugao temporal, preservar a érea no espago de fases, em outras
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palavras, a area ocupada por estes pontos fixos permanece inalterada [1].

A escolha de valores pequenos para o parametro de nao linearidade (k) pode produzir
espacos de fases mistos, com mares cadticos em torno de ilhas periddicas e limitados
por curvas invariantes spanning. A curva invariante spanning cria uma barreira que
impede que uma particula, que estéa se move no mar de caos, escape; portanto, as curvas
invariantes spanning separam duas regioes distintas do sistema: o caos local e o caos
global [2]. Todavia, & medida que o valor de k é aumentado, ocorre a destruigdo das
curvas invariantes spanning e a expansao do mar cadtico, ao ponto de s6 haver caos no
sistema. Cabe ressaltar que o ponto de transicao do comportamento de caos local para
caos global é denominado de k critico (k.) e seu valor corresponde a 0,9716..., tal afirmagao
¢ bastante estudada em sistemas dinamicos discreto. Em sintese tem-se [19]: para k < k.
a regiao do caos local e para k > k. a regiao do caos global.

A Figura 2.1 mostra o comportamento do sistema, quando se altera o valor do para-
metro de nao linearidade: nela sao apresentados quatro valores distintos para k, com 103
iteracoes, em um transiente de 10° vezes.

Na Figura (a) foi utilizado k = 0, 4; é possivel identificar, no espaco de fases, uma
ilha de periodicidade, localizada no centro da figura, além das curvas invariantes spanning.
Para a Figura (b) foi utilizado o valor de k = 0,9716, onde pode ser observado, no espago
de fases, a auséncia das curvas invariantes spanning e um conjunto de duas regioes bem
definidas; uma delas é uma regiao de caos que existe no regime de baixas energias e a
outra sao as ilhas de periodicidade. Quando aumentamos o valor de k, para além do k., se
torna perceptivel a aniquilacao gradual das ilhas de periodicidade e a expansao paulatina
do mar caético, como é mostrada na Figura[2.1[c) para k = 1,4 e na Figura[2.1[d), para
k=2

2.2 Mapa padrao dissipativo

Nesta secao discutimos os efeitos da dissipacao no sistema. A equagao do mapa dissi-
pativo é fruto do acréscimo, na Equagao (2.1)), do parametro de dissipagao (), resultando

no mapeamento descrito como:

, (2.2)

T Inyi = (1 =)L, + k sen(6,)
| 61 =0, + 1,1 mod (2m)

onde 7 € [0, 1]. Para v = 0, o sistema remonta ao mapa conservativo.

Através do parametro v, o sistema se aproxima das condi¢Oes reais, visto que ele

representa acoes que causam perdas no sistema. Na nossa pesquisa, do rotor pulsado, pode
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Figura 2.1: Espago de fases do mapa padrio conservativo: utilizando a equagao (2.1)) e
quatro valores distintos para k: (a) k = 0,4, (b) k= 0,9716, (c) k=1,4¢e (d) k = 2.

ser o atrito do eixo do rotor, um outro exemplo, pode ser o atrito entre as articulagoes de
um péndulo, a resisténcia causada pelo ar quando o péndulo descreve seu percurso, etc.
Sendo assim, a equagao do mapa dissipativo se torna mais préxima da realidade do
que a equagao do mapa conservativo. Nota-se que o parametro v, na equagao ([2.2)),
causa no espago de fases uma contragao na sua area ao longo da sua evolu¢ao no tempo;
sendo esta uma caracteristica deste mapeamento. Esta nao preservacao de area no espaco
de fases, seré apresentada na secao , momento em que vamos calcular o Det(.J) para o
mapa dissipativo.

A Figural2.2 mostra o espago de fases do mapa padrao dissipativo. Para cada figura foi
utilizado um valor para o parametro de controle de nao linearidade: k = 0,4, £ = 0,9716,

k=14 ek = 2 (os mesmos quatro valores utilizados na andlise do caso conservativo).
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Figura 2.2: Espaco de fases do mapa padrao dissipativo, com ~ = 1072 utilizando os
mesmos quatro valores de k da Figura[2.1} (a) k = 0,4, (b) k= 0,9716, (c) k =1,4 ¢ (d)
k=2.

Ja o valor do parametro de dissipacao foi: v = 1073. Foram realizadas 10 iteracoes, com
um transiente de 10° vezes.

Na Figura é observado o efeito que o parametro dissipativo causa no sistema: o
surgimento de orbitas periédicas. Notamos que o sistema dissipativo converge para atra-
tores pontos fixos; este comportamento esté estritamente atrelado a escolha dos valores
dos parametros de controle k e 7.

Também foi investigada na Figura a caracterizacao das orbitas periddicas contidas
no espaco de fases. O estudo partiu da escolha de um ponto fixo qualquer da Figura
2.2l Deste ponto foi extraido sua coordenada e a partir desta informagao foi localizado

a Orbita deste ponto de referéncia. Este processo foi repetido até encontrarmos todas
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as Orbitas dos pontos fixos existentes. De posse dos resultados encontrados foi possivel
determinarmos o periodo de cada uma das érbitas existentes no espago de fases estudado.
O periodo de cada 6rbita estd demonstrado na figura.

Notamos que para k < k. (Figura[2.2)(a)), existe uma tnica érbita periodica de perfodo
1. J& para k = k. (Figura2.2(b)) a quantidade de orbitas cresce de forma acentuada e
o mesmo ocorre para k = 1,4 (Figura 2.2)c)). Contudo, para k = 2 (Figura 2.2(d)) ¢
perceptivel a incidéncia de 6rbita com periodo 1.

Enfim, com o objetivo de aprofundar nossa investigacao e evidenciar o efeito do pa-
rametro de dissipagao no sistema foi elaborado um novo conjunto de valores para k. Os
quatro valores adotados foram; conforme legenda da figura, com o valor da dissipagao
permanecendo inalterado (v = 1073). Através desses dados obtidos foi gerada a Figura
2.3l Notamos na figura a difusdo dos atratores cadticos, fruto da elevagao do valor do

parametro de nao linearidade imposto ao sistema.

2.3 Atrator ponto fixo e atrator caodtico

Abordaremos, nesta secao, as regioes que compoem os atratores pontos fixos e os
atratores caoticos.

Plotando os dados, gerados pela equacao do mapa padrao dissipativo (equagao , foi
possivel encontrar os pontos de méaximo valor para cada conjunto de variaveis e parametros
desejados no sistema. Estes valores de pontos de méaximo sao uma estimativa, pois eles
dependem da quantidade de n iteragoes (que na nossa investigagao foi de 108 vezes); sendo
assim, o seu posicionamento pode sofrer alteracoes. Com este valores estimados de pontos
de maximo construimos a Figura [2.4]

Para a confeccao da Figura , realizamos 10® iteracoes com um transiente de 10°
vezes. Para a Figura [2.4(a) mantivemos o v num valor fixo para trés valores (y = 1074,
v = 1073 e v = 107?), enquanto k sofria alteracoes no seu valor (k € [1072, 103]), cri-
ando assim diversos conjuntos de valores para os parametros de controle. Para cada v
fixo e k alternando seu valor, investigamos 64 conjuntos de valores para os parametros,
estas interagoes geraram dados de valores estimados dos pontos de maximo e os valores
estimados de pontos de minimo (os pontos de minimo serao necesséarios em outras obser-
vagoes, que trabalharemos na secao : a linguagem de programa utilizada para todas
as iteradas, desta obra, foi o Fortran. Analisando estes dados, através do programa Xm-
grace, foi possivel conhecer os valores numéricos estimados dos pontos de maximo para
cada uma das situacoes; através destas informagoes foram construidas as trés curvas da
Figura (a). A linha magenta tracejada, mostra as duas regices da Figura (a): a

esquerda atratores pontos fixos e & direita atratores cadticos. A linha magenta tracejada
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Figura 2.3: Espaco de fases do mapa padrao dissipativo, com v = 1073 utilizando quatro
novos valores para k: (a) k =10, (b) k = 100, (¢) k = 1000 e (d) k£ = 10000.

se encontra perpendicular ao eixo k, estando nas proximidades do referencial 7. Notamos
a existéncia de trés comportamentos para estas cursas, sendo dois na regiao de atratores
de pontos fixos e um na regiao de atratores caoticos: a) no inicio das curvas, verificamos
a existéncia de um conjunto de pontos, que tém a caracteristica de serem atratores de
pontos fixos de periodo 1; b) as curvas tém um crescimento sibito, em relagao ao eixo da
variavel de agao, e assim encontramos o segundo conjunto de atratores de pontos fixos,
agora com periodos > 1; ¢) no terceiro conjunto de pontos, notamos o surgimento de
atratores cadticos (podendo ser analisados analiticamente pelos expoentes de Lyapunov),
que tem crescimento linear. Por fim, foi analisado um ajuste em lei de poténcia para k >

7, de onde s@o fornecidos os valores dos expoentes dindmicos («) apresentados na Tabela

2.1
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Tabela 2.1: Valores dos expoentes dinamicos («) para k € [1072,10%] obtidos através de

ajuste em lei de poténcia.

Y [0
10~ 0,93(4)
10=%  1,00(1)
102 0,98(7)

Ja para a Figura2.4(b), consideramos fixo k para sete valores (k = 1,k = 3,k = 4,k =
7,k = 10,k = 10? e k = 10%), enquanto vy € [107%,107], isso resultou em 27 pares de
valores de parametros de controle, para cada k fixo analisado, de onde foram extraidos
os valores estimado dos pontos de maximo e os valores estimados dos pontos de minimo.
De posse destes valores estimados dos pontos de maximo, foram geradas as sete curvas
da figura (b). O ponto de transigdo entre as duas regides esta representado pela linha
magenta tracejada, que estda perpendicular ao eixo [; a parte inferior a linha tracejada é
a regiao dos atratores de pontos fixos e a parte superior a regiao dos atratores caoticos.
Para a regiao dos atratores cadticos, onde k > 7, foi investigada um ajuste em lei de
poténcia, cujo valores dos expoentes dinamicos («) sdo apresentados na Tabela 2.2

Durante a investigacao foi notado que para os valores de k£ = 3 e 4 ocorrem migragoes
de comportamento destas curvas, entre as duas regioes (atratores pontos fixos e atratores
caoticos, para alguns valores de ), ndo estabelecendo uma constancia numa dada regiao.
Por fim, temos que para k > 7 as curvas estao na regiao dos atratores cadticos e para k
< T as curvas estao na regiao do atratores pontos fixos.

Cabe ressaltar que para a construgao da Figura[2.4b) também foram analisados outros
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Tabela 2.2: Valores dos expoentes dinamicos (a) para v € [107*,107!] obtidos através de
ajuste em lei de poténcia.

k o
7 -0,70(1)
10 -0,43(1)

102 -0,489(6)
103 -0,485(6)

valores de k fixo (k = 0,1,k = 1,5,k = 2,k = 5,k = 6,k = 8,k = 9 e k = 10%).
Esta investigagao foi imprescindivel para que fosse apresentado os melhores valores que
evidenciassem o comportamento sondado: o ponto de transicao entre atrator ponto fixo

e atrator caodtico.



Capitulo 3

Decaimento de 6rbitas para atratores
cadticos e calculo dos expoentes de

Lyapunov

Neste Capitulo apresentaremos uma investigagao sobre o decaimento de orbitas para
atratores cadticos e o comportamento cadtico através dos expoentes de Lyapunov. Tam-
bém observaremos o comportamento dos expoentes de Lyapunov em funcao dos parame-

tros de controle.

3.1 Decaimento de 6rbitas para os atratores cadticos

Nossa investigacao sobre o decaimento das 6rbitas tera como ponto de partida o modelo
dissipativo. Utilizaremos o primeiro elemento da equagao (2.2)) do mapa padrao dissipativo

e iteramos a partir de um par de condigoes iniciais Iy e 6y:

L =1 —7) Io+ k sen(6y),
I = (1 =) I+ k{(1 — ) sen(y) + sen(¢1)},

3.1
I3 =(1—7)3 Iy + k{(1 — v)? sen(fy) + (1 — ~y) sen(;) + sen(6s)}, (3:-1)
Desta forma, a expressao que vamos obter destas iteracoes é:
n—1
L= (1—=y)"To+k> (1—7)""" sen(t). (3.2)
i=0

Observando o segundo termo da equagao (3.2)), onde é apresentada a fungao seno, no-

tamos que ela podera ser suprimida, visto que este conjunto tera uma contribuicao pouco
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expressiva sobre o decaimento médio [20], pois ele produzira principalmente pequenas

oscilagbes em torno do decaimento médio. Assim, a expressao se tornara:

L, ~ (1 —~)"1,. (3.3)

Expandindo a equacgao (3.3)) em poténcias de n:
1 22, 1 3,3
I, ~ I 1+1n(1—7)n+51n(1—7)n +§ln(1—'y)n +... . (3.4)

Realizando uma expansao de Taylor e impondo que 7 assume um valor pequeno,
obtemos:
I, ~ Iye ™. (3.5)

Na equacao , analisamos o comportamento dinamico do decaimento exponencial,
para atratores cadtico, de uma particula em fungao de sua variavel de agao (I) e do seu
parametro de controle (7).

Quando a equacao do mapa padrao dissipativo for iterada, poderemos vislumbrar
a curva de decaimento, através da variavel de agao e da quantidade de iteracoes para a
obten¢ao do decaimento (I x n).

Na Figura [3.1{a) apresentamos este comportamento: a variavel agao (I) em fungao
da quantidade de iteragdes (n). Foram utilizados valores aleatérios para os parametros
de controle (v e k) e para as variaveis de acdo ([p); os valores utilizados encontram-
se na legenda da Figura [3.1(b). Observamos que todos os comportamentos das curvas
apresentam decaimentos exponenciais das suas orbitas para atratores cadticos. Também
foi investigado um ajuste exponencial do tipo I = AeP" (curva amarela) para a primeira
curva (preta), que tem como vy = 5x 1074, k = 7 e [y = 1,2 x 105, onde foram encontradas
as constantes de ajuste A = 1,1157 x 10° e B = —0,00047653. Notamos que o parametro
de controle v (0,0005) é semelhante, em grandeza, ao coeficiente B (-0,00047) e quando
comparamos com a equagao , concluimos que 7 corresponde ao coeficiente B do ajuste
exponencial.

Ja na Figura (b) temos a apresentacao da sobreposicao das quatro curvas mostradas
na figura (a). O escopo desta sobreposi¢ao ¢ evidenciar a existéncia de uma tunica curva
universal. Para que a sobreposigao ocorresse, foi necessario transformar o eixo I em /1
e no eixo n em ny. Notamos que o decaimento exponencial possui uma escala invariante,

que estao vinculadas ao parametro controle () e a variavel de agdo inicial (1p).
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Figura 3.1: Decaimento de orbita para o atrator cadtico: (a) comportamento de I x n
para diferentes valores de 7y, k e I (conforme figura) e (b) apresentagdo de uma tnica
curva universal, mediante a sobreposicao de todas as curvas.

3.2 Expoentes de Lyapunov para evidenciar o compor-

tamento cadtico

Os expoentes de Lyapunov () s@o uma ferramenta matemética que tem como obje-
tivo caracterizar o comportamento cadtico de uma o6rbita de um sistemas nao lineares.
Este método é sensivel as condigoes iniciais e por este fato, é utilizado para analisar o
comportamento de uma particula (no nosso estudo, o movimento descrito pelo rotor pul-
sado) no espago de fases. O procedimento requer a evolu¢ao de duas orbitas no tempo; as
particulas do sistema analisado precisam ter condicoes iniciais muito proximas, pois sera

analisado a taxa de divergéncia média destas orbitas e quantificar a dependéncia sensitiva
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X, (1)

X4(0)

Figura 3.2: Demonstracao da divergéncia entre érbitas de duas particulas, com condigoes
iniciais proximas. Figura extraida da referéncia [14].

as condigoes iniciais |1, [12].

Em outras palavras, os expoentes de Lyapunov demonstram a velocidade com que
duas orbitas evoluem (com condigdes iniciais proximas), seja no ato de aproximarem-
se ou distanciarem-se no espaco de fases. Para que o sistema seja caracterizado com
comportamento cadtico é necessario que ao menos um dos expoentes encontrados seja
positivo (A > 0). Ja para A < 0 o comportamento sera caracterizado como periédico ou
quase-periddico [I, 2, 12]. A Figura ilustra a taxa média de divergéncia entre duas
condigbes iniciais z; e xo [21].

Para sistemas bidimensionais, os expoentes de Lyapunov podem ser utilizados para

evidenciar os atratores caodticos e podem ser medidos por [22], 23]:

1 i
A= r}LHc}oﬁlnmj , 7=1,2 (3.6)
onde A™ sdo os autovalores da matriz M = [[i_, Ji(9,I), sendo que J; representa a
evolugao da matriz Jacobiana ao longo da orbita.
O método de triangularizacao das matrizes foi utilizado para calcular os expoentes de

Lyapunov [22] e a matriz Jacobiana para este sistema ¢ definida como:

aln-i-l a]n-i-l

| o1, o0,
J=1 90, 80,5, | (3.7)

oI, 00,
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onde os termos da matriz J sao dados por:

. a[n+1

p— pr— 1 -_— .
=" 7, (3.8)
. 8In-‘rl o
J12 = a0, = kCOS(Qn)a (3-9)
. 8‘9n+1

= = 11— 1
J21 al, e (3 0)

00,

jon = aaﬂ = 1+ kcos(6,), (3.11)

substituindo os termos, a matriz J ficara escrita como:

g ( 1—v  kcos(b,) > . (3.12)

11—~ 14 kcos(b,)

A partir dos elementos da matriz Jacobiana (J) calculamos o determinante do sistema,
que é dado por:
Det(J) =1 —~. (3.13)

O teorema de Liouville assevera que quando o resultado do determinante de uma
matriz Jacobiana é igual a +1, é uma evidéncia que o comportamento deste sistema pode
ser conservativo; isso quer dizer, que mesmo que ocorra alguma mudanca no espago de
fases, seja na regiao e/ou no formato geométrico, a area dos pontos nao sofrerao alteragoes.
Portanto, para valor de v # 0 a area no espaco de fases nao seré preservada, caracterizando
assim um comportamento dissipativo [2].

Os expoentes de Lyapunov foram utilizados para a geracao da Figura[3.3] A figura foi
construida a partir da equagao com seis condigoes iniciais diferentes (porém proximas
entre si, conforme rotulado na figura); com o escopo de investigar a evolugao das érbitas
no espaco de fases. Os parametros de controle utilizados, para a geracao das curvas,
foram k = 10 e v = 1073, com iteragao de 10® vezes. Na Figura[3.3(a) foram encontrados
expoentes positivos, com o valor médio de \; = 1,6193(1); cabe ressaltar, que o fato
de termos encontrado um expoente positivo, temos a caracterizagao que esta oérbita tem
comportamento cadtico. O mesmo procedimento foi realizado na Figura (b); nela foram
encontrados expoentes negativos e o valor médio entre as curvas é de Ay = —1,6203(1).
Ja na Figura [3.3|c) é mostrado a soma dos valores médios dos expoentes de Lyapunov
(A1 4+ X2 = —1073), que é um valor muito préximo, em magnitude, ao valor utilizado para
v (10°%) [2A].

Com o objetivo de continuar a investigacao, foi elaborada a Figura utilizando a
mesma equagao [2.2] porém com outro valor para o parametro de dissipagdo. Os valores

rametr ram k = =10~ m as mesm is condicoes iniciai m
dos parametros foram k£ = 10 e 10~*, com as mesmas seis condicoes iniciais e com 108
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Figura 3.3: Comportamento das curvas dos expoentes de Lyapunov: (a) positivo e (b)
negativo, com a utilizacio dos parametros de controle k = 10 e v = 1073, Em (c) temos
a soma dos valores médios dos expoentes de Lyapunov A\; e Ay [24].

iteracoes. Na Figura (a) temos o comportamento dos expoentes de Lyapunov positivos
e a média do conjunto das diferentes curvas com o valor de A\; = 1,6198(1). Na Figura
3.4(b) temos o comportamento dos expoentes de Lyapunov negativos e seu valor médio é
de Xy = —1,6199(1). E na Figura (c) temos a soma dos valores médios dos expoentes
Lyapunov (A; + Ay &~ —107%), que tem a mesma magnitude do valor do v utilizado.

A Tabela foi elaborada para apresentar outras combinacoes de valores dos para-
metros de controle, para a obtencao do valor médio dos expoentes de Lyapunov. Foram
observados oito combinagoes com k € [7,10%] e v € [1075,1072]. Assim como nas Figuras
e 3.4, a soma das médias dos expoentes de Lyapunov, resultou num valor numérico
de mesma magnitude que o valor utilizado para dissipacao.

A Figura foi gerada a partir dos valores médios dos expoentes de Lyapunov e
dos parametros de controle. Para a obtencao de cada par de coordenadas, foi necessario
encontrar a média entre seis condigoes iniciais proximas (I e 6p: assumindo sempre os
mesmos valores: 0,01, 0,02, 0,03, 0,1, 0,2 e 0,3). Este procedimento se repetiu para 31
pares de valores de k e v. Na Figura (a) foi investigado o comportamento da média
dos expoentes de Lyapunov ();) em funcdo do parametro da nao linearidade (k), para
k € [7,10%] com v = 1073. Observamos na figura a existéncia de um ajuste logaritmico
do tipo A = A+ Bln(k), onde A = —0,7496(2) e B = 1,0074(2). Na Figura (b) foi

analisado a média dos expoentes de Lyapunov (A;) em funcio do parametro da dissipacao
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Figura 3.4: Comportamento das curvas dos expoentes de Lyapunov: (a) positivo e (b)
negativo, com a utilizacio dos parametros de controle k = 10 e v = 107*. Em (c) temos
a soma dos valores médios dos expoentes de Lyapunov A\; e Ay [24].

Tabela 3.1: Soma dos valores médios dos expoentes Lyapunov \; e Ao, para oito combi-
nacoes de valores para k e 7.

k Y Ai A2 AL+ Ay

7 3x 1073 | 1,27606(2) | —1,27906(2) | = —0,003

8 6 x 1072 | 1,40819(2) | —1,47007(2) ~ —0,06

9 2x 107 | 1,51724(4) | —1,51744(4) | ~ —0,0002
10 1072 1,61713(8) | —1,62718(8) ~ —0,01
50 | 4 x 1077 | 3,21938(4) | —3,21942(4) | ~ —0,00004
100 | 8 x 107% | 3,91232(4) | —3,91312(4) | ~ —0,0008
500 | 5 x 1072 | 5,52149(1) | —5,57278(1) ~ —0,05
1000 1073 6,21443(4) | —6,21543(4) | ~ —0,001

(7), para v € [107°,9 x 107!] com k = 10. Para este caso notamos um valor quase
constante: embora ocorra uma grande variacdo no parametro de controle -, isso nao
influenciou para que houvesse uma variacao significativa no valor médio dos expoentes de
Lyapunov [25]. A Figura [3.5(a) também nos permite notar que o regime de transigao,
entre ponto fixo e atrator cadtico, do sistema é encontrado quando o parametro de nao
linearidade assume o valor k£ ~ 7.

Com o intuito de prosseguir com investigacdo do comportamento de X em funcio dos

parametros de controle, foram elaboradas outras combinagoes para k e . Primeiramente
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Figura 3.5: Comportamento do valor médio dos expoentes de Lyapunov em funcao dos
parametros de controle (a) k e (b) v [24].

Tabela 3.2: Valores das variaveis de ajustes encontradas para as curvas de A em funcio
de k para quatro valores diferentes de v fixo.

X=A+ Bln(k)
" A B

1077 | -0,672(2) | 0,9977(5)
10-4 | -1,1(1) | 1,00(2)
1073 | 0,7496(2) | 1,0074(2)
1072 | -1,39(1) | 1,077(1)

analisamos o comportamento de A em funcdo de k para o intervalo k € [7, 10*] para outros
valores de v fixo (y = 107°, v = 107*, v = 1073 e v = 1072); os resultados encontrados
estao apresentados na Tabela . Na sequéncia observamos o comportamento de A em
fungao de 7 no intervalo [107°,9 x 1072] para outros valores de k fixo (k =7, k = 8, k =
9, k = 10, k = 50, k = 100, k = 500 e k = 1000); assim como na Figura [3.5(b), nao foi

encontrado variacao significativa no valor médio dos expoentes de Lyapunov.



Capitulo 4

Transporte de Particulas: escape e

sobrevivéncia

Neste Capitulo investigaremos o comportamento das particulas em uma determinada
regiao no espago de fases e assim observarmos o seu comportamento para uma dada
situacao; ou seja, se elas escapam ou sobrevivem a uma condi¢ao de faixa limitadora,
imposta ao espago de fases. Discutiremos sobre as tematicas de escape e de sobrevivéncia

das particulas e acerca dos expoentes dinamicos encontrados destas investigativacao.

4.1 Escape de particulas

Averiguaremos, nesta se¢ao, a dindmica do escape de particulas para o mapa padrao
dissipativo. Para esta etapa do estudo, estabelecemos que o valor de k deverd ser maior
que 7, para termos somente situagoes que resultara em atratores caoticos (conforme inves-
tigado e apresentado na Figura (b)) e utilizaremos como condigoes iniciais Iy = 107>
e 6y variando uniformemente ao longo do intervalo de 6 € [0,27] e iterando 10° vezes.
Apo6s este periodo de evolugao (onde ocorre variagbes na o6rbita da particula), a particula
apropria-se do valor da tltima iteragao como valor da condicao inicial da préxima orbita;
assim se inicia uma nova etapa com iteracao de 10® vezes. Nesta nova etapa, toda par-
ticula que atingir em sua oOrbita I > h, serd armazenada a coordenada deste ponto em
um vetor e a simulagao finalizada; pois a partir deste ponto assumiremos que a particula
alcangou seu ponto de fuga, ou seja, ocorreu o escape da particula. Cabe ressaltar que
Pmaz € himin 880 0s valores da nossa faixa de observacao e que estes valores estao atrelados

ao [* eal* J4 os valores dos I* e a I*. sdo uma estimativa dos valores maximos

max min*® max min
e minimos do atrator cadtico; estes valores maximos e minimos sao uma estimativa, visto
que o seu posicionamento pode sofrer alteracoes, pois eles dependem da quantidade de n

iteracoes imposta na investigacao: no nosso cason = 107. O ciclo se repete evoluindo uma

37
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Figura 4.1: Espaco de fases do mapa padrao dissipativo utilizando os parametros de
controle k = 1000 e v = 10™*, com a representacao da estimativa do posicionamento de

I*..eal’. (pois o seu posicionamento depende de n iteragoes) e do posicionamento da

faixa limitadora de R,z € Ponin-

nova orbita, a partir da préoxima condicao inicial (Iy assumindo o mesmo valor de 107° e 6
assumindo o proximo valor do intervalo € [0, 27]), até que todos os conjuntos de condi¢oes
iniciais sejam contempladas. Na Figura[d.I]temos uma ilustragao do posicionamento de h.
Na figura visualizamos a posigao de hy,az € hyin (linhas tracejadas vermelhas) em relagao
a estimativa dos valores méximos e minimos da variavel de acao I* no espaco de fases
(linhas tracejadas azuis).

De posse destes valores, onde ocorreram o escape de particulas, foi gerado uma figura
denominada de histograma da frequéncia de escape. Para a confeccao deste histograma
foi considerado h = ¢,I*, onde ¢, é nossa faixa de observacao e esta definida como 20% do
valor estimado maximo e minimo da variavel de acao I*, com os parametros de controle
k =10, v = 1073. A Figura mostra o nimero de particulas que escaparam por n
iteragoes.

Na Figura [4.2| conseguimos observar que h& um crescimento acentuado na trajeto-
ria da curva; no apice deste crescimento encontramos o valor maximo do histograma,
representado por n,. Apos atingido o pico, a curva decresce até atingir o valor zero assin-
toticamente para n — oco. Ressaltamos, que a curva da figura foi normalizada, para que

seu valor de pico tivesse o valor de uma unidade; isso foi necessario para que pudéssemos
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Figura 4.2: Histograma da frequéncia de escape em funcao de n utilizando os paradmetros
de controle k = 10, v = 1073 € Moz min = 20901 5 00.min- O valor de pico da curva: n, = 1,
ap6s a sua normalizagao.

analisa-la, observa-la e comparéa-la com outras figuras de histograma. Nota-se que o de-
caimento desta curva é exponencial e sendo assim, foi apresentado um ajuste exponencial
do tipo Histograma = A eP", onde A = 1,548(1) e B = —0,001752(2).

A fim de explorarmos mais sobre a temética e conhecermos o comportamento dos
histogramas gerados, analisamos os valores maximos alcangado no eixo de n, ou seja, o n,
e elaboramos algumas curvas em funcao da altura do escape h; utilizando diferentes valores
para os parametros de controle e os resultados obtidos foram apresentados na Figura 4.3,
onde observamos que o tempo de fuga ¢ um bom parametro para se determinar um fator
de escala. Na Figura [4.3|a) temos n, em funcdo de h(y) para quatro valores diferentes
de k (k =7,k =10, k = 100 e k = 1000), em (b) temos n, em funcao de h(k) para trés
valores diferentes de v (y = 1072, v = 1072 e v = 107%), j4 em (c) temos uma reescala de
todas as curvas de (a), que resultou em n, x h(7)/k; assim evidenciamos & existéncia de
um fator de escala, capaz de reescrever as curvas, causando uma sobreposi¢ao para valores
de k > 7. No nosso estudo foi considerado hpaz,min = 207105 min, Para a Figura (a)
com o intervalo v € [107*,1072], resultando em 27 simulacdes para cada uma das quatro
curvas e para (b) o intervalo k € [7,10°] onde foram realizadas 40 simulagoes para cada
uma das trés curvas. Notamos também na Figura [£.3((a) a existéncia de trés expoentes
dindmicos. Assim diferenciamos que para k = 7 temos dois expoentes dinAmicos u; e us

e para k > 7 temos um expoente dindmico us.
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Figura 4.3: Escape de particulas: (a) n, x h(7y) para quatro diferentes valores de k e (b)
n, X h(k) para trés diferentes valores de v. Em (c) temos um reescala das curvas de (a):

np % h(7) k.

A investigacao sobre a Figura (a) também nos permite supor duas equagoes para
k=7 [26]:

iy o B h(k)™, (11)

ny, o< h(y)*2h(k)", (4.2)
e uma para k > 7 [20]:

ny, o< h(y)*h(k)", (4.3)

Com o intuito de evidenciar estes ajustes em lei de poténcia, oriundos da Figura (a),

foi elaborada a Tabela [1.1], com os expoentes dinamicos de u;. A analise se estendeu para
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Tabela 4.1: Valores dos expoentes dinamicos (u;), referentes a Figura[4.3|(a): quando i = 1
e 2, os valores para k = 7 e quando i = 3, os valores para k > 7. Os expoentes dindmicos
foram encontrados através de ajustes em lei de poténcia nas curvas de n, x h(y) para
quatro valores diferentes de k.

k U;
7 -1,0(1) e -1,53(1)
10 -1,80(7)
100 1,84(2)
1000 “1,96(2)

Tabela 4.2: Valores dos expoentes dinamicos (u4), referentes a Figura[£.3(b). Os expoentes
dinamicos foram encontrados através de ajustes em lei de poténcia nas curvas de n, x h(k)
para trés valores diferentes de ~.

g Uy
1072 -0,054(3)
1073 -0,0458(1)
107*  -0,022210(2)

a Figura (b), com os expoentes dindmicos uy. Verificamos que o ajuste de uy ~ 0,
conforme apresentado na Tabela [£.2] Assim, podemos definir que o valor de uy = 0,
tornando o elemento h(k)"* das equagoes , e neutro no seu equacionamento.
Por fim, na Figura[4.3|(c), foi realizada uma transformagao em escala h(vy) — h(7)/k. Esta
agao ocasionou uma sobreposigao das curvas (para os valores de k = 10, k = 100 e k =
1000) da Figura [4.3|(a).

Na Figura @ continuamos analisando o comportamento de n,, porém em fun¢ao dos
parametros de controle. Em (a) utilizamos o n, em func¢ao do parametro de controle y
para quatro diferentes valores de k e em (b) n, em funcdo do parametro de controle k
para trés diferentes valores de ~.

Observando o comportamento das curvas da Figura[f.4 nos leva a duas hipoteses para
k =7 temos [26]:

n, o< Yk, (4.4)
e

n, X Y2k, (4.5)
e para k > 7 [20]:

n, < Y2k, (4.6)

onde, os elementos 21, 29, 23 € z4 sdo expoentes dindmicos. Os expoentes dindmicos zy, 2o
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Figura 4.4: Comportamento de n, em fun¢ao dos parametros de controle: em (a) n, X y
com quatro valores diferentes para k e em (b) n, x k com trés valores diferentes para .

Tabela 4.3:  Valores dos expoentes dinamicos (z;), referentes a Figura [4.4(a): quando
t = 1 e 2, ovalor para k = 7 e quando ¢ = 3, os valores para k > 7. Os expoentes
dinamicos foram encontrados através de ajustes em lei de poténcia nas curvas de n, x vy
para quatro valores diferentes de k.

k Zi
7 097(2) e 1,57(2)
10 0,9(6)

100 0,9(8)

1000 0,9(9)

e z3 foram obtidos através de um ajuste em lei de poténcia das quatro curvas da Figura
1.4(a). Estes expoentes dinamicos estdo apresentados na Tabela [1.3] J4 os expoentes
dindmicos z; foram obtidos através de um ajuste em lei de poténcia das trés curvas da
Figura [4.4(b). Eles estao apresentados na Tabela . Notamos que z4 ~ 0, para os trés

valores de v investigados.
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Tabela 4.4: Valores dos expoentes dinamicos (z4), referentes a Figura[1.4|b). Os expoentes
dinamicos foram encontrados através de ajustes em lei de poténcia nas curvas de n, X k
para trés valores diferentes de ~.

i 24
1072 -0,03(1)
1072 0,069(4)
107*  -0,0498(2)

As figuras desta secao nos auxiliaram para a obtencao dos expoentes dindmicos u e z.
Investigaremos agora o impacto que estes expoentes podem ocasionar num histograma de
escape e apresentaremos a existéncia da invariancia de escala das curvas do histograma de
escape, ou seja, demonstraremos um fator de reescala, através dos expoentes dinamicos,
onde ocorrera uma sobreposi¢ao de todas as curvas em uma tnica curva. Na Figura (a)
temos os histogramas de escape em funcao de n para quatro conjuntos diferentes valores
de v e k, conforme apresentado na figura; optamos por valores de k > 7, visto que para
estes valores encontramos somente atratores cadticos, conforme jé apresentado na Figura
2.4(b) da segao [2.3]

A Figura (a) tem uma reescala no eixo do histograma, para que todas as curvas
tivessem a mesma altura, visto que estas curvas foram escolhidas de maneira aleatoria e
com valores diferentes para 7 e k; portanto este procedimento de normalizac¢ao é necessario
para a nossa investigacao. Ja o foco da Figura (b) foi evidenciar a existéncia de uma
invariancia de escala do histograma de escape; nelas replicamos as mesmas quatro curvas
da figura (a) e aplicamos o fator de reescala no eixo n (n — n/(y*3k*4~*k*)). Com o
auxilio das Tabelas [4.1] e [4.3] localizamos os valor correspondentes para ug e z3 e impondo
que ug = 0 e z4 = 0. Calculamos o fator de reescala de cada uma das quatro curvas e o
aplicamos a cada curva correspondente; o efeito que observamos foi sobreposicao de todas
as curvas. Assim, fica demonstrado a existéncia da invaridncia de escala do histograma

de escape.

4.2 Probabilidade de sobrevivéncia de particulas

Nesta secao analisaremos o comportamento de uma particula no espaco de fases,
quando imposta uma faixa limitadora para os valores estimados de hp,az € Rypin (0 mesmo
método utilizado na se¢do |.1)) e investigaremos a probabilidade de sobrevivéncia desta

particula. A equacao que define este comportamento é dada por:

N
1
Ps = N;Nsurv(n)a (47)
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Figura 4.5: Em (a) temos o Histograma de escape em fun¢ao de n utilizando quatro valores
diferentes para v e k. Em (b) encontramos uma reescala no n (conforme apresentado na
legenda) que tem por escopo sobrepor todas as curvas.

onde a somatoria que é feita ao longo do conjunto do ntimero de condigoes iniciais de
Ngurp(n); que é o numero de condigbes iniciais que nao ultrapassam a faixa limitadora
(que nao escapam pelo furo) até um tempo n.

A Figura[l.6)evidenciamos o comportamento da sobrevivéncia da particula. Na Figura
[.6/(a) temos o comportamento de Ps em funcdo de n para trés conjunto de valores dos
parametros de controle, conforme apresentado na legenda da figura; podemos notar que
o comportamento do decaimento da sobrevivéncia de particulas tem uma trajetoria ex-
ponencial [10, 27]. Assim foi possivel investigar um ajuste exponencial do tipo Py o ",
onde foi encontrado o valor v = —0,0017179(8), v = —0,0024005(6) e v = —0, 0040384(6)

(conforme sequéncia da parametrizacao informada na legenda).
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Figura 4.6: (a) Py x n mostrando o comportamento exponencial, para as trés situagoes,
com valores pequenos de v (conforme rotulado na figura); (b) curvas de —v x h(7y) para
quatro valores diferentes de k; (c) curvas de —v x h(k) para trés valores diferentes de -;
(d) sobreposi¢ao das curvas mostradas em (b) apos a transformagao h(vy) — h(vy)/k.

Nas Figuras [4.6(b) e (c), temos o ajuste de —v em fungao da altura h: h(y) e h(k),
respectivamente. Nelas encontramos os expoentes dindmicos (u) de cada uma das curvas.
Estes expoentes dindmicos sao frutos do ajuste em lei de poténcia aplicado a cada uma
das curvas. Na Tabela [4.5| esté evidenciado os valores de w, da Figura (b), ja na Tabela

temos os valores de v da Figura [1.6{c).

Também notamos, nesta investigagao, a existéncia de dois expoentes dinamicos para

k =7, ja para os demais valores de k encontramos um expoente dindmico para cada curva.
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Tabela 4.5: Valores dos expoentes dinamicos (u}), referentes a Figura[d.6[b): quando i = 1
e 2, o valor para k = 7 e quando ¢ = 3, os valores para k > 7. Os expoentes dindmicos
foram encontrados através de ajuste em lei de poténcia nas curvas de —v x h(7) para
quatro valores diferentes de k.

7 -1,60(2) e -1,95(3)
10 1,97(4)
100 11,85(2)
1000 11,89(1)

Tabela 4.6: Valores dos expoentes dinamicos (u}), referentes a Figura[4.6[c). Os expoentes
dindmicos foram encontrados através de ajustes em lei de poténcia nas curvas de —v x h(k)
para trés valores diferentes de ~.

v uy

10~ 0,0005(5)
10-%  0,010(7)
1074 -0,004(5)

Observamos que para 7y, os valores dos expoentes dindmicos sao pequenos, conforme é
mostrado na Tabela ; portanto podemos considerar que u) ~ 0.

Na Figura[4.6|d) mostramos a existéncia de uma invariancia de escala da probabilidade
de sobrevivéncia da Figura [£.6(b). Para isso realizamos uma transformacao de h(y) —
h(v)/k para os quatro valores de k, que resultou na sobreposi¢ao das curvas para os valores
de k > T7.

Por fim, observamos que os valores dos expoentes dindmicos encontrados nesta pes-
quisa (que investigou o mapa padrao dissipativo) sao equivalentes aos valores dos ex-
poentes dinamicos encontrados para o caso do mapa padrao dissipativo com funcao de
descontinuidade [28].



Capitulo 5

Comentarios finais e perspectivas de

continuidade

O nosso estudo sobre o rotor pulsado partiu do mapa padrao conservativo, descrito
pelas variaveis de agao (I) e angulo (#). Evoluimos sua 6rbita no espago de fases, na segao
2.1] e observamos seu comportamento com quatro valores diferentes para o parametro de
controle k (que é responsavel pela integrabilidade do sistema). Notamos que para k =
0,9716... ocorre a transicao da regiao de caos local para a regiao de caos global; onde
encontramos um espaco de fases mistos, com mares cadticos, ilhas periddicas e curvas
invariantes spanning.

Ja na segao ao inserirmos o parametro de dissipagao (vy) verificamos a destruigao
da estrutura conservativa e o surgimento de atratores cadticos. Notamos que os atratores
cadticos surgem quando k = 7 e que os atratores pontos fixos estao nos valores de k < 7.
Na sequéncia, na secao [2.3, analisamos no espaco de fases o valor maximo estimado do
atrator cadtico e notamos a existéncia de uma lei de poténcia através deles.

Observamos o decaimento de orbita para alguns atratores cadticos, na secao [3.1] e en-
contramos uma invariancia de escala que resulta na sobreposicao das curvas; evidenciando
a existéncia de um fator de escala que produz uma curva universal. Utilizamos, na segao
3.2 os expoentes de Lyapunov para caracterizar algumas orbitas como cadticas. Também
analisamos a média dos expoentes de Lyapunov em funcao dos parametros de controle e
notamos que no parametro de nao linearidade (k) existe de uma lei de poténcia, ja para
o parametro de dissipagdo () nao existe variacao significativa para a existéncia de um
ajuste. Também investigamos a soma entre os expoentes positivos e negativos de Lyapu-
nov e notamos que a soma deste resultado é semelhante, em magnitude, ao parametro de
dissipacao () utilizado [29].

Investigamos as propriedades de escape e de sobrevivéncia de uma particula no capitulo

[} pois buscavamos encontrar uma invariancia de escala, onde houvesse a sobreposigao das
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curvas do histograma de escape. Analisamos o comportamento de n, em funcéo de h (para
h(k) e h(7)), de n, em fungao das parametrizacoes (k e 7) e encontramos os expoentes
dinamicos que validaram a existéncia de uma invariancia de escala para o histograma de
escape. Ja na probabilidade de sobrevivéncia, também descobrimos expoentes dinamicos
que confirmam a existéncia de parametro de escala para as curvas de P;.

Por fim, como perspectiva de continuidade, propomos uma investigacdo do ponto
analitico da transicao entre atratores de pontos fixos e atratores cadticos; visto que em

nossa investigagao observamos que este ponto ocorre para k = 7.



APENDICE



Apéndice A
Construcao do Modelo: Mapa Padrao

A equacao do mapa j; de tempo discreto é oriunda de alguns modelos fisicos, como
por exemplo, o rotor pulsado, o péndulo e o movimento de uma particula em um campo
magnético [18].

O estudo teve como ponto de partida o rotor pulsado, apresentado pela Figura

A Figura descreve o movimento do rotor pulsado, que possui uma barra inflexivel
de comprimento L. Em uma de suas extremidades temos a sua ancoragem, que ocorre
num ponto fixo (sem atrito), e na outra extremidade encontramos uma carga (peso) que
exerce uma forga impulsionadora vertical e periddica, com intensidade k /L e periodo T.
Adotaremos I como momento de inércia do sistema e desprezaremos a forga gravitacional.

Desta forma, a equagao que descreve a forca aplicada na barra sera:

— ~

k oo
Fron =7 > 6t —nr)j. (A.1)
n=0

O sistema tem comportamento simétrico, sendo assim, é possivel expressar a equacao

(A.1) em coordenadas polares:

—

Firan =7 D 8(¢ = n)(é sen(e) = 7 cos(0)). (A2)

O termo, §(t — n7), pertence a funcao de Dirac, ele surgiu decorrente a utilizagao
da forca periddica na barra. Cabe ressaltar que todos os pulsos gerados pela carga sao
somados. Também é observado que para t = n7 encontramos um pulso (ﬁ #+ 6) e para
os demais valores de tempo (t # 7) encontramos F=0.

A energia potencial do sistema é convertida em energia mecéanica: sabendo-se que a
energia potencial esta diretamente associada a posicao inicial do rotor, que por sua vez,

estd presa na extremidade da barra. Ja a energia cineméatica é oriunda do movimento do

20
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Figura A.1: Modelo fisico do rotor pulsado. Figura retirada da referéncia [30]

rotor. A equagao abaixo descreve a energia potencial do sistema:

U = — / Fodr (A3)

desta maneira,

U(F) = kcos(¢) Y 6(t —nr). (A.4)
n=0
Para a energia cinética, denominada aqui por K ¢é obtida por:
I 2
K = % (A.5)

onde I o momento de inércia da barra e w é a velocidade angular. Conhecendo que o

momento generalizado é expressa por p = [w, sendo assim, através da substituicao na

Equacao temos: ,
p
K = o7 (A.6)
Uma equacao Hamiltoniana (H(p, q,t)) é uma fungdo que esta atrelada aos vetores
“momento” p e a “posi¢ao” q. Com ela também se define o nimero de graus de liberdade
que o sistema possui. Faremos uso desta ferramenta matemética para determinarmos o
mapa padrao, visto que a utilizacao de equacgoes discretas abrevia o tempo das simulacoes
computacionais [14]. Destarte, a Hamiltoniana do sistema sera delineada a partir das

equagoes (A.4) e (A.6), e que a posigdo angular do sistema é descrita por ¢ (¢ = ¢),

obtemos:
2

H(p,6,t) = ;’—I +keos(¢) Y 6(t — nr). (A7)

A Hamiltoniana obtida na equacao (A.7) é periédica no tempo e em ¢, visto que,
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H(p,¢ + 2m,t) = H(p,¢,t). Derivando a Hamiltoniana encontramos as equagoes de

movimento: y oH
p
- (A8)
dp OH
Derivando os termos: .
p = k sen(¢) Z d(t — nr), (A.10)
n=0
é:?. (A.11)

Sabemos que a equacao (|A.7) é uma Hamiltoniana e esta atrelada a periodicidade do
tempo, sendo assim, ¢ fundamental adotarmos para t,, = ty + n7 (sabendo que ¢y ¢ uma
variavel constante, com caracteristica positiva e que pode variar entre 0 e 7 [31]), a fim

de transforma-la em um mapa. Portanto, consideremos as equagoes e movimento:

Pn = lir%p(t =nT —¢), (A.12)
On = liH(l) ot =nt —¢), (A.13)

onde ¢ é a variavel que representa a discretizacao, ja os elementos p,, e ¢, sao as variaveis
do sistema no instante de tempo anterior ao enésimo pulso. Quanto ao instante de tempo

posterior ao enésimo pulso, as varidveis podem ser apresentadas como:

Py = ll_r}ép(t =nT +¢), (A.14)
o =lim¢(t = nt + ¢). (A.15)
e—0

Adotaremos n — (n + 1), para o instante de tempo posterior ao enésimo pulso, para

as equagoes (A.14) e (A.15)), podemos conhecer o estado do sistema em qualquer ponto.

Deste modo, as equagoes obtidas serao:
DPnil = hII(l)p(t =(n+ 1)1 —e¢), (A.16)
e—

Ont1 = ll_l’)% opt=(Mn+1)T—e¢). (A.17)

Adotaremos dois intervalos de tempos diferentes, na integragao das equagoes (A.10)) e
(A.11)).

Para o primeiro resultado utilizaremos o intervalo entre dois pulsos nT +¢ < t <
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(n+1)7 — e. Assim encontramos:

dp p((n+1)7—¢) p((n+1)7—¢) | _ e8]
Pp = — = lim dp, = lim k sen(¢) Z d(t —nt)dt| (A.18)
dt =0y =0 Jptnrte) =0
¢ B((n+1)r—e) o((n+1)7—e)
. d " n T—E n T—¢
Pn = i = lim dé, = lim o (A.19)
dt e—0 d(nT+e) e—0 d(nr+e) [

Integrando as equagoes (A.18) a (A.19) e fazendo uso das consideragoes das equagoes
de (A.12)) a (A.17) determinaremos:

Pnt1 = Dy (A.20)

., P
Pny1 = ¢, + T (A.21)
Para o segundo resultado, sera adotado o intervalo de durac¢ao de um pulso ((nT—¢) <

t < (nt+¢)).

. dp, o PUTH) o pptere) T %0
o=t =l [ dpy=lim [ ksen(o) Y o(t — nr)dt (A.22)
p(nT—e) p(nT—¢) —
) $(n7+e) d(n7+e)
. d n nrT+e nrte
di =20 g(nr—e) 20 gnr—e) 1

Integrando novamente as equagoes (A.18) a (A.19) encontraremos:

Dy, = Pn + k sen(¢y), (A.24)

¢ = bn.- (A.25)

Trabalhando com as equagoes (A.24) em (A.20) e (A.25) em (A.21]), chegaremos a:

Pnt1 = Pn + ];7 Sen(¢n), (A26)
Gns1 = bn + %Ml mod (27). (A.27)

A equacao (|A.26]) sera multiplica por Z. pois é necessario que o sistema seja adimen-
17

sional. Portanto:
-

T T~
Tanrl = Tpn + Tk Sen(¢n)> (AQS)

T
¢n+l = ¢n + Tpn_;,_l mod (27T) <A29)
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Por fim, se adequarmos algumas variaveis (7p — 1, §l~c — k e ¢ — 0), obteremos o

mapa padrao de Taylor-Chirikov [18] [31]:

- { Lty = I, + k sen(6,) (A.30)

9n+1 = [9n + In+1] mod (27T) ’

onde, I é a variavel de agao, # a variavel de angulo e k é o parametro de controle do

sistema.
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