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Resumo

Neste trabalho apresentamos um estudo dos campos de vetores lineares re-
versiveis e equivariantes. Tal estudo tem como base a Teoria de Representagoes
de grupos de Lie compactos. Usaremos o fato de que a agdo de um grupo
de Lie compacto pode ser decomposta como soma direta de representacoes
irredutiveis e de acordo com o Lema de Schur tais representacoes poderao ser
de trés tipos: R, C ou H. Daremos uma classificacao das possiveis estrutu-
ras dos sistemas lineares reversiveis equivariantes baseado na teoria de repre-
sentagoes citada acima e faremos um estudo dos autovalores para uma classe
particular de func¢oes o—reversiveis. Dessa forma temos um cenério bem claro

da dinamica de tais sistemas em cada uma dessas classes.

Palavras chave: Sistemas Reversiveis, Sistemas Equivariantes, Teoria das

Representacoes, Lema de Schur.



Abstract

In this work we present a study of the linear equivariant reversible vec-
tor fields. This study is based on the Theory of Representation of compact
Lie groups. We use the fact that an action of a compact Lie group can be
decomposed as a direct sum of irreducible representations, and according to
Schur’s Lemma these representations can be only of three types: R, C ou
H. We give a classification of the possible structures of the linear equivariant
reversible systems based on the Theory of Representations mentioned above
and we study of the eigenvalues for a particular classes of o—reversible maps.
In this way we have a very clear scenario about the dynamics of such systems

in each one of these classes.

Key words: Reversible Systems, Equivariant Systems, Theory of Represen-

tations, Schur’s Lemma.



Introducao

Os sistemas lineares formam a base da maioria dos estudos sobre sistemas
dinamicos nao-lineares. Em muitos casos, a dinamica local na vizinhanga de
uma singularidade no espago de fase é similar a dinamica do sistema linear,
como o préprio Teorema de Hartman garante, ver por exemplo [15]. Outro
aspecto que mostra a importancia do estudo de sistemas lineares é o seguinte:
A Teoria das Bifurcacoes, que estuda como a dinamica dos sistemas mudam
quando parametros sao variados, em geral usa a teoria dos sistemas lineares
como uma de suas técnicas principais.

O principal objetivo do trabalho ¢é fazer um estudo da estrutura dos siste-
mas lineares que sao simultaneamente reversiveis equivariantes.

Como veremos adiante no trabalho, os sistemas lineares reversiveis equiva-
riantes estao associados a um grupo de Lie compacto GG. Utilizamos resultados
da Teoria de representacao de grupos [6] e [7].

Usamos o fato de que a acao de um grupo de Lie compacto pode ser de-
composta como soma direta de representagoes irredutiveis e de acordo com o
Lema de Schur tais representagoes poderao ser de trés tipos: R, C ou H. Assim
classificamos as representagoes irredutiveis do grupo GG mencionado acima.

Apos esta classificacao fizemos um estudo dos autovalores de um sistema li-
near reversivel equivariante para uma classe particular de aplicagoes R—lineares
o—reversiveis. Esse estudo é importante pois, para sistemas lineares, a posi¢ao
dos autovalores no plano complexo determinam completamente a dinamica de

um sistema linear.



INTRODUCAO 14

A referéncia principal utilizada no desenvolvimento deste trabalho foi o
artigo de Lamb e Roberts [13]. Outros textos que serviram de apoio para
o estudo foram: Adams [1], Brocker e Dieck [3], Golubitsky e Schaeffer [6],
Golubitsky [7] e Buzzi e Lamb [4].

O trabalho esta organizado da seguinte maneira. No capitulo 1 abordamos
alguns resultados importantes de Algebra e de Representacao de Grupos, tais
como Representagoes Irredutiveis, Lema de Schur e Decomposigao Isotipica,
que serao uteis nos capitulos seguintes para o desenvolvimento do trabalho.

No capitulo 2 apresentamos uma classificacao das Representagoes
Irredutiveis baseada no Lema de Schur.

No capitulo 3 fizemos uma analise de como podem ser os autovalores e suas
respectivas multiplicidades para uma classe particular de funcoes R—lineares
o—reversiveis. Vimos também condigoes para que dois sistemas lineares te-
nham a mesma dinamica, ou seja, para que seus fluxos lineares sejam topolo-

gicamente conjugados.



Capitulo 1

Resultados Importantes de
Algebra e Representacao de
Grupo

1.1 Algebra Linear Real

Nesta secao veremos alguns conceitos basicos de Algebra Linear Real, Pro-
dutos Tensoriais, entre outros que nos serao util na classificacao dos sistemas

lineares reversiveis equivariantes.

Definicao 1.1.1. Uma dlgebra linear real é um espago vetorial real A junto

com a operac¢do produto, isto €, uma funcao bilinear de AxA em A.

Exemplos que tem um importante papel em teoria de representagoes de
grupos incluem R, C e H, as algebras dos reais, complexos e quatérnios com

seus produtos usuais.

Observacao 1.1.1. A operagao produto na dlgebra dos quatérnios € dada por

m-n=(a+bi+cj+dk)- (x+yi+uj+ wk)
= (ax + by — cu — dw) + (ay + bx + cw — du)i+

(au — bw + cx + dy)j + (aw + bu — cy + dx)k,
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para qualquer m,n € H.

Definigao 1.1.2. Seja A uma dlgebra linear real. Dizemos que A, C A é

uma subdlgebra se para qualquer A, B € A, temos AB € A,.

Os  numeros reais formam uma subdlgebra de C  pois
R = {a+b € C| b = 0} e Cé uma subdlgebra de H, pois
C={a+bi+cj+dkecH| c=d=0}.

Temos que se K denota R, C ou H, entao K™ denota a soma direta de m

copias de K.

Definicao 1.1.3. Dizemos que V' é um espago vetorial a esquerda de dimensao

m sobre K, se existe uma funcao K x V. — V' dada por
(k,v) = kv =FK(vy, - ,vp) = (kvy, -, kvp).

A estrutura de um espaco vetorial a direita é analoga a estrutura de espago
vetorial a esquerda, sendo que esta coincide para R e C, pois eles sao comu-
tativos, o que nao acontece para H. Sempre usaremos a estrutura de espaco
vetorial a direita em H™, exceto onde é explicita a declaragao que é requerida
uma estrutura esquerda.

Note que as imersoes de R em C e C em H significa que qualquer espaco
vetorial sobre H é naturalmente também um espagco vetorial sobre C e qualquer
espaco vetorial sobre C é também um espaco vetorial sobre R.

Temos também para estrutura de espago vetorial K™, a estrutura de uma

algebra linear real com a operacgao produto dada por
ww = (Ug, 5 Up) (V1,0 V) = (Uv1, - U Up), ¥V u, v € K™,

Para qualquer espaco vetorial a direita V' sobre K, denotaremos por gl(V'; K),
ou simplesmente gl(V'), o espago das fungoes K-lineares de V em V', gl(V, V2)
o espago das fungoes K-lineares de V; em V5 e por GL(V;K), ou simplesmente

GL(V), o espago das fungoes K-lineares invertiveis de V' em V.
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Proposicao 1.1.1. Se V' é um espago vetorial a esquerda, entao gl(V;K) é

um espaco vetorial a direita.

Demonstragao.

Sejam T € ¢l(V;K) tal que sua matriz é dada por : : : ,

v=(v1, - ,um) €EVekek
Temos por definicdo que (kT")(v) = T'(kv) e como por hipétese V' é um

espaco vetorial a esquerda segue que

(kT)(v) = kT (v) = T'(kv) = T(kvy,- -+, kvg),

ou ainda

tir - tim kv,
(KT)(v) =

tml e tmm kvm

tuk - tink U1
toik - tomk U,
— (Th)(v).

Portanto, gl(V;K) é um espago vetorial a direita.
[ |

Analogamente, se V' é um espago vetorial a direita sobre K, o espaco

gl(V;K) é um espago vetorial a esquerda sobre K. Composicao de fungdes
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também definem um produto em gl(V; K) e assim temos a estrutura de uma
algebra linear real.

Se V' = K™ denotaremos esta algebra por gl(m,K), como sendo a dlgebra
das matrizes m X m com entradas em K.

Vejamos que espacos e funcoes lineares podem ser combinadas por produtos
tensoriais. Para isto definiremos primeiro o centro de uma algebra linear com

o objetivo de utilizar produtos tensoriais quando K = H.

Definigao 1.1.4. Seja A uma dlgebra linear real. Definimos o centro de A
como o conjunto dos elementos que comutam com todos os elementos de A,

1sto €

Z(A)={z €A| zg=gx,VgecA}.

Exemplo 1.1.1. O centro da dlgebra linear real H é R.

Definicao 1.1.5. Sejam U,V,M,N espacos wvetoriais e suponha que
¢ :UxXxV — M é uma aplicagao bilinear de U x V- em M. O par (M, p)
¢ chamado produto tensorial para U x V se dada v : U XV — N uma

transformacao bilinear, entdo existe uma unica f : M — N linear tal que
Y =foep.

Ou ainda, se o diagrama é comutativo.

N
UxV T> N
Denotaremos M por U®V e o par (M, ¢) é a aplicacao ¢ : UXV — URV
dada por ¢(z,y) = ®y.
Assim, o fatode ¢ : U xV — U ®V ser bilinear nos diz que para qualquer

Z,T1,T2 S U7 Y,Y1,Y2 € Ve)‘?[LGKa

L (Az1 + pa2) @ y = Mz @ y) + p(ze ®y),
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2. 2@ Ay + py2) = Mx @ y1) + pu(r @ y2).

Observacao 1.1.2. A definicdo acima que estaremos usando de produto ten-
sorial nao € a defini¢io mais geral, porém esta pode ser encontrada em [20],

pdgina 5.

Observacao 1.1.3. Para K = R ou C o produto tensorial U @ W de dois

espagos vetoriais U e W sobre K é também um espaco vetorial sobre K.

Defini¢ao 1.1.6. Sejam Uy, Uy, Vi, Vy espagos vetoriais sobre K, S € gl(V4, Va),
T € gl(Uy,Us). Entao, o produto tensorial de S e T € dado pela fun¢ao

ST : ViU — Vo @k Us

(v®u) — S(v) ® T(uw).

Em termos de matrizes temos,

SulT] -+ SumlT]
[S®T] = : 5 5 :
S [T] Snm|T]
St S1m
onde [T'] é a matriz da fungao linear 7" e [S] = : : : ¢ a matriz
Sl Smm

de S.

Observe que sendo a dimS = m e dim7T = n, entao dimS ® T' = mn.

Proposicao 1.1.2. Sejam U e W espacos vetoriais sobre K, onde K =R ou
C, de dimensoes m e n, respectivamente. Se A: U — U eB: W — W
sao fungoes K-lineares, entao A ® B € uma funcao K-linear de U @g W em

UxgW.
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Demonstracao
Uy wy

Sejam u,w € U @ W, onde u = o, w= : el =mn.

) wy
Queremos mostrar que

A ®x Blau + pw) = aA ®x B(u) + A ®x B(w),

para qualquer «, 3 € K.

Por hipdtese, temos que A e B sao fungoes lineares. Consideremos suas

matrizes

All e Alm Bll e Bln

Entao, oA @k B(u) + A ®k B(w) é dado por

A11[B] ... Aim[B] uy Aq1[B] ... Aim[B] w1
o : : +8 : : :
Api[B] .. Amm[B] w Ami[B] .. Awmm|B] w
An1Bi1 ... AnBip - A11Bi1 ... AnbBin
(751 w1
= « : +4
A11Bn1 ... AuBpn - A11Brn1 ... A11Bpn
uy wy

A1 Brioauy + - -+ A1 Bipaun + - - + A11Br1fwi + - - - + A1 Bin fwn + - - -

A11Briouy + -+ A1 Bpnaup + -+ + A11Bp1Bwi + -+ - + A1 Bunfwn + - -
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Assim,
A11Bi1(aur + Bwi) + -+ - + A11Bin(oun + Bwn) + - -

aA ®g B(u) + BA @k B(w) =
A11Bpi(aur + Bwi) + -+ - + A11Bnn(oun + Bwn) + - -+

A11Bin -+ AnBino - auy + Bwi

A11Bn1 -+ AniBan - Uy + Bwn

= A ®k B(au + fw).

E preciso cuidado quando K = H], pois este nao é comutativo. Contudo, se
U é um espaco vetorial a direita sobre H e W é um espaco vetorial a esquerda
sobre H, entao U ®y W é ainda bem definido e naturalmente tem a estrutura
de um espaco vetorial sobre o centro de H, isto é, sobre R.

Se A: U — UeB: W — W sao fungoes H-lineares, com estruturas
direita e esquerda sobre H, respectivamente, entao A ®y B é uma funcao R-
linear de U ®y W sobre ele mesmo.

Vejamos algumas inclusoes naturais de dlgebra linear real que serao usadas

de forma natural por todo este texto.

1. Kc K™ C gi(m; K).

De fato, a primeira inclusao é dada pela fungao k — (k,--- , k) e a se-
gunda por (kq,- -+, kp) — diag(ky,- -+ , k), isto é, na matriz diagonal
com entradas ki, -, ky,.

2. gl(m; K) C gl(rm;K) para qualquer r > 1.

De fato, esta inclusao é dada em termos de matrizes pela funcao
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aix - Qim anl, - aid,

Q1m  * 0 Amm amllr e CmeIr

onde I, é a funcao identidade sobre K". Isto ocorre usando 1), onde

a;j — diag(a;;) tal que i,j =1,--- ,m.

. gl(m;R) C gl(m;C) C gl(m; H).

De fato, estas inclusoes valem pelo fato das inclusoes naturais
R c C C H, isto é, qualquer matriz com entradas em R pode ser conside-
rada uma matriz com entradas em C que por sua vez pode ser considerada

uma matriz com entradas em H.

gl(m; C) C gl(2m; R).

De fato, o isomorfismo entre os espacos vetoriais C e R? dado por
a + bi — (a,b) se estende naturalmente para um isomorfismo entre
C™ e R?*™. A inclusdo de gl(m;C) em gl(2m;R) é obtido por considerar
funcgoes lineares complexas sobre C™ como funcoes lineares reais sobre

R2?™. Em termos de matrizes temos

a11 b1 - atm —bim

air +ibiy o+ Gim +ibim bir.  air 0 b aim

|

Gm1 +10m1 - G+ Om Gmi —bm1i - Gmm  —bmm

bml Am1 tee bm,m Amm
Isto decorre do isomorfismo
. [ 0 0 —1 bij 0
Qg5 -+ Zbij — + ,

tal que 7 —
1 0
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5. gl(m; H) C gl(2m;C).

De fato, o isomorfismo entre H e C? ¢ dado por ¢ = a + j3 — (a, 3)
que induz um isomorfismo dos espacos C-vetoriais H™ com C?>™, onde a
estrutura complexa sobre H™ é aquela herdada da estrutura direita de

H. Sobre este isomorfismo toda funcao H-linear é C-linear.

Em termos de matrizes a inclusao é dada por

a1 *ﬁll ce Alm *ﬂlm
air +jBi1 o aim +JBim B11 a0 Bim Qim
—
am1 +j3Bm1 - omm + Bmm am1 *Bml ce amm *Bmm
ﬂml Qam1 e ,Bmm Amm

1.2 Automorfismos de Algebras

Definicao 1.2.1. Um automorfismo sobre uma dlgebra linear real A € uma
aplicacao R-linear invertivel ¥ : A — A que preserva a opera¢ao produto,

isto €, X(AB) = ¥(A)X(B), para quaisquer A, B € A.
O seguinte resultado descreve os automorfismos das algebras R, C e H.

Proposicao 1.2.1. 1. O automorfismo da dlgebra R € somente a funcao

identidade.
2. Os automorfismos da dlgebra C sdo a identidade e o conjugado complexo.

3. Os automorfismos da dlgebra H sdo precisamente as funcoes
¥, : H — H dada por 3,(z) = ¢ 'xq, para algum quatérnio invertivel
q.

Demonstracao.

Demonstraremos apenas os casos 1 e 2. O caso 3 se encontra em [16]

paginas 230-231.

1. Seja ¥ um automorfismo da algebra de R. Por definicao de automorfismo
Y(m) = mX(1) para qualquer m € R. Mas temos que R é um corpo, ou

seja, X(1) = 1. Entao, 3(m) = m, para qualquer m € R.
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Portanto, a identidade é o tinico automorfismo da algebra de R.

2. Seja x € C tal que x = a + bi, com a,b € R. Por definicao de automor-
fismo ¥(x) = a + bX(7).

Observe que

(i) = B(V-1) = %) = 23(V-1) = (V-1 = 2(-1) = —1
— Y(i) = +v/—1 = +i.

Entao, ¥(z) = a+ bi = x ou X(z) = a — bi = Z. Portanto, os automor-

fismos da algebra de C sao a identidade e o conjugado complexo.
[ |

Serd conveniente para os automorfismos ¥; de H um tratamento especial e
os denotaremos por ¥;(x) = z¥, chamado conjugacdo quaternionica.

Note que, ¥;(a + ib + je + kd) = (a + ib + jc + kd)* = a + ib — je — kd
e seu conjunto de pontos fixos é a subédlgebra C imersa em H. Isto é andlogo
ao aspecto de R como o conjunto de pontos fixos do automorfismo conjugado
complexo sobre C.

Um automorfismo ¥ sobre K = R, C ou H estende-se de forma natural

para um automorfismo de K™ que continuaremos denotando por 3,
2(]'{:17 T ’kM) = (E(k1)7 T az(km))

Um automorfismo de gl(m;K), denotado por Ky, é dado por
Kx(A)=Y"1o0Ao0Y, (1.1)

onde ¥ é o automorfismo sobre K.
Se A é uma matriz com entradas em K a matriz Ky (A) é obtida aplicando
>} em cada uma de suas entradas. Se 3 é o automorfismo conjugado complexo

ou quaternionico, denotaremos Ky (A) por A ou A¥, respectivamente.
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Relembraremos a definicao de involucao e de um moédulo sobre uma algebra,

para utilizarmos na demonstracao da proxima proposicao.
Definigao 1.2.2. Uma involugdo sobre uma dlgebra A € o automorfismo in-

vertivel X sobre A que € o seu préprio inverso, ou seja, ¥? = Idy.

Definicao 1.2.3. Dizemos que um maodulo V' sobre uma dlgebra A € um espaco
vetorial, juntamente com uma operacao de multiplicacio AxXV — V. deno-

tada por (X,v) — Xwv, que satisfaz as sequintes propriedades
i) (X+Y)v=Xv+ Yo,

ii) X(u+v) =Xu+ Xv,

iii) zXv = X(zv),

iv) [X,Y]v=XYv—-YXv, onde [ , | € o colchete de Lie,
para qualquer X, Y €A, v,u € V e um escalar x, .

Exemplos de involugoes sobre uma algebra sao os automorfismos da con-
jugacao complexa e quaternionica.
Algumas propriedades elementares de involucées sobre uma algebra sao

resumidas na seguinte proposicao.
Proposicao 1.2.2. Seja A uma dlgebra linear real com uma involugdo 3.

1. A dlgebra A se decompoe com uma soma direta de espacos lineares

A=A, ®A_, onde
Ay ={Ac Al (A=A} ¢ A ={AcAl X(4) =-A}

2. O subespago Ay € uma subdlgebra de A e A é um mddulo sobre A, .

3. O subespaco A_ é um submddulo de A sobre A,.



1.2. AUTOMORFISMOS DE ALGEBRAS 26

Demonstracao.

1. Mostraremos que A=A, + A_e AL NA_= {0}

De fato

Ac A NA_—=Ac A, e Ac A
— NA)=A e N(A)=-A
— A=-A
— A=0

— A nA_={0}.

A+3(A)  A—3(A)

Seja A € A. Temos que A = 5 + 5
Observe que
A+ XA A-X%(A
+T()€ A+ e #E A_'

Portanto, A=A, & A_.

2. Mostremos primeiramente que A, é uma subdlgebra de .A. De fato,
Y(AB) =%(A)X(B)=AB— ABe€ A, VA, B€A,.

Pela Definigao (1.1.1), A é um espago vetorial real com a aplicagao pro-
duto dada pela fungao bilinear de Ax.A em A. Em particular, tem-se a
operagao [ : A, x A— A dada por (A, A)— A, A, que satisfaz, para

qualquer Ay, By €A4,, A, B €A e um escalar x
i) (Ay + By)A = f(Ay + By, A) = f(A4, A) + f(By, A)
— (AL A)+ (B, A),
ii) Ay(A+B) = f(A4, A+B) = f(Ay, A)+f(A+, B) = (AL A)+ (AL B),

i) 24 A = 2f(Ar, A) = f(A,24) = A (2A),
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iv) [Ay, By|A=(A.By — By A )A = f(AyBy — By AL A)
= f(ABy, A) = f(B1Ay, A) = (A4 BLA) — (ByALA).

Portanto de 1), ii), iii) e iv) segue que A é um moédulo sobre A, .

3. Mostrar que A_ é um submédulo de A sobre A, ou seja,
VA, e AL, VA _ € A ALA_ € A_.
De fato, sejam A, € A, e A_ € A_
YAA)=S(A)SA ) =A (A )=—(ALA )= A A € A_.
[

Definicao 1.2.4. Sejam U e V espacos vetoriais a direita sobre K e a €
um automorfismo de K. Dizemos que uma fun¢ao R-linear f de U em V €

K*-linear ou K-semilinear com relacao a o se
f(zk) = f(x)a(k), Vx € U k € K.

Uma defini¢ao andloga pode ser feita para fungoes entre espacos vetoriais
esquerdo. Denotaremos o espaco das fungoes K*-lineares do espaco vetorial V'

em V por gl(V;K?).

Observacao 1.2.1. Se V ¢é um K-espago vetorial a direita de dimensao n,
entdo como gl(V;K) € um espago vetorial esquerdo, gl(V;K®*) é um K-espago

vetorial esquerdo.

De fato, sejam f € gl(V;K*),k e Kex = (z1, -+ ,x,) € V.

aix - Aip X1
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Entao,
kzau s k‘aln T xlk:an + -+ xnk‘aln
(kf)(x) = : : : : =
kanl T kann Tn xlkanl + -+ xnkann
Portanto,

(kf)(x) = (kf)(x).

Observacao 1.2.2. Como a composi¢ao de duas fungoes K*-lineares é K-
linear, para K =R ou C e nao K*-linear, se a nao € a identidade, entao em

geral gl(V;K®*) nao é uma dlgebra em relagio a composigdo.

De fato, sejam A, B € gl(V;K*), z € V e k € K.
(Ao B)(zk) = A(B(zk)) = A(B(z)a(k)) = Ao B(x)a?(k). (1.2)
Por outro lado, para qualquer € V e k € K
(Ao B)(zk) = Ao B(zx)a(k). (1.3)

Portanto, de (1.2) e (1.3) temos que,
a? =a = a = Idg,

ou seja, (Ao B) é K*—linear se, e somente se, o automorfismo « é a identidade.
Vejamos que A o B é K-linear. De fato, sejam f € K e u,v € V.
Como A e B sao K*lineares, por defini¢ao, segue que A e B sao R-lineares.

Logo,
Ao B(u+v)=A(B(u)+ B(v)) = Ao B(u) + Ao B(v),Vu,v € V.
E ainda por (1.2)

Ao B(wp) = Ao B(w)a?(B),Yw € V, 3 € K.
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Pela Proposicao (1.2.1) segue que,

i) Se K =R, entdao o = Idg. Logo Ao B(wf3) = Ao B(w)f, para qualquer
weVefek

ii) Se K =C, entdao a = Idc ou conjugagao complexa.
Se a = Idc, entao analogamente ao item 1. A o B(fw) = A o B(w),

para qualquer w € V e g € K.

Se a = conjugacao complexa, entao
Ao B(wp) = Ao Bw)a?(8) = Ao Bw)B = Ao B(w)B,Yw € V. € K.

Portanto, A o B é K—linear para K =R ou C.

No caso em que K = C e a é a conjugacao complexa, substituimos a notagao
K® por C, ou seja, gl(V;K®*) = gl(m;C). Analogamente, para K = H e o a
conjugacao quaternionica, temos que gl(V;K*) = gl(m; HF).

Fungoes semilineares podem ser combinadas por produtos tensoriais em
muitos casos usando o mesmo caminho que as fungoes lineares. Em
particular, se U e W sao espacos K-vetoriais a direita e a esquerda, respectiva-
mente, A: U — U e B: W — W sao fungoes K%lineares, entao A Qg B é
bem definido como uma funcao K“-linear de U @ W em U @ W, considerado
como um espaco vetorial sobre o centro de K.

De fato, sejam u @ w € U g W e k € K.

(A @k B)((u®w)k) = (A®k B)(u® (wk))
= A(u) @k B(wk)
= A(u) ®x (B(w)a(k))
= [A(u) @k B(w)]a(k)
= (A @k B)(u® w)a(k).

Portanto A @x B é semilinear.
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Observe que o produto tensorial U ®x W estd bem definido sobre o centro
de K, pois K = H nao é comutativo. Assim o automorfismo que torna A ®x B
K“—linear é o automorfismo « restrito ao centro de K.

Se K* = C, entdo temos que A ®x B é uma funcdo C-linear bem definida,

enquanto que se K* = Hf, A ®x B é uma funcio R-linear.

1.3 Grupos de Lie, Algebras de Lie e Acoes
Adjuntas

Definicao 1.3.1. Seja G uma variedade diferencidvel com estrutura de grupo.
Dizemos que G ¢ um grupo de Lie se a aplicacao G x G — G definida por
(a,b) — ab™! for diferencidvel. Em particular a aplicagio G — G tal que

b b1 € diferencidvel.
Exemplo 1.3.1. O espaco euclidiano R™ e o espaco C*, dos nimeros comple-
xos nao nulos, com as operacoes de adicao e multiplicacao, respectivamente.

Exemplo 1.3.2. O conjunto GL(m;K) das matrizes invertiveis m x m com

entradas em K e a operacao de multiplicacao de matrizes.

Exemplo 1.3.3. O conjunto das rotagoes mn-dimensionais dado por

SO(n) ={A € GL(n;R)| AA'=1d, e det(A)=1}.

Definicao 1.3.2. Uma dlgebra de Lie g sobre R é um espaco vetorial real g

Junto com um operador | , |:gXxg— g tal que para todo X,Y,Z € g temos
1. [X,X] =0,
2. [[X.Y], 21+ [IY, 2], X] + [[Z2, X], Y] = 0.

Exemplo 1.3.4. O espago gl(m;K) tem a estrutura de uma dlgebra de Lie

com a operacao colchetes de Lie dada por

[A, B] = AB — BA.
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Observacao 1.3.1. 1. A importancia do conceito de dlgebra de Lie € que
existe uma dlgebra de Lie especial, de dimensdo finita, intimamente as-
sociada com o respectivo grupo de Lie, e que propriedades do grupo de

Lie sao refletidas em propriedades de sua dlgebra de Lie associada.

2. A dlgebra de Lie g também pode ser wvista como o espaco tangente do

Grupo de Lie G em seu elemento neutro.
3. O conjunto GL(n;K) € o grupo de Lie associado a dlgebra de Lie gl(n; K).

Definicao 1.3.3. Sejam M um conjunto qualquer e G um grupo de Lie. Di-
zemos que uma acao de G sobre M é uma funcio C*°, u: G x M — M

satisfazendo
1. p(or,m) = u(o, u(r,m)) para quaisquer o,7 € G,m € M,
2. pu(e,m) =m, para qualquer m € M onde e € o elemento neutro de G,

3. Para cada T € G,

:U/(Tv v+ U2) = M(T7 Ul) + :U’(Tv U2)7
p(r, av) = au(r,v),

para quaisquer v, v, vs € M e a € K.

Exemplo 1.3.5. A a¢ao candnica ou natural do grupo de Lie GL(m;K) sobre
sua dlgebra gl(m;K) é dada por
GL(m;K) x gl(m; K) — gl(m;K)
(¢, A) — ¢~ Ag.
FEsta agao é chamada Ac¢ao Adjunta de GL(m;K) sobre gl(m;K).

De maneira geral, para cada algebra de Lie g existe um grupo de Lie G

associado e uma acao natural adjunta de G sobre g.
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Definicao 1.3.4. Uma involucao Y sobre uma dlgebra de Lie g é uma in-

volucao de Lie sobre esta dlgebra se preserva o colchete de Lie, 1isto €,
[2(A), %(B)] = %([A, B]).
Observe que se ¥ é uma involugao sobre a dlgebra gl(m;K), entdo clara-
mente, também é uma involucao de Lie sobre gl(m;K). De fato,
[(X(A),X(B)] = X(A)X(B) — X(B)X(A) = X(AB — BA) = X([A, B]).

Uma involucao de Lie sobre uma algebra de Lie g induz uma involucao de
Lie sobre seu grupo de Lie GG, correspondente, que denotaremos também por
3.

Como A, e A_ denotam os +1 autoespacos de ¥ sobre A, pela Proposigao
(1.2.2), A, é uma subélgebra de Lie da algebra de Lie A e A_ um submdédulo
sobre A,. Se G denota o conjunto dos pontos fixos de ¥ sobre GG, os seguintes

resultados sao consequéncias imediatas das definigoes.
Proposigao 1.3.1. 1. A subdlgebra de Lie A, € a dlgebra de Lie de G.
2. A restri¢ao da agao adjunta de G em A, para G, preserva os subespacos
A, e A_. A agao induzida de G sobre A, € a agdo adjunta de G.
Demonstragao.

1. Queremos mostrar que A, = T.G, isto é, A, é o plano tangente de G

em seu elemento neutro e.

De fato,

a€T,Gy = 3IN: (—€,6) — G4, onde N(0)=a e A\0)=e. (1.4)

Temos que A é um caminho e para todo t € (—e,¢), A\(t) € G1. Logo
como G, denota o conjunto dos pontos fixos de X, segue que
Y(A(t)) = A(t) para todo t € (—e¢,¢€).

Observe, pela Regra da Cadeia, que X'(t) = (X(A(t)))" = DExp (N(t)),

para todo t € (—¢,€).
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Em particular para t =0
X(0) = DEx0)(N'(0)) = DEe(X(0)).

Entao, por (1.4) segue que, X(a) = a, ou seja, a € A,. Portanto,

T.Gy C A,.
Analogamente seja b € A, assim X(b) = b.

Seja o caminho,

A (—e€) — Gy

t — tb.

Temos que A\(0) =0 e N (0) = b. Portanto, A, C T.G,.

Finalmente, concluimos que A, = T.G, e pela observacao (1.3.1), segue

que A, é a algebra de Lie associada a G ..

2. Considere a acao adjunta de G sobre A dada por

p:GxA— A
(T,t) — T ot.

Restringindo ¢ para G, devemos mostrar que as funcoes

© Gy x AL — Ay
0 Gy x A — A

estao bem definidas.

De fato, lembrando que

A, ={Ac A S(A)=A} e A ={AcA (A =-A}.
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sejam T e Gy, t, €A et_eA_.

i) X(Toty) =%(T)oX(ty) =Tot, = Tot, €A,

il) X(T ot )=X(T)oX(t.)=To(—t_)=-Tot_.=Tot_€cA_.

Portanto, de i) e ii) segue que ¢ e ¢  estdo bem definidas. Assim,
concluimos que A, e A_ sdo preservados pela agao adjunta de G sobre

A restrita a G

Descreveremos alguns exemplos de dlgebras de Lie A e involugbes X que
serao usados posteriormente.
Para estes exemplos consideremos a involugao R, ,, sobre K™ ®K" que fixa

Ime Om><n

Onxm _[nxn
E lembremos que I(m, n; K) é o conjunto das matrizes m x n com entradas em

K.

K™ e atua por —I sobre K", entao sua matriz é dada por [R] =

Exemplo 1.3.6. Seja a dlgebra A= glim + n;K) e a involugao
S(A) =R, A Rp, sobre A.

A A

Considere A € A, dado pela matriz [A] = tal que
Az Ay
Al - [Al]mxma AQ - [AQ}ana AS = [AS]nXm € A4 - [A4]n><n-

Assim,

YA =A== R A Rpyn=A= A Ry,=Rn, A

m,n
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Em termos de matrizes,

Al A2 Ime Omxn ]me Oan Al AQ
AS A4 OnXm _Inxn Onxm _Inxn AS A4

onde A; € gl(m;K) e Ay € gl(n; K).

Entao, A, C gl(m; K) & gl(n; K). Portanto, A, = gl(m;K) @ gl(n;K) pois
facilmente verificamos inclusao contraria.

Analogamente seja B €A_ formado pelos blocos B; com as mesmas di-
mensoes de A; onde i = 1,2,3,4. Como neste caso X(B) = —B, em termos de

matrizes temos que

Bl B2 Imxm Omxn _]mxm Omxn Bl B2
BS B4 Onxm _]nxn Onxm In><n B3 B4

— B1=B,=0

0 B
= [ ] = )
Bs 0
onde By € I(n,m;K) e Bs € [(m,n; K).
0 B
Portanto, A_= | Ael(m,n;K),Be€l(n,m;K)
A 0

O grupo de Lie G, é GL(m;K) x GL(n;K), considerando como um sub-
grupo de GL(m + n; K).

A acdo de G, sobre A, é o produto da acao adjunta de GL(m;K) e
GL(n;K). Vejamos qual é a agdo de G, sobre A_.
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Da definicao de acao segue que

(GL(m;K) x GL(n;K)) x (I(m,n; K) & I(n,m;K)) — (I(m,n; K) & I(n,m;K))
(61, ¢2), (A, B)) = (1, 62) " (A, B) (61, 92).

0
Observe que a matriz de (¢, ¢2) é dada por ( o1 ) e sua inversa

0 ¢
ot 0
0 &' )

Entao,

_ ¢t 0 0 B o 0
(01, ¢2) 1(14:3)(@517(152): ( _1 ) ( ) ( )
0 ¢2 A 0 0 oo

[ 0 é'Bé
¢y Agr 0

= (¢5 ' A1, ¢7 ' Ba).

Portanto a acdo de G, sobre A_ é dada por

((¢1> ¢2)’ (A7 B)) — <¢2_1A¢1a ¢1_13¢2)-

Exemplo 1.3.7. Seja A = gl(m;C) uma dlgebra de Lie e sua involugdo dada
por (A) = A.

Observe que neste caso,
A={Ac A A=A =glmR) e A ={AcA —A=A4},

onde A_ é identificado como o espaco das matrizes m X m com entradas ima-

gindrias.
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Considere o isomorfismo,

gl(m; C) — gl(m; R) @ gl(m; R)

A+ Bi— (A, B).

Como gl(m;C) = A = A, ®A_, entao o isomorfismo acima restrito a A_
mostra que A_ = gl(m;R).

O grupo de Lie G associado a dlgebra A é GL(m;C) e de G4 é GL(m;R).

A acdo de G, sobre A, e A_ sao ambas isomorfas a agao adjunta de

GL(m;R) sobre gl(m;R).

Exemplo 1.3.8. Considere A = gl(2m;R) e a involugao X(A) = —iAi, onde
i € identificado como um escalar em gl(m;C) e desde ji como um elemento de

gl(2m; R).

Seja A €A, dado pela matriz

ai 12 T a1(n—1) Ain
21 22 T a2(n—1) A2n
)
n-1)1 OGn-1)2 " An-1)(n-1) An-1)n
an1 An2 o Qn(n—1) Apn

onde a;; € Ren = 2m.

Considere 7 como um elemento de gl(2m;R) dado pela matriz

0O -1 0 --- 0
10 0 - 0
o o0 . : )
0 -1
0 O 1 0
isto é, 7 é dado por uma matriz 2m x 2m formada pelos blocos X _01

em sua diagonal principal.
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Assim como A = —iAi, fazendo as multiplicacbes das matrizes, obtemos
que
ai a2 T A1(n—-1) Q1n
—ai2 ail T —dain A1(n-1)
A= : : : : € gl(m; C),
Gn-11  On-12 " Om-1)@n-1)  Gn-1)n
“An-1)2 An-11 "0 TOn-1)n  A(a-1)(n-1)

Ai; Qi

pois para cada bloco da matriz A temos = ag + apl.

—Qi Qi
Entao, segue que A, C gl(m;C).
Observe ainda que se B € gl(m;C), entdo —iBi = B, logo, B €A, e assim
gl(m;C) CA,.
Portanto, A = gl(m;C).
Seja D € A_ dado pela matriz

di dig -+ di(n-1) din
do dyy -+ daym-) dan
din-11 din-1)2 **+ dp—1)n-1) dmn-1)n
dnl an T dn(nfl) dnn

onde d;; € R en = 2m.

Como —D = —iDi, fazendo os célculos entre as matrizes, obtemos que,
diy di2 e dyme) din
di2 —dyp - din —di(n-1)
D ) . . )
dn-1y1 dp-12 - dp-ym-1)  dwp-1n
dn-12 —dm-11 - dp-n  —dwn-1)n-1)

Considere u € R™ e k € C, dado pela matriz em gl(m;C)



1.3. GRUPOS DE LIE, ALGEBRAS DE LIE E ACOES ADJUNTAS 39

cii+ifit 0 Cim Fifim

C7711_+'Z.fm1 Cmm"_l.fmm

ou ainda, como um elemento de gl(2m;R)

e —fuo Cim) —fim
Ju C11 o fim Cim
Cm1 _fm2 e Cmm _fmm
fml Cm1 e fmm Cmm

Analogamente, através da multiplicacao das matrizes, verificaremos que

D(ku) = kD(u), onde a matriz de k é dada por,

Cn Jinooe Clm) Jim
—fuu e 0 —fim Cim
Cm1 fm2 T Cmm fmm
_fml Cm1 " _fmm Cmm

Entdo, D € gl(m;C) e assim A_C gl(m;C).

Seja F € gl(m;C), logo —iFi = —i —iF = —F, ou seja, ' €A_, entdo
gl(m;C) CA_.

Portanto, A_= gl(m;C).

Se K : C™ — C™ é uma funcdo C-linear dada pela conjugacao complexa,
a fungdo g : gl(m;C) — gl(m;C) dada por B — B o K é um isomorfismo
entre os espacos vetoriais gl(m; C) e gl(m;C), logo A_= gl(m;C).

O grupo de Lie G associado a A é GL(2m;R) e de G4 é GL(m;C).

A acdo de G4 sobre A, é a acgao adjunta de GL(m;C) sobre gl(m;C) e

sobre A_ é dada por

¢ : GL(m; C) x gl(m; C) — gl(m; C)
(¢, B) — ¢~ Bo.
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Ou ainda, pelo isomorfismo entre gl(m;C) e gl(m;C), temos que ¢ pode

ser vista como

Y : GL(m;C) x gl(m; C) — gl(m;C)
(6, Bok) — 67 (Bo k).

Observe para § € C,u € C™ que

Assim a fun¢do ¢ : GL(m;C) x gl(m;C) dada por (¢, B) — ¢ B¢ é
ainda uma acdo de G'L(m;C) sobre gl(m;C).

Exemplo 1.3.9. Sejam A= gl(m;H) uma dlgebra de Lie e sua involugdo
Y(A) = A%

Este exemplo é semelhante ao anterior. Os +1 autoespagos sao dados por

A, ={Aec Al A'=A},
A ={Ae A Af=_A},

tal que A= gl(m;C) e A_ pode ser identificado como as matrizes m x m com
entradas de quatérnios da forma c¢j + dk,c,d € R.
O grupo de Lie associado a élgebra A é GL(m;H) e G4 = GL(m;C).

Considere o isomorfismo entre os espagos vetoriais g¢l(m;H) e
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gl(m; C) & gl(m; C) dado por

6 : gl(m;C) & gl(m;C) — gl(m; H)

(A,B) — A+ jB.

Este isomorfismo restrito a A_ mostra que A_ = gl(m;C).

Temos que a acao de G sobre A é dada por

¢ : GL(m; C) x gl(m;H) — gl(m; H)
(6, 4) — ¢~ Ao,

Usando o isomorfismo 6 acima, segue que, ¢ pode ser vista como

Y : GL(m; C) x (gl(m; C) @ gl(m;C)) — gl(m; C) @ gl(m;C)
(¢, (A, B)) — ¢~ (A, B)¢.

Mas,
¢ (A, B)p = ¢~ (A+jB)d = (¢~ A¢) + (¢~ 'jB9). (1.5)

Observe para m = 4 que,
¢—1 . aq + bll Qo + bQZ . alj — jbll (lgj — jbg’l
j = j =
as + bgl ay + b4Z Cbgj — jbgl (l4j — jb4Z

a1 — bll a9 — bgl
as — b3Z ay — b4Z

=jo 1.

Il
<.

Analogamente para qualquer m temos ¢~'j = j¢—L. Entdo, em (1.5),

¢ (A, B)p = (¢7'A¢) + (j61B)o) = (¢ ' Ad) + jo~LBo,
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que é a acao de G, sobre A.
Assim a a¢do de G sobre A, é a acao adjunta de GL(m; C) sobre gl(m;C),
enquanto que sobre A_ ¢é isomorfo a acao de G, sobre o espago das fungoes

C-lineares descritas no exemplo anterior.

Exemplo 1.3.10. Sejam A= gl(2m;C) e sua involug¢do S(A) = —jAj, onde
j € identificado como a funcao linear de H™ em H™ obtida pela sua a¢ao a

direita de H™.
Temos que,

A= {Ae Al —jAj=A} = gl(m;H) o
A= {A €Al —jAj = —A} = gl(m; H)

Identificamos H™ com C?™ tal que

A B _ _
A= gl(m; H) = | C=-B, D=A>,
C D
A B _ _
A_= gl(m; H) = | C=B, D=-A
C D
A B A —-B
A funcao — . define um isomorfismo entre os
C D B A

espacos vetoriais gl(m; H) e gl(m; HF).

O grupo de Lie G associado a A é GL(2m;C) e G4 é GL(m; H).

A acdo de G4 sobre A, ¢é a agdo adjunta de GL(m;H) sobre gl(m;H).
Sobre o isomorfismo que gl(m;H) descreve acima, a acao sobre A_= gl(m; H¥)

¢ também um isomorfismo para esta acao adjunta.

1.4 Representacoes, Lema de Schur

Como nosso objetivo é classificar os sistemas lineares reversiveis e equiva-

riantes usando a Teoria de Representacao de Grupos, apresentaremos alguns
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conceitos sobre Teoria de Representacao de Grupos e também uma de suas

principais ferramentas que é o Lema de Schur.

Definicao 1.4.1. Uma representacao de um grupo G sobre um espaco veto-
rial V' é um homomorfismo de grupos p : G — GL(V;K). Denotamos a

representacao do grupo G sobre V' por (V, p).

A dimensao de V' ¢ a dimensao da representagao.
Como GL(V;K) é isomorfo a GL(m; K) temos que é uma representacao o

homomorfismo p : G — GL(m; K).

Definicao 1.4.2. Sejam (Vi,p1) e (Va, p2) duas representagioes do grupo G.
Dizemos que uma funcao ¢ : Vi — Va € equivariante se esta comutar com as

representagoes py e pa, isto €,

P(p1(g)v1) = pa(g)d(v1),Vg € G,v1 € V1.

O espaco de todas as fungoes lineares equivariantes de uma representacao
(Vi, p1) para outra (V) pg) serd denotado por I((Vi, p1), (Va, p2)), ou simples-
mente, I(V1, V). Quando duas representagoes sao iguais, denotamos I(V, V)
por glg(V). Neste caso as fungoes lineares equivariantes podem também ser
compostas, logo glg(V') obtém estrutura de uma algebra e ndo somente de um

espaco vetorial real.
Definig¢ao 1.4.3. Dizemos que duas representacoes (Vi, p1) e (Va, pa) de G, sao

isomorfas se existe uma funcao f : Vi, — Vy linear, equivariante e invertivel.

Observagao 1.4.1. Dizemos que uma representagdo p é trivial se p(g) = Id,

para qualquer g € G.

Observacao 1.4.2. Dizemos que uma representacio p : G — GL(V;K) ¢
fiel quando ker(p) = {0}.
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Definigao 1.4.4. Sejam (V, p) uma representacao de G e W um subespago de
V. Dizemos que W € um subespaco G-invariante de V' se p(g)W C W para
qualquer g € G.

Defini¢ao 1.4.5. Uma representacao (V,p) de G € chamada de irredutivel se
V' nao contém nenhum subespaco linear G-invariante nao trivial.

O seguinte resultado descreve os espacos lineares das fungoes lineares entre

representacoes irredutiveis que é o centro da Teoria de Representagao.

Proposicao 1.4.1 (Lema de Schur). Sejam (Vi, p1) e (Va, p2) representacoes
irredutiveis do grupo G sobre Vi e Vs, respectivamente. Considere a fun¢do
Vi — V3 linear tal que f(pi(g9)u) = p2(g)f(u), para qualquer g € G,

u € V.

1. Se (Vi,p1) e (Va, p2) nao sao isomorfas, entao I5(Vy, Va) = {0}.

2. Se (Vi,p1) = (Va,p2) = (V,p), entio gla(V) € isomorfo (como uma
dlgebra real) a R, C ou H.

Demonstragao.

1. Seja f € I5(V1,V4), isto é, f: V; — V4 é uma fungao linear tal que

f(p1(g)v1) = pa(g) f(v1),Vg € G,v; € V1.

i) Se f =0, entao I(V1, V) = {0}, como querfamos demonstrar.
ii) Suponhamos f # 0. Considere Wi = {z € Vi| f(z) = 0} C V7,

nicleo de f.

Dado z € W; e g € G, como f ¢é equivariante, segue que,

f(p1(g)z) = p2(9)(f(x)) = p2(g)(0) =0
= f(p1(g9)z) =0

= p1(g)(x) € Wh.
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Entao, para qualquer g € G, pi(g)(W1) C Wi. Como p; é irredutivel,
Wy = {0} ou Wy = V.

Mas se Wi = Vi, entao para todo x € Vi, f(z) =0 logo f =0 o que é
absurdo.

Entao, W; = {0} e temos assim que f é injetora.

Analogamente, considere Wy = Im(f) = {f(z) € V5| = € Vi} C Vs

Tomando y = f(z) € Wa, pela equivariancia de f segue que

p2(9)f(x) = f(pr(g)z) € Wa
= p2(9)f(z) € Wa,Vy = f(z) € Wa,g € G
= pa(g)Wo C Wy,Vg € G
— Wy = {0} ou Wy =1V,

Se Wy = {0}, entao f(x) = 0, para todo x € V] logo f = 0 o que é
absurdo.
Logo Wy =V, e assim [ é sobrejetora.

Finalmente, concluimos que f é uma funcao linear, equivariante e in-
vertivel, entdao (Vi,p1) e (Va, pa) sdo representagoes isomorfas, absurdo,

pois contraria a hipotese.

Portanto, de i) e ii) segue que I(V1, V) = {0}.

2. Mostraremos para o caso em que V é um C—espaco vetorial. Os casos
em que V é um K—espaco vetorial para K = R ou H foram provados por

Frobenius and Peirce em 1878 e 1880.

Seja f € glg(V). Como C é um corpo algébricamente fechado, ou seja,
qualquer polinomio de grau m tem exatamente m raizes, temos que f

tem um autovalor complexo.

Consideremos A este autovalor associado ao autovetor nao nulo zy, isto

é, f(ill'l) = )\.]71.
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Tomemos F = f — Al e observamos que

F(xy) = (f = M)(x1) = f(z1) — Axy = Axy — Ay = 0.

Logo, kerF" # 0 e F nao ¢ injetora.

Temos ainda que

Entao, F' € glg(V). Analogamente a demonstracao do item anterior

segue que kerF' = {0} ou kerF' = V.

Se kerF' = {0}, entdo F' é injetora o que é absurdo, logo kerF' = V| ou
seja, F(x) = 0 para qualquer € V', portanto F' = 0. Entao, f — Al =0

e assim f = AI.

Utilizando do isomorfismo Al —— X\ temos para o caso em que V é um

C—espago vetorial que

(a) glg(V) = C quando Im(\) # 0.

(b) glg(V) = R quando Im(\) = 0.

Portanto concluimos que glg (V') é isomorfo, como uma élgebra real, a R

ou C no caso em que V' é um C—espaco vetorial.
[

Defini¢ao 1.4.6. Dizemos que uma representacao irredutivel (V, p) de G € do

tipo R, C ou H segundo a classe do isomorfismo de glg(V'), ou seja, o tipo da
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representacao depende de glg(V') ser isomorfo, como uma dlgebra linear real,

a R, C ou H.

A agao natural de glg(V) sobre uma representacao irredutivel (V) p) do
tipo K dé a V' a estrutura de um espago vetorial a esquerda sobre K. Com

esta estrutura os elementos de GG atuam por funcoes K-lineares sobre V.

1.5 Decomposicao Isotipica

Nesta secao utilizaremos a Decomposicao Isotipica para descrever a estru-
tura do espago glg(V') de uma representacao qualquer de G sobre V', sem ser
necessariamente irredutivel.

Primeiramente, relembramos como é a matriz de uma transformacao
linear de V em V', quando V' é soma direta de subespacos vetoriais.

Sejam V=V, & ---@V,, eT:V — V uma transformacao linear tal que
T deixa invariante cada subespaco V;.

Considere B; = {wvy;,v9;,-* , Ui}, com i = 1,--- m, bases para os
subespagos vetoriais V;, onde dimV; = k;.

Assim uma base para V' é dada por

B = {Ullav217"' s Ukily " 5 Ulmy U2m, * 7vkmm}7

tal que dimV = ki + -+ + k.

Entao,

T(UH) = Q11V11 + -+ Qg 1Vk1 + Ovig +---+ 0Uk22 + -+ 0+ -+ kamm

T(vky1) = 01ky V11 + + -+ + Oy ey Vi1 + 0012 + - -+ + 0vpga + - - + OVt + -+ - + Ovg

T(vim) = 0011 + -+ + 01 + 0v12 + -+ - + 02 + - -+ + Y11V1Im + -+ + Ve 1 Vkm

T (Vk,m) = 0vi1 4 -+ + 0vgy1 + 0v12 + -+ + 00ky2 + -+ + Yk, Vim =+ F Vel V-
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Logo,
o e oagy 0 e 0 .0 e 0
Q1 Qg 0 - 0 .0 e 0
0 .- 0 Bu - Py - 0 .- 0
[T]: . . . . . .
0 - 0 B o Beke - 0 o 0
0 .- 0 0 -+ 0 v o Tk
U 0 0 - 0 T Ykl Yk
A 0 0 O
_ 0 A, 0 0
Ou ainda [T] = =A@ @A, onde A;, com
0 O 0
0O 0 0 A,
i=1,---,m, éamatriz de T|y,.

Assim observamos que a matriz de uma transformagao linear definida em
um espaco vetorial que é soma direta de subespacos vetoriais, é dada em forma
de blocos.

Com isso veremos que um espago vetorial pode ser decomposto como soma

direta de subespacos através da decomposicao isotipica.

Teorema 1.5.1 (Teorema da Redutibilidade Completa). Seja (V, p) uma re-
presentacao do grupo de Lie compacto G sobre o espago vetorial V. FEntao,
existem subespagos U; onde a representagao (Us, 7;) de G sobre U; € irredutivel
tais que

V=U,® @ Up,. (1.6)

Demonstracao. Ver [7], paginas 33-34.

A decomposicao dada pelo teorema acima nao ¢é unica.
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Teorema 1.5.2. Seja a representacio (V,p) uma representagdo do grupo de

Lie compacto G sobre o espaco vetorial V.

1. A menos de isomorfismo existe um numero finito de subespacos Uj;
tais que (U;,7;) € uma representagdo irredutivel de G.  Ou seja,

(U17Tl>) ) (UmaTm)~

2. Defina V; para ser a soma de todos os subespagos U; tais que as re-
presentagoes (U;,7;) de G sao irredutiveis e (U;, ;) € isomorfo a (U, 75)

com i€ {l,---,m}. Entdo,

V=& oW, (1.7)

Demonstragao. Ver [7], paginas 35-36.

A decomposigao (1.7) é tnica a menos de uma reordenagao das somas.
Referimos a V; com i € {1,---,k} como os Blocos Isotipicos de V' e a
decomposicao (1.7) como Decomposicao Isotipica de V.

Analogamente, p pode ser decomposta da seguinte maneira

PEpI BBy, (1.8)

onde a representagao p; com ¢ = 1,--- |k é isomorfa a uma soma direta de m;
copias de uma representagao irredutivel (U;, ;).
Observe que p; @ - - - & pr € uma representacao.

De fato, considere a aplicacao

MBS ®p:G—GLV1&---® V)

g—pi(9) @ ... D px(9),

onde p; sao representacoes do grupo G sobre o espaco vetorial V; tal que para

v=v @ Do €V, (p1(g) D ®pr(9))(v) = pi(g)(v1) + -+ + pr(g)(vr)-
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Sejam g, h € G.

(o1 @ - @ pr)(gh) = pi(gh) ® - D pr(gh)
= p1(g)p1(h) ® - @ pr(g)pr(h)
= (p1(9) ® -+ ® p(9))(pr(h) © - © pr(h))

=P @ D))o D@ pr)(h).

Portanto, p; & - - - & pr ¢ um homomorfismo e assim uma representagao.

Em forma de matriz, p se escreve em blocos como

ppr 0 0
0 . 0 , (1.9)
0 0 pk

onde p; é a representacao de G em V; dada pela matriz da transformacao linear

pi(g) : V; — V; na base de V;.

Teorema 1.5.3. Sejam (V, p) uma representa¢ao do grupo compacto de Lie

G sobre o espacgo vetorial V' e a Decomposicao Isotipica de V' dada por

V=Vd oW

Considere L -V — V' € uma aplicacao G—equivariante. Entao,

L(V;) C V, (1.10)

parai=1,--- k.

Demonstragao. Ver [7], pagina 41.

Pelo Teorema (1.5.3) temos que glg(V') decompoe-se como a soma direta
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dos subespagos que sao isomorfos a glg(V;), isto é,

gla(V) = gla(V1) @ - @ gla(Vi). (1.11)

Restringindo para funcoes G—equivariantes invertiveis obteremos uma de-

composicao correspondente,

GLa(V) = GLa(Vy) x -+ x GLg(V3). (1.12)

O espago glg(V) é a dlgebra de Lie associada ao grupo de Lie GLg(V)
¢ a acao adjunta de GL(V') sobre gl(V'), restrita as transformagcoes lineares
equivariantes, é a acao adjunta de GLg(V') sobre glg (V).

Esta acao decompoe-se como a soma direta de acoes adjuntas dos grupos

G L¢(V;) sobre os espacos glg(V;), ou seja,

O=091D D P, (1.13)

onde ¢; é a acdo de GLg(V;) sobre glg(V;) tal que i =1,--- k.
Como vimos V; = Uy & - -- @ U,,,, onde cada (U, 7;) para j € {1,--- ,m;}

¢ isomorfo a (U;, 7;).

Seja {uél, e ,ué-l} uma base para U; tal que i € {1,--- ,k} se refere ao
bloco isotipico V; ao qual U; pertence e j € {1,--- ,m;}.
Assim {uiy, - ul, - ,uﬁnil, e ,uinil} ¢ uma base para V;. Logo como

L(V;) C V; segue que

L(uly) = anquly 4 -+ + oy + -+ + (1411 U1+ F Qmat)1 Ui,

L(u}) = ayufy + - + agu, + - + O‘((mi—l)l-i-l)luinil +oeee a(mil)luinil
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Entao, sua matriz é dada por

a1l gy
ajy ayy L1 -+ Lim,;
(L] = : : = : : . (L14)
Q(m;—1)I+1)1 " O((my—1)I+1) Lm;i + Lmgms
X (m;l)1 Qm; 1)l

onde cada L;; é a matriz da transformagao linear Lj, : U, — U; que é equiva-
riante com relacdo as representagoes (U, 7) e (Uj;,7;) tal que
Jte {1, ,m;}.

Como Vj; é isomorfo a soma direta das m; cépias de U; pelo mesmo processo
feito acima obteremos uma matriz na base dos U;’s que é isomorfa a matriz
(1.14).

Através deste isomorfismo se (U;, 7;) é do tipo K;, entdo podemos tomar
L, = l;;, onde [, € K;. Se considerarmos o isomorfismo l;; — 1,1, onde [
¢ a identidade sobre U;, entao Lj; = l,5 ¢ isomorfo a [;;I. Portanto, a trans-
formagao linear L : V; — V; é dada pela matriz m; x m; com elementos em
K;, logo gla(Vi) = gl(m;; K;), onde concluimos a estrutura do espago glg(V;).

Analogamente GLq(V;) = GL(m;; K;) e também a a¢ao adjunta de GLg(V)
sobre glg(V') é isomorfa a soma direta de agoes adjuntas dos grupos de Lie
G L(m;; K;) sobre suas algebras de Lie gl(m;; K;).

Este resultado pode ser expresso naturalmente usando produto tensorial.

Primeiramente observemos que se U é um espago vetorial sobre K, entao
U=K®U.

De fato, seja a aplica¢do ¢ : KxU — U dada por ¢(k,u) = ku. Considere
o espago vetorial N e a aplicagao bilinear ¢ : K x U — N. Tome a aplicacao
linear f: U — N tal que f(u) = 1(1,u), logo para qualquer u € U e k € K

segue que

fowlk,u) = flku) = kf(u) = k(1 u) = P(k,u) = fop =1
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Portanto, pela Definigao (1.1.5) segue que U = K ® U.
Sendo assim, como V; é soma direta de m; copias de U; e U; é do tipo K;,

temos que
Viz2U® ol = (KeU)d - oKel) =Ko - -oK)eU, =K™"eU,.

Portanto, V; = K" ®g, U;. Ou ainda, as representacoes (V;,p;) e
(K" @k, U;, 1™ ®g, 7;) sdo isomorfas.

Temos ainda pela matriz (1.14) que

Ly - Lim, Il oo Dl
=] = '
Lmil e Lmimi lmill U lmlml]
lyy - llmi
= D | @k, T =1®x, I,
onde [ : K™ — K™ e [I] = [lrs|m,xm,-

Portanto, o isomorfismo de g¢gl(m;;K;) para glg(V;) é dado por
l— L =1®k, I

Analogamente, restringindo para fungoes invertiveis teremos o isomorfismo
entre GL(m; K;) e GLg(V;) através do produto tensorial.

Finalmente, generalizamos a classificacao de representacoes irredutiveis em
tipos R, C e H e assim podemos definir o tipo de uma representacao geral
V' (definida sobre R) para ser isomorfa a classe de glg(V') como uma élgebra

linear real.



Capitulo 2

Classificacao das Representacoes

de G

2.1 Sistemas Lineares Reversiveis e Equivari-
antes

Neste Capitulo classificaremos as possiveis classes de isomorfismos da
algebra gly (U) e as formas que os automorfismos 3 podem tomar sobre gly (U)
como na Segao (1.2). Com isso poderemos classificar as representagoes ir-
redutiveis através da Teoria de Representagao de Grupos.

Consideremos um sistema linear da forma

d[E_

— =1L 2.1
=L, 1)

onde L : V — V é uma aplicacao linear do espago vetorial V' em V.

Definicao 2.1.1. Dizemos que o sistema (2.1) € reversivel com relagdo a uma

aplicagao linear invertivel R:'V — V se

RL = —LR. (2.2)
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Em outras palavras, se x(t) € uma solugdo do sistema (2.1), entdao R(x(—t))

também o é.

A funcao R acima é chamada uma simetria reversivel de L. Devemos notar
que nao exigimos que R seja uma involucao, isto é, R? = Ro R nao precisa ser

a identidade I.

Exemplo 2.1.1. Sejam o sistema linear © = Lx e uma simetria reversivel

0 1
dada por R =
-1 0
a b
Considere L = tal que a, b, c,d € R. Temos pela reversibilidade
c d
do sistema que
a b 0 1 0 —1 a b
c d -1 0 1 0 c d
—b a —c —d
—_— =
—d ¢ a b
c=>
=
a=—d
a b
— L =
b —a
-1 0
Observe que R nao é uma involucao, pois R? = nao ¢é a
0 -1

identidade.

Defini¢ao 2.1.2. Dizemos que o sistema (2.1) é equivariante com rela¢ao a

uma aplicagao linear invertivel S : V — V' do espaco vetorial V- em V se

SL = LS. (2.3)
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FEquivalentemente, se xz(t) € solugio de (2.1), entdo S(x(t)) também €

solucao.

Assim quando (2.1) é S-equivariante dizemos que S é uma simetria de (2.1).

-1
— 1
Exemplo 2.1.2. Seja o sistema linear £ = Lx tal que S = 2 1 é
-1 —
2
uma simetria para o sistema.
a
Considere L = tal que a,b,c,d € R. Da equivariancia do sis-
c
tema, segue que
-1 -1
a b - - 1 a b
c d -1 — -1 — c d
2 2
Assim
a b a b
g 7% ) 2
LS =SL = e 3= o
2 2 2 2
c=—b
—
d=a
a —b
— L =
c a

Portanto, para que o sistema linear £ = Lz seja equivariante com relacao
N . ~ 7’ ya . aj _b
a aplicacao S é necessario e suficiente que L =
c a
A composi¢ao de duas simetrias de (2.1) ainda ¢ uma simetria de (2.1),
a composicao de duas simetrias reversiveis de (2.1) é uma simetria de (2.1)

e a composi¢ao de uma simetria com uma simetria reversivel de (2.1) é uma

simetria reversivel de (2.1). Portanto, o conjunto das simetrias e simetrias
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reversiveis de L é fechado sobre a composicao e formam um grupo que deno-
taremos por G.

Em nosso estudo estaremos considerando GG como um Grupo de Lie Com-
pacto.

Seja G um grupo. Se GG contém simetrias reversiveis o subgrupo H das

simetrias ¢ um subgrupo de indice 2, ou seja,

> 7,. (2.4)

TR

Devemos notar que (2.4) nao implica que G contém uma simetria reversivel
que seja uma involugao.

Por exemplo, seja o grupo G = {—1,1, —i,i} =< i >= Z, com a operagao
de multiplicagao de ntimeros complexos e H = Z,. O conjunto GG nao contém
nenhuma simetria reversivel que é uma involucao.

De fato, primeiramente observemos que

G

Logo, H é um subgrupo normal de G.

Por definicao a identidade ¢ sempre uma simetria. Suponhamos que 7 seja
uma simetria reversivel, logo —1 é uma simetria e —i é uma simetria reversivel.

Assim as simetrias reversiveis de G sao i e —i, onde i? = —1 # 1 e
(—i)> = —1 # 1, o que nos mostra que G contém simetrias reversiveis que
nao sao involugoes.

Vejamos que a reversibilidade tem uma implicacao similar com a estrutura

Hamiltoniana.

Lema 2.1.1. Sejam L € GL(n;R) reversivel e A um autovalor de L. Entao,

— )\ também € autovalor de L.

Demonstragao
Por hipétese L é reversivel, logo existe R : R* — R™ tal que LR = —RL.

Considere A o autovalor de L, ou seja, L(x) = Az, para algum z.
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Logo,
L(R(z)) = =R(L(x)) = —R(Az) = —AR(z),

ou seja, —A é um autovalor de L associado ao autovetor R(x).

Portanto, —\ é autovalor de L.
|

Observacao 2.1.1. Como conseqiiéncia do lema anterior, os autovalores dos
sistemas lineares reversiveis aparecem como X\ = 0, duplas reais ou puramente

imagindrias, (A, —\) com A € R ou X € iR.
Vejamos alguns exemplos onde esta observacgao se verifica.
Exemplo 2.1.3. Considere o caso puramente reversivel, com G = Zy agindo

sobre R?, por R : R*> — R? dada por R(x,y) = (z,—y) e H = {I}.

a b
Seja L = tal que a, b, c,d € R. Pela reversibilidade de L
d

S
S
—_
e}
|
—_
@)
s
S

LR=—-RL — =

o
SH
=}
|
—_
=}
—
o
SH

o S
|
IS
a |
S
|
. S

Portanto, os sistemas lineares reversiveis em relacao a R dada sao aqueles

tal que

0 b
L= com b, c € R.
c 0

Considere A tal que o polinomio caracteristico de L é dado por

-A b
det (L — M) = det = \2 — be.
c =
Assim A\; = vVbe e Ay = —Vbe sdo os autovalores de L, isto é, um par no

eixo real para b > 0 e ¢ > (0 ou um par no eixo imagindario para b < 0 ou ¢ < 0.
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0 —1
1 0

Exemplo 2.1.4. Seja G = Zy agindo em R? por R =

. G ,
Entao, H = Z, pois como T = 7o e a ordem de G é 4, segue que ordem

de H é 2.
a b
Para reversibilidade de L considere sua matriz dada por L =
c d
tal que a,b,c,d € R.
a b 0 —1 0 1 a b
LR =—-RL = =
c d 1 0 -1 0 c d
b —a c d
— =
d —c —a —b
a b
= L= , onde a,b,c,d e R.
b —a
a
Observe que neste caso L = tal que a,b,c,d € R, é reversivel
b —a

e equivariante, pois H = {—1, 1}, ou seja, L comuta sempre com os elementos
de H.

Considere p(\) = —(a — A)(a + A) — b* o polinomio caracteristico de L.
Entdo, Ay = Va2 +0b2 e \y = —Va? +b? sdo os autovalores de L, isto é,

sempre um par de valores reais.

Exemplo 2.1.5. Seja G =Dy =< a, 8 > agindo com a simetria do quadrado

em R2, onde a tem ordem 4, 3 tem ordem 2 e a8 = Ba® = Ba 1.

Usando a Teoria de Representacao, considere a representacao tal que

0 -1 0 1

o — e ffr—

1 0 10
Como O(G) = 8 temos, por (2.4), que O(H) = 4.

Neste caso temos duas possibilidades para H, ou H = Zy X Zy ou H = 7.

Contudo, a dinamica conseqiiente dos dois casos sao diferentes.
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De fato,

1. Para H = 7y X Zs.

Neste caso consideraremos que « e J sao simetrias reversiveis. E assim,

H=<a?af >.

a b
Seja L dado pela matriz tal que a,b,c,d € R. Para L ser
c d
equivariante basta verificarmos que L(af3) = (af3)L, tendo em vista que
La? = o?L sempre vale pois o? = —Id. Logo
-1 0 -1 0 a b
L(af) = (af)L =
0 1 c d
a 0
— L= , com a,beR.
0 b

Observe que as simetrias reversiveis de G sao G\ H = {«, a3, 3, a*}, as-

sim para L ser reversivel é necessario que a = —b. Portanto,
a 0 . . . , .

L = onde a € R é um sistema linear reversivel e equiva-
0 —a

riante.

O polinémio caracterfstico de L é dado por p(\) = A? —a?, entdo \; = a

e Ay = —a sao os autovalores de L.

O retrato de fase deste sistema linear é dado pela seguinte figura.

Figura 2.1: Retrato de fase de um fluxo linear sobre R? com o grupo simetria
reversivel G =Dy e H = Zo X Zs.
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2. Para H = Z,4.

Neste caso consideraremos que a é uma simetria e § é uma simetria

reversivel. Assim, H =< «a >.

a b
Seja L tal que sua matriz é dada por tal que a,b,c,d € R. Da
d

equivariancia de L, segue que

a b 0 —1 0 —1 a b
La=oal — =
c d 1 0 1 0 c d
a b
— L = , onde a,beR.
-b a

As simetrias reversiveis de G sao {3, a3, a3, a®3}, assim da reversibili-

dade de L temos que a = 0.

Portanto, o sistema linear reversivel e equivariante é dado pela matriz

0 b
L = com b € R e seu polindmio caracteristico ¢ dado por
-b 0
p(A) = A2 + b% o que concluimos que \; = bi e Ay = —bi sao seus
autovalores.

O retrato de fase deste sistema é dado na figura abaixo.

.
. .
. Lo
N .
. .
. .
.
. .
.
.
.
.

Figura 2.2: Retrato de fase de um fluxo linear sobre R? com o grupo simetria
reversivel G =Dy e H = Z4.
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Considere o homomorfismo ¢ : G — {1, —1} que identifica precisamente
como o grupo G divide-se em simetrias e simetrias reversiveis, isto €, se g é uma
simetria, entdao o(g) = 1 e se g é uma simetria reversivel, entao o(g) = —1.

Temos que H = o~ !({1}) é um subgrupo normal de G.

Defini¢ao 2.1.3. Seja (V, p) uma representacao de G sobre V. Dizemos que

L:V —V éuma funcao (G, o)-reversivel, ou simplesmente o- reversivel, se

L(p(g)v) = o(g)p(9)L(v),Vg € G,v € V. (2.5)

Denotaremos por gl,(V, p), ou simplesmente gl,(V'), o espago das aplicagoes
lineares o-reversiveis de V em V.

Como nosso objetivo é usar a Teoria de Representacao para classificar os
sistemas lineares reversiveis e equivariantes, combinaremos as duas condicoes

(2.2) e (2.3) em uma tnica condigao dada por

Lp(g) = o(g9)r(9)L, (2.6)

onde p é a representagao do grupo GG com a operagao de multiplicacao de
nimeros reais e 0 : G — {1, —1} é um homomorfismo de grupos entre o grupo
G e {—1,1} € GL(1,R) considerado acima.

Observe que L satisfazendo (2.6), pela Defini¢ao (2.1.3), L é uma trans-

formacao linear o-reversivel.

2.2 Prova de alguns resultados importantes

Seja H um subgrupo, de indice 2 de um grupo G e 0 : G — Zy 0
homomorfismo tal que keroc = H.

Identifique Zy como o subgrupo de GL(1;R) é isomorfo a R\ {0} tal que

Zo ¢ isomorfo a {—1,1} e portanto 0 : G — GL(1;R) como uma repre-

sentagao unidimensional (R, o), que chamaremos de representacao sinal do



2.2. PROVA DE ALGUNS RESULTADOS IMPORTANTES 63

par (G, H).
Sejam ¢ € GLg(V) e L € gl,(V). Parag € G e v € V temos que

(07 o Log)(p(g)v) = 6~ (L(p(9)¢(v))
= ¢~ (a(g)p(9) Lo (v))
= a(9)¢~ (p(g)Lo(v))
=a(g)p(g)¢~ (Lo (v))
)

pois como ¢ é equivariante temos que ¢! também o é.
Entdao, ¢t o Lo ¢ € gl, (V).

Portanto, a aplicacao

s GL(V) X gly (V) — gl,(V)

W, L) — ¢~ o Log,

¢ uma acao de GLg(V') sobre gl (V).

Observacao 2.2.1. Seja g € G\H. Durante o trabalho consideraremos a

involugao sobre o grupo GLy (V') dada por

S GLy(V) — GLy(V)
¢ — p(g) 'op(g).

Note que ¥ independe da escolha de g € G\ H e ainda ¥? é a identidade,

S2(¢) = 2(2(¢) = S(plg) op(9)) = p(g) " pl9) " dp(9)p(9)

= p(99) "op(99) = plgg) ' p(9g)d = ¢, pois gg € H.
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Também denotaremos por 3 a involugao sobre a édlgebra gly(V'), dada por

A— p(g) " Ap(g).

Algumas propriedades elementares desta involugao estao resumidas na se-

guinte proposicao.

Proposicao 2.2.1. 1. O grupo GLg(V) € o conjunto dos pontos fixos da
ag¢ao X sobre GLy (V).

2. A restricio da acao adjunta de GLy(V) sobre glg(V) para GLg(V)

preserva os subespacos

gla(V) ={A € glu(V)| X(A) = A},
9lo(V) = {A € glu(V)| %(A) = -A}.

3. A acao induzida de GLg(V') sobre glg(V') € a agdo adjunta.

4. O subespago gly,(V') € um glg(V')-submddulo de glg(V'), ambos com res-
pectiva estrutura de dlgebra induzida pela composi¢ao e o produto dado

pelo colchete de Lie.

5. Se existe uma fungdo o-reversivel invertivel T : V. — V| entdo gl, (V)
¢ gerado por T' como um glg(V')-submédulo de gly (V) com a operagao

de composicao.

Demonstracao.

1. Primeiramente observemos que a involu¢ao ¥ : GLy (V) — GLyx(V),

dada pela Observacao (2.2.1), é uma acao de G sobre GLg (V).
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De fato, pela Definigao (1.3.3), temos que,

b:Gx GLy(V) — GLy(V)
(9.90) — p(g) " ¢p(g),

¢ uma acdo de G sobre GLy (V). Como a restricao de uma acao é ainda
uma agao e para cada g € G\ H a aplicagdo ¥ : GLy(V) — GLy(V) é

uma restrigao da aplicagao 1 de G para G\ H, temos que ¥ é uma agao.

Considere A = {¢ € GLy(V)| 3(¢) = ¢} o conjunto dos pontos fixos
de X.

Seja ¢ € A, logo

S(p) = ¢ <= plg) 'dp(g) = ¢
< op(g) = p(g)$,Vg € G\H.

Se g € H entiio ¢p(g) = plg)é, pois ¢ € GLu (V).

Entdo, para qualquer g € G temos que ¢p(g) = p(g)p, isto §é,
¢ € GLg(V) e portanto A C GLg(V).

Seja 6 € GLg(V), logo
0p(g) = p(9)0.Vg € G.

Em particular para g € G\H,

Op(9) = p(9)0 = 0 = p(g)0p(g) = 2(9)
= X(0) =146

Portanto, GLs (V') é o conjunto dos pontos fixos da agao X sobre GLg (V).
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2. Observe que A= gly(V), Ay=glac(V) e A_= gl, (V).

De fato, temos que glgy (V') é um espago vetorial com a operagao produto
dada pela composigao, onde para qualquer 71,7y € gly(V),g € Hv € V

temos

Ty o Tr(p(g)v) = Ti(p(9)T2(v)) = p(9)T1 o Ta(v),

ou seja, Ty o Ty € gly (V).

Além disso,

T € gla(V) C glu(V) = T(p(g)v) = p(g9)T (v),Vg € G,v €V
= T(v) = p ' (9)T(v)p(g),Yg € Giv €V

= T'(v)

X(T(v)),Vge G\ H,veV

Logo, glg(V) C A,.
Seja A€ Ay, entao L(A)=Ae A€ gly(V).

Por defini¢ao para todo g € G\ H,X(A) = p~1(g9)Ap(g), assim

A=p(g9)Ap(9) = Aplg) = p(9)A, Vg € G\ H
— Ae€glg(V),Vge G\ H.

Se g € H, como A € gly(V), entao Ap(g) = p(g)A.
Entao, para todo g € G temos que A € glg(V) e assim A, C glg(V).

Portanto, A= glg(V).
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Temos também

T € gl,(V) Cglu(V) = T(p(g)v) = a(g)p(g9)T'(v),Vg € G,v €V
= a(9)T(v) = p~(9)T(v)p(g),¥Yg € Giv eV

= —T(v) = p (9)T(v)p(9),Yg € G\ Hv €V

— N(T(v)) = —~T(v),Yg € G\ Hv eV

= TeA_

= gl, (V) C A_.

Seja B € A_, entao X(B) = —Be B € gly(V).

Se g € G\ H, por definigao

3(B) = p~'(9)Bplg) = —B = p~'(9)Bp(9)

= Bp(g) = —p(9)B.

Se g € H, como B € gly(V), entdao Bp(g) = p(g)B para qualquer g € H.

Assim, Bp(g) = o(g)p(g)B para qualquer g € G, logo, A € gl,(V), ou
seja, A_C gl, (V).

Portanto, A_= gl,(V).

Considerando G = GLg(V), pelo item 1., G4 = GLg(V).

Portanto, a demonstracao deste item, segue imediatamente da Proposicao

(1.3.1).

3. Segue diretamente do item 2. da Proposigao (1.3.1), considerando

G+ = GLG(V) e A+ = glG(V)
4. Segue do item 4. da Proposicao (1.2.2).

5. Devemos mostrar que gl,(V) =< T >, pela operagao de composigao,

isto é, dado T' € gl,(V), invertivel e qualquer S € gl, (V) temos que
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S=AoT,onde A € glg(V).

De fato, observe que como S e T sao fungoes o-reversiveis e T' é invertivel,

entao para g € G,v € V temos que

T(p(g)v) = o(9)p(9)T(v) = p(g)v = o(9)T ' (p(g9)T(v)),

ou ainda

Portanto, 7! é o-reversivel. Assim,

S o T p(g)v) = S(a(9)p(g)T ™' (v)) = a(9)S(p(g)T " (v))
= 0(9)a(9)p(9)S o T~ (v) = p(g)S o T~} (v).

Portanto, S o T~! é G-equivariante.

Entao,
S=(SoT HoT = Se<T>=gl,(V)C< T >.

Mas se A €< T >, entao A= BoT, onde B € glg(V).

A(p(g)v) = BoT(p(g)v) = B(o(g)p(g)T (v)) = a(g)B(p(g)T (v))

= 0(g9)p(g)B o T(v) = a(g)p(g)A(v).

Entao, A € gl,(V) e assim segue que < T >C gl, (V).

Portanto, gl, (V) =< T >.
|

Observacao 2.2.2. Pelas Proposigoes (1.2.2) e (2.2.1) temos que
gla(V) = gla(V) @ glo (V).
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2.3 Representacoes Irredutiveis de G

Defini¢ao 2.3.1. Seja (U, T) uma representagao do grupo G sobre U. Defini-
mos a sua representacao o-dual, denotada por (U,T,), como o homomorfismo

7, : G — GL(U) dado por

Equivalentemente (U, 7,) é o produto tensorial (sobre R) de (U,7) com a
representagao sinal (R, o), ou seja, as representagoes (U, 7,) ¢ (R@r U, 0 Qg T)
sao isomorfas.

De fato, seja a aplicacao linear invertivel

fiU—RepU

utr— 1 Qg u.

Temos que

f(1s(g)u) = f(o(g)T(9)u) = o(g)f(T(g)u) (2.7)

=o(g)(1 ®r 7(g9)u)

(0 @r7)(9)f(u) = (0(9) @r 7(9))f(u) = (0(g9) @R T(9))(1 ©ru)  (2.8)

= (0(9)1) @k (T(9)u) = a(g9)(1 @k T(9)u).

Portanto, de (2.7) e (2.8) segue que (U, 7,) é o produto tensorial (sobre R)

de (U, ) com a representagao sinal (R, o).

Observe que uma funcao o-reversivel T : U — U pode ser considerada

também uma fungdo G-equivariante em relagao as representagoes (U, 7) e sua



2.3. REPRESENTACOES IRREDUTIVEIS DE G 70

o-dual, pois

T € gl,(U) = T(p(9)u) = 0(9)p(9)T'(u),Vg € G,u € U
= T(p(9)u) = po(9)T(v),Vg € Giu e U

=T ¢é (G — equivariante.

Proposicao 2.3.1. Se duas representacoes sao isomorfas, entdo suas o-duais

também o sao.

Demonstragao.

Sejam (V1,p1) e (Va, p2) duas representagoes de G isomorfas, entao existe
f Vi — V4 linear, invertivel tal que f(pi(g)v) = p2(g)f(v), para todo
g € G,ve V. Assim

f((p1)o(g)v) = fla(g)pi(g)v) = a(g) f(pi(g)v) = o(g)p2(9) f(v)
= (p2)s(9)f(v) = (V1, (p1)o) = (Va, (p2)o)-

Considere a representagao (U, 7,). Temos pela Definigao (2.3.1) que o ho-

momorfismo (7,), : G — GL(U) dado por

(70)o(9) = o(9)(75)(9) = a(g)o(9)7(g)

=o0(99)7(9) = 7(9),

é a representacao o-dual de (U, 7,), logo, a o-dual de (U, 7,) é (U, 7). Temos,
entao que o operador (U, ) — (U, 7,), que leva uma representagao a sua o-
dual define uma involugao sobre o conjunto de todas as classes de isomorfismos

de representacoes de G.

Defini¢ao 2.3.2. Seja (U,7) uma representa¢ao de um grupo G. Dizemos

(U, T) € uma representacao o-auto dual se (U,1,) é isomorfo a (U, ).
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Considere o automorfismo sobre a algebra gly(U), dado por

a:gly(U) — glyg(U)
Ar— SAS™!

onde S : U — U ¢ a fungao invertivel que torna a representacao (U, 7) o-auto
dual.

Observe que aS) = SSS™! = S, para qualquer S € glg(U) e a restrito
a uma algebra glg(U) que é isomorfo a K, é ainda um automorfismo. Este

automorfismo induzido de K sera denotado também por «.

Lema 2.3.1. Seja (U,7) uma representacio de G do tipo K, o-auto dual.

Considere S : U — U a transformagao linear que torna (U, T) isomorfo a

(U, 7,). Entao,
1. S:U — U € semilinear com respectivo automorfismo c.
2. S? = kI para algum k € K\ {0} com a(k) = k.

Demonstragao.

1. Segue imediatamente da definicao de «a, pois
a(k)Sol = (SkS ™) (Sol)=(Sk)oI=So(kI).

Portanto, S(ku) = a(k)S(u) para qualquer u € U, k € K.

2. Observemos, primeiramente, que S? € GLg(U), com relagao a repre-

sentacdo (U, 7) e sua o-dual.

De fato, seja g € G,v € U, da hipétese temos
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Aplicando S na igualdade segue que

S*(1(g)v) = S(a(g)7(9)S(v)) = a(9)S(m(9)S(v))
= 0(9)7,(9)S*(v) = a(g)a(9)7(9)S*(v)
=7(9)S*(v) = S*(7(9)v) = 7(9)S*(v),Vg € G,v € U.
Mas

S? € GLg(U) C glg(U) 2 K 2 KI,

logo, S? = kI, para algum k € K\ {0}.

Aplicando a na igualdade S? = kI obtemos que a(k) = k, como querfamos.
[ |

Proposicao 2.3.2. Uma representacao (U, T) de G € irredutivel do tipo K se,

e somente se, sua representacao o-dual (U, (T)y) € irredutivel do tipo K.

Demonstracao.

Afirmamos que, I¢((U,7), (U, 7)) = I((U, 75), (U, 75)). De fato,

fele((Ur),(UrT)) < f(r(g)v) =7(9)f(v),Vg € G,v €U

> a(9)f(r(g)v) = o(9)7(9)f(v),Vg € Giv €U
= flo(g)r(9)v) = 0(9)7(9)f(v),Vg € Giv €U
= f(1o(9)v) = 75(9) f(v),Vg € G,v €U

— fels((U,1,), (UT,)).

Portanto, desta igualdade temos (U, 7) do tipo K se, e somente se, sua
representagao o-dual (U, 7,) é do tipo K.

Suponhamos que (U, 7,) é irredutivel do tipo K.

Sejam V' um subespago vetorial de U e g € G tal que 7(¢9)V C V, para
todo g € G.
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Em particular, 7(¢)V C V para qualquer g € H, entdao —7(g)V C V para
qualquer g € H e como 7(g)V C V para qualquer g € H, segue que

o(g)t(g)V CV,Vg e G = 1,(9)V CV,Vg G
=V ={0} ou V=U,

pois (U, 7,) é irredutivel. Portanto, (U, 7) é irredutivel.
E trivial verificar que se (U, T) é irredutivel, entao (U,7,) também é ir-

redutivel.
[ |

Teorema 2.3.1. Seja (U,7) uma representacdo irredutivel de G do tipo K.

Entao, as sequintes propriedades sao equivalentes
1. A representacao (U, T) é o-auto dual.
2. Existe uma funcao linear T' : U — U o-reversivel nao nula.

3. Fxiste uma funcao linear T : U — U o-reversivel, invertivel satisfa-

zendo um dos sequintes conjuntos de condicoes,

(a) K=R, T éR-linecar e T?> = 1I.
(b)) K=R, T éR-linear e T? = —1.
(c) K=C, T éC-linear e T?> = I.
(d) K=C, T ¢ C-linear e T?> = 1I.
(e) K=C, T ¢ C-linear e T? = —1.
(f) K=H, T ¢ H-linear e T?> = 1.
(9) K=H, T éH-linear e T? = —1I.

E ainda, se (U,T) é o-auto dual e T : U — U o-reversivel, invertivel,

entao gl,(U) € gerado como um mddulo sobre glg(U) por T.
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Demonstracao.
3) = 2) E imediato, tendo em vista que 72 = £ por hipétese, segue que T'
é nao nula.
2) = 1) Suponhamos que a representacao (U, ) nao seja o-auto dual.

Entao, como (U, 1) e (U, 7,) sao irredutiveis, pelo Lema de Schur, temos
que

IG((Uv T)? (U’ TO’)) = {0}7

ou seja, para qualquer f : U — U linear, tal que

f(r(9)u) = 7,(9) f(u),Vg € G,u € U, (2.9)

segue que f = 0.
Mas observe que f satisfazendo (2.9) teremos que f é o-reversivel.

Entao, concluimos que qualquer funcao f : U — U o-reversivel é nula,

absurdo, pois contraria a hipotese.
Potanto, (U, ) é o-auto dual.
1) = 3) Por hipétese, (U, 7) é isomorfo a (U, 7,), entdo existe S : U — U

linear, invertivel tal que S(7(g)u) = 7,(g9)S(u), para qualquer g € G,

uel.

Assim segue que S é o-reversivel. Tome T = ¢ o S, para algum

RS GLg(U )
Afirmamos que T : U — U é o-reversivel e invertivel.

De fato, T' é invertivel pois ¢ e S sao invertiveis. Sejam g € G,u € U

T(7(g)u) = ¢ 0 S(r(g)u) = (S(r(g)u))
= ¢(a(9)7(9)S(u)) = a(g)d(7(9)S(u))
= 0(9)T(9)0(S(u)) = a(g)T(g9)¢ © S(u), pois ¢ € GLa(U).
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Portanto, T é o-reversivel e invertivel, assim provamos a existéncia da

T.

Mostremos agora que ¢ pode ser escolhido de modo que T satisfaca um

dos conjuntos de condicoes do item 3. do teorema.

Usando a estrutura de espaco K-vetorial sobre U induzido do isomorfismo
de glg(U) com K, as fungoes ¢ podem ser dadas por ¢ = k'I, para
k' € K\ {0}, pois

¢ € GLa(U) C glg(U) 2 K = KI.

Logo

i) Se K = R, pela Proposi¢ao (1.2.1) e o lema anterior, a deve ser o

automorfismo identidade. Observe que

T? =+ = +I = ($0S5)* = (K'I) 0 S)* k' € K\ {0}

— 41 = (K)2(I08)?=(K)?(IoS)IoS)=(K)*(I05?%. (2.10)

Mas S? = kI, para algum k& € R\ {0} tal que a(k) = k e isto ja

ocorre pois « = Idg. Entao, em (2.10) segue que

+1 = (K)*(I0S?) = (K)*(Iokl) = (K) kIl = (K)?k = £1

— k' = [k|2.

Portanto, T = ¢ o S com ¢ = |k|~21 para algum k € R\ {0}, onde
T é R-linear e T? = +£1.

ii) Se K = C, pela Proposicao (1.2.1), a pode ser o automorfismo iden-
tidade ou a conjugacao complexa.
No caso de a ser a identidade, pelo mesmo processo do item i),

temos que T = ¢ o S onde ¢ = k™21, para algum k € C\ {0}. E
ainda T' é C-linear e 7% = 1.
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Quando o é a conjugacao complexa, pelo lema anterior, S? = kI,

para algum k € C\ {0} e
alk)=k=k=k= kR,

e assim nos restringimos ao caso i) novamente.

Observe que T é C-linear, pois seja v € U, 3 € C.

T(Bu) = (¢ 0 S)(Bu) = ¢(S(Bu)) = $(BS(u)) = B(¢ 0 S)(u)
T(u) = a(B)T(u) = T(Bu) = a(B)T (u).

R

iii) Se K = H, entdo pela Proposigao (1.2.1), existe ¢ € H invertivel

tal que para qualquer r € H temos a(r) = ¢ 'rq, onde a é o

automorfismo sobre H. Ou ainda, a(r) = qrq~'.

Tome T" =q 1o S.

Observe que para todo r € H

Torl= (g 'ToS)o(rl)=q "ToS(rl)
g To(a(r)S o) = g o (a(r)oS)
=q (grqg ) oS =q 'qlrg'IoS

=Irqg'ToS=rloT.

Logo, T" é H—linear. A composigao (7”)? é também H-—linear e

ainda
(T/)Z — (qilfo S>2 _ (qilfo S) o (qilfo S)

=q '1oS(g ToS)=q¢"I(a(g7")SoT0S)

=q 'I((gg"'qg)SoloS)=q g SoloS8.
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(T =q2(IoS)o(IoS)=q*(I0S5)>
=q *(I08% € GLs(U) C gla(U),

pois como vimos na demonstragao do Lema (2.3.1), S* € GLq(U).

Entao, como glg(U) é isomorfo a H que por sua vez é isomorfo a
HI, segue que (1")* = cl, para algum c € H.

Mas (7")? é H—linear, ou seja,

(T orl =rlo(T")? = (cI)o(rl) = (rl)o(cl)
== crl =rcl
= cr =rc,Vr € H e para algum c € H

—ce R.

1 .
Portanto, tomemos ¢ = |c|2 ¢7' o I e assim

T:¢oS=|c[77qulo[oS
:]c\%o[q_lo[oS

=2 IoT,
onde T é H—linear e

T2 =(le|z10T)2 = (lc|zI1oT)(|c|z 10T

=1

= le| = I(e(|e| )T 0 IoT) =|c| 2 qle| 2 ¢ ' T 0o I o T’
= le| ' T o (T")? = |c| 'l = £1.

Os resultados do Teorema (2.3.1) e do préximo corolario sdo resumidos
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na seguinte tabela, onde as siglas NSD e SD significam que a representacao

irredutivel dada é nao o —auto dual ou o—auto dual, respectivamente.

9lc(U)  glu(U) T % o  X(I)
NSD-R R R — - L
NSD-C  C C — — L
NSD-H H H — — L
SD-RR R R @R (1-1) I R (L,—Ly)
SD-CC  C CaC (1-1) I C (L,—Ly)
SD-HH H HaeH (1-1) I H (L, —Ly)
SD-RC R C i 1 R L
SD-CR  C  g¢l(%R) ( (1) _01 ) I C  —iLi
SD-CH C H j -1 C Lf
SD-HC H  ¢l(2;C) < 8 ? ) 1 H L

Tabela 2.1: Classificacao das Representacoes Irredutiveis de um Grupo de Lie Com-
pacto GG e suas restricoes para um subgrupo H de indice 2.

Corolario 2.3.1. Seja (U, T) uma representacao irredutivel de G do tipo K.

Entao,

1. A dlgebra glg(U) € isomorfa a uma das 10 dlgebras listadas na coluna 3

da Tabela (2.1).

2. Sobre este isomorfismo, nos casos o-auto dual, o subespaco gl,(U) é
gerado como um mdédulo sobre glg(U) pela funcdo T mostrada na coluna

4 da Tabela (2.1).

3. Sobre o isomorfismo de 1., o automorfismo ¥ : gly(U) — gly(U) €

isomorfo a aqueles listados na coluna 7 da Tabela (2.1).

Demonstracao.

Temos que gl (U) = gla(U)®gl, (U) pela Observagao (2.2.2), considerando
9lu(U) =A, gla(U) =A; e gl,(U) =A_.

Se (U,T) nao é cg-auto dual, entdao pelo Teorema (2.3.1) gl,(U) = {0}.
Logo, glg(U) = glg(U). Neste caso o item 1 estd provado.
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Se (U, T) é o-auto dual, entao pelo Teorema (2.3.1) gly(U) é gerado por
9lg(U) e alguma fungao invertivel, o-reversivel T': U — U.

Escolhemos T para ter as propriedades especificadas no item 3. do Teorema
(2.3.1). Para cada um dos sete casos o-auto dual define um isomorfismo da
algebra gly(U) para a élgebra mostrada na coluna 3 da Tabela (2.1), usando
o isomorfismo dado por hipdtese e T' como o elemento na coluna 4.

Por exemplo, no caso SD-CR temos o isomorfismo entre as dlgebras gly (U)
e gl(2;R).

De fato, consideremos S € gl (U). Como gly(U) = gla(U)Dgl,(U), temos
que S = L1 ® LyT tal que Ly, Ly € gla(U).

Mas glg(U) é isomorfo a C, logo Ly e Ly sao dados pelas matrizes

a; b as b
I - 1 b0 e L,— 2 Do |
—b1 ay _b2 D)
onde aq, as, by, by € R.
Entao, para T'= (1,—1), da coluna 4 da Tabela (2.1), segue que
ap b as by 1 0

S - Ll @ LQT - @
b @ —bg a2 0 —1

a, +a by — b
= T ) eg@R).

—b; — by a; —as

Portanto, concluimos que gl (U) é isomorfo a gl(2;R).

Facilmente verifica-se que este é um isomorfismo. Procedendo desta forma,
obtemos os demais isomorfismo da coluna 3 da Tabela (2.1). Assim provamos
o item 1. do coroldrio. O item 2. segue diretamente do Teorema (2.3.1).

Note que o automorfismo ¥ : glg(U) — ¢lg(U) é unicamente determi-
nado pelas condigoes que ele ¢é identidade sobre glg(U) e satisfaz ¥(T') = —T.
Facilmente verificamos que os automorfismos listados na coluna 7 da Tabela

(2.1) tém estas propriedades.
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Observacao 2.3.1. Em alguns dos casos € possivel escolher o gerador T de
9l (U) para ter diferentes propriedades daquelas dadas no Teorema (2.3.1) e
na Tabela (2.1).

Em geral, sejam (U,7) uma representagdo o-auto dual irredutivel de G
do tipo K e T um gerador de gl,(U). Entdo 7" = kI o T, para algum
k € K onde K ¢ isomorfo a glg(U) também ¢é gerador de gl,(U).

Se T' é semilinear com um respectivo automorfismo « de K, entao
(T2 =(kIoT)> =(kIoT)(kIoT)= (klIoa(k)ToloT)=ka(k)T?

Assim, (T")? = ka(k)T?.

E ainda T" é semilinear com relagdo ao automorfismo v : K — K tal que
v =¢oa,onde p: K— K é dada por ¢(a) = ak, para o mesmo k € K que
se define T".

De fato

T'(Bu) = (kI o T)(Bu) = kI(c(B)T(w))
= ka(B)1 o T(u) = ka(3)T (u)
= (BT (u),Yu € U, 3 € K.

Consideramos as possiveis formas alternativas para T obtidas por tomar k
com ka(k) = —1.

1. Para K = R, segue que ka(k) = k* = —1 o que é absurdo, pois k € R,

assim nao existem alternativas para K = R.

2. Para K = C sempre temos a como a identidade e k = 7, pois suponhamos

que « é a conjugacao complexa. Logo para k =a+ bi € C

ka(k) = kk = —1 = (a + bi)(a — bi) = —1

— a? + b? = —1, absurdo.
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Portanto, a é a identidade e como k* = —1 temos que k = i.

Logo pela Tabela (2.1) segue que (U, 7) é uma representacao o-auto dual
de G do tipo SD-CC e, entao pelo Teorema (2.3.1) o gerador T satisfaz

T? = I. Assim, T pode ser substituido por um gerador C-linear 77,

sastisfazendo
1 0 1 0
(T')? = ka(k)T? = i*T* = —-T* = — =1
0 —1 0 —1
3. Para K = H a condicao ka(k) = —1 pode ser satisfeita em um nimero

de caminhos. Por exemplo, se a é a identidade, entao k& pode ser al-
gum elemento de H satisfazendo k* = —1. Em particular, tomando
k = 1, nos casos SD-HH e SD-HC, os geradores H-lineares T satisfazendo
T? = 41 podem ser substituidos pelos geradores H¥-lineares T" satisfa-

zendo (T")? = —T? = FI.

Pelo Teorema (2.3.1), Corolario (2.3.1) e a Tabela (2.1) classificamos as re-
presentagoes irredutiveis (U, 7), e assim o subespago gl,(U) das transformagoes
o-reversiveis, que é gerado pela fungdo T' da coluna 4 da Tabela (2.1).

Veremos alguns exemplos que ilustram cada caso do Coroldrio (2.3.1).

Exemplo 2.3.1. Seja G = D,, = {e,0,0% --- 0" R RO,---  RO"'} um
grupo diedral de ordem 2n gerado por 6 e R, com n > 3. QObserve que as

ordens de 0 e de R sao n e 2, respectivamente e R = RO™ 1.

Tome 6 como sendo uma simetria e R uma simetria reversivel. Logo
o subgrupo H de G, com indice 2, é o grupo ciclio de ordem n dado por
H={e0, - 0"} =<0 >=27,.

Seja a acao de G sobre U = R? dada como a rotacio e reflexao simétrica

de um polinomio regular de dimensao n, logo a representacao dos geradores de
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D,, é dada por

cos b, —send,

p(0) = ,
senf,, cos6,
1 0
p(R) = :
0 —1
27
onde 0, = — tal que n € N.
a
Seja A € glg(R?) dada por com a,b,c,d € R. Assim como
c d

Ap(g) = p(g)A para qualquer g € G, segue

1. parag=20
a b cosf, —send, cosf, —send, a b
c d send,, cosd, senf,, cosb, c d 7

ou seja, b =c =0 e assim A =

2. parag=R

— q =d.

Entao, segue que para Ap(g) = p(g)A, para qualquer g € D,,, temos que

a 0
A= tal que a € R.

0 a
Portanto, glg(R?) é isomorfo a R e finalmente concluimos pelo Lema de

Schur que p é uma representagao do tipo R.

Considere a restricao da representacao de G sobre U para H, dada por

pi + H — GL(R?).
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x
Seja B € gly(R?) dado por B = Y onde z,y, z,w € R.
Z w

Analogamente, como Bpg(0) = py(0)B para qualquer h € H segue que

Ty cosf, —send, cos(f,) —sen(6,) Ty
z w senfl,, cosb, sen(6,) cos(6,) z w ’
ouseja, y=—zer=uw.
Logo
Ty xz 0 0 1 .
B = = +vy =1x+yt.
-y 0 z -1 0

Portanto, gly(R?) é isomorfo a C e assim (R?, py) ¢ do tipo C.
Vejamos que p é g-auto dual.

De fato, sejam (R?, p, ) sua representacao o-dual e f : R? — R? dada pela

a b
matriz tal que a,b,c,d € R.
c d

i) se g & H, entao o(g) = —1.

a b 1 0 -1 0 a b

fo(g) =ps(9)f = =
c d 0 —1 0 1 c d

= f=

ii) se g € H, entao o(g) = 1. Logo,

(@)
S

0 b cosf, —send, cosf, —sen(f,)

@)
[a)

c 0 senfl,, cosb, senf,  cosb,
= b senf, = —c send,

— b= —c,
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pois se sen#, = 0, entao #, = km como k € Z e neste caso
-1 0 )
p(0) ou p(0 , ou seja, Z, =< I > ou
0 -1
Ly =< I > o0 que ¢ absurdo, pois n > 3.
. 0 1 N
Entao, basta tomar f = para a representagao (R?, p) ser o-
-1

auto dual.
Portanto, este é um exemplo de uma representacao SD-RC, no Teorema

(2.3.1). O caso G =Dy e H =74, no Exemplo (3.2), é o caso com n = 4.

Exemplo 2.3.2. Como no Exemplo (2.1.4), seja G = Zy4 que é isomorfo a
{1,-1,i,—i} =<i >, o grupo ciclico de ordem 4 agindo sobre R* pela rotacies

s
através de maultiplos de 5 isto €,

p:Zy — GL(R?)
i — pl(i),

0 —1

1 0
Considere ¢ uma simetria reversivel. Entdo, H = {—1,1} denota o sub-

onde p(i) =

grupo isomorfo a Z,.

Temos, pela Algebra Linear, que os tinicos subespacos vetoriais de R? sao
os triviais e Wy, = {(z,y) = (at,bt)| t € R,a® +b* # 0},0u seja, as retas que
passam pela origem.

Suponhamos que p(g)We, C Wy, para todo g € Zy, logo como Zg =< i >,

em particular para g = i temos que

p(O)Wap C Wop = p(i)w = aw,Yw € Wy, a € R.
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Assim para w = (at,bt),t € R, temos que

4 0 —1 at aat
pli)w = aw = -

1 0 bt abt
—bt aat

— =
at abt
(a4 b)t =0

=
(ab—a)t =0

Mas ¢t = 0 é absurdo, pois p(i)w = aw, para todo t € R.

Entao, (a? 4+ 1)a = 0, ou seja, a = 0 pois a? = —1 é absurdo. Logo,
W = {(0,bt)] t € R,b+#0}.

Neste caso, p(¢)W ¢ W para qualquer g € Zy, por exemplo,
p()W C {(ct,0)] teRe c#0} £ W.

Portanto, p nao admite subespaco G—invariante nao trivial, ou seja, p é

irredutivel.
a b
Sejam A € gl(R?) dada pela matriz tal que a,b,c,d € R.
c d
, , a b 0 -1 0 -1 a b
Ap(i) = p(i)A <= =
c d 1 0 1 0 c d
a b
— A= =a+ibeC.
—b a

Logo glg(R?) = C, e portanto, p é do tipo C.
Considere a restrigao, (R?, pr), da representagao (R?, p) ao subgrupo H de

G.



2.3. REPRESENTACOES IRREDUTIVEIS DE G 86

Tome W = {(0,y)| y € R} um subespago do R%. Observe que p(h)W C W,

para qualquer h € H, isto é, R admite um subespaco H-invariante nao trivial,

entao py nao ¢é irredutivel.
Sejam A = {(z,0)] z € R}, B={(0,y)] y € R} subespagos G-invariantes

e as seguintes representagoes de H

p1: H— GL(A) e p2: H— GL(B)
—1+— [—1] —1+— [—1]

Como R? = A® B segue que pg = p1 D p2, onde p; e py sdo representagoes

irredutiveis isomorfas do tipo R, logo pg é do tipo R.

a b
Seja f € glg(R?) dada pela matriz tal que a,b,c,d € R.

c d
' a b 0 -1 0 1 a b
foli) = po(i) = =
c d 1 0 -1 0 c d
a b
— f=
b —a
1 0
Portanto, tome f = e teremos que (U, p) é o-auto dual.
0 -1

Portanto, este é um exemplo SD-CR, do Teorema (2.3.1).

Exemplo 2.3.3. Sejam G = H X Zy e (U, 7g) uma representagdo irredutivel

de H do tipo K.

Estenda esta, para duas representacoes nao isomorfas de G, denotadas
(U,77) e (U,77), onde Zy age trivialmente sobre U e como —I, respectiva-

mente. Isto é, para cada g = (h,2) € G

Ti(h, 1) =7u(h) e 7y(h,—1) = Tu(h),
7_(h,1) = —7g(h) e 7_(h,—1) = —74(h).
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Observe que se W é um subespaco vetorial de U tal que 7, (g)W C W para
todo g € G, segue que Ty (h)WW C W para todo h € H. Como por hipétese,
Ty € irredutivel temos que W = {0} ou W = U, logo 7., analogamente 7_, é
irredutivel.

Sejage GexeU.

Fro(9)(x) = 74(9) f(x) = Fru(h)(z) = () f(z) ¥h € H

= (U, 74) édo tipo K.

Suponha que exista f : U — U linear tal que f7.(9)(u) = 7-(9)f(u),
para qualquer g € G,u € U.
Tome g = (e, —1) € G. Assim

flre(e,=Du) = 7_(e,—1) f(u) <= f(tu(e)u) = —7g(e) f(u)
> f(u) = —f(u)

— f=0,

logo f nao ¢é invertivel e assim segue que 7, nao ¢ isomorfa a 7_.
Considere a representagao (74 ), : G — GL(U). Logo para g = (h,z) € G

temos que

1. se g € H, entao

(71)o(9) = 74(9) = Tu(h) = 7-(9),

ou seja, (74), € T— se coincidem pois ambas s@o estensao de 7y.

2. se g ¢ H, entao

(74)o(9) = —=71(9) = —7u(h) = 7-(9)-
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Portanto, a representacao c—dual de 7, é 7_ e vice-versa. Como 7, e 7_

nao sao isomorfas, temos que também nao o-auto dual.

Exemplo 2.3.4. Seja (W, ) uma representacdo irredutivel do tipo K do grupo
compacto de Lie I'. Seja H=TxT eU =W @& W.

Defina uma representagao 74 de H sobre U por 7i(71,72) = m(71) ® 7(72).
Olhando para m(7;) e w(7y2) como restri¢oes da representacao de H temos que
Ty ¢ a soma direta de duas representagoes nao isomorfas de H do tipo K.

Se G denota o produto semi-direto Zy X (I' x I'), onde a ac¢ao de Zy sobre
H =T x T é gerada pela fungao r : (y1,7%2) — (72, 71)-

Estenda a representacao 74 de H sobre U = W&W para uma representacao
7 de G por requerendo 7(7)(wy, we) = (waq, wy).

Esta é uma representacao de G do tipo K e também fornece exemplos de
SD-RR, SD-CC e SD-HH no Teorema (2.3.1).

Vejamos que o caso com G =Dy e H = 7y x Zs do Exemplo (2.1.5) é para
este tipo com K = R.

De fato, primeiramente observe que neste caso I' = Zo, W = R e
U=R&R=R%

Seja (R, ) uma representacao irredutivel do tipo R do grupo compacto de

Lie Z4 dada por

7 Zy — GL(R)
1+— [1]

—1l— [_1]7

Defina uma representacao 7y de H sobre R? por

T Ly X Ty — GL(R?)

() 0
0 m(72)

(71,72) = (1) ® 7(72) =
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Observe que a representacao m(7y;) nao é isomorfa a representacao m(7s).

De fato, suponha que exista f tal que para qualquer v;,72 € Zs e x € R

f(r(y)a) = m(y2) f ().
Em particular para vy = 1 e 75 = —1 temos que
fr(Vz) =7n(-1)f(z) = f(z) = —f(z),Ve e R= f =0,

ou seja, f nao é invertivel. Portanto, 7(7y;) ndo é isomorfa a representagao

m(72).

Temos que G = Dy = Zy x H. Assim a representacao 7y de H sobre

U =W & W estendida para uma representacao 7 de GG é dada por

7Dy — GL(R?)
(1, 1) — 74 (R)
<_17h) — _TH(h)a

tal que para h = (71,72) segue que

TH('YL'YZ) = W<%) ! )
0 m(72)
_TH(’717'72) = 0 le)
m(72) 0

Como G =< a, 8 > e H =< o?, a3 > usando a representacao acima temos

que
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gr— 1(—1,(1,1)) =

Considere a aplicacao f dada pela matriz com a,b,c,d € R tal

que

fr(g) =0o(g)r(9)f, Vg € G.

1. Seg=a ¢ H, entao o(g) = —1.

a b
= = tal que a,b e R.

a b 01 0 -1 a b
b —a 10 -1 0 b —a
a 0
= f = tal que a € R.
0 —a
. . /7 0
Portanto, basta tomar a matriz invertivel f = que teremos o
0 —1

isomorfismo entre as representagoes 7 e 7, ou seja, a representacao 7 é o—auto

dual.

Vejamos que glg(R?) é isomorfo a R.
De fato, considere a aplicacao F' dada pela matriz com

x,y, z,w € R. Logo
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0 —1

1. Se g = segue que
1 0
Ty 0 -1 0 —1 Ty
z w 1 0 1 0 z w
r -y
— F = tal que x,y € R.
Yy x
2. Se g = , entao
r —y 01 0 1 T -y
Yy 10 10 Yy
x
0 =z

Portanto, glg(R?) é isomorfo a R e pelo Lema (1.4.1) segue que 7 é uma
representacao do tipo R.

Assim concluimos que este é um exemplo SD-RR.



Capitulo 3

Dinamica dos Sistemas Lineares

Reversiveis Equivariantes

Nesse capitulo estudaremos a dinamica dos sistemas lineares reversiveis
equivariantes. Da teoria classica dos sistemas dinamicos sabemos que a dinami-
ca de um sistema linear fica completamente determinada por seus autovalores.
Faremos uma andlise dos possiveis autovalores em uma classe particular de
funcoes R—lineares o—reversiveis.

Inicialmente veremos as condigoes para que dois sistemas lineares tenham
a mesma dinamica, ou seja, condigoes para que seus fluxos lineares sejam

topologicamente conjugados.

3.1 Fluxos Topologicamente Conjugados

Nesta secao estaremos estudando um pouco sobre teoria de estabilidade,
nocoes de fluxo de um sistema linear e também quando dois fluxos sao topologi-
camente conjugados e semelhantes. Para isto apresentaremos alguns teoremas
e defini¢oes necessarias para se obter o teorema que mostra quando dois fluxos

sao topologicamente conjugados.
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Consideremos uma equagao diferencial linear da forma
T = Ax. (3.1)
Temos que a solucao de (3.1) é dada por
z(t) = ez, (3.2)

Definicao 3.1.1. A aplicacio et : R® — R" pode ser considerada como
descrevendo o movimento dos pontos xy € R™ ao longo das trajetorias de

(3.1). Esta aplica¢ao é chamada de fluzo do sistema linear (3.1).

Definicao 3.1.2. Se todos os autovalores da matriz A, n x n tem parte real
nao nula, entdo o fluzo et : R* — R™ € chamado uma fluzo hiperbdlico e

(3.1) € chamado sistema linear hiperbdlico.

Teorema 3.1.1. Seja A uma matriz real n X n e considere a equagdo © = Ax.

Os sequintes resultados sao equivalentes.

1. Existe uma norma || ||« sobre R™ e uma constante a > 0 tal que para

toda condi¢ao inicial x € R™ a solugao satisfaz

leta [l< e |l @ ||, V¢ > 0

2. Para qualquer norma || || existe constantes a > 0 e C' > 1 tal que para

toda condi¢ao inicial x € R™ a solugao satisfaz

letz "< Ce |z, vt >0
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3. A parte real de todos os autovalores X de A sdo negativas, ou seja,

Re(X) < 0.

Demonstragao. Ver [17], pagina 129-130.

Introduziremos o conceito de autovetor generalizado, com o objetivo de

definir os subespacos estaveis, instaveis e central.

Definicao 3.1.3. Seja A um autovalor da matriz A, n X n com multiplicidade

m < n. Entao, para algum k =1,--- ,m, toda solu¢cdo nao nula v de
(A —XDFv =0, (3.3)

¢ chamada um autovetor generalizado de A associado ao autovalor \.

Definicao 3.1.4. Seja A uma matriz n X n. Definimos o autoespacgo estdvel,

instavel e central, como seque respectivamente.

E? ={v| v € um autovetor generalizado para um autovalor A com Re(\) < 0}
EY ={v| v ¢ um autovetor generalizado para um autovalor A com Re(\) > 0}

E°={v| v ¢éum autovetor generalizado para um autovalor A com Re(\) = 0}.
Teorema 3.1.2. Seja A uma matriz real n X n. Entao,
R"=FE® E'® E°,

onde E°,E* e E° sao os subespacos estdveis, instdveis e central de (3.1),
repectivamente. Além disso E*, E* e E¢ sao invariantes com o respectivo fluzo

et de (3.1).

Demonstracgao.
Como E*@ E*® E° é o espaco gerado pelos autovetores generalizados segue
a igualdade
R"=FE°® E" @ E°.
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Mostraremos que E* é invariante pelo fluxo e4?. Os casos dos subespacos

At seguem analogamente.

E* e E° serem invariantes por e
De fato, seja v € E¥, ou seja, existe A com parte real negativa e k € N tal
que

(A= XDkv =0.

Temos por definicao que

2

At
eAt:I+At+7+---.

Assim,

Aett = eMA.

Logo,

(A= X)Fety = eM(A - Nk =0 = v € E5.

Portanto, E% ¢é invariante pelo fluxo e,

O préximo lema e proposicao relacionam a dimensao dos subespacos generali-
zados referente a um autovalor com a soma das multiplicidades algébricas deste
mesmo autovalor. Para isto para cada x € V' denotaremos por n = nil(z, N)
o menor inteiro positivo tal que N"z = 0, onde N : V. — V é um operador

nilpotente.

Lema 3.1.1. Seja n = nil(z, N). Se p(t) é um polinémio tal que p(N)z = 0,
entdo t" divide p(t), isto €, existe um polinomio py(t) tal que p(t) = t"p1(t).

Demonstracao. Ver [9], pdgina 334-335.

Proposicao 3.1.1. Seja A : V. — V uma transformacao linear tal que

V=N®& - @®N, onde N, = U Ker(A — M) para cada autovalor My

>0
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de A. Se A\ € um autovalor de A com multiplicidade ny, entdo dimFEx = ng,

onde Ey, = Ker(A— X . I)™ € o espago generalizado de A referente ao autovalor

-

Demonstracao.

Considere a restrigao da aplicagdo A sobre Vg, ou seja, a aplicagao

Vejamos algumas afirmacoes.

1. A\; é autovalor de Aj.

De fato, tome v € Ker(A — Ay ) C Ny, e assim
(A= XMeD)v =0= Av = \pv = Ayv = A\,

pois como v € Ny temos que A = Ay;.

2. A\ € o Unico autovalor de Aj.

De fato, suponha que v é um autovalor de Ay diferente de A\, assim

Ap(v) = v,

para algum v € Nj nao nulo.

Assim para qualquer j maior ou igual a zero temos que,

(Ak —)\k])jv = (Ak —)\k])(Ak —AkI)U

(& J

J V‘e,ZGS
j—1 \‘/reZGS
= (A = ML) - (Ap = M) (v = Ao
j—1 \7€Z€S

= ('Y - )\k)jv 7é 07
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pois v # Aewv # 0.
Assim temos que v nao pertence a Ny o que é absurdo. Portanto, A\, é o
unico autovalor de Ay.

3. A\, tem multiplicidade nj, como autovalor de Ay.

De fato, pois como V = N; @ - - - @ NN, entao o polinomio caracteristico
de A é igual ao produto dos polindémios caracteristicos dos A; = Ay,
com i = 1,---,q e para blocos diferentes temos autovalores diferentes,

ou seja, as ny copias de Ay sao todas autovalores de Ay.

Temos que a soma das multiplicidades algébricas dos autovalores de A, é
igual a dimensao de Ny, logo das afirmacgoes acima, temos que a dimensao de
Ny, é igual a ny.

Observe que
Ker(A — M\.I) C Ker(A— N> C---C V. (3.4)
Assim,
dim Ker(A — M\ 1) < dim Ker(A — M\ J)? < -+ < dimV < oo.

Portanto, existe n, pertencente aos naturais tal que

Ker(A — \I)™ = Ker(A— NI)", Vn >y
Ker(A — M\ )™=t £ Ker(A — A\ )™

Entao, Ny = Ker(A — \pI)"™.

Tome vy tal que,

vy € Ker(A — X\eI)™ e (3.5)
Vo Q Ker(A — )\kl)ﬁk_l.
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Dai temos que,
1. vy € Ny,
2. o polinoémio caracteristico de Ay, é dado por pi(t) = (t — A\p)™*.

Pela Algebra Linear temos que,
p(A)v =0, Vo,
onde p é o polinomio caracteristico de A. Entao, em particular para vg
pr(Ar)vg =0 = (A — )™ v = 0.

Seja p(t) = t"™. Por (3.5) temos que 7y = nil(vg, A — A\gl), isto é, ng é o
menor inteiro positivo tal que (A — A1) vy = 0.

Entao, pelo Lema (3.1.1) segue que t™ divide p(t) = t", ou seja, ny é
menor ou igual a ny.

Logo, por construcao
Ker(A — )\k)ﬁk = Ker(A — )\k)nk — N, = £}, — dimN, = dimFE}..

Portanto, a dimensao do espago Fj. é igual a ny.
|
Observacao 3.1.1. Observe que o espago generalizado Ey, = Ker(A — A\ )™

de A referente ao autovalor A\, quando X\, tem parte real negativa, positiva ou

nula, coincide com os espagos estaveis, instdveis ou central, respectivamente.

De fato, suponha que A, tem parte real negativa. Entao,

E® = {v| v é um autovetor generalizado para um autovalor Ay com Re()\;) < 0}
={v| (A= XM\J)v=0 paraalgum j=1,---,n; e Re()\) <0}

= Ker(A — M\ 1),
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onde a parte real de \; é negativa.
Claramente Fj, C E®, basta tomar j = ng.
Seja v € E°, entdo existe jo < ny tal que v € Ker(A — A1), Assim

nE = m + Jjo, onde m é um inteiro positivo menor que ny. Logo,
(A — )\kI)”’“v = (A - )\kl)m(A - )\kI)jOU = (A - )\k])m() = 0.

Portanto, F* C Ej e assim concluimos a igualdade entre esses dois sub-

espagos.

Teorema 3.1.3. Seja A uma matriz. Assuma que A induz um fluxo hiperbdlico
para a equacgao diferencial linear © = Ax onde x € R". Se B € uma matriz
n X n com entradas suficientemente proximas de A, entdo © = Bx induz um
fluxo linear hiperbolico tal que a dimensdao das particoes de A e B sdo as

mesmas.

Demonstragao.

Como por hipotese B esta suficientemente préximo de A, entao o polindmio
caracteristico de B, pp, esta suficientemente préximo do polindomio caracte-
ristico de A, pa.

Sendo assim as raizes dos polinémios p4 e pp (autovalores de A e de B,
respectivamente) também estao suficientemente préximas umas das outras.

Dai concluimos que o nimero de autovalores contados com sua multiplici-
dade com parte real positiva de A e B sao os mesmos. Analogamente, A e B
tem o mesmo numero de autovalores com parte real negativa.

Portanto, as dimensoes das parti¢oes £, £ de A sao as mesmas dimensoes

das particoes Ef, E} de B, respectivamente.
[ |

Consideraremos que dois fluxos tem as mesmas propriedades qualitativas
e assim topologicamente semelhante, se pudermos transformar continuamente

as trajetorias de um nas trajetérias do outro.
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Definigao 3.1.5. Dizemos que dois fluros ©' e ¢ sobre um espago M (M
pode ser R"™ ou alguma variedade) sao topologicamente conjugados, se eziste

um homeomorfismo h : M — M tal que
ho¢'(z) =" o h(x),Vo € M,Vt € R.

Definicao 3.1.6. Dizemos que dois fluros ¢ e ' sobre um espaco M sdo
topologicamente equivalentes, se existe um homeomorfismo h : M — M e

uma (reparametrizacao) fungdo o : R x M — R tal que
ho @0 (z) =4t o h(z),Vo € M,Vt € R,

onde assumiremos para cada x firado que a(t,x) € monotonamente decrescente

emt e é sobrejetora em todo R.

Observagao 3.1.2. Geometricamente dois fluros @' e ¢t sobre um espaco M
sao topologicamente equivalentes se existe um homeomorfismo h : M — M
que leva as trajetdrias de o' nas trajetdrias de ¢ preservando sua orientacao.
Jd no caso de serem topologicamente conjugados este homermorfismo também

preservard o tempo.

O seguinte teorema prova que dois fluxos lineares hiperbdlicos com a mesma
dimensao dos espagos estaveis e instaveis sao topologicamente conjugados, ou

seja, é possivel preservar a parametrizagao.
Teorema 3.1.4. Sejam A e B duas matrizes reais n X n.

a) Assuma que todos os autovalores de A e B tem parte real negativa.

Entao, os dois fluzos lineares e e eP sdo topologicamente conjugados.

b) Assuma que todos os autovalores de A e B tem parte real nao nula e a
dimensao da soma direta de todos 0s autoespagos com parte real negativa

¢ a mesma de A e B. (Assim a dimensao da soma direta de todos os
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autoespagos com parte real positiva é a mesma de A e B). Entdo, os dois

fluzos lineares e e B! sdo topologicamente conjugados.

c) Em particular, se todos os autovalores de A tem parte real nao nula e B
¢ suficientemente prézimo de A, entdo os dois fluzos lineares et e P!

sao topologicamente conjugados.

Demonstracao.

Por hipétese, no item a), todos os autovalores de A e B tem parte real
negativa, logo pelo Teorema (3.1.1) existem normas || |4, || ||z ¢ constantes
a,b > 0 tais que temos as estimativas

| eta fla< e ||z |la

Vit > 0. (3.6)

| Pl |lp<e™ ||z |5
Considerando t < 0 temos as estimativas

€Atl' >e—a|t| T
et laz et |z | .

I e?z || e || 2 || 5

Consideremos duas esferas

Sa=A{z [[[z]la=1} e

Sp=Az ||l [s=1}.

Aty cruzard, em algum tempo,

Afirmamos que para cada x # 0 a trajetoria e
a esfera S4 uma unica vez.
De fato, temos trés possibilidades para x com relacao a esfera Sjy.

A

1. Se || z ||a= 1, entdo temos que para t = 0 a trajetéria ez cruza a esfera

Sa.

2. Se || z ||la> 1 temos

| lim etz ||4< lim || eMz [[4< lim e ||z ||a=] 2z |4 lim e * =0.
t——+o00 t——+o0 t—-+o0 t——+o00
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Portanto,

lim etz = 0,
t——+o00

Aty se aproxima

ou seja, a medida que o tempo aumenta a trajetoria e
da origem da esfera S, logo em algum momento a trajetoria cruzara a

esfera S4.

3. Se || x ||la< 1 temos que

+oo = lim e |z |[4a< lim || ez 4= lim | e ¥z ||a= +oo.
t——+o00 t——+oo t——+o00

A

Entao, a medida que o tempo aumenta a trajetéria etz sai da esfera, e

A

como || z ||a< 1 segue que necessariamente a trajetéria e“*z cruzard a

esfera S4.

Suponha que exista xg nao nulo e os tempos 1, ty distintos, tais que

| e, la=1 e

I et2zo la =1,

Aty cruza a esfera Sy duas vezes.

ou seja, a trajetéria e
Sem perda de generalidade, consideremos t; < ts.
Tome t =t — ty € x = e 2x,.

Como t ¢é negativo, pela Estimativa (3.7)

” eAt:r: HAZ efa|t| H T HA :>H eAtlefAtgeAtng ||AZ ea(tzftl)

— el27t) < 1,

Mas to — t; > 0, logo e®*>=*) > (. Entéo,

e?t2=t) — 1 — ¢, = t,, absurdo.

A

Portanto, para cada x # 0 a trajetéria e”'z cruzard a esfera S, uma tnica

vez.
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Analogamente, para cada y # 0 trajetéria eP'y cruzard a esfera Sz também
uma unica vez.
Observe que o tempo onde || etz ||a= 1 depende continuamente de z.

A

Assim definiremos como 7(z) o tempo onde a trajetéria e'x cruzard a esfera

S para cada x # 0.

At

Sendo assim segue que 7(e*2) ¢ o tempo tal que || eA7("7)

Mo |la=1eé
dado por 7(etx) = 7(x) — t.

De fato,

|| eA('r(x)—t)eAt$ ||A:|| eAT(x)e—AteAtx HA:H eAT(x)[L' ||A: 1.

Considere o homeomorfismo entre as esferas S, e Sg dado por

ho : SA e SB
T
T — .
I {5
Observe que a inversa de hg existe e é dada por hy'(y) = || y|| .
ylla

De fato,

_ y y llyla
hooh 1(y):h0< )I =
: Tvlia) " Tulalvls

E ainda, hg e hy' sdo continuas pois sio compostas de funcoes continuas.
Agora podemos junto com o tempo 7(z), estender o homeomorfismo hy
para todo o R™.

Considere a fungao h : R® — R" dada por
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Geometricamente temos

Figura 3.1: Representagao geométrica para se obter o homeomorfismo h que torna
topologicamente conjugado os fluxos et e eP?, referente aos sistemas lineares & = Az
e & = Bux, respectivamente.

Observe que
1. Se z =0, entao h(x) = 0 e assim

h(etz) = 0 = ePlh(z) = h(eMx) = eBlh(x).
2. Se x # 0, entao

h(@At.CE) — e—BtT e hO eA‘r )
— e B(r(z)—t) hO 6A(T(x) t) At )

—BT(x Bth

(
(
(AT —At At )
(
(

ole
= ¢ BT@) Bt (AT@ )
= eBteBr@ py (AT@) )
= 'h(a)

Portanto, h(ex) = eP'h(z) para qualquer x € R".

Como 7 e os fluxos P! e et sdao continuas, segue que h é uma funcio

continua nos pontos = # 0.
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Mostremos que para x = 0 a fungao h é continua, ou seja, mostremos que
z; — 0 = h(z;) — h(0) = 0.

De fato, temos que 7(z;) = 7; é o tempo para que || eAz; [[4= 1. Pelas

estimativas (3.6) e (3.7) temos que
1= ez, [[a< e || zj ||Ja— 0 para 7; >0, absurdo.

Entao, consideremos 77, < 0. Como vimos para cada x # 0 a trajetéria
e'x cruza exatamente uma vez a esfera S, entdo para cada j existe um tnico
7; € R_ e um tnico y; € Sy tal que eAiz; = y;.

Suponhamos que |7j| < M para qualquer j e M € R. Pelo Teorema de
Bolzano Weierstrass, existe uma subsequéncia 7;, convergindo para t € R.
A sequéncia 7, estd no compacto Sy, logo existe uma subsequencia y;,  tal

que

yjim — Yo, Yo S SA-

Portanto,

eAToim Lii = Y (38)

Assim quando m tende ao infinito, temos,

T

Jim t L 0 € Yim Yo-

Logo, em (3.8)

eM0 = yg = yo = 0, absurdo.

Portanto, 7; tende a menos infinito quando z; tende a zero.

Fazendo, y; = ho(e?x;) temos que

AT e
s o=l oe™a [lo= Lo 212 .

| ez ||p
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Entao, usando a estimativa (3.6) segue que

I ;) s =Il e ho(e™™ ;) 5=l e |lsll ho(e™™ ;) ||

e g e — 0,

Logo, || h(z;) ||p converge para zero, ou seja, h(z;) converge para zero
quanto x; converge para zero. Portanto, h é continua em zero.

Sejam x,y tais que h(xz) = h(y).

Se x = 0, entao 0 = h(z) = h(y), ou seja, y = 0. Portanto, h é injetora
para x = 0.

Suponha que x # 0. Entao,
h(y) = h(z) #0 =y # 0.
Considere 7(z) = T e observe que
h(e“ x) = e"h(x) = e""h(y) = h(e"y) = h(e" z) = h(e"Ty). (3.9)
Como vimos 7(er) = 7 —t, logo 7(eA7x) = 7 — 7 = 0, entdo

I B(ema) |lg =Il e 27 Dho(eA e | (3.10)
= ho(e*"2) |z

=1,

logo, h(eA™z) € Sp e por (3.9) segue que h(eTy) € Sp.

Observe que para qualquer x que nao pertence a S, sua imagem, h(zx), ndo
pertence a Sp.

De fato, suponha que exista x; nao pertencente a S, tal que sua imagem,

h(z1), pertenca a esfera Sp.
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At(z1)

Figura 3.2: Representagao geométrica, onde xo = e 1.

Pela definicao de h segue que
h(xy) = e BT@ho (A0 ) —= ho(eA™@ ) = BT@ (1) € Sp.

Mas h(x1) pertence a Sp e como 7(z1) é o tempo quando a trajetdria
eBT@)h(z) cruza a esfera Sp, segue que 7(z;) = 0. Absurdo, pois como z;
nao pertence a S, temos que 7(z7) é nao nulo.

Portanto,

h(eATy) € Sgp — eATy € Sy=T1=1(y).

Como em (3.10) temos que h(e7z) = ho(e7x), segue que
ho(e?72) = h(e?™x) = h(e?y) = ho(ey) = eNx =Ny =z =y.

Portanto, h é injetora.

Seja z € R™. Temos que existe um tinico 7(z) tal que e#7*)z € Sp.

Como hyg é sobrejetora, existe um tinico w € S4 tal que ho(w) = eB7) 2.

ATw, logo, w = ez, Assim

Tome x = e~

h(l’) — €7BTh0(€ATI> _ e*BTh()(eATefATw) _ efBTh()(w) _ e*BTeBT(Z)Z — 5

Portanto, h é sobrejetora.
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Finalmente temos que a inversa de h é continua e é dada por

e AT (PTWy) se y #0
hl(y) = "
0 se y=20

Portanto, concluimos que h é um homeomorfismo que torna os fluxos e?? e

eB* topologicamente conjugados.
No item b), pelo Teorema (3.1.2) temos que R" = E* @ E*, pois E¢ = ().
Vejamos que b) segue diretamente do item a).
De fato, também pelo Teorema (3.1.2) temos que os subespagos E5 e EY

At

sao invariantes pelo fluxo e e os subespacos Ef e E}, sao invariantes pelo

fluxo e,
Assim pelo item a) os fluxos e! e eP! restritos aos subespacos EY e E%,
respectivamente, sao topologicamente conjugados, isto é, existe um homeo-

morfismo h, : £ — Ep tal que
he(ez) = ePlhy(2),

para qualquer x € F et € R.

Observe que se os autovalores de A e B tem parte real negativa, entao os

autovalores de —A e —B tem parte real positiva e neste caso os fluxos e4! e

e~ B! sdo topologocamente conjugados.

At

De fato, basta tomar o homeomorfismo que torna os fluxos et e eB! to-

pologicamente conjugados, s6 que agora definido do susbespago E?% sobre o

sub-espaco E%, ou seja, tome h,, : E% — E} e w = —t,
ho(e x) = hy(e?x) = ePhy(z) = e Plhy(2).
Assim considere o homeomorfismo h, : £9 — E% tal que

he(e?z) = ePh, (),
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para qualquer z € E9 et € R, onde 0 = s, u.

Tome as projecoes

A . Dn o
o R" — B

T =T, DT, Lo,

assim qualquer x € R™ pode ser escrito como z = (z) @ n(x).
Utilizando as conjugacoes h,, hs e as projecoes podemos obter uma con-
jugacao sobre o espago todo.

Considere a fungao

h:R" — R"

> hy(m (2)) + B (1s(2)).

Geometricamente temos

hay
N
€T
Ty = (@) peoce , hu(zu)t--- o (@)
: EY h . B,
7Ts(33) =Ts h.s(ma)
\/
hs
B Ep

Figura 3.3: Representagao geométrica para se obter o homeomorfismo h que torna
topologicamente conjugado os fluxos et e eB?, referente aos sistemas lineares & = Az
e & = Bux, respectivamente.

Como h é soma de fungoes continuas segue que h também é continua.

A funcao inversa de h é dada pela seguinte funcao continua

Rt R — R"

y— hy (m) () + b (7 (),
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onde 72 ¢ a projeciao do R" sobre E%.

De fato,

= ha (7 (hy (ya) + 1 (ys))) + hs(ml (R () + b3 (9s)))

(
(h () + i (0 () + P (B () + 7 (B ()
(

Portanto, h o h™! = Idgn.

Seja r =z, ® s € R?, t € R, como e e eP! sdo lineares, segue que

h(etz) = hy (72 (eMz)) 4 hy(m(eMa))
= hu(ﬂf(em(xu) ® eAt(IS)) + hS(W?(eAt($U> SH eAt(xs»)
= hU(eAt(xU)) + hS<€At(xS)))

= eP'hy(1,) + ePlhy(xy)

Portanto, h comuta com os fluxos lineares e e eP* e assim concluimos que

estes sao topologicamente conjugados.

Sejam A e B satisfazendo a hipé6tese do item ¢). Assim pelo Teorema (3.1.3)
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as dimensoes das particoes de A e B sao as mesmas, ou seja,

dimF) = dimE} e

dimFEY = dimEj.

Portanto, este caso segue diretamente do item b).
[

Observacao 3.1.3. Pela Proposicio (3.1.1) e o Teorema (3.1.4) temos que
dadas duas matrizes A e B onde o nimero de autovalores (contados com suas
multiplicidades) com parte real negativa (ou parte real positiva) € igual em am-

bas, seque que o0s dois fluxos lineares et e Bt sao topologicamente conjugados.

3.2 Estudo dos autovalores

Nesta secao faremos uma andlise de como podem ser os autovalores e
suas respectivas multiplicidades para uma certa classe de funcoes R—lineares
o—reversiveis.

Focalizaremos sobre as situacoes em que temos uma representagao o—auto
dual de G e o automorfismo a é trivial. Sobre estas circunstancias mos-
traremos que o estudo dos autovalores nesta classe de fungoes R—lineares
o—reversiveis estd intimamente ligado com o estudo dos autovalores das ma-

trizes em gl(m; K).

Observagao 3.2.1. Os autovalores de uma matriz em gl(m;R) sao por defini-
cao aqueles de sua complexificacao. Existem m autovalores e se A € um au-
tovalor de wma matriz em gl(m;R), entao X € também um autovalor com a

mesma multiplicidade de \.

Observacgao 3.2.2. Uma matriz em gl(m; C) tem precisamente m autovalores

se cada um € contado de acordo com sua multiplicidade algébrica.
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Observacao 3.2.3. No caso K = C ou K = H notamos que toda matriz em
gl(m; C) pode ser representada como uwma matriz R—linear em gl(2m;R). Se A
¢ um autovalor de uma matriz complexa com multiplicidade algébrica a, entao
A e X sdo ambos autovalores da correspondente matriz em gl(2m;R), cada um

com multiplicidade algébrica igual a a.
De fato, considere o exemplo.
Exemplo 3.2.1. Seja uma funcao C—linear tal que

f:C?*—C?

(Zl, ZQ) [ — (7:21, 7:22).

Tome ¢ = {(0,1),(1,0)} uma base para C?. Entdo, a matriz da aplicagao
f na base ¢ é dada por,

Assim temos que ¢ é o unico autovalor de f com multiplicidade 2.
Consideremos a mesma funcao f, agora com uma funcao R—linear. Nesse

caso considere a base & = {(0, 1), (0,4), (1,0), (i,0)} e a matriz de f nesta base

é tal que
0 -1 0 O
1 0 0 0
/1=
0 0 0 -1
0 0 1 0

Neste caso os autovalores de f formam o par conjugado (i, —i) ambos com

multiplicidade 2. Assim concluimos esta observacao.
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Observe ainda que se uma funcao C—linear tiver um autovalor real, entao
esta mesma funcao, vista como uma funcao R—linear, terd este mesmo auto-
valor mas agora com multiplicidade dupla, pois o conjugado de um ntimero

real é ele mesmo. Veja um exemplo.
Exemplo 3.2.2. Considere a fungdo g : C* — C? tal que g(21, z2) = (iz1, 29).

Analogamente ao exemplo anterior verificamos que g, como uma funcao
C—linear, tem 1 e ¢ como seus autovalores, ambos com multiplicidade simples.
Porém como uma fungdo R—linear, seus autovalores sao (i, —i) ambos com

multiplicidade simples e 1 com multiplicidade 2.

Observagao 3.2.4. Os autovalores de uma matriz em gl(m;H) sao por defini-
cao aqueles obtidos por esquecendo a estrutura de H e olhando uma matriz em
gl(m;H) como uma fun¢ao C—linear, isto €, como uma matriz em gl(2m;C).
Existem portanto 2m autovalores. Quando consideramos uma matriz de
gl(m;H) como uma fun¢ao R—linear, esta terd o mesmo par conjugado como

autovalor, porém com multiplicidade dupla.
De fato, veja o seguinte exemplo.
Exemplo 3.2.3. Seja f : H? — H? uma fungao tal que f(g1,92) = (g1i, gai).

Pela definicao para obter os autovalores de f devemos olhé-la como uma
funcao C—linear. Sendo assim, considere uma C—base para H? dada por

B ={(1,0),(4,0),(0,1),(0,7)}, logo sua matriz em relagao a essa base é

i 00 0
0 — 0 0
1=
00 i 0
00 0 —i

O par conjugado complexo (i, —i) é formado por autovalores de multiplici-

dade dupla da aplicacao f.
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Olhando f agora como uma aplicacio R—linear, uma R—base de H? é
{(17 0)7 (27 O)a (]7 O)? (ka 0)7 (07 1)7 <07 2)7 (07.7)7 (07 k)} e a matriz de f nessa base

é a matriz

0O -1 0 0 0 O0O0 O
1 0 0 0 0 0O O
o 0 0 1 0 0O0 O
0o 0 -10 0 0O0 O
0o 0 0 0 0 10 O
0o 0 0 0 -1 00 O
0o 0 0 0 0 00 -1
0o 0 0 0 0 01 O

Nesse caso os autovalores ¢ e —i tem multiplicidade 4 cada um.

Destas observacoes acima, temos que quando uma funcao linear L de um
R—espago vetorial é obtida de uma funcao linear de um C—espago vetorial com
autovalores p; com multiplicidade a;, ela tera pares de autovalores conjugados
complexos (p;, f7;) ambos com a mesma multiplicidade a;. Se a fungao linear L
de um R—espaco vetorial vém de uma funcao linear de um H—espaco vetorial,
que tem pares de autovalores complexos (uu;, fi;) ambos com multiplicidade a;,
ela terd esses mesmos pares de autovalores conjugados complexos mas agora

ocorrendo com multiplicidade dupla.

Observacao 3.2.5. Sejam as aplicacoes A : U — U e B :V — V. Se
A ey sao autovalores de A e B respectivamente, entao Ay serd autovalor da

aplicacio AQg B : U @V — U Rk V.

De fato, como \ e v sdo autovalores de A e B respectivamente segue que

existem u € U e v € V nao nulos tais que

A(u) = u e B(v) =v.
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Tome o vetor nao nulo r = u®kg v € U @k V. Temos que

= (M) @k (yv) = (M) (u @k v) = (A\y)r.

Portanto, \y é autovalor de A ®k B.

Observacgao 3.2.6. Seja (V, p) uma representacao de G sobre V' tal que (V, p)
¢ isomorfo a m cdpias de uma representacao irredutivel (W, pw) do tipo K,
onde pw € a representacao p restrita ao subespaco W. Considerando os ca-
sos o—auto duais da Tabela (2.1) onde o automorfismo « é trivial temos que
se A € gl(m,K), entao L = Ak T € uma aplicagao o—reversivel tal que

T:W — W € dada pela Tabela (2.1).

De fato, como vimos no Capitulo 1 temos que as representacoes (V,p) e
(K™ W, 1" ®k pw ) sao isomorfas. Entao, mostraremos que L é uma aplicagao
o—reversivel com relagao a representacao (K™ @x W, 1™ ®xk pw ) e assim a menos
de isomorfismo L também serd o—reversivel com relacao a representagao (V, p).

Seja g € G como T é uma aplicagao o—reversivel segue que

L((1" @k pw)(9)) = (A@x T)(1"(9) ®x pw(9))

= (A1"(g)) @x (Tpw(9))

= (1"(9)A) @x ((g)pw (9)T)

=0(9)[(1"(9)A) ®x (pw (9)T)]

= 0(9)[(1™(9) ®k pw(9))(A® T)]
)

=o(g)(1™ ®x pw)(g)L

Com isso podemos estudar os autovalores de uma classe particular de
fungoes R—lineares o—reversiveis para cada um dos casos o—auto duais tal

que o automorfismo « ¢ trivial obtido na classificagdo dada no Teorema (2.3.1).
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Teorema 3.2.1 (Autovalores). Seja (V,p) uma representa¢ao de G sobre V
tal que a decomposicao isotipica de V' possui um unico bloco isotipico e a re-
presentacao (V, p) € isomorfa a soma direta de m copias de uma representagao
o—auto dual irredutivel (W, pw) do tipo K tal que o automorfismo « € trivial.
Denote a dimensdao de W como um espaco vetorial sobre K por r. Seja ainda
L:V — V uma funcao R—Ilinear o—reversivel dada por L = A @k T onde
A € gl(m,K) e T € dada na Tabela (2.1). Entao, os autovalores de L podem

ser determinados dos autovalores de A como seque.

(SD-RR) Se X\ € um autovalor de A com multiplicidade algébrica a, entdo
(A, =) € um par de autovalores de L com multiplicidade algébrica C;—T.
Se A € R este dd wm par real de autovalores. Caso contrdrio A\ e A ddo
um autovalor quddruplo que degenera em um par imagindrio quando \ €

maginario.

(SD-CC) Se A € um autovalor de A (como uma fun¢ao C—linear) com mul-
tiplicidade algébrica a, entdo (X, =\, X, =) € uma quddrupla de autova-

lores de L com multplicidade algébrica %.

(SD-HH) Se (A, ) é um par conjugado de autovalores de A (como uma funcdo
C—linear) com multiplicidade algébrica a, entdo (A, =\, X\, —\) ¢é uma

qudadrupla de autovalores de L com multplicidade algébrica ar.

(SD-RC) Se X\ é um autovalor de A com multiplicidade algébrica a, entao
(1A, —iX) € um par de autovalores de L com multiplicidade algébrica ar.
Se A € R este dd um par de autovalores imagindrios. Caso contrdrio
e X dao um autovalor quddruplo que degenera em wm par real quando X

€ imagindrio.

(SD-HC) Se (A, A) é um par conjugado de autovalores de A (como uma
fun¢do C—linear) com multiplicidade algébrica a, entdo (iX, —iX, i\, —i\)

¢ uma quddrupla de autovalores de L com multplicidade algébrica ar. A
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qudadrupla degenera de um par imagindrio onde X € real e de um par real

onde A é imagindrio.

Demonstracao.
Por hipdtese temos que L = A ®x T onde A € gl(m;K) e a aplicacdo
T:W — W é dada pela Tabela (2.1).

A demonstracao sera feita por casos.

1. Caso SD-RR.

Neste caso como K = R temos que L = A®g T com A € gl(m;R) e
T =1,® —1_. Assim os unicos autovalores de T sao 1 e -1 ambos com

r
multiplicidade 3 pois a dimensao de W é r.

Se A é autovalor de A com multiplicidade a, entao os autovalores de L

sao A e —\ ambos com multiplicidade %.

Temos ainda que se A € R, entdo (A, —\) é um par real de autovalores
de L. Se A € C, como A é uma matriz com entradas em R, segue que
A também é um autovalor de A e assim A e —\ também sdo autovalores
de L, ou seja, (A, =\, A, =) é uma quadrupla de autovalores para L que

degenera de um par imagindrio (A, —\), quando A é imaginério.

2. Caso SD-CC.

Para o caso SD-CC temos que L = A ®c T com A € gl(m;C) e
T=1,®—-1_jaque K=C.

Se A\ é um autovalor de A com multiplicidade a, entao A e —\ sao auto-

valores de L ambos com multiplicidade %.

Observe que neste caso L é uma fungao C—linear, pois por hipdtese Ae T
sao fungoes C—lineares. Entao, pelas observacoes vistas anteriormente,
(A, =) e os seus conjugados serdao autovalores de L, agora vista como

~ . NI ar
uma func¢ao R—linear, ambos com a mesma multiplicidade CR
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Portanto, (A, —A,\,—\) é uma quadrupla de autovalores da funcdo

R—linear L com multiplicidade %.

3. Caso SD-HH.
Temos que L=A®ugT com A€ gllmH)eT =1, & —1_.

Se ()\,X) é um par de autovalores conjugados de A com multiplicidade
a, entao (A, —\ N\, —X) ¢ uma quadrupla de autovalores de L com multi-
plicidade .

2
Por hipétese A é uma fungao C—linear, logo L é uma fungao C—linear.
Entao, pelas observagoes vistas anteriormente, como o conjugado da
quadrupla é ela mesmo, segue que (A, —\, )\, —X) sao autovalores de L

agora com multiplicidade dupla, isto é, ar.

4. Caso SD-RC.

Neste caso L = A®r T com A € gl(m,R) e T'=1i. Observe que o unico

autovalor da funcao C—linear 7" é i com multiplicidade r.

Olhando para 7" como uma funcao R—linear temos pelas observacoes
vistas anteriormente que —¢ também é um autovalor de T' com multipli-
cidade r. Entao, a fungdo R—linear T tem o par conjugado complexo

(1, —1) de autovalores ambos com multiplicidades 7.

Suponha que A é um autovalor de A com multiplicidade algébrica a,

entao (iA, —i\) sdo autovalores de L com multiplicidade ar.
Se A € R, entdo (Ai, —Ai) é um par imagindario puro de autovalores de L.

Se A € C, entdo como A é uma matriz real, A também é um autovalor
de A e assim analogamente ao que foi feito anteriormente temos que
Xi e —\i também sdo autovalores de L. Portanto, os autovalores de L
(Xi, =i, Ai, —\i) formam um autovalor quadruplo que se degenera em

um par real quando \ é imaginario.
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5. SD-HC.

1
Neste caso temos que L = A®y T, com T = e da hipodtese
0 1
A é uma funcao C—linear. Analogamente ao caso anterior, ¢ o Unico

autovalor de T com multiplicidade r.

Suponha que (), A) é um par de autovalores de A com multiplicidade a.

Entdo, o par (\i, \i) é autovalor de L com multiplicidade ar

Por hipétese A é uma fungao C—linear, logo L também é uma matriz C—
linear. Assim, (A\i, —Ai, Ai, —Ai) formam uma quadrupla de autovalores

de L ambos com multiplicidade ar.

Esta quadrupla degenera em (Ai, —Ai), isto é, um par imaginario quando

A é real e em um par real quando A é imaginario.

Conclusao.

Para se determinar a dinamica de uma aplicagao R—linear o —reversivel da
forma L = A®g T nas condigoes da Proposigao (3.2.1) basta fazer uma andlise

dos autovalores de A.
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