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equações diferenciais impĺıcitas
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Resumo

Dada uma superf́ıcie regular suave M em R
3 podemos considerá-la localmente como

imagem inversa de um valor regular de uma função suave F : R
3 → R. O contorno

aparente de M em uma dada direção coincide com a envoltória de uma famı́lia de curvas

associadas à F . O estudo destes objetos é de bastante interesse na Teoria das Singula-

ridades os quais podem ser relacionados com Equações Diferenciais Impĺıcitas (EDI’s).

Uma EDI é uma equação da forma F (x, y, p) = 0, onde p = dy
dx

e F : R3 → R é uma

função suave. Neste trabalho apresentamos um estudo sobre contorno aparente de uma

superf́ıcie regular, sobre a envoltória (envelope) de uma famı́lia de curvas e sobre equações

diferenciais impĺıcitas, objetivando analisar qual a relação entre esses três conceitos.

Palavras Chave: Contorno aparente, Envoltórias, Equações diferenciais impĺıcitas.



Abstract

Given a smooth regular surface M in R
3 we can locally consider it as an inverse

image of a regular value of a smooth function F : R3 → R. The apparent contour of

M in a given direction coincides with the envelope of a family of curves associated to

F . The study of such objects is of great interest to the Singularity Theory and it can

be related to Implicit Differential Equations (IDE’s). An IDE is an equation of the form

F (x, y, p) = 0 where p = dy
dx

and F : R3 → R is a smooth function. This work presents a

study on apparent contour of a regular surface, envelope of family of curves, and implicit

differential equations in order to analyze the relationship between them.

Key Words: Apparent contour, Envelopes, Implicit differential equations.
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Introdução

A Teoria de Singularidades se aplica a várias áreas das ciências e interage com diversas

áreas da matemática, entre as quais geometria algébrica, geometria diferencial e teoria

qualitativa de equações diferenciais ordinárias. Neste trabalho estamos interessados em

aplicar ferramentas da Teoria de Singularidades para fazer um estudo sobre equações

diferenciais impĺıcitas (EDI’s). Uma equação da forma

F (x, y, p) = 0,

onde F : U ⊂ R
3 → R é uma função suave, U é um conjunto aberto e p = dy

dx
é chamada

de equação diferencial impĺıcita. Dada uma superf́ıcie regular suave M em R
3 podemos

definir o seu contorno aparente em uma direção v como sendo a projeção no plano passando

pela origem e ortogonal a v dos pontos da superf́ıcie em que o seu plano tangente é paralelo

à direção de projeção (criminante). Temos também que a superf́ıcieM pode ser localmente

dada como imagem inversa de uma função suave F : U ⊂ R
3 → R, onde U é um conjunto

aberto. A partir de F definimos uma famı́lia de funções, a saber, Ft : V ⊂ R
2 → R, onde

Ft(x, y) = F (x, y, t) e V é um conjunto aberto. A envoltória (discriminante, envelope)

da famı́lia Ft coincide com o contorno aparente de M na direção do vetor (0, 0, 1). A

partir desses conceitos iniciais podemos construir um estudo bastante rico em informações

geométricas. Os resultados dessa parte cujas demonstrações apresentamos estão presentes

em [6], sendo que muitas vezes na forma de exerćıcios que resolvemos de forma detalhada.

Neste contexto é natural relacionarmos as EDI’s com o estudo mencionado acima da

seguinte forma: se 0 é um valor regular da EDI F , então o conjunto M = F−1(0) é uma

superf́ıcie regular suave em R
3 e portanto, podemos transferir o estudo da EDI F para

aquele feito para a geometria de M , através de resultados sobre seu contorno aparente,

seu criminante ou de seus pontos de regressão, por exemplo.

Dado um ponto q ∈ M = F−1(0), com F nas condições acima, dizemos que q é um

ponto singular da EDI se F (q) = Fp(q) = 0 (equivalentemente, q pertence ao criminante

da EDI) e é dito regular caso contrário. Se q é um ponto regular da EDI, pelo Teorema

da Função Impĺıcita, temos p = g(x, y) em uma vizinhança de q e assim, a EDI pode

xiii



ser resolvida explicitamente. Dessa forma, o caso de maior interesse se dá quando q é

singular. Em uma vizinhança de um ponto singular regular da EDI (ver Definição 3.8)

Cibrario mostrou, em [12], que a EDI pode ser escrita na forma p2 = x. Dara em [13]

mostrou que em pontos singulares não regulares existe um subconjunto aberto e denso

no espaço de todas as funções F de R
3 em R com a C3-topologia de Whitney tais que os

ponto singulares não regulares são de cinco tipos. Os três primeiros são do tipo dobra-sela,

dobra-nó e dobra-foco e os dois últimos são do tipo cúspide eĺıptica e cúspide hiperbólica.

O trabalho que segue é organizado da seguinte forma: no Caṕıtulo 1 são apresentados

os conceitos necessários para o desenvolvimento do texto: um breve estudo sobre duais

de curvas planas, seções que tratam de superf́ıcies regulares e suaves em R
3, campos de

vetores e por fim, formas diferenciais.

No Caṕıtulo 2 estudamos o contorno aparente em uma dada direção de uma superf́ıcie,

seus pontos de dobra e de cúspide, a envoltória de uma famı́lia de funções e resultados

relacionados. No Caṕıtulo 3 estudamos EDI’s relacionando-as com o que foi feito no

caṕıtulo anterior. É apresentado também um método de resolução de EDI’s para deter-

minados pontos, o Método de Legendre. Por fim, trazemos um tipo especial de EDI’s:

as Equações Diferenciais Binárias (EDB’s). Estas últimas são de especial interesse na

Geometria Diferencial de superf́ıcies regulares suaves em R
3.

xiv



Capı́tulo 1
Preliminares

Neste caṕıtulo são apresentadas noções que serão necessárias para o desenvolvimento

do trabalho. Inicialmente fazemos um estudo sobre a geometria diferencial de curvas

planas em R
2 e de superf́ıcies regulares suaves em R

3. Também são estudados campos de

vetores e formas diferenciais. As principais referências são [10], [11] e [23].

1.1 Curvas planas e duais

Nesta seção temos por objetivo estudar alguns aspectos das curvas duais de uma curva

em R
2. Posteriormente relacionaremos esse estudo com aquele que faremos sobre EDI’s.

Uma curva parametrizada diferenciável do plano é uma aplicação diferenciável γ

de classe C∞, de um intervalo aberto I ⊂ R em R
2. A variável t ∈ I é dita parâmetro

da curva e o subconjunto de R
2 dos pontos γ(t), t ∈ I é chamado traço da curva.

Exemplo 1.1 A aplicação γ(t) = (x0 + at, y0 + bt), t ∈ R onde a2 + b2 6= 0, é uma curva

parametrizada diferenciável cujo traço é uma reta passando pelo ponto (x0, y0), paralela

ao vetor de coordenadas (a, b). �

Exemplo 1.2 A aplicação γ, que para cada t ∈ R associa γ(t) = (cos t, sent) é uma curva

diferenciável, cujo traço é a circunferência S
1 de centro na origem e raio igual a 1. �

O vetor

γ′(t) = (γ′1(t), γ
′
2(t))

é chamado vetor tangente a γ em t. A curva γ é dita regular se para todo t ∈ I,

γ′(t) 6= 0.

Se γ : I → R
2 é curva regular, dizemos que está parametrizada por comprimento

de arco (ppca), se para todo t ∈ I temos ‖γ′(t)‖ = 1.

A propriedade de uma curva plana estar ppca é bastante forte, e portanto, parece ser

bem restrita. No entanto, sabemos que toda curva plana regular admite uma reparame-

1



1.1. Curvas planas e duais 2

trização, ou seja, uma mudança de coordenadas em seu domı́nio, de tal modo que neste

novo sistema de coordenadas a curva está ppca.

Os vetores tangente unitário e normal unitário de γ ppca, em t, são, respectiva-

mente,

t(t) = (γ′1(t), γ
′
2(t)) e n(t) = (−γ′2(t), γ′1(t)).

A função k : I → R definida por

k(t) = 〈t′(t), n(t)〉

é chamada de curvatura de γ em t. Por outro lado, se γ é uma curva regular qualquer,

temos:

t(t) =
(γ′1(t), γ

′
2(t))√

γ′1(t)
2 + γ′2(t)

2
, n(t) =

(−γ′2(t), γ′1(t))√
γ′1(t)

2 + γ′2(t)
2

k(t) =
−γ′′1 (t)γ′2(t) + γ′1(t)γ

′′
2 (t)√

(γ′1(t)
2 + γ′2(t)

2)3
.

Exemplo 1.3 Considere a curva regular ppca

γ(t) =

(
r cos

t

r
+ a, rsen

t

r
+ b

)
,

onde t ∈ R e r > 0, cujo traço é o ćırculo de centro (a, b) e raio r. Então, os vetores

tangente e normal unitários são dados por

t(t) =

(
−sen

t

r
, cos

t

r

)
e n(t) =

(
− cos

t

r
,−sen

t

r

)
.

Logo, k(t) = 〈t′(t), n(t)〉 = 1

r
, uma vez que t′(t) =

1

r

(
− cos

t

r
,−sen

t

r

)
. �

Definição 1.4 Seja γ : I → R
2 uma curva regular. Dizemos que γ tem uma inflexão

ordinária (resp. de ordem maior) em t = t0 se k(t0) = 0 e k′(t0) 6= 0 (resp. k(t0) =

k′(t0) = 0).

Exemplo 1.5 Seja f : I → R uma função suave e I ⊂ R um intervalo aberto. Defina

γ(t) = (t, f(t)). Claramente γ é uma curva suave e regular. A curva γ possui uma inflexão

ordinária (resp. de ordem maior) em t = t0 se, e somente se, f ′′(t0) = 0 e f ′′′(t0) 6= 0

(resp. f ′′(t0) = f ′′′(t0) = 0). De fato, temos

k(t) =
f ′′(t)

(1 + f ′(t)2)
3
2

e k′(t) =
f ′′′(t)(1 + f ′(t)2)

3
2 − 3

2
f ′′(t)(2f ′(t)f ′′(t))

1
2

(1 + f ′(t))3
.

Assim, k(t0) = 0 e k′(t0) 6= 0 se, e somente se, f ′′(t0) = 0 e f ′′′(t0) 6= 0. Da mesma forma,

k(t0) = k′(t0) = 0 se, e somente se, f ′′(t0) = f ′′′(t0) = 0. �



1.1. Curvas planas e duais 3

Seja L o conjunto das retas orientadas no plano, identificado com o subconjunto S
1 ×

R ⊂ R
3, onde a cada ponto (a, λ) ∈ S

1×R associamos a reta dada pela equação 〈x, a〉 = λ,

com orientação dada pelo vetor obtido da rotação de π
2
do vetor a, no sentido horário.

Note que os pontos (a, λ) e (−a,−λ) estão associados a mesma reta, no entanto essas

retas possuem sentidos opostos (ver Figura 1.1).

a

a
λ

|λ|

S
1

S
1

λ > 0

λ < 0

Figura 1.1: Retas orientadas.

Dada uma curva plana regular γ temos, para cada ponto γ(t), uma reta tangente

orientada dada pela equação 〈x, n(t)〉 = 〈γ(t), n(t)〉. Através da associação feita acima, a

esta reta tangente associamos o ponto (n(t), 〈γ(t), n(t)〉) de S
1 × R. À esse subconjunto

de S
1 × R dá-se o nome de curva dual de γ. A curva dual de γ está relacionada com a

curva pedal de γ, definida por α(t) = 〈γ(t), n(t)〉n(t) (ver Figura 1.2).

|〈γ(t), n(t)〉|γ(t)

n(t)

〈γ(t), n(t)〉n(t)

O

Figura 1.2: Curva Pedal.

Consideremos a aplicação p : S1 × R → R
2 definida por p(a, λ) = λa. Então p é um

recobrimento duplo, isto é, p é cont́ınua, p(S1 ×R) = R
2 e, para cada p ∈ R

2, existe uma

vizinhança U ⊂ R
2 de p tal que p−1(U) = V1 ∪ V2, onde V1 e V2 são conjuntos abertos

disjuntos de S
1 × R e a restrição de p a cada Vi, i = 1, 2, é um homeomorfismo.

A imagem da curva dual de γ por essa aplicação é exatamente o traço da curva pedal.

Logo, a aplicação p pode ser usada para analisar curvas duais localmente. No entanto,



1.1. Curvas planas e duais 4

devemos observar que essa associação não nos diz sobre a orientação das retas tangentes

à curva γ.

Note que quando a curva γ passa pela origem de R
2 em t, então o ponto da curva

dual δ em t é (n(t), 0) e o da pedal é α(t) = (0, 0). Supondo que γ não passa pela origem,

então a curva pedal α de γ é regular exceto nos pontos de inflexão de γ. De fato, como

α(t) = 〈γ(t), n(t)〉n(t) e assumindo sem perda de generalidade que γ está ppca, temos:

α′(t) = (〈t(t), n(t)〉+ 〈γ(t), n′(t)〉)n(t) + 〈γ(t), n(t)〉n′(t)
= −k(t)(〈γ(t), t(t)〉n(t) + 〈γ(t), n(t)〉t(t)).

Suponha, por absurdo, que k(t) 6= 0. Dessa forma temos

〈γ(t), t(t)〉 = 〈γ(t), n(t)〉 = 0 ⇔ γ(t) = (0, 0),

o que é um absurdo. Portanto, se γ(t) 6= (0, 0) temos que a pedal deixa de ser regular

somente nos pontos em que k(t) = 0, ou seja, nos pontos de inflexão de γ.

Exemplo 1.6 Seja γ : R → R
2 dada por γ(t) = (cos t, sen t), ou seja, γ é uma para-

metrização por comprimento de arco de S
1 em R

2, como no Exemplo 1.2. Calculemos a

curva dual de γ. Os vetores tangente e normal unitários são, respectivamente,

t
′(t) = (−sen t, cos t) e n(t) = (− cos t,−sen t).

Dessa forma,

〈γ(t), n(t)〉 = − cos2 t− sen2t = −1,

e assim, a curva dual δ de γ é dada por

δ(t) = (− cos t,−sen t,−1),

cujo traço está contido no cilindro S
1 × R em R

3. Note que a curva pedal α de γ é dada

por α(t) = (cos t, sen t) e que p(δ(t)) = (cos t, sen t), ou seja, p(δ(t)) = α(t). Observe

ainda que α é regular, uma vez que kγ(t) = 1, para todo t ∈ R. �

Exemplo 1.7 Seja γ : R → R
2 dada por

γ(t) =

(
a

t√
a2 + b2

+ x0, b
t√

a2 + b2
+ y0

)

a parametrização por comprimento de arco da reta que passa pelo ponto (x0, y0) e tem

como vetor diretor o vetor (a, b). Os vetores tangente e normal unitários são, respectiva-

mente,

t
′(t) =

(
a√

a2 + b2
,

b√
a2 + b2

)
e n(t) =

(
− b√

a2 + b2
,

a√
a2 + b2

)
.
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Dessa forma, 〈γ(t), n(t)〉 = ay0 − bx0√
a2 + b2

e a curva dual δ de γ é dada por

δ(t) =

(
− b√

a2 + b2
,

a√
a2 + b2

,
ay0 − bx0√
a2 + b2

)

e a curva pedal α é dada por

α(t) =

(−b(ay0 − bx0)

a2 + b2
,
a(ay0 − bx0)

a2 + b2

)

e portanto, p(δ(t)) = α(t). Observe também que α é uma curva não regular pois kα(t) = 0,

para todo t ∈ R (γ′′(t) = (0, 0)). �

Pode ser mostrado (ver [6] p.166) que, a menos de um difeomorfismo, a curva pedal α

e, portanto, a dual de γ é:

(i) uma curva regular em R
2, nos pontos de γ que não são de inflexão;

(ii) uma cúspide ordinária em R
2, ou seja, uma curva cujo traço é difeomorfo ao traço

de β : I → R
2, β(t) = (t2, t3), nos pontos de inflexão ordinária de γ.

Exemplo 1.8 Seja γ : R → R
2 dada por γ(t) = (t, t3 +1). Sabemos do Exemplo 1.5 que

γ tem uma inflexão ordinária em t0 = 0. O vetor normal unitário de γ em t é dado por

n(t) =

( −3t2√
1 + 9t4

,
1√

1 + 9t4

)
,

e assim, as curvas pedal e dual de γ são dadas, respectivamente, por:

α(t) =

(
6t5 − 3t2

1 + 9t4
,
−2t3 + 1

1 + 9t4

)
e

δ(t) =

( −3t2√
1 + 9t4

,
1√

1 + 9t4
,
−2t3 + 1√
1 + 9t4

)
.

Portanto, da figura abaixo (Figura 1.3), podemos observar que a curva pedal α e, conse-

quentemente, a curva dual δ são, a menos de um difeomorfismo, uma cúspide ordinária,

como esperado.

�

Observação 1.9 Seja γ(t) = (t, f(t)), onde f : I → R é uma função suave, t0 ∈ I ⊂ R

é um intervalo aberto e que não possui uma inflexão em t0. As curvas pedal e dual de γ

são, respectivamente:

α(t) =

(
tf ′(t)− f(t)

1 + f ′(t)2

)
(f ′(t),−1) e

δ(t) =

(
−f ′(t)√
1 + f ′(t)2

,
1√

1 + f ′(t)2
,
−tf ′(t) + f(t)√

1 + f ′(t)2

)
.
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Figura 1.3: Curvas pedal e dual do Exemplo 1.8, respectivamente.

Ao invés de estudarmos localmente a curva dual de γ usando a curva pedal, podemos

também analisá-la da seguinte maneira: a reta tangente a γ em t satisfaz

〈(x, y), (−f ′(t), 1)〉 = 〈(t, f(t)), (−f ′(t), 1)〉,

ou seja, −f ′(t)x+ y = −tf ′(t) + f(t). Então, a curva

t 7→ (−f ′(t), tf ′(t)− f(t))

pode ser considerada como a dual de γ em R
2. No lugar da aplicação p definida anterior-

mente, tome a aplicação que associa a cada reta dada pela equação a1x + y = λ o ponto

(a1,−λ) ∈ R
2. Além disso, cada reta tangente à curva dual em t corresponde, via a asso-

ciação acima, ao ponto (t, f(t)) ∈ R
2, ou seja, a dual da dual é identificada com a curva

original γ. De fato, do mesmo modo como procedemos para a curva γ, podemos encontrar,

para cada t, a reta tangente a δ. A equação dessa reta é dada por tx+y = −f(t), uma vez

que f ′′(t0) 6= 0 (essa condição é equivalente a dizer que γ não tem ponto de inflexão em

t0, ver Exemplo 1.5). Novamente, aplicando a identificação, obtemos para cada t o ponto

(t, f(t)), ou seja, de acordo com que t varia, esses pontos descrevem o traço da curva γ

em R
2 (Ver [6], seção 5.3 (7)).

1.2 Superf́ıcies regulares em R
3

Definição 1.10 Um subconjunto S ⊂ R
3 é uma superf́ıcie regular se para cada p ∈ S,

existe uma vizinhança V de p em R
3 e uma aplicação χ : U → V ∩ S, definida por

χ(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)),

de um aberto U de R
2 sobre V ∩ S ⊂ R

3 tal que χ é um homeomorfismo diferenciável

e para todo q ∈ U , a diferencial dχq : R2 → R
3 é injetiva, ou seja, para todo q ∈ U a

aplicação χ é uma imersão.

A aplicação χ é chamada de parametrização ou um sistema de coordenadas lo-
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cais em uma vizinhança de p. A vizinhança V ∩S de p em S é chamada uma vizinhança

coordenada (ver Figura 1.4).

S

V

χ

U ⊂ R
2

Figura 1.4: Figura da Definição 1.10.

O campo de vetores unitários definidos por

N(u, v) =
χu × χv

‖χu × χv‖
(u, v)

é chamado normal associado.

Exemplo 1.11 A esfera unitária

S
2 = {(x, y, z) ∈ R

3; x2 + y2 + z2 = 1}

é uma superf́ıcie regular. De fato, seja a aplicação χ+
3 : U → R

3 dada por

χ+
3 (u, v) = (u, v,

√
1− (u2 + v2)),

definida no aberto U = {(u, v) ∈ R
2; u2 + v2 < 1}. Então χ+

3 satisfaz as condições da

definição:

• χ+
3 (U) = S

2 ∩ H
+
3 , onde H

+
3 = {(x, y, z) ∈ R

3; z > 0} é um aberto de R
3.

• χ+
3 é diferenciável, pois 1− (u2 + v2) > 0 para todo (u, v) ∈ U .

• ∂(x, y)

∂(u, v)
(q) =

∣∣∣∣∣
1 0

0 1

∣∣∣∣∣ = 1 6= 0 para todo q ∈ U , ou seja, dχq é injetiva para todo

q ∈ U .

• χ+
3 é um homeomorfismo, pois χ+

3 é uma bijeção cont́ınua sobre S2∩H
+
3 e (χ+

3 )
−1 =

π|
S2∩H

+
3

é cont́ınua, onde π : R3 → R
2 é a projeção sobre o plano (x, y) dada por

π(x, y, z) = (x, y).
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Podemos cobrir a esfera com seis parametrizações similares a esta. Para isso, considere

as aplicações

χ+
1 , χ

−
1 , χ

+
2 , χ

−
2 , χ

+
3 , χ

−
3 : U → R

3

dadas por

χ±
1 (u, v) = (±

√
1− (u2 + v2), u, v);

χ±
2 (u, v) = (u,±

√
1− (u2 + v2), v);

χ±
3 (u, v) = (u, v,±

√
1− (u2 + v2)).

De modo análogo ao feito para χ+
3 podemos provar que χ±

1 , χ
±
2 e χ−

3 são parametrizações

de S
2 sobre S

2 ∩ H
±
1 , S2 ∩ H

±
2 e S

2 ∩ H
−
3 , respectivamente, onde

H
+
1 = {(x, y, z) ∈ R

3; x > 0}; H
−
1 = {(x, y, z) ∈ R

3; x < 0};
H

+
2 = {(x, y, z) ∈ R

3; y > 0}; H
−
2 = {(x, y, z) ∈ R

3; y < 0};
H

+
3 = {(x, y, z) ∈ R

3; z > 0}; H
−
3 = {(x, y, z) ∈ R

3; z < 0},

são abertos de R
3. Como

χ+
1 (U) ∪ χ−1

1 (U) = S
2 − {(x, y, z) ∈ S

2; y2 + z2 = 1 e x = 0};
χ+
2 (U) ∪ χ−1

2 (U) = S
2 − {(x, y, z) ∈ S

2; x2 + z2 = 1 e y = 0};
χ3
1(U) ∪ χ−1

3 (U) = S
2 − {(x, y, z) ∈ S

2; x2 + y2 = 1 e z = 0},

temos

S
2 = χ+

1 (U) ∪ χ+
2 (U) ∪ χ−1

2 (U) ∪ χ3
1(U) ∪ χ−1

3 (U).

Logo, S2 é uma superf́ıcie regular suave (ver Figura 1.5). �

x

S
2

z

1

1

1

y

Figura 1.5: Figura do Exemplo 1.11.

Uma ferramenta para encontrarmos exemplos de superf́ıcies regulares é a proposição
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abaixo, que nos diz que o gráfico de uma função diferenciável z = f(x, y) é uma superf́ıcie

regular diferenciável.

Proposição 1.12 Se f : U → R é uma função diferenciável em um conjunto aberto

U ⊂ R
2, então o gráfico de f , isto é, o subconjunto de R

3 dado por (x, y, f(x, y)) para

(x, y) ∈ U , é uma superf́ıcie regular.

Demonstração. Ver [10], p. 68. �

Exemplo 1.13 O parabolóide hiperbólico

P = {(x, y, z) ∈ R
3; z = y2 − x2}

é uma superf́ıcie regular. De fato, basta tomarmos a função diferenciável f : R2 → R

definida por f(x, y) = y2 − x2. O parabolóide hiperbólico será o gráfico de f , e portanto,

uma superf́ıcie regular (ver Figura 1.6). �

x

P

z

y

Figura 1.6: Figura do Exemplo 1.13.

O próximo resultado garante que se a ∈ F (U) é um valor regular de uma função

diferenciável F : U ⊂ R
3 → R, ou seja, se para todo p ∈ U tal que F (p) = a, a aplicação

dFp : R
3 → R é sobrejetiva, o conjunto F−1(a) é uma superf́ıcie regular em R

3.

Proposição 1.14 Se F : U ⊂ R
3 → R é uma função diferenciável e a ∈ F (U) é um

valor regular de F , então F−1(a) é uma superf́ıcie regular em R
3.

Demonstração. Ver [10], p. 69. �
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Exemplo 1.15 A proposição anterior nos permite mostrar de uma outra maneira que a

esfera S
2 é uma superf́ıcie regular. De fato, S2 = F−1(0), onde

F (x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 1

é uma função diferenciável e 0 é um valor regular de F , uma vez que ∇F (x, y, z) =

(2x, 2y, 2z) e ∇F = 0 se, e somente se, (x, y, z) = (0, 0, 0) que não pertence à F−1(0). �

Observação 1.16 É importante notar que F−1(a) pode ser uma superf́ıcie regular suave

sem que a ∈ R seja um valor regular. Tome, por exemplo, a função F : R3 → R dada

por F (x, y, z) = y2. Neste caso, 0 não é um valor regular de F , no entanto o conjunto

F−1(0) é o plano (x, z), uma superf́ıcie regular suave em R
3.

O próximo resultado garante que, localmente, qualquer superf́ıcie S ⊂ R
3 regular e

suave pode ser definida implicitamente, ou seja, pode ser dada como imagem inversa de

uma função suave.

Teorema 1.17 Seja S ⊂ R
3 uma superf́ıcie regular suave. Para cada ponto p ∈ S, existe

um aberto V ⊂ R
3, contendo p, e uma aplicação F : V → R, suave, tal que 0 é um valor

regular de F e S ∩ V = F−1(0).

Demonstração. Ver [18], p. 51. �

Seja F : V ⊂ S → R uma função, definida em um subconjunto aberto V de uma

superf́ıcie regular S. Então F é diferenciável em p ∈ V se, para alguma parametrização

χ : U ⊂ R
2 → S, com p ∈ χ(U) ⊂ V , a composição F ◦ χ : U ⊂ R

2 → R é diferenciável

em χ−1(p).

Dizemos que uma aplicação cont́ınua ϕ : V1 ⊂ S1 → S2, de um conjunto aberto V1 de

uma superf́ıcie regular S1 em uma superf́ıcie regular S2, é diferenciável em p ∈ V1 se,

dadas parametrizações

χ1 : U1 ⊂ R
2 → S1, χ2 : U2 ⊂ R

2 → S2,

com p ∈ χ1(U1) e ϕ(χ(U1)) ⊂ χ2(U2), a aplicação

χ−1
2 ◦ ϕ ◦ χ1 : U1 → U2

é diferenciável em q = χ−1
1 (p).

Exemplo 1.18 Seja S uma superf́ıcie regular suave e V ⊂ R
3 um conjunto aberto tal

que S ⊂ V . Seja F : V ⊂ R
3 → R uma função diferenciável. A restrição de F a S é uma

função diferenciável sobre S. De fato, para qualquer p ∈ S e qualquer parametrização



1.2. Superf́ıcies regulares em R
3 11

χ : U ⊂ R
2 → S em p, a função F ◦ χ : U → R é diferenciável. Podemos tomar, por

exemplo, a função altura relativa a um vetor unitário u ∈ R
3, h : S → R, dada por

h(p) = 〈p, v〉, p ∈ S. O número h(p) é a altura de p ∈ S relativa ao plano normal a u e

passando pela origem de R
3. �

Exemplo 1.19 Sejam S1 e S2 superf́ıcies regulares suaves. Suponha que S1 ⊂ V ⊂ R
3,

onde V é um conjunto aberto de R
3, e que ϕ : V → R

3 seja uma função diferenciável

tal que ϕ(S1) ⊂ S2. Então a restrição ϕ|S1
: S1 → S2 é uma aplicação diferenciável. De

fato, dado p ∈ S1 e parametrizações χ1 : U1 → S1, χ2 : U2 → S2, com p ∈ χ1(U1) e

ϕ(χ1(U1)) ⊂ χ2(U2), temos que a aplicação

χ−1
2 ◦ ϕ ◦ χ1 : U1 → U2

é diferenciável. Considere, por exemplo, a aplicação diferenciável ϕ : R3 → R
3 dada por

ϕ(x, y, z) = (xa, yb, cz), onde a, b e c são números reais não nulos. Dessa forma, a restrição

ϕ|S2 é uma aplicação diferenciável da esfera

S
2 = {(x, y, z) ∈ R

3; x2 + y2 + z2 = 1}

sobre o elipsóide

E =

{
(x, y, z) ∈ R

3;
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1

}
.

�

Entendemos por vetor tangente à S em p o vetor tangente α′(0) de uma curva para-

metrizada diferenciável α : (−ε, ε) → S, com α(0) = p.

Proposição 1.20 Seja χ : V → S uma parametrização de S e seja q ∈ V . O subespaço

vetorial de dimensão 2,

dχq(R
2) ⊂ R

3,

coincide com o conjunto de vetores tangentes à S em χ(q).

Demonstração. Ver [10], p. 98. �

O plano dχq(R
2) não depende da parametrização χ. O plano plano tangente à S em

p, denotado por TpS, é o plano passando por p e paralelo ao plano dχq(R
2). A escolha de

uma parametrização χ determina uma base {χu, χv} de TpS, chamada de base associada

à χ.

Sabemos que se a ∈ F (U) é um valor regular da função F : U ⊂ R
3 → R, então o

conjunto F−1(a) é uma superf́ıcie regular em R
3. Vamos agora enunciar um resultado

que nos possibilita calcular o plano tangente à essa superf́ıcie dada implicitamente em um

ponto pertencente à superf́ıcie.
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Proposição 1.21 Sejam F : U ⊂ R
3 → R uma função diferenciável, a ∈ F (U) um valor

regular e S = F−1(a). O plano tangente à S em p ∈ S é paralelo ao plano dado pelo

núcleo da transformação linear dFp : R
3 → R, ou seja,

TpS = p + ker dFp = p+ {(x, y, z) ∈ R
3; dFp(x, y, z) = 0}.

Demonstração. Ver [6], p. 80. �

Exemplo 1.22 Seja S ⊂ R
3 uma superf́ıcie regular dada implicitamente por S = F−1(0),

onde F : U ⊂ R
3 → R é uma função diferenciável e 0 ∈ F (U) é um valor regular de F . O

plano tangente à S em p = (x0, y0, z0) é vertical, ou seja, TpS é paralelo ao vetor (0, 0, 1)

se, e somente se, Fz(p) = 0. De fato, como ∇F (p) é normal à S em p,

∇F (p) ⊥ (0, 0, 1) ⇔ 〈∇F (p), (0, 0, 1)〉 = 0 ⇔ Fz(p) = 0.

Vamos mostrar que a condição para TpS ser vertical é equivalente à condição para a

aplicação projeção no plano (x, y) deixar de ser um difeomorfismo local em p.

Considere a aplicação π : S → R
2 definida por π(x, y, z) = (x, y). Vamos mostrar que

se p ∈ S é tal que Fz(p) = 0, ou seja, TpS é vertical, então π deixa de ser um difeomorfismo

local em p. De fato, considere χ : U ⊂ R
2 → R

3 uma parametrização de S e (u0, v0) ∈ U

tal que χ(u0, v0) = p. Por definição, a aplicação π é um difeomorfismo local se a composta

π ◦ χ : U → R
2 o é.

A matriz Jacobiana de π ◦ χ no ponto (u0, v0) é dada pela matriz

B =

(
a11 a12

a21 a22

)
,

onde os termos dessa matriz são os termos das duas primeiras linhas da matriz Jacobiana

de χ em (u0, v0).

Pelo Teorema da Aplicação Inversa, basta mostrarmos que B é invert́ıvel se, e somente

se, (0, 0, 1) /∈ dχ(u0,v0). Mostrar a equivalência acima é o mesmo que mostrar que:




a11 a12

a21 a22

a31 a32



(
λ1

λ2

)
=




0

0

1


 ⇔ det(B) = 0.

Para a primeira implicação temos que o sistema tem solução não trivial, mas o sistema

formado pelas duas primeiras linhas (em outras palavras, formado pela matriz B) só

admite a solução trivial, logo det(B) = 0. Para a rećıproca, se det(B) = 0 uma das

linhas da matriz maior é combinação linear das outras. Retirando-a, o sistema que sobra
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possui uma única solução, que também satisfaz a equação retirada, concluindo assim a

equivalência. �

Exemplo 1.23 Considere a superf́ıcie S = F−1(0) dada pela função diferenciável

F (x, y, z) = y − z3 + xz.

O vetor gradiente de F é dado por por ∇F (x, y, z) = (z, 1, x − 3z2) 6= 0, para todo

(x, y, z) ∈ R
3, o que nos garante que F−1(0) é de fato uma superf́ıcie regular. Os pontos

p ∈ S para os quais o plano tangente TpS é vertical são os pontos que satisfazem F (p) =

Fz(p) = 0, ou seja, os ponto em que x = 3z2 e y = −2z3. Podemos parametrizar esses

pontos por uma curva em R
3 cujo traço está contido em S: γ(t) = (3t2,−2t3, t). A

imagem da projeção dessa curva no plano (x, y) é uma cúspide (ver Figura 1.7). �

Figura 1.7: Figura do Exemplo 1.23.

Vamos enunciar um importante resultado, o Teorema de Sard. A notação ֌ indica

que o domı́nio é um conjunto aberto.

Teorema 1.24 (Teorema de Sard) Seja f : Rn ֌ R
p uma aplicação suave. Então o

conjunto de valores não regulares de f é um conjunto de medida nula em R
p, isto é, tem

medida zero no sentido da medida de Lebesgue.

Demonstração. Ver [6], p. 73. �

Uma aplicação do Teorema de Sard é o seguinte:

Corolário 1.25 Genericamente, um sistema com q equações e p incógnitas tal que p < q

não tem solução.
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Demonstração. Considere o sistema






f1(x1, · · · , xp) = a1
...

...

fq(x1, · · · , xp) = aq ,

onde cada fi : R
p → R é diferenciável. Defina f : Rp ֌ R

q por f(x) = (f1(x), · · · , fq(x)).
Pelo Teorema de Sard é de se esperar que a = (a1, · · · , aq) ∈ R

q seja valor regular de f .

Mas neste caso, x ∈ f−1(a) implica que x é ponto regular de f , ou seja, dfx é sobrejetora,

o que é absurdo, pois p < q e dessa forma, f−1(a) = ∅. Assim, é de se esperar que o

sistema dado não tenha solução. �

1.3 Campos de vetores

O objetivo dessa seção é apresentar algumas definições acerca de campos de veto-

res, definições estas de grande utilidade posterior no estudo das equações diferenciais

impĺıcitas, estas últimas apresentadas no Caṕıtulo 3.

Definição 1.26 Um campo de vetores em um conjunto aberto V de uma superf́ıcie

regular S é uma correspondência que associa a cada p ∈ V um vetor X(p) ∈ TpS. O campo

de vetores é dito diferenciável em p se para alguma parametrização χ : U → χ(U) de

S em p as funções a, b : U → R dadas por

X(χ(u, v)) = a(u, v)χu(u, v) + b(u, v)χv(u, v),

são diferenciáveis em q, onde χ(q) = p.

Observação 1.27 A definição acima independe da escolha da parametrização χ : U →
χ(u) de S em p.

Exemplo 1.28 Seja S o toro de revolução obtido girando o ćırculo

{
(y − a)2 + z2 = r2

x = 0

em torno do eixo z. Então o campo de vetores X em S que associa a cada p ∈ S o

vetor unitário tangente ao meridiano, que passa por p, em p é diferenciável. De fato, seja

χ : (0, 2π)× (0, 2π) → S a parametrização de S dada por

χ(u, v) =
(
(a+ r cos

u

r
) cos v, (a+ r cos

u

r
)senv, rsen

u

r

)
.
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então, X(χ(u, v)) = χu(u, v), pois χu(u, v) é o vetor tangente ao meridiano que passa por

χ(u, v), em χ(u, v) e

‖χu(u, v)‖ =
∥∥∥
(
−sen

u

r
cos v,−sen

u

r
senv, cos

u

r

)∥∥∥ = 1.

Logo, X é diferenciável em χ((0, 2π)× (0, 2π)). De modo análogo, podemos provar que

X é diferenciável nos outros pontos do toro. �

Definição 1.29 Uma curva parametrizada α : I → V é uma trajetória de X se α′(t) =

X(α(t)), para todo t ∈ I.

Definição 1.30 Um ponto p ∈ V é um ponto singular do campo de vetores X se

X(p) = 0.

Podemos classificar pontos singulares de um campo X a partir de sua parte linear,

ou seja, se X : R2 → R
2 é um campo de vetores dado por X(x, y) = (a(x, y), b(x, y)), a

matriz de sua parte linear é dada por

JX(p) =

(
ax(p) ay(p)

bx(p) by(p)

)
,

onde ax, ay e bx, by são as derivadas parciais de a e b com respeito a x e y, respectivamente.

O determinante de JX(p) é dado por det JX(p) = ax(p)by(p)−ay(p)bx(p), o traço por

T (p) = ax(p) + by(p) e definimos o número ∆p por ∆p = T 2 − 4 detJX(p).

Definição 1.31 Seja X : R2 → R
2 um campo de vetores diferenciável. Um ponto singular

p de X é dito ser não degenerado se det JX(p) 6= 0. Caso contrário, p é dito um ponto

singular degenerado. Se p é um ponto singular não degenerado, temos a seguinte

classificação:

• O ponto p é uma sela se det JX(p) < 0, ∆p > 0 e T (p) ∈ R.

• O ponto p é um nó se det JX(p) > 0, ∆p > 0 e T (p) 6= 0.

• O ponto p é um foco se det JX(p) > 0, ∆p < 0 e T (p) 6= 0.

• O ponto p é um centro se det JX(p) > 0, ∆p < 0 e T (p) = 0.

• O ponto p é um nó impróprio se det JX(p) > 0, ∆p = 0 e T (p) 6= 0.

Dois campos de vetores X : U ⊂ R
2 → R

2 e Y : V ⊂ R
2 → R

2, onde U e V são

abertos, são topologicamente equivalentes se existe um homeomorfismo h : U → V
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Sela Foco

Centro Nó impróprio

Nó

Figura 1.8: Figura da Definição 1.31: retratos de fase

que leva as trajetórias de um nas trajetórias do outro. Se além disso, tivermos satisfeita

a igualdade

h ◦ ϕt(p) = ψs(h(p)),

onde ϕt(p) (resp. ψs(h(p))) é a trajetória do campo X (resp. Y ) que passa por p em t = 0

(resp. h(p) em s = 0), então eles são ditos topologicamente conjugados.

Sabemos do Teorema de Grobman-Hartman (ver [20]) que se p é uma singularidade não

degenerada que não é centro de um campo X : U ⊂ R
2 → R

2, onde U é um aberto, então,

em uma vizinhança deste ponto, o campo não linear X é topologicamente conjugado ao

campo dado pela sua parte linear numa vizinhança de 0. Sabemos também que no espaço

de campos de vetores de classe Cr, munido da topologia Cr, o conjunto de campos de

vetores cujas singularidades são não degeneradas e não são centros é aberto e denso (ver

[20]).

Exemplo 1.32 Considere o campo X : R2 → R
2 dado por

X(x, y) = (x2 + y2 − 2, x2 − y).

Os pontos singulares de X são p1 = (1, 1) e p2 = (−1, 1). Vamos classificar essas singula-

ridades.

(i) Para o ponto p1 = (1, 1), ao calcularmos a parte linear do campo obtemos

JX(p1) =

(
2 2

2 −1

)
.
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Dessa forma, conclúımos que det JX(p1) = −6, T (p1) = 1 e ∆p1 = 25. Portanto, p1

é uma sela.

(ii) Para o ponto p2 = (−1, 1), ao calcularmos a parte linear do campo obtemos

JX(p2) =

(
−2 2

−2 −1

)
.

Dessa forma, conclúımos que det JX(p2) = 6, T (p2) = −3 e ∆p2 = −15. Portanto,

p2 é um foco. �

1.4 Formas diferenciais

Vamos fazer nessa seção uma introdução sobre formas diferenciais, apresentando o que

será necessário para o prosseguimento do trabalho.

Seja E um espaço vetorial sobre R de dimensão finita n. Denota-se por E∗ = L (E,R)

o espaço vetorial dos funcionais lineares F : E → R, o qual chamamos de espaço dual

de E o qual satisfaz dimE∗ = dimE.

Dada uma base B = {u1, . . . , un} de E, existe uma base B∗ = {F1, . . . , Fn} de E∗

chamada base dual de B satisfazendo:

Fi(uj) = δij , onde δij =

{
0, se i 6= j

1, se i = j
.

Logo, dado u ∈ E com u =

n∑

i=1

α1ui, segue da forma como foi contrúıda a base dual

que Fi(u) = αi, para i ∈ {1, . . . , n}. Consequentemente:

u = F1(u)u1 + · · ·+ Fn(u)un.

Dessa forma, dado um funcional linear F ∈ E∗, F =

n∑

i=1

βiFi, segue que F (ui) = βi,

para i ∈ {1, . . . , n}. Assim,

F = F (u1)F1 + · · ·+ F (un)Fn.

Exemplo 1.33 Sejam U ⊂ R
n um aberto e f : U → R uma função diferenciável em U .

Sua diferencial em x ∈ U é o funcional linear df(x) ∈ (Rn)∗ dado da seguinte maneira:

Fixada a base canônica B = {e1, . . . , en} de R
n e dado v ∈ R

n, com v =

n∑

i=1

αiei,
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temos:

df(x) · v = ∂f

∂v
(x) = 〈∇f(x), v〉 =

n∑

i=1

∂f

∂xi
(x)αi.

Denotemos por B∗ = {dx1 . . . , dxn} ⊂ (Rn)∗ a base dual de B. Como

df(x) · ei =
∂f

∂xi
(x),

então a expressão de df(x) em termos da base B∗ é

df(x) =

n∑

i=1

∂f

∂xi
(x)dxi.

�

Definição 1.34 Uma forma diferencial de grau 1, ou uma 1-forma diferencial,

definida em um aberto U ⊂ R
n é uma aplicação ω que a cada x ∈ U associa um funcional

linear ω(x) (ou simplesmente ωx) em (Rn)∗.

Assim, dada ω uma 1-forma diferencial em U , existem funções ai : U → R, i = 1, . . . , n,

tais que

ω(x) = ωx =
n∑

i=1

ai(x) dxi , (1.1)

onde {dx1, . . . , dxn} ⊂ (Rn)∗ é a base dual da base canônica de R
n. Consequentemente,

para i = 1, . . . , n, temos:

ai(x) = ω(x) · ei = ωx(ei) .

A classe de diferenciabilidade de ω é Cr quando as funções ai acima forem de classe

Cr.

Exemplo 1.35 Considere a 1-forma ω : U → (R2)∗, onde U é um aberto de R2 dada por

ω(x1, x2) = −x2dx1 + x1dx2. A classe de diferenciabilidade de ω é C∞, uma vez que as

funções a1(x1, x2) = −x2 e a2(x1, x2) = x1 são funções de classe C∞. �

Sejam ω : U → (Rn)∗ uma 1-forma definida no aberto U ⊂ R
n e u ∈ R

n dado por

u = (u1, . . . , un). Temos

ωx(u) =
n∑

i=1

ai(x)dxi(u)

=

n∑

i=1

ai(x)ui

= 〈(a1(x), . . . , an(x)), (u1, . . . , un)〉 .
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Para cada x ∈ U , o núcleo de ωx é o conjunto

ker ωx = {u ∈ R
n ; ωx(u) = 0} .

Exemplo 1.36 Seja ω : U → (R2)∗ a 1-forma dada no Exemplo 1.35. O núcleo de ωx é

dado por

kerωx = {u ∈ R
2; 〈u, (−x1, x2)〉 = 0}.

�

Dada uma 1-forma ω : U ⊂ R
n → (Rn)∗, ela associa a cada x ∈ U o funcional linear

ωx. Se este funcional é não nulo, o seu núcleo kerωx é um subespaço de dimensão (n− 1)

em R
n. Em particular, se n = 3 o conjunto kerωx é um plano passando pela origem.

Dessa forma, dada uma 1-forma ω como acima, quando n = 3 temos um campo de planos

associado, a saber os planos kerωx.

Exemplo 1.37 Considere em R
3 as coordenadas x, y e p e a 1-forma ω = dy− pdx. Seja

q = (x0, y0, p0) ∈ R
3. O conjunto kerωq é um plano do campo de planos dado por ω = 0

em R
3. Dessa forma, um ponto (a, b, c) pertence ao plano kerωq se, e somente se,

0 = ωq(a, b, c) = b− p0a ⇔ p0a = b.

Consequentemente, (a, b, c) ∈ kerωq, se e somente se,

(a, b, c) = (a, p0a, c) = a(1, p0, 0) + c(0, 0, 1).

Portanto, o plano kerωq é gerado pelos vetores (1, p0, 0) e (0, 0, 1). �



Capı́tulo 2
Contorno aparente e envoltórias

Estudaremos neste caṕıtulo o contorno aparente de uma superf́ıcie, a envoltória de

uma famı́lia de funções e os duais, conceitos estes que serão posteriormente relacionados

com equações diferenciais impĺıcitas. As referências usadas neste estudo são [6] e [16],

onde podemos encontrar os resultados que aqui detalharemos.

Observamos que, neste caṕıtulo, sempre que formos nos referir à derivada parcial

de uma função com relação à uma variável, por exemplo t, usaremos a notação
∂F

∂t
,

reservando assim a notação Ft para outro objetivo, a menos de menção contrária.

2.1 Contorno aparente e envoltórias

Definição 2.1 Sejam M uma superf́ıcie regular suave em R
3 e v ∈ R

3 um vetor fixado.

O conjunto

Cv = {q ∈M ; TqM é paralelo a v}

é chamado de conjunto criminante de M na direção v. Seja Γ o plano perpendicular

a v pela origem. O conjunto dos pontos de Γ que são imagem da projeção ortogonal do

criminante de M em Γ é chamado de contorno aparente de M na direção v (ver

Figura 2.1).

Observação 2.2 Neste trabalho tomaremos v = (0, 0, 1). No entanto se tomarmos uma

direção u qualquer, basta aplicarmos uma rotação (a qual preserva a geometria da su-

perf́ıcie estudada) de modo que o vetor u seja levado no no vetor v. Dessa forma o cri-

minante e o contorno aparente de uma superf́ıcie na direção u terão a mesma geometria

(em particular, serão difeomorfos) àqueles na direção v.

Exemplo 2.3 Seja M a superf́ıcie dada como imagem inversa do valor regular 0 da

função diferenciável F : R3 → R dada por F (x, y, t) = t3 + xt + y. Note que, de fato, 0

é valor regular de F , uma vez que
∂F

∂y
(x, y, t) 6= 0, para todo (x, y, t) ∈ R

3. Calculemos

20
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Cv

M

v

Γ

Figura 2.1: Exemplo de contorno aparente.

o criminante e o contorno aparente na direção v = (0, 0, 1) de M . Os pontos q ∈ M tais

que TqM é paralelo ao vetor v são aqueles em que 〈∇F (q), v〉 = 0, onde ∇F (q) é o vetor

gradiente de F em q, ou seja,
∂F

∂t
(q) = 0. Portanto, q = (x, y, t) deve satisfazer x = −3t2

e y = 2t3. Assim obtemos:

Cv = {(−3t2, 2t3, t) ∈ R
3; t ∈ R}.

Consequentemente, o contorno aparente de M na direção v é o conjunto

{(−3t2, 2t3) ∈ R
2; t ∈ R}.

Note que o conjunto acima é uma cúspide. �

M

Cv

Figura 2.2: Contorno aparente do Exemplo 2.3.

Fixemos o sistema canônico de coordenadas ortogonais (x, y, t) em R
3. Seja F : R3 →

R uma função suave, 0 um valor regular de F eM = F−1(0) uma superf́ıcie regular suave.

Considere a aplicação CF : R3 → R
2, chamada de aplicação criminante, definida por

CF (x, y, t) =

(
F (x, y, t),

∂F

∂t
(x, y, t)

)
. (2.1)
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A proposição a seguir nos dá condições que garantem que o criminante e o contorno

aparente de uma superf́ıcie regular M na direção v = (0, 0, 1) são, localmente, curvas

suaves e regulares.

Proposição 2.4 Seja F : R3 → R suave e 0 um valor regular de F . Considere a su-

perf́ıcie regular M = F−1(0) e v = (0, 0, 1). Suponha que
∂2F

∂t2
(q) 6= 0, para todo q ∈ Cv.

Então o criminante e o contorno aparente de M na direção v são, localmente, curvas

regulares suaves.

Demonstração. O criminante Cv de M é dado como C
−1
F (0, 0), onde CF é a aplicação

criminante dada em (2.1). De fato, q ∈ C
−1
F (0, 0) se, e somente se, F (q) = 0 e

∂F

∂t
(q) = 0.

Essas condições são equivalentes à dizer que q ∈ M e que o plano tangente à M em q é

paralelo ao vetor v = (0, 0, 1), respectivamente. Seja q ∈ Cv. Logo, como 0 é valor regular

de F , então
∂F

∂x
(q) 6= 0 ou

∂F

∂y
(q) 6= 0. Assim, como a matriz Jacobiana de CF em q é

JCF (q) =




∂F

∂x
(q)

∂F

∂y
(q)

∂F

∂t
(q)

∂2F

∂t∂x
(q)

∂2F

∂t∂y
(q)

∂2F

∂t2
(q)


 (2.2)

e
∂2F

∂t2
(q) 6= 0 por hipótese, então JCF (q) tem posto máximo e, consequentemente, (0, 0)

é valor regular de CF . Portanto, Cv é uma curva regular suave. Consideremos a projeção

canônica π : R3 → R
2 dada por π(x, y, t) = (x, y). Pelo o Teorema da Aplicação Impĺıcita

aplicado à CF existe um aberto U de R3 contendo q tal que podemos escrever as variáveis

t e y em função de x em Cv ∩U (assumindo, sem perda de generalidade, que
∂F

∂y
(q) 6= 0).

Assim, em π(Cv ∩ U), y é uma função suave de x, ou seja, π(Cv ∩ U) é localmente uma

curva suave regular em R
2. �

Seja F : R2 × R ֌ R suave. Para cada t ∈ R, considere a função Ft : R
2 ֌ R dada

por

Ft(x, y) = F (x, y, t).

Assim, a partir de F obtemos uma famı́lia de funções Ft. Suponhamos que 0 é valor

regular de cada Ft. Obtemos assim uma famı́lia de curvas regulares em R
2 (pois, se

F (q) = 0, então
∂F

∂x
(q) 6= 0 ou

∂F

∂y
(q) 6= 0). Ainda mais, 0 é um valor regular de F e

M = F−1(0) é uma superf́ıcie regular suave em R
3. Nosso intuito neste momento é definir

e estudar a envoltória da famı́lia Ft. Veremos que a envoltória dessa famı́lia coincide com

o contorno aparente na direção do vetor v = (0, 0, 1) da superf́ıcie suaveM = F−1(0), cujo

plano tangente em q é vertical, isto é, paralelo ao eixo t se, e somente se, 〈∇F (q), v〉 = 0

(
∂F

∂t
(q) = 0). Com as considerações acima, temos:
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Definição 2.5 A envoltória ou discriminante da famı́lia de funções Ft definida por

F é o conjunto:

D =

{
(x, y) ∈ R

2; ∃ t ∈ R com F (x, y, t) =
∂F

∂t
(x, y, t) = 0

}
.

Exemplo 2.6 Considere a função F (x, y, t) = x cos t+y sent−cos t sent. Como∇F (x, y, t) =
(cos t, sent,−x sent+ y cos t+ sen2t− cos2 t) então 0 é um valor regular de Ft, para cada

t ∈ R. Assim, F define implicitamente uma superf́ıcie em R
3 chamada helicóide. Para

encontrarmos a envoltória da famı́lia Ft basta resolvermos o sistema:

{
x cos t + y sent− cos tsent = 0

−x sent + y cos t+ sen2t− cos2 t = 0
.

Aplicando a regra de Cramer, podemos mostrar que a envoltória de F é dada pelo conjunto

D = {(x, y) ∈ R
2; x

2
3 + y

2
3 = 1},

que no plano (x, y) é o traço da curva plana conhecida como astróide (ver Figura 2.3).�

x

y

Figura 2.3: Astróide do Exemplo 2.6.

Exemplo 2.7 Considere a curva γ = (γ1, γ2) : I ⊂ R → R
2 ppca. Defina a seguinte

famı́lia de curvas em R
2: para cada ponto γ(t) tome o ćırculo centrado em γ(t) e que

passa pela origem (0, 0).

Assumindo que a origem não pertence ao traço de γ, ou seja, γ(t) 6= (0, 0) para todo

t ∈ I, então cada ćırculo da famı́lia acima pode ser dado como o conjunto Ct = F−1
t (0),

onde F (x, y, t) = ‖(γ1(t)−x, γ2(t)−y)‖2−‖(γ1(t), γ2(t))‖2 e 0 é um valor regular de cada

função Ft(x, y) = F (x, y, t).

A envoltória D da famı́lia Ft é dada pelo conjunto

D = {(0, 0)} ∪ {v = (x, y) ∈ R
2; v = 2〈γ(t), n(t)〉n(t), t ∈ I},
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onde n(t) é o vetor normal untitário de γ em t. De fato,

∂F

∂t
(x, y, t) = 2〈γ′(t), γ(t)−X〉 − 2〈γ′(t), γ(t)〉 = −2〈γ′(t), X〉,

onde X = (x, y). Assim,
∂F

∂t
(x, y, t) = 0 se, e somente se, X = λn(t), λ ∈ R. De

F (x, y, t) = 0 obtemos −2〈γ(t), X〉 + ‖X‖2 = 0 e como ‖X‖2 = λ2 temos λ = 0 ou

λ = 2〈γ(t), n(t)〉. É importante ressaltar que a envoltória não depende da parametrização,

ou seja, se γ é uma curva que não está parametrizada por comprimento de arco, basta

tomarmos uma reparametrização β : J ⊂ R → R
2 dada por β = γ ◦h−1, onde h : J → I é

um difeomorfismo e de modo que β esteja parametrizada por comprimento de arco. Dessa

forma Dβ = {(0, 0)} ∪ {v = (x, y) ∈ R
2; v = 2〈β(s), nβ(s)〉nβ(s), s ∈ J}. Calculando a

envoltória Dγ para F (x, y, t) = ‖(β ◦ h)(t) − (x, y)‖2 − ‖(β ◦ h)(t)‖2 obtemos Dγ = Dβ.

Os cálculos são omitidos pois são análogos aos feitos anteriormente.

Agora note que 〈γ(t), n(t)〉n(t) é o pé da perpendicular baixada da origem na reta

tangente à curva γ em t. Consequentemente, a envoltória da famı́lia Ft é o conjunto dos

pontos obtidos pela reflexão de (0, 0) em relação a reta tangente à γ em t, para cada t. O

lugar geométrico desses pontos é a curva chamada de ortotômica de γ relativa a (0, 0).

Logo, a ortotômica é obtida por uma expansão radial de fator 2 da curva pedal, definida

por α(t) = 〈γ(t), n(t)〉n(t). �

É bastante pertinente questionar sobre a relação entre cada curva Ct = F−1
t (0) e a

envoltória D . Esta informação será obtida posteriormente.

Observação 2.8 Segue das Definições 2.1 e 2.5 que a envoltória da famı́lia Ft é o con-

torno aparente na direção v = (0, 0, 1) da superf́ıcie regular M = F−1(0). Portanto, a

envoltória é localmente uma curva regular suave em R
2 nos pontos π(q), onde q ∈ Cv,

∂2F

∂t2
(q) 6= 0 e π é a projeção ortogonal nas duas primeiras coordenadas.

Exemplo 2.9 Dada a função F (x, y, t) = x cos t + y sent− cos t sent, como no Exemplo

2.6, vimos queM = F−1(0) é um helicóide em R
3 e a envoltória de F é dada pelo astróide

no plano (x, y). A partir da observação anterior conclúımos que o astróide é o contorno

aparente na direção do vetor v = (0, 0, 1) do helicóide M . �

Exemplo 2.10 Considere a função F (x, y, t) = t2 + x2 + y2 − 1. Como ∇F (x, y, t) =

(2x, 2y, 2t), então 0 ∈ R é valor regular de Ft se, e somente se, Ft(0, 0) 6= 0, isto é, t 6= ±1.

Neste caso, a superf́ıcie F−1(0) é a esfera unitária S
2. A envoltória da famı́lia Ft = 0,

para t 6= ±1 (portanto, o contorno aparente na direção do vetor v = (0, 0, 1) de S
2) é o

ćırculo unitário S
1 no plano (x, y) (ver Figura 2.4). �
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x

y

t

S
2

S
1

O

Figura 2.4: D = {(x, y) ∈ R
2; x2 + y2 = 1}.

Observação 2.11 (A envoltória E2) Seja F : R2 × R ֌ R suave. Na Definição 2.5

estudamos a envoltória D da famı́lia Ft. Vamos agora definir a envoltória E2, definição

esta com um maior apelo geométrico. Veremos que E2 ⊂ D.

A envoltória E2 é o conjunto dos pontos (x, y) ∈ R
2 para os quais existe uma curva

regular γ : R, t0 → R
2 (essa notação é usada para denotar que o domı́nio é uma vizinhança

de t0) com γ(t0) = (x, y) e, para todo t no domı́nio de γ, são válidas as seguintes condições:

(i) γ(t) ∈ Ct, onde Ct = F−1
t (0), portanto Im(γ) ⊂ Ct;

(ii) As retas tangentes à Ct e à γ em γ(t) coincidem.

γ(t0)

E2 Ct0

Figura 2.5: Envoltória E2.

Note que a primeira condição é equivalente à F (γ(t), t) = 0 e que a segunda é equiva-

lente à Im(dγ(t)) = ker dFt(γ(t)), ou ainda,

∂F

∂x
(γ(t), t)γ′1(t) +

∂F

∂y
(γ(t), t)γ′2(t) = 0,
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onde γ(t) = (γ1(t), γ2(t)). Seja γ(t) ∈ E2. Derivando F (γ(t), t) = 0 em t, obtemos

∂F

∂x
(γ(t), t)γ′1(t) +

∂F

∂y
(γ(t), t)γ′2(t) +

∂F

∂t
(γ(t), t) = 0

e, portanto,
∂F

∂t
(γ(t), t) = 0, ou seja, γ(t) ∈ D. Mostramos assim que E2 ⊂ D.

Exemplo 2.12 Seja F (x, y, t) = (x − t)2 + y2 − 1. As curvas Ct = F−1
t (0) são, para

cada t ∈ R, um ćırculo no plano (x, y) de raio 1 centrado em (t, 0). Como
∂F

∂t
(x, y, t) =

−2(x− t), então

D = {(x, y) ∈ R
2; y = ±1},

ou seja, a envoltória da famı́lia Ft é um par de retas paralelas ao eixo x. Vamos calcular

agora a envoltória E2 para este exemplo. Podemos tomar a curva parametrizada γ : R →
R

2 dada por γ(t) = (t, 1) ou por γ(t) = (t,−1). Claramente γ satisfaz as duas condições

da definição da envoltória E2, garantindo assim que

E2 = {(x, y) ∈ R
2; y = ±1}.

�

x

y

Ct

Figura 2.6: Figura do Exemplo 2.12.

Exemplo 2.13 Seja F : R2 × R ֌ R dada por F (x, y, t) = x − tk. Note que 0 é valor

regular de Ft para todo t ∈ R pois
∂F

∂x
(x, y, t) = 1 para todo (x, y, t). Vamos mostrar que

E2 = ∅. Suponha que (x0, y0) ∈ E2, ou seja, existe uma curva γ = (γ1, γ2) : R, t0 → R
2 tal

que γ(t0) = (x0, y0) e que satisfaz as duas condições da definição. Da segunda condição

obtemos que γ1(t) = c, onde c ∈ R, uma vez que
∂F

∂y
(x, y, t) = 0 para todo (x, y, t).

Agora, da primeira condição temos

F (γ1(t), γ2(t), t) = F (c, γ2(t), t) = c− tk = 0,
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e portanto, t também é constante, o que é um absurdo. Neste exemplo mostramos que

E2 = ∅, mas D = {(x, y) ∈ R
2; x = 0} 6= ∅. �

O próximo resultado nos diz que se aplicarmos um difeomorfismo h na coordenada t

de uma função F , onde 0 é um valor regular da famı́lia Ft, 0 também será valor regular de

G(x, y, t) = F (x, y, h(t)), e além disso, a envoltória da nova famı́lia de funções Gt(x, y) =

G(x, y, t) permanecerá a mesma.

Proposição 2.14 Sejam F : R2 × R ֌ R suave e 0 um valor regular de Ft, para todo

t ∈ R. Suponha que h : R → R é um difeomorfismo e defina G : R2×R ֌ R, G(x, y, t) =

F (x, y, h(t)). Nessas condições, 0 é valor regular de cada função Gt e DF = DG.

Demonstração. Considere a aplicação H : R
2 × R ֌ R

3 definida por H(x, y, t) =

(x, y, h(t)). Dessa forma, a função G fica definida como G = F ◦H . Derivando a expressão

anterior obtemos: 



∂G

∂t
(x, y, t) =

∂F

∂t
(x, y, h(t))h′(t)

∂G

∂x
(x, y, t) =

∂F

∂x
(x, y, h(t))

∂G

∂y
(x, y, t) =

∂F

∂y
(x, y, h(t))

.

Como 0 é valor regular de cada função Ft,
∂F

∂x
(x, y, h(t)) 6= 0 ou

∂F

∂y
(x, y, h(t)) 6= 0 e,

portanto, 0 é valor regular de cada Gt. Temos também
∂G

∂t
(x, y, t) = 0 se, e somente se,

∂F

∂t
(x, y, h(t)) = 0, pois h é difeomorfismo, ou seja, h′(t) 6= 0 para todo t ∈ R. Logo, se

existe t1 tal que G =
∂G

∂t
= 0 em (x, y, t1), então existe t2 = h(t1) tal que F =

∂F

∂t
= 0

em (x, y, t2). A rećıproca é válida pois, como h é difeomorfismo, t1 = h−1(t2) e, portanto

DF = DG. �

Sejam F : R2 × R ֌ R suave e 0 valor regular de Ft, para todo t ∈ R.

Definição 2.15 A projeção π :M → R
2 dada por π(x, y, t) = (x, y), onde M = F−1(0) é

chamada de aplicação dobra. O conjunto Σ ⊂ R
2×R de pontos singulares da aplicação

dobra (os pontos q ∈ M tais que F (q) =
∂F

∂t
(q) = 0) é chamado de conjunto dobra de

F .

Exemplo 2.16 Considere a função

F (x, y, t) = (x− t)2 + (y − t2)2 −
(
t2 + (t2 − 1

4
)2
)
.

A famı́lia de curvas Ct obtida a partir de F é a famı́lia de ćırculos no plano (x, y) passando

por (0, 1
4
) e centrados na parábola y = x2. Vamos encontrar o seu conjunto dobra.
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Reescrevendo a função F e calculando a derivada
∂F

∂t
(x, y, t), obtemos:





F (x, y, t) = x2 − 2xt + y2 − 2yt2 +
1

2
t2 − 1

16
∂F

∂t
(x, y, t) = −2x− 4yt+ t

.

Igualando as expressões a zero, podemos isolar x na segunda, ou seja, x = 1
2
(t− 4yt).

Substituindo na primeira temos−4t2+64y2t2+16y2−1 = 0, e assim, (16y2−1)(4t2+1) = 0.

Consequentemente y = ±1
4
. A partir dos valores de y encontrados, pode-se concluir que

o conjunto dobra é dado por

Σ =

{(
0,

1

4
, t

)
; t ∈ R

}
∪
{(

t,−1

4
, t

)
; t ∈ R

}

Nesse exemplo Σ é uma curva regular suave (desconexa) mesmo nos pontos onde
∂2F

∂t2
=

−4y + 1 = 0, mas a projeção em R
2 da parte que anula a segunda derivada é um ponto

isolado da envoltória. Portanto, a parte suave da envoltória é a projeção dos pontos de Σ

onde
∂2F

∂t2
6= 0 (ver Figura 2.7). �

x

x

y

y

t

πΣ

Σ

D

D
(0, 1

4
)

(0,− 1

4
)

Figura 2.7: Figura Exemplo 2.16.

Observação 2.17 Note que o conjunto dobra de F coincide com o criminante na direção

v = (0, 0, 1) da superf́ıcie M = F−1(0) e, consequentemente, a envoltória D da famı́lia

Ft é dada pela projeção por π do conjunto dobra em R
2, ou seja, D = π(Σ). Além disso,

segue da Proposição 2.4 que, se
∂2F

∂t2
6= 0, então Σ = C

−1
F (0, 0) é uma curva regular suave

contida em M , onde CF é aplicação criminante definida como em (2.1).
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No próximo resultado respondemos à questão que deixamos em aberto anteriormente:

a relação entre cada curva Ct e a envoltória D de uma famı́lia de funções Ft.

Proposição 2.18 Sejam F e Ft tomadas como acima. Então a reta tangente à π(Σ)

coincide com a reta tangente da curva Ct.

Demonstração. Seja q = (x0, y0, t0) ∈ Σ. A reta tangente à π(Σ) em (x0, y0) é a projeção

da reta tangente à Σ em q que, por sua vez, é paralela ao núcleo de dCF (q), com CF dada

como em (2.1). Logo, um vetor diretor (ζ1, ζ2, τ) da reta tangente à Σ em q satisfaz:





∂F

∂x
(q)ζ1 +

∂F

∂y
(q)ζ2 = 0

∂2F

∂x∂t
(q)ζ1 +

∂2F

∂y∂t
(q)ζ2 +

∂2F

∂t2
(q)τ = 0

.

Se (ζ1, ζ2, τ) é diretor da reta tangente à Σ em q, então (ζ1, ζ2) é vetor diretor de π(Σ)

pois satisfaz a primeira equação. Por outro lado, se (ζ1, ζ2) é diretor da reta tangente à

π(Σ), basta tomarmos

τ = −

(
∂2F

∂x∂t
(q)ζ1 +

∂2F

∂y∂t
(q)ζ2

)

∂2F

∂t2
(q)

e as duas equações serão satisfeitas, concluindo a demonstração. �

Conclúımos assim que a parte da envoltória correspondendo à (x, y, t) ∈ Σ, próxima

de (x0, y0, t0), onde
∂2F

∂t2
(x0, y0, t0) 6= 0 é curva regular na vizinhança de todo ponto onde

CF tem posto máximo, em particular, onde a derivada segunda é não nula. O mesmo

ocorre para a curva discriminante. Na proposição que faremos logo a seguir, ainda temos

que o criminante é, sob uma condição, localmente uma curva regular, mesmo nos pontos

onde a segunda derivada se anula. Queremos saber sobre a curva discriminante.

Definição 2.19 Um ponto (x, y) ∈ D é chamado ponto de regressão se existe t tal

que (x, y, t) ∈ Σ e
∂2F

∂t2
(x, y, t) = 0. Os pontos de D que não são pontos de regressão são

chamados de regulares.

Exemplo 2.20 No Exemplo 2.6, os pontos de regressão são os pontos (±1, 0) e (0,±1).

De fato,
∂2F

∂t2
(x, y, t) = −x cos t−y sent+4 cos t sent. Substituindo as equações F (x, y, t) =

∂F

∂t
(x, y, t) = 0 na equação acima, obtemos os pontos mencionados. �

Exemplo 2.21 No Exemplo 2.16, onde calculamos a envoltória da famı́lia de ćırculos

centrados na parábola y = x2 e passando por (0, 1
4
), vimos que

∂2F

∂t2
(x, y, t) = 1 − 4y.

Portanto, o único ponto de regressão é (0, 1
4
). �
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Proposição 2.22 Considere a função F suave e a famı́lia Ft onde 0 é um valor regular

de Ft, como nos resultados anteriores. Suponha que
∂2F

∂t2
(q) = 0 e que a aplicação CF

definida como em (2.1) é uma submersão em q = (x0, y0, t0) ∈ Σ. Nessas condições, a

reta tangente à Σ em q tem como vetor diretor o vetor v = (0, 0, 1). Além disso, os pontos

de regressão são aqueles em que a envoltória deixa de ser regular.

Demonstração. Note que mesmo tendo
∂2F

∂t2
(q) = 0 o conjunto dobra Σ ainda é, em

uma vizinhança de q, uma curva regular suave, uma vez que Σ = C
−1
F (0, 0) e CF é uma

submersão em q, por hipótese. Sabemos que a reta tangente à Σ em q é paralela ao núcleo

de dCF (q). Seja v = (v1, v2, v3) um vetor diretor da reta. Temos então:




∂F

∂x
(q)

∂F

∂y
(q)

∂F

∂t
(q) = 0

∂2F

∂x∂t
(q)

∂2F

∂y∂t
(q)

∂2F

∂t2
(q) = 0







v1

v2

v3


 =

(
0

0

)
.

Como por hipótese CF é uma submersão em q e a terceira coluna da matriz é nula,

a submatriz que resta possui determinante diferente de zero. O sistema linear obtido

para calcular o núcleo da diferencial é homogêneo o que garante, pelo observado acima,

que v1 = v2 = 0 e v3 ∈ R. Portanto a solução é dada pelos pontos (0, 0, v3), v3 ∈ R e

consequentemente a reta tangente à Σ em q é paralela ao vetor v = (0, 0, 1).

Além disso, pelo Teorema da Aplicação Impĺıcita, em uma vizinhança de π(q), a

envoltória D pode ser parametrizada em função de t de forma suave. Seja γ : R → R
2

dada por γ(t) = (γ1(t), γ2(t)) essa parametrização. Mostremos que ela é regular em t0 se,

e somente se,
∂2F

∂t2
(q) 6= 0. Ainda pelo teorema sabemos que CF (γ1(t), γ2(t), t) = (0, 0),

ou seja, (F (γ(t), t),
∂F

∂t
(γ(t), t)) = (0, 0). Diferenciando cada coordenada dessa expressão,

obtemos: 



∂F

∂x
(γ(t), t)γ′1(t) +

∂F

∂y
(γ(t), t)γ′2(t) = 0

∂2F

∂x∂t
(γ(t), t)γ′1(t) +

∂2F

∂y∂t
(γ(t), t)γ′2(t) = −∂

2F

∂t2
(γ(t), t)

.

Se
∂2F

∂t2
(γ(t), t) = 0 então temos que γ′1(t) = γ′2(t) = 0 pois o sistema possui solução única

e como ele é homogêneo essa a solução é a trivial e, portanto γ não é regular, o que é um

absurdo. Reciprocamente, se γ não é regular em t,
∂2F

∂t2
(γ(t), t) = 0, o que novamente

nos leva a um absurdo. Portanto conclúımos que os pontos de regressão são aqueles em

que a parametrização deixa de ser regular. �

Exemplo 2.23 (Envoltória da famı́lia de normais) Seja γ = (γ1, γ2) : I ⊂ R → R
2

uma curva plana regular ppca com curvatura k(t) 6= 0 para todo t ∈ R. Vamos calcular
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a envoltória da famı́lia de retas normais dessa curva. A equação da reta normal à γ em t

é dada pelos pontos (x, y) ∈ R
2 tais que:

〈(x, y)− (γ1(t), γ2(t)), (γ
′
1(t), γ

′
2(t))〉 = 0.

Podemos definir a função F : R2 × I ֌ R dada por

F (x, y, t) = 〈(x, y)− (γ1(t), γ2(t)), (γ
′
1(t), γ

′
2(t))〉 = 〈X − γ(t), γ′(t)〉,

onde X = (x, y). O vetor gradiente de F em (x, y, t) é dado por:

∇F (x, y, t) =
(
γ′1(t) γ′2(t) 〈X − γ(t), γ′′(t)〉 − 1

)
.

Como γ é regular, então 0 é valor regular de cada função F . Ainda mais, também é valor

regular de Ft. A superf́ıcie regular suave M = F−1(0) é tal que as curvas Ct = F−1
t (0)

coincidem com as retas normais à γ em t. Vamos calcular a envoltória da famı́lia Ft.

Como
∂F

∂t
(x, y, t) = k(t)〈X − γ(t), n′(t)〉 − 1, onde n(t) é vetor normal unitário de γ em

t, temos:

k(t)〈X − γ(t), n(t)〉 − 1 = 0 ⇔ X = γ(t) +
1

k(t)
n(t), k(t) 6= 0, ∀t ∈ I.

Portanto, para cada t ∈ I, X = (x, y) é o centro de curvatura de γ em t. Então, (x, y)

pertence à envoltória precisamente quando é um centro de curvatura: a envoltória das

normais é o lugar geométrico dos centros de curvatura, a evoluta da curva.

Vamos calcular agora os pontos de regressão de F . Pode-se mostrar que
∂2F

∂t2
(x, y, t) =

0 se, e somente se, k′(t) = 0, os quais são os parâmetros em que a evoluta de γ deixa

de ser regular. De fato,
∂2F

∂t2
(x, y, t) = k′(t)〈X − γ(t), n(t)〉 e como 〈X − γ(t), n(t)〉 6= 0,

segue a afirmação. Fora dos pontos de regressão a evoluta é uma curva regular. �

2.2 Desdobramentos e aplicações

A partir de agora vamos definir e apresentar alguns resultados sobre desdobramentos

versais com o objetivo de estudar a geometria do contorno aparente de uma superf́ıcie na

direção do vetor v = (0, 0, 1). Além disso, vamos obter formas normais para a projeção

π :M ⊂ R
3 → R

2. Observamos que alguns autores definem como deformação o que aqui

chamamos de desdobramento. Isto se dá ao fato de seguirmos a nomenclatura adotada

em [6]. Para mais detalhes e demonstrações ver [16].

Considere A e B dois subconjuntos de Rn contendo um ponto p ∈ R
n. Dizemos que A

é equivalente à B se existe um conjunto aberto U ⊂ R
n contendo p tal que A∩U = B∩U .
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Isso define uma relação de equivalência entre subconjuntos de Rn contendo p. A classe de

equivalência de um conjunto A é chamada de germe de A em p e é denotada por (A, p).

Sejam U e V abertos de R
n contendo um ponto p ∈ R

n, e considere f : U → R
m

e g : V → R
m aplicações suaves. Dizemos que f é equivalente à g se existe um aberto

W ⊂ U ∩ V contendo p tal que f |W = g|W . Esta relação é claramente uma relação de

equivalência no conjunto de aplicações suaves definidas em subconjuntos aberto de R
n

contendo p. A classe de equivalência de uma aplicação suave f : U → R
m, com U um

aberto de R
n contendo p, é chamada de germe de f em p e é denotada por

f : (Rn, p) → R
m.

Em algumas situações queremos que todos os elementos das classes de equivalência tenham

o mesmo valor de p, digamos q ∈ R
m. Neste caso usamos a seguinte notação

f : (Rn, p) → (Rm, q).

Vamos adotar a seguinte notação: se t0 ∈ R, então f : R, t0 → R denotará uma função

definida em alguma vizinhança de t0.

Definição 2.24 Seja f : (R, t0) → R um germe de função tal que f (p)(t0) = 0 para todo

p tal que 1 6 p 6 k e f (k+1)(t0) 6= 0. Dizemos que f é do tipo Ak em t0 ou tem uma

singularidade do tipo Ak em t0. Dizer que f é do tipo A0 significa que f ′(t0) 6= 0.

Dizer que f é do tipo A>k significa que f p(t0) = 0 para 1 6 p 6 k.

Se tomarmos funções f : U → R, com U um aberto de R contendo t0, ao invés de

seu germe (ou seja, tomando representantes do germe) dizemos que a função f tem uma

singularidade Ak em t0 ∈ U se o germe de f em t0 tem uma singularidade Ak em t0.

Exemplo 2.25 O germe f : (R, 0) → R definida por f(t) = tk, k > 1 é do tipo Ak em

t = 0. De fato, note que

f(0) = f ′(0) = . . . = f (k)(0) = 0 e f (k+1)(0) = (k + 1)! 6= 0.

�

Definição 2.26 Seja f : (R, t0) → R um germe de função. Definimos o k-jato de f

em t0 (k > 1 inteiro) como sendo o polinômio em uma variável real de grau menor ou

igual a k dado por:

jkf(t0) = f ′(t0)t +
1

2
f ′′(t0)t

2 + · · ·+ 1

k!
f (k)(t0)t

k.
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Note que o k-jato de f em t0 não é o polinômio de Taylor de f em t0, mas sim o

de g : (R, 0) → R dada por g(t) = f(t + t0) − f(t0) em 0. Além disso, se f tem uma

singularidade Ak, então j
pf(t0) = 0, para p = 1, 2, . . . , k.

Definição 2.27 Dado um germe F : (Rr × R
n, (x0, t0)) → R dizemos que F é uma

famı́lia de funções de n variáveis e r parâmetros. Considere o germe de função

f : (Rn, t0) → R definido por f(t) = F (t, x0) = Fx0(t) (aqui a notação Fx não indica

derivada parcial como usual, mas sim que x ∈ R
r está fixado, obtendo assim um germe

de função Fx : (Rn, t0) → R). Dizemos que F é um desdobramento a r-parâmetros

de f e que f é o germe desdobrado.

Exemplo 2.28 Um desdobramento a 3-parâmetros para o germe f(t) = t5 é a famı́lia de

funções F : (R3 × R, (0, 0, 0, 0)) → R dada por F (a, b, c, t) = t5 + at3 + bt2 + ct. �

Definição 2.29 Seja G : (Rs × R, (y0, t0)) → R um desdobramento a s-parâmetros do

germe de função g = Gy0. Considere

{
a : (Rr, x0) → (Rs, y0),

b : (Rr × R, (x0, t0)) → R, onde b(x0, t) = t

em que a e b são germes de aplicações suaves. O desdobramento F : (Rr×R, (x0, t0)) → R

de g dado por

F (x, t) = G(a(x), b(x, t))

é dito induzido de G. Se todo desdobramento de g é induzido de G, dizemos que G é

um desdobramento versal de g em t0.

Teorema 2.30 Seja g : (R, 0) → R a função dada por g(t) = ±tk+1. Então o desdobra-

mento G : (Rk × R, (0, 0)) → R de g em 0 dado por

G(x, t) = ±tk+1 + xkt
k−1 + · · ·+ x2t+ x1

é versal.

Demonstração. Ver [6] ou [16]. �

No que segue, consideramos F : (Rr × R, (x0, t0)) → R um desdobramento de f :

(R, t0) → R, onde f tem singularidade Ak (k ≥ 1) em t0.

Os próximos dois resultado são critérios de versalidade que serão utilizados no decorrer

do trabalho. Existe outro critério, este mais algébrico, que pode ser encontrado em [16].

Pode-se mostrar que esses três critérios são equivalentes.
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Teorema 2.31 O desdobramento F é versal se, e somente se, todo polinômio real p(t)

de grau menor ou igual a k − 1 pode ser escrito na forma:

p(t) =

r∑

i=1

ci

(
∂F

∂xi
(x0, t0) + jk−1

(
∂F

∂xi
(x0, t)

)
(t0)

)
,

onde ci é uma constante real.

Demonstração. Ver [6] ou [16]. �

Teorema 2.32 Seja

∂F

∂xi
(x0, t0) + jk−1

(
∂F

∂xi
(x0, t)

)
(t0) = α0i + α1it+ α2it

2 + · · ·+ α(k−1)it
k−1,

para i = 1, . . . , r. Então F é versal se, e somente se, a matriz dos coeficientes (αji)k×r

tem posto k (isso requer que k ≤ r).

Demonstração. Ver [6] ou [16]. �

Exemplo 2.33 Consideremos o desdobramento a 4-parâmetros de f(t) = t4 em 0 dado

por F (x, t) = t4 + x1t
3 + x2t

2 + x3t + x4. Como f tem singularidade do tipo A3 em 0,

temos

∂F

∂x1
(0, 0) + j2

(
∂F

∂x1
(0, t)

)
(0) = 0 ;

∂F

∂x2
(0, 0) + j2

(
∂F

∂x2
(0, t)

)
(0) = t2;

∂F

∂x3
(0, 0) + j2

(
∂F

∂x3
(0, t)

)
(0) = t ;

∂F

∂x4
(0, 0) + j2

(
∂F

∂x4
(0, t)

)
(0) = 1.

Logo, escrevendo
∂F

∂xi
(0, 0) + j2

(
∂F

∂xi
(0, t)

)
(0) = α0i + α1it + α2it

2, para i ∈ {1, 2, 3, 4},
então a matriz (αji) dada no Teorema 2.32 é




0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0


 ,

a qual possui posto 3. Portanto, F é um desdobramento versal de f em 0. �

Definição 2.34 Seja F : (Rr × R, (x0, t0)) → R um desdobramento de f = Fx0. O

conjunto zero de F é o germe de conjunto

(ZF , (x0, t0)) = {(x, t) ∈ (Rr × R, (x0, t0));F (x, t) = 0}
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e o conjunto discriminante de F é o germe de conjunto

(DF , x0) =

{
x ∈ (Rr, x0); ∃t ∈ (R, t0), ondeF (x, t) =

∂F

∂t
(x, t) = 0

}
.

Exemplo 2.35 Considere F : (R2 × R, (0, 0, 0)) → R dado por F (x, y, t) = t2 + x um

desdobramento a dois parâmetros de f(t) = t2. O conjunto zero de F é:

(ZF , (0, 0, 0)) = {(x, y, t) ∈ (R2 × R, (0, 0, 0)); x = −t2},

que localmente é uma superf́ıcie regular suave em R
3. �

Proposição 2.36 Se F : (Rr × R
r, (x0, t0)) → R é um desdobramento versal de f = Fx0

em t0. Se f(t0) = 0, então o conjunto zero de F é um germe de variedade suave de

dimensão r, ou seja, para todo representante de F , existe uma vizinhança U de (x0, t0)

em R
r × R tal que ZF ∩ U é uma variedade suave de dimensão r.

Demonstração. Ver [6] ou [16]. �

Considere F e f como na proposição anterior e G um desdobramento versal a r-

parâmetros de g = Gx1 em t1. Suponhamos que g também tem singularidade Ak, k > 1,

em t1. Se (x0, t0) ∈ (ZF , (x0, t0)) e (x1, t1) ∈ (ZG, (x1, t1)) então, pela proposição anterior,

existem vizinhanças U de (x0, t0) e V de (x1, t1) em R
r ×R tais que ZF ∩U e ZG ∩ V são

variedades suaves de dimensão r.

Teorema 2.37 Com as notações acima, para todo representante de F e de G, as vizi-

nhanças U e V podem ser escolhidas tais que exista um difeomorfismo φ : U → V dado por

φ(x, t) = (a(x), b(x, t)), para aplicações a : π(U) → π(V ) e b : U → R, com a(x0) = x1,

b(x0, t0) = t1 e

(i) φ(ZF ∩ U) = ZG ∩ V ;

(ii) a é um difeomorfismo entre π(U) e π(V ), onde π é a projeção no espaço dos

parâmetros e a(DF ∩ π(U)) = DG ∩ π(V ), onde DF e DG são as envoltórias de

F e G, respectivamente.

Demonstração. Ver [6] ou [16]. �

Exemplo 2.38 (Desdobramentos versais de uma singularidade A1) Seja F : (Rr×
R, (0, 0)) → R o desdobramento versal de f(t) = t2 em t0 = 0 dado por

F (x, t) = t2 + x1.
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Figura 2.8: Envoltória do Exemplo 2.38.

Então, o conjunto (DF , 0) é uma reta em R
2, quando r = 2, e um plano em R

3 quando

r = 3 (ver Figura 2.8).

�

Exemplo 2.39 (Desdobramentos versais de uma singularidade A2) Seja F : (Rr×
R, (0, 0)) → R o desdobramento versal de f(t) = t4 em t0 = 0 dado por

F (x, t) = t4 + x1 + x2t+ x3t
2.

Então, o conjunto (DF , 0) é uma cúspide em R
2, quando r = 2, e uma cuspidal edge em

R
3 quando r = 3 (ver Figura 2.9). �

xx

y
y

z

r = 2 r = 3

Figura 2.9: Envoltória do Exemplo 2.39.

A partir de agora vamos aplicar os resultados enunciados acima para estudar a geo-

metria do contorno aparente de M = F−1(0) na direção do vetor v = (0, 0, 1) e formas
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normais para a projeção π : M ⊂ R
3 → R

2, onde 0 é um valor regular de uma função

suave F : R3 → R, em pontos de dobra e cúspide, que definiremos a seguir.

Definição 2.40 Um ponto q = (x0, y0, t0) ∈ M tal que F (q) =
∂F

∂t
(q) = 0 e

∂2F

∂t2
(q) 6= 0

é chamado de ponto de dobra (ou ponto de dobra ordinária) da projeção π : M → R
2,

π(x, y, t) = (x, y). Um ponto q ∈ M satisfazendo F (q) =
∂F

∂t
(q) =

∂2F

∂t2
(q) = 0 e

∂3F

∂t3
(q) 6= 0 é chamado de ponto de cúspide de π

Tomando o vetor v = (0, 0, 1), segue da definição acima que o conjunto dos pontos

de dobra e de cúspide da projeção π está contido no criminante Cv de M . A projeção

no plano (x, y) via π do conjunto de pontos de dobra é conjunto de pontos regulares da

envoltória de F . Por outro lado, a imagem via π dos pontos de cúspide está contida no

conjunto dos pontos de regressão de F .

Defina Fx : (R, t0) → R, onde x = (x0, y0), por Fx(t) = F (x0, y0, t). Observamos que

Fx possui uma singularidade do tipo A1 em t = t0 se q = (x0, y0, t0) é um ponto de dobra

de F e uma singularidade do tipo A2 em t = t0 se q é um ponto de cúspide de F . De fato,

(i) Se q é um ponto de dobra temos F (q) =
∂F

∂t
(q) = 0 e

∂2F

∂t2
(q) 6= 0. Note que

dFx

dt
(q) =

∂F

∂t
(q) = 0 e

d2Fx

dt2
(q) =

∂2F

∂t2
(q) 6= 0.

Portanto, Fx possui uma singularidade do tipo A1 em t = t0.

(ii) Para o caso em que q é um ponto de cúspide a demonstração é análoga.

O critério apresentado no Teorema 2.32 garante que F sempre é um desdobramento

versal de Fx em um ponto de dobra, uma vez que
∂F

∂x
(q) 6= 0 ou

∂F

∂y
(q) 6= 0. Se q é um

ponto de cúspide, então F desdobra versalmente Fx se a condição

∂F

∂x
(q)

∂2F

∂y∂t
(q) 6= ∂F

∂y
(q)

∂2F

∂x∂t
(q)

é satisfeita, pois a matriz dos coeficientes dada pelo Teorema 2.32 é a matriz




∂F

∂x
(q)

∂F

∂y
(q)

∂2F

∂x∂t
(q)

∂2F

∂y∂t
(q)


 .

Seja G : (R2 × R, (0, 0)) → R, 0 um desdobramento versal de g : (R, 0) → R dado por

G(u, t) = t2 + u2,
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se g(t) = t2 e dado por

G(u, t) = t3 + tu1 + u2

se g(t) = t3. Pelo Teorema 2.37 existe um difeomorfismo local

φ = (a, b) : (R2 × R, (x0, t0)) → (R2 × R, (0, 0)), φ(x, t) = (a(x), b(x, t)),

tal que o diagrama abaixo comuta

M = F−1(0)
φ−−−→ G−1(0)yπ

yπ

R
2 a−−−→ R

2

. (2.3)

O diagrama acima fornece, a menos de difeomorfismo, informações sobre o contorno

aparente (envoltória) de M na direção do vetor v = (0, 0, 1) em pontos de dobra (quando

g(t) = t2) e de cúspide (quando g(t) = t3) de M . Dessa forma, em uma vizinhança de um

ponto de dobra, o contorno aparente de M na direção v é, a menos de um difeomorfismo,

o contorno aparente de G−1(0) na direção v, a saber, uma reta. Para o caso de um ponto

de cúspide, temos que o contorno aparente de M na direção do vetor v é difeomorfo à

uma cúspide.

Também do diagrama conclúımos que a aplicação π : F−1(0) → R
2 é levada difeomor-

ficamente na aplicação π : G−1(0) → R
2, ou seja, elas são A -equivalentes (duas aplicações

f, g : Rn → R
p são A -equivalentes se existem difeomorfismos h : Rn → R

n e k : Rp → R
p

tais que f = k ◦ g ◦ h−1). A partir da aplicação π : G−1(0) → R
2 podemos obter formas

normais para a projeção π em uma vizinhança de pontos de dobra e cúspide. De fato,

tomando parametrizações para a superf́ıcie G−1(0) dadas por

χ(u1, t) = (u1,−t2, t) e χ(u1, t) = (u1,−t3 − u1t, t),

para os casos de dobra e cúspide, respectivamente, a projeção π assume as seguintes

formas normais, como aplicações (R2, 0) → (R2, 0):

(u1, t) 7→ (u1,−t2) e (u1, t) 7→ (u1,−t3 − u1t)

para o caso de dobra e cúspide, respectivamente.

Intuitivamente, podemos esperar que dado um ponto q = (x0, y0, t0) ∈ M , este seja

um ponto de dobra, de cúspide ou que nele a aplicação π seja um difeomorfismo local. De

fato, se q não satisfazer alguma das condições:

(i) F (q) =
∂F

∂t
(q) =

∂F

∂x
(q) =

∂F

∂y
(q) = 0;
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(ii) F (q) =
∂F

∂t
(q) =

∂2F

∂t2
(q) =

∂3F

∂t3
(q);

(iii) F (q) =
∂F

∂t
(q) =

∂2F

∂t2
(q) =

∂F

∂x
(q)

∂2F

∂y∂t
(q)− ∂F

∂y
(q)

∂2F

∂x∂t
(q) = 0,

não será um ponto como queremos. No entanto, pelo Corolário 1.25, podemos esperar que

as igualdades acima não tenham solução, uma vez que cada uma das três corresponde à

um sistema com quatro equações e três incógnitas que, genericamente, não tem solução.

M

MM

ππ
π

DD

Figura 2.10: Formas normais - projeção.



Capı́tulo 3
Equações Diferenciais Impĺıcitas

Uma equação diferencial impĺıcita (EDI) é uma equação da forma

F (x, y, p) = 0 (3.1)

em que p =
dy

dx
e F : U ⊂ R×R×R → R é uma aplicação de classe C∞ (suave), sendo U

um aberto. A denominação impĺıcita é usada em contraposição a uma equação na forma

dy

dx
= g(x, y), (3.2)

onde a derivada é dada explicitamente como uma função das variáveis x e y, sendo g : Ω →
R uma função definida num aberto Ω do plano (x, y). Este tipo de equação é chamada

de equação diferencial ordinária (EDO) e é estudada usando os métodos da teoria de

equações diferenciais ordinárias. Uma forma conveniente de escrever a equação acima é

a(x, y)dy + b(x, y)dx = 0 .

Esta equação determina um campo de linhas no plano (x, y), isto é, a cada ponto do plano

associa uma reta com uma espećıfica inclinação e uma solução de (3.2) é uma curva suave

com a propriedade que, em cada um de seus pontos, ela é tangente à reta determinada

pelo campo de linhas e que passa pelo ponto considerado. Os pontos do plano onde as

funções a e b se anulam simultaneamente são chamados de pontos singulares da EDO.

Assim, uma solução de (3.2) é uma função diferenciável y = φ(x) definida em um

intervalo aberto I e tal que

(x, φ(x)) ∈ Ω, para todo x ∈ I,

e

φ′(x) = g(x, φ(x)), para todo x ∈ I.

40
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A função g atribue a cada ponto de Ω um número, g(x, y). Geometricamente, a

equação diferencial (3.2) diz que a solução que passar pelo ponto (x, y) de Ω deve ter reta

tangente com inclinação dada por:

tg θ = g(x, y)

(θ é o ângulo que a reta tangente à solução faz com o eixo x). Em outras palavras, em

cada ponto de Ω temos um vetor −→v (x, y) = (1, g(x, y)) que determina a reta tangente

à curva solução no ponto (x, y). Logo, as soluções de (3.2) são as curvas cujos vetores

tangentes em cada ponto (x, y) são −→v (x, y), as quais são chamadas também de curvas

integrais.

A obtenção de soluções de (3.2) numa forma expĺıcita em termos de funções elementa-

res é um problema imposśıvel de resolução para o caso geral. Porém, em muitos problemas

de aplicação, basta apenas saber propriedades das soluções, não necessitando, portanto,

o conhecimento da expressão algébrica das soluções. Assim, é importante estudar as

propriedades geométricas da famı́lia das soluções das equações diferenciais. Tal estudo é

conhecido como estudo qualitativo da equação diferencial.

Voltando para a EDI (3.1), podemos escrevê-la na forma

{
F (x, y, p) = 0

pdx− dy = 0 .

Uma solução y = φ(x) da EDI satisfaz

F (x, φ(x), φ′(x)) = 0,

para todo x ∈ I. Geralmente, uma EDI determina várias curvas soluções por um dado

ponto (x, y) do plano. Neste caṕıtulo, exceto menção contrária, subescritos denotam

derivação parcial. As principais referências utilizadas neste caṕıtulo são: [1], [4], [5], [6],

[7], [9], [15] e [22].

3.1 Propriedades de EDI’s

Seja F (x, y, p) = 0 uma EDI como em (3.1). Identificamos o conjunto das equações

diferenciais impĺıcitas com o espaço das funções suaves com a topologia Ck de Whitney,

para algum k. Neste espaço, duas funções são próximas quando suas derivadas até ordem

k são próximas, em todos os pontos do espaço nas variáveis x, y, p. A EDI F (x, y, p) = 0

é dita genérica se pertence a um subconjunto aberto denso do espaço com a topologia

dada. Pode ser mostrado que para uma equação diferencial impĺıcita genérica, o gradiente

de F , ∇F = (Fx, Fy, Fp), é não nulo no pontos em que F se anula. Nessas condições 0 é
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uma valor regular de F e, consequentemente, uma EDI genérica determina uma superf́ıcie

suave M = F−1(0) em R
3, chamada de superf́ıcie da equação (ver Figura 3.1). De

agora em diante neste trabalho supomos a EDI F (x, y, p) = 0 como em (3.1) sempre

genérica.

Recordemos que a aplicação dobra da função F é a projeção π : M → R
2 no

plano (x, y), ao longo do eixo p (Definição 2.15). Dizemos que π é a aplicação dobra

da EDI (3.1). Um ponto q ∈ M é dito ponto regular da EDI se ele não é ponto

cŕıtico da aplicação dobra. Os outros pontos da superf́ıcie da equação são ditos pontos

singulares da EDI e, portanto, pertencem ao conjunto dobra Σ de F (são os pontos

em que F (q) =
∂F

∂p
(q) = 0, ver Definição 2.15). O conjunto dos pontos singulares da

EDI é o criminante de M na direção v = (0, 0, 1). Logo, chamamos este conjunto de

criminante da EDI. A aplicação criminante da EDI é a aplicação dada em (2.1),

CF (x, y, p) =

(
F (x, y, p),

∂F

∂p
(x, y, p)

)
.

A imagem do criminante via a projeção π é a envoltória ou discriminante da EDI (3.1)

ou ainda, é o contorno aparente de M na direção v = (0, 0, 1) (ver Observação 2.8).

x

xM

π

p

y

y

ponto singular

ponto regular

criminante

discriminante

Figura 3.1: Superf́ıcie da equação, Exemplo 3.1.

Quando (0, 0) é um valor regular da aplicação CF , o criminante Σ = C
−1
F (0, 0) é,

localmente, uma curva regular suave em R
3. Além disso, se q ∈ Σ é tal que

∂2F

∂p2
(q) 6= 0,

então o discriminante π(Σ) é, em uma vizinhança de π(q), uma curva suave regular (ver

Proposição 2.4).

Portanto, geometricamente, os pontos singulares da EDI (3.1) são aqueles pontos de

M em que o plano tangente à M é vertical, ou seja, aqueles em que o plano tangente

é paralelo ao eixo p. Por outro lado, um ponto é regular se o plano tangente de M
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neste ponto não é vertical. Assim, para uma EDI, genericamente, todo ponto q de seu

criminante ou é um ponto de dobra de F (isto é, F (q) =
∂F

∂p
(q) = 0 e

∂2F

∂p2
(q) 6= 0), ou

um ponto de cúspide de F (isto é, F (q) =
∂F

∂p
(q) =

∂2F

∂p2
(q) = 0 e

∂3F

∂p3
(q) 6= 0).

Exemplo 3.1 Seja F1(x, y, p) = p3 − 3xp− y. Assim,





F (x, y, p) = 0 ⇔ p3 − 3xp− y = 0
∂F

∂p
(x, y, p) = 0 ⇔ 3p2 − 3x = 0 .

Logo, o criminante é o conjunto

{(x, y, p) ∈ R
3; x = p2 e y = −2p3}

e sua projeção no plano (x, y) é a curva dada pela equação y2 = 4x3 (o discriminante). A

origem (0, 0, 0) é o único ponto de cúspide da superf́ıcie, os outros pontos do criminante

são pontos de dobra. Os pontos da superf́ıcie que não estão no criminante são pontos

regulares da equação (ver Figura 3.1). �

Exemplo 3.2 Sejam F1(x, y, p) = p2 − x e F2(x, y, p) = p2 − y. Temos:





F1(x, y, p) = 0 ⇔ p2 = x
∂F1

∂p
(x, y, p) = 0 ⇔ p = 0

e





F2(x, y, p) = 0 ⇔ p2 = y
∂F2

∂p
(x, y, p) = 0 ⇔ p = 0 .

Logo, o discriminante de F1 é o eixo y e o discriminante de F2 é o eixo x. Neste exemplo,

em ambos os casos, o conjunto dos pontos de dobra é todo o criminante e em nenhum

deles há pontos de cúspide (ver Figura 3.2). �

Observação 3.3 Seja q ∈ Σ um ponto de dobra da EDI genérica F . Supondo CF uma

submersão em q, Σ = CF é, numa vizinhança de q, uma curva regular. Encontremos o

vetor tangente à Σ em q, o qual é obtido encontrando o núcleo de dCF (q). Temos:

(a, b, c) ∈ ker dCF (q) ⇔
(
Fx(q) Fy(q) Fp(q)

Fpx Fpy Fpp(q)

)


a

b

c


 =

(
0

0

)
,

onde subescritos denotam derivação parcial. Como Fp(q) = 0, então Fx(q) 6= 0 ou Fy(q) 6=
0. Vamos supor Fy(q) 6= 0. Dessa forma,

b = −aFx(q)

Fy(q)
e c = a

(
Fx(q)Fpy(q)

Fy(q)Fpp(q)
− Fpx(q)

Fpp(q)

)
.
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x

x

x

x

ππ

pp

y

yy

y

p2 = x

p2 = y

Figura 3.2: Figura do Exemplo 3.2.

Portanto,

(a, b, c) = a

(
1,−Fx(q)

Fy(q)
,

(
Fx(q)Fpy(q)

Fy(q)Fpp(q)
− Fpx(q)

Fpp(q)

))
.

Assim, o vetor u =

(
Fy(q),−Fx(q),

1

Fpp(q)
(Fx(q)Fpy(q)− Fy(q)Fpx(q))

)
é diretor da reta

tangente à Σ em q. No caso em que Fy(q) = 0, então Fx(q) 6= 0 e obtemos o vetor

u =

(
−Fy(q), Fx(q),

1

Fpp(q)
(Fy(q)Fpx(q)− Fx(q)Fpy(q))

)
. Recorde que se q ∈ Σ não é de

dobra, então (0, 0, 1) é o vetor diretor procurado.

Muitas vezes é conveniente estudar o campo de direções de uma EDI na superf́ıcie da

equação ao invés de sobre o plano (x, y), como passamos a detalhar. Isto consiste em

desdobrar a EDI (3.1) em uma EDO, levando o campo de direções da EDI na superf́ıcie

da equação. Consideremos a 1-forma

ω = dy − pdx (3.3)

em R
3, a qual chamamos de 1-forma de contato da EDI. Dado q = (x0, y0, p0) ∈ M ,

definimos o plano de contato em q como sendo o plano Γq passando por q e paralelo à

kerωq. Logo, os vetores (0, 0, 1) e (1, p0, 0) geram Γq, ou seja,

Γq = {q + λ(0, 0, 1) + µ(1, p0, 0); λ, µ ∈ R},

(ver Exemplo 1.37). Note que o plano de contato sempre contém a direção do eixo p, ou

seja, é vertical. Assim, um vetor em Γq é um vetor tal que sua projeção no plano (x, y)

forma um ângulo com o eixo x cuja tangente vale p (ver Figura 3.3(a)).

Consequentemente, se q ∈M é um ponto singular da EDI, então TqM e Γq são ambos
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(b) Plano de contato.

paralelos ao eixo p, podendo ser coincidentes ou não. Quando TqM e Γq não coincidem

(por exemplo, todos os pontos regulares da EDI satisfazem essa condição, uma vez que

nestes pontos o plano tangente à M é sempre não vertical), eles se intersectam em uma

reta passando por q e, mais ainda, também se intersectam em retas em uma vizinhança

de q. Obtemos assim um campo de direções sobre M na vizinhança do ponto q. Dizemos

que as curvas integrais deste campo de direções sobre M são as curvas integrais da

EDI (3.1).

Um campo de direções como o descrito acima pode ser obtido tomando o campo de

vetores

ξ = Fp
∂

∂x
+ pFp

∂

∂y
− (Fx + pFy)

∂

∂p
. (3.4)

Este campo é tangente àM , uma vez que dado um vetor ξ(q) = (Fp(q), p0Fp(q),−(Fx(q)+

p0Fy(q))), onde q = (x0, y0, p0) temos

〈ξ(q),∇F (q)〉 = Fp(q)Fx(q) + p0Fp(q)Fy(q)− (Fx(q) + p0Fy(q))Fp(q) = 0.

Além disso, ξ(q) ∈ kerωq pois ωq(ξ(q)) = p0Fp(q)− p0Fp(q) = 0.

O resultado a seguir nos fornece uma relação entre as curvas integrais da EDI sobreM

e suas soluções sobre o plano (x, y) na vizinhança de um ponto regular da EDI. Lembramos

que, se q ∈ M é um ponto regular da EDI, então
∂F

∂p
(q) 6= 0. Logo, pelo Teorema da

Função Impĺıcita,M é, em uma vizinhança de q, o gráfico de uma função suave p = g(x, y)

(Ver Figura 3.3(b)).

Teorema 3.4 ([1], p.16) Na vizinhança de um ponto regular da EDI (3.1), a projeção

π : M → R
2 sobre o plano (x, y) aplica as curvas integrais sobre M da EDI nas curvas

integrais da equação
dy

dx
= g(x, y).

Demonstração. Da forma como constrúımos o campo de linhas sobre M , sabemos que

as retas tangentes às curvas integrais deste campo são tais que, projetadas sobre o plano
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(x, y) constituem retas com inclinação igual a g(x, y), de onde segue o resultado (ver

Figura 3.3). �

x

x

M

p

y

yπ

Figura 3.3: Figura do Teorema 3.4.

Assim, a imagem pela aplicação π das curvas integrais do campo ξ emM na vizinhança

de pontos regulares, correspondem a curvas integrais da EDI (3.1). Note que ξ não possui

singularidades nos pontos regulares da EDI.

Exemplo 3.5 (Figura 3.4) Considere F (x, y, p) = p2−x dada no Exemplo 3.2. Sabemos

que o discriminante dessa EDI é o eixo y. Vamos encontrar as curvas integrais desta EDI.

Como
∂F

∂x
(x, y, p) = −1, então M é o gráfico de uma função suave nas variáveis y e p.

Dessa forma, é conveniente escolher as coordenadas p e y e não as coordenadas x e y, por

se tratar de um sistema global de coordenadas. Dado q = (x0, y0, p0), temos

〈(x, y, p),∇F (q)〉 = 〈(x, y, p), (−1, 0, 2p0)〉 = 0 ⇔ 2p0p = x.

Logo TqM = {(2p0p, y, p); y, p ∈ R}. Note que

(x, y, p) ∈ TqM ⇔ (x, y, p) ∈ kerωq,

onde ωq = 2p0dp− dx. De fato,

ωq(x, y, p) = 0 ⇔ 2p0p− x = 0 ⇔ 2p0p = x.

Assim, temos as seguintes condições





p2 = x

2pdp = dx

dy = pdx
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para que um vetor (x, y, p) pertença ao campo de direções da EDI sobre M , pois elas ga-

rantem que o ponto considerado pertence àM (primeira condição), que o vetor é tangente

àM e pertence ao plano de contato (segunda e terceira condições, respectivamente). Por-

tanto, nas coordenadas y e p, as curvas integrais da EDI sobre M são determinadas pela

equação dy = 2p2dp e, consequentemente, são dadas pela relação y + C = 2
3
p3, x = p2,

onde C ∈ R. A projeção das curvas integrais no plano (x, y) são parábolas semicúbicas,

obtidas da equação x3 = 9
4
y2. �

x
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p

y

y

y

π

Figura 3.4: Figura do Exemplo 3.5.

Exemplo 3.6 (Figura 3.5) Seja F (x, y, p) = p2 − y. Procedendo da mesma forma como

no exemplo anterior, mas agora tomando a 1-forma ω = 2pdp−dy cujo núcleo do funcional
linear ωq é o plano passando pela origem e paralelo ao plano tangente à M em q e agora

escolhendo as coordenadas p e x, uma vez que
∂F

∂y
(x, y, p) = −1 para todo (x, y, p), temos

as condições: 



p2 = y

2pdp = dy

dy = pdx

Portanto obtemos 2pdp = pdx, ou seja, p(2dp− dx) = 0 e, consequentemente, as curvas

integrais da EDI sobre M são dadas por p = 0, y = 0 (eixo x) ou x = 2p + C, y = p2,

onde C ∈ R. As projeções dessas curvas no plano (x, y) são parábolas tangentes ao

discriminante, que sabemos ser o eixo x. �

Suponhamos agora que q ∈ M é um ponto singular da EDI dada em (3.1), ou seja, q

é um ponto pertencente ao criminante da EDI.

Observação 3.7 Se q é um ponto no criminante da EDI, então

ξ(q) = −(Fx(q) + pFy(q))
∂

∂p
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Figura 3.5: Figura do Exemplo 3.6.

e, assim, q é singularidade de ξ se, e somente se

Fx(q) + pFy(q) = 0.

Vamos agora ainda estudar a EDI em pontos em que o plano TqM e o plano de contato

Γq não coincidem. Para tanto, consideremos a seguinte definição.

Definição 3.8 Um ponto singular q ∈ M da EDI (3.1) é chamado de ponto singular

regular da EDI se a aplicação criminante CF é uma submersão em q e se o criminante

não é tangente ao plano de contato Γq em q.

Seja q um ponto singular regular da EDI. Observamos que de fato os planos TqM e Γq

não coincidem, uma vez que a reta tangente ao criminante em q sempre está contida em

TqM . Além disso, π(q) não é um ponto de regressão de M pois, em tais pontos, o vetor

(0, 0, 1) é diretor da reta tangente ao criminante (ver Proposição 2.22) e, portanto, a reta

tangente naquele ponto está contida no plano de contato uma vez que este é vertical. Note

ainda que, como a aplicação criminante CF é uma submersão em q, então o criminante da

EDI é uma curva regular suave na vizinhança de q. Pontos de dobra da EDI são pontos

singulares que podem ser regulares ou não, como mostram os exemplos abaixo. Por outro

lado, pontos singulares da EDI que não são de dobra certamente não são regulares já que

originam pontos de regressão no plano (x, y).

Exemplo 3.9 Considere novamente a equação F (x, y, p) = p2 − x. Sabemos que o seu

criminante é o eixo y. Todo ponto singular dessa equação é regular. De fato, seja q =

(x0, y0, p0) ∈ M um ponto do criminante. A matriz Jacobiana da aplicação criminante

CF em q é dada por

JCF (q) =

(
−1 0 2p0

0 0 2

)
,
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que possui posto 2. O vetor tangente ao criminante em q é o vetor (0, 1, 0) que não

pertence ao plano de contato em q, o qual é gerado pelos vetores (0, 0, 1) e (1, p0, 0). �

Exemplo 3.10 Seja F (x, y, p) = p2−y e q = (0, 0, 0) ∈ M . Mostremos que q é um ponto

singular mas não é singular regular. Sabemos que o criminante dessa EDI é o eixo x, logo

q é um ponto singular pois pertence ao criminante. No entanto o vetor diretor da reta

tangente ao criminante em q é o vetor u = (1, 0, 0), que é um dos vetores diretores do

plano de contato em q. Portanto, q é um ponto singular que não é regular. �

Genericamente, todos os pontos singulares da EDI são regulares, ou seja, para uma

EDI genérica podemos esperar que quase todos os pontos singulares sejam regulares,

pelo Teorema de Sard. No entanto, se dada uma EDI genérica isso não acontecer, basta

fazermos uma pequena perturbação na equação.

Na definição anterior, a condição do criminante não ser tangente ao plano de contato

pode ser expressa como ωq(u) 6= 0, onde ω é a 1-forma de contato dada em (3.3) e u é

um vetor diretor da reta tangente ao criminante em q. De fato, se q ∈M é tal que a reta

tangente ao criminante em q não está contida no plano de contato neste ponto, então u

não pertence ao núcleo da 1-forma de contato ω em q.

Sintetizando as observações feitas acima, obtemos:

Proposição 3.11 Seja q ∈ M um ponto singular da EDI (3.1) genérica. Então q é não

regular se, e somente se, ωq(u) = 0 ou
∂2F

∂p2
(q) = 0, onde u é um vetor diretor da reta

tangente ao criminante em q.

Demonstração. Suponha que q é não regular. Considerando a aplicação criminante CF ,

temos duas possibilidades:

• CF não é submersão em q, ou seja, o posto da matriz Jacobiana de CF em q é

menor que 2. Neste caso temos
∂F

∂x
(q)

∂2F

∂p2
(q) = 0 e

∂F

∂y
(q)

∂2F

∂p2
(q) = 0. Como já

temos
∂F

∂p
(q) = 0 e 0 é um valor regular de F , segue que

∂F

∂x
(q) 6= 0 ou

∂F

∂y
(q) 6= 0

garantindo assim que
∂2F

∂p2
(q) = 0.

• CF é submersão em q e, assim, da definição de ponto singular regular, segue que

ωq(u) = 0.

A rećıproca é imediata das considerações feitas anteriormente. �

Observação 3.12 Quando q é um ponto singular regular da EDI, então q é um ponto

regular do campo de vetores ξ. De fato, o vetor diretor da reta tangente ao criminante

em q é o vetor u dado na Observação 3.3, o qual satisfaz

0 6= ωq(u) = −Fx(q)− pFy(q),
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onde ω é a 1-forma de contato e por q ser ponto singular regular da EDI, a afirmação

segue da Observação 3.7.

Fizemos um estudo sobre as curvas integrais da EDI (3.1) quando o ponto q ∈M é um

ponto regular da EDI. Resta então estudar as curvas integrais no caso em que q ∈M é um

ponto singular. No entanto, pelo que observamos acima, quase todos os pontos singulares

da EDI são pontos singulares regulares. O próximo resultado garante que, se q ∈ M é um

ponto singular regular, então é posśıvel obter uma forma normal para a EDI e, a partir

desta é posśıvel encontrar, a menos de um difeomorfismo, as curvas integrais da EDI. A

forma normal obtida é a partir da relação de equivalência entre EDI’s que passamos a

definir:

Definição 3.13 Dizemos que o germe de EDI (F, q0) (a notação (F, q0) é usada para

um germe de F em q0 tal que F (q0) = 0) é equivalente a (G, q1), se existe um germe de

difeomorfismo h : (R2, q0) → (R2, q1) que leva curvas integrais de F em curvas integrais

de G.

Teorema 3.14 Seja q = (x0, y0, p0) ∈M um ponto singular regular da EDI (3.1). Existe

um difeomorfismo de uma vizinhança do ponto (x0, y0) no plano (x, y) em uma vizinhança

do ponto (0, 0) no plano (X, Y ) reduzindo a EDI à forma P 2 = X, onde P =
dY

dX
.

Para a demonstração do Teorema 3.14, ver [1], p.27 ou [12].

Um difeomorfismo no plano transforma toda reta em uma nova reta. O teorema afirma

que a parte da superf́ıcie M próxima de um ponto singular regular é levada na parte da

superf́ıcie P 2 = X próxima do ponto (0, 0, 0). Assim, considerando o Exemplo 3.5 e uma

vez que o difeomorfismo dado no teorema acima aplica curvas integrais da EDI (3.1) no

plano (x, y), nas curvas integrais da equação P 2 = X no plano (X, Y ), obtemos o seguinte

corolário.

Corolário 3.15 Em uma vizinhança de um ponto singular regular, a famı́lia de curvas

integrais da EDI dada em (3.1) é difeomorfa à famı́lia de parábolas semi-cuspidais Y =
2

3
X3/2 + C.

Vimos até agora EDI’s em pontos q ∈ M tais que TqM e o plano de contato em q

não coincidem. Uma EDI genérica pode possuir pontos onde o discriminante é localmente

uma curva suave (logo são pontos de dobra da EDI), mas o plano de contato nestes pontos

é tangente à M , ou seja, o plano de contato e o tangente coincidem nestes pontos. Em

uma vizinhança destes pontos, a EDI pode ser reduzida através de um difeomorfismo no

plano (x, y) à forma normal

y = (p+ kx)2.
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Para a demonstração deste fato ver [14].

Suponhamos então que q ∈ M seja um ponto de dobra da EDI tal que TqM = Γq.

Segue da Observação 3.12 que o ponto q é ponto singular do campo ξ. Escolha um sistema

de coordenadas no plano (x, y) com origem na imagem de q pela aplicação dobra (π(q)) tal

que o criminante, numa vizinhança suficientemente pequena de π(q), esteja contido no eixo

x. Assim, q = (0, 0, 0) e TqM = plano (x, p). Logo, segue que F (x, 0, 0) = Fp(x, 0, 0) = 0

nestas novas coordenadas e, consequentemente, Fx(x, 0, 0) = 0. Como para uma EDI

genérica temos ∇F (q) 6= (0, 0, 0), então Fy(q) = 0. Portanto, segue do Teorema da

Função Impĺıcita que, em uma vizinhança da origem, x e p podem ser tomados como

coordenadas locais da superf́ıcie da equação M , ou seja, M é dada por

y = f(x, p),

onde f é uma função suave e

f(0, 0) = fx(0, 0) = fp(0, 0) = 0,

uma vez que TqM é o plano y = 0 e o vetor (−fx(q), 1,−fp(q)) é ortogonal a TqM . Os

subescritos denotam derivação parcial. Note que TqM = ker ηq onde

η = dy − fxdx− fpdp

e, como Γq = kerωq, obtemos

pdx = fx(x, p)dx+ fp(x, p)dp,

ou ainda

(fx(x, p)− p)dx+ fp(x, p)dp = 0,

a qual tem um ponto singular em q. Portanto, em um ponto genérico de tangência do

plano de contato com a superf́ıcie M , o campo de direções em M definido pela EDI tem

uma singularidade do mesmo tipo que o campo de direções dado pelo campo de vetores

(fp(x, p), p − fx(x, p)) em seus pontos singulares, ou seja, uma sela, um foco ou um nó,

o qual, por sua vez, é do mesmo tipo que a do campo ξ|y=0, pois fx = −Fx

Fy
e fp = −Fp

Fy

em (x, y, p). Consequentemente, os pontos genéricos de dobra de M em que o plano de

contato e o plano tangente coincidem podem ser classificados como selas, nós ou focos,

os quais estão esboçados na Figura 3.6, respectivamente.

Na Figura 3.6, temos representadas na parte superior as famı́lias das curvas integrais

do campo de direções de uma EDI genérica em M . Na parte inferior temos representadas

as projeções (via aplicação dobra π) das famı́lias citadas. O criminante e o discriminante
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MMM

πππ

Figura 3.6: Singularidades: sela, nó e foco.

da EDI são as curvas em destaque.

Definição 3.16 Um ponto q ∈ M é chamado de singularidade dobra-sela da EDI

(3.1) se q é um ponto de dobra da EDI e um ponto de sela do campo ξ dado em (3.4).

Analogamente, q ∈ M é uma singularidade dobra-nó (resp. dobra-foco) se é um

ponto de dobra da EDI e um ponto de nó (resp. foco) do campo ξ. Um ponto q ∈ M

satisfazendo uma das três condições dadas é chamado de boa dobra.

Exemplo 3.17 Considere a EDI dada por F (x, y, p) = p2 − y + x2 = 0 e q = (0, 0, 0).

Temos:

Fx(x, y, p) = 2x, Fy(x, y, p) = −1, Fp(x, y, p) = 2p, Fpp(x, y, p) = 2.

Dessa forma, q é um ponto de dobra da EDI, uma vez que F (q) = Fp(q) = 0 e Fpp(q) 6= 0.

O campo ξ é dado por

ξ(x, y, p) = 2p
∂

∂x
+ 2p2

∂

∂y
− (2x− p)

∂

∂p
.

Considerando a projeção do campo no plano (x, p) e a matriz de sua parte linear,

Jξ(q) =

(
0 2

−2 1

)
,

obtemos, det Jξ(q) = 4, T (q) = 1 e ∆q = −15, que nos garante que q é um ponto de

singularidade dobra-foco da EDI. �

Exemplo 3.18 Seja F (x, y, p) = y− p2 − 1
3
xp. O ponto q = (0, 0, 0) é uma singularidade
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dobra-nó do campo ξ. De fato

Fx(x, y, p) = −1

3
xp, Fy(x, y, p) = 1, Fp(x, y, p) = −2p− 1

3
x, Fpp(x, y, p) = −2.

Note que q é um ponto de dobra, uma vez que F (q) = Fp(q) = 0 e Fpp(q) 6= 0. O campo

ξ é dado por:

ξ(x, y, p) =

(
−2p− 1

3
x

)
∂

∂x
+

(
−2p2 − 1

3
xp

)
∂

∂y
− 2

3
p
∂

∂p
,

e a matriz de sua parte linear no plano (x, p) é:

Jξ(q) =

(
−1

3
−2

0 −2
3

)
,

e portanto, T (q) = −1, det Jξ(q) = 2
9
e ∆q =

1
9
, ou seja, q é uma singularidade dobra-nó

da EDI. �

Exemplo 3.19 Seja F (x, y, p) = y+ p2 +2xp. O ponto q = (0, 0, 0) é uma singularidade

dobra-sela do campo ξ. De fato,

Fx(x, y, p) = 2p, Fy(x, y, p) = 1, Fp(x, y, p) = 2p+ 2x, Fpp(x, y, p) = 2.

O ponto q é um ponto de dobra de F , uma vez que F (q) = Fp(q) = 0 e Fpp(q) 6= 0. O

campo ξ é dado por

ξ(x, y, p) = (2x+ 2p)
∂

∂x
+ (2p2 + 2xp)

∂

∂y
− 3p

∂

∂p
.

A matriz da parte linear de ξ no plano (x, p) é

Jξ(q) =

(
2 2

0 −3

)
.

Assim, T (q) = −1, det Jξ(q) = −6 e ∆q = 25. Consequentemente, q é uma singularidade

dobra-sela da EDI. �

O resultado apresentado a seguir vai fornecer condições para um ponto ser uma boa

dobra de uma EDI. Para tanto, vamos considerar o 2-jato de F em q = (0, 0, 0), dado por

j2F (q) = Fx(q)x+ Fy(q)y + Fp(q)p+

+
1

2
(Fxx(q)x

2 + Fxy(q)xy + Fxp(q)xp+ Fyy(q)y
2 + Fyp(q)yp+ Fpp(q)p

2).
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Reescrevendo o polinômio obtemos:

j2F (q) = a0p
2 + (b0 + b1x+ b2y)p+ (c1x+ c2y + c3x

2 + c4xy + c5y
2).

Proposição 3.20 ([8], p. 794) Seja F (x, y, p) = 0 uma EDI como em (3.1) genérica e

q = (0, 0, 0) ∈M . Com as notações acima, são verdadeiras as seguintes afirmações:

(i) O ponto q é um ponto de dobra se, e somente se, a0 6= 0 e b0 = 0.

(ii) O ponto q é um zero do campo ξ dado em (3.4) se, e somente se, b0 = c1 = 0.

(iii) O ponto q é uma boa dobra se, e somente se, a0, c3 6= 0, b0 = c1 = 0 e λ 6= 0,
1

16
,

onde

λ =
4a0c3 − b21 − b1c2

4c2
.

Demonstração.

(i) O ponto q é um ponto de dobra se, e somente se, Fp(q) = 0 e Fpp(q) 6= 0. Dessa forma,

analisando o 2-jato de F dado acima, como Fp(x, y, p) = 2a0p+ b0+ b1x+ b2y segue

que q é um ponto de dobra se, e somente se, b0 = 0 e a0 6= 0.

(ii) Sabemos que q é um zero do campo ξ se e somente se Fp(q) = (Fx + pFy)(q) = 0.

Como

(Fx + pFy)(x, y, p) = b2p
2 + p(c4x+ 2c5y + b1 + c2) + 2c3x+ c4y + c1,

então Fp(q) = b0 e (Fx + pFy)(q) = c1, de onde segue o resultado.

(iii) Já sabemos dos itens anteriores que q é um ponto de dobra de F e um zero do campo

ξ se, e somente se, a0 6= 0 e b0 = c1 = 0. A matriz da parte linear de ξ no plano

(x, p) é dada por:

Jξ(q) =

(
b1 2a0

−2c3 −b1 − c2

)
.

Note que det Jξ(q) = 4a0c3− b21− b1c2, T (q) = −c2 e ∆q = c22−16a0c3+4b21+4b1c2.

Mais ainda, T (q) = −c2 6= 0, uma vez que Fy(q) 6= 0. Defina

λ =
det Jξ(q)

4T (q)2
=

4a0c3 − b21 − b1c2
4c22

.

Temos que excluir a possibilidade de q ser uma singularidade degenerada, um foco

ou um nó impróprio. Teremos uma singularidade degenerada se, e somente se, λ = 0

ou c3 = 0 (se c3 = 0, det Jξ(q) = −b1(b1 + c2) = 0 pra todo valor de b1). Um nó

impróprio acontece se, e somente se, det Jξ(q) > 0, ∆q = 0 e T (q) 6= 0, ou de

forma equivalente, c22 = 4(4a0c3 − b21 − b1c2). Em outras palavras, um nó impróprio
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ocorre se, e somente se, λ = 1
16
. Um centro nunca ocorre pois T = −c2 6= 0. Das

considerações feitas, segue o resultado. �

Resta agora considerar o caso em que q é um ponto singular de cúspide da EDI. Em [13],

Dara classifica estes pontos em duas categorias: os pontos de cúspide eĺıptica e os pontos

de cúspide hiperbólica. Naquele trabalho é conjecturado que em uma vizinhança de um

ponto de cúspide eĺıptica, uma EDI genérica é topologicamente equivalente a x = p3−yp e
a x = p3−yp na vizinhança de um ponto de cúspide hiperbólica. No entanto, a conjectura

de Dara não é verdadeira. Davydov mostrou, neste caso, que as formas normais da EDI

apresentam parâmetros e funções arbitrárias.

3.2 Duais, EDI’s e o Método de Legendre

O objetivo dessa seção é relacionar as curvas duais apresentadas no primeiro caṕıtulo

com as curvas soluções de EDI’s e usando uma aplicação chamada Transformação de Le-

gendre, “investigar”o comportamento local das curvas integrais da EDI em uma vizinhança

do discriminante (contorno aparente na direção v = (0, 0, 1)) da superf́ıcie M = F−1(0).

Seja a EDI F (x, y, p) = 0 como em (3.1) genérica e M = F−1(0). Considere o difeo-

morfismo global L : R3 → R
3 dado por

L(x, y, p) = (p, xp− y, x) = (X, Y, P )

o qual satisfaz a condição L ◦ L = id, ou seja, L é uma involução. Essa aplicação é

conhecida como Transformação de Legendre. Através de L obtemos uma nova EDI,

definida por G = F ◦ L.

Observação 3.21 Uma vez que a Transformação de Legendre é um difeomorfismo global,

o conjunto N = G−1(0) também é uma superf́ıcie regular além de ser difeomorficamente

levada em M = F−1(0).

Seja γ : I ⊂ R → R
2 uma curva plana regular dada por γ(X) = (X, Y (X)), onde Y é

uma função suave de X . Por uma questão de conveniência o parâmetro X será omitido.

Pela Observação 1.9, a curva δ(X) = (Y ′, XY ′ − Y ) pode ser considerada como a curva

dual de γ. Notemos que a inclinação da reta tangente à δ é X nos pontos em que Y ′′ 6= 0,

pois δ′(X) = (Y ′′, XY ′′).

Com as notações anteriores, o próximo resultado relaciona as soluções das EDI’s dadas

por F e G.

Lema 3.22 ([6], p. 202) Nas notações anteriores, se a curva γ é uma curva integral da

EDI G, então a curva δ é uma curva integral de F nos pontos onde Y ′′ 6= 0.
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Demonstração. Como γ(X) = (X, Y ) é uma curva integral de G e L = L−1, temos:

G(X, Y, Y ′) = (F ◦ L−1)(X, Y, Y ′) = F (Y ′, XY ′ − Y,X).

Como a inclinação da reta tangente à δ nos pontos em que Y ′′ 6= 0 é X , conclúımos que

a curva δ é uma curva integral de F . �

Recorde que Y ′′ 6= 0 é a condição para a curva solução γ de G não ter uma inflexão

em X (ver Exemplo 1.5), o que corresponde a curva dual δ não ter uma cúspide ordinária,

no caso em que a inflexão for ordinária.

O resultado acima é uma ferramenta muito útil na resolução de EDI’s. O Método de

Legendre consiste em aplicar esse resultado, ou seja, dada uma EDI satisfazendo uma

certa condição aplicamos a Transformação de Legendre, obtendo uma nova EDI mais

tratável. Dado um ponto q pertencente ao criminante de M , sabemos que Fp(q) = 0 e

assim não podemos escrever a equação diferencial em uma forma expĺıcita, como em (3.2).

No entanto, o ponto correspondente à q em G, a saber Q, pode ser tal que nesse ponto

GP (Q) 6= 0 e assim G pode ser escrita explicitamente, resolvida e suas curvas integrais

dualizadas (ou seja, se γ é uma curva integral de G, dualizar γ nada mais é do que calcular

a sua curva dual δ, coma na Observação 1.9) de modo que as novas curvas obtidas são,

como vistas no resultado acima, as curvas integrais de F .

Exemplo 3.23 Considere a EDI dada por F (x, y, p) = p3 + yp+ x. Nos pontos (x, y, p)

em que F = Fp = 3p2 + y = 0, ou seja, nos pontos pertencentes à superf́ıcie M =

F−1(0) e que satisfazem 27x2 + 4y3 = 0, (criminante de F ) a equação não pode ser

escrita explicitamente. No entanto, aplicando a Transformação de Legendre obtemos

Figura 3.7: Superf́ıcie M = F−1(0) do Exemplo 3.23.

G(X, Y, P ) = P (X2 +1)+X3 −XY . A nova equação obtida pode ser reescrita, uma vez
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que GP (X, Y, P ) = X2 + 1 6= 0. Obtemos assim,

dY

dX
− XY

X2 + 1
= − X3

X2 + 1
,

que pode ser resolvida pelo método do fator integrante para EDO’s lineares de primeira

ordem, de modo que obtemos a solução Y = −(2 + X2) + C(1 + X2)
1
2 que depois de

dualizada fornece a solução da equação original:

x = −2X + CX(1 +X2)−
1
2 y = 2−X2 − C(1 +X2)−

1
2 .

Na Figura 3.8 são apresentadas, para alguns valores de C, as curvas soluções de F para

C = 1 e C = 2.35 (figuras superiores) e C = 4 e C = 7 (figuras inferiores) �
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Figura 3.8: Curvas soluções do Exemplo 3.23.

Uma maneira para identificar equações em que aplicar o método de Legendre em um

ponto (x, y, p) é interessante, é verificarmos se para esse ponto temos Fx + pFy 6= 0. De

fato, como G = F ◦L, então GP = Fx+ pFy. A partir de agora vamos assumir a condição

GP 6= 0, de modo que podemos escrever G(X, Y, P ) = 0 na forma Y ′ = g(X, Y ). Note

que os pontos em que aplicaremos o método de Legendre, muito embora sejam pontos

pertencentes ao criminante de F , são pontos regulares do campo ξ dado em (3.4), uma

vez que nestes pontos temos Fx + pFy 6= 0

O resultado a seguir nos diz sobre a curvatura das curvas integrais da EDI G.

Proposição 3.24 ([6], p. 203) Seja γ(X) = (X, Y (X)) uma curva integral de G = F ◦L
como anteriormente e suponha que Fx+ pFy 6= 0 A curva γ tem uma inflexão em X se, e

somente se, (x, y, p) = (Y ′, XY ′ − Y,X) está no criminante de F . Além disso, a inflexão
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é ordinária se, e somente se, Fpp 6= 0 em (x, y, p), ou seja, neste ponto o criminante

possui tangente não vertical.

Demonstração. Sabemos que a curvatura k da curva plana γ é dada por k =
Y ′′

√
(1 + Y ′2)3

(ver Exemplo 1.5) e assim, γ tem uma inflexão em X se, e somente se, Y ′′ = 0. Deri-

vando F (Y ′, XY ′ − Y,X) = 0 em X , obtemos Y ′′(Fx + pFy) + Fp = 0. Dessa forma,

se γ tem uma inflexão em X , Fp(x, y, p) = 0. Reciprocamente, se Fp(x, y, p) = 0, como

Fx+pFy 6= 0 temos Y ′′ = 0. Para a demonstração da segunda equivalência, basta lembrar-

mos que a inflexão é ordinária se, e somente se, k = k′ = 0 (ou Y ′′ = 0 e Y ′′′ 6= 0). Dito

isso, a demonstração se resume a derivar a expressão da curvatura e derivar novamente

Y ′′(Fx+pFy)+Fp = 0 em relação àX , obtendo Y ′′′(Fx+pFy)+A(Y
′, XY ′−Y,X)Y ′′+Fpp =

0, onde A(Y ′, XY ′ − Y,X) é o agrupamento dos termos que possui Y ′′ como um fator.

Dessa forma, se Fpp(x, y, p) 6= 0, então Y ′′′ 6= 0. Reciprocamente X é um ponto de inflexão

ordináira (Y ′′′ 6= 0), temos Fpp(x, y, p) 6= 0. �

A última condição dada na proposição anterior diz que (x, y, p) é um ponto de dobra

da EDI F . Quando isto acontece, a curva dual δ terá uma cúspide ordinária em (x, y) e,

portanto, a curva solução de F terá uma cúspide ordinária em (x, y). Isto acontece no

Exemplo 3.23 em todos os pontos do discriminante de F , exceto quando x = y = 0.

É de interesse obtermos mais informações sobre esses duais, que são soluções de EDI’s,

na vizinhança de pontos que pertencem ao contorno aparente de M = F−1(0) na direção

do eixo p. Para tanto considere a famı́lia a 1-parâmetro de curvas integrais de G dada

por γt = (X, Y (X, t)) em uma vizinhança de um ponto (X0, Y0) tal que Y0 = Y (X0, 0) e
∂Y

∂t
(X0, 0) 6= 0.

Os duais dessas curvas podem ser estudados através da famı́lia de funções altura:

H̃ : S1 × R× R× R → R, H̃(u, v, t, X) = 〈(X, Y (X, t)), u〉 − v.

A envoltória da função acima é dada por

DH̃ = {(u, v, t) ∈ R
4; ∃X ∈ R; u = nt(X), v = 〈γt(X), nt(X)〉, t ∈ R},

onde nt(X) é um vetor normal à γt em X . Portanto, as seções t =constante são os duais

das curvas γt. Em outras palavras, essa famı́lia de duais é formada pelas curvas integrais

de F levantadas ao ńıvel t.

Tome agora a famı́lia de funções em uma vizinhança de (X0, 0) dada pelo germe

H : (R2 × R, (X0, 0)) → R

definido como

H(X, λ, t) = 〈(X, Y (X, t)), (λ− Y ′(X0, 0), 1)〉,
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onde a variável λ é o ângulo θ compreendido entre o vetor u ∈ S
1 e o eixo X .

A função H0 = H(X, 0) = −dY
dX

(X0, 0)X+Y (X, 0) tem singularidade do tipo A>1 em

X = X0, uma vez que H ′
0(X0, 0) = 0. Sabendo que H

(k)
0 (X, 0) = Y (k)(X, 0) conclúımos

que H0 tem singularidade do tipo Ak em X = X0 se, e somente se,

Y ′′(X0, 0) = · · · = Y (k)(X0, 0) = 0 e Y (k+1)(X0, 0) 6= 0.

Vamos definir desdobramento p-versal. Essa definição difere ligeiramente da definição

de desdobramento versal. A definição que faremos para o caso p-versal apresenta a adição

de uma aplicação c(x) (para cada x, c(x) é apenas a adição de uma constante), o que não

ocorria no caso versal (ou seja, apenas omit́ıamos c(x)).

Definição 3.25 Seja G : (Rs × R, (y0, t0)) → R um desdobramento a s-parâmetros do

germe de função g = Gy0. Considere






a : (Rr, x0) → (Rs, y0)

b : (Rr × R, (x0, t0)) → R, onde b(x0, t) = t

c : (Rr, x0) → R

em que a, b e c são germes de aplicações suaves. O desdobramento F : (Rr×R, (x0, t0)) →
R do germe de função f(t) = g(t) + c(x0) dado por

F (x, t) = G(a(x), b(x, t)) + c(x)

é dito p-induzido de G. Se todo desdobramento de g é p-induzido de G, dizemos que G

é um desdobramento p-versal de g em t0

Vamos apresentar somente um critério de p-versalidade. No entanto, como no caso

versal, temos mais critérios equivalentes (para mais detalhes, ver [6] ou [16]).

Teorema 3.26 ([6], p. 140) Seja

jk−1

(
∂F

∂xi
(x0, t)

)
(t0) = α1it+ α2it

2 + · · ·+ α(k−1)it
k−1,

para i = 1, . . . , r. Então F é p-versal se, e somente se, a matriz dos coeficientes (αji)(k−1)×r

tem posto k − 1 (isso requer que k − 1 ≤ r).

É de interesse verificar as condições para que H desdobre versalmente H0 quando esta

última tem singularidade do tipo A2 e A3 em X = X0. Essa investigação terá um forte

apelo geométrico, como veremos nos próximos resultados.
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(i) Singularidade do tipo A2: Para este caso, H sempre desdobra p-versalmente H0. Essa

verificação é feita usando o critério dado acima, observando que
∂2H

∂λ∂X
(X0, 0, 0) = 1

e
∂H

∂t
(X0, 0, 0) =

∂Y

∂t
(X0, 0) 6= 0.

(ii) Singularidade do tipo A3: Novamente utilizando o critério acima, temos que H des-

dobra p-versalmente H0 se, e somente se,
∂3H

∂X2∂t
(X0, 0, 0) =

∂3Y

∂X2∂t
(X0, 0) 6= 0,

uma vez que a matriz dos coeficientes dada no critério é:




1
∂2H

∂X∂t
(X0, 0, 0)

0
∂3H

∂X2∂t
(X0, 0, 0)


 .

Temos as seguintes interpretações das condições acima discutidas em termos da EDI

F .

Proposição 3.27 ([4], p.141)

(i) A função H0 definida acima tem singularidade do tipo Ak se, e somente se,

∂F

∂p
= · · · = ∂k−1F

∂pk−1
= 0,

∂kF

∂pk
6= 0 em q = (x0, y0, p0).

(ii) Se a função H0 tem singularidade do tipo A2 (resp. A3), então ela é sempre desdo-

brada p-versalmente por H (resp. é desdobrada p-versalmente por H se (FxFyp −
FyFxp)(q) 6= 0).

Demonstração.

(i) Sabemos que H0 é do tipo Ak se, e somente se, Y ′′(X0, 0) = · · · = Y (k)(X0, 0) = 0

e Y (k+1)(X0, 0) 6= 0. Derivando a igualdade F (Y ′, XY ′ − Y,X) = 0 em relação a

X obtemos (FxY
′ + pFyY

′ + Fp)(x0, y0, p0) = 0. Repetindo esse processo r vezes

obtemos a identidade

(
(Fx + pFy)Y

(r+1) +
∂rF

∂pr

)
(x0, y0, p0) = 0.

Recordemos que (Fx + pFy)(q) 6= 0. Dessa forma, a demonstração segue imediata-

mente da observação das expressões obtidas acima.

(ii) Para o caso A2 não há nada o que provar. Para o caso A3, vimos na demonstração do

item anterior que Y ′(Fx + Fy) + Fp = 0. Derivando esta expressão em t e aplicando

em t = 0 e (x, y, p) = q obtemos

∂Y ′′

∂t
Fxx +

(
Fxx

∂Y ′

∂t
+ Fxy

(
∂Y ′

∂t
X − ∂Y

∂t

))
Y ′′ +X

∂Y ′′

∂t
Fy+
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(
Fxy

∂Y ′

∂t
+ Fyy

(
∂Y ′

∂t
X − ∂Y

∂t

))
XY ′′ + Fxp

∂Y ′

∂t
+ Fyp

(
X
∂Y ′

∂t
− ∂Y

∂t

)
= 0,

e lembrando que Y ′′(X0, 0) = 0, uma vez que H0 é do tipo A3, segue que

(Fx + pFy)
∂Y ′′

∂t
+ Fxp

∂Y ′

∂t
+ Fyp

(
X
∂Y ′

∂t
− ∂Y

∂t

)
= 0.

Por outro lado, derivando a expressão F (Y ′, XY ′−Y,X) = 0 diretamente em relação

a t obtemos:

Fx
∂Y ′

∂t
+ Fy

(
X
∂Y ′

∂t
− ∂Y

∂t

)
= 0.

Recorde que a condição necessária e suficiente para que H0 seja desdobrada p-

versalmente por H é
∂3Y

∂X2∂t
(X0, 0) 6= 0. Suponha por absurdo que

∂Y ′′

∂t
(X0, 0) =

∂3Y

∂X2∂t
(X0, 0) = 0 e considere o sistema formado pelas duas últimas equações obti-

das acima. Este sistema é homogêneo e possui solução não nula pois
∂Y ′

∂t
(X0, 0) 6= 0.

Dessa forma, esse sistema possui infinitas soluções, e portanto o determinante da

matriz dos seus coeficientes é nulo, ou seja, (FypFx−FxpFy)(q) = 0, o que é absurdo.

Portanto segue o resultado. �

A partir do resultado acima podemos extrair informações geométricas para a superf́ıcie

M = F−1(0). Lembramos que dada a superf́ıcie M podemos classificar os pontos da

projeção π :M → R
2 através das derivadas da função F em relação à p.

Um ponto de q ∈ M é um ponto dobra se satisfaz Fp(q) = 0 e Fpp(q) 6= 0, ou seja, se

e somente se, a função H0 tem singularidade do tipo A2 no ponto correspondente. Um

ponto de M é um ponto de cúspide se Fp(q) = Fpp(q) = 0 e Fppp(q) 6= 0, ou seja, se e

somente se, H0 é do tipo A3. Note também que H0 tem singularidade do tipo A3 e é

desdobrada p-versalmente por H se a projeção de M no plano (x, y) tem uma cúspide no

ponto correspondente (ver caṕıtulo anterior).

Considere a superf́ıce em R
3 obtida levantando-se as curvas integrais de F através

do parâmetro t, (Y ′(X, t), XY ′(X, t) − Y (X, t), t). Essa superf́ıcie é difeomorfa ao con-

junto discriminante de H , que sabemos ser uma cuspidal edge ou uma superf́ıcie rabo de

andorinha (se H0 é do tipo A2 ou A3, respectivamente).

Usando as conclusões obtidas acima obtemos o próximo resultado.

Teorema 3.28 ([4], p. 142) Sejam F uma EDI e q = (x0, y0, p0) ∈ M = F−1(0). São

verdadeiras as seguintes afirmações:

(i) Se Fp(q) = 0, Fpp(q) 6= 0, então as curvas integrais de F próximas a (x0, y0) são

difeomorfas à cúspides.
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Figura 3.9: Cuspidal edge e rabo de andorinha.

(ii) Se Fp(q) = Fpp(q) = 0, Fppp(q) 6= 0, (FxFyp−FyFxp)(q) 6= 0, então a famı́lia de curvas

integrais próximas a (x0, y0) é obtida com a projeção das seções da superf́ıcie rabo

de andorinha, de modo que as cúspides varrem o contorno aparente de M = F−1(0).

Demonstração. A demonstração segue imediatamente das interpretações geométricas

feitas anteriormente. �

Nesta seção, até o momento, nos ocupamos do estudo da EDI F em pontos que

pertencem ao criminante da equação mas que não são singularidades do campo ξ, como

em (3.4). No entanto, no próximo resultado vamos novamente nos interessar nos pontos

singulares de ξ. Tal resultado é bastante interessante pois relacionará o estudo feito na

seção anterior com o feito na presente. Entre outras afirmações, o teorema a seguir garante

que as boas dobras (Definição 3.16) são auto-duais, ou seja, a EDI obtida ao aplicarmos

o Método de Legendre tem o mesmo tipo de singularidade que a EDI inicial.

Teorema 3.29 ([8], p. 794) Considere a EDI dada por F (x, y, p) = 0 e a correspondente

G(X, Y, P ) = 0 obtida de F através do Método de Legendre. Tome q = (0, 0, 0) e L(q) =

(0, 0, 0). Nessas condições temos os seguintes resultados:

(i) A EDI F tem uma dobra (ou pior) e um zero do campo levantado em q se, e somente

se, o mesmo ocorre para a EDI G.

(ii) Os campos levantados de F e G são suavemente equivalentes. Consequentemente, as

boas dobras da EDI F são auto-duais.

Demonstração.

(i) Sabemos que G(X, Y, P ) = F (P,XP − Y,X), e dessa forma, derivando em X, Y e P ,

obtemos

GX = xFy + Fp, GY = −Fy e GP = Fx + pFy.
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Assim, G tem uma dobra ou pior e um zero no campo levantado em L(q) se, e

somente se, Gp(L(q)) = 0 e (GX + PGY )(L(q)) = 0, respectivamente. Ou seja, se,

e somente se, (Fx + pFy)(q) = 0 e Fp(q) = 0, respectivamente, o que é equivalente a

F ter um zero do campo levantado e um ponto de dobra ou pior em q.

(ii) Sabemos que a Transformação de Legendre é um difeomorfismo global e dessa forma

a superf́ıcie M = F−1(0) é levada difeomorficamente na superf́ıcie N = G−1(0),

como visto na Observação (3.21). Portanto, é natural que os campos levantados

de ambas equações sejam suavemente equivalentes e consequentemente que as boas

dobras da EDI F sejam auto-duais. �

3.3 Equações diferenciais binárias

Nesta seção vamos tratar de um tipo particular e de bastante interesse de EDI’s,

as Equações Diferenciais Binárias (EDB’s). As EDB’s surgem de maneira natural na

matemática, como por exemplo, em geometria diferencial, sistemas dinâmicos e equações

diferenciais parciais.

Seja F (x, y, p) = 0 uma EDI como em (3.1) e q ∈ M = F−1(0) tal que Fp(q) = 0 e

Fpp(q) 6= 0. Nessas condições, há no máximo duas curvas soluções por cada ponto de U e

a EDI (3.1) pode ser escrita na forma quadrática

a(x, y) dy2 + 2b(x, y) dx dy + c(x, y) dx2 = 0, (3.5)

onde a, b, c são funções reais suaves definidas em V e que não se anulam simultaneamente

em nenhum ponto de U . De fato, pelo Teorema da Divisão de Mather (ver [19], p. 95)

podemos escrever F da seguinte maneira:

F (x, y, p) = F (q) + φ(x, y, p)

(
p2 +

1∑

i=0

a1(x, y)p
1−i

)
= 0,

com φ suave tal que φ(x, y, p) 6= 0 e ai(x0, y0) = 0. Reescrevendo a função acima, obtemos

F (x, y, p) = φ(x, y, p)dy2 + φ(x, y, p)a0(x, y)dydx+ φ(x, y, p)a1(x, y)dx
2 = 0.

Basta agora dividirmos a expressão por φ(x, y, p) e tomar a(x, y) = 1, b(x, y) = a0(x, y)

e c(x, y) = a1(x, y). Toda equação da forma (3.5) é chamada equação diferencial

binária (EDB). As funções a, b, c são chamadas de coeficientes da EDB . Assim, os

coeficientes de uma EDB qualquer podem também se anular em algum ponto de seu

domı́nio.

Existem dois tipos de EDB’s: as EDB’s do tipo 1 , que são aquelas em que seus

coeficientes não se anulam simultaneamente em nenhum ponto de seu domı́nio, e as do



3.3. Equações diferenciais binárias 64

tipo 2 , em que os coeficientes se anulam simultaneamente em algum ponto do domı́nio.

O discriminante da EDB (3.5) é o conjunto

∆ = {(x, y) ∈ U ; (b2 − ac)(x, y) = 0}

e a função discriminante é a função

δ : U → R, δ(x, y) = (b2 − ac)(x, y).

A definição de discriminante da EDB (3.5) é coerente com a apresentada anteriormente.

De fato, escrevendo a EDB na forma F (x, y, p) = 0, temos

∂F

∂p
(x, y, p) = 2a(x, y)p+ 2b(x, y).

Igualando a expressão acima à zero, isolando p e substituindo em F (x, y, p) = 0 obtemos

(b2−ac)(x, y) = 0, ou seja, o discriminante é formado pelos pontos (x, y) tais que δ(x, y) =

0.

Segue do Teorema de Sard que, em geral, ∇δ 6= 0 nos pontos em que δ = 0 (pois

temos 3 equações num espaço com 2 variáveis). Logo, em geral 0 é um valor regular de δ

e, conseqüentemente, ∆ é uma curva regular em R
2. Note que, se uma EDB é do tipo 2

em (x, y), então δx(x, y) = δy(x, y) = 0 e, assim, ∆ é singular naquele ponto.

A EDB dada em (3.5) define um par de direções transversais em cada ponto (x, y) ∈ V

onde b2−ac > 0. De fato, considere uma rotação no plano (x, y), de modo que a(x, y) > 0.

Então, considerando a equação dada como uma equação do segundo grau em dy, podemos

resolver a equação (3.5) como

dy

dx
=

−b(x, y)±
√
b2(x, y)− a(x, y)c(x, y)

a(x, y)
.

Dessa forma podemos decompor a equação em dois fatores lineares. Cada uma dessas

equações determina um campo de direções. Para pontos em que a(x, y) = 0, podemos

resolver a equação para dx/dy, uma vez que, nesse caso, c(x, y) 6= 0.

Por outro lado, a EDB não define nenhuma direção nos pontos em que b2 − ac < 0 e,

nos pontos do discriminante ∆, determina uma única direção, ou infinitas soluções.

Vamos agora apresentar exemplos importantes de EDB’s: a equação diferencial das

curvas assintóticas e das linhas de curvatura. Seja S uma superf́ıcie regular em R
3, q ∈ S

e χ : V ⊂ R
2 → S uma parametrização de S em q. Vamos fazer uma breve recordação

sobre alguns conceitos de Geometria Diferencial.

O produto interno usual do R
3 induz em cada plano tangente TpS de uma superf́ıcie

suave S um produto interno, que será indicado por 〈, 〉p. Se w1, w2 ∈ TpS, então 〈w1, w2〉p
é igual ao produto interno desses vetores vistos como vetores em R

3.
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Esse produto interno herda as propriedades do produto interno usual do R
3: é uma

forma bilinear simétrica, ou seja, 〈w1, w2〉p = 〈w2, w1〉p e 〈w1, w2〉p é linear em w1 e w2. A

esse produto interno associamos uma forma quadrática Ip : TpS → R definida por

Ip(w) = 〈w,w〉p = ‖w‖2 ≥ 0,

chamada de primeira forma fundamental de S em p.

Podemos expressar a primeira forma fundamental na base {χu, χv}. Como um vetor

tangente w ∈ TpS é o vetor tangente a uma curva parametrizada α(t) = χ(u(t), v(t)),

t ∈ (−ε, ε), com p = α(0) = χ(u0, v0), obtemos

Ip(α
′(0)) = 〈α′(0), α′(0)〉p

= 〈χuu
′ + χvv

′, χuu
′ + χvv〉p

= 〈χu, χu〉p(u′)2 + 2〈χu, χv〉pu′v′ + 〈χv, χv〉p(v′)2
= E(u′)2 + 2Fu′v′ +G(v′)2,

onde os valores das funções envolvidas são calculados em t = 0, e:

E(u0, v0) = 〈χu, χu〉p,
F (u0, v0) = 〈χu, χv〉p,
G(u0, v0) = 〈χv, χv〉p

são os coeficientes da primeira forma fundamental na base {χu, χv} de TpS.

Lembramos que a esfera unitária em R
3 centrada na origem é denotada por S

2. A

aplicação de Gauss

N : χ(V ) ⊂ S → S
2

leva cada ponto p = χ(u, v) no vetor

N(p) =
χu × χv

‖χu × χv‖
(u, v)

normal à S em p.

O operador Ap = −dNp : TpS → TpS tem as seguintes propriedades: é auto-adjunto,

isto é, satisfaz 〈Ap(w1), w2〉 = 〈w1, Ap(w2)〉 para quaisquer dois vetores w1 e w2 em TpS;

possui dois auto-valores reais κ1, κ2 chamados de curvaturas principais; possui dois

auto-vetores ortogonais (quando κ1 6= κ2) chamados de vetores principais. Os pontos

onde κ1 = κ2 são chamados de umb́ılicos.

A forma quadrática IIp, definida em TpS por

IIp = −〈dNp(v), v〉,
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é chamada a segunda forma fundamental de S em p.

Tome novamente α(t) = χ(u(t), v(t)) uma curva parametrizada em S, com α(0) = p.

O vetor tangente à α(t) em p é α′ = χuu
′ + χvv

′ e

dN(α′) = (N ◦ α)′(t) = Nuu
′ +Nvv

′.

Dessa forma, a expressão da segunda forma fundamental na base {χu, χv} é dada por

IIp(α
′) = −〈dN(α′), α′〉 = −〈Nuu

′ +Nvv
′, χuu

′ + χvv
′〉

= e(u′)2 + 2fu′v′ + g(v′)2,

onde

e = 〈N,χuu〉, f = 〈N,χuv〉 e g = 〈N,χvv〉

são os coeficientes da segunda forma fundamental de S em p com relação a base {χu, χv}.
A segunda forma fundamental aplicada à um vetor unitário v, IIp(v) nos dá a curva-

tura normal, κn(v), de qualquer curva α em S tal que α′ = v. Assim,

κn(v) = IIp(v) = −〈(N ◦ α), α′〉.

Os valores extremos da curvatura normal κn(v) obtidos de acordo com que v varia

no ćırculo unitário de TpS são exatamente as curvaturas principais κ1 e κ2 (mı́nima e

máxima, respectivamente) em p.

Os vetores unitários ±e1(p) e ±e2(p) associados aos valores extremos κ1 e κ2, respecti-

vamente, são os vetores principais (mı́nimo e máximo, resp.) em p. Eles são bem definidos

e mutualmente ortogonais para todo ponto p não umb́ılico. Nos pontos umb́ılicos, as for-

mas fundamentais Ip e IIp são proporcionais por um fator κ = κ1(p) = κ2(p).

As retas L1(p) = R(±e1(p)) e L2(p) = R(±e2(p)) geradas pelos vetores principais são
chamadas de direções principais mı́nima e máxima de S em p, respectivamente. Elas

definem campos de linha suaves L1 : p→ L1(p) e L2 : p→ L2(p) mutuamente ortogonais,

chamados campos de linha principais mı́nimo e máximo de S, respectivamente. As

linhas principais coincidem com o autoespaço gerado pelos autovetores de dNp associados

aos autovalores κ1 e κ2.

Sobre S as funções κ1 e κ2 são cont́ınuas, podendo ser escritas como

κ1 = H −
√
H2 −K e κ2 = H +

√
H2 −K,

onde H = 1
2
(κ1 + κ2) =

1
2
tr(−dNp) é a curvatura média e K = κ1κ2 = det(−dNp) é a

curvatura Gaussiana de S.

Uma vez que H2 −K = [(κ1 − κ2)/2]
2, segue que os pontos umb́ılicos podem também

ser caracterizados como os zeros dessa função não negativa.
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Em termos dos coeficientes da primeira e da segunda formas fundamentais, as curva-

turas média e Gaussiana são dadas, respectivamente, por:

H =
Eg − 2fF + eG

2(EG− F 2)
, K =

eg − f 2

EG− f 2
.

Exemplo 3.30 (Linhas de curvatura) Suponhamos que q ∈ S é um ponto não umb́ılico.

Então existem duas direções ortogonais, chamadas direções principais, correspondendo

aos valores extremos da curvatura normal. Em um ponto umb́ılico, todas as direções

são direções principais. Uma linha de curvatura é uma curva em S tal que a direção

tangente em cada ponto é uma direção principal. A equação diferencial das linhas de

curvatura é dada pela EDB

(gF − fG) dv2 + (gE − eG) dudv + (fE − eF ) du2 = 0. (3.6)

A EDB (3.6) é do tipo 2 se, e somente se, a superf́ıcie possui pontos umb́ılicos, uma

vez que seus coeficientes se anulam somente em pontos umb́ılicos. Inicialmente mostremos

que se gF − fG = 0 e gE − eG = 0 então fE − eF = 0. De fato:

{
Fg −Gf = 0

Eg −Ge = 0
⇒
{

Fge−Gfe = 0

Egf −Gef = 0
,

e, assim, Fge−Efg = 0.

• Se g 6= 0, temos que: g(Fe−Ef) = 0 ⇒ fE − eF = 0.

• Se g = 0

G 6= 0 ⇒ e = f = 0 ⇒ fE − eF = 0;

G = 0 ⇒ F 6= 0. Temos os casos:

E = 0 ⇒ fE − eF = 0,

E 6= 0 ⇒ N = 0 ⇒ f = 0 ⇒ fE − eF = 0.

Suponha agora que os coeficientes da EDB sejam todos nulos, ou seja, gF = fG, gE = eG

e eF = fE. Mostremos que isso ocorre somente nos pontos umb́ılicos. Sabemos que um

ponto é umb́ılico se, e somente se, H2 − K = 0. Utilizando as igualdades e fazendo

substituições mostramos que H2 −K = 0. Por outro lado, se o ponto é umb́ılico temos

e = κE, f = κF e g = κG o que nos garante que gF − fG = gE − eG = 0, e pelo que

mostramos inicialmente fE − eF = 0, ou seja, os coeficientes da EDB se anulam.

O discriminante da equação (3.6) é o conjunto dos pontos umb́ılicos. De fato, podemos

tomar a parametrização χ tal que F ≡ 0 em V . Assim, a EDB se torna

−fG dy2 + (gE − eG) dydx+ fE dx2 = 0.
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e seu discriminante passa a ser dado por

δ = (gE − eG)2 + f 2EG.

Dessa forma δ = 0 se, somente se, cada fator for nulo. Mas se f 2EG = 0 temos que

f = 0 (não podemos anular E, F e G simultaneamente) e usando gE − eG = 0 temos

que K = e2

E2 e H = e
E
. Consequentemente H2 −K = 0 e sabemos que isso é válido se, e

somente, se o ponto é umb́ılico. Portanto, o discriminante é formado pelo conjunto dos

pontos umb́ılicos.

As configurações das linhas de curvatura foram primeiro dadas por Darboux (Sur la

forme des lignes de courbure dans le voisinage d’um ombilic, Note VII, Leçons sur la

théorie générale des surfaces. Vol. IV. Gauthier-Villars. 1896 ) e uma demonstração

rigorosa foi dada em [7, 21] (ver Figura 3.10). �

Lemon Monstar Star

Figura 3.10: Figura do Exemplo 3.30.

Exemplo 3.31 (Curvas assintóticas) Suponhamos que q ∈ S é um ponto hiperbólico.

Então existem duas direções em q, chamadas direções assintóticas, com relação as quais

a curvatura normal de S é zero. Em um ponto parabólico tais direções coincidem, e não

existem direções assintóticas em pontos eĺıpticos. Uma curva assintótica é uma curva

em S tal que a direção tangente em cada ponto é uma direção assintótica. A equação

diferencial das linhas assintóticas é dada pela EDB

gdv2 + 2fdudv + edu2 = 0 (3.7)

a qual, restrita à região hiperbólica, é do tipo 1, pois K(q) = eg−f2

EG−f2 (q) < 0. Mas não

sabemos dizer o tipo da EDB para qualquer superf́ıcie, vai depender se há pontos planares,



3.3. Equações diferenciais binárias 69

ou não, pois são estes que geram EDB’s do tipo 2. Concluindo: se a superf́ıcie não possui

pontos planares, então a EDB é do tipo 1. Supondo que g 6= 0 (resp. e 6= 0), a equação

acima pode ser vista como uma equação do segundo grau em dv (resp. du). Assim, o

discrimiante da equação satisfaz

(2f du)2 − 4eg du2 = 4 du2(f 2 − eg) > 0,

para todo (x, y) ∈ V (diminuindo V , se necessário). Logo, para cada ponto de V temos

um par de direções assintóticas.

O discriminante da equação (3.7) é o conjunto parabólico da superf́ıcie. Configurações

das linhas assintóticas em determinados pontos (cúspides de Gauss) podem ser encontra-

das em [2, 3, 17] (ver Figura 3.11).

Figura 3.11: Figura do Exemplo 3.31.

�
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