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RESUMO

Neste trabalho implementamos a técnica da transformada de Fourier unilateral para resolver a equagao
de Schrodinger independente do tempo. Para comecar, aprofundamos o conhecimento sobre a transfor-
mada de Fourier unilateral e seu processo de inversdo, cuidando das condi¢des de contorno apropriadas.
Notadamente, a transformada seno de Fourier obedece a condi¢do de contorno homogénea de Dirichlet
na origem, enquanto a transformada cosseno de Fourier obedece a condi¢ao de contorno homogénea de
Neumann na origem. Posteriormente, efetuamos sucessivas derivagdes nas transformadas de Fourier
unilaterais com o intuito de observar quando hd interferéncias entre as transformadas seno e cosseno
de Fourier. Também foi feito um estudo do comportamento das derivadas das transformadas de Fourier
unilaterais préximo a origem. Essas propriedades diferenciais nos mostraram uma quantidade restrita
de equacdes diferenciais cujas resolucdes serdo eficientes por intermédio das transformadas de Fourier
unilaterais. Possivelmente, esse nimero restrito de equagdes resolviveis se dd justamente devido a
interferéncia entre as transformadas seno e cosseno que ocorre dependendo da ordem da derivada
das transformadas. Apos feito o estudo da transformada de Fourier unilateral e suas propriedades,
abordamos a particula numa caixa centrada na origem por intermédio da transformada de Fourier
unilateral. Para um potencial simétrico em relagdo a origem, as autofuncdes possuem paridades
definidas: autofuncdes pares obedecem a condicdo de contorno homogénea de Neumann na origem
quando entdo € conveniente utilizar a transformada cosseno de Fourier, enquanto autofuncdes impares
obedecem a condi¢do de contorno homogénea de Dirichlet na origem, neste caso é apropriado usar a
transformada seno de Fourier. Essas condi¢des, juntamente com as condi¢cdes de contorno de Dirichlet
nos extremos da caixa, resultaram nas transformadas de Fourier unilaterais finitas, que estabelecem
uma estreita relacdo com as séries de Fourier. Esta observacao nos levou diretamente a resolugdo
do problema. Em seguida, aplicamos a transformada de Fourier unilateral na equagao do oscilador
harmonico quantico unidimensional. Primeiramente, foi necessdrio uma transformacdo funcional
adicional, pois a transformada de Fourier unilateral aplicada a equagdo de Schrédinger nao resultou
em uma equagdo mais simples. O problema em questdo dispde de um potencial par definido no
intervalo (—o0, 00), isso permitiu focar nossa atengéo ao semieixo positivo aplicando a transformada
de Fourier unilateral neste semieixo. Assim, apds obter o resultado desejado, realizamos a inversio da
transformada e efetuamos sua extensao adequada: simétrica para autofuncdes pares ou antissimétrica
para autofuncdes impares. Além disso, houve a necessidade de utilizar propriedades diferenciais
das transformadas de Fourier unilaterais inversas. O problema foi resolvido a partir da autofungdo

relacionada ao nivel de energia mais baixo.

PALAVRAS-CHAVE: Transformada de Fourier unilateral; Transformada cosseno de Fourier; Trans-
formada seno de Fourier; Transformada de Fourier unilateral finita; Particula numa caixa; Poco

quadrado infinito; Oscilador harmoénico quéntico unidimensional.



ABSTRACT

In this work we implement the unilateral Fourier transform technique to resolve the time-independent
Schrodinger equation. At first, we introduced and developed concepts related to unilateral Fourier
transform and the inversion process, taking care of the appropriate boundary conditions. Of special
importance, the Fourier sine transform obeys the homogeneous Dirichlet boundary condition at the
origin, while the Fourier cosine transform obeys the homogeneous Neumann boundary condition at
the origin. Subsequently, we performed successive derivations in the unilateral Fourier transforms to
observe when there are interferences between the sine and cosine Fourier transforms. A study of the
behavior of the derivatives of unilateral Fourier transforms at the origin was also carried out. These
differential properties showed us a restricted amount of differential equations whose resolutions will be
efficient through unilateral Fourier transforms. Possibly, this restricted number of solvable equations
is precisely due to the interference between the sine and cosine transforms, which occurs depending
on the order of the derivative of the transforms. After studying the unilateral Fourier transforms and
their properties, we approach the particle in a box centered at the origin through the unilateral Fourier
transform. For a symmetrical potential in relation to the origin, the eigenfunctions have definite parities:
even eigenfunctions satisfy the Neumann homogeneous boundary condition at the origin when it is
then convenient to use the Fourier cosine transform, while odd eigenfunctions obey the Dirichlet
homogeneous boundary condition at the origin, in this case it is appropriate to use the Fourier sine
transform. These conditions, along with the Dirichlet boundary conditions at the ends of the box,
resulted in finite unilateral Fourier transforms, which establish a close relationship with the Fourier
series. This observation led us directly to the resolution of the problem. After this, we apply the
unilateral Fourier transform on the one-dimensional quantum harmonic oscillator equation. First, an
additional functional transformation was necessary, because the unilateral Fourier transform applied to
the Schrodinger equation did not result in a simpler equation. The problem in question has a potential
even defined in the interval (—oo, c0), this allowed us to focus our attention on the positive semi-axis
by applying the unilateral Fourier transform on this semi-axis. Thus, after obtaining the desired result,
we performed the inversion of the transform and carried out its appropriate extension: symmetric
for even eigenfunctions or antisymmetric for odd eigenfunctions. Furthermore, there was a need to
use differential properties of inverse unilateral Fourier transforms. The problem was solved from the

eigenfunction related to the lowest energy level.

KEYWORDS: Unilateral Fourier transform; Fourier cosine transform; Fourier sine transform; Finite
unilateral Fourier transform; Particle in a box; Infinite square-well potential; One-dimensional quantum

harmonic oscillator.
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1 INTRODUCAO

Com o passar dos séculos, o avanco tecnoldgico permitiu a realizagdo de experimentos cada
vez mais sofisticados, até que no inicio do século XX, os cientistas obtiveram alguns resultados
experimentais evidenciando fendmenos inexplicdveis pelos conhecimentos da época. Sendo assim,
grandes nomes da fisica em geral iniciaram uma longa investiga¢cdo para obter uma explicacao plausivel
para tais fendmenos. Com um arduo e instigante trabalho, os fisicos elaboraram diversas hip6teses
sobre a natureza da luz e da matéria e suas interacdes. Dessas hipéteses surgiu a mecanica quantica
apresentando uma formulacao tedrica satisfatoria na descricdo das interacdes em escalas atdmicas e
subatOmicas.

A equacdo de Schrodinger suplementada pela teoria probabilistica governa a mecanica quantica
nao relativistica. Neste Aambito temos uma gama de sistemas quanticos descritos por potenciais inde-
pendentes do tempo, e nestas circunstancias trabalhamos com a equacdo de Schrodinger independente
do tempo (um problema de autovalor). Isto posto, para resolvé-lo completamente precisamos obter
o par caracteristico autovalor-autofuncio. Os autovalores sdo as energias possiveis do sistema e a
combinagdo linear de todos as autofunc¢des juntamente com a parte temporal nos fornece a equacao de
onda que caracteriza o sistema fisico estudado.

Neste trabalho, resolveremos a equagdo de Schrodinger independente do tempo de forma ndo usual,
mais especificamente, resolveremos por intermédio da transformada de Fourier unilateral. Abordaremos
dois diferentes potenciais, o poco quadrado infinito e o oscilador harmonico quantico, sistemas ubiquos
em livros-textos (DAVYDOV, [1965; SCHIFF, [1968; MERZBACHER, |1970; EISBERG; RESNICK]
1974; SHANKAR| [1980; (GASIOROWICZ, 2003} |(GRIFFITHS, [2005). Ao tratarmos esses dois
sistemas, 0 pogo quadrado infinito definido no intervalo [—L/2, L/2] e o oscilador harménico quantico
definido no intervalo (—o0, 00), com transformadas de Fourier unilaterais definidas no intervalo [0, c0),
vemos que € possivel realizar a transformacao da equacdo de Schrédinger independente do tempo
nos concentrando somente no semieixo positivo. A ideia subjacente ao método utilizado € que nesse
espaco transformado, o problema fique mais acessivel para a resolu¢cdo. Assim, obtendo o resultado no
espaco transformado deve-se realizar sua inversao para chegar na funcao original.

No capitulo 2, descreveremos a transformada de Fourier unilateral e suas propriedades, incluindo
sua condi¢do de existéncia e suas propriedades de diferenciacdo. Duas importantes condi¢des para
se fazer a escolha adequada entre a transformada seno e cosseno de Fourier ndo podem passar
despercebidas, as condi¢des de contorno homogéneas na origem: condi¢cdo de contorno homogénea
de Neumann, e condi¢ao de contorno homogénea de Dirichlet, veja por exemplo (CASTRO, 2020).
Posteriormente no capitulo 3, abordaremos sucintamente a teoria quantica vigente que servird de
sustentacdo para os capitulos posteriores. O capitulo 4 retrata um trabalho derivado de um artigo
publicado na Revista Brasileira de Ensino de Fisica (VIEIRA; CASTRO, 2020). Neste artigo, o pogo
quadrado infinito de [0, L] foi resolvido por intermédio da transformada de Fourier unilateral apés de
Castro (CASTRO, 2020) expor os erros em se abordar tal sistema por intermédio da transformada de
Laplace (GUPTA; VERMA, 2019). No capitulo 5, abordaremos o problema do oscilador harmonico
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quantico unidimensional via transformada de Fourier unilateral. O problema em questao ja foi resolvido
por esse tipo de método de transformagdao (NOGUEIRA; CASTRO, 2015). A maneira como os autores
trataram o problema necessitou de uma tabela de integrais para se resolver as transformadas de Fourier
unilaterais inversas, deste modo, as autofuncdes foram escritas em termos de solu¢des da equacao
hipergeométrica confluente. De modo diferente, resolveremos a transformada de Fourier unilateral
inversa relacionada com a autofun¢do do estado fundamental, e entdo adquiriremos a solugdo geral do
problema. Uma parte deste capitulo serd submetido a publicacdo. Finalmente, no capitulo 6 temos as

consideragdes finais do trabalho.
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2 A TRANSFORMADA DE FOURIER UNILATERAL

A ideia implicita ao método de transformadas integrais para resolver uma equacgdo diferencial
€ a conversao em uma equagao transformada que possa ser resolvida com maior simplicidade. Em
seguida deve-se executar a inversdo da transformada para obter a funcdo original. Este processo pode
ser penoso, sendo impraticdvel, se a integral atrelada a transformacgdo inversa nao estiver contida em
uma tabela de integrais (CHURCHILL! |1958; ARFKEN, [1985; BUTKOV, [1988; RILEY; HOBSON;
BENCE, [2006; POULARIKAS| 2010; DEBNATH; BHATTA, 2010). E muito importante salientar
que a utilizagdo do método depende basicamente do intervalo permitido para a varidvel envolvida na
integracdo e também das condicdes de contorno impostas sobre a funcdo nos extremos do intervalo.
A transformada de Fourier unilateral € uma ferramenta Ttil para realizar transformacdes em func¢des
absolutamente integraveis em um intervalo semi-infinito, dependendo das condi¢des de contorno

homogéneas na origem, condi¢do de Dirichlet ou Neumann.

2.1 A TRANSFORMADA DE FOURIER UNILATERAL E SUAS PROPRIEDADES

A transformada de Fourier exponencial e sua transformada inversa sdo, na devida ordem, definidas
por — veja, e.g. (BUTKOV,|1988)

F (@)} = F(k) = % | s e @1
F YHF (k) = flz) = \/% / m dk F(k) e~ (2.2)

Substituindo a expressdo (2.1)) na (2.2)), obtemos o teorema da integral de Fourier:

+o00 +o00
fa) =5 [ ave™ [ depe et 23)

2 J_ o .

Usufruindo da férmula de Euler ¢’ = cos 6 + isen , chegamos na seguinte integral:

1 [t e
flz) = — / dk (cos kx — i sen kx) / d¢ f(&) (cos k& + i sen kE). (2.4)

2T ) —00
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Supondo que f(£) tenha paridade definida, f(—¢) = — f(§) (impar) ou f(—¢) = f(£) (par), obtemos

as seguintes integrais

—[©) = [(&) = 2T 5 dk |27 [} d€ () sen ke sen k.
f(=§) = (2.5)
f§) = fl)= \/2/_”[0OO dk [\/Q/_Wfooo d¢ f(&) cos ké} cos kzx.

A partir disso, as transformadas seno e cosseno de Fourier, denotadas por F, {f(z)} = Fi(k) e

Fe{f(x)} = F.(k) respectivamente, sdo definidas para k = |k| pelas subsequentes integrais:

F{f(x) \/>/ dx fs(x) sen kz, (2.6)
FA{f(x) \/>/ dx f.(z) cos kz, (2.7)

onde fs(z) e f.(x) sdo as fun¢des impar e par, respectivamente, restritas ao intervalo [0, 00). As
fungdes originais fs(x) e f.(z), com base em certas condigdes, podem ser recuperadas, na devida
ordem, pelas transformadas seno e cosseno inversas, denotadas por F, ' {F,(k)} e F. "' {F.(k)} e

expressas por

FHE(R)} = fuolo \f/ dk F,(k) sen kzx, (2.8)
FHE(k)} = fo(x \/7 / dk F,(k) cos k. (2.9)

Uma condicdo suficiente para a existéncia da transformada de Fourier unilateral e sua inversa € que a
fungdo contida no integrando seja absolutamente integravel no intervalo [0, c0). Além disso, a escolha
da transformacao seno ou cosseno € decidida pelas condi¢des de contorno homogéneas na origem:
condi¢do de Dirichlet (f(x)|.—o = 0) ou condi¢do de Neumann (df (z)/dx|.—o = 0), respectivamente.

Além do mais, o par das transformadas de Fourier unilaterais satisfaz o teorema de Parseval:
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/Oodx|fs(x)|2 _/OO d | F. (k) 2, 2.10)
0 0

/Oo da | fe(2)* = /OO dk |Fo(k)|*. (2.11)
0 0

Podemos realizar sucessivas derivacdes em relagdo a variavel k, nas integrais (2.6) e (2.7). Desse

modo, ficamos com as seguintes expressoes

dQnF on
dk:2” = [/ dx " f.(x) cos kx, (2.12)

d2n+1F . -
dk2n+1 = (=" / dx 2*"* fy(x) sen k, (2.13)

2nF
d dkzn = \/>/ dx %" f,(x) sen kux, (2.14)

d2n+1F -
dkznﬂ = \f / de 2™ fe(x) cos kz, (2.15)

onde n = 0, 1,2, 3.... Do mesmo modo, realizando sucessivas derivacdes em relacdo a varidvel = nas

relagdes [2.8) e (2.9), temos

2n
™" fo(x = f/ dk k*™ F.(k) cos kz, (2.16)
dx2n

d2n+1f n+l 2n+1
W‘ / dk K27 Fy(k) sen ka, 2.17)

2n
™ = \/>/ dk E*" F,(k) sen kz, (2.18)
dl.Qn

d2n+1fs _—
de”“ = / dk k F.(k) cos kzx. (2.19)
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Outras importantes rela¢des surgem quando fazemos k& — 0 nas integrais (2.12)), 2.13), 2.14) e

(2.13), ficando com as derivadas das fungdes transformadas na origem:

: d2nF 2n
llvli% d/{;% = \/7/ dx " fo(x (2.20)

li d2n+1F \/7 d 2n+1 f ( ) (2 21)
ko0 kP dk2n+1 - vk '

) d2n+1Fc(k,) ) danS(k})

I g A e (222

De modo semelhante, fazendo = — 0 nas rela¢oes (2.16), (2.17), (2.18) e (2.19), encontramos
AP fo(x \/’ o g
glcl_r)r(l) dlL‘2n / dz k (k), (2.23)

) d2n+1fs 2n+1
lim — " da;2n+1 = / x K> F(k), (2.24)

A f(x) . AP f(x)
}EE% dx2n _glﬁlg[l) dyp2n+1

= 0. (2.25)

Para obter éxito em aplicacdes nas equagdes diferenciais, é importante saber como expressar as
transformadas das derivadas de f(z) em termos de F'(k) e suas derivadas. As transformadas de Fourier

unilaterais possuem as seguintes propriedades:

[F{ dj;(x )} — —F(k) - k:dFd—](f), (2.26)
F {dzfx(f ) } = —I*F(k), (2.27)

sendo que o operador [ remete tanto a transformada cosseno de Fourier quanto a transformada seno
de Fourier, satisfazendo as condicdes de fronteira ja estabelecidas que garantem a existéncia da

transformada unilateral e sua inversa.
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2.2 TRANSFORMADA DE FOURIER UNILATERAL FINITA

As transformadas de Fourier unilaterais podem também ser aplicadas ao longo de um intervalo
finito, caracterizando uma transformada de Fourier unilateral finita. Isto posto, para n € N, temos as
seguintes integrais — veja, e.g. (CHURCHILL! 1958)):

L

Fi(n) = %/0 dx fs(x) sen ?, (2.28)
L

F.(n) = %/o dx f.(x) cos ? (2.29)

Analogamente a transformada de Fourier unilateral, uma condi¢do suficiente para a existéncia da
transformada de Fourier unilateral finita é a fun¢do ser absolutamente integravel no intervalo [0, L], ou
seja, fOL dz|f(z)|] < co. Entdo, como um caso particular da representacdo generalizada da série de
Fourier — veja, e.g. (BUTKOV/ 1988), as séries de Fourier em senos e cossenos definidas no intevalo

[0, L] convergem para as fungdes fs(z) e f.(x), respectivamente:

nmwx

Z Fi(n sen— (2.30)

nmwx

ZF cos——. (2.31)

Je(z)

As equagdes (2.28) e (2.30), (2.29) e (2.31)), caracterizam pares de transformadas de Fourier unilaterais

finitas e suas respectivas inversas. Especialmente, a (2.30) satisfaz a seguinte condic¢do de contorno

de Dirichlet: fs(x)|.—r = 0. Enquanto a (2.31)) satisfaz a condi¢do de contorno de Neumann
df.(x)/dx|,—1 = 0.
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3 A EQUACAO DE SCHRODINGER

Para estudar sistemas fisicos devemos avaliar até onde as leis que regem esses sistemas sdo validas,
formulando a medida do necessdrio, novas leis. Por exemplo, temos na mecanica cldssica as equacdes
de movimento derivadas da segunda lei de Newton, as quais ndo sdo satisfeitas para objetos com
velocidades compardveis a velocidade da luz, entdo nesse limite de grandes velocidades sdo validos os
postulados e as equacdes da mecanica relativistica. Ja em sistemas fisicos que abrangem particulas
elementares ndo relativisticas, os estados quanticos desses sistemas sdo determinados pela resolug¢do da
equacao de Schrodinger. Esta equacdo é uma equacao diferencial parcial, linear, de segunda ordem nas
coordenadas espaciais e primeira ordem no tempo. A solu¢do da equacdo Schrodinger é uma funcdo
de onda, que fornece todas as informacgdes fisicas do sistema o qual € intrinsecamente caracterizado
pelo seu potencial e pela massa da particula.

A equacdo de Schrodinger unidimensional nao relativistica € descrita por — veja, e.g. (EISBERG?
RESNICK] 1974; GASIOROWICZ, 2003; GRIFFITHS| 2005)

OV (x, 1)

HY(x,t) =ih 5

3.1

onde ¢ € a unidade imagindria, / € a constante de Planck dividida por 27 e H € o operador hamiltoniano,

dado por

h2 2
H= 0 + V(z,1), (3.2)

 2m da?

com m sendo a massa da particula, e V' (x,t) o potencial ao qual a particula estd submetida.

Veremos agora uma importante relacdo que aparece em diversas dreas da fisica: a equacao de
continuidade. Para determinarmos isso, vamos comegar multiplicando a equagdo (3.1)) pelo complexo
conjugado da fungdo de onda V*(x, t), subtrairmos do complexo conjugado de multiplicado por

U(z,t), e assumindo que o potencial V' (z,t) seja real, chegamos na seguinte equagio:

- 02 ox?

vz ov . OU* G T
a ol TV __22'm( Vet (33)

Manipulando o lado direito da (3.3)), obtemos
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owP?  ov _ | o 9 | h LU OUF
o ot Vo T arlzm\Var o )] G4
A partir disso, podemos definir a corrente de probabilidade 5 como
h ov  our
(1) = — | V' — — v, .
i t) 2im( dx  Ox ) (3-5)

A priori, a incumbéncia da corrente de probabilidade € predizer se existe um fluxo de probabilidade no
sentindo positivo de z ou no sentido negativo de z. Tal probabilidade advém da interpretacdo estatistica
da teoria quantica vigente, que permite obter da funcao de onda informacdes referentes a probabilidade
de encontrar a particula numa determinada regiao do espaco em um certo instante especifico. Haja

vista, definimos densidade de probabilidade como:
p(x,t) = |V(x, t)]* = U*(z, 1)V (x,1). (3.6)

Desta forma, o produto p(z,t)dz é a probabilidade de encontrar uma particula dentro do elemento
linear infinitesimal dz em torno de « num dado tempo ¢. Enfim, substituindo a derivada em relacdo ao

tempo da (3.6) na (3.4), chegamos na equagdo de continuidade:

Op(a,t) , D1
ot ox

=0. (3.7)

Pela equacdo (3.7) concluimos que a probabilidade de encontrarmos a particula em um determinado
sistema quantico € localmente conservada.
Voltando para a relagio (3.6) e efetuando sua integral em todo espago, ficamos com a subsequente

relacdo:

“+o0o
P:/ dz |U(z,1)|?, (3.8)

—00

a qual estabelece a probabilidade de encontrar a particula associada a fung¢@o de onda ¥ (x,t) em todo

espaco. Derivando a (3.8) em relagdo ao tempo e utilizando (3.1) e seu complexo conjugado, temos
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—+00

m%/:dxmf(x,m?:/ wdm\l}*(m,t)(%\l/(m,t))—/ de(HV (2,6)U(z,1).  (3.9)

oo —00

A teoria quantica vigente e sua subsequente interpretacao probabilistica demanda que a integral em

todo espaco da densidade de probabilidade deve ser uma quantidade finita e constante:

+oo
/ dz|¥(x,t)|* = constante, (3.10)
isso € possivel somente se
+00 +oo
/ deU*(z,t)(HY(z,t)) = / de(HY* (z, 1))V (z,1). (3.11)

A relagdo (3.T1)) mostra que o operador hamiltoniano # ¢ hermitiano. Portanto, podemos concluir que
a conservagao da probabilidade em todo espaco é determinante para a hermiticidade de . De forma
geral, o operador hermitiano € definido por — veja, e.g. (BUTKOV, |1988))

b

b
/ F*(Qg) dr = / @f)*g de, (3.12)

onde f e g sdo fungdes quaisquer, que satisfazem condi¢des de contorno adequadas. E instrutivo
mencionar algumas caracteristicas dos operadores hermitianos que estardo presentes nos proximos
passos deste trabalho: o operador hermitiano possui autovalores reais, autofungdes pertencentes a
autovalores distintos sdo ortogonais, por ultimo, autofun¢des de um operador hermitiano servem de

base para a solucao geral da equagdo de Schrodinger.

3.1 A EQUACAO DE SCHRODINGER INDEPENDENTE DO TEMPO

Agora iremos estudar os estados estaciondrios da equacao de Schrodinger, como esses estados sdo
estabelecidos e quais suas consequéncias. Primeiramente, iremos supor que o sistema quantico seja
caracterizado por um potencial que depende somente da posi¢ao, ou seja, V' = V(x). Deste modo,

podemos utilizar o seguinte Ansatz de separacdo de varidveis:

(1) = P(2)d(1). (3.13)
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Substituindo (3.13) na (3.1)), chegamos na equagao separada:

1 odo(t) B2 1 dP(x)

o0 dt  2mu(r) da?

+V(x). (3.14)

Podemos representar o lado esquerdo da equag@o acima por g(t), do lado direito temos uma fungdo
f(x). Assim, g(t) = f(x) somente serd verdade para qualquer valor de t e x se g(t) = f(x) = ¢,
sendo c uma constante de separacdo. Fazendo uma escolha sugestiva de modo que ¢ = E'com F € R,

temos do lado esquerdo da (3.14) a equagdo temporal:

L1 odo(t)
ZHMT =F. (3.15)

Nitidamente, a equacdo acima independe da forma do potencial. Ademais, a (3.13) se trata de
uma equacao diferencial de primeira ordem, portanto € facilmente resolvida por integragdo direta, e

apresenta o seguinte resultado
o(t) = e w Pt (3.16)

Por conveniéncia, omitiremos a constante de integracao que serd englobada pela resolucio da equagao
dependente apenas das coordenadas. Dessa forma, substituindo a (3.16) na (3.13) temos uma solugédo

particular para a equacdo de Schrodinger:

i

U(x,t) = (z) e n, (3.17)

Esta solucdo é chamada de estado estaciondrio (independente do tempo). Esta denominagdo nao
¢ intuitiva e pode gerar confusao, pois na (3.17/) temos a varidvel temporal contida na exponencial
complexa. Contudo, como salientado anteriormente, a fun¢do de onda somente tem significado no

contexto da interpretacdo estatistica sendo de maior interesse a grandeza densidade de probabilidade.

Assim, substituindo (3.17) em (3.6), temos

pla,t) = [W(x, ) = () e 17 g (@) e 17 = [(a)]?, (3.183)
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O resultado acima mostra que a densidade de probabilidade independe tempo, 0 que caracteriza os
estados estaciondrios. Mais ainda, a relagdo (3.18) também apresenta uma importante concluséo.
Olhando para a equagdo de continuidade (3.7), vemos que a densidade de probabilidade é derivada

com relagdo ao tempo, assim ficamos com

w =0 = j = uniforme, (3.19)
T

ou seja, a corrente de probabilidade € uniforme e estaciondria.

Voltando para a equagdo (3.14), restringindo nossa atengdo para seu lado direito, podemos escrever

W Pyp
2m dx?

A ¢ uma equacdo de autovalor com o par caracteristico (E, ¢ ), nomeada equacdo de Schrodin-
ger independente do tempo. A solu¢do desejada para este problema de autovalor depende unicamente
do tipo de potencial V' (), entdo, para diferentes potenciais temos diferentes solugdes. Isto posto, a
solucdo da equacao de Schrodinger independente do tempo pode envolver infinitos pares caracteris-
ticos, portanto a solucdo geral da equagao de Schrodinger abrange a combinacao linear de todos os
autoestados. Essa possibilidade de expansio em séries em termos de autofun¢des é uma caracteristica
de um operador hermitiano. Por fim, no caso de autovalores continuos teremos uma integral, se os

autovalores forem discretos obtemos

U(w,t) = ex g, () e 7, (3.21)

A

onde ¢, sdo coeficientes a serem determinados a partir da fun¢éo de onda inicial ¥(x, 0).
Agora, vamos ver como se trata a continuidade da autofung¢do, comecando com a andlise da

vizinhan¢a em x = a e posteriormente integrando, chegamos a

a+€ a+€
P [ e - v, (3.22)

I’_
2m J, ¢ dx? ot

onde £ > 0. Executando a integral dos dois lados da (3.22) e aplicando o teorema do valor médio no

lado direito da equagdo em questao, temos
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dy
dx

g

B < 4mé
dx

= FLQ.

MAX|[E — V(2)](2)], (3.23)

r=a+E€ r=a—¢

sendo M AX o valor mdximo do integrando do lado direito de (3.22)) no intervalo 2¢. Fazendo {—0 e

se V() for finito no intervalo sob considerac¢do, concluimos que

lim (ﬂ ) — 0, (3.24)
£=0 dSC r=a—¢

ou seja, dip(z) /dx é continua na regido de consideragdo. Além disso, sabemos que a descontinuidade de

r=a+€

uma fun¢@o num ponto arbitrario leva a inexisténcia de sua derivada nesse ponto, portanto, analisando

0 processo inverso temos que, se di)(x)/dx for continua, ¥)(x) também sera.

3.2 ESTADOS LIGADOS

Os estados ligados surgem em situagdes em que a particula se encontra em um potencial confinante,
isto é, a particula ndo tem energia suficiente para escapar da regido onde o potencial estd atuando.

Assim sendo, temos uma importante exigéncia, que as autofuncdes se anulem no infinito:

Vp(r) — 0. (3.25)

|x|—o00

Ante o exposto, foi visto que para os estados estaciondrios, a corrente deve ser uniforme (3.19). Entfo,

analisando a (3.5) podemos concluir devido a (3.25)) que para os estados ligados temos

j=0, Vz, (3.26)

ou seja, em todo espaco o valor da corrente se mantém nulo. Além disso, a (3.25)) estabelece uma drea
bem definida abaixo de uma curva que representa a fungio densidade de probabilidade p(x). Portanto,

para os estados ligados, a condi¢do de contorno de (3.20) € dado por

+oo
/ dz|g () < oo. (3.27)

oo
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Mais ainda, além da autofungao ser quadrado integravel, temos mais uma importante restri¢ao, que

(3.2°7) em todo espago ndo apenas deve ser finita como deve ser igual a 1:

+o0
/ p(x)Pda = 1. (3.28)

Esta é a chamada condic@o de normalizac@o da autofuncio.

3.3 POTENCIAIS PARES

Para potenciais pares, temos V' (x) = V(—z). Estes potenciais sdo facilitadores para obter o par
caracteristico autovalor-autofuncdo da equacdo Schrodinger independente do tempo (3.20), pois neste

caso a equagdo em questdo € invariante sob reflexdo através da origem (x — —x): .

B dPyg(—a)

2m  dz?

+ V(x)Yp(—z) = EYp(—a). (3.29)

Portanto, tanto ¢z () quanto g (—x) satisfazem a mesma equagio para um dado E. Tendo em vista

que a equagdo (3.29) € linear, temos que combinagdes lineares de duas solu¢des também € solucdo:

(@) = Yp(2) £ Yp(—2). (3.30)

Fazendo a troca de + — —x na solucao acima, temos

Yp(—x) =+ (z), (3.31)

Vp(—x) = —¢p(2). (3.32)

Estas duas autofung¢des linearmente independentes compartilham o mesmo autovalor, havendo em
principio uma dupla degenerescéncia, ou seja, dois estados com diferentes paridades possuem a
mesma energia. Entretanto, devido a continuidade da autofung¢do e sua derivada em = = 0, a dupla
degenerescéncia é eliminada colocando condigdes de contorno sobre 1z (x) na origem as quais podem
ser dadas de duas formas distintas: autofungdes pares obedecem a condicdo de Neumann homogénea
(dipg(x)/dx|.—o = 0), enquanto autofun¢des impares obedecem a condi¢do de Dirichlet (¢ g(z)|,—0 =

0). Além do mais, como as autofunc¢des possuem paridade definida, podemos restringir nossa aten¢ao
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apenas ao semieixo positivo de x e, apds obtermos a solu¢do neste semieixo, encontrarmos a extensao

correta para a solugdo, simétrica ou antissimétrica.
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4 0S ESTADOS QUANTICOS DO POCO QUADRADO INFINITO POR INTERMEDIO DA
TRANSFORMADA DE FOURIER UNILATERAL

4.1 INTRODUCAO

Na teoria quantica, uma particula confinada por paredes impenetraveis € geralmente chamada de
particula na caixa. Para casos unidimensionais e ndo relativisticos, esse tipo de sistema ¢ modelado
por um poco quadrado infinito. Este € um dos problemas mais simples na mecanica quantica exibindo
muitas caracteristicas da fisica quantica, e por este motivo aparece em muitos livros introdutorios sobre
mecanica quantica (SCHIFF, (1968} EISBERG; RESNICK, |1974; COHEN; BERNARD; LALOE,
1977, SHANKAR, 1980; GASIOROWICZ, 2003; (GRIFFITHS| [2005). Embora ndo seja um sistema
realista, serve como uma idealizag¢do de sistemas complexos que ocorrem na natureza, € em algumas
circunstancias, reflete as propriedades de certos sistemas reais. Usualmente, as solucdes sdo encontra-
das por uma resolugdo direta e curta da equacao de Schrodinger independente do tempo, impondo a
continuidade das autofuncdes nas paredes de confinamento. Em contraste, em um artigo recentemente
difundido na literatura (GUPTA; VERMA. [2019), este problema foi alegado ter sido resolvido por
intermédio da transformada de Laplace, porém, enfaticamente refutado devido a sua inversao errdnea
(CASTRO, 2020). Assim, despertando interesse em aplicar ao longo de um intervalo finito outros
tipos de transformacdes integrais definidas geralmente sobre um intervalo infinito ou semi-infinito
de integragdo. Isto posto, o poco quadrado infinito definido no intervalo [0, L], foi resolvido por
intermédio da transformada de Fourier unilateral finita (VIEIRA; CASTRO} [2020). A maneira como
foi abordado o problema resultou em uma transformada seno de Fourier finita, que possui estreita
relagdo com a série de Fourier. Neste trabalho, iremos complementar o referido artigo resolvendo o
poco quadrado infinito definido em um intervalo simétrico em relacdo a origem, impondo as condi¢des

de contorno apropriadas sobre a autofunc¢do e sua derivada na origem.

4.2 POCO QUADRADO INFINITO

O potencial do po¢o quadrado infinito €

0, |z|<L/2
V(z) = @.1)
0o, |x| > L/2,

representando o confinamento de uma particula dentro da regido |z| < L/2. Deste modo, a equagéo de

autovalor valor (3.20), pode ser escrita como
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h? d?
(—— + E> Ye() =0, |¢| <L/2, @2)
max

ademais,

Ye(r) =0, |x|>L/2. (4.3)

A continuidade das autofungdes demanda que g ()||zj=1/2 = 0. Portanto, podemos compactar a

autofuncdo escrevendo
Yp(r) =0(L/2+2)0(L/2 — ) fe(x), (4.4)

onde 0(x) é a fungdo degrau, descrita por

0(x) = 4.5)

Dessarte, fg(x) obedece as mesmas condigdes de fronteira que 1 (), ou seja, fg()| =12 = 0e

satisfaz a equagdo diferencial (#.2)), assim

2 2
(h_md_ ' E) fol@) =0, |o] < L/2 (46)

Consequentemente pela (3.28), temos

+L/2
/ dz| fr(2)2 = 1. @)

L2
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4.3 A TRANSFORMADA DE FOURIER UNILATERAL FINITA

De inicio, ¢ instrutivo mencionar que devido ao potencial V' (z) estar centrado na origem, as
autofun¢des possuem paridades definidas, ou seja, 1p(—x) = +¢)g(x), e em razdo disso fg(—xz) =
+ fr(z). Isto posto, as condi¢des de Dirichlet e Neumann na origem, juntamente com a anulagio de

fe(z) em x = L/2, nos permitem escrever as transformadas de Fourier unilaterais:

5 L2
FB (k) = \/i/ dz £ (z) sen kuz, (4.8)
T Jo

2 L/2
FB (k) = \/;/ dz fP)(z) cos k. 4.9)
0

Por outro lado, vamos supor que fS(E) (x)e fc(E) () podem ser expressas em termos das transformadas

de Fourier unilaterais inversas, logo

fN(z) = \/g/ooo dk FP) (k) sen kz, (4.10)

f (@) = \/g/ooo dk FP) (k) cos k. 4.11)

Impondo as condigdes de fronteira de Dirichletem x = L/2 a £ (x)e C(E)(x), podemos concluir
que os valores originalmente continuos de k se restringem agora a valores discretos. Em vista disto,

para a transformada seno de Fourier e sua inversa, temos
T
k=—, n=2,4,6.... (4.12)

Outrossim, para a transformada cosseno de Fourier e sua inversa,

k:%, n=1,3,5,... (4.13)

Em consequéncia, tanto r (k) quanto Y (k) podem ser expressos por um conjunto infinito de

ndmeros F°. Portanto, a integral sobre os valores continuos de & passa a ser um somatodrio sobre 0s

valores discretos de n:
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n=2,4,6,..

Z FE) COS@

n=1,3,5,.
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(4.14)

(4.15)

Note que as expressoes (@.14) e {@.15)) sdo familiares, se tratam de séries seno e cosseno de Fourier.

Além do mais, repare que agora as equacoes e configuram uma correspondéncia entre f (%) (z)

no intervalo [0, /2] ¢ uma sequéncia de nimeros F;”

. A partir disto, podemos nos preparar para achar

todos os autoestados. Levando as séries seno e cosseno de Fourier, (4.14) e (4.13), respectivamente,

para a equagdo diferencial {.6)), temos

> h2m2n? nmx
§ _ (E) .
( 2mL? E) b sen L 0

n=2,4,6,...

integrando de 0 a L /2, achamos

D

) 767

o0
n
2

2mL? L

n=

202 L/2
( — E) F(&) / dx sen?sen@ =0,
0

(4.16)

4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)



Usufruindo da relacio de ortogonalidade expressa por

/L/Qd nwT nwL L5
T sen——sen—— = —Oni,
0 L L 2

e também

/L/Qd nwT nwe L5
T C0OS——COS—— = —Opp,
0 L L 2

onde 9,,; € o simbolo delta de Kronecker, descrito por

30

> h? 2,,2 L/2 ~
3 (% - E> F}LE>/ dx cos?cos? = 0. (4.21)
0

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

Desta maneira, o delta de Kronecker agira sobre todos os termos da soma, e assim concluimos que

somente a parcela com n = 1 permanece e as relagdes (4.25)) e (#.26) se reduzem a

2m L2

hQ 2,.2
( mn —E)ESE):(), n=1,23,..

.. (4.27)
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Tomando um, e apenas um F,(LE) 2 0, temos

h?m2n?

n=g 73 n=123 ., (4.28)
m
com
folz) = F,Sn)sen$, n=246,.., (4.29)
e
folz) = Fqgn)cos?, n=123,5, ... (4.30)

44 A SOLUCAO GERAL DO PROBLEMA

O método efetuado permitiu resolver o problema do poco quadrado infinito utilizando somente o
semieixo positivo de x. Vimos que ao aplicar a transformada de Fourier unilateral utilizando a condi¢ao
de contorno homogénea de Dirichlet na extremidade do pogo (x = L/2) possibilitou a transi¢do da
transformada de Fourier unilateral para uma série de Fourier. Tal transi¢io nos levou diretamente ao
par autovalor-autofun¢do do problema. Com o problema resolvido no semieixo positivo de x, devemos
agora fazer a extensdo apropriada, simétrica ou antissimétrica. Devido a = 0 ser um ponto regular
no pogo quadrado infinito, a continuidade das autofun¢des e suas derivadas na origem estabelecem que
os autovalores pares satisfazem a condi¢cao de Neumann homogénea na origem, enquanto autofuncdes
impares satisfazem a condicdo homogénea de Dirichlet. Evidentemente, um autovalor par ndo permite
uma extensdo antissimétrica, do mesmo jeito, um autovalor impar nao permite uma extensao simétrica,

por conseguinte, obtemos um espectro nao degenerado. Por fim, as autofuncdes em todo o eixo z sdo:

nmtx

W (@) = 0(L)2 + 2)0(L/2 — x)\/%senT, n=2,4,6,.., (4.31)

nmwx

wsz)(x) =0(L/2+x)0(L/2 — a:)\/%cosT, n=1375,... (4.32)
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Onde F\" = \/2/L, foi determinado pela expressao || A (4.28) juntamente com as solugdes
(.31)) e (4.32) caracterizam o conjunto (F,,, 1,), estando de acordo com os resultados encontrados
pelos métodos usuais.
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5 0 OSCILADOR HARMONICO QUANTICO UNIDIMENSIONAL POR INTERMEDIO
DA TRANSFORMADA DE FOURIER UNILATERAL

5.1 INTRODUCAO

O oscilador harmoénico quantico unidimensional € ubiquo na literatura que envolve a mecanica
quantica. Na vizinhanga de um ponto de equilibrio estdvel, uma variedade de sistemas podem ser
aproximados por esse potencial. Além do mais, pode ser usado no estudo de vibracdes de dtomos, em
moléculas diatdbmicas, vibracdes em cristais, na eletrodindmica de sistemas quanticos e até mesmo
estruturas nucleares. Sendo um dos sistemas mais simples e acessiveis que admite solu¢do analitica
precisa, o oscilador harmonico quantico ja foi resolvido analiticamente por uma gama de variados mé-
todos, dentre os quais estdo as séries de poténcias, por intermédio dos operadores escada (DAVYDOV|
1965; SCHIFFE, [1968; MERZBACHER, [1970; EISBERG; RESNICK, [1974; COHEN; BERNARD;
LALOE, [1977; SHANKAR|, 1980; GASIOROWICZ, 2003; GRIFFITHS, 2005), pelo método das
integrais de caminho de Feynman, veja por exemplo (FEYNMAN; HIBBS| [1965) e também por
transformada de Laplace (PIMENTEL; CASTRO, [2012). Em um artigo recentemente publicado,
o oscilador harmdnico quantico foi resolvido via transformada de Fourier unilateral (NOGUEIRA
CASTRO, 20135). O artigo em questdo, aborda variados equivocos em diferentes artigos nos quais
alegaram resolver o oscilador harmonico quantico por intermédio da transformada de Fourier exponen-
cial (MUNOZ, 1998 PONOMARENKO, 2004; [ENGEL, 2006; PALMA; RAFF, 2011). De Castro
e Nogueira também nos motivaram a rever o potencial do oscilador harmonico via transformada de
Fourier unilateral. No entanto, diferentemente dos referidos autores que realizaram o processo de
inversao das transformadas de Fourier unilaterais utilizando uma tabela de integrais resultando em uma
funcdo hipergeométrica confluente atrelada com as autofungdes, neste trabalho, realizamos o processo
de inversdo de modo mais simples, usufruindo das propriedades diferenciais das transformadas de
Fourier unilaterais inversas, resolvendo o problema a partir da autofungao relacionada ao estado

fundamental.

5.2 O OSCILADOR HARMONICO QUANTICO UNIDIMENSIONAL

No problema do oscilador harmdnico quantico unidimensional, uma particula estd submetida a um
potencial V (y) = mw?y?/2, onde m é a massa da particula, w a frequéncia angular e y € (—00, 00).

Deste modo, o operador hamiltoniano apresenta o seguinte formato:

H=———4+ -nmwy". 5.1

Consequentemente, de acordo com a (3.1)), temos a equagéo de Schrodinger independente do tempo

para o oscilador harmonico unidimensional:
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h? d? 1
_%%(y) + §m<ﬂ2y2¢E(y) = Eg(y). (5.2)

Para simplificar, vamos introduzir a varidvel adimensional x = /mw/h y. Assim, com as devidas

alteragdes, a equacdo (5.2)) resume-se a

d*y.(z)

T+ (2 — 2%).(x) = 0, (5.3)

onde ¢ = E/(hw). A (5.3)) € uma equagdo de autovalor com o par caracteristico (£, 1. ) sendo € € R,

com a subsequente condi¢do de contorno:

+oo
/ dz [ (@)]? < oo, (5.4)

o

ou seja, a autofun¢do deve ser quadrado integravel.
Veremos a seguir, como a equagdo (5.3)) se comporta na vizinhanga da origem. Neste caso temos

x =~ 0, sendo assim, o termo 2¢ é dominante sobre 2, nos permitindo escrever a seguinte equacao:

d*v.(z)
dx?

+ 29 (z) ~ 0. (5.5)

Com o Ansatz 1. = 2%, sendo & uma constante arbitraria, obtemos

6(6 — 1) + 2e2* =~ 0. (5.6)

Lembrando que = ~ 0,

5(5—1)=0. (5.7)

A equagdo acima apresenta duas solugdes diferentes: 6 = 0 e § = 1. Assim, a equagéo (5.3) possui

duas solugdes linearmente independentes, uma solugio par (2°), e uma fmpar (z'). Claramente,
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cada uma dessas solucdes satisfaz condi¢des de contorno distintas, para 2° é satisfeita a condi¢do de

Neumann (di.(z)/dx|,—o = 0), ja para z' € satisfeita a condi¢do de Dirichlet (¢)-(x)|,—o = 0).
Continuando o trabalho com a equagdo (5.3)), vamos agora analisar o seu comportamento assintético.

Quando |z| — oo, 0 termo z? prevalece sobre 2e. Deste modo, ficamos com a seguinte equagdo

assintoética:

— 52 2% () = 0. (5.8)

2 N ..
Com o Ansatz V.(z) = e**, sendo v uma constante arbitraria, adquirimos

2a

40 =14+ = = 0. (5.9)
x

Como |z| — oo,

40 —1=0. (5.10)

A equacdo acima tem duas solugdes distintas: « = +1/2. Deste modo, podemos concluir que
0 comportamento assintético de é V(x| — o0) ~ eF*/2. Contudo, pela relagio (5.4) a
autofuncdo deve ser quadrado integravel limitando nossa escolha a « = —1/2. Além disso, como a
funcdo exponencial predomina sobre qualquer poténcia de x, podemos assegurar que o comportamento

assintdtico de . (z) é dado por

o (|z] — 00) ~ a7e /2, (5.11)

com 7y arbitrario.

Enfim, podemos escolher uma fatoracido adequada para 1., tal que

be(x) = la)e™ /2. (5.12)

A escolha do expoente positivo da (5.12) tem por finalidade assegurar que ¢(z) — 0 quando |z| — oc.
Analisando (5.12)) para |z| extremamente grande, concluimos que ¢(|z| — co0) ~ z7e~*". Além do

mais, o comportamento de ¢(z) é o mesmo de 1).(x) na vizinhanga da origem. Deste modo, com a
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escolha da fatoragdo em questdo, ¢(x) é absolutamente integravel no intervalo [0, o) garantindo a
existéncia da transformada de Fourier unilateral.
Substituindo a fatoracdo (5.12)) na equagéo (5.3), obtemos

Pola) |, do()

o o+ (22 + Do(a) = 0. (5.13)

Note que = 0 ¢ um ponto regular na (5.13)), além disso, a equacdo em questdo possui paridade par,
comportando assim ¢(z) com paridade definida. Além do mais, jd estabelecemos o comportamento de
¢(z) na vizinhanga da origem e também para |z| muito grande, garantindo que ¢(x) seja absolutamente

integravel no intervalo [0, 00). Assim, podemos aplicar a transformada seno ou cosseno de Fourier na

equagdo (5.13).
5.3 A TRANSFORMADA DE FOURIER UNILATERAL

Restringindo nossa aten¢@o ao semieixo positivo de x podemos realizar a transformada de Fourier

unilateral na equagdo (5.13), obtendo assim

dF(/{i)+ ke—1/2
dk 2 k

) F(k) =0, (5.14)

onde F'(k) pode ser tanto Fs(k) quanto F.(k). Nitidamente a equagdo (5.14) é de primeira ordem, por

conseguinte pode ser facilmente resolvida por integracdo direta. O resultado da (5.14) é:
F(k) = Ak1V2 e #/4 (5.15)

onde A é uma constante de integragdo e ¢ ainda é indeterminado.

A equagio (5.14) possui uma singularidade isolada em k = 0, entdo devemos estabelecer algumas
restri¢des para os valores de € para que (5.15)) ndo carregue singularidade que inviabilize o processo de
resolucdo do problema.

Como ja mencionado, a condi¢do suficiente que garante a existéncia da transformada de Fourier
unilateral inversa, é que F'(k) deve ser absolutamente integrdvel no intervalo [0, c0). Em vista disso,
temos imposto uma primeira restri¢do, dada por € > —1/2. Mais ainda, substituindo (5.15)) na relagio
de Parseval (2.1T]), obtemos uma restri¢éo ainda mais forte que a anterior, ou seja, ¢ > 0. Vamos agora
atrds de restricdes ainda maiores daquela imposta pela relagdo de Parseval sobre os valores permitidos

de . Primeiramente, vemos que x"¢(z), comn = 0, 1,2, ..., é tdo compativel com as transformadas
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de Fourier unilaterais quanto ¢(z). Isto posto, as relagdes (2.12), (2.13), (2.14) e (2.15) com f.(x)

representando a funcéo ¢(z) par e fs(z) representando a fungdo ¢(x) impar, restritas ao intervalo
[0, 00), nos diz que em principio F'(k) é analitica V k. No entanto, vamos analisar o que acontece
quando k — 0, iniciando na devida ordem, com as propriedades ([2.20) e (2.22):

B
2n+1F
lim d e(F) =0. (5.17)

k—0  dk2ntl

As relagdes acima sdo respectivamente de finitude e nulidade para as derivadas de F,.(k) proximo da
origem. Tais relagdes devem ser satisfeitas quando impostas sobre (5.13)) e suas derivadas. Vamos

iniciar desenvolvendo as seis primeiras derivadas de (5.13]) impondo as condi¢es de finitude (5.16) e
nulidade (5.17) para k — 0:

ke=1/2 = finito

, paran =0, (5.18)
(e —1/2)k*=3/2 =0

(e —1/2)(e — 3/2)ks=>/2 = finito

,  paran =1, (5.19)
(e—1/2)(e —3/2)(e = 5/2)k=" 72 =0

(e —1/2)(e — 3/2)(e — 5/2)(c — 7/2)k*/? = finito
., paran = 2. (5.20)

(e —1/2)(e —3/2)(e = 5/2)(e — 7/2)(e — 9/2)k="11/2 = 0
Note que a primeira linha das relacdes ¢ satisfeita quando € > 1/2, ja a relagdo de nulidade da
segunda linha de ¢ satisfeita se ¢ = 1/2 ou ¢ > 3/2. Mantendo as restri¢des anteriores, temos
para a primeira linha de (5.19): ¢ = 1/2 ou e > 5/2, j4 para a segunda linha de (5.19) temos ¢ = 1/2,
e =5/2oue > 7/2. Mantendo as restri¢cdes anteriores, para a primeira linha de (5.20), temos ¢ = 1/2,
e =5/2oue > 9/2. Finalmente, para a segunda linha de temose = 1/2,e =5/2,e =9/2 ou
¢ > 11/2. Portanto, concluimos que de modo geral temos ¢ — 1/2 = 2n, sendo n € N.

Para a transformada seno de Fourier, de acordo com a (2.21) e (2.22), temos

d2n+l Fs (l{i)

kﬁow < 00, (5.21)

=0. (5.22)
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Analogamente ao desenvolvimento realizado para F.(k), vamos iniciar executando as seis primeiras
derivadas de (5.15) impondo as condi¢des de finitude (5.21)) e nulidade (5.22)) para £ — 0:

k€*1/2 =0
f ,  paran =0, (5.23)
(e — 1/2)k*=3/2 = finito
e—1/2)(e—3/2)ks*2 =0
( /2 /2) , paran =1, (5.24)

(e —1/2)(e — 3/2)(e — 5/2)k*~7/% = finito

(e —1/2)(e —3/2)(e = 5/2)(e — 7/2)k*92 = 0  aran—2. (525

(e —1/2)(e = 3/2)(e — 5/2)(c — 7/2)(e — 9/2)k*~1/? = finito
A primeira linha das relacoes ¢ satisfeita quando € > 1/2, jd a relagdo de finitude da segunda
linha de ¢ satisfeita se ¢ > 3/2. Mantendo as restri¢des anteriores, para a primeira linha de
(5.24), temos £ = 3/2 ou e > 5/2, jd para a segunda linha de temos ¢ = 3/2,ouce > 7/2.
Mantendo as restri¢des anteriores, para a primeira linha de (5.23)), temos e = 3/2,e = 7/2 oue > 9/2.
Finalmente, para a segunda linha de temos € = 3/2, ¢ = 7/2, ou e > 11/2. Portanto, de modo
geral temos: € — 1/2 =2n + 1, sendon € N.

Por fim, podemos concluimos que £ = 0 é um ponto regular de com

e=n+1/2 (5.26)
onde n € N, sendo n par para F,(k) e n impar para F(k).

5.4 TRANSFORMADA DE FOURIER UNILATERAL INVERSA

Na sessao anterior estabelecemos o conjunto de todos autovalores, podemos assim nos concentrar
em achar o conjunto de autofun¢des. Haja vista que ja estabelecemos as restri¢des para que F'(k) seja
absolutamente integravel no intervalo [0, co), podemos escrever as transformadas de Fourier unilaterais

inversas:

Gon(x) = Agp / dk ke ¥ /4 cos kx, (5.27)

0

Goni1(T) = Agpiq / dk K2 e /4 sen k. (5.28)
0
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Fazendo n = 0 em (5.27)), obtemos uma integral mais simples, tal que
¢o(x) = AO/ dk e F*/* cos ka. (5.29)
0

Utilizando a integral tabelada (3.896.4) da referéncia (GRADSHTEYN; RYZHIK| 2007), obtemos a
solucdo da integral (5.29):

2

po(x) = Boe ™. (5.30)

Este resultado esta relacionado com a autofuncao do estado fundamental, ou seja, estado de menor

energia. Sendo infinitamente diferencidvel em todo o espago, podemos obter as derivadas de (5.30):

d" 2
5707(1];) = (=1)"Bye ™ Hy(x), (5.31)

onde H,(x) sdo os polindmios de Hermite, determinados pela férmula de Rodrigues — veja e.g.
8950.1 da referéncia (GRADSHTEYN; RYZHIK] [2007)

o
H, (1) = (—1)"e* e 5.32
(z) = (=1)"e el (5.32)

com n € N. Analogamente ao procedimento utilizado anteriormente o qual estabelecemos (5.31)),

podemos efetuar sucessivas derivagdes na (5.29)), obtendo assim

d2n o0 2
i / dk k214 cos k, (5.33)
xren 0
d2n+1 o0 2
d—figx) = (—1)n+1Ao/ dk K> e /4 sen k. (5.34)
e 0

A integrais em (5.33)) e (5.34) sdo proporcionais as transformadas de Fourier unilaterais inversas
(5.27) e (5.28)), na devida ordem. Deste modo, podemos compactamente escrever ¢(x) em termos das
derivadas de ¢g(x):
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& P (5.35)

Por fim, substituindo (5.31)) na (5.35)), obtemos o resultado relacionado ao conjunto de todas as

autofungdes restritas no semieixo positivo de x:

2

dn(z) = Ny e Hy(2). (5.36)

5.5 A SOLUCAO GERAL DO PROBLEMA

O método implementado permitiu que uma equagdo de segunda ordem (5.13) fosse simplificada
para uma equagdo de primeira ordem contendo uma singularidade na origem (5.14). A equagdo de
primeira ordem foi facilmente resolvida por integracdo direta, apresentando como resultado uma
funcdo com um expoente associado aos autovalores ainda irresolutos. As propriedades diferencias
das transformadas de Fourier unilaterais proximas a origem auxiliaram na restri¢ao dos valores do
expoente da funcao transformada nos levando diretamente ao espectro de autovalores. Logo apds
18s0, resolvemos a transformada cosseno de Fourier inversa conexa com o estado fundamental. O
resultado dessa integral permitiu com auxilio das propriedades diferenciais das transformadas de
Fourier unilaterais, obter o conjunto das autofungdes a partir da autofungao relacionada com o nivel de
energia mais baixo.

Com o problema resolvido no semieixo de x, devemos agora fazer a extensao apropriada, simétrica
ou antissimétrica. Devido a x = 0 ser um ponto regular em (5.3), a continuidade das autofuncdes e
suas derivadas na origem estabelecem que as autofuncdes pares satisfazem a condi¢do de Neumann
homogénea na origem, enquanto autofun¢des impares satisfazem a condi¢do homogénea de Dirichlet.
Naturalmente, um autovalor par ndo permite uma extensdo antissimétrica, do mesmo jeito, um autovalor
impar nao permite uma extensao simétrica, consequentemente, obtemos um espectro nao degenerado.
Enfim, a solugdo completa do problema é estabelecida relacionando a (5.36) com a fatoragdo (5.12)), e

também utilizando a propriedade do polindmio de Hermite: H,(—x) = (—1)"H,(x), portanto temos

Yn(r) = N, e 2 H, (), (5.37)

E, = (n+1/2)hw. (5.38)

Mostramos que o oscilador harmdnico quantico pode ser resolvido por intermédio da transformada

unilateral de Fourier. O modo como abordamos o problema evitou a complexidade da resolucao
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das integrais relacionadas com a transformada de Fourier unilateral inversa. Vimos que foi preciso
resolver somente uma integral relacionada com autofun¢do do estado fundamental, e com auxilio
das propriedades diferenciais das transformadas de Fourier unilaterais, adquirimos a solu¢do geral do

problema.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho os esfor¢os foram orientados para resolver sistemas simples exequiveis da mecanica
quantica utilizando métodos integrais poucos explorados. Dentro de tais sistemas, estavam o poco
quadrado infinito definido no intervalo [—L/2, L /2] e o oscilador harménico quéntico definido no
intervalo (—o0, 00). A abordagem desses dois sistemas utilizando a transformada de Fourier unilateral
definida no intervalo [0, co) permitiu resolver o problema no semieixo positivo de z. Logo apds a
obtenc¢do do resultado desejado conseguimos realizar a extensao simétrica para autovalores pares e
antissimétrica para autovalores impares, obtendo por fim a solu¢ao completa do problema.

No problema do poco quadrado infinito, a transformada de Fourier unilateral permitiu que a
condi¢do de fronteira homogénea de Dirichlet na extremidade do poco (z = L/2) possibilitasse a
transicdo da transformada unilateral de Fourier para uma série de Fourier. Além do mais, mostramos
que os estados estaciondrios da particula em uma caixa, por intermédio da transformada unilateral de
Fourier, pode ser encontrada com simplicidade por ser uma ferramenta que tem conformidade com as
condicdes de contorno desde o inicio.

No problema do oscilador harmoénico quéantico mostramos que este sistema também pode ser
resolvida via transformada de Fourier unilateral. Antes de tudo, foi preciso escolher a transformacao
funcional com cuidado a fim de assegurar a existéncia das transformadas de Fourier unilaterais. A
resolucdo da equagdo transformada foi obtida sem problema, ja que a eficidcia do método permitiu
transformar uma equacgdo de segunda ordem para uma equacao de primeira ordem. As condicdes de
finitude e nulidade relacionadas com func¢do transformada precisaram ser satisfeitas, isto nos levou
diretamente ao conjunto de autovalores. A partir disso, resolvemos somente uma integral relacionada a

autofunc¢do do estado fundamental e obtemos a solugdo geral do problema.
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