A
AVAVAY  UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA

WA
u nesp ' 4(LI0 DE MESQUITA FILHO”

Campus de Sao José do Rio Preto

Marcia Richtielle da Silva

Extens&o da teoria de estabilidade para sistemas de equacgoes

diferenciais funcionais impulsivas

Sao José do Rio Preto
2017



Marcia Richtielle da Silva

Extens&o da teoria de estabilidade para sistemas de equacgoes

diferenciais funcionais impulsivas

Dissertacdo apresentada como parte dos
requisitos para obtencéo do titulo de Mestre
em Matematica, junto ao Programa de Pés-
Graduacao em Matematica, do Instituto de
Biociéncias, Letras e Ciéncias Exatas da
Universidade Estadual Paulista “Julio de
Mesquita Filho”, Campus de S&o José do
Rio Preto.

Orientadora: Profa. Dra. Suzete Maria Silva
Afonso

Sao José do Rio Preto
2017



Silva, Marcia Richtielle da.

Extensao da teoria de estabilidade para sistemas de equagdes
diferenciais funcionais impulsivas / Marcia Richtielle da Silva. -- Sdo
José do Rio Preto, 2017

86 f.

Orientador: Suzete Maria Silva Afonso
Dissertagao (mestrado) — Universidade Estadual Paulista “Julio de
Mesquita Filho”, Instituto de Biociéncias, Letras e Ciéncias Exatas

1. Matematica. 2. Equagdes diferenciais funcionais. 3. Equagdes
diferenciais - Equag¢des com retardamento. 4. Equagbes diferenciais
ordinarias. 5. Estabilidade. |. Universidade Estadual Paulista "Julio de
Mesquita Filho". Instituto de Biociéncias, Letras e Ciéncias Exatas.

[I. Titulo.
CDU -517.91

Ficha catalografica elaborada pela Biblioteca do IBILCE
UNESP - Campus de Sao José do Rio Preto




RESUMO

O objetivo deste trabalho é estudar resultados béasicos da teoria de Equagdes Di-
ferenciais Ordinarias Generalizadas (EDOGs) e Equacdes Diferenciais Funcionais
com Retardamento e Impulsos (EDFRIs) em tempos pré-fixados e obter resultados

mais gerais relacionados a estabilidade das solugbes destas equacgdes.

Palavras-chave: Equacdo Diferencial Funcional com Retardamento e Impulsos,

Equacéo Diferencial Ordinaria Generalizada, Estabilidade.



ABSTRACT

The main goals of this work is to study basic results of the theory of Generalized
Ordinary Differential Equations (GODEs) and impulsive retarded functional differen-
tial equations (IRFDEs) with pre-fixed moments of impulsive effect and obtain more

general results with respect to the stability of solutions of these equations.

Keywords: Impulsive Retarded Functional Differential Equation, Generalized Ordi-

nary Differential Equation, Stability.
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Introducao

Nos ultimos anos, as equagoes diferenciais funcionais com retardamento (EDFRs)
e impulsos tem sido objeto de intensa pesquisa. Isto se deve a duas razoes principais:
a grande utilidade de tais equac¢oes na modelagem de diversos fendémenos que ocorrem
nas mais diversas areas do conhecimento (como, por exemplo, dindmica populacio-
nal, engenharia, fisica, quimica, medicina e economia) e o interesse intrinsecamente
matematico que possuem.

Estamos interessados, neste trabalho, em estudar a estabilidade da solugao trivial
de um sistema de EDFRs com impulsos em tempo pré-fixado. Para tanto, faremos uso
da teoria das Equacgoes Diferenciais Ordinérias Generalizadas, desenvolvida por Stefan
Schwabik em [11], que por meio de uma correspondéncia biunivoca com as EDFRIs,
fornecera as informacgoes desejadas, com respeito a estabilidade.

No primeiro capitulo apresentamos a teoria de integragao de Kurzweil, onde pode-se
notar a generalidade e as vantagens desta integral em relacao as demais. No segundo
capitulo desenvolvemos a teoria basica das EDOGs, destacando propriedades a fim
de obter informacgoes com respeito a existéncia e unicidade de solugao. No terceiro
capitulo, abordamos de forma breve as EDFRIs; o resultado principal exibido neste
capitulo é o teorema de existéncia e unicidade de solugao. No capitulo seguinte, de
posse dos resultados estudados nos capitulos anteriores, vemos como se da a corres-
pondéncia biunivoca entre as solug¢oes das EDOGS e EDFRISs e, finalmente, no tltimo
capitulo, exibimos os critérios de estabilidade para a solucao trivial de uma EDOG
e, por consequéncia, obtemos resultados de estabilidade para EDFRIs, por meio da
relagao biunivoca entre as solugoes destas equagoes. Cabe mencionar que, neste tltimo
capitulo, expomos resultados inéditos sobre estabilidade lipschitziana para as solugoes
de um sistema de EDFRIs. Estes resultados estao presentes em [1].



1 Integral de Kurzweil

Alguns matematicos, no final do século XIX, trouxeram & tona questoes que reve-
laram certas desvantagens ao se trabalhar com a tradicional integral de Riemann ou
R-integral, definida por Bernhard Riemann em 1854, no sentido de que esta técnica
de integragao nao daria cabo aos novos problemas emergidos. Uma dessas questoes
era garantir a integrabilidade de func¢oes ilimitadas, que nao é garantida pela integral
de Riemann. O Teorema Fundamental do Calculo exige que a fungao seja continua
para que sua derivada seja R-integravel. Uma outra indagacao entao, era sobre a pos-
sibilidade de generalizar esse resultado, isto é, reconstruir uma funcgao através de sua
derivada, sem que houvesse mais hipdteses sobre a funcao.

Em 1902, Henri Léon Lebesgue desenvolveu um novo conceito de integral que gene-
raliza a integral de Riemann. A integral de Lebesgue ou L-integral apresenta relevantes
vantagens a R-integral, principalmente no tratamento de calculos envolvendo limites
de fungoes. Nao hé versoes na teoria de integracao de Riemann para os Teoremas da
Convergéncia Dominada, Monétona e o Lema de Fatou, por exemplo. Porém a versao
do Teorema Fundamental do Céalculo para fungoes L-integraveis exige que as fungoes
sejam absolutamente continuas para que suas derivadas sejam Lebesgue integraveis.

A versao ideal do Teorema Fundamental do Calculo foi desenvolvida por Arnaud
Denjoy, em 1912. Dois anos depois Perron explorou o mesmo problema com um método
diferente e aplicou ao estudo das equagoes diferenciais. Imprevisivelmente, as integrais
de Perron e Denjoy coincidem.

Jaroslav Kurzweil, em 1957, obteve um novo conceito de integracao baseado nas
ideias de Riemann, que generaliza as integrais de Riemann, Lebesgue e Perron. A
integral de Kurzweil, K-integral ou integral de Riemann Generalizada, é definida para
fungoes de duas varidveis e surgiu com o intuito de solucionar algumas dificuldades en-
contradas em Equagoes Diferenciais Ordinarias que envolvem por exemplo, fungoes que
oscilam copiosamente, sao descontinuas ou que nao sao de variagao limitada. Também,
em 1961, Ralph Henstock desenvolveu o mesmo conceito que Kurzweil, mas para fun-
¢oes de uma variavel. Como a integral de Kurzweil engloba a de Henstock, encontramos
em algumas literaturas o nome de integral de Henstock-Kurzweil ou HK-integral.

Neste capitulo, vamos formalizar o conceito da integral de Kurzweil, dar alguns
exemplos que ilustram como a classe das K-integrais englobam a classe das integrais
de Riemann e Lebesgue e mostrar algumas das principais propriedades da K-integral,
que servirao como apoio para o desenvolvimento das teorias a serem trabalhadas pos-
teriormente nesta dissertacao. Para maiores detalhes sobre a integral de Kurzweil, veja
a referéncia [11].

Defini¢ao 1.1. Sejam J C R um intervalo compacto e 7 € R um ponto. O par (7, .J)
é chamado de intervalo marcado, onde 7 é a marca de J.



Defini¢ao 1.2. Seja [a,b] um intervalo compacto, com —oo < a < b < +o00. Uma
colegao finita A = {(75, J;); 7 = 1,..., k} de intervalos marcados ¢ dito um sistema em
la,b] se T; € J;, para cada j = 1,....k, e os intervalos J; C R sdo tais que Int (J;) N
Int (J;) = 0 para i # j, em que Int (J) denota o interior do intervalo J.

Um sistema A = {(75,J;);4 = 1,...,k} é uma parti¢io de [a,b] se

k
U=
j=1

Definicao 1.3. Uma fungao positiva d : [a, b] — (0, +00) serd chamada de calibre em
[a,b]. Um intervalo marcado (7,.J), com 7 € [a, b], é dito J-fino se

J C [t =0(r), 7+ 0(r)).
Um sistema (em particular, uma particao) A = {(7;,J;);j = 1, ..., k} é d-fino se cada
par (7;,J;) é 0-fino, para todo j =1, ..., k.

Defini¢ao 1.4. Seja U : [a,b] X [a,b] — R uma func¢do de duas variaveis reais, as-
sumindo valores reais. Diremos que U ¢é integrdvel sobre [a, b], se existir um ndimero
I € R que satisfaz: dado € > 0, existe um calibre § em [a, b] tal que,

1S(U,D) — 1] = Z (75, 05) = Ul 05-0)] = I| <€

para toda particao o-fina D = {(Tj, laj_1,05]), 0 =1, ..k} ={ao, T, a1, oy @1, T, Q1
de [a, b].
k
A notagao S(U, D) = Z [U(7;, ;) — U(7j, @j—1)] indica a soma de Riemann cor-
=1
respondente a funcao U e ]a partigao D de [a, b].
O numero real I é chamado integral generalizada de Perron, integral de Kurzweil ou

ainda K-integral de U sobre o intervalo [a, b] e é denotado por / DU(7,t). Se existir

a integral / DU (t,t), definimos:

/DUTt /DUTt /DUTt)—Oquandoa—b

Observagao 1.1. Conforme a Definigdo 1.3, dado um calibre 0 em [a, ], a partigao
D = {ag, 71, 01,y ooy Q_1, Tgy O } € O-fina se

a=o0p <o < --<op=0b a_1<7<a;,j=1..,k

[, 5] C 15 = 0(75), 75+ 0(75)], j = 1,.... k.

Observagao 1.2. Nem toda marca tornard uma particao o-fina. Por exemplo, se
considerarmos a particao D = {[O, %} , [%7 %} , [%, 1]} de [0,1] e o calibre § : [0,1] —
0, 1] dado por:

veremos que a particao D' = {(%, [0,4]), (%, [1.4]), (1, [, 1])} nao é d-fina, pois
[0.3] £ |55 =9 (55) - 56 + 0 (55)] = [0.5]-



O lema seguinte afirma que, dado um calibre § em [a, b], é sempre possivel obter
uma particao J-fina.

Lema 1.1. (Cousin) Se d é um calibre em [a, b], ent@o existe uma partigao d-fina em

a, b].

Demonstragao. Suponha, por absurdo, que nao exista uma partigdo J-fina em [a, b].
Seja {[a, 2], [%t2,b] } uma parti¢do de [a,b]. Entdo, algum desses subintervalos nao
possui uma partigao J-fina, o qual denotaremos por [a, b1].

Analogamente, seja {[al, ath] [ath b ]} uma partigdo de [a1,bi] C [a,b]. No-
vamente, algum dos subintervalos de [a1, b1] ndo possui uma parti¢ao J-fina, digamos
lag, bs], com [ag, be| C [a1, b1] C [a,].

Assim, por indugao, conseguimos uma sequéncia de subintervalos de [a, b] tais que,
para cada n € N:

1) [ant1,buta] C [an, bal;
2) nao ha uma partigao d-fina em [a,, by, ;

b—a

bn — Up =
3) a 5

Pelo Teorema dos Intervalos Encaixados, segue que ﬂ [an, by] = {c}, para algum

neN
¢ € la,b]. Dado € > 0, consideremos a vizinhanga de ¢, (¢ — €,¢+ ¢€) em |[a, b].

Pelo item 3) sabemos que,
b—a
271

b, —a, = <€,
para n suficientemente grande. Entao, como ¢ € [a,,b,] para todo n € N e € é maior
que o comprimento de [a,, b,], segue que [a,,b,] C (c—¢,c+¢€), para n suficientemente
grande.

Como € > 0 é arbitrario, tomemos em particular € = d(¢) > 0. Logo, para n € N
suficientemente grande, teremos [a,, b,] C (¢ —d(c),c+d(c)) C [c—d(c),c+0(c)]. Isso
implica que (¢, [an, by]) € d-fino, para n grande, contradizendo o item 2). O

Observagao 1.3. Consideremos uma fungao real f : [a,b] — R. Defina a fun-
cgao U : [a,b] x [a,b] — R por U(r,t) = f(r)t. Entao, dada uma partigao D =
{(15, [aj—1,5]),7 = 1,....k} de [a, ]], a soma

MPT

U(ry, ) = U(7j,05-1) — ;)

IIMw

]=1

representa a classica soma de Riemann da funcao f.
Dessa forma, podemos, na Definicao 1.4 da integral de Kurzweil, usar a funcao
U acima e obter, como se conhece na literatura, a integral de Henstock-Kurzweil ou

HK-integral da fungao real f definida em [a,b], denotada por (HK) / f(s)ds.

Note que, se tomarmos na Defini¢ao 1.4 a fungao calibre como sendo uma constante
0 proveniente do ¢ > 0 dado, concluiremos que toda funcao Riemann integravel é
Henstock-Kurzweil integravel, porém nao vale a reciproca, como bem mostra o seguinte
exemplo.
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Exemplo 1.1. Seja f : [0,1] — R a fungao de Dirichlet, dada por:

1, r€[0,1]NQ
f(93)—{ 0, z€[0,1]N (R - Q).

A fungao f nao é Riemann integrével, como pode ser visto na referéncia [9].
1

Afirmamos que (HK) / f(s)ds = 0. De fato, dados € > 0 e (x,) uma enumeragao
0
dos racionais em [0, 1] N Q, defina a fungao calibre § em [0, 1] por:
‘ t= Vn € N;
(5(t) — 2n+1’ - xnv n )
1, tel0,1]n(R-Q).
Seja D = {(7;, [aj_1,04]),7 = 1, ..., k} uma partigao d-fina em [0, 1]. Portanto,

1S(f, D) = 0] = |S(f, D)| = <

k
Zf(%’)(%’ — ;1)

j=1 J
7;€[0,1]NQ T €[0,

<| D e —a)| | Y, f)ay—aia)| =
0,11 (

R-Q)

k k k
= Y. fe—a)| = Z(%’ — ) < 225(%‘) <

j=1 7j=1 j=1
7;€[0,1]NQ
00 00
- € €
<ZQO(Tj):Z 9+l 9 &
7j=1 j=1 j=1

e assim, segue que f é HK-integravel.

A seguir temos uma versao mais geral do Teorema Fundamental do Célculo, garan-
tindo que toda fun¢ao que possui uma primitiva é integravel.

Teorema 1.2. Sejam f : [a,b] — R uma fungéo e F : [a,b] — R uma primitiva de f,
isto é, f(x) = F'(x), para todo x € [a,b]. Entéo, f é HK-integravel e

(HK) / F(s)ds = F(b) — F(a).

Demonstragao. Com efeito, seja € > 0 arbitrario. Por hipotese, para cada 7 € [a, b],
F'(1) = f(r). Logo, para cada 7, existe uma constante §(7) = (7, €) > 0, tal que

|F(r) = F(7) = f(T)(r = 7)| < elr — 7|

[F(7) = F(s) = f(T)(s = 7)| < ¢elT = s,

desde que 7 — 0(7) < s <7 <r < 7+ (7). Portanto,

|F(r) = F(s) = f(T)(r —s)| < elr — s, (1.1)
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sempre que 7 — 0(7) < s < 7 <1 < T+ d(7). Definamos entao o calibre 9 : [a,b] —
(0, 4+00) pondo, para cada 7 € [a,b], o valor 6(T).
Seja D = {(7;, [tj—1,tj]);j = 1, ..., k} uma parti¢ao o-fina em [a, b]. Assim,

k
Zf(Tj)(tj —tj1) = (F(b) — F(a))

k

Z tio) — (F(t;) — F(t;

=1

k

(1.1)
<Y ety —ti) =e(b—a).

Portanto, a fungao f é HK-integravel. O

A integral de Henstock-Kurzweil também generaliza a integral de Lebesgue. O
proximo exemplo vai ilustrar que existem fun¢oes HK-integréveis que nao sao Lebesgue
integraveis.

Exemplo 1.2. Seja f : [0, 1] — R uma fungao dada por:
2 1
o) = x2 cos <x2> , x€(0,1]
0, x=0.

A funcao f é diferenciével, com

o) = { 2z cos (;) + 2?Wsen (%) .z € (0,1]
0, z=0.

Pelo Teorema 1.2, a fungao f’ é HK-integravel em [0, 1].

Vamos mostrar que f’ nao é Lebesgue integravel em [0, 1]. Por certo, sejam a,b € R
com 0 < a < b <1 Como a fungdo f’ é continua em [a,b], entdo pelo Teorema
Fundamental do Calculo, f’ é Riemann integravel, i.é,

/ f'(z cos(él)—a COS(;)
Consideremos eb 1 ara todo £ € N. Entao
a = , . ,
PN a1 4k T1°% T o ?

. ™ T 1
(R) f/(x)dx = b} cos ( ) — a3 cos (—) = —,
ak b2 ai 2k
Note que {[ak, bi|ren} ¢ uma familia de intervalos em [0, 1] dois a dois disjuntos,

Ular, bl € [0,1]

keN
+00 b ) 00 by, ) +o00 1
S0 [ 1wtz 3 [ =3 g = o
de onde segue que |f’| ndo é Lebesgue integravel, pois
+oo br
/ I (@)ldz > Z / 2)|dr = Z(R)/ F(@)ldz > +oo.
k=1 @k

Como f’ nao é absolutamente integravel em [0, 1], entao f’ nao é Lebesgue integravel
em [0, 1].
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E claro que a Definicdo 1.4 pode ser dada em termos de uma funcao U que assume
valores em um espaco de Banach X sobre o corpo R. Denotaremos a norma em X por

Definicao 1.5. Uma fungao U : [a,b] x [a,b] — X & integrdvel sobre [a, b], se existir
I € X que satisfaz: para todo € > 0, existe um calibre § em [a, b], tal que

15U, D) 1| = U7y, ;) = Umy, a5-0)] = 1] <¢,

||M;~

para toda partigao d-fina D = {(7}, [oj_1,4]),7 =1, ..., k} = {aw, 71, 1,y ooy 1, Thoy Qi }
de [a, b].

Denotaremos por K ([a, b], X) o conjunto de todas as fungoes U : [a, b] X [a,b] — X
que sao K-integréaveis sobre [a, b].

Teorema 1.3. (Critério de Cauchy) A fungao U : [a,b] X [a,b] — X é integravel se, e
somente se, para todo € > 0, existe um calibre ¢ em [a, b] tal que

”S(Uv Dl) - S(Uv D2)H <€ (12)

para quaisquer partigoes marcadas d-finas Dy e Dy de [a, b].

b
Demonstracao. Com efeito, suponha que / DU (r,t) = I. Entao, dado € > 0, existe
a

um calibre ¢ de [a, b] tal que ||S(U, D) — I|| < %, para toda particao D d-fina. Sejam

D e D, partigdes d-finas em [a,b]. Como por hipétese,
|S(U. D) ~ 1] < 5 e |SWU. Do) = 1]| < 5.
podemos concluir que
1S(U, D1) = S(U, Dy)|| < [|S(U, D1) = I|| + [T = S(U, Dy)| < €.
Reciprocamente, dado € > 0, seja

S(E) = {S(U’ D); D = {(Tj’ [O‘j—lﬂaj])’j =1, 7k}},

em que D é uma partigao d-fina de [a, b].

Observe que o conjunto S(€) é nao vazio pelo Lema de Cousin (Lema 1.1). Como
por hipotese vale (1.2) para quaisquer partigoes marcadas d-finas Dy e Dy em [a, b],
segue que

diam S(e) < e, (1.3)

onde diam S(e) denota o diametro do conjunto S(e).! Dados €; < € e escolhendo
calibres 07, 0o correspondentes a €, €5 respectivamente, tais que 01(7) < d»(7) para
todo 7 € [a, b], tem-se

S(er) C S(ea).

1Seja (M,d) um espaco métrico. O diametro de um conjunto limitado X C M é o ntimero real
diam (X) = sup{d(z,y); Vx € X,Vy € X}.
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Agora, sejam (€,)neny uma sequéncia, com €, — 0, e os calibres correspondentes ¢,
satisfazendo d,41(7) < 0,(7). Portanto, os conjuntos S(e,) formam uma sequéncia
decrescente de subconjuntos de X, com diam S(e,) — 0, quando n — oco. Assim, o

conjunto ﬂ S(e,) consiste em um tnico ponto Sy de X, ja que X é um espago de

en>0
Banach. 2

Portanto, dado € > 0 acima, tomando €, < € e o calibre 0 correspondente a €, temos

S(e,) C S(e). Entao, Sy € S(e) e por (1.3),
|S(U, D) — Sy|| <,

para toda partigao 0-fina D de [a, b] e assim, U € K([a, b], X). O

1.1 Propriedades da integral de Kurzweil

b
Vamos descrever algumas das propriedades principais da integral / DU (r,t).

a
Sejam U,V : [a,b] X [a,b] = X, ¢1,¢0 € Re D = {ap, 71,1, ..., A1, T, @} uma
partigdo arbitraria de [a, b]. Entdo, verifica-se facilmente a igualdade:

S(ClU + CQ‘/, D) = clS(U, D) + CQS(V, D),
de onde segue, imediatamente, o seguinte resultado:

Teorema 1.4. Sejam U,V € K([a,b], X). Entao, c;U + oV € K([a,b], X) e

/abD[clU(T, t) +V(rt) =a /abDU(T, t) + ¢ /ab DV (1, 1).

Teorema 1.5. Seja U € K([a,b], X). Entao, para todo [c,d] C [a,b], temos U €
K([e, d], X).

Demonstragao. Seja e > 0 qualquer. Como U é integravel sobre [a, b], segue do Critério
de Cauchy, Teorema 1.3, que existe um calibre 0 em [a, b] tal que

”S(Uv Dl) - S(U7 D2)H <6 (14)

para quaisquer partigoes d-finas Dy, Dy de [a, b].

Consideremos Dy, D, partigoes d-finas de [c, d] arbitrarias. Vamos assumir a < ¢ <
d < b. Sejam Dy, a partigao o-fina de [a,c] e Dg a parti¢ao o-fina de [d, b], que existem
pelo Lema de Cousin 1.1. Note que, se:
Dl - {Oé(], Ty, Oy ey Of—1, Tk, Oék}, DL — {&57 TlL? Oéf, .- al 1 7—l y O }

_ R _R R R
_{a0’7—17a17"'?ar 1 r7 }

2Lema: Seja (X, d) um espago métrico completo e {5, } uma sequéncia de conjuntos fechados nao

vazios S1 D Sy D S3 D --- para os quais diam (S,) — 0, quando n — oo. Entao, ﬂ S, tem

neN
exatamente um ponto x de X.
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entao aff = a, af =c=ay, a = all =deaf =0 Assim, reunindo as partigoes

Dy, Dgr e Dy, construimos a particao D; da seguinte forma:

L L L L L R R R _R R
Dy ={ag, T, Qs ooy Q4 T) QU T1y Oy eeey Q15 Thy Qs T4 O ey Q0 4, T2 00T )

Claramente, D; é uma parti¢ao de [a,b]. E é o-fina pois as partigoes Dy, Dy e D,
sao o-finas. Com um procedimento analogo feito as particoes Dy, Dp e Dy, obtemos
uma partigao d-fina Dy de [a,b]. Por (1.4), temos:

”S(Uv 51) - S(Uv 52)H = ”S(Uv Dl) - S(U D2)H <€

Note que vale a igualdade acima, porque S(U, D1) e S(U, Dy) tem partes comuns
Dy, e Dg. Entao, os termos da soma S(U, D) — S(U, Ds) correspondentes a Dy e Dy
sao anulados. Portanto, pelo Teorema 1.3, U é integravel sobre [c, d. O

Teorema 1.6. Se ¢ € (a,b) e U : [a,b] X [a,b] — X sao tais que, U € K([a, ], X) e
b c b
U e K([e,b], X), entao U € K([a,b], X) e/ DU(t,t) =/ DU(T,t)—I-/ DU(1,t).

Demonstragao. Seja e > 0 dado. Denotemos por I, = /c DU(r,t)elg = /b DU (r,t).

Entao, por hipotese, existe um calibre ¢, em |a, c] e um calibre & R em [cc, b] tais que

IS, D") = || < 5 e | S(U. D")  Inll < 3.

para quaisquer divisdes DL, D® §;-fina e dg-fina de [a, c] e [c, b], respectivamente.
Defina a funcao auxiliar:

N or(7), T € [a,c),
0(r) =< min(dr(c),dr(c)), T=c
Or(T), T € (c,b]

e escolha 0 : [a,b] — (0,+00) tal que
5(r) <min{d(7), |7 — |}, se T £ ¢ e d(c) =d(c).
Claramente, 0 é um calibre sobre [a,b]. Seja D = {«ag, 71,1, ..., Ap_1, Tk, Q } UMa
partigao d-fina de [a, b]. Note que, para algum m fixado, ¢ € [, 1, Q).
Afirmamos que 7,,, = ¢. De fato, suponha por absurdo que 7, # c¢. Assim,

(7)) < min{d(7,), |Tm — |} < |7 — ¢ (1.5)

Também, como D é d-fina, sabemos que ¢ € [y—1, Q] C [Ton — (Tim), Ton + (7)),
para algum m. Logo,

Tm — € < () € 0(Tim) > — (T — €)

implicam em

(Tim) = |Tm — . (1.6)
Portanto, de (1.5) e (1.6), temos

[T — | < () < |7 — ¢,
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que é uma contradi¢ao. Consequentemente 7, = ¢, para algum m. Assim,

S(U, D) = ._ [U(7y,05) = U7, 5-1)] + Ule, un) — Ule, 1)+
+ Z [U(7,05) = U7, 5-1)] = z_:[U(Tj,%') = U(rj,05-1)] + Ule, ¢) = Ule, o)+

+ U(c,am) — Ulc,am_1) + Z U(rj,05) = Ul(7j,05-1)] =

j=m+1
m—1
[U(7j,05) = U(7j,0a5-1)] + Ule,¢) = Ule, am1) | +
7j=1
k
+ | D U 05) = U(ry.05-0)] + Ule, o) = Ule,0) | = S(U, Dr) + S(U, Dg),
j=m+1
em que DL = {a077—17a1’-~7am—17c = TL O[ = C} [§] DR = {a = C,T;’i =

Cy Qs -y g1, Tk, Ok } SA0 partigoes marcadas de la,c] e [c, b], respectlvamente.
D; e Dpg sao dr-fina e dz-fina em virtude da escolha do calibre . Desse modo, se
D & uma partigao o-fina de [a, b], obtemos
I1S(U, D) = I, — Ig|| = |S(U, D1) + S(U, Dg) — I, — Ig[| <

€ €
<IS(U.D1) = L]l + 1SV, Dr) = Inll < 5 +5 =e.

b
Assim sendo, U € K([a,b], X) e ainda / DU(t,t) = Iy + Ir, como queriamos

demonstrar. O

Lema 1.7. (Saks-Henstock) Seja U : [a,b] x [a,b] — X integravel sobre [a,b]. Dado
€ > 0, assuma que o calibre § em [a, b] é tal que

k

> 0(r 0 = Ul o5-0)] - | b

para toda partigao o-fina D = {ag, 71, a1, ..., 1, Tk, x } €m [a, b].
Sea<B <&E <M< B<& <7< <Bn < Y < brepresenta um sistema
d-fino {(&;, [B5,74]). 4 =1, ...,m}. Entao,

m Vi
Z 5]7"}/] (fjaﬂj)] - DU(Tv t)

Bj

Demonstragao. Vamos supor, sem perda de generalidade, que 3; < v;, 7 = 1,...,m.
Denote por 79 = a e Bi1 = b.
Se v; < Bj41, para algum j = 1,...,m, entao a hipotese de U ser integrével sobre

Bi+1
[a, b] nos permite aplicar o Teorema 1.5 e concluir que a integral / DU (1,t) existe.
Vi
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Entao, dado > 0, existe um calibre ¢; em [v;, 5;4+1] tal que 9;(7) < d(7), para
todo T € [v;, B;41] e, para toda partigdao D’ §;-fina em [v;, B;11], temos:

N

< .
m—+1

S(U, D7) — / " DU

Vi

(1.7)

E claro que se v; = 3,11, entdo S(U, D7) = 0.
Note que U DI U{(&,1B1,74]), 5 = 1, ..., m} é uma partigdo d-fina de [a, b]. Assim,

j=1
temos:
Z (&:75) = U 81+ ) (U7DJ)_/ DU(r,t) (1.8)
J=1 7=1 a
Como . ﬁ
N m j+1
/aDU(T’t):;/ﬁj DU(r,t) +;/J (1.9)
obtemos:
DU ) = U, 8] - ; DU(r,1) H:
j=1 X
Z (&) = U (& 81 =Y ; DU(r, 1| &
i=1 j=1 J

(1.

©
~

(U6 ) — U6, 5,) +Z /’3 v - [ DUt

> 1€ ) - <sj,ﬂj>1+ZS<U,Dj>— / DUr1)|+

J

- L - (€j7/6’j)]+ZS(U,Dj)— / DU, 0|+

m 5a+1 (1.7), (1.8) 7
Portanto, sendo n > 0 arbitrario, concluimos que
> W) ~ U6 5] - | vy
j=1 Bj
O

Como consequéncia do Lema de Saks-Henstock, temos o préximo resultado.
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Corolario 1.1. Seja U : [a,b] X [a,b] = X Kurzweil integrdvel sobre [a,b]. Dado e > 0,
seja § a fungao calibre em |a,b] da Defini¢ao 1.4. Seja [7y,v] um subintervalo fechado
de [a,b]. Entao,

(i) (v—ry) < 0(y) implica

<&

HU(%D)—U(%v)—/:DU(ﬂt)

(i1) (v —r) <0 (v) implica

HU(U,U)—U(v,fy)—/:DU(T,t)

Demonstragao. (i) Segue do fato que (7, [v,v]) é uma divisdo marcada d-fina de |7, v]
e do Lema de Saks-Henstock. Um argumento anéalogo se aplica a (iz). O

Teorema 1.8. (Hake) Seja U : [a,b] X [a,b] — X uma fungdo tal que, para todo
ce€(a,b), UeK(a,c],X) e existe

Jim l / DU 1) — Ulb,¢) + U, b)} -7 (1.10)

b
Entao, U € K([a, b], X) e/ DU(r,t) = 1.

Analogamente, se a funagéo U :la,b] x [a,b] - X ¢ tal que U € K([c,b], X) para
todo ¢ € (a, b] e existe

Jim [ / DU(r,#) + Ula, ) — U(a,a)} 7

c—at
entao U € K([a,b], X /DUTt
Demonstragao. Da hipotese (1.10), sabemos que dado € > 0, existe B € [a, b) tal que,

(1.11)

/ DU ) = U, ) + Ubb) — I

para todo ¢ € [B,b).

Seja {¢, }pen uma sequéncia crescente em [a, b), comcg =a <c; < --- e pli)rgo ¢, =b.

Por hipétese, U € K([a,c,],X) para todo p = 1,2,.... Logo, existe um calibre
9y : |a, cp] = (0, +00) tal que, para toda partigao D de [a, ¢,] J,-fina tem-se:

€
< ﬁ’ p=1,2,... (112)

HS(U, D) - / " DU 1)

Para cada 7 € [a,b), existe exatamente um p = p(7) = 1,2,--- tal que 7 € [¢,_1,¢p).
Entao, dado 7 € [a,b), escolha um calibre ¢ em [a,b] tal que 0 < 6(7) < 9,(7), com
[T o 5(7)7 T+ 6(7)] N [CL, b) - [a7 Cp)‘
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Seja ¢ € [a,b) e D = {aw, 71, a1, ..., Tk—1, 4—1 } uma partigdo d-fina arbitraria de

la,c]. Se p = p(7;), entdo [oy_1, 5] C [15 — ;5\(7']-),7']- + 5(73)] C la,cp] e também
(-1, 5] C 75 = 0p(75), 75 4 0p(75)]-
Seja
k1

>

j=1
p=p(75)

U(rj,05) — Ulry, 1) — / - DU(r, 1)

a parcela da soma correspondente as marcas 7; tais que 7; € [¢p-1,¢p), J =1, ..., k.
Pelo Lema de Saks-Henstock (Lema 4.1), obtemos:

k—1 o
Z U(Tj,aj) — U(Tj,()éj_l) — /all DU(T, t) < oL
P=JP_(TJ')
Consequentemente,
—1 c
> Wi, a5) = Ulrj,a5-0)] — | DU, )| =
7j=1 Ja
-1 .aj
Z U(rj, ;) = U(7y, 1)) — DU(r,t) ||| <
Jj=1 Joj—1
N = aj 112) X2 ¢
< Z U(r;,05) — U(1j, 1) — DU(t,t) < Z o1 = € (1.13)
p=1 j=1 aj-1 p=1
p=p(Tg)

Defina agora um calibre ¢ em [a, b], pondo para cada 7 € [a, ),

~

0 < 0(7) < min{b—7,0(7)}, com 0 < §(b) < b— B.

Entao, existe uma partigado D = {«ap, 71, a1, ..., g1, T, @ } O-fina em [a, b], pelo Lema
de Cousin (Lema 1.1).

Afirmamos que, pela escolha do calibre d, 7, = ap = b e ap_1 € (B,b). De fato, é
claro que oy, = b. Suponha que 7 # b. Entao,

(5(Tk) <b—Tp = T —I-(S(Tk) < b.
Mas, como [ag_1, x| C [T — (%), Tk + 0(7%)], segue que ay, < 7 + (7x) < b, contra-
dizendo o fato de que ay, = b. Portanto, 7, = a4, = b .
Também,

Oék_lZTk—d(Tk)Zb—é(b)>b—b+B=BeOzk_1<Ozk=b.

Portanto, ax_1 € (B,b) e a afirmagao esta provada.
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De (1.11), temos:

k—

I1S(U,D) — I|| = Z (75, 05) = U(75, aj-1)] + U7, ) = U7, 1) — I <
]:
k—1 Qp_1
Z (15, 05) = U7, - 1)]_/ DU (7, t)| +
-1
+ / DU(r, 1) — Ulb, 1) + U(b.b) — I|| <

k—

Z (75, 05) = U7, 5-1)] — /ak_l DU(r,1)

+ €.

Como oy, < b, D = {g, 71,01, ..., Tp—1, @1} € uma partigao J-fina de [a, ap_1] €
vale (1.13), concluimos que o primeiro termo & direita da desigualdade acima pode ser
estimado por €. Dessa forma, obtemos:

15U, D) = I| < 2,

b
para toda particao d-fina D. Por conseguinte, / DU(r,t) = 1.

A demonstragao da segunda parte segue de modo analogo. (I

Teorema 1.9. Seja U : [a,b] X [a,b] — X tal que U € K([a,b], X) e ¢ € [a,b]. Entao,

lim{/ DU(t,t) —U(c, s) —i—Ucc} /DUTt
S—cC a

Demonstragao. Dado ¢ > 0, existe um calibre d de [a, b] tal que

b
HS(U, D) —/ DU(T,t)H <€
para toda partigao 0-fina D de [a, b].

Se s € [c—d(c),c+ d(c)] N [a,b], entdo pelo Lema de Saks-Henstock (Lema 4.1),
temos

/SDU(T,t) —Ule,s)+Ulc, c)

lﬂw&@—U@@+U@@—lvwmo

< €.

Portanto, segue o resultado. O

Observacgao 1.4. O teorema anterior mostra que a funcao dada por
€ |a, b] H/ DU(r,t) € X,
isto é, a integral de Kurzweil indefinida para U, nao é em geral continua.

A integral indefinida sera continua no ponto ¢ € [a, b se, e somente se, a fungao
Ulc,-) : [a,b] = X for continua no ponto c.
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Teorema 1.10. (Substituigdo) Assuma que —oco < ¢ < d < 400 e que ¢ : [¢,d] — R
¢ uma funcao continua, estritamente monétona em [c, d].
Considere a fun¢ao U : [p(c), p(d)] X [p(c),p(d)] — X. Se uma das integrais
d

e(d)
/ DU(r,t), / DU (p(0), p(s)) existem, entdo a outra também existe e
»(c) c

»(d) d
DU(r,t) = DU (p(0),¢(s)).
[0 DU / (0(0), 0(5)

Demonstmgao Vamos assumir que ¢ é uma fungao crescente e que a integral
/ DU(p(0),¢(s)) existe. Assim, dado € > 0, existe um calibre w em ¢, d] tal que,
para toda parti¢ao w-fina {Sy, o1, 51, -+, Br—1, ok, Bk} de [c,d], temos

< €. (1.14)

k
> Wlplos). o3) = U0 (6500 = [ DUGl0), 6)

(c), ¢(d)] e a inversa ¢~ : [p(c), @(d)] — [c,d]

Como ¢ é crescente, ¢([c,d]) ,
,o(d)]. Logo, para cada T € [¢(c), ¢(d)], existe

existe, é continua e crescente em

[
e(c

BS

'*n
SN—

um tnico o € [c,d] tal que o = ¢71(7).
Para 7 € [p(c), p(d)], defina 5(7’) > 0 tal que
[r=o(r), 7+ 6(m)] N p(c), p(d)] C ¢(lo —w(o), o +w(o)] N e, d]), (1.15)

que é possivel gracas a continuidade de ¢ e 1.

Seja {ag, 71,1, + , Qg_1, Tk, Q4 } Uma particao arbitraria d-fina de [p(c), p(d)]. Con-
sideremos os conjuntos {8; = ¢~ («;);7 =0,...k} e {o; =7 (1;);5 =1,.... k}.
Pela monotocidade de ¢!,

Bo=¢Hag)=c< B <Py< <P <Br=9 () =4d

Bj—l S O"7 S /3], j = 1, ,k'

Portanto {5, o1, 51, , Bk—1, 0k, Ok} € uma partigao de [c, d].
Visto que {ag, 71, a1, , ap_1, Tk, x } € uma parti¢ao d-fina de [¢(c), p(d)], temos

Tj — 5(7']‘) S Oéj_l S Tj S Oéj S Tj + 5(7']').

Por (1.15), segue que ¢(0; —w(0;)) < aj-1 < a; < p(0; + w(o;)). Novamente pela
monotocidade de ¢!, temos:

a; —w(og) =@ H(elo; —w(oy) <@ Haja) =1 < B = ¢ Hay) < a; +w(oy),

de onde segue que a partigao {fo, o1, 51, , Br—1, 0k, Bk} € w-fina em [c,d]. Por con-
seguinte, de (1.14), obtemos:

k
> Wlplos). o) = U603 (6500 = [ U0, 6(6)

k

d
S Ul 05) — Ulrgy )] — / DU(p(0). ()
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e(d)
Logo, existe a integral DU(1,t).
v(c)
w(d)
Suponha agora que exista a integral DU(r,t). Entao, dado € > 0, existe um
v(c)
calibre ¢ em [p(c), p(d)] tal que, para toda partigao {ag, 71, 1, -+ , 1,

Tk, o4 } O0-fina de [p(c), p(d)], temos:

k o(d)
Z (15,0) = U7y, 05-1)] — / DU(r,t) (1.16)
j=1 v(c)
Para todo o € [c, d], existe um valor w(o) > 0 tal que,
[p(s) = w(o)| < d(¢(0)), (1.17)
desde que s € [0 —w(0),0 +w(o)] N e, d].
Se {Bo, 01,51, , Br—1, 0k, B} € uma partigao w-fina de [c, d], entdo consideremos

os conjuntos {1; = p(0;);7 =1,....k} e {o; = ¢(B;);7 = 0.1,...,k}. Pela monotoci-
dade de ¢ e por (1.17), a particao {ag, 71, a1, -+ , Qk—1, Tk, i } € d-fina em [p(c), p(d)].
Logo, por (1.16), temos:

k o(d)
Y [Up(05), (8)) = Ule(0;), (B5-1))] - " DU(r, t)
=1 wle
Note que
k k
D [U(elo)), 0(8;)) = Ulp(0;), o(B-1) Z (7. ;) = U7, 5)],
=1 i=1
onde {Bo, 01,01, , Br_1, 0k, Br} € uma particdo w-fina de [c,d]. Portanto, existe a
d d ©(d)
integral / DU(p(0),¢(s)). Além disso, / DU (p(0),¢(s)) = DU(t,t). O
c c SO(C)

Teorema 1.11. Sejam U € K([a,b], X) e V € K([a, b],R). Se existe 0 € [a, b] tal que
t=7|U( ) = U <t =7)[V(rt) = V(r,7)], (1.18)

para todo t € [ — 6(7), ™ — 0(7)], entao vale a desigualdade

/abDU(T,t)H g/abDV(T,t).

Demonstracao. Seja € > 0 dado. Por hipotese, U e V sao Kurzweil integraveis. Logo,
existe um calibre 0 em [a,b], com 0(7) < 6(7) para todo 7 € [a,b], tal que para toda
partigdo D = {ag, 11, a1, ..., Tk_1, )1 } O-fina de [a, b] temos:

S(U,D) — /b DU(r,t)|| <€ (1.19)

b
S(V,D)—/ DV (r,t)|| <€ (1.20)
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Pela hipotese (1.18), se o; > 7;, temos:
|U(7i, 1) = Ulmi, )| < V(7 00) = V(7i,73)
e o; < 7; implica:
U (73, ) — U(ri, )| < V(mi, 1) — V7, ).
Assim, para cada i =1,--- , k, obtemos:

U (735, ) — Ui, i) || < NU (735 00) = U, )|+
-+ ”U(Tz‘,Tz‘) — U(T¢7Oé¢—1)|| S V(Ti7CEi) — V(ThOéi_l). (121)
Logo, de (1.19), (1.20) e (1.21), segue que

bDU(T,t)H < HS(U, D) — /bDU(T,t)H +|S(U,D)|| < e+ [|S(U,D)|| <

a

< e-I—Z[V(TZ ;) — V(1i, a;_1)] —e-l—z (73, ) — V(73, 0-1)]—

/DVTt /DVTt<2€+/DVTt

Como € > 0 é arbitrario, obtemos o desejado. O

1.2 Teoremas de Convergéncia

Definicao 1.6. Uma sequéncia de fungoes integraveis { Uy, }men, Un : [a,b] X [a,b] = X,
é dita equi-integravel se U, € K([a,b], X) e para todo € > 0, existe um calibre 0 em
[a, b] tal que

HS(Um,D) - /ab DU, (7, 1)

(1.22)

para toda parti¢ao d-fina D de [a,b] e todo m € N.

Teorema 1.12. Sejam U, U,, : [a, b] X [a,b] — X, m € N. Suponhamos que a sequéncia
{U,} seja equi-integravel e que exista um calibre 7 de [a, b] tal que,
lim [Um(’]’, tQ) — Um(T, tl)] = U(T, tg) — U(T, tl), (123)
m— o0
para cada 7 € [a,b] e t1,ty € R, com t; < 7 < iy, [t1,ta] C (7 —n(7), 7+ n(7)).
Entao U € K([a,b], X) e

lim DU (1,1) /DUTt

m— 00

Demonstragao. Seja e > 0 dado. Como {U,,} é equi-integravel, existe um calibre § em
[a,b], 6(T) < n(T), T € [a, ], tal que para toda partigao d-fina D = {ag, 71, 1, + , g_1, T, Qk }
de [a, b], tem-se

b
HS(Um,D)—/ DU, (. 1) <§,m:1,2,....
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De (1.23), para cada partigao D = {(7;, [aj, aj_1]), 7 = 1,--- , k} de [a, b], existe my € N

tal que
€
U (75, 5) = Upi (75, 0j—1) — U7y, 05) + U(75, 1) || <

9j+17
sempre que m > my.
Assim, para m > mg, obtem-se:
k
1S (U, D) — Z m(Tj ay) = U(T,05) = Un (75, 1) + U(75, 051)]|| <

L = € €
Z o1 < Z 9j+l 9’

7j=1 j=1

de onde segue que lim S(U,,, D) = S(U, D).
m—0o0

Dessa forma, para toda partigao D d-fina de [a, b], existe um inteiro positivo mg tal
que para m > myg, tem-se:

b b
HS(U,D)—/ DUm(T,t)H < ||S(Um,D)—S(U,D)H—l—HS(Um,D)—/ DU (1) < €.
’ ’ (1.24)
Por outro lado, por (1.24), tem-se:
b
/DU (1,1) /DUZTTH HS(U,D)—/ DUm(T,t)H-l-
‘ b
S(U,D)—/ DU,(7,t)|| < 2e,

b
para m,l > myg, o que implica que a sequéncia { / DU, (T, t)} é de Cauchy no
a meN

espaco de Banach X. Portanto, existe o limite

b
lim DU, (1,t) =1 € X. (1.25)

m— o0
a

Por conseguinte, para toda particao D d-fina de [a, b] e m > mg, podemos concluir por
(1.24) e (1.25) que

I1S(U. D) —1]| < HS(U,D)—/abDUm(T,t)H + (r.4) — I|| < 2¢.

O

A seguir vamos estabelecer condig¢oes a fim de verificar a equi-integrabilidade de
uma sequéncia de funcoes. Para tal verificacao, desenvolveremos alguns resultados
técnicos preliminares.

Dada a funcao U : [a,b] x [a,b] — X e o intervalo marcado (7,.J), com 7 € J =
[, 5] C [a, b], denotaremos por

U(r,J)=U(r,5) = U(r, ),

a funcao ponto-intervalo correspondente & funcao U.
Assumamos, a partir de agora, que U, U,,, : [a,b] x[a,b] — X, com U, € K([a, ], X),
m=1,2,---, satisfacam as seguintes condi¢oes:
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(I1) Para cada ¢ > 0, existem um calibre w em [a, b], uma fun¢do p : [a,b] — N e
uma funcao intervalo superaditiva ¢ assumindo valores em R, ou seja, ¢ é tal
que, ¢(Jy U Jo) > ¢(J1) + ¢(J2), para intervalos fechados Jy, Jo C [a,b], com
o(la, b)) < e, tal que, para cada T € [a, b], tenha-se

sempre que m > p(7) e (7,J) é um intervalo marcado w-fino;
(I2) Existem um calibre § em [a, b] e uma constante C' € R* tal que, para cada fungao

m : [a,b] — N, a inequagao

<C (1.27)

k
D Uniey (7. 5)
=1

é satisfeita, para toda particao D = {(7;,J;),j = 1,2,--- ,k} 6-fina em |[a, b].

Definig¢ao 1.7. Sejam U, U,, : [a,b] X [a,b] — X satisfazendo as condigdes (I1) e (12),
para cada m = 1,2, .... Dado p € N, vamos definir S, como sendo a familia de todas
as fungoes V' : [a,b] x [a,b] — X para as quais existe uma parti¢do a = fy < [ <
<o < By < B = b de [a, b] tal que, para todo intervalo marcado (1, J), 7 € J C [a, b],
tenhamos

_ Umj (7—7 J)v TE (ﬁj— 7BJ’)
V(T, J) - { Umj (7., J—) + Uij(T, J-I—), T = /;j’ (1.28)

emquem; >p, J =JN(—00,Bi]eJt =JTN[B;,+x),j=1,--- L

Lema 1.13. Se U e U, satisfazem as condigoes (I1) e (I2), m = 1,2,..., entdo as
seguintes informagoes sao verdadeiras:

i) Para todo p € N, tem-se U, € S;
it) se p1, p2 € N, p1 > pa entao Sy, C Sp,;
iti) se V € S, entao V € K([a,b], X).

Demonstragdo. Para provar o item ), tome fy = a e ; = b. Dessa forma, U,(7,J) =
Vi(r,J).

Para provar o item i), note que, se V € S, e p1 > po, entdo m; > p; > pa.
Portanto, V' € S, .

Por fim, para provar o item i), note que, se V' € S, (1.28) vale para toda partigdo

D] — {('TJ Jj)jz = ]_7/]{;} = {Oé% = Bj_l’fo?O[{?...’Oé-]i_l’Tl-Z’Oéi = ﬁj}

de J; = [Bj-1,8;] C [a,b], com o  <ri<alj=1,--- L

Se a) | <7/ <ol paracadaj=1,--- 1, seguira de (1.28) que

V(r!, JI) = U, (77, J7).

Agora, se T]z = ai = f;, para algum j = 1,--- [, ent@o, por (1.28), seguird que

V(B5, L) = Uy (B3, (J2)7) 4 Unys (B, (J1)T),
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em que (J))~ = [af_y, 3] N (00, 8;] = Ji e (JI)* = [a]_y, B N [B;, +00) = {B;} =
[ﬁj? BJ] Assim,

V(ﬁja J;i) = Umj(ﬁj’ Ji) + Um;'+1 (/Bj7 {BJ}) = Umg'(ﬁﬁ ‘]Iz)v

pois Um3'+1 (/Bj7 {ﬁj}) = Um3'+1 (/Bj7 BJ) - Umj+1(ﬁj7 /BJ) = 0. ) .

De qualquer forma, para cada j =1,--- [, teremos S(V, D’) = S(Uy,;, D?).

Como U,,, ¢ integravel sobre [a,b], segue do Teorema 1.5 que é também integravel
sobre [B;_1,3;], para cada j = 1,---,l. Entao, pela igualdade acima, V' é integréavel
sobre [8;_1,0;], j =1,---,l. Do Teorema 1.6, V' é integravel sobre |a, b]. O

Lema 1.14. Sejam U e U, satisfazendo as condigoes (I1) e (I12), m = 1,2,.... Se

V € S, entao,
k
> V()
j=1

para alguma particao D = {(7;,J;),7 = 1,--- ,k} 6-fina de [a, b].

=|[S(V.D)| < C,

Demonstragao. Considere {0y, 51, - , /i} pontos da partigao do intervalo [a, b] e
Um-(TvJ)* SeTﬁé{/B()?Bl?"' 7/81}
Vir,J) = J ’ 1.29
(TI ) { Umj(Tv J_) +Um3'+1(7—) ‘]+)) seT € {50)/817' T 761}) ( )

dados pela Definigao 1.7.
Consideremos a particao de [a, b]

D = {(Tjajj_)7 j = ]-7 7]{:7 Tj ¢ {BOvﬁla'” /Bl}}u
U{(Tj’Jj_)v ] - ]-a 7k) Ty € {607617”' 7ﬁl}}u
U{(Tj7<];—)’ ] - ]-7 7k7 Tj S {/807617"' 76[}}-
Note que D é 6-fina, pela condic¢do (/2). Dai por (1.27), obtem-se:

k

> Vi, )

J=1

k

Z Umj (Tj7 JJ)

J=1

= ISV, D) = 15 (Unm;, D)|| = <C,

em que m; = m(7;) € N, da fungdo m dada em (/2). Portanto, o lema esté provado. [

Lema 1.15. Sejam U e U, satisfazendo as condigoes (I1) e (12), m = 1,2,.... Se
(1,J) é um intervalo marcado w-fino, 7 € J C [a,b], p > p(7T), entao

”V(T7 ‘]) - U(7-7 J)H < (b(J)
para todo V' € S,.
Demonstragdo. Se 7; ¢ {Bo, B1,--- , B}, entdo V(1,J) = Up,(7,J), por (1.28). Como

m; > p > p(7), o resultado segue imediatamente de (1.26).
Se 7; € {bo, b1, -+, B}, entdo 7; = B;, para algum j =1,2,--- .l e, por (1.28),
V(1,J) = Up (7, J7) + Uy, (1. T 7).

J
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Se J = [a’ﬁ]v entao J— = [aaﬁj]v Jt= [ﬁ]aﬁ] €
U(r, J7)+U(r,J7) =U(8;,8;)) = U(Bj, @) + U(B;, B) — U(B;,8) =
=U(B;, 8) = U(Bj, ) = U(7, J).
Dessa forma, por (1.26), segue:
WV, J) = U DI = Uy (7, ) + Uy (7. J5) = U, J7) = U, I <
S NUiy (7, J7) = U, T A+ Uy (7, T7) = U7, T <
< OJ7)+O(JT) < P(JTUTT) = o(J).
Note que m; > p > p(7) e m;y1 > m; e, portanto, m;+1 > p(7). O
Versoes analogas dos proximos dois lemas estdo demonstradas em [11].

Lema 1.16. Sejam U e U, satisfazendo as condigbes (/1) e (I2), m = 1,2,.... Dado
e > 0, existe V,, € S, para cada p € N, tal que

b
H [ ov| -1 <5
b
onde[=inf{‘/ DV, ,VESP}.
Lema 1.17. Sejam U e U, satisfazendo as condigoes (I1) e (12), m = 1,2,.... Su-
ponhamos que I; = [v;_1,7;], J = 1,---,s seja uma sequéncia finita de intervalos

disjuntos em [a,b] e V € S,. Entao, dado € > 0, temos

— Z;/IJ DV, (7,t)

em que V), é a funcao definida no Lema 1.16.

Teorema 1.18. Sejam U, U, satisfazendo as condigoes (/1) e (12), m = 1,2,....
Entao, a sequéncia {U,,} é equi-integravel.

Demonstragao. Seja € > 0 dado. Pela hipotese (11), existe um calibre w em [a, b] tal
que,

[Un (7, J) = U(r, J)|| < o(J), (1.30)
sempre que m > p(7) e para cada (7,.J) w-fino. Pelo Lema 1.15, item (1), segue que
1V (7, J) = U(r, J)|| < &(J). (1.31)

para todo V € S, p > p(7). Assim, por (1.30) e (1.31), temos

Voo (72 1) = Un (. Dl < W (. T) = UGrs D+ [ ) = U, T) | < 260,
(1.32)
sempre que m > p(7) e para cada (7, J) w-fino.
Pelo Lema 1.13, U,, V,, € K([a,b], X), para todo p € N. Entao, para cada p € N,
existe um calibre 9, de [a, b] tal que

HS(UP, D) — / b DU, (7, 1) (1.33)
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S(V,, D) — / "DV ) (1.34)

para toda partigao D d,-fina de [a, b].
Definamos um cahbre d em [a, b] tal que, para cada 7 € [a, b],

O(1) < min{w(T),61(7), 02(7), -+, dpr)(T) }-

Assuma que D = {(r;, J;),i = 1,--+ , k} é uma partigao d-fina de [a, b]. Entao,

k k
SUm, D)= > Ul )+ Y Ui ).
m<p() m>p(r,)

k k
Un(rd) = 3 / DU (r 1) < e. (1.35)
i=1 i—1 Ji
m<p(r;) m<p(7;)
k
> Vi (7, Ji Z DVyry(r )| < (1.36)
=1

Agora, se m > p(7;) observe que, sendo D d-fina pela escolha do calibre §, D é
também w-fina em [a, b]. Logo, por (1.32) e pela condigao (I1), obtemos

k
> UnlmiJ Z V, (73, J; Z 26(J;) < 26([a,b]) < 2e.  (1.37)
mp(r) m>p(r:) m>p(r)

E ainda, pelo Lema 1.2, por (1.37) e (1.36), tem-se:

k k
z Un(is 1) z [ PV < | 32 Vat ) = 3 )| +
i =1

m>p(n) m>p(7'z m>p(7;)

k
Z e (73, Z-)—Z/JDUm(T,t)
— i=1 i
k
vam Ti, i)—Z/J DV (7.
i=1 7 Ji

m—1

< 2e+ Z

Ti)=

m—1 m—
+ [ /DVP(T ) /DU Tt] <242 Z
7i)=1

p(7i)=1

+

(1.38)
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Por Conseguinte, de (1.35), (1.38) e para todo m € N, concluimos que

HS(Um,D) - /bDUm(T, 9

a

k
HY Unlm )= > J.DUm(ﬂt) < 5e,

-1
m>p(7;) m>p(T;)

para toda partigao 0-fina D de [a, b]. Portanto, {U,,} é equi-integravel. O



2 Equacoes Diferenciais Ordinarias
(GGeneralizadas

Neste capitulo faremos uma breve introducao a teoria das Equagoes Diferenciais
Ordinarias Generalizadas, EDOGs, também conhecidas como Equagoes de Kurzweil, a
fim de obter informacoes a cerca do comportamento das solugoes desse tipo de equacoes.

Consideremos © = O X [a, b], em que O é um conjunto aberto no espago de Banach
(X, ]I.]]), e F: Q@ — X uma fungao definida para (z,t) € 2 e assumindo valores em X.

Definicao 2.1. Uma funcao = : [, ] — X é dita uma solu¢ao da EDOG

dx
= DF(a(r).1) (2.1)

no intervalo [o, 8] C [a, b], se (z(t),t) € 2 para todo t € [o, 3] e
x(s2) — xz(s1) / DF(z ), Vs1, 82 € o, O] (2.2)

A integral do lado direito de (2.2) deve ser entendida como sendo a integral de
Kurzweil, definida no capitulo anterior.

Observacao 2.1. E importante observar que a notacdo em (2.1) é apenas simboélica.
dx

O termo 77 °m (2.1) nao significa que a solu¢ao da EDOG é diferenciavel. Isso sera
T

ilustrado a seguir.

Exemplo 2.1. Seja r : [0,1] — R uma fun¢do continua que nao é diferenciével em
todos os pontos do intervalo [0, 1].

Defina F' : [0,1] x [0,1] = R por F(r,t) = r(t). Claramente, F' ¢ continua e, pela
defini¢ao da integral, temos:

/1 DF(x / Dr(t) = r(ss) — r(s1).

Assim, 7 é solu¢ao da EDOG Z—x = DF(x(7),t) = Dr(t). Porém, a solugao = : [0, 1] —

R dada por z(s) = r(s) nao é diferenciavel.

Observagao 2.2. Se adicionarmos a F'(x,t) uma fungdo dependendo somente de x, as
solugoes da EDOG (2.1) nao mudarao.

29



30

De fato, seja H : O — X uma fungiao. Defina G(z,t) = F(x,t) + H(x), para
(z,t) € O X [a, B]. Assim, dada a particao D = {(7}, [sj-1,5;]);7=1,--- ,k} de [, f],
temos:

k k
= > [G(a(n), 5) = Gla(ry) s;0)] = D_[Fla(ny), s,) + H(x(r;) -

j=1 7j=1

k
— F(z(1;),85-1) — H(z(7))] = Z[F(fﬁ(Tj)a sj) — F(x(7)),s5-1)] = S(F, D).

b b
Portanto,/ DG = DF.

d
Dessa forma, se x : [a f] — X for uma solugao da EDOG _d:c = DG(z(7),t), entdo
T
também sera solu¢ao da EDOG —dx = DF(x(7),t) em [«, 5].
T

Defini¢ao 2.2. Uma funcao z : [o, ] — X é dita solu¢io da EDOG (2.1), com
condi¢ao inicial x(ty) = zo em |a, f], se ty € [a, 5], (x(t),t) € Q para todo t € [a, f] e
a igualdade

V) —zp = / DF(x(7),t) (2.3)
to
é valida para todo v € [a, f].

Proposigao 2.1. Seja = : [, ] — X uma solugao da EDOG (2.1) em [, 5]. Entao,
para todo v € [«, ] fixo, vale:

~ [ DPG(r).0. s € a0 (2.4)
v

Se z : [a, f] — X satisfaz a equagao integral (2.4) para algum v € [o, (], entdo x é
solugao de (2.1).

Demonstracao. A primeira parte segue diretamente da definicao. Agora, se x satisfaz
(2.4), entdo para quaisquer s, $2 € [a, ], com 1 < s, tem-se:

x(sy) — x(s1) / DF(x / DF(x / DF(x

Portanto, = é solugao de (2.1). O

A Proposigao 2.1 nos diz que as solugoes x : [o, 5] — X de (2.1) se comportam
de modo semelhante as K-integrais indefinidas. Vamos aplicar o Teorema 1.9 para
garantir o seguinte resultado:

Proposigao 2.2. Se z : [, f] — R™ é uma solugao de (2.1), entao:

lim[x(s) — F(x(0),s) + F(z(0),0)] = x(0), Yo € |o, f].

S—0



31

Demonstracao. Seja o € |«, 5] fixado. Como z é solucao de (2.1), segue pela Proposigao
2.1 que z(s) —z(o) = / DF(x(7),t), para todo s € [a, f].

g

Assim, temos:

z(s) — F(x(0),s) + / DF(x(7),t)+ F(z(0),s) — F(z(0),0) —z(c) = 0.

(2.5)
Sabemos pelo Teorema 1.9 que

lim [ / CDF() 1) — Fla(o). s) — Fla(o), 0)} _ /(, " DP@(). 1) = 0

e por (2.5), temos:
lim[z(s) — F(x(0),s) + F(x(o)

B _ hm[ / DF(x(r),t) — F(x (0),S)+F(x(0),0)} — (o).

S—0
O

Vamos introduzir uma classe de fungdes que permitira garantir mais informacgoes a
respeito das solugdes da EDOG (2.1).

Denotemos por G o conjunto O X (a,b), em que O é um conjunto aberto em X.
Vamos assumir que h : [a,b] — R é uma fungdo nao-decrescente e w : [0, +o0) — R é
uma fungao localmente lipschitziana, crescente, com w(0) = 0.

Definigao 2.3. A fungdo F': G — X pertence a classe F(G, h,w) se
i) | F (@, t2) — F(a, )] < [h(ts) — h(t1)], para quaisquer (z, ), (z, 1) em G e

i) [|[F(x,ty) — F(x,t1)— F(y,t2) + F(y,t1)]| <w (|| — yl|) |h(t2) — h(t1)|, para quais-
quer (Iv t?)v (:Cy Z‘:1)7 (ya t?)v (y- 2(:1) em G.
Sabendo que a fungao identidade I : [a,b] — [a,b] é lipschitziana, crescente e se

anula na origem, denotaremos a classe F (G, h, I) por F(G,h).

Lema 2.1. Suponha que F': G — X satisfaga as condigoes da Defini¢ao 2.3.
Se [a, ﬁ] C (a,b), z : [a, 5] — X é tal que (z(t),t) € G, para todo t € [, 5], e a

integral DF (z(7),t) existe, entao

[0}

/ DF(x H < |h(s2) — h(s1)], Vs, s1 € o, O]

Demonstragao. Pela condigao i) da Definigao 2.3 temos, para quaisquer 7,t € |, 3],
[t = 7[[|[F(x(7),t) — F(z(r), )| < |h(t) = h(7)]t — 7].

Seja V(1,t) = h(t). A integral / DV (7,t) existe e

/ DV (1,t) / Dh(t (s2) — h(s1),Vsq, s1 € o, f].
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Pelo Teorema 1.11, obtemos

/S " DF((), t)H < / U DV(nt) <

1 1

/82 DV(r, t)‘ — |h(s2) — B(s1)], ¥, 1 € [, B,

O
Vamos considerar a EDOG

dx
= DF(a(r), 1), (26)

com a funcao F definida em G com valores em X.

Lema 2.2. Suponha que F' : G — X satisfaga a condigao i) da Definigao 2.3. Se
la, ] C (a,b) e z: [o, B] = X é uma solugao da EDOG (2.6), entao

Jx(s2) — (sl < [A(s2) = h(s1)]. Vs, s1 € [ B (2.7)

Demonstracao. A desigualdade segue imediatamente do Lema 2.1 e da igualdade

x(s9) — z(s1) = /82 DF(z(1),t),

1
para quaisquer si, sy € [« f]. O

Corolario 2.1. Nas condigoes do Lema 2.2, a fungdo z : [, 5] — X sera de variagao
limitada ! em [a, 3] e
var’ (z) < h(B) — h(a) < +oo.

Demonstragao. De fato, seja D = {a = sy < $1 < -+ < s, = §} uma partigao do
intervalo [a, B]. Note que a desigualdade (2.7) implica em

S llalsy) = sl < D7 hls) = hsi1)| = h(B) = hla) (2.8)

Entao, tomando o supremo em (2.8), com respeito a todas as partigdes D de [a, ],
teremos:

var’ (z) < h(B) — h(a).
O

No lema seguinte, teremos informagoes a respeito das descontinuidades de primeira
espécie das solugdes da EDOG (2.6).

Lema 2.3. Suponha que F' : G — X satisfaga a condigao i) da Defini¢ao 2.3 e x :
[a, f] — X seja uma solugdo da EDOG (2.6). Entao,

(i) z(sT) —z(s) = F(x(s),sT) — F(x(s), s), para todo s € [, 3), onde F(z,s") =
lim F(z,0);

o—st

LA variagao em [a, b] de uma fungao f : [a,b] — X é dada pelo nimero real

sup {Z [f(ss) — f(si—1)],a=s0 <81 <+ < 8p=0bmE€E N} e ¢ denotado por var®(f).
i=1
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(i) z(s) — z(s7) = F(z(s),s) — F(z(s),s™), para todo s € («, ], onde F(x,s7) =
lim F(z,0).
g—S~
Demonstra¢ao. Vamos demonstrar apenas o item (7). A demonstra¢ao do item (ii) é
similar.
Primeiramente note que como h é ndo-decrescente, os limites laterais de h em [«, []
existem. Pela condigao sobre F' temos que F'(z(s),st) e F(x(s),s™) existem.
Como z é solugao da EDOG (2.6), segue que

/ DF(z , Vo,s € o, ().
Assim, pelo Teorema 1.9, concluimos que
lim [z(0) — x(s)] = lim [/ DF(x ]:9
o—st o—st
/ DF(x )+ hm+[F(x(3)70) — F(2(s),8)] = F(x(s),s") — F(x(s), s).
ag—S

O

O préximo resultado garantira a existéncia da integral da Definicao 2.1, quando
F € F(G, h,w), usando os resultados de convergéncia, da Secgao (1.2).

Teorema 2.4. Seja F' € F(G, h,w). Suponhamos que z : [, 5] = X, [a, B8] C (a, ),
Seja 0 limite pontual de uma sequéncia {xy }ren de fungdes xy : [, B] — X tais que
G, (zx(s ) s) € G, para todos k € N e s € [a, B]

Se/ DF(x(T),t) existe para todo k € N, entao/ DF(z(),t) existe e

B
lim DF(x(T / DF(x
k— o0

(%

Demonstragao. Seja € > 0 dado. Como F' € F(G, h,w), temos:
[ F(zi(7), t2) = F (@i (7), t1) = F(2(7), t2) +F(2(7), t1)[| < w({[zr(T)=z(7)[])|A(t2)—h(t1)],

para todo 7 € [o, 8], com t; < T < tg, [t1,t2] C [a, 5]
Definimos a fun¢ao p : [a, f] — R pondo, para cada t € [, ],

e h(t)
h(B) — h(a) + 1

Note que p é nao-decrescente. Como hm z (1) = x(7), para todo 7 € [, ], e a
_)

p(t) = onde p(f3) — p(ar) <e.

funcdo w é continua na origem, existe p(7) € N tal que, para cada k > p(7), temos

Dai, obtemos

[1F(2k(7), t2) = F(2x(7), 1) = F(2(7), 1) + F(x(7), 1) || <
|k (7)
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para todos 7 € [t1, 1] e k > p(T).
Seja § um calibre de [«, 5]. Para toda aplicagao m : [o, 8] — N e toda parti¢ao
d-fina D = {(7;, [aj_1,04]), 5 =1,--+ ,k} de [a, B], temos

k

k
Z 1F (Lo, (1), @) = F(@miryy (73), 050 | > 1h(ay) = hla 1) = h(B) = h(a).

i=1

Assim, estamos sob as condigdes (/1) e (12) do Teorema 1.18, de onde se conclui,
pelo Teorema 1.12, que

B
lim DF(x(T / DF(x

k—oo [,

O

Corolario 2.2. Seja F' € F(G, h,w). Suponha que z : [a, 5] = X, [o, 8] C (a,b), &
o limite pontual de uma sequencia de fungoes escada tal que (x(s),s) € G, para todo

s € [a, f]. Entao, amtegral/ DF(x(7),t) existe.

Demonstracao. Com efeito, basta mostrar que, dada uma func¢ao escada finita
¢ o, f] = X, com (z(s),s) € G para todo s € [a, 3], a integral / DF(p(1),t)
«

existe.

Se ¢ é uma funcao escada finita, entao existe uma particdo a@ = sg < §1 < -+ <
sk = [ de [o, 0] tal que p(s) = ¢;, para cada s € (sj_1,5;),j=1,--- .k, onde ¢; € X
é Constante Pela defini¢ao de integral, é facil ver que se s;_1 < 01 < 09 < s;, entao a

integral DF (p(7),t) existe e

/ " DE(o(r),8) = F(c;, a3) — Fles, o). (2.9)

Tomemos oq € (sj-1, ;). Por (2.9), segue que

hm[l DF(R(7).1) + Flglss-1),5) = Flplss-i)sy-1)| =

= lim [F(cj,00) = Fcz, 8) + Flp(sj-1), 8) = Fp(s5-1), s5-1)] =

+
S_+S7 1

= F(cj,00) — F(cj,57_1) + F(e(sj-1), 571) — F(@(sj-1), 5j-1)-

Pelo Teorema 1.8, obtemos:

lim [ / DE(o(7). ) + Fl(s;-1),8) — Flp(s;-1), 55 1} / DF(y

S—%S Sj—

Portanto, a integral / DF(p(T),t) existe e

| DEG)0) = Fleso0) = Flegosio) + Flelsy-a)esfn) = Flolsy1)oss)

Sj—1



Existéncia e unicidade de solugao 35

Analogamente, pode-se mostrar que a integral / DF(p(T),t) existe e

/Sj DF(¢(7),t) = F(cj,5;) — F(¢j,00) — Fp(s;),57) + F(g(s;), 55)-

Assim, pelo Teorema 1.6, tem-se:

Sj
/ DF(p(7),t) = F(cj,5;) — Flcj, 00) — Fp(s)), 57) + Fp(s)), s5)+
Sj—1
+ F(cj,00) = Fej, s7) + Fle(sj1),8,1) — Fle(sj1),85-1) =
= Flcj, 85 )= F(cj, 87 1)+F(0(s5-1), 55 1) —F(#(s5-1), 85-1) = F((55), 57 )FF(p(s5), 55)-
Repetindo esse argumento em todos os intervalos [s;_1,s;], j = 1,--- ,k e usando o

Teorema 1.6, garantimos a existéncia da integral / DF(p(1),t), bem como a validade

da identidade:

/jDF(so

Mw

F(cj, s7)—F(cj, s ] 1 ]"‘Z P(s5-1), 8, )= F(p(sjo1),85-1)—

— F(o(sy), 85) + Fp(s5), )]

J=1

Portanto, pelo Teorema 2.4, a integral / DF(x(7),t) existe. O

Corolario 2.3. Sejam F € F(G,h,w) e x : [a, 8] — X uma fungao regrada (em
particular de Variagéo limitada) em [a, f] tal que (z(s),s) € G, para todo s € [o, (],

entdo a integral / DF(z(1),t) existe.

Demonstragao. Como toda fungao regrada é o limite uniforme de fungoes escada (veja
[6]), o resultado segue do Corolario 2.2. O

2.1 Existéncia e unicidade de solucao

Nesta segao, continuaremos considerando G = O x (a,b), onde O é um aberto de
X, e F: G — X pertencente a classe F(G, h,w).
Vamos considerar a equacgao diferencial ordinéria generalizada
dx
— = DF(x(7),t). 2.10
= = DF(u(r).1) (210)
Como F pertence a classe F(G, h,w), segue pelo Lema (2.3) que toda solugao de
(2.10) é continua a esquerda, os limites laterais existem e se, para algum ¢y € (a,b), o
valor da solugado = é x(ty) = T, entdo o limite a direita em ¢, satisfaz:

w(tg) = x(to) + F(x(to). 1g) — Fla(to), to) =T + F(T,15) — F(T, o).

2 Dizemos que ¢ : [a,b] — X é uma funcdo regrada se existem os limites laterais & direita e a
esquerda em todos os pontos de [a,b) e (a,b], respectivamente.
Toda funcao 1 : [a,b] — X de variagao limitada é regrada (veja [10]).
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Como ha a possibilidade de (2.10) admitir solugdes descontinuas, pode ocorrer a exis-
téncia de algum = € O tal que 77 ¢ O. Dessa forma, na demonstragao do teorema de
existéncia e unicidade local de solucao para EDOGs, é natural assumirmos que 7+ € O.

O teorema de existéncia e unicidade local de solugao para a EDOG (2.10) é uma
aplicacao do Teorema do Ponto Fixo de Banach 3, como veremos a seguir.

Teorema 2.5. Sejam I : G — X pertencente a classe F(G, h,w) e (T,t) € G tal que
Tt € O. Entao, existe A > 0 de modo que x : [tg, tg + A] — X é a unica solugao de
(2.10) que satisfaz z(ty) = .

Demonstragao. Como G = O X (a,b), O é aberto e T € O, entao existe € > 0 tal que
B(z,e) C O, em que B(Z,¢€) é a bola aberta de centro T e raio € em O. Primeiramente,
suponhamos que h seja continua em ty. Entao, para este mesmo e > 0, existe A; > 0
tal que

Ih(t) — h(ty)] < ; Yt € [to,to + Ay].

Entao, pelo Lema 2.2, temos que, para todo x € X, z(t) € O, pois:

() = 7| < k() = Alto)] < 5, V¢ € lto, o+ Au].

1
Além disso, existe Ay > 0 tal que h(tg + As) — h(ty) < —, onde L é a constante

4L
de Lipschitz de w em [tg, ¢y + As].
Consideremos A = min{A, Ay }. Assim, x(t) € O, para todo t € [ty, to+A]. Como
a funcao h é nao-decrescente, segue que

h(to + A) — h(ty) < —. (2.11)
Consideremos o conjunto
A= {z € BV(lto. to + AL, X): [|(t) = T < |(t) — hto)], ¢ € [to,to + AJ}

em que BV ([to, to+ AJ, X') denota o espago de Banach das fungoes de variagao limitada
definidas em [tg, tg + A] com valores em X, com a norma usual da variagao dada por

lzllmv = llz(to) | + varfs ™.

Mostremos que A é um espaco de Banach. Para isso, basta mostrarmos que A é
fechado em BV ([t, o+ A], X). Com efeito, seja {z, }nen uma sequéncia em A tal que
zn — z em BV ([tg, to + A}, X). Queremos concluir que z € A.

Note que ||z, (t) — Z|| < |h(t) — h(ty)|, para todo t € [tg, to + A]. Como

120 (t) = 2O < ll2n = 2llv, I € [to, to + A,

segue que 2, (t) — z(t) uniformemente em [ty, to+A]. Entdo, dado n > 0, existe ng € N
tal que ||z, (t) — 2(¢)|| < n, para todo n > ng e todo t € [tg,to + A] . Dai, para todo
t € [to, to + A], vemos que

12() = 2l < Hlzn(t) = 2Ol + 12n(8) = 2| < n 4 [2(t) = h(to)l, ¥r > no.

3Teorema do Ponto Fixo de Banach: Se X é um espaco de Banach e T': X — X é uma
contragao, entao existe um tnico zg € X tal que Tz = xp.
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Sendo 1 > 0 arbitrario, temos
12() — Z|| < |h(t) — h(to)], Vt € [to, to + A].

Entao, z € A e, portanto, A é fechado.
Defina, para s € [tg,to + Al e z € A, a aplicagao

Tz(s) =7+ /ts DF(z(7),t).

Como F € F(G,h,w) e z € BV ([ty, to + A], X), segue do Coroléario 2.3 que a integral
DF(z(1),t) existe. Portanto, o operador 1" esta bem definido. Além disso, segue

t
do Lema 2.1, que

1T2(s) — 2]l =

/tos DF(z(T),t)H < |h(s) — h(t)], Vs € [to, to + A,

ou seja, T'(A) C A.
Afirmamos que 7' é uma contragao. De fato, como F' € F(G, h,w), para t,7 €
[to,to + A], com t > T, e 21, 29 € A, obtemos:

[1F(2(7), 1) = F(21(7), 1) = F(za(7),7) + F(z1(7), 7)[| <

< w(llz2 = 21l)IA(t) = h(7)| = é:—;w(”@ — 21|)[a(t) = h(7)].

Logo, para sq, sg € [tg,to + A] e 21, 292 € A, usando o Teorema 1.11, obtemos

/ DIF(z(7), 1) - F<21(T),t>]H < / Dlw(la — 5 [}h(t)]

1

= w(l[22 = 2ll) /32 Dh(t) = w(llz2 — 21[))[i(s2) — h(s1)] < Ll[z2 — 21[[A(s2) — hls1)].

1

Consequentemente,

[(T'zg = Tz1)(s2) — (T2 = T'z1) (s1)| =

/ " DIF(za(r).1) — F(aa(r).1)]
< Lflze — 21[|[h(s2) — h(s1)]. (2.12)

‘ <

Seja D = {tg = sp < 81 < -+ < 8 = to + A} uma parti¢ao finita arbitraria de
[to, to + A]. Por (2.12), temos:

k
var§8+A(T22 —Tz) = s%pz |(Tzg —Tz)(s5) = (T2zo — Tz1)(s5-1)]| <

=1

< sup >~ Lllza = alllb(s;) = hlsj-)] = Lllza = 21l sup D [h(s;) = hls-1)] =

j=1 j=1

= L||za — 21||[l(to + A) — h(to)].



Existéncia e unicidade de solugao 38

Portanto, para quaisquer zq, zo € A, temos

HTZQ — Tzl”BV = ||(T22 TZl)(t())H + V&I‘tU+A(TZQ — TZl) S ||T22(t0) — TZl(t())H+
+ 2var)0 " (Tzy — Tzy) = 2var0 ™ (Tzg — Tz <

(211) 2L 1
< 2L[lzy — z1||[h(to + A) — h(to)] < ||22 -zl = —HZ2 - z1]].

Portanto, T" é uma contragao em A. Pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach, existe
um unico x € A tal que,

x(s)=Tx(s) =7+ /ts DF(z(7),t), Vs € [to, to + Al

Consequentemente, x : [t, to + A] — X € a tnica solugao de (2.10) em [ty, to+ A], com
I=u (to)
Agora, consideremos h descontinua em tq3. Sendo assim, defina:

— h(t), t < to
0= { A6 ) — e £ 5 1

Note que h é nao-decrescente e continua a esquerda em [ty, +00). Definimos também

— F(z,t), t<to
Fa,t) = { F(z,t) — [F(Z,t§) — F(Z,t)], t > to.

Observe que F € F(G, h,w). Portanto, utilizando um procedimento anélogo ao an-

dz —
terior, concluimos que existe uma tnica solu¢ao local z de = DF(z(7),t), com
T
Z(to) =7,
Por conseguinte,
o 5, T = t()
xu»_{z@%t>m,

pela Observagao 2.2, é a tnica solugao de (2.10) satisfazendo T = x(to). O

O préximo lema seré importante para que, na se¢ao posterior, consigamos estender
as solugoes a direita do intervalo, caso existam.

Lema 2.6. Se x: [a, f] &> X ey : [5,7] — X sdo solugoes de (2.10) em [«, 3] e [5,7]
respectivamente, com [a,y] C (a,b) e z(8) = y(B), entao z : [a,y] — X dada por

[ at) te o f]
Z@—{ym»emﬂ

¢ uma solugao de (2.10).

Demonstragao. De fato, pelo Teorema 1.6, para s, s2 € [, 7], 51 < § < $q, temos

2(s2) = 2(s1) = 2(s2) — 2( B) = 2(s1) = y(s2) = y(B) + x(B) — x(s1)

/ DF(y +/‘ / DF(2(1),1),
S1

o que conclui a prova. Ol
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2.2 Solucao maximal

Vamos assumir que F pertence & classe F (G, h,w). E claro que, se z : [tg, to+A] —
X ¢ uma solugao de (2.10) em [to,ty + A] e se o valor a direita do ponto final deste
intervalo satisfaz

2((to+ A)T) = x(to + A) + F(a(to + A), (to + A)T) — F(z(to + A), to + A),

com (z(tg+A)1),tg+A) € G, entao o Teorema 2.5 pode ser aplicado neste ponto para
garantir a continuagao da solugao a direita do intervalo [ty, ¢y + A].

Vamos assumir que x é uma solugao de (2.10), com condigao inicial 7 = x(ty), to €
(a,b), 7 € Oeque z+ F(x,t")— F(x,t) € O, para quaisquer z € O,t € (a,b), ou seja,
nao existem pontos em G para os quais a solugao de (2.10) nao pertenga ao conjunto

0.

Definicao 2.4. Seja x : [ty,to +n] — X, n > 0, uma solugao de (2.10) em [to, to + 7).
A solugao y : I — X de (2.10), onde I = [to,to + o] ou I = [tg,tg +0), 0 > 0, é
chamado um prolongamento (extensao) de x se [to,to +n] C I e x(t) = y(t) para todo
te [to,to + 77].

Se o > 1, entao y é chamado um prolongamento proprio de x a direita.

Definicao 2.5. Se (7,ty) € G, entéo a solugao x de (2.10), com z(ty) = T, definida
para t > ty é maximal se existe um valor b(7,%y5) > to tal que a solu¢do x existe em
[to, b(Z,tg)) e nado pode ser prolongada ao intervalo [ty, 5], onde 5 > b(Z, ty). Em outras
palavras, nao existe prolongamento a direita do intervalo [to, b(Z,ty)) para a solugao
x: [to, b(T, 1)) — X de (2.10).

Proposigao 2.3. Sejam F € F(G,h,w) e (T,ty)) € G. Entao, existe uma solugao
maximal de (2.10) x : J — X, com z(ty) = 7, e o intervalo J é tal que o seu ponto
final esquerdo é igual a t,.

O intervalo J e a fung¢ao y sao unicamente definidos pela condigao inicial 7 = x(ty)
e pela propriedade de maximalidade da solugao.

Demonstragao. (Unicidade) Suponha que existam duas solugbes maximais de (2.10),
X7 . Jl — X e Ty . JQ — X, com Ilfl(t()) = .Tg(t()) = 7.
A propriedade de unicidade local (Teorema 2.5) implica em

I,L'l(t) = xg(t),Vt c J1 N J2 N [to, +OO)

Defina

Il(t), te Jl
x(t) - { Ig(t), te JQ.

Note que z : J; U Jy — X é solugao de (2.10) em J; U Jy, pelo Lema 2.6. Além disso,
x é um prolongamento de x; e x5, 0 que contradiz o fato de x; e x5 serem solugoes
maximais. Portanto, J; = Jo = J e x1(t) = x5(t), para todo t € J.

(Existéncia) Mostremos que existe z : J — X. Denote por S o conjunto de todas
as solugoes x : J, — X de (2.10), com z(ty) = 7, em que J, é um intervalo tendo
to como ponto final esquerdo. Note que o conjunto S é nao vazio, pelo Teorema 2.5.

Definamos
J=\]J /e

zeSs
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Sabemos da unicidade de solugao que se t € J, N J,, para y,z € S, entdo z(t) = y(1).
Dessa forma, definindo = : J — X por z(t) = y(t), com y € S e t € .J,, obtemos uma
solucdo de (2.10) definida em J que satisfaz a condigao inicial x(t;) = z. Claramente,
x € uma solu¢ao maximal de (2.10). O

Proposigao 2.4. Sejam I' € F(G, h,w) e (T,ty) € G. Sex : J — X ésolugdo maximal
de (2.10), com z(ty) = T, e ty € J é o ponto final & esquerda do intervalo J, entao

J:[to,ﬁ) (ab) t0</3<+00

Demonstracio. E claro que J C (a,b). Sejat* € Jetomey = z(t*) € O. Pelo Teorema
2.5, existe 6 > 0 tal que, em [t*,t* + J], existe uma solugao v : [t*,t* + ] C J — X de
(2.10), com v(t*) = y. Dessa forma, x ¢ um prolongamento de v.

Note que se J = [to, ], entdo obviamente § € J. Assim, pela construg¢do acima,
tomando y = x(f) € O, existird um prolongamento de x, o que é um absurdo, visto
que r é maximal. Isso significa que, em relagdo a (a,b), o intervalo J é aberto a direita
de to. O

Proposigao 2.5. Sejam F € F(G,h,w) e (,ty) € G. Se x : [tg,5) — X & uma

solugao maximal de (2.10) e M C G = O x (a, b) é um conjunto compacto, entao existe

c € [to, B) tal que (z(t),t) ¢ M, para todo t € (c, 5).

Demonstracao. Suponha, por contradi¢ao, que a conclusao do teorema nao seja verda-

deira. Entdo, existe uma sequéncia (tx)ren C [to, 5) tal que klim tr =0 e (x(ty), tr) €
—00

M, para todo k € N.

Como M é compacto e b < 00, a sequéncia (x(ty), tx)ren possui subsequéncia con-
vergente em M, a qual denotaremos também por (z(ty),tx)ren, por simplicidade de
notacao. Assim, kh_}rlolo x(ty) =y e, portanto, (y,5) € M C G.

Pelo Teorema 2.5, existe § > 0 tal que, em [, + 0], existe tnica solugdo v de
(2.10), com condigao inicial v(5) = y.
Defina u : [tg, 8 + 0] — X por:

_ [ =), t et D)
Mw—{umtemﬂ+ﬂ

Vamos assumir que s1 € [tg, ) e sy € [, +0]. Entdo, para todo k& € N suficientemente
grande, temos t; € (s1,03) e

89 B ED)
!/ DmeﬂJy:/‘DFw@yo+:/ DE(u(r).1) =
/ DF(u ) + DF(())+u@ﬁ u(B) =
u(ty) — u(sy) / DF(u t) +u(sy) —v(B) =

B
=z@@—u@ﬂ+u@g—y+ljDF@ﬁ)ﬂ (2.13)

Pelo Lema 2.1, temos:

ZTDFWvLﬂHshwy—Mm) (2.14)
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Como h é continua a esquerda e klim ty = B, t, < 3, segue de (2.14) que
—00

lim
k—oo

/DF H—O:hm BDF(() t) =0.

k—o0 by

Sabendo que hm x(tk) = y e fazendo k — oo em (2.13), obtemos:

/ DF(u(r),t) = y — u(s1) + u(sz) — y = u(sa) — u(s1).

Para todas as outras possiveis posigoes de s1, sy € [to, 5+0], podemos obter a mesma
relagao da definigao de w. Desta maneira, u : [to, 5 + 0] — X & uma solugao de (2.10).
E ainda, u é um prolongamento da solugao z, contradizendo assim a maximalidade da
mesma. Portanto, o resultado esta provado. O



3 Equacoes Diferenciais Funcionais
com Retardamento e Impulsos

Neste capitulo, vamos descrever sistemas de Equagoes Diferenciais Funcionais com
Retardamento e Impulsos, EDFRIs, e demonstrar o teorema de existéncia e unicidade
de solugao para estas equagoes. Para um estudo mais detalhado da teoria de EDFRIs,
veja a referéncia [16].

3.1 Descricao do sistema impulsivo

Seja €2 um espaco de fase de alguns processos evolucionarios, isto é, um conjunto
de estados de movimento de um determinado processo de evolugao.

Denote por P, o ponto de mapeamento do processo de evolugao no momento ¢. Va-
mos assumir que o processo é determinado por n parametros. P; pode ser interpretado
como um ponto (¢, z) de R e Q como um subconjunto de R™. O conjunto R x Q &
chamado espaco de fase estendido do processo evolucionério considerado.

Um sistema impulsivo é descrito da seguinte maneira:

Considera-se

1) uma equagao diferencial funcional com retardamento (EDFR)

y(t) = f(t,ye), (3.1)

onde ¥y = (y1,...,yn) € Q, f : [tg,00) x D — R™ com t, € R, D = {¢ :
[—7,0] — Q} e, para todo t > tg, x; € D é definido por z,(s) = x(t + s), para
todo s € [—r,0];

2) Estruturas topologicas M;, N; contidas em (2;
3) Um operador A; : M; — N,.

Sejam ¢ € D, yi, = ¢ e y(ty) = ¢(0). Consideremos uma solugao y(t) = y(t; to, @)
da equagao (3.1), com condigao inicial y;,, = ¢. O ponto de mapeamento P, comega seu
movimento a partir do ponto (to, y(ty)) e se move ao longo da curva {(¢,y(t));t > to}
até o momento #; > t; em que P, atinge o conjunto M;. No instante ¢;, o operador
A;, transfere instantdneamente o ponto P; da posigao P, = (t1,y(t1)) para a posigao
P = (t1,y)) € (t1,Ny,), onde y;; = A; (y(t1)). Entéo, o ponto P vai se movendo
pela curva {(t,z(t));t > to}, descrita pela solu¢ao z(t) de (3.1), com condigao inicial
z(t) = y(t), para t; —r <t < t; e x(t;) = y{, até encontrar novamente o conjunto
M,,, e assim o processo continua ao longo da solugao de (3.1), caso exista.

42



Descricao do sistema impulsivo 43

A curva descrita pelo ponto P; no espaco de fase estendido é chamada curva integral
e a funcao que define esta curva é uma solu¢ao da EDFRI.

Os momentos t1, o, ... em que P; atinge o conjunto M; sao chamados de momentos
de efeito impulsivo e o operador A; : M; — N; é chamado de operador de impulso.

Uma solucgao do sistema impulsivo pode ser:

i) uma fungdo continua, se a curva integral ndo intersectar o conjunto M; ou se
atingir M; somente nos pontos fixos do operador A;

ii) uma funcdo continua por partes, com um ntmero finito de descontinuidades de
primeira espécie, se a curva integral intersectar o conjunto M; em uma quantidade
finita de pontos que nao sejam fixos pelo operador A;;

iii) uma funcdo continua por partes, com uma quantidade enumerével de desconti-
nuidades de primeira espécie, se a curva integral encontrar o conjunto M; em
uma quantidade enumeravel de pontos que nao sejam fixos pelo operador A;.

Vamos assumir que a solugao y(t) do sistema impulsivo é uma fun¢do continua a
esquerda nos momentos de efeito impulsivo, isto &, y(tx—) = y(tx).

Nos sistemas com impulsos em tempos pré-fizados, o conjunto M, é representado
por uma sequéncia de tempos ¢ = tj, em que {fx}ren € uma sequéncia de nimeros
reais. O operador A; : Q — Q, para k = 1,2,---, é dado por: A, (y) = v + Li(y),
onde I, : 2 — Q, k=1,2,.... O sistema impulsivo é caracterizado da seguinte forma:

{ y(t) [y, t#t, t >ty
Ay(tr,)

]k(y(tk))7 t:tkv k= ]-727"' )
onde Ay(ty) = y(tf) — y(tr), k = 1,2,.... Assumimos que to < t; < to < -+ e
ty, — +oo quando t — +o0.
Seja ¢ € D. Denotemos por y(t) = y(t;t9,¢) a solugdo de (3.2), satisfazendo a
condicao inicial

(3.2)

{ y(tito. d) = ¢(t —to), to —t <t <ty (3.3)

y(tssto, ) = ¢(0).

Uma solugao y(t) = y(t;to, @) de (3.2) satisfazendo a condigao inicial (3.3) é dada
da seguinte forma:

(1) Para t € [ty — r,to], a solugao y(t) satisfaz a condigao inicial (3.3);

(2) Para t € (to,t1], a solugao y(t) coincide com a solugao do problema

{ y(t) = f(tvyt)v t 2 tO
Yo = (b(@), - S 0 S 0.

No instante t = ¢1, o ponto de mapeamento (t, y(¢; to, ¢)) salta do ponto (t1, y(t1; to, ¢))
para o ponto (t1,y(t1;to, @) + Li(y(ti;te, @)));

(3) Para t € (t1,1t2], a solugao y(t) coincide com a solugao de

{ y(t) = f(t,y), t>to
Yy, = ¢1(‘9)* ¢1 € Da
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onde
Q5(t — tl), t e [to — T’,to] N [tl -, tl]

o1t —t1) = y(tito, @), t € (to,t1) N[t1 — 1 t]
y(tiito, ) + Li(y(tiito, @), t=ti.

No instante t = t, o ponto de mapeamento salta novamente. O processo continua
ao longo da solucao, caso exista.

Para se aprofundar na teoria das equacoes diferenciais funcionais, indicamos a re-
feréncia [7]|. E para estudar as equagoes diferenciais impulsivas, indicamos a referéncia

I8].

3.2 EDFRs com impulso em tempo pré-fixado

Seja I C R um intervalo. Seja G~ (I, R") o espago das fungoes regradas y : I — R”
continuas a esquerda. Entao, se y € G~ ([, R"), existem os limites laterais & esquerda
(y(t—)) e a direita (y(t+)) e y(t—) = y(t) para todo ¢ € I.

Se I C R é um intervalo compacto, entao podemos definir uma norma em G~ (1, R")
por ||@]| = sup |¢(t)|gn, para ¢ € G (I,R™). O espago de fungdes G~ (I, R™) munido

tel

com a norma || - || € um espago de Banach.

Sejam I C [0,4+00) um intervalo da forma [a,b), com 0 < a < b < 400, ty € 1,
r > 0. Um problema de valor inicial para uma Equacao Diferencial Funcional com
Retardamento e Impulsos (EDFRI) ¢ expresso da seguinte forma:

y(t) = f(t,u), t# ty
Ay(te) = Lly(t), k=1,2,.. (3.4)
Yto = ¢»

onde f: I x G~(|—r,0,R") = R", I : R" — R,
Ay(ty) = y(te+) —y(te—) = y(te+) —y(ty). k=1,2,---,

a sequéncia de tempos pré-fixados é crescente, ou seja, top < {1 < --- <t < ---, com
t, — 400 quando k — +oo e, para y : [to — r,b) — R", a funcao y, € G~ ([-r,0],R")
é dada por y,(6) = y(t + 0), para cada 6 € [—r,0].

Definicao 3.1. Seja [tg, to+0] C I, com o > 0. Uma fungao y € G~ ([to—r, to+0], R™)
é solugao do sistema impulsivo (3.4) em [ty,ty + 0], com condigao inicial y,, = ¢, se
satisfaz:

i) y(t) = f(t. y:), sempre que t # ty, t > to;
11) y(tk+) = y(tk) + ]k(y(tk))v k= L2,....

Assim, uma solugao y(t) do sistema (3.4) existindo em [tq — 7, tg + ] e sofrendo
impulso nos instantes tp, k = 1,--- ,m, com ty < t; < -+ < t,, < tg+ «, pode ser
escrita como:

U(t,to, ¢), te [tO - tl]
y(t) = y(t7tk7ytk)7 te (tkvtk-i-l]) k= ]-7 27 e — 1
y(t;tmvytm)t S (t’mato + (l]
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Agora, se a solugao y(t) do sistema (3.4) existe em [ty — 7, 00) e a solugao sofre infinitos
impulsos nos instantes ty, £k =1,2,---, entao

o(t) = { y(tito, d), t € [to — 1,1
y(t7tk7ytk)7 te (tk‘7tk+1]7 k € N.

Lema 3.1. Suponhamos que a fungao t — f(t,y;) seja localmente Lebesgue integravel
emt € [tg, +00). Entao, y € G~ ([to—r, to+a], R") é uma solugao do sistema impulsivo
(3.4) se, e somente se,

( qb(t—z‘g) t € [to—r,to]
/fsys ds, t € (to,t1]
VD= ) + I /fsyuhtéﬁkmd
\y( )+ I(y(t /fsys)ds t € (tm, to+ al.

Ou equivalentemente,

Pt —to), t € [to — 7, L]
y(t) = /fsys ds—irz.fk 1)) Hi (1), ¢ € (to, to + o,

0, to<t<t
ondthk(t):{ 1 Otk<t F

é a funcao de Heaviside concentrada em ¢, .
Dada a EDFRI (3.4), vamos supor que f : I x G~ ([-r,0],R") — R, satisfaga as
seguintes condicoes do tipo Carathéodory:

(A) para cada y € G~ ([—r,0],R"), a aplicagao t — f(t,v;) é Lebesgue integravel em
to, to + 0l;

(B) existe uma fungao Lebesgue integravel M : [to, to + 0] — R nao-negativa tal que,
para cada x € G~ ([—r,0]), tem-se:

U2 U

f(s,z5)ds| < M(s)ds, ¥ uy,uy € [to, to + 0l;

Jug J Ul

(C) existe uma fungao Lebesgue integravel L : [to, to + o] — R nado-negativa tal que,
para quaisquer z,y € G~ ([—r,0]) tem-se:

[ 160 = s

ui

u2
S / L(S)Hxs_ysudsv vula“? € [t07t0+0]‘

ui

Vamos assumir também que os operadores de impulso, [, : R® - R", k=1,2,...,
satisfagam as seguintes condic¢oes:

(A’) existe uma constante K; > 0 tal que, para todo k = 1,2, ... e para todo x € R",

|Ik(2)] < K
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(B’) existe uma constante K, > 0 tal que, para todo k = 1,2,... e para quaisquer
r,y € R",
(i (z) — In(y)| < Kalz —yl.

Lembramos que BV ([a, b], R™) denota o espago das fungoes ¢ : [a, b] — R™ que séo
de variagao limitada em [a, b], com a norma usual da varia¢ao dada por

16llsv = l|¢(a)|| + varle.

Lema 3.2. Suponha que as condigoes (A), (B), (C), (A’) e (B’) estejam satisfeitas.
Se y : [to —r,tg + 0] = R", ¢ > 0, é uma solugao do sistema (3.4), entdo a fungao
Y : [to, to + o] — R™ tal que y(t) = y(t), t € [to, Lo + o], pertence a BV ([ty, to + o], R™).

Demonstragio. Vamos mostrar que var () < +oo. Pelas condiges (B), (C), (A')
e (B'), podemos definir

t m
h(t) = / M (s) + L(s)]ds + max{Ky, Ko} S Hi (1), £ € [foto+0], (3.5)
to k=0
com ty < t; < --- < t,, < tg + a. Claramente, h é nao-decrescente e continua a

esquerda e, por conseguinte, h € BV ([to, o + o], R). !

Pelo Lema 3.1, por (B) e (A’), tem-se:

[9(s:) = Flsi-0)l = | ds+ZIk (tr)) [Hy, (s:) — Hy (si-1)] <

< /Si | f(s,ys)|ds + Z | T (y (b)) [ H, (s0) — Hi, (si1)] <
Si—1 k=1

m

/ M dS + Kl Z[Htk(sz) Htk(sl 1)] <

k=1

< /s [M(s)+ L(s)]ds + max{ Ky, Ky} Z[Htk(si) — Hy, (si-1)] = h(si) — h(si_1),

para toda partigdo {ty < s; < s9 < -+ < 5, =1ty + 0o} de [ty,to + 0]. Assim,
I l
Z (s;) —y(sic1)] < Z (si) = h(si—1)] = h(to + o) — h(ty) = var;?™7(h) < 4o0.

Portanto, var?*? () < var;""?(h) < +oc. O

O proximo teorema garante a existéncia e a unicidade de solucao da EDFRI, utili-
zando o Teorema do Ponto Fixo de Banach.

Teorema 3.3. (Existéncia e Unicidade) Consideremos o problema de valor inicial (3.4).
Suponha que as condigoes (A), (B), (C), (A") e (B’) estejam satisfeitas. Entdo, existe
uma Unica solugao y : [tg — 7, to + A] — R" de (3.4), com condigao inicial y;, = ¢, para
algum A > 0.

1Se f : [a,b] — R é fungdo mondtona, entdo f € BV ([a,b],R) e varl(f) < |f(a) — f(b)].
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Demonstragao. Pelo Lema 3.1, encontrar uma solugao de (3.4) em [ty — 7, to + A] é
equivalente a resolver a equagcao

¢(t — lf(])7 t e [to -, to]

YO=Y 00+ [ flsnds + S RN HLO. 1€ oty 8], OO
to k=1

com tg < t; < - - <ty <ty+A. Além disso, dada a funcao ¢ € G~ ([—r, 0], R™), resta
resolvermos a equagao integral em (3.6) para todo ¢ > .

Consideremos a func¢ao h definida no Lema 3.2, em (3.5). Sabemos que h é nao-
decrescente e continua a esquerda entao, vamos dividir a prova deste teorema em duas
partes: quando h for continua em ty e quando nao for.

1
Se h & continua em ty, entao existe A > 0 tal que h(tg + A) — h(ty) < T Note que

Io(y(to)) = y(t3) — y(te) = ¢(0) — $(0) = 0.

Se y é solugao de (3.4) em [ty — 7, tg + A], vimos no Lema 3.2 que a restrigao de y ao
intervalo [tg, to + A] é de variagao limitada. Assim, é natural considerarmos o conjunto

A=1{ze BV([to.to + ALR™; [|2(£) — 6(0)]| < |A(t) — h(ty)|, Vt € [to, to + Al}.

Vamos mostrar que A é um espago de Banach. Como BV ([ty, o + A],R™) é um
espago de Banach, basta mostrarmos que A C BV ([ty, to + A],R™) é fechado.
De fato, seja {2, }nen uma sequéncia em A, tal que z, — z em BV ([tg, to + A], R™).
Queremos concluir que z € A.
Como
[2n(t) = 2(O)|] < [lzn — 2llBv, VE € [to, to + A,

segue que z,(t) — 2(t) uniformemente em [y, fp + A]. Portanto, dado n > 0, existe
no € N tal que |2, (t) — 2(#)[| <, para todo n > no. Logo,

12() = ¢O)]| < [l2n(t) = 2(@)]| + [|20(t) — S(O)]| < 1 + |R(t) = (o), ¥ = no.
Sendo 1 > 0 arbitrario, temos
12(t) = ()| < [h(t) = h(to)]. VE € [to, to + A].

Entao z € A, de onde segue que A é fechado.
Defina, para s € [tg, to + Al e z € A, a aplicagao

T(s) = 6(0) + / e+ S Tu(=(1) Huy (5).
to k=1

Pela condigao (A), o operador T esta bem definido. Vamos mostrar agora que T'(A) C
A. Note que para z € A, temos:

T2(s) — ¢(0)] =

/Sf(T, 2, )dT + Zlk(z(tk))Htk(s) < h(s) — h(to). (3.7)
to k=1
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Assim, dados sy, s9 € [tg, tg + A], com s1 < s9, temos:

T2(s2) = Tz(s1)| < [T2(s2) = $(0)] + |T2(s1) — ¢(0)] <
< h(s2) = h(to) — h(s1) + h(to) = h(s2) — h(s1). (3.8)

Assim,
varg "2 (Tz) < varl?"®h < +o00 = Tz € BV ([to,to + A)).

Portanto, por (3.7) e (3.8), concluimos que T'(A) C A.
Afirmamos que T': A — A é uma contragao. Com efeito, seja D = {ty < 51 < s9 <
-+ < s; =ty + A} uma partigao de [tg, 1o + A] e 21,25 € A. Por (C) e (B’'), vem:

(T2 — To)(s2) — (T2 — T2)(s1)] < / U (22),) — £ () )|+

51

30 oleat)) = L (t0)) [ (s2) = oy (50)] < / " L), — ()l

k=1

+ Ky ) lza(te) = 21(t0) [ He (s2) — Hy(51)] < [1(22)7 = (1) II/ L(r)]dr+

+max{ Ky, K} Y |12 — 21| v [H, (52) — Hy (51)] <
k=1

< ooz llpv / M)+ L+ 2= v max{ Ky, Ko} S [Ha(52) — Hy (51)] =

51 k=1

= ||z — 21| v [h(s2) — h(s1)].

Logo,

1
V&I‘i8+A(TZQ — TZl) S ||22 — ZlHBV[h(tO + A) - h(to)] < Z”ZQ — ZIHBV- (39)
Portanto,

| T20 — Tz ||y = (T2 — T21)(t0)|| + vart°+A(T22 —Tz) <

(3.9) 1
< || Tzo(to)— Tzl(to)H+2vart°+A(T22—Tzl) = 2vart°+A(T22—Tz1) < EHZQ—ZluBV.

Pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach, existe um tnico z € A tal que Tz = z.
Consequentemente, a fungao

qb(t — t()), t € [to - T, t0]7
y(t) = { 2(t), t € (to, to + Al

é unica solugao de (3.4).
Agora suponha que h seja descontinua em t,. Entao, defina a func¢ao
h(t), t = to
h(t) — [h(t) — hto)). ¢ > .
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E facil ver que h é continua em £, e, assim, existe A > 0 tal que [h(to+A) —h(ty)] <

1 _
T Consideremos o operador I : R™ — R™ tal que

Io(x(t)), t = to
Io(a:(t))Z{ Io(z(t)) = [Lo(z(td)) = Io(x(to))], t > to,

para toda fun¢ao x : [to, to + A] — R™. Consideremos também o sistema:

g(t) = f(t,y). t #tp t > to
Ay(t) = Li(y(t), t =tg, k=1,2,---

Ay(t) = To(y(D). t = to
yto = ¢7
onde b(0), 0 € [~1,0)
- , &=,
“”:{wm+:wm»9—o
Definimos,

A= {z € BV(fto.to + A): l2(t) — SO < [f(t) — Filto)]. V¢ € [fo. fo + A]}.

Seguindo um raciocinio anélogo ao utilizado anteriormente, concluimos que A é um
espaco de Banach e dado o operador:

T=(s) = 6(0) + To(6 /fr%M+§)ktkmk)

teremos, como no caso anterior, que T tem um tnico ponto fixo z € A.
Portanto, a fungao vy : [tg, to + A] — R™ dada por:

_ ot —t). t € [to — 1. to];
””‘{ 2(8), £ € (o, to + A

¢ a unica solugao de (3.4), satisfazendo y;, = ¢. O



4 Correspondéncia entre EDFRIs e
EDOGs

Neste capitulo exibiremos a construcao da correspondéncia biunivoca entre EDOGs
e EDFRIs feita em [3]. Tal correspondéncia sera de grande relevancia para obter os
resultados de estabilidade de solugao para EDFRIs.

4.1 Construcao de uma EDOG a partir de uma ED-
FRI

Vamos estabelecer alguns resultados que nos permitam construir uma EDOG a
partir de uma EDFRI dada. Para isso, considere a EDFRI

y(t) = f(tv yt)a t 7é 23
Ay(t) = L(y(te)), k=12, (4.1)
Yty = ¢7

onde ¢ € G~ ([-r,0],R"), to e Rer > 0.
Fixado o € (ty, +00), vamos supor que f : [ty, +00) x G~ ([—r, 0], R") — R" satisfaca
as condigoes (A), (B) e (C) descritas na Segao 3.2 do capitulo anterior, a saber:

(A) para cada y € G~ ([—r,0],R"), a aplicagdo t — f(t,y:) ¢ Lebesgue integravel em
[to, to + ol;

(B) existe uma fungao Lebesgue integravel M : [to, tq + 0] — R nao-negativa tal que,
para cada
z € G~ ([—r,0]), tem-se:

/ f(s,zg)ds

(C) existe uma fungao Lebesgue integravel L : [ty, {p + o] — R nao-negativa tal que,
para quaisquer z,y € G~ ([—r,0]), tem-se:

u2
< / M (s)ds, ¥ uy,uy € [to, to + 0);
U1

u
g/ L(s)|12s — wallds, ¥ ur, s € [to. to + o].

ul

/WU@wJ—f@wmﬁ

ul

Os operadores de impulso, I : R" — R", k = 1,2, ..., satisfazem as condigbes (A’)
e (B') descritas na Segao 3.2 do capitulo anterior, que sdo:

50
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(A’) existe uma constante K7 > 0 tal que, para todo k = 1,2, ... e para todo x € R",

|Ip(x)] < Ki;

(B’) existe uma constante K, > 0 tal que, para todo k = 1,2,... e para quaisquer
T,y € R",
(i (z) — In(y)| < Kalz —yl.

Seja G' um conjunto aberto de G~ ([tg — r, to + 0], R") com a seguinte propriedade:
sey € Glet € [ty,ty+ o], entdao ¥ dada por:

_ y(t), to—r<t<t
(t): _ z
y(@), I<t<to+o

é um elemento de G'.

Exemplo 4.1. O espago das fungoes, BV ([ty —r,to + o], R") NG~ ([to — r, to + o, R™),
de variagao limitada e continuas a esquerda em (tq — 7t + o] é um conjunto G* em
Gi([to -1,y + O'],Rn).

Exemplo 4.2. Qualquer bola aberta em G~ ([tg —r, to + o], R") é um conjunto G' em
G~ ([to — r,to + o], R™).
De fato, consideremos, sem perda de generalidade, a bola

B(z,a) ={z€ G ([to —r,to+ 0|,R"); ||z — z|| < a}.
Sejam y € B(x,a), t € [to —r,tg+ 0] e

_ y(t), to—r<t<t
(t) = 2 =
y(t), t<t<ty+o.

Entdo, ¥ € B(x,a), pois

[7—=zl=sup [y(t) —x(®)]|= sup [|y(t)—z(@)< sup |y(t) —=z(t)| <a
tefto—rto+o] tefto—n,t] te[to—rto+o]

Vamos definir a fungao F : G! X [t, to + o] = G~ ([to — 7, to + o], R"), pondo:
(NS [t() -, t()]

4 O,
/ fsoy)ds, v € [tor]
to

Fy,t)(v) = (4.2)

t
/ f(S,yS)dS, (NS [t, 4 —|—U].
\ Jio

Proposigao 4.1. Seja F': G x [tg, to + 0] = G~ ([to — 1, to + 0], R") a fungao definida
em (4.2). Entao, existe uma fungao hy : [to, tp + 0] — R nao-decrescente e continua a
esquerda tal que F' € F(Q, hy), onde Q = G x [tg,to + 0]

Demonstracao. Sejam z,y € G e ty < s1 < 59 <ty + o dados. Note que
v € [ty — 1,10

( 0,
7Jf(s, )ds, v € [sq, So]
F(y, s2)(v) = F(y.s1)(v) = /81 ’

52
/ f(s,ys)ds, v € [sq,ty+ 0.
\ S1
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Das condigoes (B) e (C), segue que

|F (2, 52) = F(z,s1)|| = sup  [F(z,8)(v) = F(z,81)(v)] =
= sup |F(z,s2)(v) — F(x,s1)(v)] = sup

vE[to—rto+o]
/ f(s,z5)ds| <
vE[s1,52] vE[s1 52]

< sup M ds—/ M(s)ds (4.4)

vE[s1,52]

|F'(z,82) — F(x,81) — F(y,82) + F(y,s1)|| = esup | /v[f(s xs) — f(8,ys)]ds| <

v S92
s/us)nass—ysudsz sup  |o(v) — y(v |/ ds<||:c—yu/
s1 vE([s1—T,s2]

Dessa forma, basta definir hq : [tg,to + 0] — R, por

ha (1) = / (M(s) + L(s))ds.

to

4.5)

Note que a fungao h; é continua e nao-decrescente, pois M, L : [ty,tg + 0] — R sao
fungoes nao-negativas e Lebesgue integréaveis.

Por (4.4) e (4.5), concluimos que || F(z, so)—F(x, s1)|| < |h1(s2)—hi(s1)| e || F(z, s2)—
F(x,s1) — F(y,s2) + F(y,s1)|| < |l — y|l|h1(s2) — hi(s1)|, de onde segue que F €
F(Q, ). O

Agora consideremos os operadores de impulso I, k = 1,2,---, em (4.1), satisfa-
zendo as condigoes (A') e (B). Definimos J : G X [tg, to+0] — G~ ([to — 7,0+ 0], R"),
pondo:

= > Hy (6 Hy, (0) Iy (t)), (4.6)

onde m é a quantidade de momentos de impulso em [to,to + o] e H;, é a fungao de
Heaviside, continua & esquerda e concentrada em t; para k =1,...,m

Proposicao 4.2. Considere J : G' X [tg, to + 0] = G~ ([to — 7. to + 0], R") definida
m (4.6). Entao, existe uma fungao hs : [to, to + o] — R nao-decrescente e continua a
esquerda tal que J € F(, hy), onde Q = G x [tg, to + o].

Demonstragdo. Sejam z,y € G' e ty < 51 < 83 <ty + o dados. Pela condigao (A4'),
temos:

[J(z,s2) = J(z,s1)| = sup  [|J(z,s2)(v) — J(z,51)(v)] =
vE[to—r,to+o]

= sup Z(Htk (82) - Htk(sl))Htk(U)Ik(x(tk)) <

vE[to—rto+o] |-

sup ZlHtk s2) = Hiy, (s1)|[Hy, (0)| 1 (2 ()] <

E[to Tto-i—o’]k 1

m

< K1)y |Hy(so) = Hy(s1)]  sup  [Hy ()] < K1) [Hiy(s2) = Hy(s1)]. (4.7)

k=1 vE[to—r,to+o] k=1
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E pela condigao (B'), temos:

1F (2, 52) = F(x,81) = Fly,82) + F(y, 1) <

m

< sup Y [Hi(s2) = Hy (1)l Hy, (0) [ k(2 (t) = Ii(y(t)]

vE[to—r,to+o] 1
<N [Hy, (52) — Hy ()] Kalz(t) — y(te)] < Ksllw —yll > [H, (s2) — Hy (s1)]. (4.8)
k=1 k=1

Defina hy : [ty — 7, ty + o] — R por:

ha(t) = max{K, K>} > Hy, (t).

Entao, hy ¢ ndo-decrescente e continua a esquerda em (ty — r,ty + o], pois Hy, o
¢é. Dai, por (4.7) e (4.8), concluimos que ||J(x, s2) — J(z,51)|| < |ho(s2) — ha(s1)| €
| (x, s2) — J(x,81) — J(y, s2) + J(y, s1)|| < ||z — y|||ha(s2) — ha(s1)|. Por conseguinte,
J € F(Q, hy). O

Sejam F' e J definidas em (4.2) e (4.6), respectivamente. Vamos definir uma fungao
G : G x [to,tg + o] = G~ ([to — r, to + o]) da seguinte forma:

Gy, t) = F(y,t) + J(y,t), y € G', t € [to, o + ). (4.9)

Proposigao 4.3. Considere a fun¢ado G definida em (4.9). Entao, existe uma fungao
h : [to,to + 0] — R nao-decrescente e continua a esquerda tal que G € F(Q,h),
Q=G x [to,to + O’].

Demonstracao. De fato, dados z,y € Gt e ty < 57 < 83 < tg+ 0 , temos:
HG(ZEv 32) - G(QS,Sl)” = HF(:Ev‘SQ) - F(I, 81) + ‘](Iv 82) - J(l‘?sl)H <

<|[F(z,52) = F, s1)|| + [ (2, 52) = J (2, 1) || <
S h1(82) — hl(Sl) + h2(82) — h2(51) = h(52) — h(Sl),

onde h(t) = hy(t) + ho(t) é nao-decrescente e continua & esquerda em [to, ty + o].
Analogamente, temos

|G (2, 82) = G(,81) = G(y, 82) + Gly, s1)|| < [l = yll[hls2) — hls1)]-
Portanto, G € F(Q, h). O

Observe que conseguimos obter a fung¢ao G a partir das fungoes F' e J geradas
através do sistema impulsivo (4.1). Sendo assim, considere a EDOG

dx
onde G € F(Q,h) é dada em (4.9).

Dizemos que x : [to, to + 0] = G~ ([to — r,to + 0]) € uma solugao da EDOG (4.10),
com condi¢ao inicial T = z(ty) dada por

~ o ¢(U - to), V€ [to -, to]
x@V‘{x%xm,veﬁmm+ﬂ, (4.11)



Construgao de uma EDOG a partir de uma EDFRI 54

onde ¢ € G~ ([-7,0]), se (z(t),t) € G* x [tg,to+ o] e se

ofu)(0) =7(0) + [ DG(e().)) (0),

para todo v € [ty — 1,1y + o] e para todo u € [tg, ty + o].

Lema 4.1. Seja z : [ty,to + 0] — G' uma solugao de (4.10), com condigao inicial
T = x(ty) dada por (4.11). Entao, para cada u € [ty,ty + o], temos

() () = { z(v)(v), v € [tg—r, ul (4.12)

z(u)(u), v € [u,ty+ ol

Demonstragao. Com efeito, seja v € [u, ty + o]. Sendo z solugao de (4.10), temos:

o)) = 50 + [ pete )

o)) = (o) + [ peute n) o)

Assim,

) au)(w) = | peute) 0) - ( | DG(e(r). 1)) (),

ja que, para todo u € [tg, to + o], vale Z(v) = Z(u) = z(to) (o).
u
Da existéncia da integral [ DG(z(7),t) sabemos que, para todo € > 0, existe um
to
calibre d em [to, to + o] tal que

l

Y [Ga(n),s:) = Gla(r) si-1)] = /tu DG(x(r), 1)

i=1

< €,

para toda particao D = {(7;, [s;_1,8:]),i = 1,--- , 1} o-fina de [tg, u]. Dali,

<

o)) = 2] = |( | DG(e(r).0)) ()~ ( | DG(e(r).0) (1)

l

< Z[G(iﬂ(ﬂ) si) — G(x(7i), 8i-1)](v) + € = Z[G(ff(ﬂ% si) — G(2(7i), si-1)|(u) + €| <
l
< Z[G(x(n), si) — G(x(7i), 8i-1)](v) — Z[G(fC(Tz‘)a si) — G(2(7i), si-1)]|(u)| + 2¢.

Agora, basta mostrar que o segundo membro da desigualdade acima é zero, ou seja,
como € > ( é arbitrario, basta que

(G(x(m:), 8:) — G(x(13), si-1)](v) — [G(x(7:), 8:) — G(x(75), 8i-1)](u) =0, Vi=1,--- L.
(4.13)



Correspondéncia biunivoca entre EDFRIs e EDOGs 55

De fato, sejam tg < s, 1 <s; <u<w,i=1,---, 1. Entao,
[F(x(7:), 51) — F(x(73), 8i-1) / f(s,ys)ds = [F(x(r;), 51) — F(x(7), si-1)](w).
" (4.14)
Note que, se ty < w ou t; > v, para algum k = 1,...,[, teremos Hy, (u) = Hy, (v).

E, se u <t <wv, para algum k= 1,...,1, entdo Hy (s;) = Hy, (si—1) = 0. Logo,
[T(2(ri), 80) = T(w(mi), 80 1)) (0) = > [Hyg (i) = Hy (s 1) Hy (0) Ie(2(tg)) = 0 =
k=1

= > [Hy(s:) = H (si0)| Hy (w)Ie(2(t)) = [J(2(7), 8:) — J(@(73), sim0)](w). (4.15)
k=1
Portanto, de (4.14) e (4.15), verifica-se a igualdade (4.13) e, dessa forma, concluimos

que z(u)(v) = z(u)(u), desde que v € [u, ty + o).
Finalmente, suponhamos que v € [ty — r,u]. Sendo x solugao da EDOG (4.10),

- ) - o)) = [ D6latr).0)) )

Como
Fa(m), s)(0) = F(a(r), s 1)( /fS%@—/fS%%—O
e
J(x(13),8:)(v) — J(z(T:), Si—1) Z Hy, (si) — Hy (si-1)] Hy, (0) Ie(x(tg)) = 0,
k=1
para uma parti¢ao arbitraria D = {(7;, [s;_1,si]),i = 1,--- , 1} de [u,v], segue que
/DG ) =0, Yv € [to —r,ul.
Portanto, z(u)(v) = O

4.2 Correspondéncia biunivoca entre EDFRIs e EDOGs

Nesta se¢ao, demonstraremos dois teoremas que estabelecem uma relagao biunivoca
entre as EDOGs e as EDFRIs. Nesse sentido, sera possivel construir uma solugao para
a EDFRI (4.1) a partir de uma solugdo da EDOG (4.10) e vice-versa.

Teorema 4.2. Sejam ¢ € G~ ([-r,0],R") e G : G' X [tg,to+ 0] = G ([to — 1, to + 0])
fungao definida em (4.9).

Suponhamos que y : [to — 7, tp + 0] — R" seja uma solugao da EDFRI (4.1), com
condigao inicial yy, = ¢, tal que y € G'. Para cada t € [tg, ty + 0], seja

00 ={ ) o€ o (416)

Entao, z : [to, to + o] = G' é uma solugao da EDOG (4.10), com condigao inicial

qb('U—t()), NS [to—?“,t()]
#(to)(v) = { y(te), v € [to,to+ o). (4.17)
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u
Demonstracdo. E suficiente mostrar que, para todo u € [to, to+0], existe / DG(z(1),t)
to

e que .
x(u) — z(tg) = /t DG(z(1),t).

Entao, dado € > 0, devemos encontrar um calibre § de [to, u], satisfazendo a definigao
de integral de Kurzweil.
Da hipétese, sabemos que a solugao y de (4.1) em [to, to + o], satisfaz

y(t) = ¢(0) + /tt F(sy5)ds + Y I(y(ta)) Hy, (), Vi € [to,to + 0. (4.18)

k=1

E ainda, como y é continua a esquerda e existem os limites laterais em todo ponto de
[to, to + o], temos que, para cada 7 € [to, to + 0], existe 6(7) = d(7,€) > 0, tal que

ly(p) —y(r)| < e Vpelr—i(r) 7] (4.19)

ly(p) —y(m7)| <€ Yp € [r,7+6(1)]. (4.20)

Como existe §(7), para cada T € [to,ty + o], temos naturalmente um calibre § em
[to, to+0]. Sem perda de generalidade, podemos exigir que o calibre § também satisfaga,
para cada T € [to, to + 0], as seguintes condigoes:

/u " L(s)ds

(ii) 0 < d(7) <min{%,k: 1,...,m};

(m+1)(K;+1)

(i) < , para todo [u,v] C (7 — (1), 7+ d(7));

(iii) 0 < 20(7) < min{|T — tx|, |7 — to_1|, 7 € (tp—1,tx), k= 1,...,m},

onde m é a quantidade de momentos de impulsos no intervalo [tg,ty + o], K; é a
constante dada na condigao (A’) e L : [ty,to + 0] — R dada pela condigao (C) é
nao-negativa e Lebesgue integravel.

Se um intervalo marcado (7, [sq, $3]) € d-fino, pelo item (ii) garantimos que o inter-

valo [s1, Sg] possui no maximo um instante de impulso ¢, para algum k£ = 1,--- ,m.
Pois, caso contrario, se existissem f,tx_1 € [$1, So] para algum k = 1,--- , m, terfamos
tk — tk—l So — 51 25(7’)

o(1) < < < =0(1),

que é uma contradicao.

Além disso, se o intervalo marcado (7, [sq, S3]) € d-fino e t; € [s1, S9], para algum
k=1,---,m, entdo 7 = t;. De fato, se 7 # t;, entdo ou 7 € (tx_1,tx) ou T € (tx, tys1),
para algum k£ =1,--- ,m. Assim (i) implica em

20(7) < |1 —tg] < |s2— s1| < 20(7),

que também é uma contradicao.
Seja D = {(m,[si-1,8]),i = 1,---,1} uma partigdo d-fina do intervalo [to,u].
Usando (4.16) e (4.18), temos
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[2(si) = x(si-1)](v) =

O, v E [to -, Si—l]

[ s+ S 1H(0) = Hy (s elult), 0 € i)

= i k=1

/ F(5.0, ds+z Hy (s0) — Hi (s )1 e(y(t)), © € [s1, 0 + 0],

k=1
para todo 1=1,---,1. Por outro lado, temos

(G(2(73), 80) — G(x(73), 8i-1)](v) =

Htk si) — Hy, (si-1)|Hy, (0) I (2(73) (), v € [to — 7, 5i-1]

— /:_1 f(s. x(Tz )ds + kz:; Hy (si) — Hy (si—1)|He, (0) Ie(x(73) (tk)), v € [si-1, Si]

/s f(s,z(m)s)ds + + Z[Htk (si) — Hy, (si—1)|Hy, (0) L (x(13) (tr)), v € [8i,t0 + 0.

Afirmamos que, para cada i =1,--- [, vale
[2(si) — x(si-1)](v) — [G(2(73), 51) — G(2(7), si-1)](v) =
( O, v E [t() -, Si—l]

/vU@wJ—f@mm%W& v € [si, 51
oo (4.21)

/81 [f(S, yS) - f(S, m(Ti)s)]dS, (S [Si, to + U].

Para verificarmos a validade desta afirmacao temos que estudar cada intervalo mar-
cado (7, [si—1, 8;]) 0-fino de D, i =1,--- ,I. Temos duas possibilidades:

(a) t, € [si-1,si], para um tnico p € {1,2,--- ,m};
(0) [si—1,80) N {tL, -+ tm} = 0.

Consideremos o caso (a), para v € [ty — 1, s;_1]. Entao,

[2(s:) — 2(si-1)](v) = [G(x(7:), 83) — G(x(73), 8i-1)](v) = 0,

pois Hy,(v) = 0.
Agora, se tomarmos v € [s;_1, s;], teremos

[:B(sz-)—fc(si_1)](v)—[G(9:(n),si)—G(:B(n-),si—l)](v)—/‘v [f(5,ys) = f(s,2(7)s)]ds =

= > {[Hy,(v) = Hy, (si0) iy (tr)) — [Hy (55) = Ho(si-1)] Hy (0)T(a(7) (1))} =

= Ip(y(tp))Htp(’U) - Ip(y(tp))Htp(v) =0.
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Se v € [s4,to + o], entao
o) =0 ))0) = [GGor) )= Gla(r)se- M@= [ LFs,9) = 5.l =

=Y {[Hy, (s0) = Hyy (si) /i (y(te)) = [Hu () = Hy (sio0) i, (0) I (2(73) (8)) } =

_ = () H (0) — L(y(t,)) Ho, (o) = 0.

Logo, mostramos (4.21) para o caso (a). A igualdade (4.21) também vale para o
caso (b), pois Hy, (v) — Hy, (s;—1) = 0, para todo v € [s;_1, $;].
Usando (4.21), obtemos

|2(s:) — x(si-1) — G(2(7i), 8:) + G(2(7i), 8i-1) || =
= sup |[2(s:) — 2(si-1)](v) = [G(2(73), 5:) — G(2(73), si-1)](v)| =

vE[tg—r,to+0o]

= sup , (4.22)

vE[S$i—1,5i]

/U [f(‘svys) - f(-SuL(TZ)S)]d,g

Si—1

para todo i = 1,--- , 1. De (a), segue que
[ tm=stsattis = [ Uta=sioatis = [ 1=t st
para v € [t,, s;], visto que

[ e = satmtas = [ s = flas <o

E também vale

para todo v € [s;_1,t,].
Da condigao (C') vem que

/t ) — Fsa(ty).Jds

< [ L. - x(t).las. (1.23)
tP
Usando (4.20) e (A’), para cada s € [t,, s;], obtemos

lys — z(tp)sl| = sup |y(s+p) —x(ty)(s +p)| = sup |y(p) —y(tp)] <
pE[~r,0] PpEltp,s]

< sup {Jy(p) —y(E)| + Lt} < e+ K. (4.24)

pe [tprs]

Portanto, para o caso (a), basta substituir para cada ¢ = 1,--- |1, (4.23) e (4.24)
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m (4.22), obtendo

|2(s:) — 2(si-1) — G(2(7), 8:) + G(2(7i), 8i1) || =

— / F(5.) — [(s,20(ty)Jds| < sup / L(s)llgs — x(ty)u]lds <
vE[tp,s:] vE€[tp,si] Jip
< (e—l—Kl)/lL(s)dsge/ZL(s)ds-i—Kl /ZL(s)ds <
tp tp tp

< e/t L(s)ds + K, (m+1)EK1 5 < e/t:iL(s)ds—l— (min' (4.25)

P

Similarmente, para o caso (b), temos

/‘v[f(s,ys) — f(s,2(1)s)]ds, v € [T, 8]

/v [f(says) - f(S, ZC(Ti)S)]dS = {
o 0, v € [si1, 7]
Por (4.20), vale

lys — 2(73)s]| = S}lp] ly(p) —y(m)| <€, Vs € 1, 8]
pE|Ti,8

Dai, pela condi¢ao (C) e pela desigualdade anterior, obtemos

< 6/ L(s)ds.

Assim, no caso (b), para cada i = 1,--- [, temos

[ G0 = Fls.ntm s

[2(s:) = 2(si-1) = G(x(n), 8i) + G(a(7), si-1) || =
/‘ [f(s,ys) — f(s,z(t,)s]ds| < sup e/ L(s)ds < e/‘Z L(s)ds. (4.26)

= sup
vE[Ti,8:] JT

vE[T4,54]

Supondo que o caso (a) ocorra no maximo em m < [ intervalos marcados da partigao
D, obtemos de (4.25) e (4.26):

[o(u) = 2(to) = p_[G(2(n), s1) + G(a(n), sia)]ll =

-

~
I
~ =

[2(si) — 2(si21) — G(2(7), 8:) + G(2(73), si1)]]] <

=1

Z |lz(si) — z(sic1) — G(x(1;), ;) + G(x(7:), si-1)|| <

<.

l

< > <e/t ()ds—i——)-l—Z/ s)ds <

i=1
tp€ [si_ 1 ,81‘]

to+o
< 26/ L(s)ds+m

to

€ to+o
<2 / L(s)ds +c. (4.27)

m to
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Portanto, para todo u € [tg,ty + 0], existe a integral / DG(x(7),t) e vale a
t
igualdade i
() — a(to) = / DG(a(r).1).
to
O

Teorema 4.3. Sejam ¢ € G~ ([-r,0|,R") e G : G X [tg, to+ 0] = G ([to — 1, to + ]),
definida em (4.9). Suponhamos que x : [to, ty + o] — G' seja uma solugao da EDOG
(4.10), com condi¢ao inicial

¢7(U—t0), NS [to—T‘,tQ]
z(lo)(v) = { x(to)(to), v € [to,to+ Tl (4.28)

Para cada v € [ty — 1, to + 0], seja

z(to)(v), v € [to— 1,1

y(v) = { z(v)(v), v € [ty,to + o). (4.29)

Entao, y : [to — r,to + 0] — R"™ é uma solu¢ao da EDFRI (4.1). Além disso, y(v) =
z(ty + o)(v), para todo v € [ty — 1, to + 0], ou seja, y € G.
Demonstragao. Por certo, observe que vy, = ¢ em [—r, 0], pois
Yo (s) = y(to + s) = a(to)(to + 5) = o(to + s — to) = ¢(s), Vs € [-r,0].
Pelo Lema 4.1, temos

y(u) = z(tg)(u) = x(u)(u) = z(tg + o) (u), Yu € [ty — r, L]

y(u) = z(u)(u) = z(ty + o) (u), Yu € [to, to + 0.

Como z(tg + o) € G, temos y € G*.
Agora, ¢ suficiente mostrar que, para cadan > 0, com 7 < o, e cada u € [ty, to+17),

tem-se
m

y(u) — 6(0) — / s uds — 3 Tuly(t)) Hey (u)

k=1

<. (4.30)

Podemos escolher um calibre  de [tg, tg + o], que satisfaga, para cada 7 € [to, to +
d(7)], as seguintes condigoes:

tp — g
(i) 0<5(T)<mm{%,k=17...,m};

(17) 0 < 20(7) < min{|7 — tg|, |7 — tp—1], 7 € (tp—1,t), Kk =1,...,m};
< ‘ , para todo [u,v] C (T — d(7),7 + d(7)), onde

/u L(s)ds (m+ 1)(K + 1)
K= IIla.X{Kl, A’Q};

(i4d)

(iv) |h(p) — h(T)| < €, para todo p € [ty — 0(7),to] e |h(p) — h(7T)| < €, para todo
P - [to,to + (5(7’)]
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Além disso, da demonstracao do Teorema 4.2, sabemos que se o intervalo marcado
(T, [s1, $2]) € 0-fino, entdo [s1, s3] possui no maximo um momento de impulso ¢, em
que k€ {1,...,m}.

Seja D = {(7,[si-1,si]),a = 1,...,1} uma parti¢ao d-fina do intervalo [tg, o + o].
Se existe p=1,...,m tal que t, € [s;_1,s;], para algum ¢ = 1,...,, temos

l

J(2(ty), 1) (v) = J(@(ty), 500)(0) = > [Hy (si) = Hy, (5i-1)] Hiy (0) Le((8) (8)) =

C—H () Let)(6) = He (0) (L),

pois Hy, (s;) — Hy, (si—1) # 0 se, e somente se, k = p. Porém, se [s;_1, $;)N{t1, - ,tn} =
(), entao
J(2(7:), 83)(v) = J(2(7), si-1) (v) = 0,

j& que Htk(sz) Htk(sZ 1) = 0, para todo k& = 1,...,m. Logo, existe a integral

/ DJ(z(1),t)
/D] Z[k (tr) Hy, (v). (4.31)

Sendo z solugao da EDOG (4.10), pelo Lema 4.1, obtemos

y(u) = y(to) = x(u)(u) — x(to)(to) = =(u)(u) — z(to)(u) = (/tu DG(@“(TH)) (u) =

_ ( / DF(x ) (u) + ( /t:DJ(x(T),t)) (W), Yu € [to,to + o). (4.32)

Assim, (4.31) e (4.32) implicam em

/fsys ds— L(y(te)) Hy, (u) =

_ (/ DF(x ) (/ DJ(x )(u)—/t:f(s,ys)ds—
_Z[( y(ty)) Hy, (u (/ DF(z )(u)—/t: f(s,ys)ds. (4.33)

Como G e J sao Kurzweil integraveis em [to, tg + o], entdo F também é Kurzweil
integravel. Assim, para o calibre 0 escolhido, temos

l

Z[F(SL’(TZ), si) — F(z(m), si-1)] — /tu DF(x(7),t

=1

(4.34)

para toda particao o-fina D.
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De (4.32) e (4.34), segue que
- / " Fls,u)ds — SLUTNEND

‘(/ DF(a(), )(u)—/uf(s,ys)ds

< e—l—Z[F(:c(Ti),si) / f(s,ys)ds| =
l =1
— E-l-Z{[F(ZE(TZ) 8;) — ), 8i—1) / f(s,ys)d } <
=1 l
< e+ 3 |[F(a(m), 50) — Fla(r), 5i1) / F(s,y.)ds| . (4.35)
i=1 si-
Vamos estimar o termo |[F(x(7;), s;) — ), 8i-1) / f(s,ys)d

Pela definicio de F dada em (4.2), temos
Fla().s) = Flalr). sl = [ [(5, 2(m)a)ds
Assim,
Fla(m),s) = Fla(m). sl — | fls.pds| = | [ :ms, w(1)s) — £(5, )]s

Note que, se u € [s;_1,7;], segue pelo Lema 4.1, que
() (u) = x(u)(u) = y(u) = x(1;)s(0) = ys(0), VO € [—r,0].

Logo,
[ tsatm)) = fls.amlas =
Desse modo,
[ et = stomlas = [t - sl
Para u € [T si], tem-se pelo Lema 4.1 que,ly(u) = x(u)(u) = x(s;)(u). Dai,
/T (s, w(m)) = fs,y))ds = / (s, (rm)e) — F(s(s5))ds.

Logo, pela condigao (C'), obtemos

‘[F(m(n),si) — F(x(r), 5i1)](u) —/ (s, ys)ds

/.si [f(S,ZE(Ti)s) — f(s7 x(si)s)]dS

</ 1S alm)e) — Sl n(si)lds <
< / _siL(s)uw(n)s—x(si)s||ds. (4.36)

Vamos estudar os seguintes casos:
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(a) [si_1,s:] e {t1, -+ ,t,} contém um tnico ponto t;, para algum k=1, --

(b) [Si—h Sz‘] N {tl, tee ,tm} = @
Considerando o caso (a), obtemos pelo item (iv) e pela defini¢ao de h,
[2(7:)s = 2(s0)sll < ll(7i) — x(s:)]| < |h(73) = R(si)] <
[7(si) = h(m)| + [(7") = h(7i)] < e+ K,
onde K = max{ Ky, Ky}. E de (4.36) segue que

[Falr).s) = Pl sl - [ fsp)ds

Agora vamos considerar o caso (b). Pela defini¢ao de h, concluimos que
|h(7") = h(7:)| = 0.
Por (iv), tem-se
[h(p) = h(7:)| < [h(p) — h(7")| + [h(7") — h(73)| =
= |h(p) —h(r")| < e Vp€[mm+d(n)]er #te,Vk=1,--+,m

Dai, obtemos
[2(73)s — 2(s0)sl| < lle(r) — x(s:)|| < [h(7:) — h(si)] <e.

Assim, por (4.36) segue

a5 = Plat). 50w [ s

Z

<e / L(s)ds.

Portanto, aplicando (4.37), (4.38) e o item (#ii), tem-se

/fww% Lly(0)) i ()] <

<

— F(x(1:), 8i-1)](u) / f(s,ys)ds

<e+ (e + K) Z / ds+eZ/ s)ds <

GtElsi—1,8i], k=1, Ti

<6+2€/ L(s)ds + K Z / s)ds <

to Gt €lsi—1,81), k=1, Ti

< (c+ K) / L(s)ds.

(4.37)

(4.38)

< e+ 2 /u L(s)ds + mK ‘ (2 +2 /u L(s)ds) . (4.39)

o (m+1)(K + 1)

to

Tomando € > 0 tal que € (2 + 2/ L(s)ds) < 1, obtemos (4.30) e o teorema esta

to
provado.

O
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Observagao 4.1. Vimos que os Teoremas (3.3) e (2.5) garantem a existéncia e a
unicidade das solugoes locais para as EDFRIs e EDOGs respectivamente. Estamos
interessados em estudar o comportamento global dessas solu¢oes. Para estender os
resultados locais obtidos nos capitulos anteriores, consideremos G~ ([a, +00), R™), com
a € R, o espago das fungoes limitadas ¢ : [a,4+00) — R"™ que admitem os limites
laterais em todo ponto de [a,+00) e s@o continuas & esquerda em [a, +00).

Seja G! um conjunto aberto de G~ ([ty — 7, +00), R™), com a seguinte propriedade:
sey € Gl et € [ty, +0), entao y dada por:

_ y(t), to—r<t<t
() =< ¥
y(t), t<t<+4oo

¢ um elemento de G*.
Vamos assumir que f : [tg, +00) X G~ ([-r,0[,R") — R" e [, : R" — R", k =
1,2, -, satisfazem as condigbes (A), (B), (C), (A’) e (B’) descritas na Segao 4.1.
Para y € G, t € [tg, +00) e v € [ty — 1, +00), definimos
( 0, v E [to -, to]

v

f(s,ys)ds, v E |ty,t
Py, 8)(0) = (5,9s) € [to. 1]

to
t

/ F(soy)ds, v € [t +o00),
to

Ty, )(0) = Y Hy (8) Hy, (0) Ly (t1))-

Seja G : G X [tg, +00) = G~ ([to — 1, +00), R™) dada por:
Gy, t)(v) = Fy, t)(v) + J(y, 1) (v),

para cada v € [ty —7,+00). Consideremos em G~ ([to—r, +00), R™) a norma da conver-

géncia uniforme |||, ou seja, se z € G~ ([to—r, +00), R™), entao ||z|| = sup  |z(s)].
s€to—r,+00)
Similarmente ao que foi feito anteriormente, para sy, so € [ty, +00) e x,y € G, obtemos

|G (2, 52) = G, 1) || < [h(s2) = h(s1)]

e
|G (z, 52) — G(z,51) — G(y, 52) + Gy, 51)|| < ||z —yll|h(s2) — h(s1)];
onde
t +0oo
h(t) = / [M(s)+ L(s)]ds + max{ K7y, Ky} Z H, (t), Vt € [ty, +00)
to k=0

é uma funcao nao-decrescente e continua & esquerda.
Claramente, G € F(£2,h), onde Q = G' x [¢,d], para cada [c,d] € [ty, +00). Consi-
deremos a EDOG (4.10), com a condigao inicial = = z(ty), onde

~oy_ J olo—to); v € [to—r 1]
#(v) = { ¢(0); v € [tg, +00).

Fazendo as adaptagoes necessarias, obtemos a correspondéncia entre as EDFRIs
e as EDOGs, ou seja, os Teoremas 4.2 e 4.3, para solugoes definidas em intervalos
ilimitados superiormente.
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Observagao 4.2. Sejam t > tg e ¢ € G ([-7,0],R"). Pelo Teorema 3.3, existe uma
tnica solugao y : [t — r,v] = R", v > t, da EDFRI (4.1) satisfazendo y, = ¢. Entao,
pelo Teorema 4.2, encontramos a solugao correspondente x : [t,v] — G~ ([t,v],R") da
EDOG (4.10) satisfazendo a condigao inicial x(t) = 7, onde

2(7)(v) = { y(v); velt—r,r]

y(r);  wvenv.

Vamos escrever z4(t) ao invés de z(t). Entéo, notemos que x4(t)(t+0) = y(t+6), para
todo 0 € [—r,0], ou seja, (x4(t)): = yr = ¢.

Por outro lado, como Iy = 0, temos 7(t) = 7+ G(7,t") — G(7,t) = T € G'. Entao,
pelo Teorema 2.5, existird uma tnica solugao x : [t,v] — G~ ([t,v],R™) de (4.10), tal
que z(t) = I. Pelo Teorema 4.3, obtemos uma tnica solu¢ao y : [t — r,v] — R" da
EDFRI (4.1), satisfazendo y, = ¢, onde

y(v) = { z(t)(v), veElt—rt];

z(v)(v), vE ][tV

Logo, (z(t)): =yt = ¢.
Portanto, para cada t > t, a aplicacao

(£, 26(t) = (8, 41)

¢ uma bijecao.



5 Estabilidade

Estudaremos, neste capitulo, critérios de estabilidade variacional e estabilidade va-
riacional lipschitziana (ambos no sentido de Lyapunov) para as solugoes de EDOGs e,
por meio da correspondéncia tratada na Sec¢ao 4.2 do Capitulo 5, obteremos resultados
de estabilidade para as solugoes de EDFRIs. O conceito de estabilidade variacional foi
introduzido por S. Schwabik em [12]. O conceito de estabilidade variacional lipschit-
ziana sera introduzido neste trabalho e os resultados referentes & este estao presentes
em [1].

5.1 Estabilidade variacional

Nesta se¢ao, vamos considerar Q) = B, X [tg, +00), onde B. = {y € X;||y|| < ¢},
(X,]]-]]) € um espago de Banach, ¢ > 0 e ¢, > 0. Consideraremos também a EDOG
dx
— = DG(x,t 5.1
o DO, (5.1
em que GG pertence a classe F (2, h), com h : [tg, +00) — R nao-decrescente e continua
a esquerda.
Vamos supor que G(0,t) — G(0, s) = 0, para quaisquer ¢, s € [ty, +00). Entao, para
todo [y, v] C [to, +00), temos

/ " DG(0,4) = G0, ) — G(0,7) = 0

e, consequentemente, x = 0 é solu¢ao da EDOG (5.1) em [tg, +00).

Note que, pelo Lema 2.2, toda solugao z : [y,v] — X de (5.1) é continua & esquerda
e ainda, pelo Corolario 2.1, x é de variagao limitada em [y, v], 0 que motiva assim, o
conceito de estabilidade variacional. E natural, entdo, medirmos a distancia entre duas
solugdes de (5.1) usando a norma da variagao dada por ||z + var?(z).

Defini¢ao 5.1. A solugao x =0 de (5.1) é dita:

(i) Variacionalmente estdvel se, para todo € > 0, existir 6 = d(e) > 0 tal que se
T:[y,v] = B, tyg < v < v < +00, é uma funcao de varia¢ao limitada em [y, v] e
continua a esquerda em (7, v], com

[zl <o

var? (f(s) - /7 S DG(E(T)J)) <4,

66
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entao
|Z(t)|| < €Vt € [y,v];

(ii) Variacionalmente atratora se existir dy > 0 e, para todo € > 0, existirem 7' =
T(e) > 0ep=p(e) >0 tal que se T : [y,v] = B, é uma funcao de variacao
limitada em [, v] e continua & esquerda em (7, v] com

1Z() < 00

var’ (f(s) - /7 S DG(E(r),t)) <p,

entao
1Z(B)]] < &Yt € [y,v] N[y +T,400), v > to;

(i) Variacionalmente assintoticamente estdvel se for variacionalmente estével e vari-
acionalmente atratora.

Para obter os teoremas do tipo Lyapunov para a EDOG (5.1), precisamos de alguns
lemas auxiliares.

Lema 5.1. Sejam f,g : [a,b] — R fungoes continuas a esquerda em (a,b]. Se para
cada o € [a, b], existir um 0 < d(0) < b — a tal que

glo+n) —g(o) < flo+n)— f(o), (5.2)

para todo 7 € (0,d(0)), entdo
9(s) = g(a) < f(s) — f(a), Vs € [a, b].

Demonstracao. De fato, consideremos o conjunto

M ={s €la,b];9(0) = g(a) < f(o) = f(a),0 € [a,s]}.

Observe que M # (), pois tomando o = a em particular, existe d(a) < b — a tal que,
para todo 1 € (0,6(a)) C (0,b— a), tem-se a +n € [a,b] e, por (5.2),

gla+mn)—gla) < fla+mn) = fla).

Portanto, a +n € M.

Seja S = sup M. Queremos mostrar que S = b. Suponhamos, por absurdo, que
S # b. Entao, pela definigdo de supremo, existe uma sequéncia (x,) C M tal que
T, — S~ e ainda,

g(zr) — g(a) < f(xx) — f(a).

Note que da continuidade a esquerda de f e g em (a, b] e da desigualdade acima segue
que

9(5) —g(a) = lim [g(zx) —g(a)] < lim [f(zx) = f(a)] = f(S) = fla).  (5.3)

xk—>S* .Z’k—)37

Seja0 <n<b—S, entdo n+ S € [a,b]. Por (5.2), vale

g(S+mn)—g(S) < f(S+n)— f(9). (5.4)
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Assim, por (5.3) e (5.4), obtemos
9(S+n) —gla) = g(S+n) = 9(5) + 9(5) —g(a) <
< f(S+n) = F(9) +f(S) = fla) = fF(S+n) - fla).

Portanto, S4+n € M e S+ 1n > S, o que estd em contradi¢do com a defini¢ao de
supremo. 0

Lema 5.2. Seja V' : [ty, +00) x X — R tal que, para cada x € X, V (-, ) : [tg,00) = R
¢ um funcional continuo & esquerda em (g, +00) e satisfaz

V(t,z) = V(t,y)| < Kllz —yll, Yo,y € X, t € [to, +00), (5.5)

para algum K > 0. Além disso, suponhamos que exista uma funcao ® : X — R
continua tal que, para z : [a,b] — X solugao de (5.1), tenhamos

Iﬁvaw@»=nmﬂpV“+m$“+g»—Vuwu»

< ®(z(t), Vt € [a,b].  (5.6)

Se T : [v,v] = X, [y,v] C [to, +00), for continua & esquerda em (v, v] e de variagao
limitada em [v,v], entao

V(0,2(0)) - V(1,7(1)) < Kvar! < / DG(E ) FM@—7), (57)

onde M = sup P(z(t)).

te[y,v]
Demonstragao. Seja T : [y,v] — X uma fungdo continua a esquerda em (v,v] e de
variagao limitada em [v,v]. Pelo Corolério 2.3, existe a integral / DG(z(7),1).

De acordo com o Teorema 2.5, a EDOG (5.1) admite umavfmica solugao local
z : [o,0 +m(o)] - X, com o € [y,0] e m(o) > 0, satisfazendo a condigao inicial
z(o) =7(0).

Seja 12 > 0 suficientemente pequeno tal que 7y < n1(0) e 0 + 1 < v. Entao a
integral [77" DG(z(7), ) existe e a integral [7" D[G(T(7).t) — G(z(r),t)] também
existe. Portanto, dado € > 0, existe uma fungao calibre 6 de [0, 0 + 12] correspondente
a € na definicao da ultima integral. Podemos supor, sem perda de generalidade, que

Ny <0 (O’ )
Por (5.6), tomemos 0 < n < 7, de forma que a desigualdade

V(e +n,z(0 +n)) = V(e z(0)) < n®(x(0)) (5.8)
seja valida e podemos supor, pelo Corolario 1.1(i), que

776

ctatora+m -G o~ [ e

7]6

Gtatora+ -G o~ [ potetr).
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Como z(0) =7%(0) e G € F(§, h), temos

|G(z(0), 0 +n) = G(T(0),0) = G(x(0), 0 + 1) + G(x(0), o) <

< |z(o) = z(o)|[|h(o +n) — k(o) = 0.
Logo, de (5.9) e (5.10), obtemos

mHg
< HG( (o), 0+7) — / DG(T H
+HG( (0),0 4+ 1) — / DG (x EG (5.11)

De (5.5), segue que

V(e +n,7(0c+n) = V(e +nx(0c+n) < K|[T(o+n) —Tﬂ+n)ll

Fo+n) —%( / DG(x(r). 1) H (5.12)
Assim, por (5.8), (5.11) e (5.12), obtemos
V(e +n,7(0+n) = V(e,z(0)) = V(e +n.7(0 +n)) = V(e +n.2(0+n)+

o+n
+V(oc+nxz(c+n))—V(o,z(0)) < (o +n) —z(o) — DG(: '(T),t)H+

Z(o+n) —7( / DG(z H

+1®(x(0)) <

‘T%ﬂ—G@ﬁLmH+wMM®)S

Z(o+n) —T( / DG(z )H-I—ne+nM (5.13)

Defina, para cada s € [y, v], a fungao

- L DG

P é uma fungao de variagao limitada em [y, v], pois T é de variagao limitada. Assim,

Ho+n)-30)- [ DG H 1P(o + 1) — Plo)] <

< varg"P = varJ™"P — var] P (5.14)

Portanto, para 0 < n < 1, obtemos
V(ie+nZ(oc+n) —V(o,Z(0)) < K[Varf'yJ’"P —varl Pl +ne +nM = f(o +n) — f(0),

onde f(t) = Kvar! P+ et + Mt. Note que f ¢ uma fungao de variagao limitada em
[v,v] e continua a esquerda em (v, v]. Portanto, pelo Lema 5.1, concluimos que

V(v,z(v)) = V(7,Z(7)) < Kvarl P +e(v — ) + M(v — 7).

Como ¢ > 0 é arbitrario, a prova esta completa. O
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Consideremos B, = {y € X;|ly|| < p}, 0 < p < c. A seguir, mostraremos que com
certas condigoes sobre o funcional V', conseguimos resultados com respeito a estabili-
dade variacional da solugao trivial da EDOG (5.1).

Teorema 5.3. Seja V : [ty, +00) x B, — R satisfazendo:
(1) V(t,0) =0, para todo t > tg;
(i4) V (-, x) : [to,00) — R & continuo a esquerda em (ty, +o0), para cada = € B,;
(i73) Existe K > 0 tal que
V(t,z) = V(t,y)l < K|z —yll, Vz,y € B, t € [tg, +0);
(1v) V é positivo definido, isto é, existe uma fungao b : R, — R, crescente tal que
b(0)=0¢e
V(t,z) > b(||z||), para todo (¢, ) € [ty, +00) X B,;

(v) Para toda solucdo x : [y,v] — B, de (5.1), temos

D+V(t, l’(t)) — lim sup V(f + n,x (f + 77)) V(t7 T(f)) S O,

n—0t Ui

ou seja, a derivada superior de Dini a direita de V' é nao-positiva ao longo de
toda solugao z(t) da EDOG (5.1).

Entao, a solugao trivial x =0 de (5.1) é variacionalmente estavel.

Demonstragao. Seja T : [y,v] — Fp uma fungao de variagao limitada e continua a
esquerda em (v, v], com [y,v] C [tg,+00). Pelos itens (ii), (iii) e (iv), estamos nas
condig¢oes do Lema 5.2. Assim, temos

V(t,z(t)) < V(v,Z(t)) + Kvar! < / DG (T ) Yt € [v,v]. (5.15)

Note que dos itens (i) e (iii), tem-se V(t,%(t)) < |V(¢,Z(t))| < K|Z(t)||, para todo
te[y,v].

E ainda, por (iv), existe uma func¢ao b : R, — R, crescente tal que b(0) = 0
e V(t,z) > b(||z|), para quaisquer t € [y,v] e x € B,. Assim, dado € > 0, temos
b(e) > 0. Seja d(e) > 0 tal que 2K0(e) < b(e). Suponhamos que

(I < o(e)

( / DG(z ) < d(e), Yt € [y,v].

Entao, a desigualdade em (5.15), implica em

V(t,Z(t)) < K[[Z(y)|| + Kvar, < / DG(z ) < 2K0(e) < b(e), Vt € [y, v].

(5.16)
Por outro lado, se existisse u € [, v], tal que ||T(u)|| > ¢, teriamos por (iv) que

V(u, Z(w) = b([Z(w)]]) = ble),
contradizendo (5.16). Portanto, segue que ||Z(t)|| < ¢, para todo t € [y, ]. O
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Teorema 5.4. Seja V : [ty, +o0) x B, — R satisfazendo as condiges de (i) a (iv) do
Teorema 5.3. Além disso, suponhamos que exista uma funcao continua ¢ : X — R
satisfazendo ®(0) = 0 e ®(z) > 0, sempre que = # 0, tal que para cada solugdo
1 [v,v] C [to,v] = B, de (5.1), tenhamos

DV (1, 2(t)) = limsup LB 2EEM) ZVILEW) 0040y 4 e [y, 0)

n—0t n
Entao, a solugao trivial x = 0 de (5.1) é variacionalmente assintoticamente estével.

Demonstracao. Como as hipoteses do Teorema 5.3 estao satisfeitas, segue que a solugao
trivial x = 0 de (5.1) ¢ variacionalmente estavel. Desse modo, basta mostrarmos que a
solugao trivial x = 0 de (5.1) é variacionalmente atratora.

Note que, pela defini¢ao de estabilidade variacional, temos:

(I) Existe 0y € (0, p) tal que se T : [y,v] = B, é uma funcao de variacao limitada e
continua a esquerda em (7, v], com [|Z(7)]| < dp €

var’ (f(.s) - /7 S DG(T(T),Z?)) < b,

entao
1Z(t)[] < p, ¥t € [v,0];

(II) Para todo € > 0, existe d = d(e) > 0, 6 < € tal que se T : [§,9] — B,, [7,7] for
uma fungao de variagao limitada em [7,7] C [to, +00), continua & esquerda em

(7, 7], com
[z <o
var? (T(s) — /S DG(z(7), t)) < 6,
entao

[zl <e te[7,7]
Sejam A(e) = min{d, oo} < e, N = sup{—®(y); Me) < |ly|| < e} <0 e

LEZON

T'(€) = mi —v,—K
(€) mln{v v, N

Suponhamos que 7 : [y, v] — B, seja uma funcao de varia¢do limitada e continua &
esquerda em (7, v] tal que ||Z(7)|| < & e

var’ (f(s) - /7 s DG(E(T),lf)) < Ae) <6

Queremos provar que

IZ(t)|| < e, para todo t € [y,v] N[y + T (€), +00).
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Afirmamos que existe t* € [y,v + T(¢)] tal que [|[Z(t*)]] < M) < 0. De fato,
suponhamos que isso nao ocorra, isto é, que ||Z(s)|| > A(¢), para todo s € [y,v+T(¢)].
Assim, pelo Lema 5.2, temos

V(y+T(e), T(v+T(e))) < V (7, 2(7))+ Kvar] T (f(s) — / DG(E(T),t)> +NT(e)

(% + A(e))

< K||z(v)|| + KX(e) + N (—K N

) — K|lz(y)] - Kby <0,

contradizendo assim, o fato de V' ser positivo definido, pois
V(v +T(e),z(v+1(e))) 2 b([[z(v + T(e)]]) = b(A(e)) > 0.

Consequentemente, ||Z(t)|| < €, para todo t € [t*,v], ja que vale (II) para 7 = t*
e = v. Como t* € [y,v+ T(e)], segue que ||[Z(t)|| < €, para todo t € [y,v] N[y +
T(€), +00). O

5.2 Estabilidade de EDFRIs

Nesta secao vamos estabelecer resultados de estabilidade para as EDFRIs a par-
tir dos resultados de estabilidade variacional obtidos na se¢ao anterior, por meio da
correspondéncia entre solugoes de EDOGs e EDFRIs.

Consideremos a EDFRI

gty = fltw). tF =1
Ay(ty) = IL(y(ty)), k=12,.. (5.17)
yto = ¢7

onde tg > 0 e ¢ € G~ ([—r,0],R"). Suponhamos que f : [tg, +00) x G~ ([-r,0],R") —
R™ satisfaga as condigoes (A), (B) e (C) e os operadores impulsivos, [, : R* — R", k =
1,2,---, satisfacam as condigoes (A’) e (B’) da Secao 3.2 do Capitulo 4. Além disso,
vamos assumir que

f(t,0) =0, para todo t € [ty,+00) e [;;(0) =0, k =1,2, ...

para que y = 0 seja uma solugao de (5.17) em qualquer intervalo contido em [tg, +00).

Dado ¢ > 0, seja p tal que 0 < p < c. Considere os conjuntos E. = {¢ €
G ([, 0]731%”) Dl <t B, ={v e G ([-r,0L,R") : [[¢f| <p}eB,={veCi:
191l < p}.

Defini¢ao 5.2. A solugao trivial y = 0 de (5.17) é dita

(1) estdvel se, para quaisquer to > 0, € > 0, existir 6 = (¢, t5) > 0 tal que se ¢ € E.
ey : [ty —r,v] = R" é uma solugao de (5.17) em [tg,v], com 7, = ¢ e

ol <4,

entao
”yt(tOv Cb)” <€, vt € [tOvv];

1@, & o conjunto aberto definido no Capitulo 4.
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(73) uniformemente estdvel se o ntimero d no item (7) independe de t;

(17i) uniformemente assintoticamente estdvel se existir 6y > 0 e, para todo € > 0,
existir 7" = T'(e) > 0 tal que, se ¢ € E. ey : [to — r,v] — R™ é uma solugao de
(5.17) em [ty, v] satisfazendo a condigao inicial 7, = ¢ e

19l < do,

entao
||yt(t0,¢)H < €, YVt € [t(),"U] N [to + T, +OO)

Dado um funcional U para a EDFRI (5.17), vamos construir um funcional V' para
a EDOG (5.1). Essa construgdo mantera as propriedades fundamentais do funcional
U e sera de grande valia para a obtengao dos resultados de estabilidade para a solucgao
trivial de (5.17).

Consideremos a aplicagao biunivoca

(£, 24(t)) = (£ uu(t, 9)),

que, para cada t >ty e ¢ € G~ ([—r,0],R"), estabelece que y:(t, ¢) = (x4(t)): = ¢.
Entao, para cada funcional U : [tg, +o0) x G~ ([—r,0],R") — R, podemos definir
um funcional V' : [tg, 4+00) x G~ ([—r, +00), R") = R, pondo

V(t,24(t)) = Ut, pu(t, 9)). (5.18)

Observacao 5.1. Para cada t > to, |ly.(t, ¢)|| = ||zs(t)|| pois, pelo Teorema 4.2,

ly(t, @)l = sup |y(t+0)| = sup |y(r)|= sup |zs(t)(7)] =

0e[—r,0] TE[t—7,t] TE[t—7,t]

= sup |zg(0)(7)] = [lze ()]

TE[t—7,400)

No préximo lema, veremos que as propriedades do funcional U podem ser transmi-
tidas para o funcional V' definido em (5.18).

Lema 5.5. Seja U : [t, +00) X E, — R um funcional e seja V : [tg, +o0) x B, — R
definido em (5.18). Entéo, as seguintes afirmagoes sdo verdadeiras:

(a) Se U(t,0) =0, para todo t > tg, entao V(t,0) = 0, para todo t > tg;

(b) Se U(-,¢) : [to, +00) — R & continuo a esquerda em (g, +00), para todo
v € G~ ([-r,0,R"), entao V(-,2) : [ty,+00) — R é continuo a esquerda em
(to, +00), para todo z € G~ ([tg — 1, +00), R");

(c) Se existe uma constante K > 0 tal que

entao o
V(t,2) = V(t,y)| < K|z —yl, V2,y € By;

(d) Se U é positivo definido, entao V' também é positivo definido;
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(e) Se para toda solugdo y : [y —r,v] — E, da EDFRI (5.17), tem-se D* U (¢, y) <0,
para todo t > to, entao DTV (t,z(t)) < 0, para toda solugao x : [y,v] — B, de
(5.1), em que [, v] C [to, +00).

Demonstragao. O item (b) segue diretamente da defini¢ao do funcional V' em (5.18).

(a) Sejay: [t —r,+00) — R" solugdo da EDFRI (5.17) tal que, y; = 0. Entao, seja
z: [t,+00) = R" a solugdo da EDOG (5.1) correspondente, dada pelo Teorema
4.2, Assim, (z4(t)) =y = 0.

Pela Observacao 5.1, temos:
0= llwll = llzs @) = x4 (t) = 0, V¢ > to.
Portanto, segue de (5.18) que

0=U(t,0) = Ut,y) = V(t, 24(t)) = V(£,0), V¢ > t,.

(c) Dados t > ty, 2,Z € B,, sejam z,7T : [t, +00) — R" as solugoes da EDOG (5.1)
tais que z4(t) = 2 e Ty(t) = 2.

Pelo Teorema 4.3, existem solugoes y,7 : [t — r,+00) — R" da EDFRI (5.17),

cogespgldentes as solugoes x e T, respectivamente, tals que y; = P ey, = ¢, com
o, ¢ € E,. E ainda, (z4(t)) =y =0 e (fg(t))t =7, = ¢.
Note que
V(¢ 24(t) = V(t,T5(1)| = [U(t,9) = U(t,7,)| = [U(t,¢) = U(t, 9)].
Logo, da hipotese e da Observacao 5.1, segue que
[V(t,2) = V(t.2)| = [V(t,24(t) = V(£ T5(1)] < Kll¢ — ¢l =
= K|lzy(t) = 75()|| = K|z — |-
(d) Sejam t > tg, z € B,, = : [t,+oc) — R" a solugao da EDOG (5.1) e ¢ € Ep

tais que x4(t) = z e (z4(t)): = y+ = ¢, onde y é a solugdo da EDFRI (5.17)
correspondente a x.

Por hipoétese, existe uma fungao crescente b : R, — R, tal que b(0) = 0 e
U(t,¢) > b(||¢o|]). Por (5.18), temos

V(t,2) = V(t,zs(t)) = U(t,0) = b([|ol)) = b([[=]])-

(e) Sejam z : [y,v] — B, uma solu¢ao qualquer de (5.1) e y : [y — r,v] —
solucao da EDFRI (5.17) correspondente a x tais que y = ¢ e (x4(t)): = y:
Por hipoétese e por (5.18), temos

I

a
o.

t t — V(t, zy(t
DAVt (1)) = limsup LT 2ol £ 1) = Vb To(®)
n—0+ n
~ limsup 1Y) — Ul )

n—0~+ n

= DTU(t,y) < 0.
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0

Teorema 5.6. Seja U : [tg, +00) X Fp — R um funcional que goza das seguintes
propriedades:

i) U(t,0) = 0, para todo t > t;
U(-,¢) : [to, +00) — R & continuo a esquerda em (ty, +00), para cada ¢ € E,;

it)
iii) Existe K > 0 tal que |U(t,¢) — U(t,¢)| < K||¢ — ¢||, para cada ¢, ¢ € E,
iv) U & positivo definido;

)

v) Para cada solugdo y : [to—r, +00) — E, da EDFRI (5.17), tem-se DT U (¢, y,) < 0.
Entao a solugdo y = 0 de (5.17) é uniformemente estével.

Demonstragdo. Consideremos o funcional V : [ty, +00) x B, — R definido por (5.18).
Pelo Lema 5.5, as condigbes de i) a v) sdo satisfeitas pelo funcional V. Logo, pelo
Teorema 5.3, a solugao x = 0 da EDOG (5.1) é variacionalmente estével.
Portanto, dado € > 0, existe ¢ = d(e) > 0 tal que se T : [y,v] — B, é uma funcao
de variagao limitada, continua a esquerda em (v, v], com

[z <9 (5.19)
¢ S
var® <f(s) - / DG(E(T),t)> <5 (5.20)
¥
entao
[Z(@)|| <€Vt € [,0]. (5.21)
SeJa ¢ € G ([-r,0,R") ey : [tp — r,+0o0) = E, uma solugao de (5.17), tal que
= ¢. Suponha que
o]l <o. (5.22)
Queremos mostrar que
lyi(to, @)|| < €,Vt € [tg, +00). (5.23)

Para isso, defina
y(T); 7T € [to — 1]

z(t)(7) = { y(t) T € [t +00).

para cada t € [tg, +00). Pelo Teorema 4.2, a fungao x : [tg, +00) — G~ ([tg—1, +00), R™)
¢ uma solucao da EDOG (5.1), com condigao inicial = = x(t,), onde

(5.24)

~ | ot —toy); TE[to—T1,10]
o(r) = { ¢(0); T € [tg, +00).

Note que
[z][ =" sup |Z(7)| = sup |¢(v)| =gl <o

TEto—r,+00) ve[—r,0]

< /DG >—0<5
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para todo v € (ty,4+00). Além disso, = é de variagao limitada e continua & esquerda em
(to, +00). Consequentemente, por (5.21), segue que ||z(t)|| < €, para todo t € [to,v].
Em particular, |Z(v)]| < e.

Portanto, para cada t € [ty, v], obtemos:

lge(to. @)l = sup [yt +0)|= sup |y(r)]= sup [z(v)(T)] = [lz(v)]| <e.

oe[—r,0] TE[to—r,v] TE[to—70]
Como v é arbitrério, (5.23) vale e a prova esta completa. O

Teorema 5.7. Suponhamos que o funcional U : [tg, +00) X Fp — R satisfaca as
condigoes (7) até (iv) do Teorema 5.6. Além disso, suponhamos que exista uma fungao
continua A : RT — R* tal que A(0) =0 e A(z) > 0, sempre que x # 0, de forma que,
para cada solugdo y : [ty — r,v] = E,, tenha-se

DUt y) < =A(llul), (5.25)

para cada t € [ty,v). Entao, a solugao trivial y = 0 de (5.17) é uniformemente assinto-
ticamente estavel.

Demonstragdo. Suponhamos V : [tg, +00) x B, — R, B, C G~ ([te,v],R") dado por
(5.18).

Defina @ : B, — R por ®(2) = A(]|z]|). Entao, ® é continua, ®(0) = 0 e ®(z) > 0,
para 2 # 0. Assuma que 7 : [t, +00) — B, é uma solugdo de (5.1) tal que, (z4(t)); = ¢,
para todo t € [ty, +00), e ¢ € E,. Sejay : [t —r,+00) — R" solugdo da EDFRI (5.17),
dada pelo Teorema 4.3, com condigao inicial y; = ¢.

Sabemos da Observagao 5.1 que ||y;|| = ||z4(t)]]. Assim, obtemos:

DTV (t,x4(t)) = DTU(t,y) < =Alllgel)) = —A(llzo (D)) = —(4(t)).

Portanto, pelo Teorema 5.4, a solu¢ao z = 0 da EDOG (5.1) é variacionalmente
assintoticamente estavel em [tg, v], ou seja, existe py > 0 e, para todo € > 0, existem
T=T()>0ep=pl)>0tal queseT: [y,v] = B, to <y < v < 400, é uma
fungdo de variagao limitada em [v,v] e continua a esquerda em (7, v], com

[Z(MI < do

o o) <

lZ(t)|| <eVte[y,v]N[y+T,v].

Suponha que ||¢|| < dy. Queremos mostrar que ||y.(to, ®)|| < ¢, para todo t €
[v,v] N[y + T, +00). Com efeito, de ||¢]| < dy segue, como feito na demonstragao do
Teorema 5.6, que ||Z(t)]| < dp €

w0 i) o<1

implicando em ||z(t)|| < €, paratodo t € [y, v]N[y+T, +00). Em particular, ||z(v)|| < e.
Portanto, para cada t € [y,v] N[y + T, 400), temos

l9:(t0, D) = sup [y(t+0)| < sup [y(r)| = sup |e(v)(7)] = [z(v)]| <e.

0e[—r,0] TEto—1,v] TEto—T,v]

>
1

entao

Como v é arbitrario, a prova esta completa. Ol
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5.3 Estabilidade lipschitziana para EDOGs

A luz do que foi estudado na Secao 5.1, vamos introduzir o conceito de estabilidade
variacionalmente lipschitziana para as EDOGs.

Definicao 5.3. A solugao z = 0 da EDOG (5.1) é dita variacionalmente uniforme-
mente lipschitziana estdvel, se existirem M > 0 e § > 0 tal que, se T : [y,v] — B,
to <y < v < 400, é uma fung¢ao de variagao limitada, continua a esquerda em (7, v],
com [[Z(7)|| <4 e

var? (E(s) - /7 S DG(E(T),t)> <4,

entao
[Z(O)[] < M[[Z(Y)|I, vt € [, ].

Defini¢ao 5.4. A solugao x = 0 da EDOG (5.1) é dita:

(1) uniformemente lipschitziana estdvel se existirem M > 0 e § > 0 tal que, se
T [y,v] = B, ty <7 < v < 400, é uma solugdo da EDOG (5.1) em [y, v] tal
que

(I <0,

entao
1Z(@)[] < M[[Z(y)|l, vt € [, v];

1) uniformemente globalmente lipschitziana estdvel se existe M > 0 tal que se T :
ii f te globalmente lipschitzi tdvel iste M > 0 tal
[v,v] = B. é uma solu¢ao da EDOG (5.1) em [y, v] entao

[zl < M|z, vt e [yv].
Note que, se a solugao trivial = 0 de (5.1) é variacionalmente uniformemente
lipschitziana estavel entao também é uniformemente lipschitziana estéavel.
Teorema 5.8. Suponha que V : [ty, +o0) x B, — R satisfaca as seguintes condigdes:
i) V(t,0) =0, para todo t > tg;
i) V(-,x) : [to, +00) — R é continuo a esquerda em (ty, +oc), para todo x € B,;
i11) Existe K > 0 tal que
V(t,z) =V (t,y)| < K|z —yll, Yo,y € B,,Vt > tg;
iv) V' & positivo definido, isto é, existe uma fun¢ao b : R, — R, crescente tal que

b(0)=0¢e o
Vi(t,x) = b([lx]l), V(t, x) € [to, +00) X B,;

v) Para toda solugio « : [y,v] — B, de (5.1), tem-se

V(b (1)) = limsup Vit +n, a(t +Z>> —V(t,2(t)

<0, te[yu

Entao, a solu¢ao = = 0 de (5.1) é variacionalmente uniformemente lipschitziana estavel.
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Demonstragao. Seja T : [y,v] — B. uma funcao de varia¢ao limitada, continua a
esquerda em (7, v], com [y,v] C [tg, +00). Pelo Lema 5.2, temos

V(t,Z(t)) — V(v,Z(7)) < K var] ( /DG ) Vit € [y,v],  (5.26)

e dos itens i) e 7ii), segue que
V(v,2(y)) < K[z()]- (5.27)

Seja € > 0 suficientemente pequeno. Pelas propriedades da funcao b, obtemos 0 <
b(e) < b(|Z(7)]| +€). Seja 6 > 0 tal que 2K < b(e). Se

||()||<()evar< /DG )

entao (5.26) e (5.27) implicam
V(t,Z(t)) < 2K < ble) <b(||z(y)| +€), Vte]y,v] (5.28)
Por outro lado, por iv), temos
V(£ z(8) = b([[z()[), Vi€ ]yl (5.29)
Como b é uma fungao crescente, concluimos, por (5.28) e (5.29), que
[ZOI <zl +e Vit e [y,0].
Tomando M = 1 na Definicao 5.3, obtemos o resultado, visto que € é arbitrario. [J

Teorema 5.9. Suponha que V : [t, +o0) x B, — R satisfaga as condigdes de i), i),
iii) e v) do Teorema 5.8 e também:

iv') V(t,x) > ||z||, para todo (t,z) € [ty, +00) X B,,.

Entéo, a solugao trivial = 0 de (5.1) é uniformemente globalmente lipschitziana
estavel.

Demonstragao. Seja T : [y,v] — B. uma solugao da EDOG (5.1) em [y, v]. Pelo Lema
5.2 e por iv'), temos

z(t)|| <V (t,2(t)) < V(v,2(y)) + Kvar! (T(S) _ /S DG(T(T),t)) ,

para cada t € [y,v]. Como var? ( / DG (T ) =0eV(y,7(7)) < K||7(v)]]

(veja (5.27)), concluimos que
@I < Kz, vt € [y, ],

0 que completa a prova. O
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5.4 Estabilidade lipschitziana para EDFRIs

Defini¢ao 5.5. A solugao trivial y = 0 da EDFRI (5.17) é dita:

i) uniformemente lipschitziana estdvel se existirem M > 0e d > 0 tal que se ¢ € E.
ey : [ty —r,+0o0) — R" é uma solugao de (5.17), com 7, = ¢ e ||¢|| < ¢, entdo

y(t.to, @) < M|9l|, Vt >ty

i1) uniformemente globalmente lipschitziana estdvel se existir M > 0 tal que se
¢ € E.eq: [ty —r ,400) — R™ é uma solucao de (5.17), com 7, = ¢, entdo

Teorema 5.10. Suponha que U : [tg, +00) X Fp — R satisfaca as seguintes condigoes:
i) U(t,0) =0, YVt > to;
ii) U(-,¢) : [to,o0) — R é continuo & esquerda em (¢, +00), para todo ¢ € E,;
ili) Existe K > 0 tal que

|U(t, ) — U(t,¢)| < K||¢ — ¢||, para todos ¢, ¢ € E;

iv) Existe uma fungao ménotona crescente b : Ry — R, tal que b(0) =0e U(t, ¢) >
b([[¢]l), para todo ¢ € E,;

v) Para toda solucdo y : [y — 7,0] = E, de (5.17), com t; < v < v < 400, tem-se
D*U(t,y;) <0, para todo t € [y,].

Entao a solugao trivial y = 0 de (5.17) ¢é uniformemente lipschitziana estavel.

Demonstragdo. Consideremos o funcional V : [t, +o0) x B, — R definido por (5.18).
Pelo Lema 5.5, V (-, 2) : [ty, +00) — R é continuo & esquerda em (ty, +00), para todo
S Fp,

V(t,0) =0, Vt € [ty, +00)

V(t,2) = V(t,2)| < K|z —%||, parat€ [ty,+0) e 2,7 € B,,.

Desse modo, pela relagao (5.18) e pelas hipoteses iv) e v), o funcional V' satisfaz as
condigbes iv) e v) do Teorema 5.8. Entao, as hipoteses do Teorema 5.8 estao satisfeitas.
Portanto, existem M > 0 e § > 0 tais que se T : [y,v] — B, é uma fungao de variagao
limitada e continua a esquerda em (7, v], com

(o)) < 5 e vy (5(5) — [ D61 ) <

entao
1Z(t)[] < M[|Z(v)|l, paratodot € [v,v].

Seja ¢ € E, e : [ty — r,+00) — R™ uma solugdo de (5.17) tal que g,, = ¢ e

o]l < 6. (5.30)
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Devemos mostrar que
[9(t,to, &) < M|l ¢ € [to, +00). (5.31)
Denote 3(t) = 5(t, to, ¢) e defina

{g(T),to—rngt, (5.32)

7(t), T >t

Pelo Teorema 4.2, a fungao 7(t) ¢ uma solugao em [ty, +00) da EDOG (5.1), satisfazendo
a condigao inicial T(ty) = z, onde

s = J o —t), lo—r<T <t
Zlr) = { 6(0), >t (5.33)
Além disso, T ¢ de variagao limitada em [tg, +00). Por (5.30) e (5.33), temos
[Z(to)ll = sup  [E(7)] = [lo]| <o (5.34)
to—r<1t<+00

E ainda, para cada v € [t, +00),

vary (T(S) - /t DG, t)) —0<34. (5.35)

Assim, existe M > 0 tal que [|Z(t)|| < M||Z(t)||, para todo t € [t,v]. Em particu-
lar,
[z < Mz (o)

Entao (5.32) implica que

@) < lwll= suw [gt+06)< sup [g(r)]

—r<6<0 to—r<7<v
= sup [Z(v)(7)[= sup [z(0)(7)] (5.36)
to—r<t<v to—r<T<+00

= |zl < Ml[z(t)] = M||¢ll,
para todo t € [ty,v]. Como v é arbitrario, (5.31) vale e a prova esté completa. O

Teorema 5.11. Suponha que U : [ty, +00) x E, — R satisfaga as condigdes ), ii), 4ii)
e v) do Teorema 5.10. E ainda,

iv') U(t, ¢) > ||¢|, para cada ¢ € E,,.

Entao, a solugao trivial y = 0 de (5.17) é uniformemente globalmente lipschitziana
estavel.

Demonstracio. E facil verificar que o funcional V' : [tg, +00) x Ep — R, definido
em (5.18), satisfaz as condigoes do Teorema 5.9. Entao, existe M > 0 tal que, se
T [y,v] = B,, to <y < v < 400, é uma solugao da EDOG (5.1), entdo

@) < Ml[z()l, V€ [v,0].

Sejam ¢ € E, ey : [ty — r,+00) — R" uma solu¢ao da EDFRI (5.17) tal que 7,, = ¢.
A prova de que
[9(t,to, ¢)| < M||9]|, Vt € [to, +00) (5.37)

é feita usando os mesmos argumentos da demonstragao do Teorema 5.10. O
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5.5 Aplicacao

De posse dos resultados sobre estabilidade de solugao para um sistema de EDFRIs,
vamos investigar um modelo de viscoelasticidade unidimensional com impulsos em
instantes pré-fixados. Modelos similares foram investigados em [2] e [14]. Consideremos
o sistema impulsivo

() == [t = (o) = OB 1 # 020 555
Ay(t) = L(y(t), t =t k= 1,2, ..

com condi¢do inicial yo = ¢, ¢ € G~ ([—r,0,R), r > 0.

Vamos assumir que existem B;, By e K constantes positivas tais que: p: R — R+
é uma fungao Henstock-Kurzweil integravel com p(u) < By, para todo u € R, a fungédo
a: R — R é nado-negativa, com a(u) < By, para todo u € R, §: R — R é uma fun¢ao
fungao Henstock-Kurzweil integréavel tal que 3(0) = 0 e xf3(x) > 0, sempre que x # 0
e ainda, g : R — R é fungao lipschitziana com constante de Lipschitz K, g(0) = 0
e zg(x) > 0, sempre que x # 0. Assuma, também, que as seguintes condi¢oes sejam
satisfeitas:

(A1) Existem fungoes Lebesgue integraveis my, ms : R — R ndo-negativas tais que,
para quaisquer z € G~ (R,R) e s1, 9 € R,

< / my(s)ds

1

/S B(2(s))ds

/ " g(e(s))ds

1

52
< / ma(s)ds;

1

(A2) Existe uma fungao Lebesgue integravel ¢ : R — R nao-negativa tal que, para
quaisquer z,w € G~ (R, R) e 51,55 € R,

[ 1806 — (e

S1

</ " () uls) — 2(s))ds:

S1

t
(A3) Se z € G~ (R,R), entao / g(z(s))ds > 0, sempre que t > 0.
t—r

Os operadores impulsivos I, k = 1,2, ..., satisfazem:
(B1) Ix(0) = 0, para todo k = 1,2, ...;
(B2) Existe uma constante K; > 0 tal que, para todo k = 1,2, ... e para todo = € R,

|Ip(x)] < Ki;

(B3) Existe uma constante Ky > 0 tal que, para todo k = 1,2, ... e para quaisquer
z,y € R,
1k(x) = Ie(y)| < Kalz —yl;

(B4) zli(x) < 0, para todo z # 0.
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Para garantirmos a existéncia local de solugao para o sistema (5.38), vamos verificar se
as condigoes (A), (B) e (C) introduzidas na Segao 3.2 do Capitulo 4 estao satisfeitas.
Com efeito, seja f : [0,400) x G~ ([—r,+00), R) — R dada por:

F6.6) = = [ Iplt = )al0(0)]ds - a)3(0(0))

A condigao (A) ¢ imediata. Mostremos que f satisfaz as condi¢oes (B) e (C).
Sejam y € G e uy,up € [0,+00), u; < uy. Temos:

/uu F(5,35)ds /uu U;p(s — u)g(yu(0))du + oz(s)ﬁ(ys(()))} ds| <

/:2 ( / :p(s - U)g(yu(()))du) ds| +
o /"(/ (())du>ds * Bly(s))ds
. ([ meone) dHBz/ me)is < Mo,

onde M(s) = B mao(u)du + Bymy(s) e, portanto, f satisfaz a condi¢ao (B).

<

/‘% a(s)B(ys(0))ds| <

1

+ By <

S—Tr
Agora, dados z,y € G e uy,uy € [0,4+00), u; < uy, temos

[t = st plas

J Ul

(= [ pts = wltate) = stutulan ) —a()[3(e() = Aol

/ (/ [p(s = W)l Kx(u) - (U)|dU>ds+
[

(/ ()R Tols = 7) = u(s = 7)lr ) s+ [ Batia(o) = o <

/ Ky — ] (/ p(r |df)ds+Bz / Us) 2 — s lds <

2

/ (Botl(s) + ByKr) s — g ds = / L(s)lls — allds,

u1 ul

IN

/“2 Bo|B(x(s)) — B(y(s))lds| <

ul

onde L(s) = Byl(s) + B1Kr. Portanto, f satisfaz (C).

Agora que garantimos a existéncia local de solugao para (5.38), vamos estudar a
estabilidade da solucao trivial deste sistema. Para tanto, defina uma funcao auxiliar
W : R — R por W(s) = |s|. Afirmamos que, para cada solu¢ao y de (5.38) num
intervalo compacto I C [0,400), temos DTW (y(t)) < 0, para todo ¢ > 0. De fato,
vamos considerar dois casos: quando t é um momento de impulso e quando t # g,
para k=1,2,....

Se t # t;, para k=1,2, ..., entao:
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(i) se y(t) > 0, temos

t
DW(y(t) =y'(t) = - /t_ [p(t = 5)g(y(s))lds — a(t)B(y(t)) <0,
pois p, «, g oy sado fungdes nao-negativas, z(x) > 0, sempre que = # 0, e
5(0) = 0.

(i) se y(t) < 0, temos

DTW(y(t)) = —y'(t) = /ttr[p(t — s)g(y(s)]ds + a(t)5(y(t)) <0,
uma vez que p e « sao fungbes nao-negativas, g(y(s)) < 0 para s € I, xf(x) > 0,
sempre que x # 0, e 5(0) = 0.
Agora, se t = t;, para k=1,2, ..., entao:
(") se y(tx) > 0, temos
0 < (11— Ko)y(te) < Ln(y(te)) +y(tr) < ylte),
por (Bi), (Bs) e (Ba). Assim, W(lk(y(tx)) +y(te)) < W(y(ts));
(ii") se y(tx) < 0, entdo

y(tr) < In(y(te)) +y(te) < (1 — Ky)y(te) <O,

ou seja, W (Ix(y(ty)) +y(tr)) < W(y(tx)). Portanto, podemos concluir em ambos
0S casos que

W (y(t)) < W(y(ty)).
Pela continuidade de W, sabemos que

W(y(ty)) = lim W(y(o)) < W(y(ts)).

+
o=ty

Entao, existe uma vizinhanga a direita de t;, digamos (t,t; + J) para algum
0 > 0, tal que
W(y(o)) < W(y(te)), Vo € (ty, ty +9).

Seja n > 0 suficientemente pequeno tal que tx + 1 € (g, tx + 0). Logo,
Wyt +n)) < W(y(t)),

de onde segue que

W(y(te +n)) — W(y(t))

DYW (y(ty)) = li <
(y(tr)) Jim, ; <0,
concluindo entao que
DYW (y(t)) <0, para todo t > 0. (5.39)

Defina o funcional U : [0, 4+00) x G~ ([-7,0],R) — R por
U(t,¢) = sup W(p(0)) = sup [o(0)] = [|¢]-

—r<0<0 —r<0<0

Mostremos que U satisfaz as condigoes dos teoremas sobre estabilidade abordados no
Capitulo 5.
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(a) E facil ver que U(t,0) = 0, para todo t > 0.

(b) Sejam 1, ¢ em E,. Entao,

Ut 4) = U )| < [l[¢]] = llelll < lv =4l
para todo t > 0.

(c) Dadost > 0e ¢ € G ([—r,0),R), temos

U(t, ¢) = lIoll = b(ll¢l),
onde b : R, — R, ¢é dada por b(s) = s.
(d) Sejam t > 0, ¢ € G ([-7,0),R) e y solugao de (5.38) em [t — r,v], v > t, com

condigao inicial y; = ¢. Temos:

Ut,¢) =Ut,y:) = sup W(y(0)) = Wi(y(6h)),

—r<60<0

para algum 60, € [—r,0].

Mostremos que DTU(t,y(t)) < 0, para todo t > 0. Se 6y = 0, segue de (5.39)
que DU(t,y) = D*W (y(t)) < 0.

Agora, consideremos —r < #y < 0. Para n > 0 suficientemente pequeno, temos

sup W(yt+n(9)): sup W(y,(9))

—r<6<0 —r<6<0

e, portanto,

sup W (yen(0)) — sup W(y(0))

—r<0<0 —r<0<0

D*U(t,y;) = limsup
n—0~+ n

=0.

Por conseguinte, pelos Teoremas 5.6, 5.10 e 5.11 temos que a solugao trivial
y = 0 de (5.38) é uniformemente estével, uniformemente lipschitziana estavel e
uniformemente globalmente lipschitziana estavel, respectivamente.
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