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Resumo

No presente trabalho apresentamos uma andlise da a “Parte Primeira” da
obra “Sulla Risoluzione Delle Equazioni Algebriche” (1852), de Enrico Betti (1823-1892).
Com foco na Teoria das Equacdes Algébricas, ela pode também ser elencada como as
obras que pertencem a fase embriondria da Teoria de Grupos, uma vez que a parte
citada contempla a entdo chamada Teoria das Substituicdes, que envolve os
conceitos de permutagdo, grupo de permutacdo, sub-grupo e sub-grupo normal,
entre outros. Iremos apresentar seu conteido matematico, relacionando-o com a
forma com que hoje é estudado, como também, os fatos histéricos e os resultados
matematicos anteriores aos abordados pela obra citada, principalmente aos que se

referem a vida e obra de Evariste Galois (1811-1832).



Abstract

We present an analysis of the “First Part” of the work “Sulla Risoluzione Delle
Equazioni Algebriche” (1852), Enrico Betti (1823-1892). Focusingon the Theory
of Algebraic Equations, it canalso be classified as works belonging to the early
stage of the Theory of Groups, since the portion cited includes the so-called Theory
of substitutions, which involves the concepts of permutation, permutation group,
sub-group or sub-normal group, among others. We will present its mathematical
content, linking it with the way todayis studied,as well as the historical facts
and mathematical results covered by the previous work cited, especially those

that relate to the life and work of Evariste Galois (1811 -1832).



INTRODUCAO.

O presente trabalho tem como objetivo utilizar as concepgdes e as
propriedades da Histéria da Matemética como objeto de pesquisa em Educacao
Matematica, na andlise e interpretacdo da “Parte Primeira” da obra “Sulla Risoluzione
Delle Equazioni Algebriche” (1852), de Enrico Betti (1823-1892).

Essa obra, cujo foco esta na Teoria das Equagdes Algébricas, pode também ser
elencada como as que pertencem a fase embriondaria da Teoria de Grupos, uma vez
que a parte citada contempla a entdo chamada Teoria das Substitui¢des, que envolve
os conceitos de permutagdo, grupo de permutacdo, sub-grupo e sub-grupo normal,
entre outros.

Priorizando a apresentacao do contetido matematico desenvolvido e dos fatos
histoéricos relacionados com o periodo de sua publicacdo, nosso trabalho esta
inserido na perspectiva do chamado desenvolvimento histérico de uma teoria, uma
vez que a relacionamos tanto com os fatos histéricos e resultados matemaéticos
anteriores aos abordados pela obra citada - principalmente no que se refere a vida e
obra de Evariste Galois - quanto com a forma com que trabalhamos esses conceitos

atualmente.

No primeiro capitulo fazemos um breve histérico da vida e obra de Enrico
Betti. No segundo capitulo exibimos uma descricdo geral da Histéria da Teoria das
Equagdes Algébricas, elencando seus principais personagens, e destacando aquelas
que consideramos as relagdes matematicas fundamentais para o seu
desenvolvimento. Faremos isso por meio de sinteses e recortes de nossa dissertagao
de mestrado [M1]. No terceiro capitulo, propomos uma andlise do texto acima

citado, que trazemos em anexo a partir da pagina 75.



CAPITULO 1. Uma Biografia de Enrico Betti.

1.1 Sobre a vida académica e profissional.

Enrico Betti nasceu em 21 de Outubro de 1823, em Pistoia, no entdo Grao-
ducado da Toscana (atualmente, comuna italiana da regido do Lacio, provincia de
Viterbo; localizada no centro-oeste do pais, ao norte de Roma). Morreu em 11 de
Agosto de 1892, em Soiana, Pisa - Reino da Italia.

O pai de Enrico Betti, Matteo Betti, morreu quando ele ainda era muito jovem
e sua mae, Francesca Dei, teve de educa-lo por conta propria. Betti estudou
Matematica e Fisica na Universidade de Pisa, graduando-se em Matematica em 1846.
Em seguida, foi nomeado professor assistente nessa Universidade e enquanto la
permaneceu, foi orientado por Ottaviano Fabrizio Mossotti (Novara, 1791 - Pisa,
1863), matematico, fisico e astronomo; junto com Betti, um dos fundadores da Scuola
Normale Superiore de Pisa, dedicada a formacao de professores.

Alcancou pleno reconhecimento por sua dedicagdo a Matematica, como
também conciliou ciéncia e politica em varios periodos de sua vida - aspecto
caracteristico nos cientistas italianos a época, que tinham por preocupacao estruturar
e organizar a ciéncia e a educacdo da Italia como pais em formacdo - participando,
primeiro de levantes revoluciondrios e depois, de contribui¢des a administracao
publica.

Ja em 1848, ainda que empenhado em alcangar um posto em uma
universidade e talvez por influéncia de seu orientador, participou efetivamente de
um evento militar, que teve por objetivo a unificacao da Italia como pais.

Na realidade, desde 1815, militantes dessa causa se organizaram e, enquanto
Betti se graduava, até sua formatura, tais eventos - que faziam parte do movimento
conhecido como Risorgimento - foram se intensificando. O Risorgimento buscou entre
1815 e 1870 unificar a Itdlia, que era apenas uma colecao de pequenos Estados
submetidos a poténcias estrangeiras, impostos pelo Congresso de Viena (1814-1815),

devido a anexagdo desse territério por Napoledo Bonaparte, desde 1796.



Pode-se dividir tal movimento em duas fases distintas. Na primeira, até 1849,
desenvolveram-se vérios levantes revoluciondrios, bem como a chamada primeira
guerra de independéncia italiana, contra o Império Austriaco, com inicio em 1848, e
vitéria austriaca. A segunda fase, completada em 1870 com a anexacdo de Roma,
teve seu apogeu no periodo 1859-1860 com o desenrolar de uma segunda guerra que
culminou na criacdo do Reino da Itdlia, em 17 de Marco de 1861, sem a inclusao das
cidades de Roma e Veneza (essa tltima, anexada em 1866).

Mossotti, desde sempre, ativista dessa causa (chegou a se exilar entre 1825 e
1839), apoiou fortemente a luta pela independéncia liderando, na primeira guerra, o
batalhdo da Universidade da Tuscania. Betti uniu-se a esse batalhdo e lutou na
batalha de Curtatone e Montanara, em 29 de Maio de 1848. Essa é considerada a maior
expressao da participagdo dos cientistas no Risorgimento.

Apos esse envolvimento - o tnico dessa natureza - Betti retornou a sua
cidade natal, Pistoia, tornando-se, em 1849, professor de matematica do ensino
secundario. Em 1854, assumiu uma cadeira no departamento de ensino superior do
novo Liceu de Firenze. Depois de um ano de estudo preparatério, realizou o exame
de Bacharel, primeiro titulo conquistado, que o habilitou a trabalhar tanto na
Universidade quanto no Liceu Fiorentino, pois o programa adotado era o mesmo nas
duas institui¢des, e em 1857, assume a cadeira de A]gebra Superior da Universidade
de Pisa.

No que diz respeito a sua atuagdo como pesquisador, entre 1853 e 1857, Betti
realizou algumas publicagdes no periédico Annali di Scienze Matematiche e Fisiche,
fundado em 1850 por Barnaba Tortolini (1808-1874), sendo essa revista a principal
referéncia para a matematica italiana.

Por outro lado, esse periédico ndo acompanhava as principais descobertas
matematicas num ambito europeu, nem tdo pouco a matematica italiana
desenvolvida nessa época, considerando o momento de construgdo do pais, era
reconhecida no estrangeiro. Em parte, essa caracteristica ocorria devido a uma
centralizacdo de Tortoloni na direcdo e editoracdo da revista, uma vez que seria
necessario um maior nimero de colaboradores para essa funcdo. Preocupado com

essa situagdo, o matematico Francesco Brioschi (1824-1897) decide assumir, em 1857,



a redacgdo da revista, tendo como coadjuvantes Betti e Angelo Genocchi (1817-1889),
solicitando a Tortoloni uma direcdo compartilhada.

Consciente das necessidades de, em primeiro lugar, apresentar o trabalho
matemdtico produzido na Itilia, e também de promover esse desenvolvimento em
um contexto internacional, em Setembro de 1858 visitou centros mateméaticos na
Europa, junto com Francesco Brioschi e Felice Casorati (1835-1890); e esse feito, com
referéncia aos trés matemdticos, realmente simboliza o ingresso da matematica
italiana na comunidade cientifica européia.

A primeira parada foi em Paris, onde encontraram Charles Hermite (1822-
1901) e Joseph Lois Frangois Bertrand (1822-1900). Em seguida, foram a Berlin,
contatando Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897), Leopold Kronecker
(1823-1891) e Ernst Eduard Kummer (1810-1893); e por ultimo, se dirigiram a
Gottingen, estabelecendo amizade com Johann Peter Gustav Eugeune Dirichlet
(1805-1859), Julius Wilhelm Richard Dedekind (1831-1916) e Georg Friedrich
Bernhard Riemann (1826-1866). Em particular, Betti ficou amigo de Reimann, que o
influenciou em futuras pesquisas, iniciadas em 1863.

Tal viagem também transformou a atitude dos trés matemaéticos italianos. Ao
retornarem, em 1859, viram-se estimulados a prosseguir suas pesquisas naquela
direcdo de desenvolvimento da matematica inserida em um contexto europeu; e esse
aspecto se deu tanto no campo do desenvolvimento cientifico pessoal, quanto no que
diz respeito a iniciagdo de uma nova geragdo de matematicos, que agora se titulavam
inseridos nesse contexto.

Betti, em retorno a Universidade de Pisa, ocupou a cadeira de Andlise e
Geometria Superior. Essa instituicao se revelou rica em atrair jovens com perfis
apropriados a pesquisa em matemaética e, assim, Betti se tornou a referéncia para
toda essa nova geracao, sendo o propulsor da pesquisa na Itélia, nesse periodo.

Por outro lado, apds a ocorréncia da Segunda Guerra de Independéncia, as
atividades politicas se voltaram para a discussdo da estrutura governamental do
novo pais, e Betti se tornou membro do Parlamento desse novo pais em 1862.

Em paralelo a essa nova atividade, e por influéncia de sua amizade com

Riemann que se instalou em Pisa entre 1863 e 1865, comeca a dedicar-se a Fisica-



Matematica, mudando sua linha de pesquisa de tal maneira que, por seu trabalho de
1871, é considerado um dos fundadores da topologia. Foi reitor da Universidade de
Pisa e em 1864 tornou-se diretor da Scuola Normale Superiore, onde permaneceu até
sua morte. Sob sua lideranca, essa instituicdo se tornou o principal centro para
pesquisas em Matematica e Educacdo Matematica, considerando o interesse pelo
tema, trazido pela criagdo do pafs.

O’Connor e Robertson [C1] citam a descrigao de Ettore Carruccio (1908-1980),
sobre como Betti concebe o ensino de Matematica:

- ... gostando de cultura cldssica patrocinou, junto com Brioschi, o retorno do ensino
de Euclides no ensino secunddrio, por considerarem esse trabalho um modelo de disciplina e
beleza.

Eles aprofundaram esse objetivo traduzindo Os Elementos. E sozinho, Betti
traduziu o Traité élémentaire d'algébre (1850), um dos livros didaticos de Bertrand.

Ainda em 1864, Betti sucedeu Mossotti, nomeado para a cadeira de Fisica-
Matematica. Em 1870, trocou a cadeira de Mecanica Celeste pela de Andlise e
Geometria. Apesar desses movimentos académicos, continuou desempenhando um
papel politico no desenvolvimento do pais, atuando como Secretario Geral do
Ministério da Instrugdo Publica, de Outubro de 1874 a Marco de 1876, e em 1884, foi

uma vez mais, senador no parlamento italiano.

A titulo de complemento, segue seu obituario, elaborado por Ulisse Dini

(1845-1918), um de seus ex-estudantes:

“Il giorno 11 agosto del decorso anno 1892 fu giorno di grave lutto per la Universitd nostra,
per la scienza, per la Patria.

Enrico Betti che tanto aveva contribuito al progresso della Scienza e a portare in alto il nome
della nostra facolta matematica, in quel giorno, quieto come sempre visse, quasi
improvvisamente moriva nella sua villa di Sojana.

Di lui, della bonta dell’animo suo, del suo affetto alla scienza che coltivo con tanto successo,
dell’amore che poneva nell’istruire i giovani di questa Universita, nell’eccitarli allo studio, e

nell'invogliarli a contribuire un giorno essi pure al progresso scientifico, male puo dirsi
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adeguatamente nelle poche pagine che in questo annuario possono riserbarsi al ricordo di un
collega, sia pur questo un collega amatissimo. I colleghi, e primi fra essi quelli che lo ebbero a
maestro ben tutto questo di lui ricordano; in tutti poi l'immagine cara e venerata di lui, il
ricordo delle sue tante virtu restano ancora e resteranno scolpite per sempre.

Enrico Betti nacque nei pressi di Pistoia il 21 ottobre 1823 da Matteo Betti e Francesca Dei.
Mortogli il padre mentre era ancor bambino, resto insieme alle sorelle Luisa e Laura che
morirono la prima ancor nubile, e l'altra in ancor giovane eta, affidato alle cure della madre,
la quale col meschino reddito di due casupole in Pistoia, e col suo lavoro attese alla educazione
dei figli. Cosi poté giungere a compiere gli studii classici nel Liceo Forteguerri di Pistoia, e
essere poi mandato a Pisa alla Universitd, dove soltanto con un posto di studio che i brillanti
esami da lui sostenuti gli permisero di conseguire, e col meschino retratto di lezioni private
che dava poté procacciarsi i mezzi per campare modestamente la vita. Fino d’allora tanto
potevano in lui l'ingegno, 'amore allo studio e la ferrea volonta; qualita queste che dovevano
tanto e poi si efficacemente manifestarsi in lui nell’avvenire!

Laureato in matematiche pure e, applicate nel 1846, e subito dopo ajuto a una cattedra
universitaria, attese sempre piu a perfezionare la sua cultura scientifica; e certo fin d’allora la
Scienza avrebbe avuto da registrare qualche importante lavoro di lui se le vicende politiche di
quel tempo non ne lo avessero distolto. Erano gli anni che precedevano i fortunosi eventi del
1848, ed egli, nell’'ambiente universitario, caldo come tanti altri del suo tempo per amore di
patria e di libertd, non poteva non lasciarsi trascinare anche dall’affetto per queste. Corse
percio cogli altri nel 1848 nel Battaglione Universitario sui campi di Lombardia dove prese
parte alla memoranda giornata di Curtatone, dopo di ché, volte malauguratamente in peggio
le sorti della patria, torno agli studii prediletti; e puo dirsi che da quell’epoca incominci quella
sua vita scientifica che tanto doveva portare in alto il suo nome, e che duro fino a poco tempo
prima della sua morte.

Il bisogno di procurarsi di che vivere lo costrinse ad accettare un posto d’insegnante di
matematiche nel Liceo di Pistoia, retribuito dapprima col meschino stipendio di £. 756
all’anno che fu poi portato a £. 1008 nell’anno successivo quando fu nominato titolare; ma,
malgrado le strettezze della vita, sue sole cure furono anche allora l'insegnamento e il culto
della scienza.

I lavori di Abel e di Galois sulle equazioni, da questi geometri lasciati incompiuti, e in parte
non ché sviluppati soltanto enunciati, attrassero pei primi l'attenzione di lui; e i risultati dei
suoi studi delle sue ricerche profonde, consegnati in tante memorie negli annali di scienze
fisiche e matematiche del prof. Tortolini, ben presto lo fecero conoscere, fra noi e fuori, come
uno dei primi matematici dei nostri tempi.

Non poteva percio il giovane matematico restare lungamente nell umile posto da lui occupato
nel Liceo di Pistoia, e lo troviamo quindi nel 1854 professore nel Liceo di Firenze, e nel 1857
professore di Algebra superiore in questa Universita. Passo poi nell’anno 1859 all’Analisi e
geometria superiore, e nel 1863 dopo morto il Mossotti anche alla cattedra di Fisica
matematica che conservo finché visse, mentre nel 1870 lascio I'insegnamento dell’Analisi e
geometria superiore per sostituirvi quello della Meccanica celeste che prese allora in seguito
alla morte del prof. Lavagna; e cosi dal 1857 in poi detto non interrotte le sue lezioni su varii
rami della scienza matematica in questa Universita fino a tutto 'anno scolastico 1890-91.
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Avrebbe voluto continuarle anche nell’anno decorso, ma la lenta paralisi che gia fino dal
novembre 1890 si era disgraziatamente manifestata in lui pur troppo non glielo permise.

I suoi 34 anni d’'insegnamento universitario misero in chiara luce sempre piu quale alto
ingegno matematico egli si fosse, perocché in ogni parte dei varii rami della scienza dei quali
ebbe ad occuparsi per l'insegnamento si trovano tracce di lui, del suo alto sapere delle sue
profonde investigazioni. I suoi lavori sulle equazioni per I'algebra; quelli sulle funzioni
ellittiche, sulle funzioni algebriche di una variabile complessa, sugli spazii a piu dimensioni
ecc. per l'analisi e per le applicazioni di questa alla geometria; i tanti lavori di fisica
matematica e di meccanica celeste sulla teorica delle forze newtoniane, sul calore, sulla
elettricita, sul magnetismo, sulla elasticita, sulla capillarita, sulla idrodinamica, sui moti di
sistemi di punti, sulla estensione dei principii della dinamica ecc. mostrano tutti come, sol che
si dedicasse allo studio di una parte qualsiasi delle scienze matematiche, egli rinveniva o un
nuovo vero da scoprire 0 una nuova via da aprire al progresso scientifico. Bene a ragione
quindi I"Accademia dei Lincei che lo ebbe per tanti anni fra i suoi membri piu illustri volle di
tutti i suoi lavori riuniti decretare la ristampa.

Tutto dedicato alle matematiche, a svilupparle ogni giorno di piui, a infonderne 1’amore ai
giovani studiosi, non dimentico pero gli studii letterarii e filosofici, e ad essi pure dedicava
sempre qualche ora del giorno; per modo che fu versatissimo anche in questo genere di studii.
Né lascio di attendere a tutto quello che attiene alla pubblica istruzione, tantoché poté sedere
nel Consiglio superiore di P.I. da quando questo fu ricostituito nel 1867 fino a pochi mesi
avanti la sua morte; fu sempre chiamato dal Governo a far parte delle commissioni pii
importanti per lo studio di cose relative ai varii rami dell’ insegnamento; fu segretario
generale del Ministero di Pubblica Istruzione dall’ottobre 1874 al marzo 1876; e oltre a
insegnare nella Universita diresse dal 1865 in poi la nostra Scuola normale superiore che,
sotto di lui poté venire in tanto onore, e dare tanti dei migliori insegnanti attuali non solo alle
nostre scuole secondarie, ma anche alle Universita, si per le lettere che per le scienze.

Salito in tanta fama pei suoi lavori scientifici, venne nominato socio o corrispondente delle
varie accademie o Societa italiane, come di molte straniere, fra le quali sono a citarsi quelle di
Berlino, Gottinga, Londra, Stoccolma, ecc., e fu decorato del merito civile di Savoja.
Conosciuto da tutti oltre ché pei suoi lavori, anche per la sua rettitudine, e pel suo amore alla
patria e alla liberta, fu per varie volte chiamato da uno dei Collegi della sua citta natale a
rappresentarlo in Parlamento, subito dopo la costituzione del Regno d’ltalia; e fu poi
nominato senatore del Regno nel 1884.

La paralisi che negli ultimi 18 o 20 mesi della sua vita lo andava lentamente consumando
pose fine a tanta operosita scientifica, e tolse poi alla scienza e alla patria un uomo che tanto
l'aveva illustrata, e che piu avrebbe certamente potuto illustrarla se fosse ancora vissuto. La
sua morte avvenne quando, essendo chiusa I’Universita, la maggior parte dei Professori e
degli studenti erano assenti; ma malgrado questo, le onoranze che gli furono rese furono
ancora solenni, perocché il Municipio nostro volle decretargli onorata sepoltura nel suo
celebre camposanto urbano, e oltre ai colleghi e agli scolari presenti buon numero di cittadini
vollero prendere parte alla funebre cerimonia dell’accompagnamento della sua salma, tutti
compresi di dolore per la dipartita dal mondo di lui che tanto avevano amato e stimato in vita.



Ed ora Enrico Betti non é piu; ma il ricordo delle sue belle qualita di mente e di cuore vive e
vivrd perenne in tutti e specialmente in coloro che lo ebbero a collega o maestro amatissimo, e
in tutti quelli che hanno il culto della Scienza. Il monumento che a cura della nostra Facolta
di matematiche e di tanti scienziati e amici e ammiratori di lui gli sard eretto nel nostro
Camposanto varra a ricordarlo anche ai pisani; ma piu di ogni altra cosa, e qui non solo, ma
in tutto il mondo scientifico, e anche in epoche da noi lontane, varranno a ricordarlo i suoi
lavori che senza dubbio lasceranno tracce incancellabili nella Scienza”.

ULISSE DINI

Da: Annuario della R. Universita di Pisa per I'anno accademico 1891-1892



1.2 Sobre o trabalho cientifico.

Betti é lembrado por suas contribuicdes a Algebra e a Topologia. Sua Opere
Matematiche, [B5], é composta de 64 artigos, ndo somente nas dareas acima
mencionadas, mas também em fisica-matemaética e na area do ensino de matematica.
Publicou em renomados periédicos cientificos europeus, desde 1850 até 1889.

Mostrou ser um pesquisador nato e dedicado. Segundo Nagliati, [N1], além
de se dedicar a leitura de diversas obras e de se empenhar em assumir uma cadeira
universitdria, (o primeiro cargo por ele assumido em 1854 no Liceu de Firenze
também lhe ajudou nessa pratica), seus relacionamentos permitiram-lhe manter-se
atualizado no campo cientifico.

Com efeito, Betti mantinha correspondéncia com diversos matematicos e
cientistas de sua época. Num total de 1.535 cartas, elencamos os nomes mais
presentes: Giuseppe Battaglini (1826-1894) (33 cartas.), Giusto Bellavitis (1803-1880)
(11 cartas), Eugenio Beltrami (1835-1900) (11 cartas), Pietro Blaserna (5 cartas),
Francesco Brioschi (1824-1897) (61 cartas), Luigi Cremona (1830-1903) (25 cartas),
Ulisse Dini (1845-1918) (22 cartas), Riccardo Felici (48 cartas), Angelo Forti (7 cartas),
Angelo Genocchi (1817-1889) (51 cartas), Francesco Magni (9 cartas), Luigi Pacinotti
(18 cartas), Placido Tardy (1816-1859) (48 cartas), Barnaba Tortolini (1808-1874) (48
cartas). Ocorreram ainda importantes contatos com os matematicos Kronecker e
James Joseph Sylvester (1814-1897).

Em particular, a correspondéncia com seu orientador, Mossotti (entre 1847 e
1857) foi fundamental para o desenvolvimento de sua primeira pesquisa realizada
sem vinculo burocratico com a academia, qual seja, a Teoria das Equacdes
Algébricas, em particular, sobre os resultados de Evariste Galois (1811-1832).

Ap06s publicar uma memoéria isolada em 1850 sobre fisica-matematica, Sopra la
determinazione analitica dell’efflusso dei liquidi per una piccolissima apertura [1850],
preocupada com a Teoria Capilar, que apareceu no primeiro ntimero do Annali di
scienze matematiche e fisiche, o interesse de Betti realmente se voltou a resolucao

algébrica e analitica de equagdes.



As obras Sopra la risolubilita per radicali delle equazioni algebriche irreduttibili di
grado primo [1851], Sulla risoluzione delle equazioni algebriche [1852] e Sopra la teorica
delle sostituzioni [1855], sdo as mais importantes publicadas por Betti sobre a Teoria
de Galois. Nessas, Betti estendeu e deu provas relativas aos conceitos algébricos da
Teoria de Galois, proporcionando uma importante contribuicdo na transicdo da
algebra classica para a &lgebra moderna, com o reconhecimento de ter sido o
primeiro matemdtico a ter publicado observacdes sobre essa Teoria, com a
demonstragao de um teorema enunciado por Galois.

Na primeira memoria, Sopra la risolubilita per radicali delle equazioni algebriche
irreduttibili di grado primo [1851], Betti demonstra, a partir das pesquisas de Lagrange
[1770], Niels Abel (1802-1829) [1829] e Carl Johann Malmsten (1814-?) [1847], o
teorema enunciado por Galois: “para que uma equagio irredutivel de grau primo seja
resoliivel por radicais, é necessdrio e suficiente que todas as raizes sejam fungdes racionais de
duas quaisquer entre elas”.

Como complemento a esse primeiro trabalho, publica uma breve nota, Un
teorema sulle risolventi delle equazioni risolubili per radicali [1851], mostrando alguns
resultados obtidos e demonstrando um resultado sobre o resolvente de Lagrange.

Em 1852, na memoria Sulla risoluzione delle equazioni algebriche (que representa
a contribui¢do mais importante entre as trés acima elencadas), Betti tentou tratar de
trés problemas, a saber:

(i) a determinacdo da condigdo necessiria e suficiente para que uma

equacdo irredutivel seja resolavel por radicais,

(ii) a determinagdo da condicdo necesséria e suficiente para a obtengdo das

raizes da equacdo de grau imediatamente inferior ao grau da equagao
proposta e,

(iii) a determinagdo da equagdo que definiu o mais simples irracional que

exprime a raiz da equagdo proposta, considerando resolvido

completamente o problema (i), conforme os fragmentos de Galois.
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Nessa memoria Betti estaria preocupado em expor, como ele mesmo disse,
“uma simples e facil Teoria das Substitui¢des”, com a intencdo de realizar uma
“exposicdo incomparavelmente mais clara” da que estava publicada sobre esse
argumento.

Todavia a leitura de tal trabalho é dificil e confusa quando se trata do conceito
de subgrupo e grupo quociente. Apesar de Marie Ennemond Camille Jordan (1838 -
1922), em seu Traité dés substitutions et dés equations algebriques [1870], ter creditado a
Betti tanto o preenchimento de lacunas nos argumentos de Galois, quanto ter sido o
primeiro a estabelecer, rigorosamente, a seqiiéncia dos teoremas de Galois, a
verdade é que seu trabalho contém erros conceituais. Mammone [M1] aponta tais
erros; porém esse seu trabalho também contém erros na teoria de grupos, apontados
na revisao do algebrista britdnico Peter Neumann (1940). Nagliati [N1] afirma que a
causa desse problema é que a memoria de Betti foi recebida com dificuldade no
ambiente matematico europeu.

O proprio Betti se preocupava com a difusdo de sua ideia no estrangeiro, e no
altimo més de 1851 submeteu seu estudo a Guglielmo Libri (1803-1869), a
personalidade matematica italiana que, talvez, teria a maior fama na Europa, mas
que por outro lado ja se encontrava inativo do ponto de vista matematico.

Em Setembro de 1854, ainda com o objetivo de buscar uma melhor recepcao
no ambiente matematico europeu para essa pesquisa se dispOs a analisar a avaliagao
de seu trabalho, feita por Sylvester, que escreveu a Mossotti em 11 de Abril de 1855,
convidando Betti a publicar notas de esclarecimento em varios pontos da meméria.

Betti reescreve sua Teoria de Grupo de Substituicdo na memoria de 1855,
Sopra la teorica delle sostituzioni, na qual faz referéncia a Sylvester. A memoria vem
escrita com uma terminologia e um sistema de notacdo que reflete aquele
introduzido por Augustin Louis Cauchy (1789-1857) nos anos 40.

Muito provavelmente, situagdes como esta podem té-lo levado a ser editor do
Annali di matematica pura ed applicata, junto com Brioschi, Tortolini e Angelo
Genocchi (1817-1899). Esse periédico substituiu, em 1857, o Annali di Scienze
matematiche e fisiche, primeira revista italiana de matematica e fisica, publicada em

1850 em Roma por Tortolini, periddico que tinha por principal objetivo fazer
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conhecido o trabalho italiano no estrangeiro, e de fazer conhecer na Itdlia as mais
diferentes linhas de pesquisa da Europa.

Por outro lado, Kronecker, escreve sobre o problema levantado por Betti em
1852, qual seja de determinar “a forma efetiva das raizes da equagdo resolavel”.
Kronecker tinha terminado esse calculo para a equagdo de grau primo e o seu
trabalho foi apresentado na Academia de Berlin, de Dirichlet (1805-1859).

Betti entdo, com um tratamento analitico, melhorou o resultado de Kronecker,
estendendo-o as equagdes de grau primo na memoria de 1855, Sopra la piu generale
funzione algebrica che puo soddisfare una equazione, il grado della quale é potenza di un
numero primo.

Um pouco antes, em 1854, mostrou que a equacdo quintica pode ser resolvida
por meio de integrais, resultando em fungdes elipticas; e assim pesquisou sobre
Fungodes Elipticas e em Fungdes Algébricas de Variaveis Complexas entre 1860 e

1863.

Como mencionamos, devido a Riemann, mudou sua linha de pesquisa,
passando a se dedicar a Fisica-Matematica e realizando um importante trabalho em
fisica tedrica, em particular em teoria potencial e elasticidade. Foi essa mudanca para
fisica-matematica que o conduziu Betti a herdar a cadeira de Mossotti em Pisa, como
ja acima mencionado, e Dini foi nomeado como seu sucessor na cadeira de Analise e
Geometria Superior.

Enfim, Betti ainda é considerado um dos fundadores da topologia, dada a
publicacdo de uma memoria em 1871, no qual vem a determinar os invariantes
chamados niimeros de Betti, assim nomeados por Poicaré, que estudou topologia por
intermédio dessa obra.

Como pesquisador, orientou os seguintes alunos: Ulisse Dini (1845-1918),

Cesare Arzela (1847-1912), Gregorio Ricci-Curbastro (1853-1925), Luigi Bianchi
(1856-1928) , Vito Volterra (1860-1940), Federigo Enriques (1871-1946).
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CAPITULO 2. Um Breve Histérico sobre a Teoria das Equacdes

Algébricas e sobre as Origens da Teoria de Grupos.

2.1 A Teoria das Equacdes.

Como ja dissemos em [M3], podemos resumir a Histéria das Equagoes
Algébricas como a histéria da busca de métodos para exibir as solu¢des de uma dada
equacdo de qualquer grau, por meio de radicais.

Exibir as solu¢des uma dada equacdo de grau n, por meio de radicais (isto &,
encontrar as suas solucdes algébricas) significa encontrar estas solu¢des por meio da
manipulacdo de seus coeficientes através das quatro operagdes aritméticas e extragao
de raizes. Tal procedimento aplica-se de maneira geral para quaisquer equagdes de
graus inferiores a cinco; para aquelas com grau superior a quatro, obtemos solu¢ées
algébricas somente em casos particulares.

Entretanto, as primeiras generalizagdes desse procedimento somente
comecam a ocorrer no final do século XVI. Até meados do século XVI sabia-se, por
esse método, resolver muitos ‘tipos” de equagdes do segundo grau e algumas do
terceiro grau, pelos trabalhos dos matematicos drabes. Essas equagdes algébricas
eram classificadas de modo que as raizes negativas e iguais a zero fossem evitadas.
Em 1545, Girolamo Cardano (1501-1576) publica, em meio a disputas, brigas e
traicdes, a obra “Ars Magna”, onde nos apresenta os procedimentos para a resolugao
das equagdes cuibicas e quadrticas. Nesse trabalho, Cardano analisou cada caso
distinto da equacgdo ctibica completa (isto é, classificou as equagdes em ‘tipos’),
transformando cada equagdo em uma outra do mesmo grau, sem o termo do
segundo grau, dando um exemplo numérico em cada caso, e provando
geometricamente a validade das solucdes. Ele sempre resolveu os problemas
propostos, mesmo quando o resultado implicaria em calcular a raiz de um ntmero
negativo, isto é, um ntmero complexo. Esta iniciativa, inclusive, impulsionou a

descoberta dos nimeros complexos.
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Ao final do século XVI, uma vez que tinham sido encontrados os métodos de
resolver as equagdes gerais ctibicas e quarticas, foi natural aparecer o problema de se
resolver a equacao geral quintica.

Era costume dos algebristas desse periodo reexaminar os métodos conhecidos
e buscar solucdes diferentes das de Cardano para resolver equagdes. Entre eles,
podemos destacar o algebrista francés Frangois Viete (1540-1603), que pela obra In
artem analyticem isagoge (1591), construiu seu tratamento as equagdes algébricas,
apresentando um novo método de resolver equagdes cubicas e um método
particularmente elegante para resolver equacdes quarticas do tipo x* +2ax’ =c—bx.
Porém sua grande contribuicdo foi dada na evolugdo do simbolismo algébrico e, por
conta disso, estabeleceu uma maneira de generalizar o conhecido procedimento para
solucao da equagao quadratica através da férmula de Cardano.

Apesar da procura de um método para resolver a equagio quintica usando
radicais ter tornado-se infrutifera, ela conduziu a alguns resultados interessantes.
Entre eles o de Ehrenfried von Tschirnhaus (1651-1708), que descobriu a
transformacdo que elimina alguns dos termos intermedidrios de uma equagdo
algébrica, observando que poderia usar esta transformagdo para desenvolver um
algoritmo capaz de reduzir uma equacdo geral de grau n para uma equagao
binomial, obviamente de grau n: uma equacdo na qual contém apenas o termo de
grau n e de grau zero, e entdo resolvidas por radicais. Entretanto, ele somente
conseguiu reduzir a equagdo ctbica para a forma binomial, e quartica para uma do
tipo ax*+bx* +¢=0. Usando estas transformacdes também demonstrou que uma
equacao de grau n >2 pode ser reduzida para uma forma onde os coeficientes dos

termos de grau n—1 e n—2 sao ambos zero.

Este procedimento foi utilizado pelo inglés George Birch Jerrard (1804-1863),
que mostrou que a equacao geral de grau n =35, poderia ser reduzida para a forma
x’+x+a=0. Tal procedimento também foi utilizado em 1786 pelo matematico
sueco Erland Samuel Bring (1736-1798) que demonstrou ser possivel encontrar uma

transformacao (por Tschirnhaus) que reduz a equacgdo quintica para a forma
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y’+py+q=0, porém este procedimento ndo conduz a sua resolucdo. A forma

x’+x+a=0 éachamada forma de Bring&Jerrard.

Um tnico método para resolver as equacdes dos primeiros quatro graus foi
proposto por Leonard Euler (1707-1783) em 1732. Ele sempre supds que qualquer
equacao algébrica de grau n poderia admitir uma reducdo de seu grau para n-1,

como acontece de fato com as equagdes de segundo, terceiro e quarto graus. Entao
propos, para as raizes da equacdo de grau n, a forma x=1%/A +4/A, +...+4/A,_,
onde os A, sdo as raizes do chamado resolvente da equacdo (expressao construida

em funcdo das raizes da equagdo dada), embora nunca tenha feito os calculos para
n=>,.

Foi Joseph Louis Lagrange (1736-1813) quem fez um exame cuidadoso acerca
desta questdao em seu trabalho “Réflexions sur la résolution algébrique des équations”,
publicado em 1770.

Nesse trabalho ele se fixou em criar equacdes auxiliares (agora conhecidas
como resolvente, mas a qual ele chamou de equacgdes reduzidas), onde as raizes da
equacao dada seriam expressdes racionais de raizes de determinadas equagdes e das
raizes da unidade.

Ele demonstrou que, para uma equacdo de grau n, o grau da equacao
resolvente é n!, e que para n=3 e 4, tal expressao racional das raizes pode ser
escolhida de forma a construirmos equagdes resolventes de graus 6 e 24
respectivamente. As propriedades inerentes a essas equagdes construidas, permitem
ainda a reducado de seu grau para n—1. Isto é, para grau n=3 e 4 da equacao dada,
reduzimos o grau da equacdo resolvente para 2 e 3 respectivamente. Entretanto,
para n =5, o grau de qualquer resolvente suposto por Lagrange n =5!=120, sempre
foi reduzido para 6 (n+1), e ndo para 4 (n—1) como ele poderia ter desejado. E por
esse motivo, ficou inseguro para fazer qualquer outra reducdo, pois ndo estava

habilitado a provar a ndo existéncia de tal resolvente.
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Essas reflexdes o conduziram a pesquisar um tnico método de resolver
equagdes dos primeiros quatro graus. Ele verificou que, para uma dada equacao de

grau n <4, comraizes x,, com 1<i <4 , temos:

"tax" +.ta,_x+a,=(x—x)x—x)...(x—x,) (1)

de maneira que ao operar o lado direito da igualdade, obtemos:

a,==D"xx,.x,

a, =—(x,+x, +..+x,)

onde a, e a, seriam fun¢des (permutacdes) das raizes x,,x,,...,X, .

Verificando que essas fungdes ndo se alteram para quaisquer permutagdes de

X,y X,,...,x, , desde que o lado direito de (1) ndo se altere por tais permutacoes,

Lagrange teria descoberto um novo caminho para a pesquisa de solugdes por
radicais para equacdes algébricas de qualquer grau, uma vez que seu trabalho serviu
de base para Paolo Ruffini (1765-1822) e Niels Henrik Abel (1802-1829) mostrarem a
insolubilidade das equagdes de grau maior ou igual que 5, utilizando o conceito
acima de fungdes simétricas; e para Evariste Galois (1811-1832) desenvolver o
trabalho que estabelece as condigdes de solubilidade para uma equacao.

Rigatelli, [R1], afirma que o trabalho de Ruffini mostra de forma implicita,
alguns conceitos que Evariste Galois usaria depois. O que mais tarde viria ser
chamado de grupo de permutacdo, Ruffini chamou apenas de permutacdo, e a
palavra no singular, significava o grupo de todas as permutacdes para os quais uma
funcdo permanece inalterada.

De toda forma, foi de fato o matemaético noruegués Niels Abel quem, em 1824
demonstrou a impossibilidade de resolver a equacdo geral de grau n >5 por meio de
radicais. A importancia particular do trabalho de Abel “Memoire sur une classe
particuliére d”’equations résolubles algébricament”(1829), estd na demonstracdo de que,

nas equacgdes resoltveis por radicais, todas as raizes podiam ser expressas por
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fungdes radicais de qualquer outra raiz, e que estas fungdes eram permutdveis com
respeito as quatro operacoes aritméticas.

Evariste Galois, depois de analisar os trabalhos de Lagrange, Ruffini, Cauchy,
Abel e Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855), iria mostrar, como dissemos, quais
as condigdes para que uma equacao algébrica de grau qualquer possa ser resolvida
por meio de radicais. Estas condigdes foram estabelecidas em 1831 no trabalho “Sur
lés conditions de résolubilité des équations par radicaux”.

Galois é considerado um dos fundadores da Algebra Moderna, pois foi o
primeiro a introduzir a condicao abstrata de associar objetos a outros que possuem
completamente ou em parte, a propriedade que se quer estudar no primeiro. Isto fica
claro em seu artigo, pois ele expressou a condigdo de resolugdo por radicais em
termos das propriedades do que ele definiu como grupo e grupo parcial das
permutacdes das raizes da equacdo dada. Ele também foi o primeiro a expressar
claramente a ideia de grupo de permutacdes, fechado em relagdo a uma operacao,
pois em suas memorias afirmou que: “Quando queremos agrupar algumas permutagoes
levaremos tudo para uma permutacio simples ... se em tal grupo hd permutacoes S e T,
haverd também a permutacio ST ”. Este método de investigagdo - associar objetos de
varias ordens a outros que traduzem, completamente ou em parte, a propriedade
que se quer estudar no primeiro - é tipico da algebra moderna. Galois usou, sem
definir, conceitos atualmente chamados de grupo de permutacdo, subgrupo, sub-

grupo normal, grupo quociente e a ideia de Estrutura de Corpo.
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2.2 AsOrigens da Teoria de Grupos e das Estruturas Algébricas.

A publicagdo e o conseqiiente reconhecimento dos trabalhos e das ideias de
Galois ocorreram por meio das edi¢des de Outubro e Novembro de 1846 no Journal
de Mathématique pures et appliquées, de Joseph Liouville (1809-1882), quinze anos ap6s
a sua morte. Esta demora se deve, em parte, pelos sucessivos pareceres
desfavoraveis da Academia Francesa de Ciéncias a estes trabalhos, pois, como ja
dissemos, seus principais revisores Sylvestre Francois Lacroix (1765-1843) e Siméon
Denis Poisson (1781-1840) ndo encontraram clareza nas afirmacdes e demonstragdes
apresentadas. Para eles seu trabalho era mera repeticao do de Abel.

Ainda vivo nesta ocasido, Galois afirmou que o trabalho de Abel era mais
restrito que o seu, e que sua ideia era fazer um trabalho enxuto, com o minimo
necessario para o entendimento da leitura, sem repeticoes de definicdes e de
demonstragdes de teoremas ja conhecidos.

Na realidade, seu trabalho estava em contraste com o de Abel por ter um
espirito mais abstrato e por ndo ser extremamente computacional, maneira pela qual
se lidava com a matematica nesta época.

Como ja dissemos, os primeiros textos publicados sobre os trabalhos de Galois
foram os de Enrico Betti e esse foi o tinico avango na Teoria de Galois até 1870.

Arthur Cayley (1821-1895) publica, em Janeiro de 1854, “On the Theory of
Groups, as depending on the symbolic Equation 8" =1”, que aborda pela primeira vez o
conceito abstrato de grupo, junto com as ideias de grupos conjugados e subgrupos
normais, colaborando assim para o desenvolvimento da Teoria de Grupos.

Joseph Alfred Serret (1819-1885) contribuiu para o desenvolvimento da
notacao das Teorias de Galois e de Grupo. Seu pupilo, Camile Jordan, publica em
1870 o Traité des substitutions et des équations algébriques. Segundo Kiernan, [K2],
Jordan foi o primeiro algebrista a obter uma formulacao original da Teoria de Galois,
apresentando o conceito de torre de grupos (o grupo da equagdo é gerado por uma
sequiéncia ordenada de permutagdes tal que, para cada permutagdo na seqiiéncia, a
altima poténcia positiva da permutagdo que estd no grupo gerado por todas as
permutacdes precedentes tem expoente primo).
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Quase que em paralelo ao desenvolvimento abstrato do conceito de Grupo,
Richard Dedekind introduziu o conceito de Corpo, citado por Kiernan [K2]:
“Qualquer sistema real ou complexo que satisfaz a propriedade fundamental do
fechamento serd chamado Corpo”.

Dedekind publica seus resultados no Zahlentheorie, em sociedade com
Dirichelet, nas edigdes de 1863, 1871, 1879 e 1894, apresentando desenvolvimentos
significativos em teoria dos ntimeros, teoria dos ideais e teoria de corpos finitos. Na
edicdo de 1894, desenvolve a teoria de extensdo de corpos, isto é, Dedekind faz
referéncia a Galois no conceito de adjuncdo de elementos para o conjunto de
coeficientes de uma equagao.

Com uma linha de pensamento matematico diferente, Kronecker introduz o
conceito Dominio de Racionalidade, apresentado em seu trabalho de 1882, “Grundziige
einer arithmetischen Theorie der algebraischen Grdflen”, onde mostra que toda raiz de
uma equacao algébrica irredutivel sobre o dominio de racionalidade pertence a uma
extensdo algébrica criada pela adjuncdo. Isto é qualquer expressao algébrica que
represente uma das raizes da equagdo dada pode ser adjuntada para o dominio,
criando um novo dominio de racionalidade.

Enquanto Kronecker estava preocupado com os elementos que formam um
corpo, Dedekind estudou as propriedades dos conjuntos de tais elementos, e de certa
forma a definicdo de extensao algébrica de Dedekind coincide com a definicao de
dominio de racionalidade de Kronecker.

Com o conceito de extensio, é Dedekind que desenvolve a ideia de
isomorfismo e automorfismo de corpos, que iriam gerar os conceitos de dependéncia
e independéncia linear, base e gerador e espaco vetorial, associando o namero de
elementos da base do espaco vetorial (dimensdo) ao grau da equagdo dada (ao grau
da extensdo). Estas ideias seriam utilizadas por Emil Artin (1898-1962) em sua
reformulacdio da Teoria de Galois. Para Dedekind estas ideias eram o6bvias e,
portanto ele ndo as provou. Artin publica Foundations of Galois Theory em 1938 e
Galois Theory em 1942, e com uma abordagem quase idéntica a de Dedekind

completa aquela exposigao.
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Um pouco antes, no final do século XIX, uma moderna exposigdo da Teoria de
Galois foi produzida por Heinrich Weber (1842-1913) em dois artigos: “Die
allgemeinen Grundlagen der Galois'schen Gleichungstheorie” de 1893 e “Lehrbuch der
Algebra” de 1895.

Utilizando os conceitos de corpo de Dedekind, desenvolve a teoria sem
referéncia a qualquer interpretagio numérica dos elementos usados, isto §é,
assumindo uma abstracdo total e definindo o conceito de Grupo por meio de
elementos que sao “coisas” (Digen), de forma que grupos de permutacdo e grupos
finitos, em geral, sdo casos especiais, particulares.

Segundo Kiernan, [K2], o desenvolvimento de Weber é certamente o primeiro
tratamento moderno da Teoria de Galois, pois ndo estd restrito ao corpo dos
racionais, mas a um corpo arbitrario. Preocupada somente com as extensdes e 0s
grupos de automorfismos dessas extensoes, estuda a natureza da solugdo e deixando
em segundo plano o processo de solugéo.

Esses trabalhos podem ser considerados como antecessores do trabalho de

Artin, 40 anos mais tarde, tltimo tratamento desta Teoria.
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2.3  Algumas Relacdes Matemadticas entre os Principais Conceitos

Desenvolvidos por Cardano e Lagrange.

Faremos, neste item e no préximo, a apresentacdo de algumas relacdes das
ideias matemaéticas elaboradas por Cardano e Lagrange, restritas as equagdes do 4°

grau.

Suponha uma equagio dada x*+ax’+bx’+cx+d =0, de coeficientes
inteiros. O chamado método de Ferrari, apresentado por Lodovico Ferrari (1522-
1565) a Cardano, e que foi publicado no Ars Magna, como o primeiro método

descoberto para a resolucdo desse tipo de equagdo, pode ser descrito tal como segue:

Fazendo a mudanga de varidvel x=y+h na equacdo proposta, eliminaremos
3 . .
o termo ax”, por meio de uma escolha conveniente para o valor de 4.

Como exemplo, considere a equagdo 16x* —64x’ +72x*> +16x—19=0. Para
< . s 3 5 21
h =1, obtemos a equacao reduzida y" - 5 y =-2y- o
Nessa tltima versdo da equacdo, inserimos a expressao 7.y’ + § em ambos o0s

lados da igualdade. Isto ¢,

s 3 2 2 21
=y +yy +p=yy =2y+| f—-——|.
S A O B=yy -2y ( 16]

2
Essa inser¢d@o nos leva a fatoracéo (y2 + \/E)z = (\/;y - /ﬁ - %j ,com a

condigdo de que

3 2
2E=7- p=L—slil (1)

7-[,3—12—61) =1 7.(,5—2j=1 (i)

E substituindo (7) em (II), recaimos na cibica  »* —3y* -3y—-4=0 [1].
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Se 1, &, @’ sdo as raizes da unidade, as solugdes desta cubica, por

Cardano/Lagrange (procedimento descrito em [M3]) sdo:

7 =4
7, =1+2a+2a.
7, =1+2a° +2a

Utilizando 7, =4 em (11), temos 4(,6‘—%]:1 = ’B=12_§
25 ’ 4 ’ 1
tal que Ty = = 2y—|— P 242 4oy =
we [veB]-[o-fE] o -
e portanto, as quatro raizes da equagio reduzida y* —=y> =-2y—-"— sdo:

Entretanto, a escolha por y, =4 foi arbitraria.
Poderiamos ter utilizado ¥, ou y, quando do calculo do valor de S e, é claro,

obteriamos as mesmas quatro raizes descritas acima. Ou, e assim observando esse
fato de outra maneira, temos trés caminhos diferentes que nos leva as quatro raizes
da equacao proposta. E isso se aplica em geral.

Mas, e do mesmo modo que para a equacdo quartica, o método de Cardano
para a resolucdo de equacgdes cubicas nos leva a duas possibilidades distintas para
encontrar as (trés) raizes de equacoes desse grau (v. M[3]).

Considerando a necessidade da resolugdo de y° -3y —3y—4=0 no exemplo
acima, temos, enfim, no procedimento para a solugao por radicais da equacdo do 4°
grau, duas possibilidades para encontrar os trés caminhos que nos leva as quatro

raizes da equacdo. E, uma vez mais, isso se aplica em geral.
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Temos, assim, vinte e quatro valores tais que somente quatro sao diferentes
entre si.

Verifiquemos o porqué desse resultado, por meio de uma interpretacao acerca
da pesquisa, nesse tema, de Lagrange.

Preocupado com a unificacdo e a validagao dos diferentes métodos de solucao
para as equacdes de grau menor do que cinco, Lagrange propds uma analise por
meio da utilizacao do que chamou resolventes das equagoes.

Os resolventes foram por ele definidos como fungdes racionais das raizes das
~ ~ At 1 )
equacdes propostas. Para equagdes do grau trés, utilizou ¢ = 5(’“1 +a.x,+a" x;),edo

grau quatro, utilizou ¢ = x,x, + x,x,.

Permutando de todas as maneiras possiveis as raizes x; em ¢, encontrou 6
expressdes diferentes para a funcdo relativa a equacao do 3° grau e 24 expressdes
para a funcdo relativa a equacdo do 4° grau.

Elevando cada um dos 6 e 24 valores a terceira e a quarta poténcias,
respectivamente, encontrou 2 valores diferentes para o primeiro caso, e 3 valores
diferentes para o segundo caso.

E assim, pode trocar a equacdo proposta, de grau trés ou quatro, por outra de
grau dois ou trés, respectivamente, redefinindo, dessa maneira alternativa, o
principio basico para a solucdo de equagdes por radicais: para resolvermos uma
equacao de grau n, devemos encontrar uma equacdo, equivalente a proposta, de
grau n—1.

Nessa exposi¢do utilizaremos um resolvente padrao, definido por Betti. A

quantidade ¢=x, +.x, +@’.x; +..+&"'x, foi chamada por Betti de o resolvente de

Lagrange, onde x,, x,, x;,...,x, sd0 as raizes da equacdo de grau n dada, e

n

n-1

l,a, a, .., a"" sdo asraizes da unidade, equagao auxiliar x" —1=0.

Retomemos, entdo, a equacao geral e completa do quarto grau e consideremos
a quantidade t=x, +a.x, + @’ .x, + &’ x,; onde x,, x,, x;, X, sS40 suas raizes, que se

permutamem ¢, e 1, «, a’, o’ sdoas raizes da equacgao auxiliar x'=1=0.
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Abaixo descrevemos cada uma das vinte e quatro permutagdes possiveis

pondo, por praticidade, @ =—1 no lugar de a =i, para utilizar a simetria induzida

por essa adjungéo,

=X =X, +X;— X, ty =X, —X, + X, — X,

Ly =Xy =X+ X, —X3 =1 e =Xy =X +x, —Xx, =15
Iy =X, —X, + X, —X, =1 =X, =X+ X —X, =15
[y =Xy =X +x, =X, =, ty =X, =X, + X, —x;, =1
lo =X = X3+, =X, I3 =X —X;+x, — X,

Lo =X, =X+ X3 =X, =1 Ly =X, — X, + X3 — X, =—1;
Ly =X =X, + X = X3 =1 Lis =X, — X, + X, — X5 =15
lp =X =X+ X, —x = Le =Xy —X,+X, —X, =—1,
fig =X, =Xy +X, = X Ly =X =X, + X=X,

Ly =X3 =X +X, — X, =—1; tyy =Xy =X, + X, — X3 =1,
Ly =Xy =X; X, =Xy =1 Lyy = X3 =X, + X, — X, =1,
Ly =X, =X, + X3 — X, =—1, by =Xy =Xy +X, — X, =—1,,

Devemos interpretar essas vinte e quatro quantidades como duas
possibilidades para encontrar os trés caminhos que nos leva as quatro raizes da

equacao, num total de vinte e quatro valores, onde somente quatro serdo diferentes

entre si.

E ao invés de calcularmos a quarta poténcia de cada uma das permutacdes em

t, faremos tal como Edwards, [E1], construindo um polindmio g e realizando, pelas

igualdades descritas, as trocas das quantidades ¢,, em seus fatores, 1>i>24, como

segue:
g(x)= (x_t1 )(x—tz)(x—t3)(x—t4)(x—t5 )...(x—t23)(x—t24)

= (x_tl )(x+t1)(x_tl )(x+ £ )(x_ts)(x+t5)---(x_t21 )(x+t21)
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=(x—1,) (x40, (x =15 (x4 15 (=1, (x +1, ).

(x_tm )2.(x+t13 )2-(x_t17 )2-(x+t17 )2.(x—t21)2.(x+t21)2

Mas t, =t,, t5 =t,, ty =t,,.

Logo, g)=(r=1,) (1) (x=15) (x+25) (x=1,) (x+1,)

= (xz —t12)4.(x2 —t52)4.(x2 _t92)4

Se tomarmos g(x)= f(x)', definimos uma relacio entre a cubica
vy’ =3y> =3y—4=0 [1], equacdo presente no procedimento de Ferrari do exemplo

acima, com f(x) = (x2 —tlz)(xz —tsz)(x2 —t92).

)= = )b -2 ) 1)

= (2 2 e+ e i e - ()

Esse polindmio f(x) é de grau seis, e representa a equagdo resolvente da
2 1as 2 2 2 A ~ 2
ctibica, onde ¢,, t,°, t,” representam suas trés solugdes, quando tomamos y = x~.

De fato, fazendo y = x> em f(x), temos

3 2 2 2\ o 2.2 2.2 2 2 2 2 2
f(7)=7 _(tl +i5 +1i )7 +(t1 Is +1 2y tisly )7_(t1 Is 4y )

onde 7,, 7,, ¥; sdo as raizes da equacao [1] em funcao dos ¢,.
Isto é, podemos estabelecer uma relagdo entre as quantidades 1, t5, ¢, e 0s

coeficientes de [1]:

1+t +1, =3

2

10 101 w101

=3

1011 =4
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Cada funcgdo gera uma raiz para a ctbica [1]. E cada raiz de [1] gera as quatro raizes

da equac@o proposta.

Ou seja, conseguimos reduzir o grau da equacdo dada de quatro para trés.
Depois vamos reduzir o grau de trés para dois. E, portanto, essa andlise nos permite

definir as raizes da qudrtica por meio dos valores +¢,, ¢, t1,,

X, :i[(xl +x2+x3+x4)+‘{/l‘7+‘{/l‘?+‘{/t?J
| O Al A
X, :i[(xl +x2+x3+x4)+‘§/t17—‘{/t57—‘{/t97}

X, =i|:(xl+x2+x3+x4)—‘{/t7+4\/t?—§/t?4:|

pois,

1
X, = Z|:(XI +x, +xy ) Fint 4t +4w/t94J=

(3, + 1, +x,)+ 4 (6, —x, + 3, —x,)' +

1
_Z 4 4
+V(x1_x2+x4_x3) +</(x1_x3+x2_x4)
1[G+ x, + oy +x,)+ (o —x, +xy—x,)+ |
=— =—4x
4 +(x1_x2+x4_x3)+(x1_x3+x2_x4)

Analogamente para x,, x;, X, .
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Notemos que a opg¢ao na conservagao das quantidades +¢,, *t,, 7, em g foi
tdo arbitraria quanto a escolha de ¥,, quando da resolucdo do exemplo acima.
Isto porque as quantidades ¢, sdo ciclicas para ¢, t,,, t,ss ts)

i=1+k, ..., 4+k ; k=0, 4, .., 20, isto §é,

h=at,=a’t,=a’t, =a't,

ti=at, =o', =’ ty=a't = ..

b=ty =a’t,=a’t,=a"t, = ..

entdo, poderemos optar em tomar qualquer 7, que obedegam essas condicdes e obter

as raizes da equacao dada.

Por exemplo, é facil verificar a possibilidade de utilizar a quantidade ¢, e

t,,no lugar de ¢, e t,, em g(x):

g(0)= (v =1, )(x=1,)(x =13)(x =1, )(x = 15)... (= 13 ) (x = 1)

= (x+tz)(x_tz)(x+t2)(x_t2)(x_t5)(x+t5)'-~(x_t21)(x+t21)

Com tais escolhas, irfamos escrever as raizes da equacdo quértica em funcao
de 1,, t,, t,.

Poderiamos também optar em utilizar z, ao invés de ¢, por exemplo. Nesse
caso escreveriamos as raizes da equagao em funcao de t,, 7., t,.

E isso mostra que as quantidades ¢, 1, t,,, t,,3; i=1+k, ..., 4+k,

k=0, 4, ..., 20, sdo invariantes entre si.
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24 As Ideias de Galois.

A equacdo do grau quatro possui solugdes por radicais porque obedece a
condigOes especificas, relativas as trocas das quantidades invariantes ¢, em g. E foi
Galois quem estabeleceu, para uma equagdo algébrica de grau qualquer, tais
condicdes, que estdo diretamente associadas com as propriedades que regem a
construcao do que ele chamou o grupo da equacéo.

Nosso objetivo, agora, passa a ser o de estabelecer relagdes entre os conceitos
apresentados por Galois e as ideias de Lagrange; vamos associar os polindmios g e
f com as propriedades dos chamados grupos e grupos parciais, para o caso da
equacao do 4° grau.

Como sabemos, Galois nos diz que, em primeiro lugar, devemos tomar uma
funcdo do tipo V=Aa+Bb+Cc+Dd, com A, B, C, D numeros inteiros, e
a, b, ¢, d raizes da equagio dada, associando a essa, o polindmio V = @(a, b, c, d)
ou V-¢la,b,c,d)=0.

Devemos multiplicar entre si todas as equagdes semelhantes a essa, obtidas
por todas as permutacdes definidas por ¢, em V, deixando somente uma letra fixa,
por exemplo, a letra a, construindo uma equacao da forma F (V, a) =0Qoua=f (V),

para dela obtermos o valor de a, raiz da equagdo que se quer resolver, expressada

como uma funcio racional de V :

F(V,a)=(V -gla,b,c,d)).(V-gla,d,b,c)).(V - d(a,c,d,b)).
.(V—=(a,e,b,d)).(V-(a,d,c,b)).(V —(a,b,d,c))

Essa equacao sera associada ao grupo da equagao proposta.

Antes desse proximo passo, vamos relacionar a construgdo dessa equagao
com os procedimentos de Cardano/Ferrari e de Lagrange. Em Ferrari, quando da
solucdo da equagao cutbica, obtivemos uma equacao de grau 6, que foi reduzida para
o grau 3, tal que tinhamos duas possibilidades de encontrar 3 raizes, num total de 6

valores, tal que cada um deles fornece as quatro raizes da equagao proposta. E, no
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decorrer da analise de Lagrange, o polindmio g(x) é reduzido a uma versdo com 6
fatores de multiplicidade 4: g(x)= f (x)".

Logo, sendo F(V,a) com 6 fatores, podemos sugerir a identificacao
F(V,a)= f(x), desde que V = e que exista a possibilidade de reduzir F(V,a) em trés
fatores.

Dai, se F(V,a) for composta pelos (V-¢,)(V-¢,)(V-¢,), por exemplo, as

quantidades racionais ¢,, ¢,, ¢, serdo tomadas para escrevermos

a=i[(a+b+c+d)+‘{/¢7+W+4\/¢k_4},

tal como fizemos acima, dada a dultima reducdo em g(x). E, entio obter,
racionalmente, o valor de 4.

Nesse caso, a identificacdo V =7 é simples e direta. Acima, definimos ¢, por
meio das permutacdes das raizes «x,, x,, x;, x, da equagdo dada, na expressdo
racional f=x, —x, +x, —x,. Entretanto, Galois utilizou as letras «a, b, ¢, ... para se
referir as raizes da equacgdo, e a letra ¢ para as permutagdes em V. Basta

adaptarmos a notagdo para os 24 valores ¢, =¢,, 1<i<24.

N

Agora, nos voltemos ao préoximo passo de Galois: associar a equacdo

F(V,a)= f(x), o grupo (de permutacoes) da equacao de grau quatro, que segue:

¢, =abcd @5 = acdb @, =adbc @3 =abdc ¢, =acbd @, =adcb
¢, =badc ¢ = cabd o =dach ¢4 =bacd s = cadb ¢y, =dabc
¢, = cdab ¢, =dbac ¢\, =bcad 5 =dcab ¢y = bdac $,; = cbad
@, =dcba @ =bdca @, =cbda @6 =cdba Py =dbca ¢, =bcda

Observemos que em cada linha do grupo, a letra a esta fixa, tal que a

primeira linha do grupo representa os fatores da equagdo F(V,a); as demais linhas
serdo versdes diferentes para F(V,a). Portanto, a disposicdo das permutagdes no

grupo mostra-nos que podemos construir 4 versoes diferentes para essa equacao (e
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cada uma das 4 linhas do grupo acima sao equivalentes entre si; o que completa a
identificacdo F(V,a)= f (x)).

Como sabemos, devemos decompor o grupo acima em p (p primo) grupos
parciais, sendo que tal decomposigdo ocorrera sempre que adjuntarmos as raizes da
equacdo auxiliar na equacao proposta.

Logo, as sucessivas redugdes no grupo definem cada uma das sucessivas
redugdes dos fatores do polinomio g(x).

Um grupo é decomposto toda vez que definirmos uma tnica substituicio
(operacgao que relaciona duas permutagdes) que nos faz passar de um grupo parcial
para outro, sendo que cada grupo parcial construido devera conter permutagoes
equivalentes entre si.

Entretanto, Galois nos diz que devemos realizar as decomposicdes seguindo
os passos da solucdo da equagao dada.

Nossa referéncia é o método de Ferrari, acima exposto: é necessdrio, em
primeiro lugar, extrair uma raiz quadrada, para recairmos em uma equacao cubica.
Ap6s a extracdo da raiz ctbica, fazemos a extracdo da raiz quadrada duas vezes.

De acordo com essa seqiiéncia, a extracdo da raiz quadrada é a primeira
adjuncdo das raizes de uma equagdo auxiliar que devemos fazer. Entdo essa
adjuncao deve dividir o grupo de 24 elementos em p =2 grupos parciais com o

mesmo nimero de elementos.

O préximo passo é dividir este grupo parcial de 12 elementos, resultante da
primeira reducdo, em p =3 grupos de quatro elementos, que ocorrerd quando da
resolucdo da equacdo cuibica oriunda da extragdo da primeira raiz. Nesse caso,
fazemos a segunda adjuncao das raizes da equagdo auxiliar, de grau 3.

E pelas duas extragdes consecutivas da raiz quadrada, ou seja, adjuntando
pela terceira e quarta vez as raizes de uma equagdo auxiliar de grau 2, reduzimos o
grupo parcial de 4 para 2, e de 2 para 1.

Portanto, decompomos as 24 permutagdes do grupo total em 24=2.3.2.2 .
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As substituicoes que irdo dividir o grupo serdo definidas tomando como
referéncia as posi¢des das letras, e ndo as letras.

Vamos fixar as posi¢des das letras a partir da permutacdo identidade abcd :
a=1 b=2
c=3 d=4

(i) a substituicao (3 — 4, 4 — 3) divide! o grupo em 2 grupos parciais

Assim, temos que:

abed acdb adbc abdc acbd adcb
badc cabd dacb bacd cadb dabc
cdab dbac bcad dcab bdac cbad
dcba bdca cbda cdba dbca beda

Considerando a identificagdio V =7, vamos usar ¢ para denotar cada

permutacdo em ¢ e reescrever g(x):

g(x): (x_¢1)(x_¢2)(x_¢3)(x_¢4)(x_¢5 )---(x_¢23)(x_¢24)

Assim, devemos ter:
gx)=(x=0,)(x=0,)(x=,)(x =, ) (x = 5 )...(x = 4,5 ) (x — 9, ) =
=(x=0) (x=0,) (x=03) (x—0,) (x = 95) *(x— 6 ..(x =9, )" (x—9,,)°

pois ¢, =¢,,;, i=1, .., 12 sdo equivaléncias que deixam invariante o grupo da
equacao e cada grupo parcial contém as mesmas permutagoes. Isto é, g(x)=(h,)*.
(ii) a substituicio (2— 4, 4 —3, 3—2) define a divisdo de cada um dos grupos

parciais de 12 elementos, em 3 grupos parciais de 4 elementos;

1Se ¢=3, d=4 entdo (3 -4, 4> 3) leva ¢ para a posicdo de d , e vice-versa, isto é, inverte as
posicdes das letras ¢ e d para os 12 elementos a esquerda, em relagdo a cada um dos 12 elementos a
direita, no grupo acima. Logo, qualquer um dos grupos parciais de 12 permutagdes fica invariante
sobre suas permutagdes, de maneira a optarmos entre um dos grupos. Fazemos o mesmo com relagao

as aplicagdes em (ii), (iii) e (iv).
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abcd acdb adbc

badc cabd dacb
cdab dbac bcad
dcba bdca cbda

E em h(x) teremos:
hl(x)z (x—¢1)(x—¢2)(x—¢3)(x—¢4)(x—¢5)(x—¢6)...(x—¢11)(x—¢12)
=(x=0,) (x=9,)" (x~0,)" (x~9,)",

para definirmos (h,)’ =h,(x), considerando que ¢, =¢,,=9,,, i=1, 2, 3, 4 sdo as

equivaléncias que deixam o grupo inalterado e que cada grupo parcial contém as

mesmas 4 permutacoes.

(iii) a substituicio (1 >3, 3—1, 2—>4, 4—2) define a divisdo de cada um dos

grupos de 4 elementos, em 2 grupos de 2 elementos;

abcd cdab
badc dcba

isto é, ¢, =9, e ¢, =¢,. Estas equivaléncias definem (,)* = h, (x)=(x - ¢, )(x - 4,)

(iv) a substituicao identidade define a dltima divisio do grupo e o polindmio

(h3)2 =h4(x)=(x—¢1),'

Podemos entdo afirmar que as redugdes do grupo e do seu polindmio
associado se completam quando definimos o grupo da equagdo dada pelos critérios
acima. O grupo total, disposto como abaixo, ainda revela o polindmio
F(V,a)=(x-¢,)(x-¢5)(x—g,), pois, quando tomamos qualquer permutacdo contida
na primeira coluna, por exemplo, #=abcd, e as aplicacdes descritas em

(i ), (ii ) e (iii ) acima para construgdo do grupo da equagao, temos:
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abcd acdb adbc abdc acbd adcbh

badc cabd dach bacd cadb dabc
cdab dbac bcad dcab bdac chad
dcba bdca cbda cdba dbca beda

(i) aplicando 2 -4, 4 -3, 3> 2 para 6, obtemos 6, = acdb.
(it) aplicando 2 — 4, 4 — 3, 3— 2 para 6,, temos 6, = adbc .

(iii) e ainda @, =8, pela mesma aplicagao.

Obedecendo a 6bvia condicdo que 6 é aplicada em uma das permutagdes que

estd no grupo, e ndo esta no grupo parcial.

Galois afirma sem demonstrar? que esta construcao faz com que a expressao

(9 +ab, +a’6, )3 seja invariante por todas as substituicdes do grupo total.

Quando extraimos a raiz ctbica dessa expressdo, isto é quando temos

(3\/(6+a.01 +a’é, )3), obtemos a parte final das quatro raizes expressas por

Lagrange em funcdo das quantidades ¢, exibidas acima, de forma que:

xzi[(xl +x, + X, +x4)+VZ7+‘{/I7+‘{/I7J =i[(x1 +x,+x+x,)+0+0ab, + a6, ]

onde O=1,=¢, 6,=t;=¢;, 6,=1,=¢, e F(V.a)=(x-0)(x-6,)(x~6,).

Repetindo tal procedimento para cada uma das 3 permutacdes restantes na
primeira coluna, vamos obter o mesmo resultado, isto é, definimos as quatro raizes
da equagdo de grau quatro como acima, considerando a equivaléncia entre as
permutacdes de cada coluna.

E, vendo isto pelo método de Ferrari, temos a mesma ideia: cada raiz da

equacao cubica, inerente ao processo (divisao do grupo de 12 elementos em 3 grupos

2Uma demonstragdo pode ser encontrada em Edwards [E1], Proposicao 46, pags 61-64.
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de 4 elementos), fornece as mesmas 4 raizes para a equagdo dada (as permutacdes

dispostas na mesma coluna sdo equivalentes, pois sdo ciclicas).
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3. “Sulla Risoluzione Delle Equazioni Algebriche”.

3.1 Preliminares.

A obra de Betti - em anexo - estd dividida em duas partes. A primeira parte
esta dividida em trés capitulos e trata da chamada Teoria das Substituicdes. Como
dissemos, iremos analisar a Parte Primeira dessa obra. Entendemos que nosso estilo
de escrita privilegiard a maneira como a obra foi estruturada no que diz respeito a
ordem dos conceitos apresentados. Betti, por vezes, apresenta tais conceitos
introduzindo notacdes diferentes das que conhecemos; em outras situagdes utiliza-se
de linguagem retérica. Entretanto, em momento algum ele se utiliza de exemplos.
Por esse motivo, ainda traremos, na medida da necessidade e a titulo de esclarecer
ou ilustrar tais conceitos, exemplos que ilustrardo o que estd sendo introduzido.

A segunda parte, dividida em dois capitulos, se preocupa com a Teoria das

Equacdes Algébricas, no que diz respeito as abordagens de Abel e Galois.

Na primeira parte, primeiro capitulo, Betti define os conceitos bésicos
relativos as substituigdes: as operagdes entre substituigdes e a substituigdo derivada.
No segundo capitulo, caracteriza grupo de substitui¢io definido como as
substituicdes agem nas permutacdes de tal grupo, em particular de um grupo
derivado. No terceiro capitulo, define o que chama de multiplicador e divisor de um

grupo, para expor sobre a decomposigao de um grupo.

Na segunda parte Betti discute as condicdes de resolubilidade, por radicais,
das equagdes algébricas, com o apoio do que foi desenvolvido na primeira parte. No
primeiro capitulo, aborda as condi¢des de resolubilidade das chamadas equacdes

auxiliares e, no capitulo dois, a resolubilidade para as equacdes em geral.
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3.2 Parte Primeira.

3.21 Capitulo Primeiro.

O primeiro capitulo estd dividido em duas secdes. Na se¢ao I, Betti estabelece
os principios para o calculo das Substitui¢des, e a se¢ao II apresenta resultados
relativos ao que chamou de substituicio derivada.

Na secdo ], ele comega sua exposicao definindo substituigdo:

“Uma substituicdo é a operagio mediante a qual se passa de uma para outra

permutagio de vdrias quantidades” .

Como Betti ndo faz qualquer referéncia a definicao de permutagdo, levaremos
em conta que: uma permutacdo é uma sequiéncia de n letras, ou simbolos. Por

exemplo, tomemos as cinco letras a, b, ¢, d, e. Podemos dispo-las em 120 sequencias

diferentes.

Em seguida, diz: “Usaremos uma so letra x com diversos indices i para distinguir
entre eles todas as quantidades que entram nas permutagoes. Assim poderemos considerar
que toda substituicdo se executa substituindo-se todos os indices i por uma funcio ¢(i) dos

mesmos e a indicaremos pela notagio

Sendo que a fungdo ¢(i) devera ter a propriedade de assumir todos os valores

de i, numa ordem diferente.

Expandindo-se essa notagdo, o que Betti ndo faz, podemos escrever
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Vamos ilustrar essa notacdo para n=5. Consideremos as permutagdes
XX, XX, X5 € XX, X,X,Xs. Se 6 é a substituicdo que leva a permutacdo xx,x,x,x; na

permutacdo x,x x,x,x,, isto é
e:(xl X, Xy X, XSJ/
Xy X, X, X, Xg
entdo, ¢(1)=3, p(2)=1, p(3)=2, p(4)=4, p(5)=5.

Observemos que dado o conjunto S={1, 2,3, ...,n}cZ, o conjunto
G={p:S—S:f bijetiva} é o chamado conjunto das permutagdes do conjunto S. E

cada elemento ¢ de G, usualmente denotado por

é chamado uma permutacdo de §.

Assim, as defini¢des de substituigdo e permutagdo sdo, atualmente, um so6.

“"

Ambas se reduzem a definicdo de Betti, em que “... toda substituicio se executa

substituindo-se todos os indices i por uma fungio (i) dos mesmos e a indicaremos pela

~ xi ”
notacao ( J .
Xoli)

Por outro lado, observamos que para Betti a ordem dos simbolos que entram
nas permutagdes é arbitrdria. Isso significa que, no exemplo acima, a substituicao 8

pode ser indicada por

ou por Hz(

Xy X, X, Xs xl)

Xy X, X X5 X
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ou ainda por quaisquer pares de permutacdes, desde que ¢(1)=3, ¢(2)=1,
9(3)=2, p(4)=4, p(5)=5. O que deixa Betti em acordo ainda maior com a notacao

moderna, a saber, a notagao por ciclos, 8 =(123)(45)=(213)(54)=....

Em exemplos futuros na andlise dessa obra, por uma questdo de padrdao com
o capitulo anterior, vamos indicar os simbolos das permutac¢des por meio das letras

do alfabeto. Por exemplo, se queremos trabalhar com a permutacdo x,xx,x,x,,

escreveremos cabde .
Para explicitar as substitui¢cdes, em conformidade com a natureza do exemplo,

c d b e a

d a e c

poderemos usar 6 = L J, ou 6(cdbea) = bdaec .

Em seguida, Betti introduziu um sistema de indices ¢(i) dada a natureza do

namero n de simbolos, e somente comecou a utiliza-lo a partir do capitulo terceiro

de sua obra. Denotando por p um primo:
(a) se n=p , tomou por indices as p raizes da congruéncia i’ =i (mod p);
(b) se n=p’ , tomou por indices as p’ raizes da congruéncia i’ =i (mod p);
_ v U _C . . . A .
() e se n=p'q“r°., tomou por indices as raizes das congruéncias

k" =k (modp), h =h (modq), I"" =1 (mod r), ....

O préoximo conceito que Betti apresentou, citando Cauchy como seu
introdutor, foi o de operagoes sucessivas com substituicdes. O resultado dessas

operagdes serd equivalente a uma tnica substituicdo ¢, indicada pela notagao:
0=6,00,..6,,.
Esse conceito de operacado sucessiva é o que hoje chamamos de composicao de

funcdes. Devemos observar que para Betti, a substituicio ¢ =6,60,6,...6, , é obtida
primeiro aplicando-se g, a uma permutacdo; em seguida, ao resultado, aplica-se 6,;

e assim por diante até a aplicacao de 6, .
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Por exemplo, tome a substituicdo 6,, a operacao que leva a permutacao abcd
na permutacdo bcad , por meio da ¢,(i), 0<i <3, tal que ¢(0)=2, ¢(1)=0, ¢(2)=1,
¢(3)=3; e 6, a operacio que troca, em particular, abcd por dbca, por meio da
@,(i),0<i<3, tal que ¢(0)=3, ¢(1)=1,9(2)=2, 9(3)=0, isto ¢, 6,(abcd)=bcad e
6,(abcd) = dbca.

Temos

#(abed)=6,(abcd) . 6,(abed) = beda,
e, portanto, ¢ é a substituicao definida por ¢(0)=1, p(1)=2, p(2)=3, ¢(3)=0.

n

Se ,=6,=6,=..=6,_,,entdo ¢=6.0.6....6, que serd denotada por ¢p=6".
%,—/
nvezes
E se 6 for uma chamada substituicdo circular sobre p letras, ao realizarmos
essa operagdo p vezes, aplicando-a pela primeira vez numa dada permutacdo, essas
p aplicagdes reproduzirdo essa permutacdo inicial, isto é, teremos a mesma
permutacdo executando 8, a ou b vezes, desde que a Eb(mod p). Nessas condigoes,

pode Betti escrever que
emera - 6(1 ,
definindo que 67 =1.

Betti supde, a exemplo do conceito de permutagdo, que o conceito de

substituicao circular é conhecido. Entendemos por uma substituicao circular de p
letras, aplicada numa permutagdo de n letras, com 0<p<n, a operacdo que,
ciclicamente, troca de lugar as p letras, deixando fixas as (n— p) letras restantes.

Por exemplo, tome n=35, p =3, tal que 8 esteja definida pela ¢, (i), 0<i<3,tal
que 0(0)=1, ¢(1)=2, 0(2)=1, ¢(3)=3, p(4)=4, no caso dela levar a permutacao

abcde na permutacao cabde , isto €, H(abcde) = cabde .
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Nessas condigoes,

0*(abcde) = O(abede).6(abede) = (beade),

8*(abede)=0%.0 =(abcde)=6° =1,

0*(abcde) = 6°.0 =10 = Oabcde) e

60 =0'60=06=6°,

0°=6’=1, 0'"=6, 6°=6", ... pois a=b(mod p) e assim 6" =6°.

O conceito de operacdes sucessivas permitiu a Betti introduzir o conceito de
substituicao inversa. Para Betti, se 8” =1, p a ordem de &, entdao, ".8"™ =6" =1,

estabelecendo que 6’ =6"", onde o expoente negativo indica a substituicdo

inversa daquela representada quando se toma o expoente positivo.

Ainda segundo Betti, uma substituicdo que ndo for circular sobre um certo
namero de letras serd equivalente a algumas substituicdes circulares sobre letras

diferentes. Tal substituicdo foi denotada por 8=¢,9,¢,...9, . E sendo indiferente a

ordem em que efetuamos as substituicdes que agem sobre letras diferentes, quando

repetirmos essa operagao n vezes, teremos

0" = q’on 000"

Como exemplo para tal conceito, tome n=4 o numero de simbolos da

permutacao e as substitui¢oes 6, ¥, ¢ definidas por:

0:9(0)=1, p(1)=0,¢(2) =3, ¢3)=2
7: 9,(0)=1, 9,(1)=0, 9,(2) =2, ,(3) = 3
9:9,0=0, ¢(1)=1, ¢,(2) =3, ¢,(3) =2

E facil verificar que 8=y e que 6° = y*¢’.
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A fim de que 6" =1, devemos ter ¢," =1, ¢" =1, ¢," =1, ...@, " =1. Se cada
uma das substituicoes (pi,OSiS(m—l) é circular sobre p,, p,, p,,... p,, letras,

respectivamente, nao teremos 8" =1 se n ndo for divisivel por p,, p;, Py - Py -

Entdo Betti pode definir a ordern de uma substituicdo. Ele escreveu:
“Chamaremos ordem de uma substituicdo o niimero que indica quantas permutagoes
diferentes podemos obter, executando a substituicio sucessivamente, a qual é a menor

poténcia da substituicdo que dd por resultado a unidade.”

Por fim, Betti enunciou um teorema que reune varios conceitos que

estabeleceu nessa secao:

1. As poténcias de uma substituigio, das quais os expoentes sio congruos com
respeito a ordem, sdo iguais entre si.

2. A ordem de uma substituicdo circular sobre p letras éiguala p.

3. A ordem de uma substituicio qualquer é igual ao menor niimero que for
divisivel por todas as ordens das substituigoes circulares sobre letras diferentes,
da qual é o produto.

4. Se o niimero p das letras é primo, cada substituicio de p®™ ordem serd
circular em todas as letras.

5. Uma substituicio de ordem prima p, ou é circular sobre p letras, ou é o

produto de vdrias substituicoes circulares sobre p letras diferentes.

Vamos agora para a sec¢do II, que se inicia na pagina 55. Como dissemos, ela

apresenta resultados relativos ao que ele chamou de substituicio derivada.

Betti comeca a discussdo afirmando que quando vérias substitui¢des sao tais
que as letras trocadas por cada uma dessas operagdes deixam fixas as de outras, o
resultado dessa composicao - que Betti nessa secdo chamou de produto - ndo varia

se trocarmos a ordem dos fatores (observe o dltimo exemplo).
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Mas, se isso ndo ocorrer, tal produto ndo serd indiferente a ordem dos fatores.

Sem perda de generalidade, Betti toma apenas duas substituicdes 6 e y para dizer
que Ay =6 ndo ocorre sempre; e que em geral Oy =yb,, e 6, realiza uma operacio

diferente que 6.

Suponha, por exemplo, que 6 é a substituicdo dada por ¢,(0)=2, ¢,(1)=0,
22)=1, p(3)=3, ¢(4)=4; e que y ¢é dada por 0,(0)=0, ¢,(1)=1, ¢,(2)=2,
0,(3)=4, ¢,(4)=3. Aplicando o conceito de operacdo sucessiva para a permutagao

ecbad , temos
(ecbad) Oy = (cbead )y = cbeda e (echad)yO = (ecbda)@ = cbeda.

Por outro lado, tome 6, a substituigio dada por ¢,(0)=2, ¢,(1)=0, ¢,(2)=1,
9(3)=3; e v, dada por ¢,(0)=1, ¢,(1)=2, ¢,(2)=3, ¢,(3)=0. E, aplicando o

conceito de operacdo sucessiva para a permutacao badc, vem
(badc) 6y = (adbc)y = cadb e (badc)w6 = (cbad )6 = bacd .

Sendo que teremos @y =y6, somente se 6, for a substituicdo definida por
?,(0)=0, ¢,(1)=3, ,(2)=1, ¢,(3)=2.1Isto ¢, 6, realiza uma operacao diferente de 6.

Naturalmente que, é possivel termos 6, =6.

Considere 6, a substituicdo dada por ¢,(0)=1, ¢,(1)=0, ¢,(2)=3, ¢,(3)=2; e
v, dada por ¢,(0)=2, ¢,(1)=3, ¢,(2)=0, ¢,(3)=1.

Nessas condigdes, para qualquer permutacdo que considerarmos, temos
Oy =yo.

6,, no contexto desse dltimo conceito apresentado, é a substituicdo que Betti
definiu como a substituicio derivada de 6 por meio de y, 6 foi chamada de
substituicdo primitiva, e y a derivante.

Betti denotou 6, por D,6: D,0=6 =y " by
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Observamos que, independente do que exemplificamos acima, as operacdes
sucessivas denotadas por ' .8y determinam de maneira Gnica 6.
Ilustramos isso, retomando o exemplo onde @ é a substituicdo dada por

90)=2, ¢(1)=0, ¢(2)=1, ¢(3)=3; e v, dada por ¢,(0)=1, ¢,(1)=2, ¢,(2)=3,

-1

¢,(3)=0. Logo, y' estda definida por ¢,(0)=3, ¢,(1)=0, ¢,2)=1, ¢,(3)=2.

Aplicando y 0y na permutacdo badc, tal como fizemos acima, vem

(badc)l// oy = (adcb)Hy/ = (dcab)y/ =bdca,

determinando que 6, deverd ser a operacdo definida por ¢,(0)=0, p,(1)=3,

¢3(2)=1/ ¢3(3)=2-

Lembrando que a operacdo composta ¥ .6y, hoje, em geral, é indicada por

w0y e escrevemos, tal como Herstein [H1] para transformagdes lineares,

w0y " (badc)= w8 (adch) = v (dcab) = (bdca).

Z

Observamos que esse conceito de substituicdo derivada é o conceito que
atualmente conhecemos por conjugacdo. € e 6, sdo ditas permutagdes conjugadas,

sendo tal conjugac¢ao determinada por ¥ .

Betti também definiu a derivada m —ésima de 6 por meio de y, indicada por
D,6: chamando a derivada de 6 de derivada segunda de 6, a derivada da

derivada segunda de derivada terceira de €, e assim por diante.

Em decorréncia dessas defini¢des sdo enunciados tanto convengoes:
(@) ey=y.D,0

(b) D,0=6

43



quanto afirmacdes sem suas demonstragdes:

() D.0.w=w.Di'0, (pois w.D.'0=y.D,(D.6)=y.y".D.0.v)
(d) DI.D.0=D!"6
() D,6.D,¢.D,x..=D,(6py...)

(f) 68" =1 se, e somente se, (D,/,é’)" =1.

Betti enuncia sua préxima afirmacdo, seguida de demonstracao:
“A derivada por meio de uma substituigio ¢, da derivada por meio de uma outra y,

de uma qualquer 6, é igual a derivada de @ por meio do produto yg.”

Vamos mostrar que D, (DW9)= D,06.
Sabemos, por definicdo, que Oy =y.D,60 e D,6.9=¢.D, (Dyﬁ).

Como DW0.¢=¢).D¢(DW€) s y/.DWH.(o:y/.(qu,(DWQ)
H_J

Oy.p
Mas, por definicdo, 68.yp=y¢.D, 0
Logo, we.D,0=y¢.D,0
Portanto, D,0=D,D,0.

E emgeral, D,D,D,..D6=D, 0.

Como conseqiiéncia, se ¢p=y =y =..=y, entdo O.y" =y".D 0

e portanto, D ,6=D,6.

ésima

Isto é, “a derivada por meio da p“™ poténcia de uma substituicdo é igual a derivada
p®™" por meio da mesma substituigio.”
E ainda, se
Dj6=Djp e DW,,0= qu)

entao

by’ =y’ e 0O=¢.
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Portanto, “derivadas de indices iguais tém iguais as suas primitivas.

Betti finaliza essa secdo com o seguinte resultado, seguido de sua

demonstracao:

“o tndice minimo de uma derivada igual a sua primitiva é um divisor da ordem da

derivante; e sdo iguais as derivadas que tém indices congruos com respeito ao mesmo.”

Seja n 0 nimero minimo para que se tenha D;8=6 e p=mn+r, sendo p a

ordem de v .
Ao derivarmos D ,6=D}8, (m~1)n vezes, temos D)"9=D"""0=6.
Mas, D,/‘,’H =6, o que implica D,/’f”“a = D,Z”H.Dy’,é? =0.
Igualando essa tltima equacdo com a anterior, vem
D,"8.D,6=D," 6,
tal que, D, 6=6.

Como r<n,devemos ter r=0.
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3.2.2 Capitulo Segundo.

O Capitulo Segundo, pagina 59, é composto por trés secdes.

Betti inicia a Seg¢do I caracterizando Grupo de permutacoes e Grau de um Grupo.

Um Grupo de permutagdes serd composto por uma série de permutagdes tais
que uma substituicdo, executada em cada uma das permutacdes, realiza a troca entre

elas sem produzir qualquer outra que ndo pertenca a série.

Um grupo que contenha n permutacdes sera de grau n.

Vamos ilustrar essa definicdo, o que Betti ndo o faz, construindo grupos de

permutagdes. Supondo trés simbolos a, b e ¢, temos abaixo suas seis permutagdes

possiveis:
abc acb
bca bca
cab bac

Esse conjunto de permutacdes define um grupo de permutacdes de grau 6.

Observe que aplicando cada uma das substituicoes

v, 9,(0)=0,9,01)=1, ¢,(2)=2,
v - 90)=1,p0)=2,¢02)=0,
v,: 9:.(0)=2,0,(1)=0, 9, (2)=1,
v, 9(0)=0, (1)=2, ¢,(2)=1,
v,: 9,00)=2,0,01)=1,0,2)=0,

Vs (05(0):1, (05(1):0’ ¢5(2)=2/

para cada uma das permutacdes acima, obteremos uma permutacao desse préprio

conjunto.
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Podemos também, com a mesma quantidade de simbolos, estabelecer dois

grupos de permutacdes de grau 3:

Esses grupos sao definidos pelas mesmas trés substitui¢des, a saber,

abc
bca

cab

acb
bca .

bac

v, 9,(0)=0,9,(1)=1 9,(2)=2,
v, 90)=190)=2 ¢02)=0,
v, (p2(0)=2, ¢2(1):O’ (02(2):1.

Por outro lado, o conjunto de permutagdes

abc
cba

cab

ndo forma um grupo. Basta observar que a substituicao ¥ : ¢(0)=0, ¢(1)=2, ¢(2)=1,

é uma substituicdo desse conjunto de permutacdes, pois leva a permutacdo cha na

permutagdo cab . Entretanto, w(abc)=ach nao pertence ao conjunto acima, ou seja,

nem toda substituicdo desse conjunto leva qualquer permutagdo dele em uma outra

permutacdo dele mesmo.

Para formar grupos de permutacdo de quatro simbolos, temos mais

possibilidades. Vamos explicitar alguns grupos, a partir de todas as 24

possibilidades de permutagdes:

abcd
badc
cdab
dcba

acdb
cabd
dbac
bdca

adbc
dach
bcad
cbda

abdc
bacd
dcab
cdba

acbd
cadb
bdac
dbca

adch
dabc
chad
beda
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Observemos que as substitui¢des que levam cada permutacao de uma dessas
colunas em outra permutacdo da mesma coluna é uma das quatro substituigdes

abaixo:

o1 9,(0)=0,9,(1)=1, 9,(2)=2, 9,(3)=3,
v, 9,0)=1,001)=0,0(2)=3¢0)=2,
v,: 0,00)=2,0,(1)=3,0,(2)=0,9,0)=1,
vy 90)=30,01)=2,0,(2)=1,¢,3)=0,

Além do mais, cada uma dessas quatro substituicdes leva qualquer
permutacdo de cada uma das colunas acima em uma outra da mesma coluna. Desse
modo, segundo a definicdo de Betti, cada uma dessas colunas é um grupo de
permutacdo. Temos assim, seis grupos de permutacdes distintos, de quatro

permutacdes cada um, mas que possuem as mesmas substituicoes.

E interessante, desde j&, observar que, para qualquer i, 0<i<4, temos y,” =1

e ¥, =y,. Eainda, que v, ¥, =w,. Ou também que, ¥,y =v,, qualquer que seja

a permutacdo envolvida na operacao realizada.

Podemos também definir os oito grupos de permutagdo de grau trés, cada um

dado por uma das colunas abaixo:

abcd abdc badc bacd cdab cdba dcab dcba
acdb, acbd, bdca, bcda, cabd, cbad, dabc ou dbac.
adbc adcb bcad bdac cbda cadb dbca dacbh

Cada um deles possui as mesmas substitui¢des, que sao as seguintes:

v, 0,(0)=0,0,(1)=1 ¢,(2)=2, 9,(3)=3,
v,: 9,0)=191)=2¢,2)=3,¢3)=1,
v, 9,(0)=0.9,(1)=3. 9,2)=19,3)=2.

)=
)=
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Tal como no exemplo anterior, observemos que, para qualquer i,0<i<3,
temos y,’ =1, ou seja, cada uma das substituicdes tem grau trés.

Para os grupos acima, temos y,, w,” =y,, ¥." = y,.

Observamos ainda, que v, =y,” =y,. Ou que, v, .y, =y, . Esse fato ocorre
em geral, isto &, se y,, ¥, ¥,, ..., Y, sdo as substitui¢des que definem um grupo de
permutacdes, deveremos ter y, .y, =1y,, sendo entdo r um valor inteiro que

depende de m e n, e ¢ menor do que p.

Por fim, queremos observar que um grupo de permutagdes no sentido
moderno é formado pelo conjunto das substituicdes de um grupo de permutagdes,

no sentido de Betti.

A préxima proposicdo enunciada por Betti pode ser interpretada como uma
versao da afirmacdo que hoje é conhecida por Teorema de Lagrange: a ordem do
subgrupo divide a ordem do grupo (ordem, nimero de elementos de um grupo finito):

A ordem de uma substituicio qualquer de um grupo é um divisor do niimero de
permutacoes do grupo. Conseqiientemente, se um grupo tem um mnimero primo de

permutagoes, suas substituigoes serdo todas poténcias de uma so de ordem p .

Betti demonstrou essa afirmagdo como segue,

Seja g a ordem de uma substituicdo y, de um grupo;
ou ¢ sera igual ao nimero das permutacdes desse grupo, e assim por v,

teremos todas as permutagoes,
ou ¢ serd menor do que o nimero das permutagdes desse grupo, e por ¥,

nao teremos todas as ¢ permutacdes, existindo, portanto, outra substituicao.
Seja y, esta outra substituicdo, de ordem n ; pelas duas substitui¢des teremos
gn permutacdes diferentes; porque supondo duas iguais temos

r K} r' s' s—s' r=r'
Vo W, =V, V¥, < v =V,

Tomando (s — s')k =1(mod n), e elevando a poténcia k, teremos ¥, = w,

e entdo a substituicdo y, ndo serd outra que uma poténcia de y,, e ndo uma

nova que possa produzir outra permutacao.
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Se gn nao é igual ao numero das permutac¢des do grupo, existira também uma
outra permutagido y,, com a qual obteremos outras ¢ permutagdes, todas
diferentes da precedente, pois supondo
Vo Y =YW,
Teremos
vo =y,
ou melhor y, igual a uma das substituicdes precedentes, contrario ao

suposto.

Se com estas ¢(n+1) permutagdes ndo sdo exauridas todas aquelas do grupo,
a outra substituicdo ndo podera igualmente dar mais que um nuamero
maltiplo de ¢.

c.q.d.

Vamos destacar esse resultado, retomando exemplos. Considere o grupo de

permutagdes de trés simbolos

abc ach
bca bca
cab bac

cujas substituigdes sao

Vo: (00(0):0’ ¢0(l)=17 (00(2):2/ V,: (01(0): 1, (01(1):27 ¢1(2)=0/
v,: ¢2(0)= 2, 9, (1)= 0, ¢, (2) 2% ¢3(0):L ¢3(1): 0, ¢3(2)
v v

=1, 2
4+ ¢4(0)=0’ ¢4(1)=29 (04(2):1/ 5 ¢5(O):29 ¢5(1)=1, ¢5(2)

0.

E facil verificar que v,’ =1, w,” =1; e que w,=y,"y,. Sendo a ordem de y, é

igual 3, e o grau do grupo igual a 6, segue a afirmacdo acima. A mesma observagao

vale para ;.

Vejamos um caso para grupo com 4 simbolos.
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Tome

abcd acdb adbc
badc cabd dach
cdab dbac bcad
dcba bdca cbda

o grupo de permutacdes.

As substituicGes

v, 0,(0)=3,0,(1)=2, 9,(2)=1, 9,3)=0,

v, 0,0)=30,1)=0,9,2)=2, ¢,3)=1,

definem algumas dessas permutagdes.

2 3 2 2
Temos yi" =Ly, =Ly, =y, W, ¥, =y,.¥, .

Finalmente, observe que o grupo

abcde
bcdea
cdeab
deabc
eabcd

tem por substituicoes w,, v, =v,>, v, =v,’, w, =", v, =y, =1. O que exemplifica

a segunda parte da proposigdo.

Ao final dessa secao I, Betti define grupos iguais como aqueles que possuem as
mesmas substitui¢des, mesmo que com permutacdes diferentes. Se as substituicoes
forem diferentes, mas de mesmo numero e igual ordem, e 0 mesmo ntmero de
permutacdes, os grupos serdo chamadas semelhantes. Esses conceitos sdo abordados

nas proximas duas segdes.
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As secoes II (final da pagina 60) e III (inicio da pagina 62), sao dedicadas,
respectivamente, aos grupos derivados semelhantes e aos grupos derivados iguais,

estabelecendo também os conceitos de multiplicador e divisor de um grupo.
Betti inicia sua abordagem para esses assuntos definindo grupos derivados.

Tome dois grupos G, I'; o primeiro com p substitui¢cdes 6,, e o segundo com n
substituigdes ;. Ao executarmos cada substituicio y,,m<n, em todas as

permutacdes de G, obtemos um grupo que tem todas as suas substituicdes

derivadas daquelas de G por meio de y,. Esse grupo sera chamado de Grupo

derivado de G por meio de y,,, sendo indicado pela notagdo D, G.

Podemos demonstrar esse fato da seguinte maneira: tomemos as permutagdes
x, do grupo G . Sabemos, por definicdo, que para cada i, temos 6, (x,)= x;, para
algum j, com 1< j<m, 1<i<n. Sabemos, também por definicio que, tomando
uma substituicio w, de I', temos que w,(x,)=y,, 1<t<m, sendo y, uma
permutacdo que ndo estd, necessariamente, contida em G. Nessas condigdes,

x;=(y,) v, . Aplicando sucessivamente, nessa equacéo, 6, e y, , pela direita, temos

(xi )ek = (yr) l//n1719k
xj = (yt ) l//milek
(xj ) y/m = (yt) l//milekl//m

yu = (yr ) l//milekl//m

As permutacdes y, formam um grupo, que Betti chamou Grupo derivado de G

por meio de y,,, e indicou pela notagdo D, G.

Isto é, uma substituicio ¢ que converte uma permutagio de um grupo G em uma de

seu derivado, troca inteiramente o primeiro pelo segundo.
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Tomemos os grupos de permutagdes

O primeiro com substituigdes:

G:

[abcde

eabcd
deabc
cdeab
bcdea

abcde
e I':|acedb.
aebdc

90 : ¢0(0)=0’ (00(1):1’ ¢0(2):2’ ¢0(3)=3’ (/’0(4)=4/

6,: 90)=1¢,(1)=2,9,(2)=3,9,03)=4,¢,4)=0,

e o segundo com substitui¢des

: 0,(0)=2,0,(1)=3,0,(2)=4, 0,(3)=0, p,(4) =1,
6,: 0,(0)=3, 0,(1)=4, 9,(2)=0, 0,(3)=1, p,(4)=2,
: ¢4(O)=47 ¢4(1)=O= (04(2):17 (04(3):2’ ¢4(4)=3}

V,: (00(0):0’ ¢0(1)=1, ¢0(2):2’ ¢0(3)=3’ (00(4):4/

v, 9,00)=0,9,01)=202)=4,¢0)=3 ¢4)=1

v,: 9,(0)=0, 0,(1)=4, 9,2)=1, 9,3)=0, p,(4)=2

Segundo a definicdo de Betti, para obtermos um grupo derivado, devemos

aplicar uma substituicdo de I em cada permutagao de G .

Tomemos y,. Temos que

v, (abcde) = aebdc
v, (deabc) = dceba
w, (bedea) = baced

w, (eabed) = edach
v, (cdeab) = cbdae

Esse é o grupo derivado de G por meio de y,, ou D, G. E, pela definicdo de

grupo derivado, as substituicdes de D, G serdo as w, 0y, , 0<i<4.

Observemos que, neste exemplo, as substitui¢des de G e D, G s@o diferentes,

mas em igual nimero; e também possuem a mesma ordem e o mesmo numero de

53



permutacdes. Por esse motivo, eles foram chamados, por Betti, grupos derivados

semelhantes.

Por outro lado, ao considerarmos os grupos:

abcd
abcd
badc
G, : e I':|acdb ,
cdab
adbc
dcba

e tomando, como exemplo, a substituicao
v, 9,0)=0,00)=3,¢2)=1,¢3)=2

de I', o grupo derivado D, G sera:
v, (abed) = acdb v, (badc) = bdca
78 (cdab) = cabd 78 (dcba) =dbac

Este é o grupo derivado de G por meio de y,. Suas substituicdes sao

w, 0y, , 0<i<3.

Como G e D,G possuem 0 mesmo numero de permutagdes e as mesmas
substituicdes (observemos que w, 6.y, =6, , 0<i<3) eles foram chamado por Betti

de derivados iguais.

Vamos repetir as contas acima para
V,: ¢2(0)=0’ (02(1): 2, ¢2(2)=3, ¢2(3)=1'

Isto é, vamos definir D,G.
w,(abcd) = adbe w,(badc) = bcad
v, (cdab) = cbda v, (deba) = dach

D, G também é derivado iguala G .
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A unido de grupos derivados iguais, dado pela soma das permutacdes de

G, D,G, D, forma um grupo, o qual Betti chamou de H, que conterd as p
substituicdes 6, e as n substituicdes ¥/ ;.

No nosso exemplo, H é o grupo

abed acdb adbc
badc cabd dacbh
cdab dbac bcad
dcba bdca cbda

Nesse ponto da obra, Betti estd definindo o que hoje conhecemos por sub-

grupos normais. Os grupos G,, D, G, D,, , se observados como grupos no sentido
moderno, isto é, compostos pelas substitui¢des 6,, sdo subgrupos normais do grupo

H, ja que, por definicdo, para qualquer substituicdo y, do grupo H e qualquer
substituicdo 6, de um de grupos, a substituicio y ,-7]91- ¥ estd nesse mesmo grupo.

Tal conceito foi introduzido por Galois, e por ele chamado grupo parcial, tal como

descrevemos no capitulo anterior, item 2.4.

E, se os grupos derivados por meio de um grupo derivante I', forem iguais,
isto é, se

G=D,6G=D,G=..=D, G,

Vi1

I sera chamado de o multiplicador do grupo G , como também de o divisor do grupo
H.

O grupo H sera chamado o produto de G por I', o qual Betti indicou por
H=GI.

Hoje dizemos que um grupo como subgrupo de um outro é um subgrupo
normal do segundo. Betti segue um caminho inverso. Comega com um grupo G e a
partir de um grupo I' constréi um grupo H do qual G é um subgrupo normal. Nao
s0 isso, no caso de os grupos derivados serem iguais cada um dos derivados de G

também é subgrupo normal de H . Além do mais, se tomarmos o exemplo anterior a
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unido de G, com D, G também é um subgrupo normal de H e G, é um subgrupo
normal do grupo obtido pela unido de G, com D, G.

E ainda, se

r=GT,, T,=GJ,,..,T

n—

,=G, I ,, com H=GGG, ...G,_,,

ésimo

onde G,, é o primeiro divisor (e o (n—1) multiplicador), G,, ¢ o segundo

n-1
divisor (e o (n—2)*™ multiplicador, e assim sucessivamente nessa ordem, do grupo
H.

Se nado existir nenhum outro multiplicador depois de I', ele serda o mdximo
multiplicador de G . De primo sera chamado o grupo que ndo admite qualquer divisor.
E aquele que ndo tem nenhum multiplicador, de grupo mdximo.

Por fim, ele mostra que o derivado do produto dos grupos é iqual ao produto dos
derivados, com todos de mesma ordem.

Por essa definicao, se retornarmos ao dltimo exemplo, vemos que G,, G,, G,
nao deverdo ser maximos, uma vez que nao sao primos. De fato, é possivel dividir

cada um deles em dois grupos derivados iguais:

abcd cdab acdb dbac adbc  bcad
badc dcba cabd bdca dacb cbda

repetindo as contas acima apresentadas.

Observemos que na impossibilidade de decompor um grupo em uma
sequéncia decrescente de subgrupos normais, ja que Betti come¢a com um grupo
menor, ele faz o inverso. Comega com um grupo e constréi uma sequéncia crescente

de grupos maiores, em que o anterior é subgrupo normal do seguinte.
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3.2.3 Capitulo Terceiro.

O terceiro capitulo (ao final da pagina 63) possui cinco secdes. Todas elas
estdo dedicadas a determinacdo dos multiplicadores e divisores de um grupo, como
dissemos.

A secdo I, como relataremos, resume as agdes de Betti por todo Terceiro
Capitulo. A secdo II define um grupo primitivo e seu respectivo multiplicador que
irao fundamentar as construgdes que Betti propde nas secdes seguintes. As se¢des 111
e IV, preocupam-se em construir os atualmente chamados grupos quociente. Essas
duas tultimas secdes sdo de dificil leitura e interpretagio e, nossa andlise se
restringird a elaboracdo de conjecturas sobre o que Betti fez. Enfim, a segdo V trata da
determinagdo dos divisores de grupos quociente; acreditamos que tais divisores
estardo bem explicitados na nossa andlise até a secdo IV.

Em particular, as se¢des IV e V exibem as demonstracdes que Betti elaborou
para fundamentar as construgdes dos grupos quociente que propds. Acreditamos
que essa parte do texto ndo contemple o foco de nossa andlise. Para um bom estudo

sobre essas demonstracdes sugerimos os textos de Betti, [B4], e Mammone, [M1].

Vamos a nossa anélise para esse capitulo.

Na primeira secdo Betti resume o que exp0Os no capitulo anterior, propondo
dois problemas; o da determina¢do do grupo multiplicador e o da determinacdo do
divisor de um dado grupo, por meio de suas equagdes.

Como ponto de partida para as solugdes, determina as substituicdes 8, que
definem o grupo primitivo dado e, entao:

1. Tomando n substituicdes ¥ de um grupo multiplicador I', e p
substituicdes 6, do grupo primitivo G devemos, para cada y, encontrar
as p permutagdes de cada grupo D, 6, satisfazendo a equagdo y6, =6,y ,
gerando o grupo H =GI .

2. Para a decomposicdo do grupo em sucessivos divisores primos,

deveremos considerar as substitui¢cdes 6, de um grupo G e as ¥, de um
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outro grupo I',, de forma que H =GT, seja o produto deles. Para tanto, as
substituicdes de G devem satisfazer as equagdes 6,6, =6, e D, 6, =6,.

Nessas condigdes, o grupo G seré o divisor do grupo H .

Ao final dessa secdo, Betti distingue trés casos para a determinacdo do

multiplicador:

(1°) aquele no qual o ntimero de letras é primo;

(2°) quando o nimero de letras é o produto de ntimeros primos diferentes

entre si;

(3°) quando o namero de letras ¢ uma poténcia de um nimero primo.

Esses trés casos, um por vez e na ordem acima, foram tratados nas segdes 2, 3

e4.

Na secdo II (pagina 66), cujo titulo é: Mdximo multiplicador de um grupo de um
niimero primo de permutagoes sobre um niimero igual de letras, Betti diz que o grupo

primitivo G, é circular sobre todas as letras e, suas substituicdes 6(i), 0<i<4, de

ordem p, devem ser dadas pelas poténcias de uma dessas 6, tal que ¢(i)=i+1.

Tomando p =5 como exemplo e sendo abcde a primeira permutacao do

grupo, temos

abcde
bedea
cdeab
deabc
eabcd
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Comecando com a primeira permutacdo, observemos que, de fato, temos:
(abcde)8° = abede; (abcde)8' = eabed ;
(abcde)p® = ((abede)d).0 = (eabed )6 = deabce;
(abcde)6® = (abede)6* .0 = (deabce)O = cdeab ;
(abcde)8* = (abede)6® .60 = (cdeab) = bedea;

6’ =0"=1; 8°=6"; 9" =6"; ...

Betti definiu as substituigdes do multiplicador I' pelos indices da ¢, uma vez
que elas devem satisfazer a equacdo simbdlica w8 =60y . Isto é sendo 6 e 6,
circulares e, portanto, uma poténcia da outra, segue pela equagdo acima que as y
serdo circulares. Pela defini¢io de substitui¢io de Betti, uma substitui¢do circular

estara  definida, em geral, pela funcdo y(i)=ai+b. Assumindo

w(i)=ai+b=ali+c)=alpli)], ele determinou uma relacio entre ¢ e y, desde que

ac=b(mod p) .

Assim, as substitui¢des y do multiplicador I' serdo dadas por l//(i )=ai, ou

melhor, por ¢(i)= Ai.
De volta ao nosso exemplo temos 0 < A< 4 e:
9, (i)=i(mod5), ou ,(0)=0, ¢, (1) =1, 9,(2)=2, 9,(3) =3, p, (4) = 4.
9,(i)=2i(mod 5), ou ¢,(0)=0, ¢,(1)=2, 9,(2)= 4, 9,(3)=1, ¢, (4)=3.
9, (i)=3i(mod 5), ou ¢,(0)=0, ¢,(1)=3, 9,(2)=1, 9,(3) = 4, p,(4)=2.

9, (i) = 4i(mod5), ou ¢,(0)=0, p,(1)=4, p,(2)=3, 9,(3)=2. ¢, (4)=1.
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O que nos leva, partindo da permutacao abcde, ao grupo:

r
abcde
acebd
aedcb
adbec

E, enfim, aplicando cada uma das substitui¢des ¥ nas permutagdes de G, obtemos

H = GT', abaixo:

abcde acebd aedcb adbec
bedea cebda edcba dbeca
cdeab ebdac dcbae becad ,
deabc bdace cbaed ecadb
eabcd daceb baedc cadbe

Por tudo isso, Betti conclui que a substituicio do mdximo multiplicador de um

grupo de um niimero primo de permutacoes sobre um niimero primo de letras, e que tem por

. . ] - . i
substituigdo somente as poténcias de ( ! J, sio todas poténcias de (lj ;
1+ l

- . L . ) - ] B
e entdo o grupo cujas substituicoes sio todas compreendidas na notagio ( . b] é um
al +
mdximo.

Passemos a secao III (pagina 67): Mdximo multiplicador de um grupo de um
niimero primo de permutacoes sobre um niimero de letras que tem os fatores primos

diferentes entre si.

Em primeiro lugar Betti toma o grupo G composto por um namero primo p

de permutacdes. O nuimero de letras dessas permutacdes serd m, produto de
nameros primos diferentes entre si. As substituicdes de G serdo as poténcias de uma

s0, de ordem p, resultantes do produto de g substitui¢des circulares; e cada uma
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dessas g substitui¢des circulares estarao definidas por meio de um sistema de p

letras diferentes.

Vamos tomar o exemplo de m=6 e p=3. Nessa condigdo, teremos dois
sistemas (g =2) de trés letras diferentes (p =3). Acreditamos, para uma melhor

compreensdo do que foi dito no pardgrafo acima, construir o grupo primitivo G,

primeiro com a notacao sugerida por Betti para as permutacdes.
Tomemos x,x,x,y,y,y; a permutacdo inicial. O grupo G sera:

G
X1 X0 X3 1Y, Y3
X3 X1 X, V3 V1Yo

Xo X3 X1 Yo Y3 Yy

Podemos observar que G é um grupo com p =3 permutacdes e g=2
sistemas circulares de ordem 3. As substituicbes desses dois sistemas estdo dadas,

pelas poténcias de

6,: 9,(0)=1;¢,(1)=2; ¢,(2)=0, para as permutacdes das letras x,, x,, x,,
e

6,: 9,0)=1;¢,()=2;¢(2)=0, para as permutacdes das letras y,, y,, V.

As substitui¢des de G serdo as poténcias de uma s6, de ordem p, resultantes

do produto de g substituigdes circulares, dadas pela justaposicdo de 6, e 6,.

Retornando a notacdo que adotamos, fica facil reescrever o grupo primitivo

G, considerando abcdef a permutagao inicial,
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G
abcdef
cabfde
bcaefd

composto por trés permutagdes e com os dois sistemas circulares de ordem 3.

. = Kk
Betti usa a notacao

J para denotar as substituicdes de G, onde o indice
X
k+a,h

k indica a posicdo das letras nos ¢ sistemas e o indice & indica a posicio dos

sistemas com relagdo ao grupo G.

Um primeiro grupo multiplicador I', do grupo G, sera definido levando-se
em conta esses sistemas circulares. Como os sistemas sdo constituidos por um

ntimero primo p letras diferentes, Betti fez tal como na secdo anterior: as
substituicdes y,, desses sistemas, sdo dadas por (p(k)zﬂk, de tal maneira que as

substituicdes de I' também deverao ser um produto de circulares: ¥ =y .., .

Em nosso exemplo, em cada sistema teremos

v, 0,(k)=k(mod3), ¢,(0)=0; ¢,(1)=1; 9,(2)=2 para as permutacdes das letras

a,b,c;
e,

v, : ¢ (k)=2k(mod3), ¢,(0)=0; ¢,(1)=2; ¢,(2)=1 para as permutacdes das letras
d,e, .

Jh

. P xk
Betti utiliza

] para denotar todas as substituicdes de T.
Xk, n
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Considerando abcdef a permutacdo inicial, o grupo I serd

r
abcdef .
acbdfe

Quando aplicamos cada substituigdo de I' nas permutacdes de G, obtemos o
produto GI':

GI'

abcdef acb dfe
cab fde  cba fed .
bcaefd bacedf

Logo ap6s, Betti indica que um proximo passo é a obtencdo do multiplicador

H, do grupo GI', que serd aquele com substitui¢des definidas pelo indice /. Betti as

[xk,h
X y(n)

Essa notacdo indica que as substituicdes de H deixam fixas as letras em cada

denotou por

sistema, mas muda a posi¢do desses sistemas no grupo GI'. Em nosso exemplo,

devemos ter y(i)=h+1. Dada a permutacio inicial abcdef, tal grupo podera ser

representado pelas permutagdes

H
abcdef .
def abc

Aplicando cada substituicdo de H nas permutacdes de GI', obtemos o grupo

L=KH = GI'H, cujas permutagdes serdao
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abcdef  acbdfe
cabfde cbafed
bcaefd bacedf

defabc dfeacb
fdecab  fedcba.
efdbca edfbac

O grupo L, produto dos grupos H e K, foi construido de tal forma que H
somente tenha substitui¢des definidas pelo indice 4, e K, substituicdes definidas
pelo indice k. Betti chamou esse grupo L de grupo por letras adjuntadas, sendo letras

adjuntadas aquelas com um mesmo indice % .

Em nosso exemplo, temos dois tipos de sistemas de letras adjuntadas,
formados pelo indice k: aquele que adjunta e permuta trés letras, e aquele que

adjunta trés letras e permuta duas delas.

Em seguida, no terceiro paragrafo da pagina 68, Betti faz a seguinte afirmacao,
que é uma parte do teorema enunciado quando ele encerra esta segao: “Se nao existe
algum multiplicador do grupo, que dd um produto por letras adjuntadas, L serd um grupo
mdximo, ao menos que o nimero das letras que entram nas permutagoes nio tenham iguais

entre si 0s seus fatores primos.” Betti nao faz a demonstragado completa dessa afirmacao.

Na pagina 69, 3° pardgrafo, para melhor esclarecer o conceito de letras
adjuntadas, Betti demonstra que as letras que forem adjuntadas nio podem fazer parte de
mais de um sistema e entdo, os sistemas diferentes de letras adjuntadas terdo uma so letra
igual. Para essa afirmacao Betti argumenta, e isso pode ser verificado nos sistemas do
exemplo que fazemos acima, que toda substitui¢do que troca a posi¢do da letra a

também troca a posicdo das letras b e ¢; analogamente para as letras d, e, f .

64



Ja& nos sistemas definidos pelas substituicdes cujas poténcias estdo
. ~ | *xn . .
compreendidas na notacdo , vemos que os seis sistemas diferentes que foram
x
Ak, h

formados, permutam duas de suas letras, deixando fixada uma outra.

No fim da pagina 69 e no inicio da pagina 70, Betti ainda nos propde o que
chamou de Quadro A, dispondo as permutacdes do grupo construido de uma
maneira especifica: cada um dos p sistemas deverdo ser dispostos em linhas
evidenciando, ao mesmo tempo, os sistemas formados pelo indice k nas suas
respectivas posi¢oes, definidas pelo indice h: “... as letras de cada sistema sendo p, os
sistemas serdo ao menos p e as letras p”. Sejam as sequintes linhas horizontais os primeiros
p sistemas de letras adjuntadas, e aquela formada por uma letra de cada um desses, seja a

primeira linha vertical

7”7

Xop-1 Kip-t Xop p-1p-1

0<i, j< (p—l), nas posigdes do quadro A, representam cada um

Cada x;

ij’

dos sistemas do grupo construido.

Considerando as conjecturas que apresentamos até aqui, esse quadro ndo faz

muito sentido, uma vez que, em nosso exemplo, o grupo L ndo teria p sistemas de

letras adjuntadas. Nossa opcao de representacao do grupo L, acima construido, nos

mostra p —1 sistemas dispostos em duas linhas e duas colunas:
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abcdef acb dfe
cab fde cha fed
bcaefd bacedf

def abc dfeacb
fdecab fed cba
efd bca edf bac

Entretanto, apds a apresentacdo do Quadro A, Betti descreve, ou melhor
reescreve em linguagem retérica a construcdo do grupo L, detalhando a
interdependéncia existente entre os sistemas gradualmente gerados pelas

substitui¢des compreendidas nas trés notagdes apresentadas:

Xe.n Xe.n Xen .
v e 7
Xivah Xak.n Xy (n)

interdependéncia ja demonstrada nas afirmagdes: “as letras que forem adjuntadas ndo
podem fazer parte de mais de um sistema” e entdo, “os sistemas diferentes de letras

adjuntadas terdo uma so letra iqual” .

Essa interdependéncia entre os vérios sistemas de letras adjuntadas, assegura
que as substitui¢des do grupo L serdo todas circulares. E como a construciao de L se
da passo a passo, e prevendo a necessidade de varios sistemas de letras adjuntadas,

Betti apresenta uma notagdo geral para indicar todas as substitui¢des desse grupo:
Xt
Xiva, hb, lvc, ..
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Tal notacdo esta inserida no teorema que Betti enuncia ao final dessa segdo:

“Para que um grupo por letras adjuntadas admita um multiplicador, pelo qual
multiplicado, o produto ndo seja por letra adjuntada, é necessdirio que o niimero das letras seja

a poténcia de um mniuimero primo, e que esse ndo contenha outras substituicoes que

Xiond,..
Xksa, hab,i+c, .

Um grupo de permutacoes de um niimero de letras que admite os fatores primos

compreendidas no simbolo

diferentes entre si, ndo pode ter por divisor nenhum grupo por letra adjuntada, ao menos que

ele proprio nao seja um grupo por letra adjuntada.”

Enfim, na se¢ao IV, Mdximo multiplicador de um grupo de um niimero primo de
permutacoes sobre um niimero de letras que é poténcia de um niimero primo, Betti toma p"

letras que entram nas permutacdes, para gerar sistemas de letras adjuntadas, e

conseqiientemente, o grupo primitivo G com p permutacdes. O divisor desse

primitivo serd aquele cujas substitui¢des estardo compreendidas na notagao:

X, ..
Xira,htb,l e, .

Vamos, como exemplo, tomar m = 4 =2°. Seguindo o que foi feito da segdo III,

se a permutacao inicial for abcd , 0 grupo G terd as permutagdes

abcd ,
badc

. ~ | Xron
todas compreendidas na notagao ( J .
X
k+a,h
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Como p =2, o multiplicador I', gerado pelas substituicdes compreendidas na

X, - . . N .
' J, ndo existe e, assim passamos aquele multiplicador que obedece as
X
Ak, h

notacao [

X
substituicdes compreendidas na notagdo [ o
X o(n)

]. Tal grupo, dada a permutacao
inicial abcd , terd as permutacdes

abcd .
cdab

Ao aplicarmos as substituigdes de H em cada permutagéo de G, obtemos o

produto L=GH

abcd
badc .
cdab
dcba
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CONSIDERACOES FINAIS.

Betti sempre foi um pioneiro, quer em assuntos politicos ou politicos
educacionais de seu pais, quer na participacdo internacional em pesquisas em
Matematica. Sua contribuicdo a Teoria de Galois destaca-se devido ao seu espirito
audacioso em investigar conceitos absolutamente novos e poderosos, mostrando
impeto em arranhar a superficie de um assunto, até entdo, de dificil compreensao
para todos.

A entdo chamada Teoria das Substitui¢des, tal como apresentada na Parte
Primeira, exibe a relacdo que Betti faz entre permutacgao e substituicdo, diante de seu
interesse na resolugdo de equacdes algébricas, numa conexdo direta com a obra de
Galois: uma permutacdo ¢ a disposicdo das raizes de uma equacdo em certa ordem,
enquanto que a substituicdo é a alteracao dessa ordem. Na medida em que opera
sucessivamente qualquer par de substituicdes, pela nocdo do que conhecemos
atualmente por composicao de funcdes, Betti obtém o conceito de substituicao
derivada, hoje conhecido por conjugacao.

Betti define grupo de permutacao: um Grupo de permutagoes serd composto por
uma série de permutagdes tais que uma substituicdo, executada em cada uma das
permutacdes, realiza a troca entre elas sem produzir qualquer outra que ndo
pertenca a série, que no sentido moderno é aquele composto pelas substituicoes
desse grupo

Estende o conceito de derivacdo para o que chamou de grupos derivados
iguais e semelhantes. Dados dois grupos G, com n substituicdes 6, e I', com
m substitui¢des y , ao aplicarmos cada substituicdo de I' em cada permutagao de G
obtemos os chamados grupos derivados de G por meio de y, podendo esses serem
iguais, de mesmas substituicdes, ou semelhantes, com substiui¢des diferentes, mas
de igual nimero. A unido de grupos derivados iguais é chamada produto GI'. No

sentido moderno, temos que cada derivado igual D, G é uma classe lateral de GT e

G seré sub-grupo normal de GT'.
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Atualmente, pela Moderna Teoria de Galois, ao discutirmos se uma equacao é
resoltvel por radicais, tomamos o grupo de Galois, H, dessa equacao e verificamos

se podemos definir uma cadeia finita de subgrupos
H=N,oDN oN,D>..DON,,

onde cada N, é sub-grupo normal de H e tal que todo sub-grupo quociente N, /N,

seja abeliano, isto é, verificamos se o grupo é solavel.

Dessa maneira, Betti caminha no sentido contradrio; como ele ndo define,
inicialmente, o que é o grupo de Galois da equacdo, comeca com um grupo G de
permutacdes das raizes e um outro grupo I' e constréi GI', no qual G é normal. Se
GI' ndo for maximo, ele constréi um GIT,, no qual GI' é normal, determinando,

assim, uma cadeia ascendente e ndo descendente como fazemos hoje.

Na verdade, essas ideias estavam em gestacdo desde a pesquisa de Lagrange

que, apds estudar os métodos de solugdo para equagdes de grau 2, 3 e 4, investigou
uma maneira de unifica-los, criando o procedimento que exemplificamos na segao
2.3. Ao substituir uma equacdo por outra, exibindo as raizes da primeira em fun¢ao
da segunda, percebeu que propriedades importantes da primeira, poderiam ser
deduzidas examinando o efeito produzido pela permutagdo das raizes na segunda e
na equagao auxiliar.
Galois, influenciado pela ideias de Lagrange, estabeleceu as condi¢des necessarias e
suficientes para que uma equagdo seja soltavel por radicais. Utilizando substituicdes
(funcdes) trocou a equagdo dada por um grupo de permutagdes, decidindo se a
equacao é soluvel por radicais ou ndo, apenas utilizando-se das propriedades desse
grupo.

A obra de Betti como um todo, nos traz uma tentativa de maior sistematizacio
tanto da entdo conhecida Teoria das Substitui¢des, hoje Permutacdes, quanto da
teoria proposta por Galois. Ela foi uma das principais referéncias para as obras de
Cayley e Jordan, sendo essas o ponto de partida para os trabalhos dos matematicos
alemdes no século XIX e inicio do século XX, de tal maneira que em todo esse
processo, o conceito de grupo foi aos poucos se desprendendo do estudo das

equagdes algébricas, tornando-se um conceito muito mais abstrato e abrangente.
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suu“\ WISOLUZIONE DELLL LQUAZID\I ALGEURICIE
MI'MORIA
DEL S1G. DOLT. ENRICO BETTI

Professore di Matematiche wel Yieco Forleguerri di Distoja.

Nella presenle memoria ho preso a {ratlare colla massima
generalitd | oproblemi celalivi alla’ risolubilita dells cquaziont
algebriche , che si proposero i duo sommi geometri - Abel o
Galois, ¢ intorno ai quali, per la morte che li rapi ambeduc
afla scienza ancor giovanissimi, non polerono Jasciare altro che
pocho traccic della via tenuta per raggiunger lo scopo, ¢ mol-
ti dei pit importanli feoremni , wa privi in gran parlt, delle’
Juro dimoslrazioni.’

Dopo che Puvlo Ruffini di Modena chhe d)moslrala I' im-
possibilita di risolvere per radicali le equazioni di grado su-
periore al quarelo in generale, Abel il primo st propose-di de~
terminare le condizioni da verificarsi, aflinchié una cquazione
di grado qualunque losse in parlicolare risolubile per radica-
li. Tl mclodo da Ini scguilo jo_ questo ardue ricerche si (rova
in parte abbozzato in wn frammento di mcmoria rilrovalo tra
lo suc carte , ¢ pubblicato nella collezione ‘dellc sue -opere
falta per cura del prolussoro Holmboe, 1 chiarissimi Sigp. Aal-
msten © Luther banno sviluppato, ¢d esleso nel Giornale di
Crelle questo bel melodo, per applicarlo, il primo, ala dimo-
strazione def teorema di Abel sulla risolubilita delle cquazioni
di grado primo, il sccondo alla delerminazione dei eriterj” di
riso}ubilita delle cquazioni di 5° e 6° grado. .

Galois quasi conlemporancamente all’ Abel neditava sullo
slesso problema, ¢ 17 mesi dopo Ja morle di questi, presenfava
all'Accademin. delle Scienze di Parigi una menoria dove espo-
neva una nuova ¢ profonda tcoria da fui creata per risolvere
it probtema preso sotto un punto i vista'piit acnemlc, ¢l ap-
plicava alla dimos(razione di un tcorema sulla risolubilita per

Annall di Scienze Mlat. ¢ Fis. T. 111. {ebbrajo 4852 4
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radicali delle equazioni di grado primo, il quale non ¢, como
io ho gia fallo conescere (%), che una traslormazione di qucllo
di Abel, poi dirvostralo da Malmsten, e del quale cgli non po-
tecva aver cognizione. Poisson e Lacroiz eleli a viferire sulla
medesima la ritennero quasi inintelligibile , e rimproverarono
al giovine autore Ja mancanza della chiarezza.

I chiarissimo Sig. Liouville, pubblicando questa memoria, o
altri frammenli sullo stesso soggetio rilrovati dopo fs morte di
Galois , snnunzio di esser giunlo, dopo aver colmato alcune
leggicra lacune, a riconoscerc I’ esatlczza inicra del mctodo
col quale & provalo in particolare il rammentalo tcorecma, o
fece conoscere la iotenziona che egli ‘aveva di pubblicare un
Commenlario per completare certi passaggi, e rischiarare cerli
punii deljcati di quclla memoria,

Le condizioni di risolubilita per radicali delle equazioni di
grado primo possono pertanto ri(cncrsi delcrminste e dimo-
strate con ambedue i mectodi dei due sommi geometri. Rima-
nevano perd fin ora da determiparsi quelle relative alle equa-
zioni' di grado “won primo, molte deHe quali trovansi annunziate
da cssi sotto forme dificrenti, pud dirsi senza dimosirazione,
nei frarmenti postumi. Riempire questa lacuna & [ oggello
principale del mio lavoro. .

Jo ho jnstituita con gqualche noyvila wna teoria delle sosli-
tuzioni, ¢ per mezzo di essa ho potuto dedurre con facilita
e rigore dalla bella feoria del Galois che ho sriluppala ed
gslesa ; la delerminazione delle condizioni di risolubilita per
radicali, delle equazioni di un grado qualunque, e dimostrare
tutti i teoremi relativi, tanto 95(to la forma nclla quale Ii an-
nunzid Abel , quaato sotto quella colla quale li annunzié Ge-
lois , e aggiungerne alcuni nmovi per completare la soluziono
del problema. : _

Lo condizioni generali nccessarie e sufficienti alla risolu-
bilita di una cquazione di grado qualunque mnon le ho dale

{*) Vedi Amnalt di scienze TFis. e Mal. compilati da B. Tortoliui,
gennajo 1831.
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soltanto per il caso i cui vogliasi una risoluzione per radi-
cali, ma anche per quello in cui ci conlenliamo di averla con
radici di alire equazioni algebriche; ¢ lio accennato un princi-
pio di classificazione degl'icrazionali, j1 quale spero, i potere
sviluppare in altro lavoro.

Ho divisa la memnoria in duc parli, Nella prima ho espo-
“sta la fcoria delle sostituzioni: nella seconda la déterminazione
deMe condizioni di risolubilita delle equazioni alZehriche.

—oDSCC—
PARTE PRINA

CATOLO PRIND

DELLE SOSTITUZIONY \

1.

PRIXCIPI DEL CALCOLO DELLE SOSTSIUZIONL

1.° Una sostituzione & la_operazione . mediante la quale si
passa da una ad un allra _permutazione di plu quandita.

Gi scrnrcmo di vna sola lctiera © con diversi indici i po-
sti al basso per d)slmgucr tra loro tutte le quantitd che en-
trano neile permutazioni. Percio polremo rilenere che ogai so-
stituzionc si escguisca sostitucndo a tatli gli apici ¢ una fun- .
zione ¢(i) dei medesini; ¢ la indicherermo colla notaziono

(s
Teli) ) )

"La lonzione ¢(f) dovra godere Ja propricta di prénderce por
lulti 1 valori successivi i ¢, 1i stessi valori chc prcndc 1, ma
in ordine differente.:

2.° Adoltercmo dlrcm 51s[cru1 di apici sccondo il namero »
delle léliere, ' .
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1.° Se )
- w=p, N
¢ p numero primo , prenderemo per apici le p radici della
cougrucnza '
] i = 1 (mod. p),
| .

lo quali saranno i numeri naturali da zero a p — 1; poiche
| rignarderemo cgoalo a-zero la parte di ogni numero muol(-
' pla di p. :

2.° Quando sia
n=p,
J Un numere prime ¢ y un nunero qualunquc, ¢l scryircieo
per apici, delle p* radici della’ congrucnza

N

1 *

= i (mod.p),

Galots ba osservalo cle, sc
) F(¢) = 0 (mod. p)

N

& una congruenza irridotlibile di grado v, ¢ ¢ una radice in-
commensurabile della medesima; tutte le radici della (1) sono
date dalla espressione

t=a, 40t +a,+...+a,,0";

dove a_, a,....a~, prendono successivamenle tulli 1 valori
inleri mivori di p, e -si riguardano egyali a zero le quantila
“quultiple di-p (®). Le propricla principall di questa specio di
numeri complessi sono state poi dimostrate con molla ghia-
rczza ¢ rigore dal Sig. -Schénemann in uwna Memoria jnserila
nel tomo 31 del giornal Ji Crelle, intitolata Grandziige cincr
allgemeiner Theorie von héhern Congruenzen.

- 3. S

—— v ll.ra
n=prgiT .

¢ p, ¢ ¥ oumeri primi, ¢ v, g, ¢ . . . qualunque, distinguc-

= (") Vedi Journal de¢ Liouville 7T. Xj, pag- 396, ovvero Bullettin de
Ferrussac T. X1, pag. 428.
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remo le quanlila con pini apici per ciascuna letfcra , i quali
stano della nalura dei precedenti, ¢ioc radici delle congruenze

W= {mod. p}, p =i (mod. ¢), =1 (mod. 7)

Per brevitd, in questa prima parle, indiclicremo le soslituziooi
col semplice segno delle funzioni degli dpici che dchbono so-
stifnirsi 21 medesimi per eseguirle, servendoci per il segno di
funzione, serpre di lellers greehe. Cos) scrivercmo ¢ in luo-

go di ( ':;(l)) .

4.2 Le operazioni successive di piu sostituzioni 8, 8, 8,.. 0,4
cquivalgono a una sola soslituzione ¢ cho rappresenleremo,
come il primo fece Cauchy (%), col prodetto di quelle:

o 9=0,6,6:...0n; - '
- disponendo i fattori nclf’ordine col quale sono stale eseguite
lo rispetlive sostiluzioni

Se fosse
. =0,=0, ... =0,.,,
st avreble .-

) o= 6. . )

5.° S¢ & ¢ una sostiluzione circolare sopra p. lellere , ri-
peluta p volte riprodurra la permulazione d'onde siamo par-
{iti; percio si avra la stessa permutazione escguendola @ o
voltey quando sia '

_ a =15 (mod. p),

¢ si polrad porre

frria — §n;

ondo si dovra stabilire
: . 6P = 1.

6.°. Ogni sostitnzione, clic non & circolare sopra un cerlo

' - - - " e . @ n s « - 4

numero di letiere, equivale a pid sostiluzioni circolari effet-

() Vedi lournal de PEcole Pol. T. X.
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tuate sopra lellere differenli, ¢ quindi con ‘un ordin¢ qua:
lunqus (%)
Siano ¢, ¢r .. .. P,y Quesic sostiluzioni circolari, avremo

_ 6 =0, 91+ -Pm-t
¢ ripetendola n volte, poichd ¢ indifferenle Yordine con cui si
escguiscono le soslituzioni su lettere dillerenti, si otlerra

O =l ol o7 -+ ons

Aflinche ¢ =1 ¢& cvidente che dovranno csser soddlsfattc tc
. seguenli eijuazioni

ov=1, oi=1, ol =1,..00, =1.

Se p,pi < Pu-r sO0O i numeri delle leliere sopra lc suali ri-
speltivamente sono cscguile le sostituzioni ¢, @, .+ « - G-y
queste equazioni-non polranno csser soddisfalle a meno chen
non sia disisibile per po, Puy < v o« Prete . :

7.° Chiamercmo ordine di una sosliluzione il numero che
indica quanle permulazioni - dillerenti si pOsSsonc oitencre esc-
gueadola piu volle successive, o che ¢ Ta minima potcnza della
sostiluzione, che da per risullato Funila. Cio cbe si ¢ stabilito
nei due paragraft precedenti da i seguenli teoremi : - :

1. Le potenze i una sostituzione, gli esponenti delle quali sono
congrui rispelto all'erdine, sono equali tra loro.

2. L'ordine di una sostituzione circolare su p letlerc € eguale ap.

3. L'ordine di una sostituzione qualunque é eguale al minimo di-
visibile per tutti gli ordini delle sostituzioni circolari sopra letiere
differenti, delle quali ¢ il prodotto.

K. Se il numero p delle leitere é primo, ogni soststuzione di
peiime ordine sard circolare ‘su tutte le letlere, -

S. Una sostituzione di ordine prmw Ds. 0 € circolare su p let-
tere, o ¢ il prodolro di pite circoluri s p leltere differ en(x ciascuna.

() V. Serrct, Cours d'Alg. 5up png 252 o Journal de ll-Zr.:ole Po-
lllhccmqne T.X.
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8.” La sostituzione mediante fa quale dalla pcrmulaztonC'
oltcnula cotla 9, si toron a quclla d'onde siarao parlili & 67
sc p ¢ l'ordine di 9. Ora poiche §” = 1 si polra stabilire che

P = G-m

ossia che un esgonenie. negalive indica una sostituziono in-
versa a quella che rappresentercbbe qunndo‘ si prendesse posi-
(ivamente.

Per passare dalla permulazione oticnula colla sosl(ituzione
6" a quella oltenula colla Y™ ; la sostituzione da farsi polrd
roppresenfarsi con 6 &, ] ‘ ' '

9. Se si ha cguaglionza tra dac prodolli di pia sostiluzio-
ni si potranno moltiplicare ambeduo a desira per wua stessa
sosllluzmnc, cOINE purc a sinislra ; ma non pcrb in generalo
uno a destra ¢ l'alira a sinjstra.

I

DELLE SOSTITUZION{ DERIVATR. -

10.° Allorché piu sostitnzioni sono tali che lo lctters can-
giale da ciascuna di esse sono lasciate ferme da tutte lo al-
tre, il loro prodolic non varia se si cangia I'ocdine col quale
sono disposti i fattori. Ma sc due sostituzioni 8 o ¢ inducono
cangiamenlo anche sulle stesse lellere, non & pia indilferente,
lordine dei fatlori, non & piit.in generale

9 =d7,
ma invece :
(L) oy =19 ;

dovo 4, & un allra sostituzionc.
Moltiplicando da ambe lo Paru per ¢~ ' si ricava

2) o=yt &y _
La sostituzione 8, la dnrcmo la derivata di O per mezzo di
&, 0 la soslituzione pronitiva e ¢ la derivante.

* La derivata di §,.1a chlameremo derivala scconda di 0, la.
derivata della derivata sceonda, derivata (erra, ¢ cosi di seguito.
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Indichiamo colla notazione D7 1a derivala ma i G per
mezzo di ¢; avremo
(8) DyO.¢=¢DY0; DID;I=D}"0; Dy 0=0;
La quantita m la chiameremo l'indice della derivala.
11.° Prendiamo le cquazioni

DhH=yr 00, Dep=¢* @), Dyy =d yd

Moliiplicandole tra loro, avremo
ossia : la derivata del prodofto di  pite sostituzioni & cquule al

prodotto delle derivate delle médesime.

So
O=¢9g=y = ...; sata (D)= Dy0 ;

essendo « il numero delle sostiluzioni: dunque la deriveta della
Scond n
potenza net™a i una sostituzione ¢ la polenza ne*' % della deri-

tala.
12.c Se¢
=1,
sara .
D=yl = dv=¢" =1:
viceversa, quando
Dy &) =1,

-0
D?l, o = lj

¢ quindi _
IT=y-'0" ¢, b=04¢, 1=0".
Di qui ¢ facilo dedurre che la sostituzione ¢ la sua derivain

. sono dello stesso ordine.
13.° La derivate per mezzo di wna sostituzione ¢ o della de-

ricata per ‘mezzo di un altra ¢, di una qualunque 0+ é equale
alia derivatu’ della medesima 0 per snezzo del prodotto &p.

3
f
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Inlati .

M =uDy 0, Dy0.o=¢b,D,0: . -
moltiplichiamo a sinistra la 2.4 per &, avremo riducendo colla 17
9¢p = ¢2D, Dy 8

ma '
. 9({/9: WD'}FQ N
dupque
¢ in gencrale si pud dedurce da quesle
@  br. =y xdpD DDy ... . DY
(5) Dy DDy v Dy 5 =D, . 5,6,
Se ’
p=d=y...=17,

la {4) ¢ la (5) divengono

C(B) 6P =."DLS,

(1) D, 5= D}b;

quindi la derivata per mczzo delle polenza p*ma di una sosti-
tuzione ¢ cguale alla derivata p**'=" per mezzo della medesima
sostituzione. :

14.° Quando
Dy 9 =Dhe

& anche (v. n.° 13.%)
D,0=D,o,
¢ ¢

W=e, d=y;
dunque derivate dello stesso indice equali hanno cquali le loro pri-

milive. -

Se¢P=1, la (6) da

quindi
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e

!

D —

(58 )
(8) U{;O:O;

dalla quafe si ricava

D;9=D$0

quando ¢

e = e g S B L I e T e S (. A e e i e R T g S+ et A
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a= b (mod. p) :
le derivate gl'indici delle quali sono congrui rispetto all'ordine del-

la derivante sono eguali tra loro..
Sia ora n il minimo nuwmero” per il quate si abbia

(9) D 9 =15,

(10)

essendo p Vordine di .
Derivando (e — 1)n volte la (7), si ha

()

¢ dalla (8) soslituendo in cssa a p if .valor;:. (10), '

m — =) —_ -
D,Pj ¢ =Dy ] __.0.

(12)  Dg70.Dg 6 =1.
Egu'ng!nndo la (ll) ¢ la (12), si ha
| Dp"6. D A=Dprh:

onde
Dy o=10,
e perché r< », dovra essero
r=0.

Dunque U'tndice minimo di una dcrivate eguale alla primitiva, é
un divisore dell' ordine della derivante ; ¢ sono egquali le derivale
che hawio gl'indici congrui rispetto al medesimd.

Se I'ordine di ¢ & un numero primo p le derivale dll’f’@-
renti di una sosfiluzione qualunque rispello ‘a.¢ saranno p.

 —— L e e g Py S = s Sr—— e
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(59 )
CAPITOLO SECONDO

DEi ONUPPI DI PENMUTAZIONT
I

DELLE.SOSTI(TUZIONI D( LN GRUPPO.

15.° Dicgsi Gruppo di permutazioni una seric di’ permuta-,

zioni {ali che una sostituzione medianto la qualo si-passa da

una’ ad un altra qualunque di esse, escguita su. tutle, non fac-
c¢ia che permutarle Ira loro, senza produrne nessona nuova
cbe non appartenga gia al gruppo. Si dicono sostituzioni del
gruppo quelle colle quali si passa da una a (utie lo al(re per-
mulazioni del medesino,Se queste siano ¢, , 0, , b, ... )., do-
vra aversi -

q’m an =_(),J"’

cssendo -7 -un valore inlero dipeadenle da m ¢ da n, ¢ mino-
re di'p.. .

Un: gruppo che contenga n permutazioni lo diremo di grado
nl/mo. ’

Una funzione di pi quantita cho non muli valore allro
che'per le sostituzioni di un gruppo, ayra altrettanti valori
quante sono e permutazioni di queslo.

16.° Sia ¢ l'ordine di una sostituzione ¢, de! gruppo; ¢, 0

sara cguale al numero -dellc permutazioni del gruppo medesi--

mo, e si ayranpo con cssa (ulle le permutazioai:-o sari mi-
nore di quel numero, ¢ sc ne avranno sollanto ¢, ¢ yi sarau-
no‘poi dello alire sostituzioni. Sia una di queste &, di ordine
u; da ambedue si avranno gr permutazioni differenti ; poicho
supponiamone due- cguali

G W= gl
mofliplicando a deslra per ¢3*, a sinistra’ per ¢57 ,

1

L 14:—1‘ — ]-r-r' o - <.
o=, :
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Prendiama (s — «) & = 1(mod. »), ¢ inalziamo alla polenza £,
si avrebbe
,’r—r‘lk

! ae—
=0 . .

¢ quindila sostitnzione &, non sarcbbe altro che una polenza
di ¢, ¢ non una nuova che polesse dare dello altre permu-
tazioni. Se gn non ¢ eguale al numcro delle permulazioni def
gruppo, si avra anche un altra sostituziono ¥, , colla quale si
olterranno allre gn permutazioni, tulte differenti dalle prece-
denti ¢ poich¢ suppomamo

4’ ‘/ T ﬂu’l Vz 2
si avrebbe

’:"’: = ‘1!",:“ 'r"{ !
ossta ¢, eguale a una dellc precedenti sostituzioni , contro il
supposto. Se con queste g(n—+1) permutazioni non sono esaurilo
tutte quelle del gruppo, lo altre soslituzioni noa potranno c-
gualmente dare clie un numero mualtiplo di ¢ : dunquo ! or-
dine di una sostituzione qualunquo di wn gyuppo € un divisore del
aumero delle permutazioni del gruppo.

Sc in gruppo avra wn mumero primo di pcr»mra:zom, le s6-
stituziont del medesimo saranno tutle potenze di una sola dl or
dine p.

"17.° Chiameremo eguali duc groppi quando (ultc le sostis
tuzioni di uno saranno eguali a quelle dcll ‘altro, ancorchi¢ dif-
ferenti siano le permulazioni.

Se le sostituzjoni sarauno dichrcnli ma nello stesso no-
nmero ¢ di ordini cguali, i gruppi conterranno anche uno stesso
numero di permulazioni, ¢ 1i diremo simili.

1L

DEI GRCPLL DERIVATL SIMILL,

18" Sihno 8, 0,9, ...6p tultele sostituzioni di un grup-
o G; ¢, ¢, ... ¢y, quelle di un allro T. Un gruppo oltenuto

T T e e o e et e i bt A4 VL 4 S e AL 8 T A T s i e . e i b o
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(61
cseguendo sulle permutazioni di G una sostitusiong ¢,, ha lc
sue soslituzioni derivale di quelle di G per mezzo dn Gy ©
percid lo diremo Gruppo derivato di G pcr mezzo i &, ¢ lo
indicheremo colla notazione

Dy G

m

Poiche le soslilurioni derivate sono delle stesso ordine delle.
primilive (v. n.° 12), i gruppi dernau saranno o similiy o equali
al promitico o tra loro. ‘

I gruppi derivati di uno G per mezzo dello sostituzioni di
un altro I' si dicono derivati di G per mczzo di T', cho dicesi
derivante. Se sono simili ¢ sommandoli si ha un gruppo, questo
si chiamera gruppo della somma dei derivati di G per mezzo i T

19.° Una sostituzione o che converte una permutasione di un

gruppo G in ung di un suo derivato, cangm 1l prnno gruppo in-
Lieramente el secondo.

© Infal, sia

m’
Moltiplichiaroo per 9, a sinistra, avremo

01-1 .07 om = 07 E‘)r-l)?r 9111' = H!Jr D\f’r 07 Om’

gyom =9A) 0 0w=9d 59, =0,:

onde

Poiché ¢ ¢ quindi e possono: esser qualunque, s¢ ne deduce che
lulle le permultazioni di un gruppo rimangono cangiate in quclle’
di vn suo derivato, quando rimanga cangiala vna sola di ecsso
in una di quelle dell'alteo, come \olcvwmo dimos(rare.

20.° Se tulli i grappi derivali sono soltanlo simili, tule le
sostituzioni del gruppo Il che ne & somma, i permuleranno
tra loro; ¢ il gruppo K somma di queste permulazioni conlerri
un numero di sostituzloni egoale al numcro delle sostituzioni

' ’
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di 11, ¢ tutte di ordini rispetlivamentc eguali a quclli di quc-
ste uvltime, ¢ percid sard simile a I

1l gruppo K lo Jiremo gruppo delle permutazioni sopra i de-
rivati, ¢ potremo stahilire che 1 gruppo delle permutazioni sopra
{ derivati & simile al-gruppo della sommu dei derivati, allorquan-
do questi sono soltanto simili tra Toro.

' .

NFE{ GRUPPI DERIVATI ECOUALIL.

21.° Quando i gruppi derivati per meczzo di un groppo I
sono tulti cguali ma non identici “tra loro, ciod quando }mnno
eguali le sostituzioni, ma non lc permulazioni, ¢ si ha. ~

G=Dy G=Dy G=.... =Dy, G;

il gruppo derivante T delle sostitnzioni W, ¢, ... Upey , prendera -
H nome di moltiplicatore del gruppo primitivo G; ¢ anche quello
di divisore del gruppo H che risulta dalla somma di (utli i
gruppi derivati,

1} gruppo H lo chiameremo il pradotto di G per T, ¢ porrcimo

’ .= GT.

Se

r=G7r,, n=6G6,7,,...0s, =G, Guer
sara '

’ N=GG,G,...Gh,y;

¢ poiche l'ordine di questi fallori noa ¢ indiﬂ‘ércnlc,_,_ distin-
gucremo questi groppi tra loro, chismando G-, il 1.° divisore,
Gn-,, i1 2.° ... G " n**»°, ultime divisore; e G, il primo, G,
il 2° ....Gaoy P'(n—1)""7° moltiplicatoré di G. '

Sc non possono esistcro altri moltiplicatori dopo T', si’'dira
queslo @ massimo moltiplicatore di G.

Un grappo che non ammetie nessun dmsorc lo diremo

primo. Uno che non abbin nessun moltiplicatoro gruppo massimo.

Poichd del gruppo H lc sole snstituzioni che ha comuni
con I" ‘permutano tra loro i derivali-di G; si puo stabilire ché

P —— A e ot ] 2 it S - | -

000000000
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(63)
il gruppo delle permutazioni sopra i derivali per mezzo di un mol-
tplicatore di essi ¢ simjle a questo wmoltiplicatore.
22.° Il derivato del prodotto di piir gruppi ¢ cquale ol pro-
dotto dei derivati di ciascuno di essi presi nello stesso ording,

Sia
II=Gr,
e 6, le sostituzioni di G, ¢» queHe di T; avremo
| ' Dy, Opz= 0.

Deriviamo I per mezzo di ¢; nel gruppo clie si ollerra, alle 0,
corrisponderanno le D, 6,,, alle ¢, le D, ¢,. Ora si ha
(v. n.® 11.)

D; 9,,, D? '\'Ja = D? Om ']bn == Dp 4‘}1 om' : D‘,‘}’n Dp 0.-;7‘ 3 I

onde

D D? om=D.= om')
” -

Dy
e il gruppo D, H sara il prodolio dei duc derivali
DG ¢ D, T;

) D, G =D, G D,I:
e in gencrale se
H=GG,G,.-..G,.;

Dp H ZD?G’D? G‘ DPG,. .- Dp Gn-l A
—o—i-5-5- e to—
CAPITOLO TERZO

PrLIA DETERNINAZIONE DEI MOLTIPLICATONI
¥ DIVISONI DI UN GRUIPO, .

L

BQUAZIONL DBEL NMASSIMO MOLTIPLICAYORE
E DEI DIVISORI DI UN- GRUPPO.

23.° Dalo un gruppo, possono esser proposti duc proble-
mi; delerminarne, 1.° i gruppi molliplicatoriy 2.° i divisori.

Ciinnliad hv Thae Rriticeh | ihrarv - "The warld's knowledaeg"
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La soluzione di ambeduc questi problemi richiede prima.
la délerminazione di una funzione 8 degli apici che dia lalte
le sosliluzioni de) gruppo per i dilferenti valori che preadono’
le costanli o parametri cho enlrano nella medesima.

1. Per la determinazione dei moltiplicatori osserviamo che,
indicando con ¢ l¢ loro sostiluzioni, ¢ con § quelle del gruppo’
dato 11, dovraono i derivati per mezzo dedle ¢ essere cguali (ra
loro, ¢ quindi [o sostiluzioni derivato delle 4 per mezzo di ¢
eguali ad altee delle medesime 5 onde deve aversi la equa-
zione : ' :

- (19) Dy 6, =9,,;

dove cssendo 9, una sostituzione del gruppo dato, G, ne €
un altra le costanti delfa quale sono dipendenti da quelic di 0.
Questa equazione corrisponde afl'alira '

(M) 909 (03 =, 90)).

11 valore di & che ¢ l'inlcg‘ralc pit gencrale di questa conterrd
tulli i valori che sodisfono la (14), ¢ quindi tutle le sostitu-
zioni de} massimo molliplicatore del gruppo proposto. '

2. Passiamo ora alla decomposizione di-un gruppo uci
suoi successivi divisori primi. .

Siano

() g, B0 Uy v v b, s

° y=2

‘le sostiluzioni di un gruppo G,

(b) Oo, 9, Oy -~ - G, s

u-z

quelle i un altro T, = aflinché un gruppo H sia il prodotlo di
" questi, ciné .

i -’=.Grn )

sard necessario ¢ sufficiente cbe le (@) formino un gruppo cl-
fettivo, ¢ che quindi soddisfaceiano la’ cquazione

e g e ey it 5 s
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( 65) ’
(v. n.° 15.%; ¢ che inoltre siano eguali i derivali di G per
mezzo di [, (v. n.® 21.°), ciod
(16) Dy 6, =4,

A7) 618, (11=5% (B ()1

Le sostiluzioni di 'y cho sono il prodotto di una medesima so-

stituzione per due differenti delle (a), danno dei derivali non’

solo eguali, ma ancho iden(ict, ciod colle stesse permulaziont,
o quindi csse dosranno ritenersi egaali tra loro nel gruppo I'y;
i) grado del quale sara dalo percid dal numero di quelle sostitu-
zioni sollapto che permutano cflcttivamente tra loro i derivati,
¢ cbe percié non hanno per faltore nessuna delle (a), o po-
tranoo anche mon formaro un vero gruppo. Con quesla consi-
derazione riman sempre yero il tecorema del num.e 21, e inol-
tro si puo slabilire cho il prodotto dei gradi dei divisori di un
gruppo ¢ eguale al grado del gruppo stesso. ’

I valori piit gencrali cbe soddisfanno lo cquazioni (13) e

(17) dauno lc sostituzioni del secondo divisore G, sul quale-

operando comnc sopra H, se nc potrad oltencre un teczo G, ¢
cosi scguilando si giungera finalmente 2 un ultimo_ divisoro
primo I',.

Le sostiluzioni dell'ultimo gruppo G,-; di cui é divisore T,
private dei fallori cguali a qualcuna delle sostilazioni di T,
daranno un primo wolfiplicatere I', 4 quelle di G- , toltt da‘
essi fallori cguali a alcuna di quelle di Gy-n, daranno un sc-
condo, molllpllcalorc T';, o cosi di seguilo ayremo tutli i mol-
tipheatori fino all’ ullimo T',), e sara

H=T, I, T3...0 s

Tulli questi divisori saranno primi, perché altrimenti non si
sarebbero presi per 1 valori che sodisfanno la (15) ¢ la (11)
tutli i possibili.come abbiamo supposto.

Quando si trovasscro una scrio di valori () che soddisfa-
cessero la (15) ¢ non la (17), le sostituzioni cho essi rappre-

Annali di Seienze Mat. e Fis. /[ 111, {ebbrajo 1852. 5
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scnlcrcbhero, darebbero tanti. gruppi derivali simili, quante
fossero quelle di I non comprese nelle {a). La decomposizione
di un grappo nei sooi divisori primi corrisponde a quelfa che
Galois chiamava decomposizione propria. La determinazione’ di
pii derivali simili dei. ¢oalt un gruppo dafo sia la somma,
corrisponde alla decomposizione che egli chiamava fmpropria.

Nella ricerca dei moltipticatori di wa groppo distinguere-
mo (re. fasi-: 1.° quello nel quale il numero dello lotlers &
primo: 2.° quando & il pradol(o di- nomerl. primi. dilfercnti. tra
Joro: 3.° quando ¢ una polenza di un numero primo.

1I.
MA53IH0 MOLTIPLICATORE DRI GACTrl DI OX NCHYERO PRAIMO
Df PERMUTAZIONI SOPRL UX NCMERO EGUALRE Dl. LEITRRRE.

21:° Sia p il numero prino delto lettere, o dollc permu-
tazioni del' grappo. Le. sostituzioni del gruppo saraanno tutle Ie

potenzo dillcrenti di una sola di ordine p-(v. n. 16), circolare’
sopra lutle [o leltero(v. n.7..4), Ia quale disponendo couvenien-,

temente: gli apici. numerici { della prinia permniazione, sdrd
' o(y=1~ 1.
L2 cqnazione (14) da infcgrarsi per avere )l massimio  molli-
plicalore; diverra.
Wi~ 1) =i} + a-,
la: quale ha. per- integrale. generale
Y1) = @i+ b = a(f +¢) _.u[q(f)]‘

dovo ac=1b."

Le potenze di.g(f) essendo poi sostiluzioni del gruppo pri-
milivo, tutlo lc sasmuznom del massimo moluphw(oro 5aranno
date:da

Uif) =ai:
ed cssendo 2 nna radice: primiliva di';';, ¢ poncndo’
0(1) = i

Tt v i A ekt 4 e - et b o ol
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(ulle saranuo polenze di §(r): dunque le sostituziont del miassimo
moltiplicatore di wi gruppo di un numero primo di permutaiioni
sopra un numero primo di lettere, e che percio ha per sostituzioni

. .
le potenze di (+ ‘1) soltanto, sono tutte potenze della unica
H

G

e quindi 7 gruppo le cul sostituzioni sono (tultc comprese nella

nolazione ) .
t : - .
(a i+ b) .

111

é un’ masstino.

MASSIMO MOLTIPLICATORE Dt UN GHCPI'O DI UX NCLRO PRIMO
DI PRRMGTAZIOXI SOPAA UX NUMERO DI LETTERE CHE HA
DEI PATTOR] PRIMI DIFFERRXTI TRA LORO-

® Sia primo il numero p delle pcrmul‘mom di un grup-
po G, ¢ il numero m delle lettere che enlrano uclle medesi-
me, sia il prodotto di piu, fatlori primi differenti tra loro, A-
‘vremo che tulte le sosmuzmm di G ‘saranno polenze di una
sola di ordine p (V. num. 16) che risulterd dal prodollo di
g c1rco$arl , Ciascuna sopra un sistema -di p lellere differenti
(v. n.° 7. 5) D\slmﬂummo tra laro con un primo aplco ke
lc((erc di un sistema, con un sccondo h mt.llclmmo il sistema
al quale appar!engono. Il simbolo _ _ . .

. (1-’” A )
' Treas h
comprcndcr'\ lulte o sostituzioni di G.

Ua primo molhphca(orc, per cio che st ¢ dello prcculcn—
tewmaite {v. n.> 24) sard un gruppo I le soslituzioni del qualo

sono polenzo di _ _ S
(xk y h) . . '

Ty 4
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Moltiplicatore del groppo GT, che ve risulla, sard ogai grup-

po 11 cbic non abbia altre sostituzioni che sui sistcmi; ciol com-

(o) ?
iy ol ! |
perchié evidentemente queste non cangisno l¢ permutazioni delle
lettere di ogni sistema in parlicolare.

96.° Un gruppo L=KH, dove X non ablia allre sostitu-
zioni che sopra glindici &, 11 sopra gli &, lo diremo a letlere
congiunte 5 ¢ leltere congiunte quelle cbe lianno ugo stesso in-
Jico h. Tra le sostituzioni di K ve nc polranno esscre anche
sloune ‘cho permutino soltanto gl'indici & di uno, o di alcuni
sistemi; come purc alcuno che permutino quelli di vn sistema
;o un wodo, ¢ quelli di un altco in un modo differente. Ma
vi dovranno essere insieme tulle le derivale differcati di que-
ste sosliluzioni, per mezzo di un alira qualunque sopra gl'in-
dici h soltanto. '

Se pon esislc alcan moltiplicatore del gruppo , cbe dia

wn prodotlo a lottere congiunte, . sard un gruppo Massimo o
4 méno, cbo il numero delle lettere che entrano nelle permu-,
(szioni non abbia tutti cguali tra loro i suoi fattori primi co-
me passiamo a dimostrare. C

Supponiamo che sia vu molti plicatore di L it gruppo T di
y pcrmutuzioni. Le sostituzioni ¢, gy - -« Uy-z di csso non po-
(ranno essere’ né sugl'indici Ay nd sui £ soltanto, perché altri-
menti L non sarcbhe il massimo gruppo a lellero congiuntc ,

come abbiamo supposto. )
Le Jeltere che in un gruppo derivaty Dy L corrispondono
n

prese nclla notazione

a quelle di ciascuno dei diversi sistemi di fettere congiunte -

nel primitive L, formeranoo allret{ant nuovi sistemi di letlere
congiunte nel derivato, © poiché i gruppi L ¢ D‘.,nL sono ¢-
guali, le letlere congiunte nell'uno sono congiunic anche ncl-
P aliro , ¢ quinli ncl.gruppo L le m letterc si poiranno di-
sporre almeno iu v Jifferenti modi in g sistemi di p lctlevo

congiunie ciasculo.
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Fra questi modi ve ne sard sempre una (ale , che faccia
appartencre duc lettere qualunque per cs. z,, 73 , allo stesso
sislema. . . .

Infalli tatte [e lettere che fanno parte dei sislemi che con-
tengono Ja lellera 2, non polranno csser diferenti da futlc
quelle dei sisterui che contengono x5 perché altrimen( Lanlo
quelle che queste farebbero un sistema di letlere congivnlo
nel gruppo LI, contro il supposlo. Sia per (anlo x, una le(-
tera che fa parte di un sistema con o, e di uno con xy. Nel
gruppo L non vi saranno sostitmzioni che cangiano r. in una
lettera di un sisicma qualunque, ¢ ¢ho non permuling contempo-
rancamentd z, e zp in duc altro del medesimo; denque z, ex,
faranno parte di uno stesso sislema, ¢. v. d. : ,

27.° Duo lettere noD possono far parle altro che & un
solo sistcma di leltero congiunte. E chiaro s¢ p=2..S¢ p>2,
supponiamo cho z, e x, faccian parle di due sistemi diffe-
renti in tutle le altre lettere. Nel gruppo L, iu questo €aso
non vi sarcbbe sosliluzione che permulssse z, senza perma-
tare anche =, , ¢ viceversa @ poiché anchie cangiando z, in
una z, a lei congiunlo, z, formando parie con z, anche di
un allro sistema che aon conlicne z., dovrebbero tutte le let-
tere 4t questo ullimo rimaner cangiate in quelle del primo, ¢
quindt ancbe la z, . Quelle lettere poi nelle” quali rimarreb-
bero cangiale z, ¢ =z, verrehbero a far parte di due sisteni,
¢ sarebbero nello stesso caso; ¢ cosi di seguito. Dunque L sa-
rebbe un gruppo a leltere congiunle, i sistemi del quale sa-
rebbero di due letlere, contro i} supposlo. -

Ugualmente si dimostrerebbe lo stesso per un numero di
letltere > 2 e <Cp. Dunque 1 sistemi differenti di lettere con-
giunte avranno una sola lcltera eguale.

28.° Disposte e leltero in un nodo fqoalunque in sistemi
cooniunli, sara sempro possibile anche un altra disposizione
(v.n:® 26), nclla quale un sislema non polra conlenere che una
leltera di ciascuno dei primi (v..n.% 27);. dunfue , le leltere

.di ogni sislema essendo p, 1 sistemi sararuno almeno p, ¢ Jo
tettere p®. Siano lo seguenti lince orizzontali i priwi p sistemni
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(70) ,
di letleré congiunte, e quello formato da una di ciascune di
essi sla la prima linca verticale :

x

0ro Ttro Targ -+ 0. Tpoyg,

oy Trsx Fay i o o0 Tpoygy

s

o .x . s . - v s o e

» . a . » . .

Loy pey T1yyger Zaypor e Tpoyy e}
e poiché nci sistemi di leltere congiunte non'si possono mu-
tare alcunc di uno ia alcune di un altro senza mularle tutle
quanie; lo sostituzioni sulle lelters di una linca orizzonlale, o
lasceranno ferma la prima linea verticale, o ne convertiranno
tutto” quante le lettere in altro corrispondenti rispetlivamente -
alla siessa Jinea orizzontale, e congiunte tra loro = [e quali po-
tremo supporre esscre quelle di wna delle alire lince verticali:
poichs la prima permutazione & arbitraria. lo conscgucnza nel
quadro (A) saranno linca congiunte tanto quelle siluato in
una stessa linea orizzonlalo, quanto quelle detla-medesima ver-

ticale.
Ora osserviamo che le sosti(uzieni del gruppo L noa pos-

sona lasciare una linea verlicale ferma, ¢ permular le allre;
perché altrimentl contro cid che abbiamo .dimostrato al n.° 26,
due lettere di duc sistemi verlicalt non polrebbero essor.con-
giunic; lo slesso pud dirsi delle orizzontali ; duntue tutle lo
sostituzioni di'L non potranno essere che le circolari comprese
nella notaziong

' . (xk ? A ) .

o - Thias hd ’

¢ saranno congiunle anche tutle le [ctlere che si trovano sulla
'stessa diagonale. ‘ )
Se le lettere sono in numero maggiore di p®,a qoelli del
guadro (A) andranno aggiunti altri sistemi; e sara possibile un’
altra disposizione in sisiemi .di lettere congiunte, in ciascuno
dei quali entri una sola delle lettere del quadro A {ved. num.
926, 27) ; dunque per ciascuna delle p* leftere ve ne. saranno
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| (1)
altre p—1; ondc le lcllere saranno almeno p3. E poichd non,
si puo peomulare una letlera del quadro {(A) in una che non
st trovi in csso, senza converlirle lulte quaote in altec cgual-
menle congiunte ; fo p3 lettere si potranno . disporre in p si-
slemi di lcttere congiunte simili ad (A).
Dislinguiamo con ‘un terzo apice I e letlere di ‘quesli si-
stemi: poicbd noa si pué tener fermo nessano di ques(i sislemt )
permutondono aleuni tra loro, anclio rispello all'apico I saranno
in L le soslituzioni lutle circolari; ¢ quindi tulte quanic com-

prese ncl simbolo
(Ix » Wi )
Il—+a). Apby It

Generalizzando si pud finalmente slabilire il scguente Teorema:

Affinché un gruppo a leitere congiunte ammella un moltiph-
catore per 1l guale moltiplicato, 1l prodotio non sia a lettere con-
giunle, € necessario che il wwmero delle lettere sia la potenza di
ut numero primo, e che esso mon condenga allve sostituzioni che
guelle comprese el simbolo

(;D:A s Ayt e : )
A4a v 846 5 oy i )

Un gruppo di permutazioni di un numero di lettere che am-
mette dei fattors primi differenti tra .loro s non pué aver per di-
wisore messun gruppo a leticre congiunte , a meno che non sia a

letlere congiunte esso slesso. -
V.

MASSIMO MOLTICLICATORE DI DN GRCPrO DI DX KUMERO PRINO
Dt PERMUTAZIONI SOPRA DN KCMRRO D) LETTERE
CHE §£ POTENZA DI UNX NUMERO PRIMO

99.° Sia p* il numero d'ell_o leflere , p numero primo ¢ v
qualunque. 1l grappo di p permutazioni sard a letiero congiun-
te , ¢ ua divisore di quello, le soslituzioni del quale sono
-comprese tutte nella nolazione
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(a) (Ilah)l)m"' )
xl’—pa 1 AL S gy mypd g it
Delermineremo percié il massimo mollip]icatorc di questo ulti-
mo gruppo.
" Adottiamo per apici delle lettere , come abbiam detto in
prmcl[no, lo K radici della congruenza

(£) WP = k(mod. p) ;
lo quali sappiamo esscre cspresse da
k=a -’,—at-i—-azt + et P

dove 1 ¢ radico mcommcnsurabllc della congrucnza di grado vy
irridut(ibife

() F() =0 (mod. p).

I cocflicienti della i corrisponderanno agli apicl &, I, m, n,...,
ondo le sostiluziont (@) saranno tuite dale da :

x . - .
a+@i4a,t" . . Gy 1"t

g~ a(8: - B)i4-(asC T e - (Uyer - )i

o ancho , poich¢ @ =4 bi —+¢i* 4 ... #-gi*-" ¢ una radice &,
della (8}, questo sostituzioni possono rappresenlarsi con

(d) ),

Ty ko’
dove k, pué avero per valori tutte le radici della (4). Ondo
le permutazioni che con esso si oliengono saranno p*; ¢, Poi-
che pk, =0, talle, quelle sostituzioni saranno di ordine p-
Sia (k) una soslituzionc del moltiplicatore I" del gruppo
G che nasce dalle sostituzioni (d); dovra aversi (v. m.° 23°.)

6 k)= R+,
dove h, & purc una tadice delta (6) dipendente da k.

L'integrale pit generale della .congrucnza (¢} alle differenzo
i?milo ¢
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VGED IS

n=0

dove i B, sono radici della {8) tali che

‘u

B, kb = h
n=0
E facile verificare questo inlegrale ponendo mente alla pro-

pricl3, della quale godono guesla specic di quantila, che ciod

ki) = ¥ 1.

(oun)
: J:-k—'-nv

appartengono (utte al gruppo G; tulle le sostituzioni del mas-

simo molliplicatore T sarabno soltanto quelle comprese nel
simbola

Poiché lo sostituziout

Xy \‘

m . Ill:y-(

reo

Esprimendo e B,, ¢ k in funzione di 7, ¢ facilo ollencre la
(7) solto la forma

a+a(+a!2+...+a i
o r 2

(f)) Tmatmatotn, o i abwl ad ke a it
g 1 v~ ve=L o o 4 1

o o [ 4 ~r y—1

+(m(n-l)n

+ m {(7-1) @ 4 mp—q)a ) R
° 1 1 PR B |
dove tulle le @ ¢ lo 1 sono numeri interi egnali o maggiori
di zero, e < p.
Per qualunque valore det ‘Bn non si hanno scmpro sosli-
tuzioni. Poich¢ tulle le permulazioni non devono conlenere
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chic una sola volta una medesima fellera, sard neccessavio cho
1 Bn siano tali che la congruenza

=vel -
EB!, W= £,
non abbia che una sola radico comunc colla (8) qhalunquc
sia k.

30° Tulte lo sostituzioni (f) di T lasciano ferma la =, ;
ed esso & un gruppo 3 lellere congiunte rispetto alle altro

p’——.i. Infatti se , C

anclic

n=v-1 .
o\ n
Z B.{ak ) = ak,

dove a & uu intoro qualunque << p; poiché’
af =a;

dunque nel gruppo massimo woltiplicatore fe p» — 1 leltero
che hanno per indici fe radici della congrucnza

=1 (mad. p),

si dividono in P———; sistemi di 'p—1 lellere congiunte ciasca-

no , ¢ queste sono precisomente quelle gli .apici_ dells quali
“ banno un rapporfo numerico. )
~ 31° 1l numerp di leltere cho puo lasciar ferme una sosfi-
tuzione (c) ¢ sempre un divisoro p~ di p.
Sia x,, una letiera cbe rimanga ferma per una dellp {f);
st avra

=y~

B D> Bk =1,
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della quale saranno radici tutti gli apici dello slesso sistema

di lettere congiunle, ¢k, : dunque sc sla ferma una letlcra no
slaranno fermwe almcnop

Sia £, un’alira radice dLI[a (g) dlvcrsa dalle precedenti; ne
saraono radici amche tulli i p* valor, che prende la cspressions

ak, + ok, ,

ponendo in essa_per @ ¢ per & tulli i numeri intieri <p.
Questy p’lval.ori saranno dilfcrenli, poiché altrimenti si ayreble
) ak, + bk, =a k, 46,k (mod.p)_,
ossia
' (@ —a )k, = (b, — bk,
Moltiplicando per un numero & tale, cle
si ha '
ko= (a"— a,)hk,

contro il supposto : dunquo sc_stonno ferme pi di p lettere,
ne slaranno ferme almcno p*.

So sta fcrma ua altra lettera , sia 1" apice di questa k, ,

che sara una radice della (g) differcnte dalle precedenti’s o

ne sarauno radscn wlte fe p3 comprcac al solilo nclla csprus-
sione

ak, -+ bk, + ck, ;-
e queslc saranno, tulte dlﬂ‘crcnu, che allrimenti 51 a\'rcbbc
. a.l.o—b-bl-,-j-,c_lxa_alku—i— bk, —l—clka,
ossia
(2 — @k, ~+ (=60, = (e, — cJky 5

e moltiplicando por il numero A che di
' 6 —a)h=1,
(si ha . : o
: ki = ha— a, )k, k(b — bk, ,
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conlro cid che avevamo supposto : cosi seguilando si pao sia-
bitice, che ¢ leftere che stanno fermac sarabno scmpre in nu-
mero p™ divisore di p*.

-32.°Le v letlere che hanno per apici k, ke k, ... . K, lali,
che wno qualunque di ¢ssi non si pud esprimere lineacmente
per gli aliri, pon possono csser lasciale ferme da nessuna so-
stituziono cho nen lasci {ermo allres) (ulte quante le letiere ,
cio¢ che non cquivalga a2 nessuna operazione. Queste leftere
possono csserc una radice primiliva X di p, e le polenzo di
una radice ¢ della congrucnza (c). -

Per le sosliluzioni potenze di

)

7
non possono esser lasciate ferme cho le p lettere

Tyy Tag Xy oo ve Ty
poiché i numeri inticri << p sono lc unicke radici della con-
gruenza

1P =k (mod. p).

. 33.° Dal non csscr contenute nel "gruppo I' le sostituzioni
che lasciano ferme un oumero di lellere differento da p™, do-
vem é un iolero qualungue minore di v, si deduce che tulte le
sostiluzioni di I' sono di ordine p” — p™, o cho quindi (vedt
n’ 16.) il numero delle permutazioni del gruppo massimo che
nom & a letlers congiunte, ¢ che ammette wn divisore a lettere con-
giunte ¢ equale a M o a un divisore di M, essendo '

M =pp—1)ip» —p).... (p"—p"").
Y.

!

DECOMIPOSIZIONE DI UN GRUPFO XET SCOI DITISORY PRIMY.

34° Abbiamo gia osservalo (v. n.* 23) che quando sia dalo
un gruppo, ¢ si voglia decomporlo nei- gruppi primi dei quali

S A A a— S— A A . AR . SN . S . D, D, AR, AN, AN, . AN, SN . _SES. _SED. NS AL, SR AR AR _AED. AR SN, SN . . 2.

|
]
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¢ il prodotto, ¢ nccessario determinare prima la funzione 0(i)
degl’ indici, la quale da per tutli i dilferenti valori dei suoi
paramelri, futle le sosliluzioni del gruppo ; poi risolvere: Io
cquazioni (13) ¢ (17).. Quando non esistano valori dej para-
welri di 9, che le sodisfaceiano, . il gruppo ¢ primo. La classifi-
caziono dei gruppi primi fard sogzello di un allro wio lavaro,
s¢ avro agio a seguilare con risultato le ricerclie intraprese.
Ora mi contenteré di parlare dei gruppi di prima eclasse, dei
yuali.solo abbisognano lc applicazioni clie fo nella seconda parte
di questa Memoria. ) . '

Gruppi di prima classe diremo quelli che confengone on nu-
mero primo i perwutazioni; e che pereio hauno (utte le loro
sostituzioni potenzo di una sollanto (v. n.° 16).

35.° 1 gruppi le sostitwzioni dei guali sono tutle guante po-
tenze di una sola 8 di ordine m, sono decomponibili in tanti gruppi
di prima classe quanti sono i fattori primi din, ¢ che sono di gra-
do rispetlivamente cguale a questi fattor!.

Jofalli, se s =pn, dove p ¢ wo fatlore primo; Ja funzione
che da tulte’le soslituzioni del grappo ¢ 4. La equaziooc (17)
diviene in queslo caso _

. fa+b (‘) = Geta -(,'“
la quale & soddisfatta da
: b=g¢,

iualonque sia a. La cquazienc (13) poi divieno
, /,: b
) — r .
0 m 0 n - 0 )

che ¢ sodisfatta da b, =pi. L’ vllimo divisore avra dunque
per sostiluzioni

GF G O3r LGPy
¢ per T'altro rimarranno

b, 6 9 .. . G,

Questo ¢ di prima classe e di grado p, ¢ quelio é pure '
di prima classe s¢ n ¢ primo, allrimenti ¢ decomponibile nuo-
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vamenfe ib uno di prima clesse e in un alted che ¢ di prima
classe, oppure decomponibiley, e cosi” di seguilo.

36.° Un gruppo di grado pg, le perinutazioni del quale si ot-
tengono tulle con due sostituzioni una di ordine p Ualirg dv or-
dine ¢, € sempre il prodofto di due gruppi di prima classe, o pro=
dotti di gruppi di prima classe, e se p > q il primo divisorc ¢ di
grado g™, il secondo di gredo p*me,

So 8 ¢ la sostituzione di ordine p, ¢ quclla di ordine ¢, 8
cvidénte che tufle Jo permutazioni si otlerranno esegucndé so~
pra una sola le sostitnzioni

6™ ¢
prendendo per m tutl i valori da 0 a p—1 inclusivamente, é
per n da O a ¢—1. '

Sc si escguissero invece prima taut(e lo sostituzioni

67 b,

e poi su quesie nuovamenic tutle le potenzo di @, si avreb-
bero p* permutazioni, ciod un numero > pg, e in consoguenza
alcune dovreblero essér egnali, ¢ quindi si avrcbbers alcuni
valori @, a’', & o &' per i quali '

pa ‘:"90' — g% ‘,1}91)"
o anche

et = Yt~ o'

cd essendo £ dafo dalla congrucnza
Ma — B) = 1(mod. p),

risaltcrebbo
' O = O - o) = gh* |
hbslo .
k=HnV —d);
o qoindi

Dy = 6*:
dalla quale si la qualunque sia m (v.n.° 11)

‘ D‘q gt = gmk 3

[ e e p— — - =
o e — EO o ——
P ety et 5 et e 8
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onde chiamando G il gruppo delle 6
DG =G:

¢ detto T il gruppo delle ¢, sara il propos(o cguale al pro-
dotto GT', come: volevamo dimostrare.

Lo sostituzionl di un gruppo pg, quando p ¢ g siavo primi,
sono di ordine p o di ‘ordine ¢ (v. n.° 16): dungue ogni grup-
po il grado del quale ¢é il prodolto di due numeri primi differents
non é mai primo.

372 E cvidenle una prima decomposizione dei gruppi 2 !el—
tere congiunte in due, uno dei quali contenga tutte le sostitu-
zioni sutle lellero congiunle,-c ['altro quelle sui sistemi delle
medesime; e per avere ) grupp1 primi , in ques(o caso basta

dclerminare i divisort primi' di questi due
38.° Il massimo moltiplicalore I' de! gruppo a lellere con-

giunte (d) nel caso cthe le lettere siano la polecnza di un nu-
mero primo p? & sempre decomponibile in piu gruppi primi ,
ma che o generale non sono tutti di ‘prima classe.

. Le sostituzioni di questo molllpllcalore sono tutte date
dalla fuozione

N=v=1
o | 1,) —EB #
(; ancﬁc da o
G(au —+ a, ¢ “+a, i2 —I— N L. t-""‘)' .
Pyl -
_2( my” a, + m Va, —+-m‘ ay4- ... ”'571) 8,-, ),-1

(v. n.° 29). Ora glindici che banno un rapporto numcrico ap-
partengono a leltere congiunte (v. n.° 30); onde queslc si po-
tranno distingaer con nn'indico cguale al numero che espri-
mo il rapporto clhie hanno, a una qualunque tra loro, che sara
inticro ¢ <Cp, rilenendo al solito eguali a zcro i muldipli di
p; i sisicthi poi- ai quali- essc ‘appartengono si polranno con-
{rassegoarc con un indice funzione del prinitivo, che rimanga
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lo stesso wolliplicando questo- per un fallore numerico. Cio si
otticne ponendo

T vl_z a n a 1
a +a I+ ... a e a T 2 2 . vy e
2 B 0! a—l+a—< R 1 ’
o o ap
¢ meglio
—_ 2 v-r
Ty wagid.c.a V=T paivp i, ka7
Iy T —1 » 1 a2 =1

’

dove &, = — dovra prendere i p—=+1 valori 0,1, 2, ..
ao
r—1, .F; ¢ poi prendera i soli 1, 2, 8 .p—1

Questa_mutazione dindici (rasforoa Ia (/) nella seguente

TR TR S NS S
¢ =

n=v—l( mf,")—!— mf["‘k, +ml ke m
X,

L)y i
m, —~m K - m, Ky o My ky_,

ne=l

/
Cliamiamo determinantec della sostituzione (k), ¢ indichiamo con
D, la delerminante del sistema dei v*  nuroeri intierd

m, my m,

m,-,
m'.om' m' ..o om
o 43 2 .
m' m om m"
- e 1 2 Y1
I _ - .
my 1) m(:‘ 1) m(; N mf:x” .

e
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Per moltiplicare la sostituzione (&) per un altra (&), 1" do-
ferminante D' della quale sia cquella del sistema

RN My . T,
] 7 7 14 -
non, n, L,

2ot w!

v [ 2 v=1

o) e
basta porre v luogo di k¢ %, . . . . ko, nclla (&) i coefl- -
cienti delle corrispondenti potenzo ("¢ della (A). Quindi dal
nolo teorema della moltlplicazione delle determinanti é facile
dedurre che, se si chiama A Ja dcterminanie del prodotio
delle duc sostiluzioni (h) e (k'), avremo
() A =DDP;

ciod, la de{crmmanle del prodotto di duc sostituzioni ¢ equale al -
proiotto delle loro determinanti.

Siano
" (a) 8,6,9,..-..96

6. { a, M

tutle quante le soslituzioni comprese anella molazione (4), Ja
. delerminante delle quali ¢ residuo quadratico di p. Poicha il
prodotto di duc residui & residuo, esse sodisfaranno la (15)
del n.° 23, ¢ formeranno un gruppo L. Se s'indica poi con 4,
una soslituzione qualunque compresa nella (4, la delerminanto
della quale é non residuo quadratico di p, avremo sodlsfalh
Ja (17) del n.° 23, cho divienc

'ea _gbzebga )

perche, il primo prodolto avendo la determinante non residuo,
Jdovra averla non residuo anche il scconde., ed cssendo non

Annalé di Selenze Mal. e FUs. T 111 fedbrajo 1852 G

-
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residuo la  delerminante di 6, , dovra esser residuo quclla
di 0, . Dunque sc si chiama G, it gruppo delle 4, avremo
T'= LG.. .

Ma tutle le soslituzioni a determinante non vesiduo si olten-
gono facendo il prodotto di una sola o medesima a delermi-
nanie non rc.w]uo con (alte quclle a deteeminanie resid uo’;
dunque G, ¢ di 2° grado (v. n.° 23).

Ora sc mdachmmo con G i} gruppo che si oltiene colle p——l
potenze della sostilnziono

2 -
x‘,"/+ki*..,& ~t (
1 =

2 -
TR e TR S
> 1 2 v=1

nclla quale 2 & una radico primitiva di p;e con G, il gruppo
di {utle le sostituzioni che rimangono del gruppo L, tolti dalle
medesime i faltori eguali a qualeuna delle sostituzioni di G,
che saranno pereid '

STE0 N SR R S

il m kA nl ;

x
(, ’ v=! y 1
S 1

Py A iy Ry k-,

é cndcnle che st avra ]
L= GG,
T = GG, G-

G ¢ d\ grado (p—1)*~e ¢ decomponibile in grappi di. prima
classe, G, di 2" grado, G, sara di grado

P =D —ppr—pY) ... (P —p7)

. 2p—1)
Oode ' sard dccomponibile in groppi di-prima classe soltanlo
quando lo sard G,. .
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Questo avviene quando
1.2 pP= 2 ' y=
2.° p=3, v=2:
nel 1.° caso G, cssendo di 3° grado, ¢ quindi primo , nel 2°
essendo un gruppo di 24 permutazioni su 4 lcttere, che ¢ de
componihilo sempre in groppi di prima classe , come si vedo
nell’esempio chie alibiamo sviluppato qgoi appresso.
39.* Quande un grupps G ba le sostiluzioni (ul(e comprese’

net siiobolo
L i
o (L
- " (Bk+C)”

avremo sempre
G=TTI,T,;

essendo le soslifuzioni di " date da

Ty

(o)

:C‘+C
I'=G,G,G..,G,,

indicando con G, il grappo le sostitazioni del wuale sono le p
dilferenli potenze di

(xﬁ ) 1

Typl 7

Le sostiluziont di T', poi saranno le p =1 potenze differenti -
di :
. .

(z,,)

Tyl
dove B ¢ una radice primiliva della (b) : e quelle di T, Iey
polenze i

,)

I
g

o quindi

\
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Dunque il gruppo G conterra p*(p*—1p permulazioni (v. n.
923 ), o sard il pradotto di gruppi tutti di prima classc ( ved
num. 33).

[}

A A A A A A K

ESEMPIO

Per indicare che le sostituzioni di un gruppo sono com-
prese in un doto simbolo, stabiliremo l'eguaglianza delfa let-
tera che indica il gruppo, col simbolo stesso.

Se
i* i+ 1=0(mod 2),"
le radici della congruenza

oo K= k (mod. 2)
saranno )
k=0 bh=i £1=i+1 #B=1.
1

Il gruppo H che comprende tulte lo 24 permutazioni che si
posson fare con 4 Icttere, sara scmpre decomponibile in gruppi
di prima classe ; poichd le sue sostituzioni possono oftenersi
‘utle dalla k), e so '

o= () o=

Kk Tk iy
- e=0 ) e=()
art H =GG,G,G3 :

¢ avromo )a seguente decomposizione, rappresenlando le letterc
cogli esponenti degl'indiciy ¢ con zero g,
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(G
(0123 1032
(G) { 3910 (O { 2301
' 0231((}') 1390
@4 © f 3155 @1 3508
o312 11.20?>
© { 300, ©{ 3130
(G3) N }
’ 013" ¢ 1302
(G) { 3120 (G) { 2031
0521(6‘) 1236
(Gs) (G){ so13 ©1 o103
(G)

0132 1023
(G){ 3201 (G).{ 2310

PARTE SECONDA

CAPITOLO PRINO

DELLE CONPIZIONT GENERALYX DX IIISDLUI\ILI'.I‘A
DRLIE I‘QUAZIOYI ALGEBRICEHIEC PFI\ RADICY
DI EQUAZIONK AUSTLIANIE,

I.

DECLA RISOLVEXTE DI GALOIS.

1.° E nofo che una funzlono raziorale delle radici di una
cquazione irridullibile di grado o

M JS@=0,

Supplied bv The Bntish Librarv - “The world's knowledae"



. (86 )
la quale prende, per qualungue sostituzione cscguila sullv ra-
dici, valori tuty dilferenti tra loro, gode la proprietd che le
p rodici della (1) possono essere espresse razionalmente in
funzione della medesima (#).
Siano
Y = F(z

Q

s Ti s Loy on s Tpoy)
questa {unzione, o©

@) V,V, V...V,

gli M valori clic essa prende per tattc lc diverse permula-
zioni delle rodici: sard

M=123...p—1.4,

¢ polramno esprimersi tutti i valori (2) in funzione razionale
di uno qualunque (ra loro (*%).

2. Sia

- (3) O(Y)=10

la cquaziono di grado M cle ha per radici i valori {2), ¢ cho
percid avra i coeflicienti funzioni simmelriche dello radici , o
quindi razionali dei cocflicienti della (1). Questa equazione la
qualo ha alcunc propricta scoperie da Galois, chie fanno il fon-
damento della presenic Teorla, Ja chiameremo od onore di que~
slo profondo geomotra la risolente di Galois.

Indicheremo con :

) o (V)1 2V}, 9a(V) - - . Qua(V) )
le g Sfuozieni razionali di un valore qualunigue di V,che danno
lo radici della (1).
3.° La Risolvente di Galois in gencrale sard irridultibile ,
moa polrd decomporsi in faltori irrazionali, ciogé in fatlori che

contengono delle radici di cquazioni algebriche ausiliarie. Que-~

sie radici, quando si stabilisca d'introdurle nel calcolo, cowme

(") Vedi Serret. Cours. ('Alg. sup. pag. 1590.
(**) V. Ivi, pag. 152. :

....-'---'-"-"""-t"""l"""(E

—————————————— ——— -—é
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quanlita conosciule, si diranno quandti\laggiunle, ¢ rasionale
si chiamerd ogni funziooe che sia (ale dei coeflicienti della pro-
posta o delle quautita aggiunle ; ¢ riduttibile o irriduttibile una.
equazione secondo c||c pud 0 non puo dccomparsn in fattori,
i cocMlicientt dei quahi siano razionali.

Siano aggiunfe tali radici di cquazioni ausiliaric che ren-
dano la (3) ridutlibile; $(V) sia uno dei fatlori razionali della
medesima di grado v, ¢

4 V., V., V.....Y.,

v )

lo radici di

) HV) =0.

Potremo prendere per radici della (1) quelle date da una
qualunqua delle seguenli lince orizzontali, che I'orm'mo y dil-
ferenli permutazioni dello wedesime :

2oV s (V) oY) « .. '?:‘L“,(vu)
Vi) s @(Vh)s 2a(V)) oo v o puaa(V) -
W) ¢ | '

ulVardhy 9u(Vimr)y @a(Voa) - - - @peel Vi)

4.° Per eseguire una soslituzione che converta la net/ma
delle permutazioni (A) in un altra me*™a, & necessario e suf-
ficicute il cangimwento di uno dei valoei (4) YV, in un altro
dei medesimi V,,. '
Ora sappiamo che '
Va=(Ya),
indicando con ) una funzione razionale; ¢ poichd fa (3) ¢& ir-
riduttibilo-saranno altretlanti valori (4) i scguenti (%)

6)  Va, MVa), N(Va)ee-.2(Y,), .

essendo p il piir piecol numero per cui

{*) Yedi Serret Cours-d*Alg. Sep. pag. 343.
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).p(vu) — vn :

e se la seric dei valori (6) non esaurisce la (4), saranuo
eVahy i(Va)y pa(Vn) . - - altre funzioni razionali che daranno
altreltante radici,

e(Vn) s pA(Va) s pX3V0) oo wdPY (V)

m ) V) s Y0y s i X2(Va) oo pdP(V,)

Ora cangiando V,’in V,,, ossia V,, in X(V,), si permutaoo cir-
colarmente in tutli i loro termiui ciascuna delle lince orizzon:
tali di valori (6) ¢ (7}, ossia si permutano tra loro tutti i va-
lori (4): dunque cscguendo su fulte le (A) una soslituzionc
qualanquo che faccia passare da vna ad un altra delle mede-
sime, csse si permulano (vfte quante tra loro, scnza cho nasca
nessuna nuova permutazione; dunque le v pormutazioni {A) con-
stituiscono un gruppo. L

Questo gruppo to chiameremo gruppo della cqua;'ionc ridotto
dalle guantita che st sono aggiunie.

So non si fosse aggiunta nessuna ¢uantitd irrazionale il
grado dcl grappo della equazione in generale sarebbe stato M.

5.° Tutte le funzioni rasionali delle radici della (1) {nvaria-
bili per tutte le sostituzioni del gruppo (A), sono esprimibili ra-
zionalmente per i coefficienti della (1) ¢ per le guantitd aggiunte
dalle quali ¢ stato ridotio. :

Esprimendo (utte le radici della (1) per uno qualunque V,
dei valori (4), una funzieno razionale qualunque delle radici -
sark egualo a una funzione razionale di V

2(Vo)-

Se essa & iuvariabile per tutle le soslitmzioni del gruppo
(A), equivalendo queste alle permutazioni dei valori (4) fra
Joro, avrema : ' '

o

A mAsasaAaxzsaNn&SLEEREASf N XENEEEREXIIINYENEYYYY

= rate i m @ v w2 - avase e B - e ] A T—— e ety i i e -
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V) =¢(V)=y(VY,)=...= Z(\'v_',) .
¢ quindi ' '

1
2V = (V) = (V) e 2V},

Dungue una funzione razionale qualunque deBe radici del-
Ja {1), che sia invariahile per le sostituzioni del gruppo A),
sard simmelrica delle radici della (3), ¢ percio csprimibile ra-
zionalmente per i cocfficienti della“ (5), ossia di quelli della
(1) e dclle_quantita aggiunie.

Una funziono razionale delle radici ¢ irrazionale dci coef-
ficienli ¢ delle quantila aggiunte dovrd csser variabile per al-
cune dclle soslituzioni del gruppo. _

6.° Se una funzione razionale delle radici , e invariabile per
alcune sostituzioni soltanto, é esprimibile razionalmente per i coeffi-
cientt e per alcune quantita aggiunte, 1l gruppo ridotio non con-
terrd nessuna sostituzione per la quale essa non sia incariabile.

Sia o

®) V) =B;

e il primo membro una funzione razionale detle radici della

. (1), il sccondo dei cocMicienli ¢ delle quontila aggiunte. Poiche

la (5) & irridultibile, ¢ la (8) ha i coeflicienti vazionali i quelli

- della (5), ed ¢ sodiisfatta da una radice della medesima, do-
. vra esserlo anche da (ulte le allre. Dunque sostituendovi a 'V,

qualunque altro valore (4), ossia facendo qualunque sostituzio-
ne de! gruppo (A) sulle radici della (1), rimarrd  ipvarialilo;
cotne volevamo dimostrarc. '

7.c Allorch¢ una funzione ra zionale delle radici variabile .
per ogni sosliluzione che muta il poslo di aleune soltanto di
esse, ¢ cognila razionalmenie; i} gruppe non pué contenere so-
stiluzioni che sull’altre radici; o quello essendo invariabili pcr\
totte le soslituzioni del pruppo saranno cognife razionalmenlte,
e la equazione non sari irridattibile.

Da cid ne scgue che le sostituziony del grnppokdx' una equa-

. i i

[P
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‘zipne irriduttibile non polranno- Mai esser in RUMEI0 SAINOTC del gra-
do della equazione stessa. ‘
8.° Quundo la Risolvente di Gulois sidecompong in fattoriy ¢ra-
seuno dei quali é razionale dei cocficicats ¢ di unu sola delle radici

:
b
"
(9 Ty Ty Taeee s Toe ' ‘
di une equazione ausiliare irriduttibile di grado ».
' (10) oy =105
il gruppo della proposta si divide i n gruppi derivati simili , ¢ .
cigscuno di questi diviere gruppo della equa=ionc quando 3i aggiun-
ga una sola delle (9); ¢ il gruppo della (10) é simile a quello della
proposta. '

I fattori della risolvente (3) dovrauno csser =, & diifereoti
fra loro sollanto per i valori di »; perchd alirimenti O(V) ra-
zionalo dei coeflicicnti della (10] o non sarcbbe invariabilc per
alcuna sostiluziono sopra le , ¢ unicamente per fquelle cho
mulano il posto di alcuno soltan(o di tsse, ¢ quindi fa {10
(Y. 0.° 7) non sarcbbe irriduttibile. Perlanld poircwmo porre

f

OV) = 5(V, 7 ) O(V, 7). - - - B(V, Tyym)-

Questi fatlori saranno in V di grado

|
V U
m=—;~ y f
¢ posti a zero daranno tutte le radici della (3). _ :
Siano

() Vo, Ve Voo Voo,

!
le radici di una qualunquo delle cqu:;zioni che ne nascono
(12) oV, r) =0.
Se si angmu"a la sola radico r, , il gruppo della proposta
sara
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Ve, ) s 2V, ) s 2alVa ) - o - gun(V,, )
2.V:, 1) ?.(Vl,lli ‘?:(Vl.'f) v Qunl Y )

. v

(A)

v Po(vm-l, 1) 2 ?l(vm'ﬁ l) ’ Pl(v'ﬂ'l, l) . '?l“l(vm",_l)
Dando a ¢ (ulli i valori da zero 2 n — 1 si ollengono n
gruppi , cbe sono quelli dcella. cquazione quando- si aggiunga
successivamente ciascuna delte (9), ¢ che sommati insicme {or-
mano il gruppo dell'equazione quando non le.¢ aggiunta nes-
suna radice.della (10).
Se V, (o F(V, ) sono due radici della (12), si avra

(13) C Y, ) =0,8(F(Vo ), r) =0

o poich¢ la 1.4 @ irriduttibile, e la 2.2 razionale delle quan-
(ita cho cntrano nci cocllicienti della 1.#) sara il resto della
divisionc della 2.2 per la- 1.2

(14) B(ry = 0.

Questa che ba tutti i suoi cocllicienti razionali,, ¢ ammette
uoa radice della (10) che & irriduttibile, Jovra ammettere an-
che tulle le altre. Percié essendo r, un - alira qualunque delle
(9) st avra . .
afre)=0, ¢ GF(V, »)ro)
divisibile per

g(v,\‘-l' 2’ rx’) '.

Da cid ne scgue che, esseado le radici di un fatlore (12)
dale da certe fuozioni razionali di una (ra loro, anche quello

~ di un altro fallore qualunque saranno datc dalle stesse fun-

zioni di una tra loro. Dunque, cangiando uno dei valort v, -
che entrano 'in un gruppo (A,),in uno V,,", di un altro grup-
po {Au), tulle le pormutazioni di (A,) si cangiano rispelliva-
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mente in guelle di (A : e poiche il cangiamenio di un valore
Y, in un altra, corrisponde a una sosliluzione sulle radici
della (1), una sola e medcsima sostifuziono converte tutle le
permulazioni di un gruppo in quelle di va altro, ¢ i gruppi
(A)y (A« .. (Apa) sono derivati uno dellaltro.

Poiché un gruppo A, appartiene alla equazione quando &
aggiunla una sola dello (9) r,, ¢ tulle Ie altre (9) rimangono
trrazionali; ctascona di esse espressa razionalmente per le radici
dclla proposla dovrd risullaro invariabile per le sostituzioni del
gruppo corrispondente ¢ variabile per quelle di tutG gli alri:
dunque il gruppo della equazione (10) dovrd cssere cguale a

" quello delle permutazioni sopra i derivati, ¢ simile 2 quello
della proposta (v. n.° 20. Parle I).

9.° Se la risolvente puc decomporsi fn piu fattor( razionali dei

cocfficienti della proposta, e di tutte le radicy

(15) - r., ro, Ty .. fao
Ai una cquazione ausiliaria irridettibile
(16) . p(r) = 0; .

il gruppo deve cssere 1l prodotto di due alir; il primo dei quali é il
gruppo della cquazione stessa quando siano aggiuate tutte le (15) ;
il secondo € simile al gruppo dell’ausiliaria (16).
Sia
BV =08(V,ry,r wurny) 8, (Vyr, y 00 e Tamy) e
Onai(Vs ¥y 5 Ty oes iy

Poich¢ la risolvents ha i cocflicicnti razionali delle quantita
che entrano in quelli delln (16), dosrd essere invariabilo per
le sosfiluzioni del gruppo di quesie, ¢ quindi i fattori 8, non
dovranno differire clie per Tordine nel quale sono disposte le
(15) ed esser lanti quanle Sono le permulazioni del gruppo
della (‘IQ). Indicando, come nel caso precedenle, con '

(‘17) ' vo,” v;, IR v:, TEEIEE Vm;l.l

‘ ' . 3 . v - ) v
le m radici del faftore irridut(ibile di grado m = —
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(18) GV, sy sy Yoo ) =0, . _

st dimostrera ugualmente cbe tutdi i gruppi (As) (A,) ... (An-y)
ollenuli dando a ¢ tuttyi i valeri inleri da zero a n—]1, ¢ che
apparicngono atla cquaziono quando st aggiungano tutle le ra-
dici (15), sono derivali uno dellalliro. .

Se una radice V,, di un fattore (38) ¢ dala in funzionc
razionale di una radice V,; di un alico, per mezzo della
cquazione

vn, = L";(V,(),) ;
§1 avra

el(vn,l) =0 ’ 0 ('19 (Va, J ) =0:

¢ poiche la prima ¢ irridullibile, ¢ anthedue sono razionali delle
slesse quantila, le radici della prima- saranno tallo radici an-
che dell'altra, ¢ se quesle sono” ‘

vo, 1) Fl(vo, 1)) Fz(vo, r) v Fm-l(vo, l)
saranno radict della 8, =0
(lb(vun ‘)" ")"'F'(vm 1) ] L."Fa(vo,').’_ - '{I’F"“"(vm 1)‘

Onde si passera dall’'una all'altra perioutazione de! gruppo (A,)
facendo i stessi cangiamen(i delle V,, U ona ncllaltra, come
per passar da una permutazione all’ altra &i (A,) : dunquo i
gruppi derivali in queslo caso somo (ulti cguali, e il gruppo
dell' ausiliaria che definisce lo quantita aggiunte che sono in-
variabili per le solo soslituzioni det gruppd (A)), & simile a
quelto per il quale bisogna molliplicare uno dei derivati per
ollencre il gruppo slesso che apparticne alla proposla quande
non siano aggiunto le (13) (v. P.1. n.° 21); comie volevamo di-
inoslrare.

10.° Se si aggiunga a una equazione una funzionc U razio-
nale delle radiciy, la quale prenda per tuite le sostituzioni del primo
“divisore del gruppo alirettanti valori differenti , ¢ sia tnvariabile
per Te sostituzioni dell’altro fattore, (! gruppo delle equazione di-
éerra-il solo fattore per I sostituzioni del quale la U ¢ invariabile.
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Poich¢ ogni funzione aggiunta diviene razionale, ¢ percio
invariabile per (nlle le sostiluzioni del gruppo, il quale non po-
tra pik contenere - le sosliluzioni per le quali essa ¢ variabile (¥).
14.° Se i1 gruppo & primo, non si potrd ridurre allro che
aggiongendo una fuonzione variabile per (ulte Te sostituxioni
del grappo, con che il gruppo non “couterrad pit nessuna sosti-
{uzione, ossia una permutazione sol(anlo; perché se si prenda -
una fanzione U simmetrica dei valori, clie riceve una lunzione
delle radici, per le sosliluzioni di uno’ G dei derivali dei quali’
¢ somma il gruppo proposto, essa non sara cbe appareniemenle
invariobile per quesie sostitvzioni; perché escguita mna che lo
converla in un altro derivato, divicne variabile anche per le
sostituzioni di G. Dunque se una equazione ha un gruppo pri-
mo, non esiston funzioni delle radici che aggiunte lo riducano ,
tranne quelle che lo riducono « una sola permulazione.
12.° 11 gruppo di una cquazione , Gnchd non sia aggiunta
upa irrazionale che non si trovi gid nei cocficientt, sard in
generale di grado 1. 2. 3 ... w—1 . w: perchs [e sole funzioni
simmetriche sono sempre cognite razionalmente senza Paggiunta
di nessuna quantita. Sc jl gruppo' sard di grado ‘winore, do-
vranno esistere delle relazioni parlicolari tra lc radici, che ren-
dano -impossibili le sosliluzioni che non compariscuno ncl grup-
go. Infalli, si aggiunga una {unzionc delle radici variabile per
‘ tulle le soslituzioni del grappo, o invariabile per qualunque al-
tra, e precisamente di questc una U che contenga il minimo
numero di radici; il gruppo non conlerra pilt nessuna soslitu-
zione , e quindi ogni [unzione dclle radici', ¢ le radici stesse ri-’
sulteranno razionalmenle cognile; e si polranpo tulle csprimero
per U e per i cocflicienti ¢ oL -

zo=Fo(U), z:=F,(0), =z,=F,(0}... 2,y = Fn.(U).
Ora eseguendo in quesl(o sistema di cquazioni una sosliluzione

{’) Per conoscero come di Tatlo: avvienc cle aggivnia mma soka fun.
zione delle radici, rimangono aggiunte tutte quelle che le son shwili
e quindi anche quclle che riducono la risolvente e il grappo , vedasi
la Lez: X1 dell'Algelira superiore di Serrel. '
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qualungue che non appartenga al gruppo , 1 sccondi membri
rimarrebbero feri, o i primi si permuterebbero fra loro; ¢io
che & impossibile, perché la eqnazione essende srriduitibile le
radici sono tutle differenti tra loro. Yercid le soslilnzieni del
gruppo di vna-cquazione alla quale non ¢ aggiunta nessung jr-
razionale, le chiameremo possibili, ¢ le allre vmpossibili.

Cosi se sulle Tadict di una equazione non spna possibili al-
trc sostituzioni c¢he quelle le quali non lasciano nessuna leltera
alto slesso posto; per U potra prendersi una radice qualunque,
poiché cssa sara variabile per tufte le soslituzioni del groppo ,
¢ invariahile per fulle le allre ¢ quindi tutte le radici saranno
funzioni razionali di una qualunque tra loro. Se nou sono pos-
sibili altro che quclic che non lasciano pin di due etiere allo
stesso posto, si pud prendero per. U una funzione non simme-
trica di duc radici qualunque: ¢ percid lulle quanle sono fun-
zioni razionali di due qualunque tra lovo.

13.° Reciprocamenie quando csistone delle relazioni razio-
nali-tra le radici, il gruppo non conticne altre sostituzioni che
quelle possibili nel sistema di equazioni chie di quelie relazioni,
0, ¢id che & lo stesso, in quello che se ne pnd dedurre per
esprimer {ulle le radici razionalmenle per il minimo numero
di esse. Infalti, aggiunle quesle, le radici sono lulle cognile
razionalmente, ¢ il gruppo non contiene pit nessuna  sostitu-
zione; dunque quelle per le qualt le radici aggiunte sono in-
variabili, che sono le impossibili nel sistema, won le¢ poleva
contenere avanli la loro aggiunzione.

Cosi yuando le radici sovo tulle funzioni razionali di una
yualunque tra loro, é cvidenle clie, cangiata una. si debbono
cangiar (ufle le altre che ne sono funzioni razionali, ¢ non son
possibili allre soslituzioni che guelle che "non lasciano ferma
nessuna letiera: 6 queste sono le uniche che appartengono al
gruppo. : :

Puiseux in questi ultimi tempi ha delcrminato le sostituzio-
ni che si operano sulle rodici quando si faccia percorrere con
conlinuila una seric di valori imwmaginari, foché non si torni a
quello da cui siamo partiti,-a una quanlita della guale sono
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funzioni razionali i coeflicienti (¥). Ilermite ha dimostralo che
queste sosfiluzioni sono uclle slesse del gruppo della equa-

. zione (*¥). Le considerazioni precedenti spicgano facilmente
questa rimarchevole coincidenza.

1l

DELLA RISOLUZ(ONE DELLE EQUAZIONI.

: 14.2 Risolvere una cquazione algebricu significa renderne ra-
zionali le radici coll'aggiunzione di radici di equasiont ausiliarie.
Affinché ura equazione sia risoluta” & nccessario e suffi- -
ciente clie il suo ‘gruppo non contenga pit nessuna sostituzione:
perché ogni funzione anche variabile per qualunque sostituzione
deve esscre razionalmente cognila ¢uando una cquazionc ¢ Ti-
solula, ¢ reciprocamente, se it gruppo ¢ ridetlo a non confenere
pill nessuna soslituzione, tutie fe radici sono cognite razional-
menle. -
Bisogna qul distinguerc duc casi : o non esislono equazioni
. ausiliario di gruppo inferiore per le radici delle quali siano
espriwibili razionalmente ‘quelto della proposta; ¢ ta operazione,
mediante la quale coll’ aggiuozione di radici di cquazione di
gruppo simile si riduce il gruppo delta proposta a non conlencre
nessuna sosliluzione, la diremo trasformazionc della equazione, o
risoluzione impropria, ¢ le radici di queste equazioni le dircino
irrazionali primitivi; o esisleranno equazioni di gruppo inferio-
re, per le radici dello quali possano darsi razionaimente qaelle
dclla proposta, ¢ allora la equaztonc si dird risolubile propria-
menle. '
1l prima caso ha luogo quando il gruppo ¢ primo : il se-
condo quando & il prodotlo di piu gruppi primi, :
15.” 1. Gaso. Noi qui toccheremo sol(anlo la Tecoria delle
trasformazioni dclle cquazioni in qmanlo ¢ nceessario per i pro-
bleml relalivi alla risoluzionc propria che ci siamo proposti in
- %0-65-59
(*) V. Journal de Liouville T. XV,
(**) V. Comples Rendus. Avril 1834. ’

A . . SN SN . A . SN . .
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questa Memoria. Glirrazionali primitivi, di gruppo simile che
possono espriyuersi razionalmeale gli vui per gli altri potranno
cssere definiti da cquazioni jrriduttibili.di gradi dilferenti, o
ancbe di grado cyuale, e di maggiore o minore semplicila rela-
fivameate all’applicazione dei mactodi di risoluzione numerica:
noi perd non ci fermeremo su queste distinzioni: e i terremo
tulli della stessa classe Osserveremo soltanlo che da quanto
abbiam detto al numero-11, si deduce facilmente il segucnte
teorema : affinchd wuna equazione irriduttibile siu fmpropriamente
risolubile per ‘radici di equazioni di grado tnferiorc ¢ wccessario
e sufficiente che il suo grippo sia dccompombzle R un numero’di
derivati simili minore del suo grado.
© Gl'irrazionali primilivi di grappi non simili li distinguere-
wo in classi corr;spoudenll alle classi dei loro gruppi.

16.° Glirvazionali primitivi di prima classe, sl gruppo dei quali
é di gr(m'o primo, sono tulli esprimibili ra: wnalmcnleper soli ra-
dicali.

Il Gruppo della equazione che li definisce non conlicue che
le polenze di una sola sostituzione di ordinc cguale al numero

delle radici {v. I 1. n.* 16), e circolare sopra (ulte le mede-

sime {v. P. 1. ne 7. 4.): quindi dislingucndo le radici con
apici numerici, poiché if luro numero & primo (v. P. I. n.°2), Ic
sostiluzioni del gruppo saranno soltan(o lc polenze di

(19) ().

I‘-_‘,, E
Costruiamo 12 funzione i
U== (2, 4+ ar, + &0, - . Cm At 2 ),
dove ’
“ a-“;’—t—a-“"—l—...—l—a°+a+i=0.

U ¢ invariabile per tutte le soslituzioni del gruppo (*), ¢ per-

cio razionalmente cogoila. 1l radicale l/U csprcsso per lc ra-

("} V. Serrel. Cours d'Alg. sup. pag. 358.
Awiall di Scienze Mal. ¢ Fis. T, 1. marzo {832.
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di¢i ¢ variabile per tulté le potenze della (19) : durque ag-
gianlo ridurra il gruppo a non coutenere piu alcuna sostilu-~
zioie, ¢ gl’ irrazionall primitivi z'risulleranno razionalmente

cspressi per H[/U, e per a, che & esprimibile per radicali, co-
me dimosird Gauss per il priwo, (). ‘

17.° .Tu(lx glirrazionali primitivi esprmumh per soli radicali
song dv prima classe.

Aggiunte le radict pr'=i immaginarie della unita, una equa-
zione binomia di grado p ha tutte le sue radici funzxom ra-
zionali di una qualunque tra loro : lalch¢ gqueste non si pos-
$6né che aggiunger lutle insieme: e gquindi il gruppo di una
equazione o non ¢ ridutibile per yuesla aggiunta, opgure ¢ il
prodotto di un gruppo cho polra esscre anche di primo gra-
do, per va aliro di grado p (v. n. ° 8); dunque gl irrazionali
esprimibili per soli radncalx 0 non sono primitivi, o sono dn pri-
ma classe.

La delerminazione degl'irrazionali, per i quali converra di
esprimeére gl irrazionali primitivi di classi superiori, sara un
applicazione delle proprieta dei gruppi delle classi corrispon-
denti, .

48.c 1. Caso. Une equazione, il gruppo della quale ¢ il pro-
dolto di pitc gruppi primi, é risolubile per irrazionali primilivi, i
gruppi det quali sono rispettivamente stmuli ai divisori del gruppo
della proposta : ¢ viceversa. '

Sia il gruppo della proposta

_ H=TT"... [
e VI, ... .T% siano (ull) priri. Decomponiamo il primo
gruppo TV) in un numero p di derivali simili (v. P. 1. nup.

-23. 2., e conslcuiamo una funzione & delle radici, invariabile
per tutle le sostitazioni degli altrt grappi IV I''... e per quclle

{*) V. Gauss. Disquisitiones Aritmelicac, ovvero Serrel. Cours d'Alg.
Sup. pag. 373.

~
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di uno dei derivat dei guali & somma '), La funzione 9 avra
p valori che saranno dali da una equazione di grado p, & di
gruppo simile a I'¥) (v. n.° 8). Aggiunte tutte le p radici di questa
equazionc, saranno cognile razionalmenle delle funzioni variabili
per le sos(ituzioni di I't), e percio il gruppo della proposia si
ridurra al solo prodolto degli altri. Coll'aggiunta d'irrazionali
primitivi analogamente consiruiti ¢ di gruppi simili a T%-9),
T3 ,.,., si poelra ridurrc successivamente il gruppo a con-
{coere . quanti divisori di meno si vuole, e quindi a non -conte-
nere pilt nessuna sostituzione, e cosi olterremo la risoluzione
completa della cquazione, :

La proposizione inversa & una conscguenza immediata di
cié che si o stabilito al n. 9. g

Dal Teorcma. precedente se ne dcducono immediatamente i
scguenti corollarj. '

1. Affinché una cquazione :rndumbzle sia r:solubxle pcr irra-
zlonali prinitici di classt determinale , € necessario € sufficiente
che ol suo gruppo sia il prodotto di gruppi i classi equali a quelle
degl'irrazionalt medesimi, .

2. Affinché wuna cqua‘tonc sia risolubile per radicali é necessa-
rio ¢ sufficiente che il suo gruppo sia il prodollo di gruppitutti di
prima classe.

3. 1L produtto dei "gradi dei gruppi delle equazioni che defi-
TISCORD gl 1)’)’(11.!0’“11! P) nmlwz per { qll(lll una egua stone rrvidut-
tibile & risolubile , ¢ eguale almeno n! grado del gruppo di guesta
medesima.

k. Il prodotto degl’ indici dei radicali per i quali é risolubile
ura equazione é cguale almeno al grado della medesima, se & 1r-
riduttibile. o

19.° Il grado dell'ultimo divisore del gruppo di nna egwasione,
o € eguale al _grado della equazione, o r'é un divisore.

L'aggiunzione dell'irrazionale U variabile per Ic'p. sostituzio-
ni Ji guesto divisore reade razionali le radici , ¢ yoindi de-
compone la eqnazione in g fattori lulli Jdi primo grado. L'ag-
giunta degli altri irrazionali poteva aver gia decomposta Ja
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equaziont in fattori tolli di grado cguale (ra loro, ¢ quindi p.
“deve ecssere o cguale al grade, o a an divisore del medesimo;
¢ rui, ragionando come per istabilire 3( oumcro dei fattori oci
quali si decomponc la risolvenlo, ai ne 8 ¢ 9, si dimoslra
che p ¢ cguale o al grado della equazione irriduttibilo che
dd U, o al gruppo ; ¢ quindi a un multiplo del grado della
medesima; con che timane provaly cio che volevamo.

Da cid cbe precede derivano i corollar] seguenti

4. Una equasione trriduttibile di grado primo non pus risol-
versi senza irrazionali di grado cguale al proprio.

9.5 Una equazione irriduttibile di grado qualunguic non pudri-
- solversi senza @rrazionali di grado divisorc del proprio.

3. Glirrazionali primitivi esterni nella espressione delle radict,
cioé quelli che mon compariscono net coefficients di nessuna  delle
ausiliaric o sono dati da cquazioni di grado eguale a quello dellu
proposia, o a un divisore del medesimo : teorema gid dimostralo
da Malmslen per il- caso particolare dei radicals (®).

(APITOLO SELOADO

DELLA I\IBO[.IJD!I'JT.‘A DELLE EQUAZIONL PER RADICALN.

1.

DELLY. RISOLVENTI LAGRANGIANE.

20.° Non scmpre sono date immediatamente le relazioni ra-
zionali che passano tra le diverse radici. di una cquazione ir-
riduttibile da risolversi, ¢ quindi non sempre se NC CONOSCORD
i Joro gruppi dircttamente, come nelle cquazioni che danno la
divisione dello funziani circolari ed ellilliche. Percid non ba-
sta comoscere Je condizioni da verificarsi sui groppi di risofu-
bilita per radicali; ma ¢ ‘necessario- di trasformar quello in al-
tre facili‘a verificarsi dirctlamente sui coeflicienti. Galois ehbe

{")- Crelle, Journal, fiic dic Matliematik. B. 3%. In solntionem aequa-
tionum algebraicaruin disquisitio : auct. Maimslen.
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in vista piu specialmente le condizioni relative ai gruppi, Abel
ai coeflicienti. fo Lo sviluppale prima quelley ¢ poi lo ho (ra-
slormate in queslo.

La delerminazione in particolare della natara “dei grappi
di tulle le cquazioni risolubili per radicali, consisterd nella
ricerea del massimo molliplicalore decomponibile in divisori di
prima classe, dell’atlimo gruppo che dev’ esser pure di prima
classe, ¢ (i grado cguale a quello della cquazione o aun di-
visoro del medesimo (v.n.f 18° 2 ¢ 19°).

2. Passiamo ora a determinarc como’ si possano coi coef-
heienti construire alcuno risolventi che abbiano propricla par- -
ticolari weno difficili a verificarsi di quelle della risolvente ge-
nerale di Galois, quando apparlengono a cquazioni risolubili
por radicati.

Abbiawo gia veduto cle il gruppo di quesic cquazioni & il
prodotlo di piu gruppi di prima classe. Sia I1 il gruppo (ola-
le, ¢ G, G, G, ... G i suoi divisori respeltivamente di grado
wy Yy P i, dove wo € cguale al grado » della cquazione, -
o a un divisorc del medesimo, ¢ tutli sono numeri primi.

L' ullimo radicale da aggiungersi dovra esser variabilo per
le soslituzioni dell'ulimo divisore G (v. n.° 19), e quindi per
I¢ sostituzioni circolari su tulle’ quante le radici se p & primo,
¢ sc no, per il prodollo di pid sostituzioai circolari su g ra-
dici ciascuna : dovra inoltre esser radice di usa equazione bi-
noiota ; Ja quale abbia ¥l fermine nota R razionale, allorche
siano 'state aggiunle allro funzioni variabili per le sostiluzioni
di tutii gli altri divisori , e quindt invariabile per le sostitu-
zioni circolarl sopra p radici @ dunque potra sempre prendersi

.M
per ultimo radicale da -aggiungersi R, essendo g un divi-
sarc del grade; ¢ R la nola espréssione di Lagrange

[T

. : Y
i=n-1

R= E 7 R )
(=20 e )
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dove a ¢ dato dalla crjuazione

0§

r=p-t
a = 0.

r-’-°

Y gradi p!y p”, ... p) degli altri divisori di H sono tulii
< n,.perché i1 sumero delle permulazioni di un gruppo non
puo conlenere fatiori primi maggiori del numero delle lettere;
dunque si potra prendere un gruppo prodotio dei divisori di H

= G' G"' . -GU),
il grado del quale sia
Ch=plpt .. pii<n,

Escguiamo sulle x, conienute in R (utte le sos(ituzion di T,
"avremo & valori per R. Consiruiamo la equazionc di grado §
che li ha per radici. Per avernc i coefficienti basta determi-
nare una-sola funzione' F simmetrica dei @ valori delle R; poi-
ché la nota teorica delfe funzioni simili ci da il modo di cspri-
mer .quelli in funzion razionale di questa. Eseguendo quaute
e quali si vogliono sastituzioni sulle z, contenule nella F , si
avranno allrcllanti' valori che tulti_saranno radici di woa equa-
zione in generale di grado molto elevato a cocfficienti razio-
yali, e che "potra chiamarsi Risolvente Lagrangiana dal sommo
geomelra che 1a usoé il primo. Poiché ogni funzione simmetrica
déi valori che prende F per le &' sostiluzioni di I', sono ra-
zionali- se '

: [" = G+ Gif*e2) .., G,
¢ in conscguenza ' :
_ 3 =l g2 Lo
la Risolvenfe Lagrangiana dovra esser ridultibile, e avere un
fallore razionale di grado 8. Se non ¢ 8’ < n, operando so-
pra questo fattoro posto a zcro, il gruppo del quale ¢ IV, co-
me abbiamo operato solla proposta, si fara dipendere da una
di grado <<m, ¢ da un alfra che sara di grado < &' ¢ cosi

A}
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seguilando si avranno lante equazioni (ollte di grado minore
della proposta, dalla risoluzione delle quali dipendera la riso-
luzione di questa. I gruppi di (ulte le risolvenli sono (ulli evi-
denleraenle 1 suceessivi divisori di H; dunque esse saranno ri-
solubili per radicali quando & la proposta.

“L'applicazione dirctta e gencrale di qacsto metodo suppone
la cognizione precedenle del gruppo della equazione da risol-
versi. Ma vedremo comc anche senza conoscers il gruppo, es-
sendo dati soltanto i cocfficicati delld cquazione esistono certi
modi di-applicarlo, differcati secondo la nalura del pumero al
qusle & eguale il grado della equazione, (ali che se con essi
non si pud ottenere la risolazione volula, possiaino esser cerli
che essa ¢ impossibile. Questi modi sono quelli stessi proposti
da Lagrange. L' Abel aveva vedulo questo pregio del melodo
invenlato da quel sommo Geomelra, ¢ 1 Teoremi annunziali
nel frammento della sua Mecmorta postuia Sur la resolution
algebrigue des’ equations sono diretli futli a dimostrarlo,

22° La Risolventc Lagrangiana in (ulli i easi, tranne al-
cuni nei quali il grado é polenza di un numero primo , deve
sempre avere un fallors razionale di primo grado. E curjoso
di conoscere se, tolto guesto fallore, ¢ vlleriormente ridutli-
bile, e se lo ¢, di determinare il grado ¢ la natura dei faltori
razionali che la dividono. Io ho (rovato un melodo generalo
per risolvere queslo problema, e-qut passo ad esporlo.

La radicc U della Risolven(e Lagrangiana, dala dal fattore
razionale di primo grade, ¢ invariabile per lulle le sosliluzipni
del gruppo H della cquazione. Le altre radici sono fulli i va-
tori che prende U pcf tutle le sosliluzioni che non apparlen-
gono a H. Deriviamo H per mezzo di una di queste ¢, e pot il
gruppo derivalo deriviamolo successivamenie per (utle le sosti-
tuzioni 6, 8, 8,.... 94, di H; le funzioni invarialili rispet. -
livamenle per lutle le sostituzioni di questi derivali

(200 D;H,D0, H, Doy H, Dys H, ... D, .H

L,
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sarauno -allrellanic radici délla risolvenie, ehe “indicheremo con
le lettere ' ' .
(21) R, R, R, ..« Ba..

Alcune di questc polranno anchc essere cguali tra loro; ma
ancorché siano tutle differenti le sostiluzioni di H non faran-
no che peroutarlo una nell'altra; dunque le Tunzioni simme-
triche dells medesime saranno invariabili per le sostituzioni di
H ¢ quindi razionali; onde la risolvente Lagrangiana se avrd un
fattore di grado primo ammettera anche pite fatiori razionali di
grado nen superiore al grado del gruppo della equazione, quando
quesla sia risolubile per radicalr. -

Poichd il gruppo di una cyuaziooe non conticne allre so-

stitozioni che quelle per lo quali & invariabile una funzione
delle radici razionalmento esprimibile per i coeflicienti (v. n.
G); il gruppo della cquazione che ha.per radict le (21) sara
cguale a I+ dunquo i faltori razionali- nei quali ¢ vidullibile la
risoleente Lagrangiana sono tuili yisolubili per vadicaliy sc lo é
la proposta, .
- Affnche alcune delle (21) siano eguali tra lore, ¢ che il
grado del fallore raziemale sia percié minore del grado del
grappo H, & nccessario cbo alcuni dei (20) siauo egnali, ossia
per alcuni valoci di m e my :
D;,_,mll =D,, Il;

m
1

(22)..
e quindi

0(1 ?9m —_ gn' PYia

" 1

o molliplicando a destra per 6, a sinistra per 9, essendo
8.0, =1 9,0,=1.

Gn 9« :96 3 ' em 0:u —vY.;
. v 4

si otliene . . .
(23) 97 =79 -
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dJunque ¢ dovea csseré o uma soslituzioné di un moliiplicitore
di alcuno dei diviseri di IT. Queslo poi ¢ sulliciente, perché con
un processo inverso dalla (23) si pud facilmente dedurre Ia
(22). Duvque il numero dei fattori razionali della risolvente La~
grangiana di grado « (¢ « sara sempre wn divisore del grado n
del gruppo della equazione) é equale al mumero dellc sostituzioni dei

massiniz’_ moltiplicatori dei gruppi di grado 2 divisori del gruppo 11
«

della proposta.
' 1L

DELLA RISOLUBILITA' PER RADICAL] DELLE EQUAZIONI DI GRADO PRINO.

28", Affinché una cquazione irriditiibile i grado primo sia ri- .
solubile per radicali , é necessario e sufficiente che 1l suo gruppo
ton ammette altre sostituzioni che quelle comprese nel simbolo

24 (::i+b) ’ :

¢ che in conscquenza tulle l¢ suc radici siano funzioni razionalt
di due qualungque tra loro. .

L'ullimo divisore del gruppo di una cquazione di grado
primo risolubile per radicali non ha altre sostiluzieni che le

[y

potenze di . .

@ (L)

(v. 0.° 19): il suo massimo molliplicalore contiene solo lo po-

tenze di
oy (),
T .
dove p ¢ radice priroitiva del grado (v.D. 1.n.24); ¢ quindi
ha tulli i divisori di prima classe (v. P. 1. num. 33); dunque
¢ necessario ¢ svuflicienle che tutle le sostituzioni del ‘grappo
siano i prodolli delle differenti pofenze della (23) con quelle
defla (26), cioé e soslituzioni comprese nel simbolo {24)
Le (24) non possono dare due permulazioni che abbiano pid
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di una lellera allp Slesso posto (*): dungue fulte le radici deb-
bono esser funzioni razionali di due qualunque tra loro { v,
n.* 12); ¢ queslto & sufficicnte, come gii dimoslirai in una mia
Nota sulla risolybilita per radicali delle equazioni di grado pri-
mo (**): e come si deduce facilmente dal num.” 13. Le (24)
dando non pia di ((g—1) permutazioni, e per il namero 3
solo avendosi 1. 2....u=p(—1), tulte le equazioni di grado
primo superiore a 3 non sovo in gencrale risolubili per radi-
cali.

24.° Affinché una equazions di grade p primo sia risolubile

" per radicali é necessario e sufficiente che la 1isolvente Lagrangia-

na ammefta un fatiore razionale di prime grado.
Lo radict della risolvente Lageangiana sono in queslo caso

hap=1 f=p-t

2 (=)

dove -

e p radice primitiva di p. (***). Questa funzione ¢ evidentemente
invariabile per tutte le sostituzioni (23) 0 (26} del gruppo (***%):
dunque la risolvente ha una radice razionale; ¢ questo basla
perché ¢ol metodo di Lagrange si possano ottencre futte lo
radici espresse per radicali. . .

Passiamo a delerminaro gli aliri fattori razionali della ri-
solente. Poicbé il gruppo delle (23) ha per massimo moltipli-
catorc qucllo delle sostituzioni date dalle (26), bastera deler-

{*) Vedi Torloliui Annali J} Mat. Anno 1851, pag. 8-

{**) tvi, pag. 4.

{***) Vedi Ano. di Mal. compilali da B. Tortolini genn. 1834. Nofa
sulla risolubflild ec. :

") Tvi. -
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minare il moltiplicalore di questo ultimu. ln questo caso la
equazionc {14) della prima parte, diviene

i) =g i)

che ha per integrale
iy = im

dunque la risolvente Lagrangiana delle equazioni di grado p. pri-
mo ha tanti fattori razionali di grado w, quante sono le sostitu-
zlont ¢ cio¢ quanti ¥ numerl primr tnferiori a w : gli altrt sono
di grado p(p—1), ¢ tutti poi risolubili per radicals.

1IT.

DELLE RQOAZIOXI SL GRADO DELLE QUAL! E IL V'RODOTTIO
D1 P(U’ NUMERI PRIMI DIFPERENTI

925.° Una equazione il grado.della quale ¢ il prodoifo di nu-
meri primi differenti mon pus’ esser risolubile per radicali , se il
sup gruppo non’ € a lettere congiunte.

Poiché abhiamo sveduto che lultimo gruppo di uwa enua-
zione risofubite per radicali dcv'esser di grado primo p divi-
sorc del grado p della equazione (v. n.e 18); e che il massi-
mo gruppo che lo abbia per divisore & (v. P. I. n,* 26, 27, 28)
a leltere congiunte quando i fattori di p sono differenli (ra
loro. ' ' :

26.° Una cquazione irriduttibile il grado v. = pgq della quale
ha dei faltori primi differenti non pud esser risolubile per radica-
li, s¢ non ¢ decomponibile in p fatlori razionsli di grado ¢, col-
Uaggiunzione delle sole radici di una equazione di grado p..

Disfinguiamo con uvn apice & le letlere di uno stesso si-
stema, con un altro k il sislema al quale appartengono, avre-
mo per il teorema precedenta cho (tulle*le sostituzioni del
gruppo dovranno cssere della forma ‘ ‘

' (-'5):, P’ ) -
' NEp(k), p(a)

Siano. F, F, F, . .. F,., allrctante funzioni ciascuna delle
leltere di uno slesso sislcma, e juvariabili per le sostituzioni
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Essc saranno radici di una cquazione di grado p il groppo
della quale, conticne soltanlo le sostituzioni

(28) (”" E

.‘1‘1,‘.;,,,

e poiché esse sono ;'variai)ili per (ulte le sostituzioni {28), ag-

giunfe ridurranno il gruppo alle solo (27). Dunque Je funziont

invariabili per quelle saranno razionalmenle cognile; ¢ quindi
anche le funzioni simmetriche di ogui sistema di radici: dun-
que per laggiunzione delle p radici F, ’la proposta si ridurra
in p fallori razionali di grade ¢, comc volevamo dimoslrare.
E cvidente che le fupzioni- simmetriche delle F ) ossia i
cocflicienti della cquazione delta quale esse somo radici, saran-
no invariabili per tutle le soslituzioni del gruppo, ¢ quindi ra-
zionali; o la risolvenle Lagrangiava, che in queslo caso & di
grado ‘
1.23.. .. ®
(p—1p(1.2..9)¢ "
dovra avere un fattore razionale di primo grado sc p & pri-
'mo; se no, dovra esser ridullibile parimenle la eguazione che
da lc F, ¢ cost di seguito, {inché non si arrivi a una di grado
primo; per la quale vale quello che abbiamo stabilito nel para-
grafo precedente. Lo stesso deve dirsi dei faltori razionali di
grado ¢, i quali posli a zero danno dircttamente le radici.
Le condizioni esposte nei duo teorcmidei num. 25° e 26°,
non son suflicienti; ma le condizioni sufficicnti sono gia in essc
contenute : perchd rimangono ridolle a que e delle equazioni

di grado primo, che tali sono lo ultime cquazioni irridatlibili-

- alle quali si arriva con questo inctodo.
Quando uvoa equazione icriduttibile ¢ di grado pg, ipcyg

.. {*) V. Serrel, Cours d"Alg. sup. pag. 240.
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sono.uumeri primi Jifferen(i, adieando e radici colle lettere

x T,

mn

Iu.‘ '
Zogmty Tigger e v on Tpoyguy
1 casi di visolubilith sono i soli Ire seguenti :
1:°> Quando il gruppe delta cquazione & d| grado
Plp— 1) qlg — ).
¢ le sue soslituzioni sono dale da

(r ) (w,,. ) (-”-71,':—1 ) ) (a.',-’,, >
, .
zde? g/ T T Nt g/ 7 Nz

2.° Quando ¢ di grado

Plg — L7 plp—1)

¢ le sostituzioni sono

G bt ) )
) $ o ) '
Zoptn! T\, ) B XA

Ep-1,:00)
3.° 8c il groppo ¢ di grado

palp — 1)ig — 1)

(= ).

L) h)

¢ le.“sostituziuni

In tulli questi simboli dovra aversj . :
ol ==ai~+ b, &h)y=ah+ 1 .
éssendo @ ¢ 4 numeri iateri qualunque < p, 4’ ¢ b'<q:
Le risolventi Lagrangianc delle cquazioni di grado p e ¢
datle quali si fa dipenderc la proposta, “debbono inoltre aver
tulle un-fatfore razionale di primo grado (v. num.® 24}, Fa-
cendo p=2, ¢ =23 si hauno i (re casi di risolubilita delle
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cquazioni di 6.° grado, sviluppali ¢ dimosirati da Luther nel
T. 36 del Giornate di Crelle.

97.° Da ci6 che abbiamo slabilito nel numere precedente
si deduce immcdiatanacnte che il grado del gruppo di una e-
quazione di grado m = pg , dove p ¢ ¢ sono diflerenti, non
deve esser maggiore di 1, 2 ... g¢.1.2...p. Orail Gruppo di
nna equazione di grado pg¢ in generale & di grado 1.2.3... pg;
dunque afliaché sia risolubile per radicali dovra averst

1.2.3.. .pg=1.2.3 ... ¢ 12.3..p;

o anche

q+1Aq—!—2...ng‘1.2.3....p

Io che evidenlemenle non pué essere se p e ¢ > 1; dunque
I'cquazioni i gradi delle quali ammettono dei fattori primi dif-
fereati, non sono in generale risolubili per radicali.

IY.

DELLE EQUAZION]I IL 6RADO DELLE QUALL & LA POTERZA
DI ON NUMEBO PRIMO.

98.° Se il gruppo K di una equazione risolubiie per radicali
di grado p* (p essendo un numero primo) non é a lelierc congiun-
te, deve necessariamente 1.° non contenere altre sostituzioni che
la forma .
Ty
Tr=y-1
213, W B,

r=o

(29)

(k e [ B, essendo radici di 2" = z (mod. p} }; ¢ in consegucnza
esseré di grado, o equale a .

M= pl— 1" —p) - - (" = 7).

0 @ un dicisbre di M ; ¢ twite le radici della equazionc debbon

- W T T TETTaETTaTTa—

F
:

Supplizd by The British Library - "The world's knowledge”



(1)
esserc funziont razionali di v ~-1 tra loro. 2.° Essendo sempre
K=KGG,G,,

dove K, ha soltanto sostituzioni della forma
)
Thtkq '
e Gy Gy G hanno il snedesimo significato che al n.o 38; il grup-
po G, il prado del guale ¢ un divisore di

P — 1l =) .. (7 —p)
2(p — 1) ’
deve essere decomponibile in gruppi di prima classe.

L'ultimo gruppo deve cssero di grado p (v. n.° 19), dun-
que (v. n.° 28) il massimo gruppo che lo ha per ullimo divi-
sorc 0 ¢ a leltere congiunte, o non conticne altre sosliluzioni
che o (29) ¢ il suo grado & un divisorc di M, e non ¢ de- :
compooibilc in gruppn di prima classc altro che quando lo &
Gi{v. P. 1. n.° 38).°

Le funzioni non simmctriche delle y+1 radici ¢he banno
per apici

- .2 fon
0,1,:,: e

o dialire v+-1 delle radici defla congruenza 2 == z(mod.) ,
delle quali nessuna si possa esprimerc lincarmente per le alire
(v. P.I. nuin.® 32) sono variabili per tullec e soslituzioni del
gruppo ¢ dunque “(v. n.° 6), tulto Io radiei possono esprimersi
razionalmente per csse.

Le prime condjzioni del laorcma conlicne la sceouda quan-
do p>=4, =g¢q (v. P. I.n.° 38).

29.° Affinché una equazione trridultibile di grado p* (p essen-
do numero primo e v qualunque) sia risolubile per radicali, ¢ ne-
ceesario ¢ sufficiente o che essa sia decomponibile in p*-F equazio-
ni ogruna di grado pd, i coefficienti delle quali siaho funzioni
razionalt delle radici di una sola equazione di grado p-R, o che
ciascuna delle’ radici possa prender la forma
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M . B u
r=A4+S +VS ~+....-+1/5,

essendo A razienale , ¢ le S, radici Jdi una cquazione di grado
8 <<p’, {cocfficienti della quale siano o razionali o funzioni ra-
ztonali di equazioni di gradi minori di p'— 1 : ¢ che si nell'un
caso che nell'altro le equazioni dalle quali si fa cosi dipender la
proposta siano visolubili per radicall. “
I gruppo della equazione o sard a lellgre congiuntc, o
sard il gruppo X del numero precedente. Sc ¢ a lellere con-
giunte ¢ cvideate che si verifica i primo. caso tdel Tcorcma
(v. n.° 27). Se ¢ cguale a K passinmo a dimostraro che st
deve necessariamente verificare il secondo. ‘
. La cspressione Lagrangiana del numero 21 sara in questo
€aso

< -1
13— h;pv

@ N\ r
S“= 'La‘ Z/‘I,_ig" ,

(=Y (=1

essendo « radice fmmaginaria pe¢™@ della unild, ¢ rappresen-
tsndo con ¢, la cspressione

Q- a1 A g

per una combinazione qualunquo di valori nuinerici delie & mi-
nori di p. Llssa ¢ invariabile per le p” sostituzioni ¢ircolari del
gruppo K. Ora Ira i seguenli ¢ successivi molliplicatori di K,
nel gruppe K se ne potraana prevdere aleuni in modo che il
loro prodotto sia def pii allo grade < p?, ciot al pin cguale
a p* — 1. Cbiamiamo questo gruppo T e & il suo grado.

Se cseguiamo tutte le soslituzioni - immaginabili sulle «,
contcunute nella §,, avremo M valort differenti per la medesima,

" (30) S,8, 8, . .. Swey,
. essendo, come” & “facile a dimostrarsi, S
\1_1.‘2.3.4...‘(}),__”?)_,

T pll 2.8 L ptY SR
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Le soslilozioni di X ecseguite sulle z, della S, nov pofranno
dare pid di m dei valori (30), chiamando m il massimo co-
mun divisore di M ¢ di

M'=(p* —1)(p* — p)p* —p*}.. . (p" — p°).

Quelle di T" non polranno dare pin di & valori (30), ¢ & do-
vra essere divisore di m.

Ora construiamo la.eqoazione che ba per radici i & valo-
ri (30) otlenuli colle sostituzioni di I'. Il grado della risol-
vente Lagrangiana che ne dara § coeflicienti sara al pilt cguale

a% : ¢ poiché facendo lulte le sostituzioni di K nelle fun-

zioni simmetriche F di quei § valori, le quali sono jnvaria-
bili per le sostituzioni di KoI', non si possono avere pii di

"% valori differenti, essendo K.,T' un divisore di I(, la risol-
o . .

yente sara ridattibile, ¢ avra un fattore razionale di grado

. . . m

noo maggiore di — .
)

Dalla forma delie S ¢ facile dedurre, rammentando il we-
todo gia usalo nell’Algebra, -che le radici avranno la forma

A P . K -
a:=A+[/S ~+ V8 +.. e el V- PN

A csscndo il coeﬂ"cnen!c ‘del sccondo termine della equazsonc

Se l;— <p'— 1 ¢ gia dimostrato it Tcorema: ma- quando

non ¢, col metodo Lagrangiano ¢ cvidente che.- si polrd abbas-
sare la cquazione che da le F finché non s glunga a una ri-
solvente di grado << p” — 1.

Consideriamo ora alcani casi parlicolari.-

: 1.2:84
1.° Sia v=2, p=9,:sard M = — . 5 =3, M'=3.
ia y P ra L2 M=32,
ondc m==3, ¢ poicht ¢ deve csscre un fallore d: ™, sara
Annali di Seienze Mat, ¢ Fis. T. I11, marzo 1859. 8

QUinnliad hv The Rritish | ihrarny - "The world's knowledae"



(114)
eguale a 3; ¢ il grado del [attore razionale della risolveate La-

grangiana sard cguale a —5\—='1.

123...789
R y=9. p=3; Z\:—_—— 93 "_9
2.° 8¢ y=9; p=3; sara M 312.3p 5.T,M'=24.3;
ni:‘Zﬁ,B:S;%:Q, '
. ' 12..78 . .,
3« . Sc )—3, P —--2) M - m = 5,.7, M —7.6.4’

m="7, 8=T; "ﬁ,\—zi.
9 .

Lo risolsenti Lagrangianc per I'cqnazioni di 4° ¢ 8 gra-
do debbono aver un fatlor raznonalc di 1.° grado per quello
di 9° al piu di secondo. ,

30.° Una equazione il gruppo della quale sia >M, avendo
M il valore del 0.° 28, ¢ che ahbia per grado nna potenza di
un numere primo, non pad esser risolubile per radicali ( v.

n.° 28), Deve dunque aversi, s¢ le radlcx non hanno delle par- -
llcolan relazjoni tra loro

plp=ip—p) - (pr—p") Z P =1 —2) . 32
o anche .
' =pp—p") s o - (=) _2__(1?"—2)(})“—3) 321

Ora questo non ha laogo in generale altro che per i casi se-

guenli :
v=1, p=1; y=2," p=1
. _p_=3 . .

dunque le equazioni il grado delle ‘quali ¢ potenza di un no~
mero primo ed ¢é > 4, non ‘dono risolubili per radicati in ge-
nerale; ma di quello if grado delle quali non ¢ potenza di un
numero primo non ve ye c alcuna (v. n. 23026), qumdl nes-
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suna equazione di grado >k pui essere in generale risolubile per
radicali, ) .

Delerminato s¢ una equazione algebrica éo non ¢ risolu-
bile per radicali, o per irrazionnli'primilivi di altre dale clas-
s1, rimane a cseguire la risoluzione cllettiva. Abhiamo avulo
luogo di acccanare il modo che pud (eaersi per la medesima;
pero, appena il grado della cquazione ¢ un poco clevalo,  cal-
coli necessarj ‘divengono di una lunghczza da stancare, ogni
paziente calcolalore. Ma ¢ ricerche inlraprese cou sucbess_t}_
da mol(i distinti geomelri in questi ultimi {empi sulle quan-
lita, complesse della natora della espressione di Lagrange, fan-
no Sperare che I’Algebra polra non solo vantaggiarsi dell'acqui-
sto-di nozioni pid delerminate e piu estese sulla natura de-’
gllirrazionali primitivi, ma giungera anche ad arrichicsi di Ta.
vole che dianv gli elementi coj guali si possa con piu spedi-
fezza condurre il calcolo della costruzione dej valoci delle ra-
dici coi coeflicienli; come ne abbiamo un escwmpio per le equa~
zioni binomie, nei bet lavori dei Sigg. Plana e Kummer,

Pag. Lin. Errori Correzioni

58 1618 D"9.DgH © D" D3Y

60 8 ¢n q : \
65 24 s fatlori esse i faltori
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