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��(����!�"����� ��"�')������ *������

�

'����� )� ���% ������ � ����� ���� �%��1@��� J�3�.�% �� �� J�������.��(�����%�
�
�

���
������
&� Q'DR&� )� ��������� ��� EC� � ��.��&� �2�� �������� ���� ! ���� ������

�����������&��������%)�����,6����0�����!����������! ���������������������!����(�

��%��������� ����������� �/�����������6,������� �����&�������9BD8���)�9BB<(��

*��� ��� �� �������?������ ������ ����������(� ��.�������.�����&� Q�9R&���)��

������������ �J������ �������=� �����% ����������������;� ���������� ���������� ��

���=� ���! ��&� H�� � ���� �� �� .�� �� � ���� ��������� ��� 9BDC� ��� 
����� ��� 5� ��4��

���%)�� �;�� �-����� ������ � !����I&� �����  ��������������� �� ���� ��0�;������� 0���

������4������������������6,���(��

���� �,����&� '����� ������;�� ��  ������������ ���� ��=� ���� �����!������ ��

����������� ��� ���� )����(� ���� ������ ��� 9(DAD� �� ���&� ���������� ��� ������ �����

� �������+����������'����.�����H9B7EG9B<CI�HAA��� ���(I&��������'����=�����H9B8AG9BB8I�

H99� �� ���I&� ��.����� '��� ���� H9BADG9<88I� H99� �� ���I&� ���� �� '���� ��� HD� �� ���I&�

5 �������� ' ����;�� H9B7CG9B<FI� HE9� �� ���I&� 
��.�� � ������ H9BA8G9<8AI� H7D� �� ���I&�

�������	����H9BCDG9<9BI�H77��� ���I&������ ���5������HCB��� ���I&�
�.����5� ���HF��� ���I&�


�.����������;��H9B9FG9BB<I�HD9��� ���I&�5 ��������*�.���H<��� ���I&�
��.������������

H9B� �� ���I&����������� �M� H9B9E09BD<I� HCB� �� ���I&�'� ��%���� ������� H9B8B09BFCI� HCB�

�� ���I(� $��  � ��� ������ ���� ������� ��������� ���� ��� �����!������ W ����O� � ��

U�����U����;��M�=���� �H9B9C09B<FI(��

����� ������ &�����  ��������������������� ������� &�*�������� H��� ��9BCF���

9BDFI� ,��� ,������������� ���������=��=���������� ����� ���� �����?�����  ����4����

���� =6������ %� �� !����� ���� �� ��������&� ?���� ��-�&� �� ��� ��� ���� �?��1@���


�.)% ����&������ ������ &���% ����� ��������������=� ������������H9B9909BA7I(���


�/����%���� ��������/ ��������������9BD8���% ��,6����0�����!����&��
�������
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���������(�������&�'��������������������� �=��� �����=�������������������.)% ��������

��� ��� ��� ������&� � ��� ��������� ���� ���� ������ ���� �%��12�� ��� � ����12�� ���

!�.�% �� ��!������ �� �� �� !�.�% �� ���� ��&� ���� ��  ����;��������� ��� �� � ����� ��

� ���� �� �����!����� �� �� � ��%������� �%�� =�1@��� ��% �� ����� ��� ��&� ���� ��

������� �12����������� ���������������� �������(��

���� ���� �����/ ��&��
���� ��� ��	
�������3� �
�� ��������� �
��
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�����
��� ���
�����
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�����
�Q9BD9R&�'������������ �&����� �� ��������?���������
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��� ���� ��  ��4� ��� �?��12�� � ������&� ������� �����  ����=����
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���������/ ��� '����� ���� ��� � ��������� ��� ���� &� ����� ���������� �����&�

"���� �������� �� ,!���� ��� ��� ���� ��%������1@��#&� ���� �� �����12�� ���  ����4� � ����

"������12�� ������� �=�������� ����� ��� �#� ��� ?��� ����=�� ��%������� ��% �� �����

� .������(��

����=���������� ���������� �%��;��)���,6���������,����?���������� ����������������

�����%. ������. ����?��������(�
���� ����*� ��������������������U� ����H9BAB�G�

9<77I&��������&����'��M	�	��	������
�	�
���M	�
�����
�	����
�����
	�Q9BF8R&��� �� ����������

'�������������� ����;����������������������� .�����������������&�?�������� ��������

� ���� �� �� ����%����� &�  �.� ��������&� �� ��?\������ ���� ��� ����� ��� ������&� ��

=� ����� )� ?��� ���� � �%��;�� ����)�� �  ��� �����������(�*������� Q*9R� ������� �����

�  ��S��� )������������ �%��;�����%)������)���  ��������� ������. ����&�����������

��� �=��2�������.�% �����% ��V��������� ���������H9<C8I(���.������Q�9R��,� ���?�����

������ ������ � �%����� )� ?��� �� ���/ ��� ��� '����� ,���  ���%���� ���� ��,��������� ���

��%�����������!������� ����(��

$�� /� ���'��������� ������=����������,��2��������������������� ��.�� �&������

K������ ���� ��� 9BD9� ��%������ ���� ������� J� ��.������� 
�% �� H9B8AG9BE<I&� ��

�� ����������������!����� ��������� ?��&� ���=�4&� �� ��� ������ � ,���� ����� ���&�����

?����� ���� �������-!���������� �=�������=��������������=����������!����(��

��������% �����9BDC&��������������%-���=�����%���� ��������;� � ����12��

�����%�����������!������� ������� ����������?������������T����������� ����=����12��

�������� �%��;�&�,������� ��M�=���� &�?������ �=�����*�����������99����
% ������9BDD&�

���=�������'���������%���� ��������������� ������������=! �����������������/ ��(�

'�����  ���� �=�� ���� ��� ��� ��� � ���� ��� ��%������12�� ��� ���/ ��� ��� 9BDD&�
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���;�������� � �%��;�� ��������� ��� ��� ��.�� �&� �� ��� ,�4� � ���;��� � ��� ��!������������

��,� ���������;���������?���������� ���(��

�� ���� �� ����&�W ����O� &���� �=����% ����� �%�������=��������� �'��������

9BD7&� ?���� ��-�� ��� ���� ���� � "�� ,� ��� �,���=�� ����  �64��� ��� �?��12��  ����K=��#(�

W ����O� � ���;�� �� ������� ����� �!������ �� �� �� �?��12�� ��� . ��� � ���� �� �� ����

� �%��;��,����� ������������
�����������'� ���&����	� ��;����H9B8D09BD<I(��

'��������2�&��������� �������������6����&����;� ����� ������������W ����O� &�

����������0��J���?��1@������. ���� ����������/ ������9BDD&��
���������8��
�
���
�
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���� ����
� )� �
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�����
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��������������&����9BDC&����� ���?������?��12��?�6������������� � ����=����

�� � ����� ��� ����. ���&�  ���������� ��� ,��1@��� ��6������S� �� ������ ���?������ ��% ��

5��1@��� ��6������� �� ��� 5��1@��� 
�.)% ����� ��� �� �!=���� ���������� ��� �� 9BE8� ��

9BEA(�

�

����� �����������&� ��=���� �� �������&� ������ ���� ���;�� ��� ���?����&�

�������������������� �J�56����0*����!������� ����4������������ ������� �%��;�����

,6�������/ ���&������ ������ ������� ���������������������������(�5�������������1���� ��

,6����0�����!�����?����������4���'�����J�;� �� �������� �����*���������������&������

-!�����������������&���	����,��������������������������� ��������� �����
�!�������

������ ������� �� (�

��,��&� '����� ������ )� ������� ���� ��� ���� ,������ ��� ��� ������.��&� ����� ��

��%����12�� ��� ���� ���/ ��� ��� 9BF9&� ��� ?���� =��� �� ���� ���� � ��� ��=� �������

�;��������K�
�
	��
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���&������������������ ������ )&�?�����������������.����� �

���� �)�����������% �(�

����� ���?������ &� � ������� ��� ��.������� ������+� ������� 	���� H9BCDG9<9BI&�
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 4��J� H9BCFG9<97I&� � �.� ��� �����0�� %��� �� H9BDAG9<7DI&� 
��.�� '����;��
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�������� (�� ��� ���#�� +�& ,����� &�"��� �� ������� ��&� �-.�/0�&�

�'�1"����&���&�"����&�������&��������������2�.%�&��

�

�

(����������������&��-.�/0�&��

�

����� -!� ��������� ��� Q*AR&� ��������  ����� � �� >���/ ��� ���� �?��1@���


�.)% ������������;���/ ������%���������)�������� �����%� ��������1@���������������

�?��12�����?���?�� �. ��&��� ��������� �������(�

���%� ��������1@�������������?��12�����. ��� n ,��� ��������� ��������H�����)&�

������ � �������������1@�����.)% ����I���.��,���������� � �����������1@����� ���������

��������12�������������,����������� �=)������?��� ����� �1@���� ���)����������� �12��

��� �64��(������ �����������������0����������� ��.� ����� ��?����?�� ��?��1@������

. ������,� �� ����������S��� ���?����������. ������� �� ���?��� �&��%����������1@���

��.)% ������������������������ ������ ��(�

��� ������&� ��� � ���� ��� .��� ���4�1@��� ������ � ����������� ��������

����1��������  � ����,���������)�����]��(�
�)������������)�����]�����%��0��&��� �

������)����&�  ����=� � ������� ^�����Y� ��� �?��1@��� ��� ��.����� . ��� �� ��.����� ���

�� ��� �� . ��&� ������ � �%��;��� ���� �����!������ ! �%��(� ������ �?��1@��� ��.)% �����

� ���������,���������������?������ �64�����.���=������.�������4� ��,�������=������(�

��� 9DCD&� �� ������ �� ����� H9D8909DFEI� ��%����&� ��� ����� �� ��������&� % �.��� ��

� ��1@��&����% ��"��	������#&������������ ����������� �������������� ���� �����12��

���� �?��1@��� �K%����� �� ?�! �����(� ������ � �%��;�&� �� ����� ��������� ����� �����

��������� ��� �?��12�� �K%���� ��������� H����� )&� ������,����� ��� �?��1@��� ��� ^�����YI&�

� ���,� ������ ����� �?��12�� ��� ���� ��� �� ��� ������ . ��&� ���� �� �� ��� ���

��.����� . ��&� ������ ��� �������� ���) ���� ��� ����� ����&� �� � �=�����

.����� ��������� �� =�������� ���� ����1@��(� ���� ���� ��  ����=��� ��� � �%������

� �������&�������?�������� ���������������� ������������� ��� ��4��������K�� ��

��.���=�&� ����� )&� ��� �K�� �� ��������(� ����� ��������=�&� �������=�&� ������������ ��

�����%� ��������K�� ������������(�
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��,���������)�����]��&�����=�4�?������;�������������� ���������)���������

 ����=� �����?��1@���.� �����K%�������?�! �����&�,������� ������ ��� ���� �%�����������

 ����=� ����?��12��.� ���?�6�����(��

� ����������������.�% �������������� 6���� �������� �����)���������;�������

�� %���� � ����1@��� ��,� ������ ���� ��� �� ����� �� ��  ����=� � �?��1@��(� ��� �� ����&�

��������������� �����.�% ����� , ������5 ��1������_��� H9DC809E8AI&� ?���������% �� +��

���
�� ����N���
�� �	��
�
� H9D<9I&� ����� ���� ���� � ��������� J�� �?��1@��� ��.)% ����&�

�� ���������� ��� ��=�� �)����� ���  ����=� � �?��1@��� �K%����� �� ��� �)�����

�� ������ ���������.������� �� ����=� ��?��1@���?�! �������������� bxcaxx −=+ 24 2 (�

�� )������. ��������� �%��12��,������������=���12��������%���������.)% �����&��� �

�����������&�����%���������������� �����.��� ���4� ������;������� ������������� ��

����12������?��12��?��� !������� �=)�����,/ ���������� ����(��


���� ���� � ��� ����� ����)����� �� ��  ����=� � �� �?��12�� ?�6������ �������

 �������� �� � �� ����0��� ��, ��6,� �&� ���� �����4��� �� ��.����  ���������� ���� ��������(�

��� �� ����� �� ��� �; ��, ���� =��� ���;� �;���� H9ED909F8BI&� ?��� �����% ��� ��

� ���,� ��12�� ?��� �������� ��.���� ���� �� ���� ���� ����! ���� ��� ���� �?��12��

��.)% ���&� �%�� =����� ?��� ���� ��� ��� � ����� � ���,� ��12�� �� �� �����=��=� � ���

��.� ����� ����4� ���  ���4� � ���� �?��12�� .� ��� ��� . ��� n � �� �� ���� �?��12��

%�������&��%=�����������. ��� n +������?��12�����?��������)����������� �� ������

. ��� n � �� ��� . ��� 4� �&� �� ���2��  ����=����� �� �  �������(� ��� ������&� ���� ��������

�����.���� ���4� ����?��12���K%������ ����,� ���%�������&���?�! ������� ���������

����� 024 =++ cbxax (� ������� ������ � ���,� ��1@��� ���%)�� ������� ��� ?��� ����

�?��12�����. ��� 2>n �������� � ���4������ ������,� ��������������,�������������

�� �������. ��� 1−n ��� 2−n ��2����%���4� �(�

������ �����������,��������4�����������.������� .��'� �;�U�  � ��H9B8C09BEAI&�

?������� ���?������?��12��.� ������. ��� 5=n &����� ����� � ���4������ ����,� ���

05 =++ axx (� ���� � ����������� ���%)�� ,��� �����4���� ��� 9FBE� ����� �����!�����

������� ������������' ��.�H9FAE09F<BI�?���������� ����� �����6=��������� � �����

� ���,� ��12�� H�� � ���;� �;���I� ?���  ���4� �� �?��12�� ?�6������ �� �� �� ,� ���
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05 =++ qpyy &� �� )�� ����� � ����������� �2�� �����4� �� ����  �����12�(� 
� ,� ���

05 =++ axx �)����;������,� ������' ��.`U�  � �(�

�

���K������)������� ��  ����=� ���� �?��1@�������� ���� ���?��� ��. ���� ,���

� ������� �� �
���� ������ � H9F8FG9FBAI� ���9FA7(����� ���� �� ���T�� ?��� ?���?�� �

�?��12����.)% �������. ��� n ����� ��������� ����� ���12���������. ����� �� 1−n &�

����������������� ,������������?��1@��������.����&� �� ��� ����?�� ���. ���(����2��

� ��T�&� �� �� ���  �64��� ��� �?��12�� ��� . ��� n &� �� ,� ��� n
n

nn AAAx 121 ... −+++= &�

�������� iA � �2�����  �64�������;������ ����=���������?��12�� H��� ���2������� �6���

���,��12������ �64�������?��12������I&���%� �������� ���;��,���������!��������� ��

5=n (��

5���U����;�
�����
�. ��.��H9FAE09B9AI�?����,�4����������������������� ���

������ ?����2�� ��� ���� � �%��;��*�'0�
O�
�	� 	��� ��� �'	
����
�� ���'�����
� �
	� '�����
�	F&�

��%����������9FF8(�

������ � �%��;�� ���� ��� ,����� ��� � �� � �?��1@��� ������� ��� H�.� �� ���;�������

����� ����=����&�������?���������;���������?��1@��� ���4����I&��������� �64������

�?��12��������� ������� ���@��� ������������ �64���������� ���������?��1@���������

 �64�������������(��

���� ������� ��� ?��&� �� �� ���� �?��12�� ��� . ��� n &� �� . ��� ��� �?��12��

 ����=����� )� !n &� �� ?��� �� �� 3=n � �� C&� ���� ��� ���2��  �������� ����  �64��� ����� �� �

�����;���� ��� ,� ��� �� ����� �� ���� �?��1@���  ����=������ ��� . ���� E� �� 7C�

 �������=������(�
��� �� ����������� ���������������?��1@�������� �6���&��� ������

�������� ���12���������. ����� �� 1−n (������)&��� ��. ��� 3=n ���C�����?��12������&�

 ���4����� �� . ��� ��� �?��12��  ����=����� �� �� � 7� �� A�  �������=������(� ��� ������&�

�� �� 5=n &���. ������?���?�� � ����=��������������� �
�. ��.�� 120!5 ==n &����� ��

,��� ���4������ ��E� ( )1+n &����2���� ��C� ( )1−n �������������� ����� �����-���(����� �

����� ����=�&� ,����� ����.� �� �� �� ,�4� � ?���?�� � ��� ��  ���12�&� ����� �2�� ����=��

;�%����������� �=� ����2�������������������� ����=�������
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������  �,���@��� �� �����4� ��� �� ���?���� � ��� K����� �)����� ���  ����=� �

�?��1@�������� ���� ���?��� ��. ���(�����=� �,�����?��&��� ������������?��12�����

. ��� 4≤n &����� �64��� ix &����� 41 ≤≤ i �&������+�

�������������������������������������� ))...()((... 211
1

1 nnn
nn xxxxxxaxaxax −−−=++++ −

− �����H9I�

�

�������� ��?��������� � ���������� ���������.�������&��%�����+�

�

n
n

n xxxa ...)1( 21−= �

)...( 211 nxxxa +++−= �

�

����� 1a ��� na ��� ����,��1@���H�� ����1@��I����� �64��� nxxx ,...,, 21 (�

�

�� �,�������?���������,��1@����2��������� ����� ��?����?�� ��� ����1@������

nxxx ,...,, 21 � &� ������ ?��� �� ����� �� ����� ��� H9I� �2�� ��� ���� �� �� � ����� �� ����1@��&�


�. ��.�� �� ��� �����%� ��� ��� ��=�� �����;�� �� �� �� ���?����� ��� ����1@��� �� �

 ���������� ���?��1@�����.)% ��������?���?�� �. ��&�����=�4�?�������� �%��;���� =���

���%������ ����������,,����H9FED09B77I���������>�� �O�
%���H9B8709B7<I����� � �����

������%�������� ���� �?��1@��� ��� . ��� ���� � ��� �.���� ?��� D&� �����4����� �� ���������

������ ��� ,��1@��� ���)� ����S� �� �� �� �=� ����� ������� H9B9909BA7I� �����=��=� � ��

� �%��;��?�������%��������������1@����������%���������� �������?��12�(�

��.������&� Q�9R&� �,� ��� ?��� �� � �%��;�� ��� ��,,�������� �� ��� ,� ��� ����6����&�

��.���� ���������� ?��� P=� ����� ������� ��� ��� ������(� $� ?��� ����� �� ��� =� ��� �� �

�;������ ��� . ���� ��� �� ����12�&� ��,,���� �;����� ������� ��� �� ����12�&� �� ��

����= ��������.��� &���.��,���=����. ������������������ ����1@����� �����?���������

,��12���� ������������� ���(�

	�������,� ��&�,������,�����������!������� ��.����������
%���?���&����9B7C�

������� ������������%����������� ����=� ����?��12��.� ������. ��� 5≥n ��� ���������

 �������(� 
� ���� �V����� �� ������ � ��� � �%��;�� ��� 
%��� *�
�
��
� 	��� ��
� ���		
�

���������)�
� �55
�����
�	� �'	
����
	� ���'������
��FH9B7<I&� ���!����������� �12�����?��&�

���� �?��1@���  ����K=���� �� �  �������&� ������ ���  �64��� ������� �� � ��� ������ �� �
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,��1@��� �����������?���?�� ���� �� ��4&���?���������,��1@���� ����� ���!=��������

 ��������J��?��� ����� �1@���� ���)�����(�

P=� �����������&������������������ ����� �%��;������
�. ��.�&���,,���&�����;M&�


%�����U�;������ ��5 ��� ��;�������H9FFFG9BDDI&�� ������� � &��������������&�?�����

��������1@����� ��?��������?��12����.)% �������. ���?���?�� ��������� � ����=����

�� ��������� �������(������������1@���,� �������%������������9BA9����� �%��;��*����

�M	��
�����
�	��
��'	
�������'��
	�'�����
�	������������OF(��

������� )� ������� ���� ��� ���� ,������ ��� ��� 3�.�% �� *��� ��&� ����� ,��� ��

� ���� ������� ���4� ��������12���%�� �������������� ��%-���������� ���?�����������

���������������������� ��&���� �� �������?������?�� ������� ����� ���� �(������,����

��� �� ��� ���� � ��.�&� ����� ���� ��� ������ �� �����12�� ���  �����12�� �� �  �������� ���

�� ���� ���� � �� �������� ��� ?��� ���� ��,����� ����� ����
� 
� ����
� �������� ����

�� ����1@��� ����  �64��� ��� �?��12�� ����(� ���� ���%)�� ,��� �� � ���� �� �� ��� ���� �

��� ������� �� ���������. ��������� ����1@��&� ,��;�������  ���12����������� �12�&�

����������������/ �����,� ����?��+�"P����
���
�
�
	���������������	��
�����HL
	�

�
1��
�
	� ���
� ����� ���� �
�����HI
� 	����
	�    � 	
� 
�� ���� ����
� �!� �
�����HL
	� �� 
� &"�

��1
�!� ����'�����
�����HI
��&�#(�������)����������=����.�12��G�������� ��%-��������

=! ���� � ������� ��� ��� ?��� � ���4��&� ����������������� ����� ��&��� � �� �������

?��� ��� ?�� � ������ ���� � ���� �� G� )� �6�������� !�.�% ������ ��(�������� ����&� ����

��,��� &� ���������� ����������� �;������� ��� . ���� ��� �� ����12�&� ��%. ���&� ��%0

. ������ ���&�. ����?������������������������� ��� ������� ��(��
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2.2    As Origens da Teoria de Grupos e das Estruturas Algébricas. 

 


���%����12�� ���� �����?\����� ����;������������� � �%��;��� ����������������

����������  � ����� �������������1@������$���% ������=��% �����9BCE����Q
������

�
�����'������
����
	�
���������'
	&����U����;�
���=�����H9B8<09BB7I&�?���4���������/��

�� ���� �� ��(� ����� ���� �� ��� ��=�&� ��� �� ��&� ������ �������=��� �� ��� ���

���,�=� !=���� ��� 
�������� 5 ������� ��� ��������� �� ������ � �%��;��&� ����&� ����� -!�

��������&������� ��������� �=��� ����M�=��� ��5 ��1����
�� ����H9FED09BCAI������)���

	�������������H9FB909BC8I��2�������� � ������ �4�������,� ��1@������������ �1@���

�� ���������(��� ������������ �%��;��� ���� �� �����12��������
%��(�


����� =�=�� ������ �����2�&� ������� �,� ���� ?��� �� � �%��;�� ��� 
%��� � �������

 ��� ���� ?��� �� ���&� �� ?��� ���� ������ � �� ,�4� � ��� � �%��;�� ������&� ���� �� �6�����

������! ��� �� �� �� ������������� ��� ����� �&� ����  �����1@��� ��� ��,���1@��� �� ���

������� �1@��������� �����-!����;������(�

���  ��������&� ���� � �%��;�� ����=�� ��� ���� ����� ���� �� ��� 
%��� �� � �� � ���

���6 ����������%�� �������� ��2���� ���� ����������������������&������ �������?����

�������=�������������!�����������)����(�

�����-!���������&����� ���� ������������%����������% ������ �%��;�������������

,� ����������� ����'������������,�����K������=��1�������� ���������������)�9BF8(��


 �;� � ��M��M� H9B79G9B<DI� ��%����&� ��� U���� �� ��� 9BDC&� "%�� ��
� &�

�N� 
0�

C�
��	"��	��
�
������
����
�	N��
����������
�� 1=nθ #&�?����%� ��������� ���� ��=�4���

����������%�� �������. ���&� -����������������������. ��������-�.���������%. �����

�� ����&�����%� ������������� ���������=��=������������� ������� ����(��

U����;� 
�, ��� ��  ��� H9B9<09BBDI� ���� �%���� �� �� �� �����=��=������� ���

����12��������� �������������� ������ ���(�����������&�������� U� ���&���%����� ���

9BF8� �� &����'� �
	� 	��	������
�	� 
�� �
	� '�����
�	� ���'�����
	(� ��.����� W�� ���&� QW7R&�

U� ����,������ ���� ����.�% ��������%�� �����,� ����12��� �.����������� ������������&�

�� ��������������������������  �����. �����H��. ��������?��12��)�.� ������ �����

��?\������� ������������ ����1@�������?��&��� ��������� ����12�������?\�����&���

K������ ��������� ������=�� ��� �� ����12�� ?��� ���!� ��� . ���� .� ���� �� � ������ ���

�� ����1@���� ������������������������ ���I(��
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a����� ?��� ����� ������ ��������=��=������� �%�� ���� ��� ��������� ���� ���&�

���;� �� 	���O���� ��� ���4��� �� ��������� ��� �� ��&� ������� �� � W�� ���� QW7R+�

"a���?�� � ��������  ���� ��� ��������� ?��� �����,�4� �� � �� ������� ,����������� ���

,��;��������� !��;�������� ��#(��

	���O���� ��%����� �����  ���������� ��� R���
���

��
&� ��� ���������� ����

	� ��;����&� �������1@������9BEA&�9BF9&�9BF<� �� 9B<C&��� ���������������=��=��������

��.��,�����=��������� ��������K�� ��&���� ������������������� �������� ����,������(����

���12�� ��� 9B<C&� �����=��=�� �� ��� ��� ��� ������2�� ��� �� ���&� ����� )&� 	���O���� ,�4�

 �,� ������ �� ������� ��� ��������� ��� ��-��12�� ��� ���������� �� �� �� ���-����� ���

���,�����������������?��12�(�

�������� ���;���������������������!�������,� ����&�W ����O� � ��� ���4���

����������
�J��
��
�����
�������
&��� ����������������� �%��;�����9BB7&�"C�����S�
�


��
�� ������
��	��
�� &�

��
� �
�� ���
����	��
�� C�TU
�#&� ��������� �� ?��� �����  ��4����

�����?��12����.)% �����  ����6=�����% �������6������� ��������������� ������������

������2�� ��.)% ���� � ����� ����� ��-��12�(� ����� )&� ?���?�� � ��� ���2�� ��.)% ���� ?���

 �� ������� ���� ����  �64��� ��� �?��12�� ����� ����� �� � ��-������� �� �� �� ���6���&�

� �����������=�����6������� ������������(��

��?������W ����O� � ����=��� ��������� ������� ���������� ?��� ,� �������

�� ��&�	���O���������������� �� ���������������-�����������������������&�������� ���

,� ����� ��,���12����� ������2�� ��.)% �������	���O���� ��������� ��������,���12�����

���6������� ����������������W ����O� (�

���� �� ��������� ��� ������2�&� )� 	���O���� ?��� �����=��=�� �� ������ ���

����� ,������������� ,���������� ���&�?���� ����.� � �����������������������������

�� �������������� ����� &� %���� ��.� ��� � �� ����1�� =��� ���&� ������������� �K�� �����

�������������%�����������1��=��� ����H������2�I����. �������?��12�������H���. ���

��� ������2�I(� ������ ������� �� ���� �����4����� �� � ����� 
 ���� H9B<B09<E7I� ��� ����

 �,� ����12�� ��� ��� ��� ��� ������(� �� �� 	���O���� ������ ������� � ��� /%=���� �&�

�� ������ ���� �2�� ��� � �=��(� 
 ���� ��%����� �
������
�	� 
0� C��
�	� &�

�N� ��� 9<AB� ��

C��
�	� &�

�N� ��� 9<C7&� �� ���� ���� �%� ��.��� ?����� ��������� �� ��� 	���O����

���������J?�����������12�(�
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��������������&����,���������)�����]�]&��������� ���������12�������� ������

������� ,��� � ���4���� �� � >��� ��;� L�%� � H9BC709<9AI� ��� ����� � ��.��+� "��
�

����
�
��
�� C�������
�� �
�� C��
�	5	��
�� C�
������	��

��
#� ��� 9B<A� �� ":
������� �
��

V��
���#����9B<D(�

�����4����� ��� ���������� ��� �� ��� ��� 	���O���&� �����=��=�� �� ��� ��� ����

 �,� ������ �� ?���?�� � ���� � ���12�� ���) ���� ���� ���������� ������&� ����� )&�

���������� ���� �%�� �12�� ������ �� ��,������� �� ��������� ��� � ���� �� � ����� ���

����������?��� �2�� "�
�	�	#� H���
�I&� ��� ,� ��� ?��� . �������� �� ����12�� ��. �����

,������&����.� ��&��2�����������������&��� ������ ��(�

��.�����W�� ���&�QW7R&��������=��=����������L�%� �)��� ����������� ���� ��

� ��������� ���� ��� ��� ��� ��� ��� ������&� ����� �2�� ���!�  ��� ���� ��� �� ��� ����

 ��������&����� �� ��� �� ��� � %�� ! ��(� � ��������� �������� ���� ��� ������@��� �� ���

. �������������� ,�������������������@��&�������������� �4���������12�������������

�����.�������������� ��������������12�(�

������ � �%��;��� ������ �� � ������� ����� ����� ��������� ��� ��� � �%��;�� ���


 ���&�C8������������� ��&�K������� ������������������ ��(�
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(�3� � � � �'�.��&� ��'�/0�&� 4� ��5 ���&� �� ��� �&� ������%��&� 
����� �&�

��&��#�'#���&�%���
��������������������
�

� 5� ����&� ������ ������� ��� � /����&� �� �� ������12�� ��� ��.�����  ���1@��� ����

������������!���������%� ������� ��� �������
�. ��.�&� ��� ���������?��1@������Cb�

. ��(�

�

� �����;�� ���� �?��12�� ����� 0234 =++++ dcxbxaxx &� ��� ���,���������

����� ��(� $� �;������ �)����� ��� 5�  � �&� �� ��������� �� � 
���=���� 5�  � �� H9D77G

9DEDI� J� �� ����&� �� ?��� ,��� ��%������� ��� ��	� �����&� ����� �� � ���� �� �)�����

�����%� ����� ���� �����12�����������������?��12�&�������� ����� ���������������.��+�

�

5�4������������1�����=� �!=��� hyx += �����?��12��� ������&�������� �����

���� ��� 3ax &��� ������������������;�����=���������� ����=��� ���� h (�

����� �������&� ������� �� �� �?��12�� 01916726416 234 =−++− xxxx (� �� ��

1=h &��%���������?��12�� ���4�����
16

21
2

2

3 24 −−=− yyy (�

� ������K������=� �2������?��12�&����� ���������� ���2�� βγ +2.y ������%������

����������.�������(������)&����

�

�
�
�

�
�
�

−+−=++−
16

21
2..

2

3 2224 βγβγ yyyyy (�

�

Essa inserção nos leva à fatoração    ( )
2

22

16

21
. ��

�

�
��
�

�
−−=+ βγβ yy , com a 

condição de que    
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16
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βγ
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� ����%���������� ( )I ���� ( )II &� ���6��������K%�������� 0433 23 =−−− γγγ ���Q9R(� �
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� ��� 2,,1 αα � �2�� ���  �64��� ��� �������&� ��� ����1@��� ������ �K%���&� �� �

�� ����c
�. ��.��H� ��������������� �������Q*ARI��2�+����

�

�
	

�



�

++=

++=

=

ααγ

ααγ

γ

221

221

4

2
3

2
2

1

(�

� �

� �����4������� 41 =γ ���� ( )II &��������������
16

25
1

16

21
4 =�=�

�
�

�
�
�

− ββ �

�

����?����������
22

2

16
4

2
16
25

��
�

�
��
�

�
−=��

�

�
��
�

�
+ yy ����� �

�
�

�
�
�

−±=+⇔
2

1
2

4

52 yy �

�

e portanto, as quatro raízes da equação reduzida 
16

21
2

2

3 24 −−=− yyy   são:  

 

���
2

3
,

2

1
,

2

32
432,1 −=−=

−±
= yyy �

�

� ��� ������&��������;���� � 41 =γ �,���� %�� ! ��(��

� ���� 6������� ������4���� 2γ ���� 3γ �?����������!���������=��� ���� β ��&�)���� �&�

�%�� 6���������������?��� ��  �64������� ����� �����(�$�&� ���������%�� =����������

,���������� ������� �&�������� ��������;�����,� ������?���������=��J��?��� �� �64���

����?��12��� ������(���������������������.� ��(��

� *��&�����������������?����� �����?��12��?�! ����&����)���������� �����

�� ����  �����12������?��1@����K%��������� ��=��������������%��������������������� ��

������ � ����H� ��I� �64�������?��1@���������. ���H=(�*QARI(�

� ������� ���������������������� �����12����� 0433 23 =−−− γγγ ������������

�����&������&���,��&����� ������������� ��������12���� � ������������?��12�����Cb�

. ��&� ����� �����%��������� �� �� ������ � � ��� � ��� �����;��� ?��� ���� ��=�� J�� ?��� ��

 �64�������?��12�(��&�����=�4�����&�������������������.� ��(��
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� �����&������&�=����� ��?��� ��=��� ��� ����� ?��� ��������?��� �� �2����,� ������

��� ����(��

� �� �,�?���������� ?��������� ��������&��� ����������������� � ���12����� ���

������?����&�����������&����
�. ��.�(�

� � ������������������,���12������=�����12��������,� �������)�������������12��

�� �� ��� �?��1@������ . ������� � ��� ?��� �����&� 
�. ��.�� � ��T�� ���� ��!����� �� �

�������������4�12�����?����;������
	
�1
��
	������?��1@��(�

� $�� ����=������,� ����� �������,������������,��1@��� ������������� �64�������

�?��1@���� �������(��� ���?��1@������. ���� ��&������4��� )..(
3

1
3

2
21 xxxt αα ++= &������

. ���?��� �&������4��� 4321 xxxxt += (�

� �� �������� ��� ������ �������� ��� ����6=���� ���  �64��� ix � ��� t &� ������ ���E�

��� ���@�����,� ������ �� �� �� ,��12��  �����=�� J� �?��12����� Ab� . ��� �� 7C� ��� ���@���

�� ����,��12�� �����=��J��?��12�����Cb�. ��(��

� ���=����� ����� ��� ���� E� �� 7C� =��� ��� J� �� ��� �� �� J� ?�� ��� ���������&�

 �������=������&� ������ ��� 7� =��� ��� ��,� ������ �� �� �� � ���� �� ����&� �� A� =��� ���

��,� �������� ������.���������(�

� �������&��T���� ��� ����?��12��� ������&����. ���� ������?��� �&��� ���� �����

. ��� ����� ��� � ��&�  �������=������&�  ���,������&� ������ ����� �� ���� ����=�&� ��

� ���6���� %!����� �� �� �� ����12�� ��� �?��1@��� �� �  �������+� �� ��  ����=� ���� ����

�?��12�� ��� . ��� n &� ��=����� ������ � � ���� �?��12�&� �?��=������� J� � ������&� ���

. ��� 1−n (�

� ������ ������12�� �����4� ����� ���  ����=����� ��� 2�&� ��,������ �� � '����(� 
�

?���������� n
n xxxxt 1

3
2

21 ..... −++++= ααα � ,��� �;������ �� �'�������� �� �
	
�1
��
� �
�

:������
&� ����� nxxxx ...,,,, 321 � �2�� ���  �64��� ��� �?��12�� ��� . ��� n � ����&� ��

12 ...,,,,1 −nααα ���2����� �64�������������&��?��12��������� � 01 =−nx (�

� ���������&����2�&����?��12��.� �����������������?�� ���. ������������ �����

��?���������� 4
3

3
2

21 ... xxxxt ααα +++= S������ 4321 ,,, xxxx � �2�� �����  �64��&� ?��� ���

�� ��������� t &��� 32 ,,,1 ααα ��2����� �64�������?��12��������� � 014 =−x (���
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�� 
%����� ���� �=����� ����� ���� ���� =����� �� ?��� �� �� ����1@��� ����6=����

�����&��� �� ���������&� 1−=α ���� ��.� ���� i=α &��� �������4� �������� ��� ����4����

�� ��������-��12�&��

�

43211 xxxxt −+−= ��������������������������������������������� 34215 xxxxt −+−= ��

132142 txxxxt −=−+−= ����������������������������������� 542136 txxxxt −=−+−= �

121433 txxxxt =−+−= ������������������������������������� 521347 txxxxt =−+−= �

114324 txxxxt −=−+−= ����������������������������������� 513428 txxxxt −=−+−= �

�

42319 xxxxt −+−= �������������������������������������������� 243113 xxxxt −+−= �

9231410 txxxxt −=−+−= ���������������������������������� 13431214 txxxxt −=−+−= ���

9314211 txxxxt =−+−= ������������������������������������ 13312415 txxxxt =−+−= �

9142312 txxxxt −=−+−= ���������������������������������� 13124316 txxxxt −=−+−= �

�

324117 xxxxt −+−= ������������������������������������������� 234121 xxxxt −+−= �

17241318 txxxxt −=−+−= ��������������������������������� 21341222 txxxxt −=−+−= �

17413219 txxxxt =−+−= ����������������������������������� 21412323 txxxxt =−+−= ���

17132420 txxxxt −=−+−= �������������������������������� 21123424 txxxxt −=−+−= �
�
�

� 	�=����� ���� � ��� � ������ =����� �� ?��� �� ?����������� ����� �����

�����%��������� �� �� ������ � � ��� � ��� �����;��� ?��� ���� ��=�� J�� ?��� ��  �64��� ���

�?��12�&��������������=�������?��� ��=��� ��&��������������?��� ���� 2����,� ������

��� ����(�

� �������=)������������ ������?�� ������������������������������ ����1@������

t &�,� ����������������N� ��&�Q�9R&������ ��������������T���� g ��� ����4����&�������

�.������������� ����&����� ���������?����������� it &���������,��� ��&� 241 ≥≥ i &������

��.��+��

������������ ( ) ( )( )( )( )( ) ( )( )242354321 ... txtxtxtxtxtxtxxg −−−−−−−= �

�������������������� ( )( )( )( )( )( ) ( )( )2121551111 ... txtxtxtxtxtxtxtx +−+−+−+−= ��������
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2 .. txtxtx −−−= �
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� ��� ���� ���� ( ) ( )4xfxg = &� ��,������� ����  ���12�� ��� �� �� �K%����

0433 23 =−−− γγγ � Q9R&� �?��12�� � ������� ��� � ����������� ��� 5�  � �� ��� ��������
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 Cada função gera uma raiz para a cúbica [1]. E cada raiz de [1] gera as quatro raízes 

da equação proposta. 

� $�� ��-�&� �����.������  ���4� � ��. ��� ��� �?��12���������� ?��� �� �� �� � ��(�

	������=����� ���4� ���. ������� ����� ������(��&��� �����&��������!����������� �����

��,��� ���� �64������?�! ������� ����������=��� ��� 951 ,, ttt ±±± &��

�

( ) 
�
�

��
� ++++++= 4 4

9
4 4

5
4 4

143211 4

1
tttxxxxx �

�

( ) 
�
�

��
� +−−+++= 4 4

9
4 4

5
4 4

143212 4

1
tttxxxxx �

�

( ) 
�
�

��
� −−++++= 4 4

9
4 4

5
4 4

143213 4

1
tttxxxxx �

�

( ) 
�
�

��
� −+−+++= 4 4

9
4 4

5
4 4

143214 4

1
tttxxxxx �

�

�

����&���

( ) =
�
�

��
� ++++++= 4 4

9
4 4

5
4 4

143211 4

1
tttxxxxx �

�

( ) ( )

( ) ( ) 






�

�

�
�
�

�

�

−+−+−+−+

+−+−++++
=

4 4
4231

4 4
3421

4 4
43214321

4

1

xxxxxxxx

xxxxxxxx
�

�

( ) ( )

( ) ( )
1

42313421

43214321
4.

4

1

4

1
x

xxxxxxxx

xxxxxxxx
=





�

�

�
�
�

�

−+−+−+−+

+−+−++++
= �

�

� 
����.��������� �� 432 ,, xxx (�

�



 

27 
 

� ��������?�������12���������� =�12������?����������� 951 ,, ttt ±±± ���� g �,���

�2��� %�� ! ���?������J������;����� 1γ &�?��������� �����12������������������(��

� ����� �� ?��� ��� ?����������� it � �2�� �6������� �� �� 321 ,,, +++ iiii tttt S�

20...,,4,0;4...,,1 =++= kkki &������)&��

....... 1
4

4
3

3
2

21 ===== ttttt αααα �

....... 1
4

8
3

7
2

65 ===== ttttt αααα �

....... 9
4

12
3

11
2

109 ===== ttttt αααα �

�

���2�&����� ��������� �������� �?���?�� � it �?����%���1��������������1@������%�� �

��� �64�������?��12������(�

� �� � �������&� )� ,!���� =� �,��� � �� �����%�������� ��� �����4� � �� ?���������� 2t � ��

22t �����.� ���� 1t ��� 21t &���� ( )xg +�

�

������������ ( ) ( )( )( )( )( ) ( )( )242354321 ... txtxtxtxtxtxtxxg −−−−−−−= �

�������������������� ( )( )( )( )( )( ) ( )( )2121552222 ... txtxtxtxtxtxtxtx +−+−−+−+= �

�

� ��������������;��&� � 6�������� �=� ���� �64�������?��12��?�! ��������,��12��

��� 952 ,, ttt (�

� ���� 6��������%)������ ���������4� � 6t ������=)����� 5t &��� ��������(�������

�������� �=� 6�������� �64�������?��12�����,��12����� 961 ,, ttt (�

� �� ����� ���� �� ?��� ��� ?����������� 321 ,,, +++ iiii tttt S� kki ++= 4...,,1 &�

20...,,4,0=k &��2����1������
	���� ����(��

�

�

�

�

�
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(�6�����&������&����2�'��&��

�


� �?��12�� ��� . ��� ?��� �� ������� ����1@��� �� �  �������� �� ?��� �%������ ��

�����1@��������6,����&� �����=���J��� ���������?�������������=� ������� it ���� g (���,���

������� ?���� ����%������&� �� �� ���� �?��12�� ��.)% ���� ��� . ��� ?���?�� &� �����

�����1@��&� ?��� ���2�� �� ��������� ����������� ���� ��� � �� �������� ?���  �.��� ��

����� �12�����?��������;�����������
�����?��12�(��

� �������%-���=�&��.� �&����������� ����������%����� � ���1@������ ���������������

�� ������������ �����������������������
�. ��.�S�=������������ ���������T����� g ���

f � ���� ��� � �� �������� ���� �;������� ����
	� �� ����
	� �������	&� �� �� �� ����� ���

�?��12�����Cb�. ��(�

� �������%����&��������������4�?��&����� ���� ����.� &���=��������� �����

,��12�� ��� ����� DdCcBbAaV +++= &� ���� DCBA ,,, � �K�� ��� ����� ��&� ��

dcba ,,, �  �64������ �?��12������&�������������� ����&��������T���� ( )dcbaV ,,,φ= �

���� ( ) 0,,, =− dcbaV φ (�

� 	�=��������������� � ��� �� ��� ������ ��� �?��1@��� �����;������ �� ����&� �%������

�� ������������ ����1@�����,��������� �� iφ ����V &������������������������� ��,���&�

�� ��������&������ �� a &������ �����������?��12�����,� ��� ( ) 0, =aVF ���� ( )Vfa = &�

�� ��������%�� ������=��� ���� a &� ��4�����?��12��?������?�� � ����=� &���� �������

���������,��12�� �����������V +�

�

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )cdbaVbcdaVdbcaV

bdcaVcbdaVdcbaVaVF

,,,.,,,.,,,.

.,,,.,,,.,,,,

−−−

−−−= φφφ
�

�

� ������?��12���� !��������������. ��������?��12��� ������(��

� 
����� ������ � /����� �����&� =�����  �������� � �� ����� �12�� ������ �?��12��

���� ��� � ����������������� ����c5�  � �� ����� 
�. ��.�(� ���5�  � �&� ?���������

����12������?��12���K%���&��%��=����������?��12�����. ���E&�?���,��� ���4������ ��

��. ���A&�����?����6�;���������������%������������������ � �A� �64��&��������������E�

=��� ��&� ����?����������������� ,� ��������?��� �� �64�������?��12��� ������(��&����
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����  � ������!��������
�. ��.�&��������T���� ( )xg �)� ���4����������=� �2������E�

,��� ���������������������C+� ( ) ( )4xfxg = (�


�.�&� ������ ( )aVF , � ���� E� ,��� ��&� �������� ��.� � � �� ������,���12��

( ) ( )xfaVF ≡, &�������?��� tV ≡ ���?�����������������%����������� ���4� � ( )aVF , ����� ���

,��� ��(��

	�6&� ��� ( )aVF , � ,� � ��������� ������ ( )( )( )kji VVV φφφ −−− &� �� � �������&� ���

?����������� ��������� kji φφφ ,, ��� 2������������ ����� �=� ������

��������������������������������������������� ( ) 
�
�

��
� ++++++= 4 44 44 4

4

1
kjidcbaa φφφ &�

���� ����� ,�4����� �����&� ����� �� K������  ���12�� ��� ( )xg (� �&� ���2�� �%�� &�

 ������������&���=��� ���� a (�

� ����������&��� ������,���12�� tV ≡ �)� ������������ ���(�
����&���,������� it ��� �

����� ���� �� ����1@��� ����  �64��� 4321 ,,, xxxx � ��� �?��12�� ����&� ��� ��� ���2��

 �������� 4321 xxxxt −+−= (� ��� ������&� ������� �����4��� ��� ��� ��� ...,,, cba � �� �� ���

 �,� � � ���  �64��� ��� �?��12�&� �� �� ��� �� φ � �� �� ��� �� ����1@��� ��� V (� '�����

������ ����������12���� �����7C�=��� ��� 241, ≤≤≡ itiiφ (�

�

� 
.� �&� ���� =�������� ��� � /����� ������ ��� ������+� ������� � J� �?��12��

( ) ( )xfaVF ≡, &�������
�H����� ����1@��I�����?��12�����. ���?��� �&�?�����.��+�

�
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φ
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φ
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φ

φ
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=

=
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φ

φ

φ

φ

�

�

$%�� =����� ?��� ��� ����� ���;�� ��� . ���&� �� ��� �� a � ���!� ,���&� ���� ?��� ��

� ���� �����;�����. ���� �� ���������� ,��� �������?��12�� ( )aVF , S����������� ���;���

�� 2�� =� �@��� ��,� ������ �� �� ( )aVF , (� �� �����&� �� �������12�� ���� �� ����1@��� ���

. �������� �0����?���������������� �� �C�=� �@�����,� �������� ��������?��12��H��
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�������������C����;������. �����������2���?��=����������� ����S���?��������������

������,���12�� ( ) ( )xfaVF ≡, I(�

� �������%����&���=������������ ���. ������������� p H p �� ���I�. �����

�� �����&�������?����������������12�����  � !����� ��?�����-���� ������� �64������

�?��12��������� �����?��12��� ������(��

� 
�.�&� ��� �������=���  ���1@��� ��� . ���� ��,����� ����� ���� ���� �������=���

 ���1@�������,��� �����������T���� ( )xg (�

� ��� . ���� )� ����������� ����� =�4� ?��� ��,��� ���� ���� K����� 	��	�����HI
�

H��� �12��?��� ���������������� ����1@��I�?�������,�4������ �������. ������ �����

�� �� ��� �&� ������ ?��� ����� . ���� �� ����� ����� �6��� ��=� !� ����� � �� ����1@���

�?��=����������� ����(��� ��

� ��� ������&��������������4�?�����=����� ����4� �������������1@�����.������

�����������������12������?��12������(��

� ������  �,� ������ )� �� �)����� ��� 5�  � �&� ������ �������+� )� ������! ��&� ���

� ���� ����.� &���� �� ����� ��4�?��� ���&��� �� ���� ������������?��12���K%���(�


�/������� �12����� ��4��K%���&�,�4���������� �12����� ��4�?��� ���������=�4��(�

� 	�� ��� ��� ���� ����� ��?\�����&� �� ��� �12�� ���  ��4� ?��� ���� )� �� � ���� ��

��-��12�� ����  �64��� ��� ���� �?��12�� ������� � ?��� ��=����� ,�4� (� ���2�� �����

��-��12�� ��=�� ��=��� � �� . ���� ��� 7C� ���������� ��� 2=p � . ����� �� ������ ���� ��

�������K�� ��������������(�

� �

� $�� /�����������)���=��� ������. ������ ��������97����������&� �������������

� ���� ��  ���12�&� ��� 3=p � . ����� ��� ?��� �� ���������&� ?������  � !� ?���������

 �����12�� ��� �?��12�� �K%���� � ������ ��� ��� �12�� ��� � ���� ��  ��4(� ������ ����&�

,�4���������.�������-��12������ �64�������?��12��������� &����. ���A(�

� �� ������ ����� ��� �1@��� ���������=��� ���  ��4� ?��� ���&� ��� ��-�&� ��-��������

������� ��� ����?�� ���=�4���� �64�����������?��12��������� ����. ���7&� ���4�������

. ������ ��������C��� ��7&������7��� ��9(���

� �� �����&���������������7C��� ����1@������. �������������7Cd7(A(7(7�(�

��
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� 
�� 	��	�����HL
	� ?��� � 2�� ��=��� � �� . ���� �� 2�� ��,������� �������� �����

 �,� �������������1@���������� ��&����2�������� ��(�

� ������,��� ��������1@���������� ������� �� ������ ����12�������������abcd +�
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( )i �����%������12�� ( )34,43 →→ ���=���9���. �������7�. ������� ������
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� �

� ������� ����� �� ������,���12�� tV ≡ &� =����� ��� � φ � �� �� ������ � �����

�� ����12����� t ��� ���� �=� � ( )xg +�

( ) ( )( )( )( )( ) ( )( )242354321 ... φφφφφφφ −−−−−−−= xxxxxxxxg �

�

� 
����&���=������� +�

( ) ( )( )( )( )( ) ( )( ) =−−−−−−−= 242354321 ... φφφφφφφ xxxxxxxxg �

��������������������� ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
12

2
11

2
6

2
5

2
4

2
3

2
2

2
1 ... φφφφφφφφ −−−−−−−−= xxxxxxxx �

�

����� 12...,,1,12 =≡ + iii φφ � �2�� �?��=��������� ?��� ������� ��=� ������ �� . ���� ���

�?��12���������. ������ ���������)�������������� ����1@��(������)&� ( ) ( )2
1hxg = (��

( )ii � �� ��%������12�� ( )23,34,42 →→→ � ��,���� �� ��=��2�� ��� ����� ��� ���� . �����

�� ���������97����������&����A�. ������� ���������C����������S�

�

                                                
9���� 4,3 == dc ����2�� ( )34,43 →→ � ��=�� c ��� ��������12����� d &� ��=���0=� ��&� �����)&� ��=� ��� ���
����1@���������� ��� c ��� d ��� �����97���������������?�� ��&���� ���12����������������97��������������
�� ����&����. ���������(�
�.�&�?���?�� ��������. ������� ��������� 97��� ����1@��� ,���� ��=� ������
��% ��������� ����1@��&��������� �������� ������� ���������. ����(�5�4����������������� ���12��
J��������1@������ ( )ii &� ( )iii ��� ( )iv (�



 

32 
 

dcba

cdab

badc

abcd

���������������������

bdca

dbac

cabd

acdb

����������

cbda

bcad

dacb

adbc

�

�

� ����� ( )xh ��� ����+�

( ) ( )( )( )( )( )( ) ( )( )12116543211 ... φφφφφφφφ −−−−−−−−= xxxxxxxxxh �

��������������������������� ( ) ( ) ( ) ( )3
4

3
3

3
2

3
1 φφφφ −−−−= xxxx �&�

�� �� ��,��� ���� ( ) ( )xhh 1
3

2 = &� ������� ����� ?��� 4,3,2,1,94 =≡≡ ++ iiii φφφ � �2�� ���

�?��=��������� ?��� ��������� . ���� ������ ���� �� ?��� ����� . ���� �� ����� ����)�� ���

�������C��� ����1@��(��

�

( )iii � �� ��%������12�� ( )24,42,13,31 →→→→ � ��,���� �� ��=��2�� ��� ����� ��� ����

. ��������C����������&����7�. ��������7����������S�

dcbabadc

cdababcd
�

�����)&� 31 φφ ≡ ��� 42 φφ ≡ (���������?��=�����������,����� ( ) ( ) ( )( )213
2

2 φφ −−== xxxhh �

�

( )iv � �� ��%������12�� ����������� ��,���� �� K������ ��=��2�� ��� . ���� �� �� �����T����

( ) ( ) ( )14
2

3 φ−== xxhh S�

�

� �������� ���2�� �,� �� � ?��� ���  ���1@��� ��� . ���� �� ��� ���� �����T����

�����������������������?��������,���������. ��������?��12�������������� ��) ����

�����(� $� . ���� �����&� ��������� ����� �%����&� ������  �=���� �� �����T����

( ) ( )( )( )951, φφφ −−−= xxxaVF &� ����&� ?������ �������� ?���?�� � �� ����12�� ��������

��� � ���� �� ������&� �� � �������&� abcd=θ &� �� ��� ������1@��� ���� ����� ���

( ) ( ) ( )iiiiii ��, ��������� ������� �12�����. ��������?��12�&������+�

�
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abcd
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bdca

dbac

cabd

acdb

����������

cbda

bcad

dacb

adbc

������������������

cdba

dcab

bacd

abdc

����������

dbca

bdac

cadb

acbd

����������

bcda

cbad

dabc

adcb

�

�

� ( )i ����������� 23,34,42 →→→ ��� ��θ &��%������ acdb=1θ (��

� ( )ii ����������� 23,34,42 →→→ ��� �� 1θ &������� adbc=2θ (��

� ( )iii ���������� θθ =3 &������������������12�(�

� �

� $%�����������/%=��������12��?���θ �)����������������������� ����1@���?���

���!����. ���&����2�����!����. ������ ����(��

�

� ��������,� �������������� � 7�?������������� �12��,�4�����?�������� ���2��

( )3

2
2

1 θααθθ ++ ���-����=� �������� ������������%������1@������. ���������(�

� a������ ��� �6���� ��  ��4� �K%���� ������ ��� ���2�&� ����� )� ?������ ������

( ) �
�
�

�
�
� ++3 3

2
2

1 .. θαθαθ &� �%������ �� �� ��� ,����� ���� ?��� ��  �64��� ��� ������ �� �


�. ��.�����,��12������?����������� it ����%����������&����,� ���?��+��

�

( ) 
�
�

��
� ++++++= 4 44 44 4

43214

1
kji tttxxxxx ( )[ ]2

2
143214

1
θααθθ ++++++= xxxx �

�

����� 99255111 ,, φθφθφθ ====== ttt ���� ( ) ( )( )( )21, θθθ −−−= xxxaVF (�

�

���������� ���� � ����������� �� �� �������������A� �� ����1@���  ������������

� ���� ��������&�=������%�� ��������� ��������&������)&���,����������?��� �� �64���

��� �?��12�� ��� . ��� ?��� �� ����� �����&� ������� ����� �� �?��=�������� ��� �� ���

�� ����1@�����������������(�

�&� =����� ����� ����� �)����� ��� 5�  � �&� ������ �� ������ �����+� �����  ��4� ���

�?��12���K%���&���� ��������� �������H��=��2�����. �������97��������������A�. �����

                                                
7����������� �12��������� ������� ���������N� ���Q�9R&�� �����12��CE&���.��E90EC(�
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��% �����'�����G����������G����!���=���������������� ���(�
�� ���� ���� ���

���!���=���������� ������6�������� � ��������;��������� ���������%������1@��(������

��������&�� ������������ ����� ���� ���� ���������% �(������������?����������������

������ ����� �=���.�� !�������� ����������% ��,������ ��� �������?�����4� ��������J�

� ���� ���� ���������� �� ���������(� '����&� �� � =�4��&� �� ������� ����� ����������

��� ���4���������1@�����,� ����������?������;������S������� ��������1@��������4�0���

��� ���.��.���  ��/ ���(���� ������&� �������������.���������������4����� ��������(�

�� ����������=�&�������� � ����&�������������������������������6������������� ��� �

�������� � ���������������&����������?�������� � 2����?������!���������� ���4���(�


� ��.������� ��&���=������ �������� ���6�����&� ���� ������� ��������� �������

�?��1@���
�.)% ����&����?�����4� ��������J���%� ��.�������
%�����������(�

��

��� � ���� �� �� ��&� � ���� �� ���6����&� '����� ��,���� ��� ���������� %!������

 �����=���J����%������1@��+������� �1@������ ����%������1@���������%������12���� �=���(�

��� ��.����� ���6����&� �� ���� �4�� . ���� ��� ��%������12�� ��,������ ����� ���

��%������1@��� �.��� ���� �� ����1@��� ��� ���� . ���&� ��� �� ������ � ��� ��� . ����

�� �=���(������ ��� �����6����&���,������?����;������������������� �����=��� �������

. ���&��� ������ ���% �������������12��������. ���(�

�

��� ��.������� ���'������������� ��� �����1@������  �����%�������&��� � �������&�

�����?��1@�����.)% ����&����������������?���,��������=��=�������� ���� ���� ��(����

� ���� �� ���6����&� �%� ��� ��� �����1@��� ���  �����%�������� ���� �;������� �?��1@���

������� ����&�������6���������&��� �����%���������� ������?��1@������.� ��(��

�

�
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$�� ���� �����6��������!���=����������������1@��(����&�/9���&�'���������%������

��� � ���6����� �� �� �� �!������ ���� ��%������1@��&� �� �� &�/9�� ��� �� �������  ����������

 �����=������?����;��������	��	�����HI
��
��1���(�
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�����'������2��,�4�?���?�� � �,� ������J���,���12������� ����12�&���=� �����

��� ������ ?��+� ���� �� ����12�� )� ���� ��?\������ ��� n � ��� ��&� ��� �6�%����(� �� �

�������&��������������������� ��� edcba ,,,, (�������������T0�������978���?��������

��,� �����(�
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�
	�����	W��
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 �"�

������?�����,��12�� ( )iϕ ���=� !��� ���� �� ���������������� ����������=��� ���

��� i &������� ������,� ����(�

����������0������������12�&���?���'������2��,�4&������������ �=� �
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������ ����� � � ����� ����12�� �� �� 5=n (� ������� ����� ��� �� ����1@���

54321 xxxxx � �� 54213 xxxxx (� ��� θ � )� �� ��%������12��?��� ��=�� �� �� ����12�� 54321 xxxxx � ���

�� ����12�� 54213 xxxxx &������)�

�����������������
��
�

�
��
�

�
=

54213

54321

xxxxx

xxxxx
θ &�

�

���2�&� ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 55,44,23,12,31 ===== ϕϕϕϕϕ (��

� �

$%�� =����� ?��� ����� �� ���-����� { } ZnS ⊂= ...,,3,2,1 &� �� ���-�����

{ }bijetivafSSG :: →= ϕ � )� �� �;������ ���-����� ���� �� ����1@��� ��� ���-����� S (� ��

��������������ϕ ����G &����������������������� ��

������������������������������������������������������������������������������
( ) ( ) ( ) ( )�

�
�

�
��
�

�
=

n

n

ϕϕϕϕ
ϕ

...321

...321
&�

)��;������������ ����12����� S (�

�


����&� ��� ��,���1@��� ��� ��%������12�� �� �� ����12�� �2�&� ����������&� ��� �/(�
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������ ����1@���)�� %�� ! ��(��������.��,����?��&�����������������&�����%������12�
�
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��� ������ �� � ?����?�� � �� ��� ��� �� ����1@��&� ������ ?��� ( ) ( ) 12,31 == ϕϕ &�
( ) ( ) ( ) 55,44,23 === ϕϕϕ (�$�?��� ������ '����� ��� ��� ������������� � ���� ������12��

���� ��&�����%� &�������12���� ��6����&� ( )( ) ( )( ) ...5421345123 ===θ (�

�

������������,��� ��������!������������% �&��� �����?����2�������� 2������

�����6��������� �� &�=����������� �����6�%����������� ����1@����� ������������� ���

��� ��,�%���(� �� � �������&� ��� ?�� ����� � �%��;� � ���� �� �� ����12�� 54213 xxxxx &�

��� �=� �����cabde (��

� �� ����������� ������%������1@��&�������,� ����������������� �4������������&�

���� �������� �� ��
�

�
��
�

�
=

ceadb

aebdc
θ &���� ( ) bdaeccdbea =θ (�

���

�����.����&�'�������� ���4�����������������6������� ( )iϕ ������������ �4�����

�K�� �� n �����6�%����&���������������1����������4!0������� �� �������6������� ��� ��

��������% �(�	����������� � p ����� ���+�

H�I ��� pn = �&��������� �6���������� p � �64���������. ������� ( )pii p mod≡ S�

H%I ��� vpn = �&��������� �6���������� vp � �64���������. ������� ( )pii
vp mod≡ S�

H�I �� ��� ..... σμ rqpn v= &� ������ �� � 6������� ���  �64��� ���� ���. ��������

( )pkk
vp mod≡ &� ( )qhhq mod≡

μ

&� ( )rll r mod≡
σ

&�(((�(�

�

$� � /����� ��������� ?��� '����� �� �������&� �������� ����;M� ����� ����

��� ����� &� ,��� �� ��� 
�
��HL
	� 	��
		�1�	� ���� ��%������1@��(� $�  ��������� �������

��� �1@����� !��?��=�������������K�������%������12��ϕ &�������������������12�+�

1210 ... −= nθθθθϕ (�

�������������������� �12���������=��)���?���;�-���;�����������������12�����

,��1@��(� 	�=����� �%�� =� � ?��� �� �� '����&� �� ��%������12�� 1210 ... −= nθθθθϕ � )� �%�����

� ���� �����������0��� 0θ �J������� ����12�S������.����&���� ��������&�������0��� 1θ S�

���������� ����������)���������12����� 1−nθ (�

��
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�� ��������&����������%������12�� 0θ &������ �12��?�����=������ ����12�� abcd �

����� ����12�� bcad &��� ��������� ( ) 30,1 ≤≤ iiϕ &� ����?��� ( ) 20 =ϕ &� ( ) 01 =ϕ &� ( ) 12 =ϕ &�
( ) 33 =ϕ S� �� 1θ � �� ��� �12�� ?��� � ���&� ��� �� ������ &� abcd � �� � dbca &� �� � ����� ���

( ) 30,2 ≤≤ iiϕ &� ���� ?��� ( ) ( ) ( ) ( ) 03,22,11,30 ==== ϕϕϕϕ &� ����� )&� ( ) bcadabcd =0θ � ����

( ) dbcaabcd =1θ (��

������

������������������
( ) ( ) ( ) bcdaabcdabcdabcd == 10 .θθφ &�

�

�&��� �����&�φ �)�����%������12����,�������� � ( ) ( ) ( ) ( ) 03,32,21,10 ==== ϕϕϕϕ (��

�

��� 1210 ... −==== nθθθθ &����2��
�����

vezesn

θθθθϕ ......= &�?����� !������������ � nθϕ = (�

�����θ � ,� ������;��������%������12���� ���� ���% �� p � ��� ��&���� ����4� ����

�������� �12�� p �=�4��&����������0�������� ���� ��=�4������������� ����12�&�������

p � ������1@���  �� ���4� 2�� ����� �� ����12�� �������&� ����� )&� �� ����� �� ������

�� ����12�������������θ &� a ���� b �=�4��&�������?��� ( )pba mod≡ (�������������1@��&�

�T���'�������� �=� �?���

��������������������������������������� aamp θθ =+ "�

��,�������?��� 1=pθ (��

'����� ���@�&� �� �������� ��� ��������� ��� �� ����12�&� ?��� �� ��������� ���

��%������12�� �� ���� � )� ���;�����(�������������� ����� ��%������12�� �� ���� ���� p �

��� ��&� ��������� ����� �� ����12�� ��� n � ��� ��&� ���� np ≤≤0 &� �� ��� �12�� ?��&�

������������&�� ���������.� ���� p ���� ��&����������,�������� ( )pn − ���� ��� ��������(�

�� ��������&������ 3,5 == pn &�����?���θ �����-����,����������� ( ) 30,1 ≤≤ iiϕ &�����

?��� ( ) 10 =ϕ &� ( ) 21 =ϕ &� ( ) 12 =ϕ &� ( ) 33 =ϕ &� ( ) 44 =ϕ &� ��� ����� ����� ��=� � �� �� ����12��

abcde ������ ����12�� cabde &������)&� ( ) cabdeabcde =θ (�

�
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������������1@��&�

( ) ( ) ( ) ( )bcadeabcdeabcdeabcde == θθθ .2 &�

( ) ( ) 1. 023 ==== θθθθ abcdeabcde &�

( ) ( )abcdeabcde θθθθθ === .1.34 �������
245 .. θθθθθθ === &��

...,,,1 28736 θθθθθθ ====

�
����� ( )pba mod≡ ��������� aamp θθ =+ (�

�

$���������������� �1@����������=����� ��������'����� ��� ���4� ���������������

��%������12����=� ��(��� ��'����&���� 1=pθ &� p ���� �������θ &����2�&� 1. ==− pmpm θθθ &�

����%��������� ?��� mmp −− =θθ &� ����� �� ��������� ��.���=�� ������� �� ��%������12��

��=� �����?����� �� ���������?�������������������������������=�(�

�


����� ��.����� '����&� ���� ��%������12�� ?����2�� ,� � �� ���� � ��% �� ��� �� ���

�K�� �� ��� ��� ��� �� !� �?��=������� �� ��.����� ��%������1@��� �� ���� ��� ��% �� ��� ���

��,� �����(�������%������12�� ,�������������� � 1210 ... −= mϕϕϕϕθ (��������� ����,� �������

� �������?����,�������������%������1@���?����.�����% ����� �����,� �����&�?������

 ����� ������������ �12��n �=�4��&��� �����

������������������������������������������������������������������� n
m

nnnn
1210 ...... −= ϕϕϕϕθ (�

�

����� �������� �� �� ���� ��������&� ����� 4=n � �� �K�� �� ��� �6�%����� ���

�� ����12���������%������1@��� φγθ ,, ���,��������� +�

�

( ) ( ) ( ) ( ) 23,32,01,10: ==== ϕϕϕϕθ �

( ) ( ) ( ) ( ) 33,22,01,10: 0000 ==== ϕϕϕϕγ �

( ) ( ) ( ) ( ) 23,32,11,00: 1111 ==== ϕϕϕϕφ �

� �

P�,!����=� �,��� �?��� γφθ = ���?��� 222 φγθ = (�
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� ,��� ��� ?��� 1=nθ &� ��=����� �� � 1...,1,1,1 1210 ==== −

n
m

nnn
ϕϕϕϕ (� ��� �����

���� ���� ��%������1@��� ( )10, −≤≤ miiϕ � )� �� ���� � ��% �� 1210 ...,,, −mpppp � ��� ��&�

 �������=������&��2���� ����� 1=nθ ���� n ��2��,� ���=��6=����� � 1210 ...,,, −mpppp (�

�

���2��'������T�����,��� ���
��
�����������%������12�(�������� �=��+�
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� �K�
�
� p � ��	� �
���	� '� ����
"� ����� 	��	�����HI
� �
� ésimap � 
��
�� 	
�!�

���������
���
��	��	��
���	 �

A  2��� 	��	�����HI
� �
� 
��
�� ������ p "� 
�� '� ��������� 	
��
� p � �
���	"� 
�� '� 
�

��
���
��
�1!���	�	��	�����HL
	���������
	�	
��
� p ��
���	���0
�
��
	 ��

�

�

�������.� ���� ����&�/9����&�?�����������������!.����DD(��������������&�����

�� ������� ���������� �����=������?��������;��������	��	�����HI
��
��1���(�

'���������1�����������2���,� ������?���?������=! ������%������1@����2�������

?������ ��� ��� � ��������� �������������������� �1@����������,�������������� ��&���

 ����������������������12��G�?���'�������������12���;��������� ������G��2��=� ���

���� ��� ������� ��������,��� ���H�%�� =����K�������������I(��
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*��&����������2�����  � &������ �������2���� !�����,� �����J�� ��������,��� ��(�

������ ������.��� �������&�'������������������������%������1@���θ ���ψ ��� ����4� �

?��� ψθθψ = ��2�����  ������ �S���?������.� ��� 1ψθψθ = &��� 1θ � ����4��������� �12��

��,� �����?���θ (�

�

�����;�&��� � �������&� ?��� θ � )� �� ��%������12�� ����� �� � ( ) 201 =ϕ &� ( ) 011 =ϕ &�

( ) 121 =ϕ &� ( ) 331 =ϕ &� ( ) 441 =ϕ S� �� ?��� ψ � )� ����� �� � ( ) 002 =ϕ &� ( ) 112 =ϕ &� ( ) 222 =ϕ &�

( ) 432 =ϕ &� ( ) 342 =ϕ (�
�������������������������� �12���������=���� ������ ����12��

ecbad &�������

�

��������� ( ) ( ) cbedacbeadecbad == ψθψ ������������������� ( ) ( ) cbedaecbdaecbad == θψθ (�

�

�� ���� ������&������θ &�����%������12��������� � ( ) 201 =ϕ &� ( ) 011 =ϕ &� ( ) 121 =ϕ &�

( ) 331 =ϕ S� �� ψ &� ����� �� � ( ) 102 =ϕ &� ( ) 212 =ϕ &� ( ) 322 =ϕ &� ( ) 032 =ϕ (� �&� ���������� ��

��������������� �12���������=���� ������ ����12��badc &�=���

�

( ) ( ) cadbadbcbadc == ψθψ ������������������� ( ) ( ) bacdcbadbadc == θψθ (�

�

������ ?��� �� ����� 1ψθψθ = � �������� ��� 1θ � ,� � �� ��%������12�� ��,������ �� �

( ) 003 =ϕ &� ( ) 313 =ϕ &� ( ) 123 =ϕ &� ( ) 233 =ϕ (������)&� 1θ � ����4��������� �12����,� ��������θ (�

���� ��������?��&�)�����6=����� ���� θθ =1 (��

������� ��θ &�����%������12��������� � ( ) 101 =ϕ &� ( ) 011 =ϕ &� ( ) 321 =ϕ &� ( ) 231 =ϕ S���

ψ &�������� � ( ) 202 =ϕ &� ( ) 312 =ϕ &� ( ) 022 =ϕ &� ( ) 132 =ϕ (�

������� �����1@��&� �� �� ?���?�� � �� ����12�� ?��� ������� � ���&� ������

ψθψθ = (������������

1θ &�������������������K����������������� ��������&�)�����%������12��?���'�����

��,����� ����� �� 	��	�����HI
� �
��1���� �
� θ � �
�� �
�
� �
� ψ &� θ � ,��� �;������ ���

��%������12���������1�&���ψ ����
��1���
(�

'������������� 1θ ��� � θψD +�
�

ψθψθθψ ..1
1

−==D �
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$%�� =����� ?��&� ������������� ��� ?��� �������,������������&������� �1@���

�������=��������������� � ψθψ ..1− ����� �������������� ��K����� 1θ (�

����� ����� ����&�  ��������� �� �������� ����� θ � )� �� ��%������12�� ����� �� �

( ) 201 =ϕ &� ( ) 011 =ϕ &� ( ) 121 =ϕ &� ( ) 331 =ϕ S� �� ψ &� ����� �� � ( ) 102 =ϕ &� ( ) 212 =ϕ &� ( ) 322 =ϕ &�

( ) 032 =ϕ (� 
�.�&� 1−ψ � ���!� ��,������ �� � ( ) 302 =ϕ &� ( ) 012 =ϕ &� ( ) 122 =ϕ &� ( ) 232 =ϕ (�


��������� ψθψ ..1− ������ ����12��badc &����������,�4����������&�=���

�

( ) ( ) ( ) bdcadcabadcbbadc ===− ψθψθψψ 1 &�

�

���� �������� ?��� 1θ � ��=� !� �� � �� ��� �12�� ��,������ �� � ( ) 003 =ϕ &� ( ) 313 =ϕ &�

( ) 123 =ϕ &� ( ) 233 =ϕ (��

�


��% �����?�������� �12����������� ψθψ ..1− &�;�-�&����.� ��&�)������������ �
1.. −ψθψ ������ �=����&����������>� ������Q>9R��� ��� ���,� ��1@�������� ��&�

��

( ) ( ) ( ) ( )bdcadcabadcbbadc ===− ψθψψθψ ... 1 (�

�

$%�� =����� ?��� ����� ��������� ��� ��%������12�� �� �=���� )� �� ��������� ?���

��������������;��������� ����-�.�12�(� θ � �� 1θ � �2���������� ����1@������-�.����&�

�������������-�.�12������ ��������� ��ψ (��

�

'��������%)����,��������� �=���� ésimam − ����θ ��� ���������ψ &������������ �

θψ
mD +� �;������� �� �� �=���� ��� 1θ � ��� �� �=���� ��.����� ��� θ &� �� �� �=���� ���

�� �=������.���������� �=������ ��� �����θ &����������� �������(�

�������  ���������������,���1@����2����������������������=��1@��+��

H�I θψθψ ψD.= �

H%I θθψ =0D �

�
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?�������,� ��1@������������������� �1@��+�

�

H�I θψψθ ψψ
1.. += nn DD &��H������� ( ) ψθψψθψθψ ψψψψ ..... 11 nnn DDDD −+ == I�

H�I θθ ψψψ
nmnm DDD +=. �

H�I ( )........ θϕχχϕθ ψψψψ DDDD = �

H,I 1=nθ ���&�������������&� ( ) 1=
nD θψ (�

�

'������������������ /������,� ��12�&���.��������������� �12�+�

"���
��1�����
���
�
��
�����	��	�����HI
� ϕ "�����
��1�����
���
�
��
�����
�����ψ "�

�
�����������
��θ &�'����������
��1�����
�θ ��
���
�
��
���
���
�ψϕ (#�

�

���������� � �?��� ( ) θθ ψϕψϕ DDD = (� �

��%����&��� ���,���12�&�?����� θψθψ ϕD.= ��� ( )θϕϕθ ψϕψ DDD .. = (�

������ ( ) ( )θϕψϕθψθϕϕθ ψϕ

ϕθψ

ψψϕψ DDDDDD .....

.

=⇔=
���

�

*��&��� ���,���12�&� θψϕψϕθ ψϕD.. = �


�.�&���� θψϕθψϕ ψϕψγ DD .. = �

�� �����&����� θθ ψϕψϕ DDD = (�

�&����.� ��&������ θθ χψϕγγχψϕ ...... DDDDD = (���

����������?\�����&����� γχψϕ ==== ... &�����2��� θψψθ ψ
ppp D.. = �

���� �����&�� θθ ψψ

pDD p = (�

�����)&�"���
��1�����
���
�
���� ésimap ��
�M������
�����	��	�����HI
�'����������
��1����
ésimap ��
���
�
�����
	���	��	�����HI
 #��

�������&����

������������������������� ϕθ ψψ
pp DD = ��������� ϕθ

ψψ pp DD = �

���2��

��������������� pp ψϕψθ .. = ��������� ϕθ = (�

�
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�J����
	������	��M�������	��	�	��	��������1�	 ��

'����� ,�����4�� ����� ��12�� ���� �� ��.������  ��������&� ��.����� ��� ����

������� �12�+��

"
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��1����������3�	����������1��'������1�	
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��M��J����
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���
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��
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	�
(#�

��-�� n ����K�� ���6������� ��?���������;�� θθψ =nD ��� rmnp += &������� p ���

� �������ψ (�


���� �=� ���� θθ ψψ

pDD p = "� ( )nm 1− �=�4��&������� ( ) θθθ ψψ == − nmnm DD 1 (�

*��&� θθψ =pD &���?����������� θθθθ ψψψ ==+ rmnrmn DDD . (�

�.�������������K�������?��12������������ �� &�=���

�������������������������������������������������������������������������������������������� θθθ ψψψ

nmrmn DDD =. &�

����?��&� θθψ =rD (�

����� nr < &���=������� � 0=r (�

�

�

�

�

�

�
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3�(�(����
�%* .'��!��.�����

�

$����6�������.����&��!.����D<&�)������������ �� �����1@��(�

'��������������!�/9������ ���� �4�����C���
��
��
�����HL
	���C�����
����� ���(�

���C���
� �
� �
�����HL
	� �� !� ��������� �� � ���� �) ��� ��� �� ����1@��� �����

?���������%������12�&����������������������������� ����1@��&� ����4����� ������� ��

���������� ���4� �?���?�� ���� ��?����2���� ���1��J��) ��(��

���. ����?���������;��n ��� ����1@����� !��������� n (�

�

������ ����� � � �������,���12�&� ��?���'������2���� ,�4&� ����� ������. ��������

�� ����1@��(� �������� � ��� �6�%����� cba e, &� ������ �%����� ����� ����� �� ����1@���

����6=���+�

������������������������������������
cab

bca

abc

����������
bac

bca

acb

�

�

����� ���-����� ��� �� ����1@��� ��,���� ���. ������� �� ����1@��� ��� . ���E(�

$%�� =��?����������������������������%������1@����

�

( ) ( ) ( ) 22,11,00: 0000 === ϕϕϕψ &��

( ) ( ) ( ) 02,21,10: 1111 === ϕϕϕψ &��

( ) ( ) ( ) 12,01,20: 2222 === ϕϕϕψ &��

( ) ( ) ( ) 12,21,00: 3333 === ϕϕϕψ &��

( ) ( ) ( ) 02,11,20: 4444 === ϕϕϕψ &��

( ) ( ) ( ) 22,01,10: 5555 === ϕϕϕψ &��

�

�� �� ��������������� ����1@��� �����&��%�� ����������� ����12��������� /� ���

���-����(�

�
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�������� ���%)�&� ���� �� ������ ?���������� ��� �6�%����&� ����%����� � �����

. ���������� ����1@������. ���A+���

�������������������������������������������������������������
cab

bca

abc

�����������������
bac

bca

acb

�(�

�

������. ������2����,��������������������� �����%������1@��&�����%� &��

( ) ( ) ( ) 22,11,00: 0000 === ϕϕϕψ &�

( ) ( ) ( ) 02,21,10: 1111 === ϕϕϕψ &�

( ) ( ) ( ) 12,01,20: 2222 === ϕϕϕψ (�

�

�� ���� ������&������-���������� ����1@�������

��������������������������������������������
cab

cba

abc

�

�

�2��,� ������. ���(�'������%�� =� �?�������%������12�� ( ) ( ) ( ) 12,21,00: === ϕϕϕψ &�

)�������%������12�����������-���������� ����1@��&��������=������ ����12�� cba ����

�� ����12�� cab (���� ������&� ( ) acbabc =ψ ��2���� ������������-����������&������-�&�

�����������%������12�����������-�������=��?���?�� ��� ����12����������������� ��

�� ����12������������(�

�

�� �� ,� �� � . ����� ��� �� ����12�� ��� ?��� �� �6�%����&� ������ ������

�����%��������(� ������ ��������� � ��.���� . ����&� �� �� �� � ��� ������ ��� 7C�

�����%�������������� ����1@��+�

�

dcba

cdab

badc

abcd

����������

bdca

dbac

cabd

acdb

����������

cbda

bcad

dacb

adbc

��������������

cdba

dcab

bacd

abdc

����������

dbca

bdac

cadb

acbd

����������

bcda

cbad

dabc

adcb

�

�
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$%�� =�����?��������%������1@���?�����=���������� ����12����������������

�������� ��� ��� �� �� ����12�� ��� ������ ������� )� ���� ���� ?��� �� ��%������1@���

�%����+�

�

( ) ( ) ( ) ( ) 33,22,11,00: 00000 ==== ϕϕϕϕψ &��

( ) ( ) ( ) ( ) 23,32,01,10: 11111 ==== ϕϕϕϕψ &��

( ) ( ) ( ) ( ) 13,02,31,20: 22222 ==== ϕϕϕϕψ &��

( ) ( ) ( ) ( ) 03,12,21,30: 33333 ==== ϕϕϕϕψ &�

�


�)�� ��� ����&� ����� ���� ������� ?��� �� ��%������1@��� ��=�� ?���?�� �

�� ����12������������������������������������������ �����������������(�	�����

����&� ��.����� �� ��,���12�� ��� '����&� ����� ���� ������� �������� )� ��� . ���� ���

�� ����12�(� � ������ �����&� ����� . ����� ��� �� ����1@��� ���������&� ��� ?��� ��

�� ����1@����������&�����?�����������������������%������1@��(�

P����� �������&�������-!&��%�� =� �?��&��� ��?���?�� � 40, <≤ ii &������� 12
=iψ �

�� ii ψψ =
−1 (���������&�?��� 132. ψψψ = (�$�����%)��?��&�� 312. ψψψ = &�?���?�� �?�����-��

���� ����12����=��=���������� �12�� ����4���(�

�

�����������%)����,��� ���������. ���������� ����12�����. ���� ��&���������

������� ������������������%����+�

�

adbc

acdb

abcd

&���
adcb

acbd

abdc

&���
bcad

bdca

badc

&���
bdac

bcda

bacd

&���
cbda

cabd

cdab

&���
cadb

cbad

cdba

&���
dbca

dabc

dcab

��������
dacb

dbac

dcba

(�

�

���������������������������������%������1@��&�?����2�������.������+�

�

( ) ( ) ( ) ( ) 33,22,11,00: 00000 ==== ϕϕϕϕψ &�

( ) ( ) ( ) ( ) 13,32,21,10: 11111 ==== ϕϕϕϕψ &�

( ) ( ) ( ) ( ) 23,12,31,00: 22222 ==== ϕϕϕϕψ (�
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���� ����� ��� �������� ���� �� &� �%�� =����� ?��&� �� �� ?���?�� � 30, <≤ ii &�

������ 13
=iψ &������-�&����������������%������1@�������. ���� ��(�

�� �����. ����������&������� 0
3

2
2

11 ,, ψψψψψ == i (�

$%�� =����������&�?��� 1
2

2
1

2 ψψψ ==
− (�$��?��&� 012. ψψψ = (������ ,�������  ��

���.� ��&������)&���� 1210 ...,,,, −pψψψψ ��2�������%������1@���?�����,��������. �������

�� ����1@��&� ��=� ����� �� � rnm ψψψ =. &� ������ ���2�� r � ��� =��� � ����� �� ?���

�����������m ��� n &���)����� ����?��� p (��

�� � ,��&� ?�� ����� �%�� =� � ?��� ��� . ���� ��� �� ����1@��� ��� ��������

���� ���)�,� �������������-�����������%������1@���������. ��������� ����1@��&�

��������������'����(�

�


�� /������ �����12�������������� �'������������ � ���� � ���������������

=� �2�� ��� �,� ��12�� ?��� ;�-�� )� ���;������ �� � ��� ���� ��� 
�. ��.�+� �� 
��
�� �
�

	������
���1��
���
��
���
�����
�H� ���&��K�� ���������������������. ����,�����I+�

�� 
��
�� �
� ���� 	��	�����HI
� ������
�� �
� ��� ����
� '� ��� ��1�	
�� �
� �K�
�
� �
�

�
�����HL
	� �
� ����
 � �����?\���������&� 	
� ��� ����
� �
�� ��� �K�
�
� ����
� �
�

�
�����HL
	"�	��	�	��	�����HL
	�	
�I
��
��	��
�M����	��
�����	W��
�
��
�� p (�

'������������ ���������,� ��12���������.��&�

�

��-�� q ���� �������������%������12�� 0ψ �������. ���S��
���q ��� !��.��������K�� �������� ����1@���������. ���&����������� � 0ψ �
�� ���������������� ����1@���&��
���q ��� !����� ����?������K�� �������� ����1@���������. ���&����� � 0ψ �
�2���� ��������������q ��� ����1@��&����������&��� �����&���� ����%������12�(�
��-�� 1ψ ��������� ����%������12�&����� ����n S��������������%������1@����� �����
qn ��� ����1@�����,� �����S��� ?�����������������.�����������

'
0

'
1

'
1

'
010 .. rrsssrsr −−

=⇔= ψψψψψψ �
�������� ( ) ( )nkss mod1' ≡− &������=���������������� k &��� ������ ( )krr '

01
−

=ψψ ��

�����2������%������12�� 1ψ ��2���� !���� ��?������������������� 0ψ &����2������

��=��?���������� ���4� ���� ���� ����12�(�

�



 

50 
 

��� qn ��2��)��.��������K�� �������� ����1@������. ���&������� !����%)������

��� �� �� ����12�� 2ψ &� ���� �� ?���� �%�� ����� ��� ��� q � �� ����1@��&� ������

��,� ���������� ��������&��������������

��������������������������������� 2010 .. ψψψψ
nsr

= �

�� �����

�������������������
snr

1
'

02 .ψψψ
−

= �

��� ���;� � 2ψ � �.���� �� ���� ���� ��%������1@��� � ���������&� � ���� ! ��� ���

�������(�

������������� ( )1+nq ��� ����1@����2���2������ ������������?���������. ���&�

�� ��� �� ��%������12�� �2�� ���� !� �.��������� �� � ����� ?��� ��� �K�� ��

�K����������q (�

�(?(�(�

�

� ������������� ������  ��������&�  �����������������(�������� ����. �������

�� ����1@������� ����6�%�����

����������������������
cab

bca

abc

����������
bac

bca

acb

�

��-�����%������1@����2��

�

( ) ( ) ( ) 22,11,00: 0000 === ϕϕϕψ &��� ( ) ( ) ( ) 02,21,10: 1111 === ϕϕϕψ &�

( ) ( ) ( ) 12,01,20: 2222 === ϕϕϕψ &��� ( ) ( ) ( ) 22,01,10: 3333 === ϕϕϕψ �

( ) ( ) ( ) 12,21,00: 4444 === ϕϕϕψ &��� ( ) ( ) ( ) 02,11,20: 5555 === ϕϕϕψ (�

� �

P�,!����=� �,��� �?��� 1,1 2
3

3
1 == ψψ S���?���� 3

2
15 .ψψψ = (���������� ������� 1ψ �)�

�.����A&�����. ������. �����.������E&���.������,� ��12�������(�
��������%�� =�12��

=������ �� 3ψ (�

�

� ��-��������������� ��. ��������C��6�%����(�

� �
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������

dcba

cdab

badc

abcd

����������

bdca

dbac

cabd

acdb

����������

cbda

bcad

dacb

adbc

�

�

��. ��������� ����1@��(��


����%������1@���

����� ( ) ( ) ( ) ( ) 23,32,01,10: 11111 ==== ϕϕϕϕψ &��

����� ( ) ( ) ( ) ( ) 13,32,21,00: 22222 ==== ϕϕϕϕψ �

����� ( ) ( ) ( ) ( ) 03,12,21,30: 33333 ==== ϕϕϕϕψ &��

����� ( ) ( ) ( ) ( ) 13,22,01,30: 44444 ==== ϕϕϕϕψ &�

��

��,�������.�������������� ����1@��(�

������ 2
2141

2
23

3
2

2
1 .,.,1,1 ψψψψψψψψ ==== (�

�

5���������&��%�� =��?�����. ����

�������������������������

eabcd

deabc

cdeab

bcdea

abcde

�

�

������ ���%������1@��� 1,,,, 5
10

4
14

3
13

2
121 ===== ψψψψψψψψψ (�$�?����������,����

����.������� ������� �����12�(�

�


��,�������������12���&�'�������,����. ����������	�������?������?��������������

���������%������1@��&�������?��������� ����1@�����,� �����(���������%������1@���

,� ��� ��,� �����&� ���� ��� ������ �K�� �� �� �.���� � ���&� �� �� ������ �K�� �� ���

�� ����1@��&����. ������� 2���;�������	
�
�����
	(������������������2���%� ������

����� /�������������1@��(�

�
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��&�/0�&� ��� H,����� ��� �!.���� E8I� �� ���� H��6���� ��� �!.����E7I&� �2�����������&�

 �������=������&� ���� ����
	� �
��1��
	� 	
�
�����
	� �� ���� ����
	� �
��1��
	� �����	&�

����%������������%)�����������������������������
��
���1�	
���
��������
(��

'����� ������� ���� �%� ��.��� �� �� ������ ��������� ��,������� ����
	� �
��1��
	(�

���������� . ����� Γ,G S� �� � ���� �� ���� p � ��%������1@��� iθ &� �� �� ��.����� ���� n �

��%������1@��� jψ (� 
�� ������� ���� ����� ��%������12�� nmm <,ψ &� ��� ������ ���

�� ����1@��� ��� G &� �%������ ��� . ���� ?��� ���� ������ ��� ����� ��%������1@���

�� �=����� ��?������ ��� G � �� � ����� ��� mψ (� ����� . ���� �� !� �;������ ��� C���
�

�
��1��
��
� G ��
���
�
��
� mψ &�������������������������12�� GD
mψ (��

��������������� � ������,���������.����������� �+�������������� ����1@���

ix � ���. ���� G (� ��%����&��� ���,���12�&�?����� �� ����� i &� ������ � ( ) jik xx =θ &� �� ��

��.��� j &� ���� nimj ≤≤≤≤ 1,1 (� ��%����&� ���%)�� �� � ��,���12�� ?��&� ��������

���� ��%������12�� mψ � ��� Γ &� ������ ?��� ( ) tim yx =ψ &� mt ≤≤1 &� ������ ty � ����

�� ����12�� ?��� �2�� ���!&� ������� �������&� �������� ��� G (� ������� �����1@��&�

( ) 1−
= mti yx ψ (�
����������������=������&��������?��12�&� kθ ��� mψ &�������� ����&�������

�

( ) ( ) kmtki yx θψθ
1−

= �

( ) kmtj yx θψ
1−

= �

( ) ( ) mkmtmj yx ψθψψ
1−

= �

( ) mkmtu yy ψθψ
1−

= �

�


���� ����1@��� uy �,� �������. ���&�?���'������;�����C���
��
��1��
��
� G �
�
���
�
��
� mψ &��������������������12�� GD

mψ (�

�����)&�����	��	�����HI
�ϕ ���
��
�1
��
������
�����HI
��
��������
� G �
�������
�

	
���
��1��
"���
������
����
��
�
�����
��
��
�
�	
����
(��

�
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�����������. ���������� ����1@������

�
�
�
�
�
�

�

�

bcdea

cdeab

deabc

eabcd

abcde

G : ������������������
�
�
�

�

�
Γ

aebdc

acedb

abcde

: (�

�

$�� ���� ��������%������1@��+��

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 44,33,22,11,00: 000000 ===== ϕϕϕϕϕθ &��

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 04,43,32,21,10: 111111 ===== ϕϕϕϕϕθ &�

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 14,03,42,31,20: 222222 ===== ϕϕϕϕϕθ &�

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 24,13,02,41,30: 333333 ===== ϕϕϕϕϕθ &��

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 34,23,12,01,40: 444444 ===== ϕϕϕϕϕθ S� ���

�

������.������������%������1@���

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 44,33,22,11,00: 000000 ===== ϕϕϕϕϕψ &��

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 14,33,42,21,00: 111111 ===== ϕϕϕϕϕψ �

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 24,03,12,41,00: 222222 ===== ϕϕϕϕϕψ �

�

� ��.����� �� ��,���12�� ��� '����&� �� �� �%�� ���� ��� . ���� �� �=���&� ��=�����

������ �������%������12�����Γ ����������� ����12�����G (�

� �������� 1ψ (�������?���

( ) aebdcabcde =1ψ ���������������� ( ) edacbeabcd =1ψ �

( ) dcebadeabc =1ψ ���������������� ( ) cbdaecdeab =1ψ �

( ) bacedbcdea =1ψ �

�

�����)���. ������ �=������� G ��� ��������� 1ψ &���� GD
1ψ (��&��������,���12�����

. ������ �=���&������%������1@������ GD
1ψ ��� 2����� 40,1

1
1 ≤≤

− iiψθψ (�

$%�� =�����?��&��������������&������%������1@������G ��� GD
1ψ ��2����,� �����&�

��������.�����K�� �S��� ���%)������������������� ���������������K�� �����
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�� ����1@��(� �� � ����� ����=�&� ����� ,� ��� �;������&� �� � '����&� ����
	� �
��1��
	�

	
�
�����
	(� �

� �� ���� ������&����������� � �������. ����+�

�
�
�
�
�

�

�

dcba

cdab

badc

abcd

G :1 ��������������������
�
�
�

�

�
Γ

adbc

acdb

abcd

: ����&�

�

���������&�������������&�����%������12���

������������������������������������������������������������������������� ( ) ( ) ( ) ( ) 23,12,31,00: 11111 ==== ϕϕϕϕψ �

���Γ &���. ������ �=���� GD
1ψ ��� !+�

������������������ ( ) acdbabcd =1ψ ���������� ( ) bdcabadc =1ψ �

������������������ ( ) cabdcdab =1ψ ���������� ( ) dbacdcba =1ψ �

�

����� )� �� . ���� �� �=���� ��� G � �� � ����� ��� 1ψ (� ����� ��%������1@��� �2��

30,1
1

1 ≤≤
− iiψθψ (�

����� G � �� GD
1ψ � �������� ���������K�� �� ��� �� ����1@��� �� ����������

��%������1@���H�%�� =�����?��� 30,1
1

1 ≤≤=
− iii θψθψ I������,� ����;�������� �'�����

����
��1��
	������	(�

�

������ ����� ������������������� ��

���������������������������������������������������������� ( ) ( ) ( ) ( ) 13,32,21,00: 22222 ==== ϕϕϕϕψ (�

�����)&�=�������,��� � GD
2ψ (�

( ) adbcabcd =2ψ ������������� ( ) bcadbadc =2ψ �

( ) cbdacdab =2ψ �������������� ( ) dacbdcba =2ψ �
�

GD
2ψ ����%)��)��� �=�����.������G (��

�
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� ���2�� ��� . ����� �� �=����� �.����&� ����� ����� ����� ���� �� ����1@��� ���

21
,,1 ψψ DGDG � ,� ��� ��� . ���&� �� ?���� '����� �;����� ��� H &� ?��� ����� !� ��� p �

��%������1@��� iθ ������n ���%������1@��� jψ (�

����������������&� H �)���. ����

�������������������������������������������������������������

dcba

cdab

badc

abcd

����������

bdca

dbac

cabd

acdb

����������

cbda

bcad

dacb

adbc

�����

�

������ ������ ����% �&� '����� ���!���,������� �� ?��� ;�-�� ���;������� �� � ��%0

. ������� ����(�$�� . �����
21

,,1 ψψ DGDG &� ��� �%�� =����� ����� . ����� ��� ��������

���� ��&������)&�������������������%������1@��� iθ &��2����%. ������� ��������. ����

H &� -!� ?��&� �� � ��,���12�&� �� �� ?���?�� � ��%������12�� jψ � ��� . ���� H � �� ?���?�� �

��%������12�� iθ ����������. ����&�����%������12�� jij ψθψ 1− ����!�������������. ���(�

�������������,������ ���4������ �������&����� ������;������. ������ ����&� ���������

���� �=�����������6��������� �� &������7(C(��

�

�&�������. ������� �=������� ������������. ������ �=�����Γ &�,� ����.����&�

�����)&�����

����������������������� GDGDGDG
n 110

...
−

==== ψψψ &�

Γ ��� !��;����������������������
�����. ����G &���������%)���������1�	
�����. ����

H (�

$� . ���� H � �� !� �;����������
���
� ��� G � �� � Γ &� �� ?���� '����� �������� �� �

Γ= GH (�

>�-�� ��4����� ?��� ���. ���� ����� ��%. ������� ��� ��� �� )� ��� ��%. ����

�� ���������.����(�'�������.�����������;����=� ��(�����1���������. ����G �����

�� �� �������. ����Γ ������ /�����. ���� H ����?����G �)������%. ������ ���(��2��

�/�����&���������������. ������� �=������� ����.������������������� �=�������� G �

���%)��)���%. ������ ������� H (�
�)���������&�������� ������������������ �� ���



 

56 
 

���2����� 1G ����� GD
1ψ � ���%)��)������%. ������ ������� H ��� 1G �)������%. ����

�� �������. �����%�������������2������ 1G ����� GD
1ψ (�

�������&����

��������������� 12222111 ,...,, −−− Γ=ΓΓ=ΓΓ=Γ nnn GGG &������� 121 ... −= nGGGGH &�

����� 1−nG � )� �� � ���� �� ��=��� � H�� �� ( )ésimo1−n � ������������ I&� 2−nG � � )� �� ��.�����

��=��� �H���� ( )ésimo2−n ������������� &����������������=�������������� ���&����. ����

H (��

��� �2�� ������ � ���;��� ��� �������������� � ������� ��� Γ &� ���� �� !� �� �!O��
�

�����������
���
� G (�	������
��� !��;��������. ����?����2���������?���?�� ���=��� (�

���?�����?����2���������;��������������� &��������
��!O��
(�

�� �,��&��������� ��?���
��
��1��
��
���
���
��
	�����
	� '� �������
���
���
��
	�

�
��1��
	"��
���
�
	��
��
	���
��
�(�

�� ��������,���12�&���� ��� �� �������K�������������&�=�����?��� 321 ,, GGG �

�2����=� 2���� ��!�����&�����=�4�?����2���2��� ����(�	��,���&�)�����6=�����=��� �

����������������������. ������� �=������.����+�

������� 1G

dcbabadc

cdababcd
����������

������� 2G

bdcacabd

dbacacdb
����������

������� 3G

cbdadacb

bcadadbc
���&�

 ��������������������������� ���������(�

�

$%�� =����� ?��� ��� �������%�������� ��� ������� � ��� . ���� ��� ����

��?������� ��� �������� ��� ��%. ����� �� ����&� -!� ?���'����� ����1�� ���� ���. ����

���� &�����,�4�����=� ��(�����1���������. ����������� /��������?�������� ��������

���. ��������� ��&����?��������� �� �)���%. ������ ���������.�����(�

�

�

�

�

�

�
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3�(�3����
�%* .'������������

�

$� �� ��� �� ���6����� H��� ,����� ��� �!.���� EAI� ������� ������ ��1@��(� ������ �����

���2������������J����� ����12������������������ �������=��� ���������. ���&������

��������(�


� ��12�� �&� �����  ����� ����&�  ������ ��� �1@��� ��� '����� �� � ����� �� ��� ��

���6����(�
���12�� �����,�������. ����� �����=�������� �������=�������������� �?���

� 2��,��������� ��������� �1@���?���'������ ��@��������1@�����.������(�
����1@�������

�� ��&�� �������0����������� �� ����������������;�������. �����?��������(�������

����� K������� ��1@��� �2�� ��� ��,6���� ����� �� �� ���� � ���12�� �&� ������ ��!����� ���

 ��� ��.� !������%� �12��������-���� �����% ����?���'�����,�4(���,��&�����12����� �������

���� ����12�� ���� ��=��� ��� ��� . ����� ?��������S� �� ��������� ?��� ����� ��=��� ���

���� 2��%���������������������������!�������)�����12����(��

����� ������ &������1@�������������%������������� �1@���?���'��������%� ���

�� �� ,��������� � ��� ����� �1@��� ���� . ����� ?��������� ?��� � ��T�(� 
� ���������

?���������� �������������2��������������,���������������!����(��� �����%����������

��% ��������������� �1@�����.� ������������������'����&�Q'CR&���*������&�Q*9R(�

��

������J���������!������� ����������6����(�

���� ���� �� ��12��'�����  ��������?��� ���T����� ���6��������� �� &�� �������

������ �%�����S���������� ����12�����. ���������������� ������������ ����12�����

��=��� ������������. ���&��� ���������������?��1@��(��

���������������� ������� ����� ����1@��&����� �������� ��%������1@��� iθ � ?���

��,�������. ����� �����=��������&����2�+�

9( �������� n � ��%������1@��� ψ � ��� ��� . ���� ������������ � Γ &� �� p �
��%������1@��� iθ ����. ����� �����=�� G ���=����&��� �������ψ &������� � �

��� p ��� ����1@�����������. ���� iD θψ &������,�4��������?��12�� ψθψθ ji = &�

.� �������. ���� Γ= GH (�

7( �� �� �� ���������12�� ��� . ���� ��� �������=��� ��=��� ��� � ����&�

��=� ������������ � ������%������1@��� iθ �������. ���� G ������ jψ �������
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��� ��. ���� nΓ &����,� ���?��� nGH Γ= ���-����� �����������(��� �������&����

��%������1@��� ��� G � ��=��� �����,�4� � ��� �?��1@��� tsr θθθ = � �� kij
D θθψ = (�

������������1@��&���. ����G ��� !�����=��� ����. ���� H (�

�


�� ,����� ������ ��12�&� '����� ������.��� � ��� ������ �� �� �� ���� ����12�� ���

������������ +��

H9bI��?��������?�������K�� �������� ���)�� ���S��

H7bI� ?������ �� �K�� �� ��� ��� ��� )� �� � ������ ��� �K�� ��� � �������,� ������
��� ����S��

HAbI�?���������K�� �������� ���)���������������������K�� ��� ���(�

�

������� ��������&������ �=�4������� ���������&�,� ���� �������������1@���7&�A�

��C(��

���&�/9�����H�!.����EEI&���-���6�����)+��!O��
������������
���
��������
��
����

�K�
�
� ����
� �
� �
�����HL
	� 	
��
� ��� �K�
�
� ������ �
� �
���	&� '����� ��4� ?��� �� . ����

� �����=�� G &� )� �� ���� � ��% �� ������ ��� ��� ��� �&� ����� ��%������1@��� ( ) 40, ≤≤ iiθ &� ���

� ���� p , ��=����� �������������������������������������θ &�����?��� ( ) 1+= iiϕ (��

�

�������� 5=p �������������� ������� abcde ��� ���� ���� ����12�����

. ���&�������

eabcd

deabc

cdeab

bcdea

abcde

G

�



 

59 
 

����1������������ ���� ���� ����12�&��%�� =�����?��&����,���&������+�

( ) abcdeabcde =0θ S ( ) eabcdabcde =1θ S

( ) ( )( ) ( ) deabceabcdabcdeabcde === θθθθ .2 S�

( ) ( ) ( ) cdeabdeabcabcdeabcde === θθθθ .23 S�

( ) ( ) ( ) bcdeacdeababcdeabcde === θθθθ .34 S

...;;;1 271605 θθθθθθ ====

�
'�������,����������%������1@������������������ � Γ �������6����������ϕ &�����=�4�

?��� ����� ��=��� �����,�4� � �� �?��12�� ���%/����� ψθψθ =i (� ����� )&� ������ θ � �� 1θ �
�� ���� ��� �&��� �����&�������������������� �&� ��.�������� �?��12��������?������ψ �
�� 2�� �� ���� ��(� ����� ��,���12�� ��� ��%������12�� ��� '����&� ���� ��%������12�� �� ���� �

���� !� ��,�����&� ��� .� ��&� ����� ,��12�� ( ) baii +=ψ (� 
���������

( ) ( ) ( )[ ]ciaciabaii ϕψ .=+=+= &��������� ���������� ���12����� ��ϕ ���ψ &�������?���

)(mod pbac ≡ (�


����&������%������1@���ψ ���������������� �Γ ��� 2���������� � ( ) aii =ψ &����

���;� &��� � ( ) ii λϕ = (�

� 	��=���������������������������� 40 ≤≤ λ ��+��

( ) ( )5mod0 ii ≡ϕ &���� ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 44,33,22,11,00 00000 ===== ϕϕϕϕϕ (�

( ) ( )5mod20 ii ≡ϕ &���� ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 34,13,42,21,00 00000 ===== ϕϕϕϕϕ (�

( ) ( )5mod30 ii ≡ϕ &���� ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 24,43,12,31,00 00000 ===== ϕϕϕϕϕ (�

( ) ( )5mod40 ii ≡ϕ &���� ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 14,23,32,41,00 00000 ===== ϕϕϕϕϕ (�

� �
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$�?���������=�&��� ����������� ����12��abcde &����. ���+�

�������������������������������������������������������������

adbec

aedcb

acebd

abcde

Γ

�

�&���,��&��������������������������%������1@���ψ ������� ����1@������G &��%������

Γ= GH &��%����+�

eabcd

deabc

cdeab

bcdea

abcde

               

daceb

bdace

ebdac

cebda

acebd

               

baedc

cbaed

dcbae

edcba

aedcb

               

cadbe

ecadb

becad

dbeca

adbec

, 
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�����HL
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�����K�
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	��	�����HI
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�
��
��	��
�M����	��
� ��
�

�
��
�

�
+1i

i
"�	I
��
��	��
�M����	��
� ��

�

�
��
�

�
i

i

λ
�7� 

�� ���2�� 
� ����
� ��#�	� 	��	�����HL
	� 	I
� �
��	� �
���

�����	� ��� �
��HI
� ��
�

�
��
�

�
+ bai

i
� '� � ���

�!O��
(�

��������� J� &�/9�� ���� H�!.���� EFI:� �!O��
� �����������
�� �
� ��� ����
� �
� ���

�K�
�
� ����
� �
� �
�����HL
	� 	
��
� ��� �K�
�
� �
� �
���	� ��
� �
�� 
	� 0��
�
	� ����
	�

��0
�
��
	�
���
�	� �

���� ���� ����.� �'������������. ����G ������������ �����K�� ��� ���� p �

��� �� ����1@��(� $� �K�� �� ��� ��� ��� ������� �� ����1@��� �� !� m &� � ������ ���

�K�� ���� �������,� ��������� ����(�
����%������1@������G ��� 2����������������������

�/&����� ���� p &�  ��������������� ��������� q � ��%������1@��� �� ���� ��S� �����������
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������� q � ��%������1@��� �� ���� ��� ���� 2�� ��,������� �� ������ ��� ��� 	�	�
��� ��� p �

��� �����,� �����(��

������ ���� � �� �������� ��� 6=m � �� 3=p (� ������ �����12�&� �� ����� �����

��������� H 2=q I� ��� � ��� ��� ��� ��,� ������ H 3=p I(� 
� ��������&� �� �� ���� ���;� �

���� ����2�� ���?��� ,��� ����� ����� !. �,�� �����&� ����� �� � �� . ���� � �����=�� G &�

� ���� ������������12����.� ������ �'������� ������� ����1@��(�

�������� 321321 yyyxxx ����� ����12���������(�$�. ����G ��� !+�

132132

213213

321321

yyyxxx

yyyxxx

yyyxxx

G

(�

�������� �%�� =� � ?��� G � )� ��� . ���� ���� 3=p � �� ����1@��� �� 2=q �

��������� �� ���� ������� ����A(�
�� ��%������1@��������������� ��������� ���2�������&�

��������������������

�������� ( ) ( ) ( ) 02;21;10: 0000 === ϕϕϕθ &��� ������� ����1@���������� ��� 321 ,, xxx &��

��

�������� ( ) ( ) ( ) 02;21;10: 1111 === ϕϕϕθ &��� ������� ����1@���������� ��� 321 ,, yyy (�

�


����%������1@������G ��� 2�����������������������/&����� ���� p &� �����������

���� ��������� q ���%������1@����� ���� ��&������������-��������12����� 0θ ��� 1θ (�

���� ������J�����12��?�����������&� ,���� ,!����  ���� �=� ���. ����� �����=��

G &�������� �����abcdef ����� ����12���������&��
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bcaefd

cabfde

abcdef

G

����������� �� ����� ����1@���������������������������� ���� ������� ����A(�

'���������������12�� �
�
�

�
�
�
�

�

+ hak

hk

x

x

,

, ��� �������� ������%������1@������G &��������6������

k � ������� �� ����12�� ���� ��� ��� ���� q � ��������� �� �� 6������ h � ������� �� ����12�� ����

������������� ���12�����. ����G (�

�

���� ���� ��. ���������������� � Γ &����. ���� G &��� !���,������ ��=����0���

��� ������ ������ ��������� �� ���� ��(� ����� ��� ��������� �2�� ��������6���� �� � ���

�K�� �� � ���� p � ��� ��� ��,� �����&� '����� ,�4� ���� ����� ��� ��12�� ���� �� +� ���

��%������1@��� iψ &� ������� ��������&� �2�� ������ �� � ( ) kk λϕ = &� ��� ��������� �� ?��� ���

��%������1@������Γ ����%)����=� 2���� ����� ����������� ���� ��+� qψψψψ ...10= (��

����������������&������������������� �����

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 22;11;00,3mod: 21000 ==== ϕϕϕϕψ kk � �� �� ��� �� ����1@��� ���� ��� ���

cba ,, S�

�&�

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 12;21;00,3mod2: 11111 ==== ϕϕϕϕψ kk � �� �� ��� �� ����1@��� ���� ��� ���

fed ,, (�

'����������4�� �
�
�

�
�
�
�

�

hk

hk

x

x

,

,

λ

��� �������� ������������%������1@������Γ (�

�
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������� ����� abcdef ����� ����12���������&���. ����Γ ��� !��

acbdfe

abcdef

Γ

�

a�����������������������%������12�����Γ ������� ����1@������G &��%��������

� ������ ΓG +�

������������������������������������������������� ΓG �

efdbca

fdecab

defabc

edfbac

fedcba

dfeacb

(�


�.����/�&�'������������?������� /�����������)����%���12����������������� �

H &����. ���� ΓG &�?����� !��?�����������%������1@�����,������������6������h (�'��������

���������� �

�������������������������������������������������������
( )
�
�
�

�
�
�
�

�

hk

hk

x

x

γ,

, (

���������12���������?��������%������1@������ H ��������,����������� �����������

�������&� ���� ����� �� ����12�� ������� ��������� ��� . ���� ΓG (� ��� ������ �������&�

��=����� �� � ( ) 1+= hhγ (� 	���� �� �� ����12�� �������� abcdef &� ���� . ���� ���� !� �� �

 �� ����������������� ����1@���

abcdef

defabc

H

�


����������������%������12����� H ������� ����1@������ ΓG &��%��������. ����

HGKHL Γ== &���-����� ����1@����� 2��

�
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L �

bcaefd

cabfde

abcdef

bacedf

cbafed

acbdfe

�

efdbca

fdecab

defabc

edfbac

fedcba

dfeacb

(�

�

$�. ���� L &�� ����������. ����� H ��� K &� ,�������� �6����������,� ���?��� H �

�������� ���;�� ��%������1@��� ��,������� ����� 6������ h &� �� K &� ��%������1@��� ��,�������

�����6������ k (�'������;����������. ���� L ��������
��
���
���	���#������	&��������
���	�

��#������	��?�������������������6������ h (�

��� ������ �������&� ������ ����� ������ ��� ��������� ��� ��� ��� ��-�������&�

,� ������ ����� 6������ k +� �?����� ?��� ��-����� �� �� ����� � ��� ��� ��&� �� �?����� ?���

��-������ ������ ������� ���������������(�
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CONSIDERAÇÕES FINAIS. 
 
 

'����� ���� �� ,��� ��� ������ �&� ?�� � ��� ��������� ���6������ ��� ���6������

������������� ��� ���� ��6�&� ?�� � ��� �� ������12�� ���� ��������� ��� ���?������ ���

*����!����(� �������� �%��12��J���� ��������������������0�����=������� ���� ���6 ����

���������� ��� ��=����.� � ���������� �%������������ ��=��� �� ���� ����&� ���� �����

6������ ����  ��;� � �� ���� ,6���� ��� ����������&���)� ���2�&� �����,6���� ���� ����2��

�� �������(�


� ���2�� �;������ ��� ��� ���� ��%������1@��&� ���� ����� �� ��������� ��� �� ���

� ���� �&����%���� ���12��?���'�����,�4���� ���� ����12������%������12�&���������������

���� �������� �����12������?��1@�����.)% ����&�����������2���� �����������% �����

������+������� ����12��)����������12������ �64�����������?��12������� ���� ���&�

��?������ ?����� ��%������12�� )� �� ���� �12��������� ���(����������� ���?������ ��

�������=������� ?���?�� � �� � ��� ��%������1@��&� ����� ��12�� ��� ?��� ���;�������

����������� �� � �������12�� ��� ,��1@��&� '����� �%�)�� �� ��������� ��� ��%������12��

�� �=���&�;�-�����;�������� ����-�.�12�(��

'�������,����. ��������� ����12�+����C���
��
��
�����HL
	��� !������������ �

���� �) �������� ����1@��� �����?������� ��%������12�&� ��������������������������

�� ����1@��&�  ����4�� �� � ���� ��� �� ����� ���� � ���4� � ?���?�� � ��� �� ?��� �2��

�� ���1�� J� �) ��&� ?��� ��� �������� ���� ��� )� �?����� ��������� ������ ��%������1@���

������. �����

�������� �� ��������� ��� �� �=�12�� �� �� �� ?��� �;����� ��� . ����� �� �=�����

�.����� �� �����;�����(� 	����� ����� . ����� G &� ���� n � ��%������1@��� θ &� �� Γ &� ����

m ��%������1@���ψ &���������� �����������%������12�����Γ ����������� ����12����� G �

�%����������;�������. ������� �=��������G ��� ���������ψ &����������������� ���

�.����&����������� ��%������1@��&� ��� �����;�����&� ������%�����1@�����,� �����&�����

��� �.�����K�� �(�
����2�����. ������� �=������.�����)��;������� ������ ΓG (����

������������ ��&�������?���������� �=�����.���� GD
iψ �)���������������� ������ ΓG ���

G ��� !���%0. ������ ������� ΓG (�
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���������&������*��� ������ ������������&����������� ������������?��12��)�

 ����K=����� � �������&�����������. �������������&� H &��������?��12����=� �,�������

�������������,��� ������������,�����������%. �����

kNNNNH ⊃⊃⊃⊃= ...210 &�

���������� iN �)���%0. ������ ������� H �������?����������%0. ����?��������� ii NN 1+ �
��-���%������&������)&�=� �,������������. ����)����K=��(�

� 	����� ����� �&� '����� �����;�� ��� �������� ���� ! ��S� ����� ���� �2�� ��,���&�

������������&���?��� )���. ����������������� �?��12�&� ����1�� �������. ���� G ����

�� ����1@������� �64����������� ��. ���� Γ �������� /�� ΓG &����?����G �)��� ���(����

ΓG � �2�� ,� ��!����&� ���� ����� /����� 1ΓΓG &� ��� ?���� ΓG � )��� ���&����� �������&�

�����&��������������������������2�������������������,�4�����;�-�(�

���=� ����&������������������=������.����12�������������?��������
�. ��.��

?��&���/�������� �����)�������������12���� ���?��1@������. ���7&�A���C&���=����.���

��������� ��������,��!0���&� � ��������� �����������?��� �������,���������� ��12��

7(A(�
����%������ ������?��12���� ���� �&����%�������� �64������� ���� �����,��12��

��� ��.����&� �� ��%��� ?��� � �� �������� ���� ������� ��� � ���� �&� ���� ���� �� �

����4�������������������,������ ���4����������� ����12������ �64��������.�������

����?��12��������� (�

������&���,�������������������������
�. ��.�&�����%���������������1@���������! ������

��,����������� ��?��������?��12����-�����K=����� � �������(������4�������%������1@���

H,��1@��I� � ����� �� �?��12�� ����� �� � ��� . ���� ��� �� ����1@��&� ���������� ��� ��

�?��12��)����K=����� � ������������2�&�������������4����0�������� �� ��������������

. ���(��


��% �����'�����������������&������ �4������������=��������� ����������4�12��

������ ��� ���2�� ���;������ ��� ��� ���� ��%������1@��&� ;�-�� �� ����1@��&� ?������ ���

��� ���� ��������� �������(� �����,������������ ��������� �,� ��������� ������% ������

��M��M���U� ���&�������������������������� ������� ������ �%��;������������!������

����2��� ��� �)����� ]�]� �� ��6���� ��� �)����� ]]&� ��� ���� ����� �� ?��� ��� ����� �����

� ������&� �� ��������� ��� . ���� ,��� ���� ������� ��� ���� �������� ��� ������� ����

�?��1@�����.)% ����&��� �����0���������������������������%�� �������% ��.����(��
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