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Resumo

Neste trabalho apresentamos um estudo acerca das Equacoes Diferenciais Impulsivas
(EDIs), que embora um assunto recente, possui interessantes resultados dentro da Anélise
Matematica e aplicagoes a fenémenos. Tal estudo consiste em elucidar a defini¢cdo formal
e o processo de evolucao de sistemas impulsivos, abordando a existéncia e unicidade de
solugoes, bem como a estabilidade tanto em casos com impulsos em tempos pré-fixados
quanto impulsos em tempos variaveis, comparando em certas situagoes com o caso classico
de Equagoes Diferenciais Ordinarias (EDOs). Além disso, algumas aplicagdes em modelos
impulsivos sdo detalhadas ao fim do trabalho, com intuito de exemplificar o tratamento
tedrico e pratico ao qual o trabalho se propoe.

Palavras-chave: Existéncia de Solugao, Sistemas Lineares, Estabilidade, Modelos Im-
pulsivos.






Abstract

In this work we present a study on Impulsive Differential Equations (EDIs), which
although it is a recent subject, has interesting results within the Mathematical Analysis
and applications to phenomena. This study consists of elucidating the formal definition
and evolution process of impulsive systems, addressing the existence and uniqueness of
the solutions, as well as the stability both in cases with impulses at pre-fixed times and
impulses at variable times, comparing in certain situations with the classic case of Ordi-
nary Differential Equations (ODEs). Furthermore, some applications in impulsive models
are detailed at the end of the work, in order to exemplify the theoretical and practical
treatment to which the work is proposed.

Keywords: Existence of Solution, Linear Systems, Stability, Impulsive Models.
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Introducao

Segundo a referéncia [1], a partir do estudo de Célculo Diferencial e Integral suscitado
por Isaac Newton (1642 - 1727) e Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716), o trabalho
com equagoes diferenciais foi impulsionado e diversos ramos da ciéncia tomaram para si
o estudo, buscando descrever fendomenos da natureza a partir desse objeto matematico.
Assim, o século XVIII foi marcado por diversas teorias acerca das equacoes diferenciais
na propria Matemética, mas também na Fisica e na Mecanica.

O estudo das equacoes diferenciais é objeto de pesquisa de muitos estudiosos até os dias
atuais, tanto como modelagem de problemas quanto na andlise puramente matematica,
uma vez que se relacionam com a modelagem de situagoes concretas.

Desse modo, a partir da analise de modelos fundamentados em equacgoes diferenciais,
é possivel fazer aproximacoes a respeito do comportamento de fenéomenos estudados, por
meio da modelagem de problemas propostos.

Usualmente, a modelagem de fendmenos é feita a partir de equagoes diferenciais or-
dindrias (EDOs), na investigagao de problemas nas ciéncias fisicas, bioldgicas e sociais,
relacionando variaveis e parametros, a fim de fazer previsdes acerca do comportamento
desses problemas [1].

Contudo, nessas equagoes, a previsao depende somente do estado presente e a evolucao
do fenobmeno é continua, assim, nem sempre descrevem todos os fenémenos naturais, por
exemplo, os picos de concentragao de medicamentos no organismo com ingestao em tempos
variaveis, ou seja, a ingestao ocorre mediante um patamar limite.

No contexto das equagoes diferenciais, temos alguns fenémenos que nao se comportam
de modo continuo, assim, tém como caracteristica a mudanca abrupta de estado em
determinados momentos de tempo durante seu desenvolvimento [2].

Tais mudangas resultam de perturbagoes cujo o tempo de duracao é insignificante
comparado a duragdo do fenémeno como um todo. Assim, essas perturbacoes podem ser
entendidas como instantaneas, provocando os efeitos aos quais chamamos de impulsos.

No exemplo citado, os picos de concentragao de medicamento ocorrem de modo ins-
tantaneo e caracterizam os chamados saltos ou impulsos na fun¢ao que modela o problema
impulsivo.

O estudo desses impulsos é descrito por meio das equacoes diferenciais impulsivas

19



20 Introdugao

(EDIs) que serao introduzidas e estudadas ao longo deste trabalho. Estas equagoes estao
presentes em diversas areas do conhecimento como: dinamica populacional, biotecnologia,
mecanica, farmacocinética e também estao presentes na teoria de impacto [3].

Segundo [2], o estudo acerca das EDIs comegou a se tornar popular entre os mate-
maticos em 1980. Entre os primeiros artigos sobre o assunto estd o artigo pioneiro dos
matematicos Vitali Milman e Anatoliy Myshkis. Eles consideraram as EDIs quando estas
satisfaziam certa relacdo espaco-temporal e ainda obtiveram, a partir do estudo classico
de EDOs, os primeiros resultados de estabilidade para solugoes de EDIs.

A publicagao do artigo possibilitou pesquisas posteriores e culminou em diversos traba-
lhos sobre o assunto, no qual as EDIs sao consideradas um par formado por uma equacao
diferencial ordinaria e uma equacao de diferencas satisfazendo os tempos de impulso fixa-
dos ou variaveis. Essa abordagem permitiu observar que as solugoes desses sistemas sao
continuas por parte com descontinuidades nos tempos de impulso, além disso, possibilitou
o desenvolvimento da teoria qualitativa das equagoes diferenciais impulsivas [2].

As referéncias [2] e [4] discorrem sobre duas vertentes no estudo de equagoes diferen-
ciais impulsivas. Uma que trata justamente dessa abordagem apresentada por Milman e
Myshkis, que culminou em diversos trabalhos e na teoria qualitativa das EDIs, e a outra
com influéncia dos trabalhos de Halanay e Wexler; Pandit e Deo envolvendo equagao di-
ferencial utilizando uma derivada de distribuigdo (incorporando a distribuigdo Delta de
Dirac), nessa vertente os impulsos que ocorrem siao pré-fixados, as fungoes sdo generali-
zadas e os resultados das solugoes sao de variacao limitada.

Segundo [5], a nogao da distribui¢do delta de Dirac, ou func¢ao impulso unitario, no
inicio do século XX, foi o primeiro registro de sistemas impulsivos, contudo poucas vezes
aparece explicitamente nos trabalhos sobre EDIs, uma vez que caracteriza o impulso no
sentido de distribuigao.

A pesquisa na teoria fundamental e qualitativa das equacoes diferenciais impulsivas
foi estudada por alguns grupos de pesquisadores como D. Bainov, N. Perestyuk, A. Sa-
moilenko, P. Simeonov e V. Lakshmikantham, que sdo referéncias importantes no assunto
apresentando defini¢oes e resultados significativos.

O presente trabalho tem como objetivo o estudo da teoria de equacgoes diferenciais
impulsivas, desde os resultados de existéncia e unicidade de solucoes e o estudo de esta-
bilidade para sistemas impulsivos buscando a compreensao a respeito do comportamento
das solucoes, até as aplicacoes em modelos matematicos.

No primeiro capitulo sao apresentados conceitos preliminares importantes que darao
base para o estudo subsequente, a definicio matematica das equagoes diferenciais impul-
sivas e suas principais caracteristicas. Além disso, apresentamos teoremas que garantem
a existéncia e unicidade de solugoes das equagoes estudadas, sendo fundamental para
determinacao de solugoes considerando os impulsos, as quais nos destinamos a trabalhar.

O segundo capitulo é dedicado ao estudo de sistemas impulsivos lineares, especialmente
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acerca da existéncia e unicidade de solugoes e estabilidade, contemplando o estudo de
sistemas homogeéneos e nao homogéneos, e apresentamos uma secao sobre sistemas quase-
lineares. Neste capitulo, fazemos ainda o estudo com impulsos em tempos pré-fixados e
em tempos variaveis.

Por fim, ao terceiro capitulo compete o estudo de modelos classicos impulsivos, desde
seu contexto histérico de modelagem até suas respectivas solugdes e comportamentos no
decorrer do tempo, além de uma comparagao com o caso sem impulsos, evidenciando

assim o efeito impulsivo sobre o comportamento de solucoes.






1 Teoria de Existéncia de Solucao

Neste capitulo introduziremos as equacoes diferenciais impulsivas, faremos alguns
exemplos e provaremos resultados referentes a existéncia e unicidade de solugao. An-
tes disso, enunciaremos os conceitos e resultados de analise e de equacgoes diferenciais

ordindrias necessarias ao entendimento deste texto.

1.1 Preliminares

No decorrer do desenvolvimento da teoria sobre equacoes diferenciais impulsivas (EDI)
utilizaremos resultados e defini¢oes importantes que serao apresentados nessa secao, a qual

tem referéncias em [6], [7] e [§].

Definicao 1.1. Espago Métrico
Um espag¢o métrico é um par (X, d), no qual X é um conjunto nao-vazio e d é uma
métrica em X (ou a funcao distdncia em X), isto é, a fun¢ao definida em X x X tal que

para todo z, y, z € X temos:

(M1) d é um valor real, finito e ndo negativo.
(M2)  d(x,y) =0 se, e somente se, z = y.
(M3)  d(z,y) = d(y, z).

(M4) d(z,y) < d(z,z)+d(z,v).

Definicao 1.2. Ponto Fixo
Seja (X, d) um espago métrico e a fungdo T : X — X, entdo x € X é denominado

ponto fixo de T se
T(x) =x.

Definicao 1.3. Contracgao
Seja (X, d) um espago métrico. Uma funcao T : X — X é chamada contragao sobre

X, se existe um numero real o < 1, tal que:

d(T(x),T(y)) < a-d(z,y), paratodos z,y € X.

23



24 Teoria de Existéncia de Solugao

Definicao 1.4. Sequéncia de Cauchy
Seja (X, d) um espago métrico, uma sequéncia de elementos de X, (a,) é dita uma

sequéncia de Cauchy se, dado um ntmero real £ > 0 pode-se obter ng € N, tal que
d(am,a,) < e, m,n > ng.

Teorema 1.5. Critério de Convergéncia de Cauchy'

Uma sequéncia de numeros reais € convergente se, e somente se, é de Cauchy.

Definicao 1.6. Espaco métrico completo
Um espago métrico M é completo quando toda sequéncia de Cauchy em M é conver-

gente em M.

Teorema 1.7. Teorema do Ponto Fixo de Banach®
Considere um espago métrico (X,d), sendo X # (). Suponha que X é completo e seja

T : X — X uma contragdo sobre X. Entao T tem precisamente um ponto fizo.
Proposicao 1.8. Um subespaco fechado de um espaco métrico completo é completo.

Definicao 1.9. Dada uma fungao f : D — R", em que D é um aberto de R x R", uma

solugdo para o problema de valor inicial (PVT),

v = f(t,[L’),

l‘(to) = 29

é uma fungdo x : I — R", sendo I um intervalo contendo ty, de tal modo que z(ty) = o,
(t,z(t)) € Ded'(t) = f(t,x(t)), Vt € I.

Teorema 1.10. Teorema de Picard

Seja f uma fungao continua em R = {(t,x): |t —to] < a,|r —xo| <b} C RXxR" e
assim limitada em R, ou seja, || f(t,2)| < ¢, para todo (t,z) € R.

Suponha que f satisfaca a condi¢do de Lipschitz sobre R, ou seja, existe uma constante
k, tal que para (t,x), (t,y) € R:

1f(t2) = fFE Il < k-l =yl (1.1)

b 1
Entao, no intervalo fechado J = [to — B,tg + 5], sendo 0 < f < min {a,, k}’ 0
c

problema de valor inicial:
x/ = f(t’ :L‘)7

Ql(t()) = X

(1.2)

tem tunica solucao em J.

"Ver demonstragio em [6].
*Ver demonstracio em [6].
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Demonstragio. Seja C(J) o espago métrico das fungdes continuas definidas no intervalo

J, to € J e com a métrica do supremo:

d(z,y) = Sup () = y(®)]- (1.3)

te

Temos que C(J) é um espago métrico completo. Consideremos C*(J) C C(J) consis-

tindo em um subespaco das fungoes = € C(J) satisfazendo:
|x(t) — mo|| < B, Vte (1.4)

O subconjunto C*(J) é fechado, logo pela Proposigao 1.8, é um espago completo.

De fato, C*(J) ¢ fechado, pois, seja (z,) uma sequéncia convergente em C*(.J) , entao

existe * € C(J) tal que x,, — ™, isto significa que dado € > 0, existe ng € N, tal que:

d(zp,z") = ||z, — 2%|| <&, ¥n > ny.

Ou seja,
|z (t) —2*(t)|| <&, VYn>mng, Vte

Como {z,, n € N} C C” satisfaz (1.4), vem que:

|zn(t) — a0l < c¢f, VteJ mneN. (1.5)

Fazendo n — oo em (1.5) e usando a continuidade da norma, obtemos

2" (t) — a5] < B, Vte ]

Portanto, z* satisfaz (1.4), concluindo que z* € C*(J) e, consequentemente, tem-se
C*(J) fechado.

A partir disso, vamos resolver o PVI (1.2), o que equivale pelo Teorema Fundamental

do Calculo, a resolver a equagao integral:
t

ﬂﬂ:m+/f@w®m&tel
to

Definimos entao:

T . C*'(J)—C(J).
Tmm::xﬁ%p@ﬂm@,ml (1.6)
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Como x e T sao continuas, a integral existe e T" estd bem definida. Além disso,

/tf(s,x(s))ds

to

IT((6) - 20)l| = < [ 1fs.z(slds

t
< /cdS:c-|t—t0|<cﬁ.

to

Ou seja, [|T(z(t)) — zo|| < ¢f, satisfazendo (1.4). Isso implica que T(C*(J)) C C*(J)
e podemos considerar:
T:C*(J)—= C*(J).

Mostremos que T' é uma contracao:

[ $s.ads = [ fls.y(s)ds

to

@) - TeON = |

< [ Gl = f(su()lds
<k lat) ~ us)ds

<[ ks o) - (o) ds

— heswplle(s) — y(s)] [ ds
< kel —tol - d(a,y)

< k-B-d(z,y), VYa,yeCH().

¢ k

Pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach, T' tem um tnico ponto fixo z € C*(J), ou

b1
Como 0 < f < min {a, -, }, segue que k3 < 1 e T é uma contragao em C*(.J).

seja, uma unica func¢do x continua em J satisfazendo xz(t) = T'(x(t)), Vt € J.

Logo, de (1.6), temos:

z(t) = xo + tf(s,:p(s))ds, ted

to

a qual corresponde a solugao do PVI (1.2).
[

O teorema anterior garante a existéncia de solucado em um intervalo J, é natural

pensarmos na possibilidade de estender a solugao em um intervalo maior.

Definicao 1.11. Continuacao de solugao

Seja f(t,y) uma func¢do continua e y = y(t) uma solugao de:

y =fty). (1.7)
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definida no intervalo [to, tp + ) com a > 0.

Dada uma solucao y(t) de (1.7) definida no intervalo [to, to + ) com « > 0, diz-se que
uma solugao z(t) de (1.7) definida em [to,to + ) é um continuacao prépria a direita de
y(t), se B> aey(t) =x(t), para t € [ty to + ).

A continuagao a esquerda é definida de modo anélogo.

Definicao 1.12. Intervalo Maximal

O intervalo [tg,to + «) é dito intervalo maximal & direita de existéncia de y(t), se y(t)
estd definida em [tg,tp + ) e nao tem nenhuma continuagao propria a direita.

O intervalo maximal de existéncia a esquerda ¢ definido de modo similar e o intervalo

maximal de existéncia é o intervalo que é tanto maximal a direita quanto a esquerda.

Definicao 1.13. Solugcao Maxima
Sejam E um conjunto aberto do R? U(t,u) uma funcio continua no plano, com

(t,u) € E. Uma solu¢do maxima u = u*(t) de:
u =U(t,u),
U(to) = U,

é a solucao do sistema no intervalo maximal de existéncia tal que se u(t) é uma solugao
qualquer do sistema, entao:
u(t) < u(t),

no intervalo comum de existéncia de u, u*.

Teorema 1.14. Comparagdo de solugoes
Seja E um conjunto aberto do R?, (t,u) € R* e g € C(E,R). Suponha que [to,to + a]

¢ o maior intervalo no qual a solugcao maximal r(t) exista para o sistema:

w=glbu) (1.8)

u(ty) = up.
Seja m € C((to,to +a),R), (t,m(t)) € E para t € [ty,to + a], m(ty) < ug e,
Dm(t) < g(t, m(t)),

com t € [to,to + a] e sendo Dm(t) a derivada em t de m(t).
Entao:
m(t) < r(t), t e [to,to+a).

A prova desse teorema foi omitida, mas pode ser encontrada em [9].
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Definicao 1.15. Matriz Solucao

Consideremos o problema de valor inicial,

X' =A(t)- X,
X (ty) = Xo.

(1.9)

Se Xi(t), Xao(t), -+, Xn(t) sdo n solugdes linearmente independentes de (1.9), entao

toda solugao X (t) pode ser escrita da forma:
X(t) =1 X1(t) + -+ + e X (t).

Seja X (t) a matriz n x n, cujas colunas sdo X, (t), Xy(t),- -+, X,(t), entdo as solugdes

de (1.9) podem ser expressas por:

X(t)=X(t)-C,
em que
C1
o | -
Cn

Assim, uma matriz X (t) n x n é chamada matriz solucio de (1.9), se suas colunas

formam um conjunto de n solugoes linearmente independentes de (1.9).

Definicao 1.16. Traco de uma matriz

Para uma matriz quadrada A = (a;;), o traco de A é definido como a soma dos

elementos da diagonal principal, ou seja: ¢,.(4) =Y a;.
i=1

Teorema 1.17. Férmula de Liouville

Seja X = X (t) matriz solugao n X n de:

sendo A(t) uma matriz n X n, cujas entradas sao fungoes continuas definidas em J.
Defina D(t) = det(X (t)), t € J.

Entao, no intervalo J, temos:

D(X(t)) = D(X(to)) - "% 1 g (1.10)

Demonstragio. Consideremos A(t) = (a;j(t)), i = 1,--- ,n. Seja X(t) a matriz solugdo,

assim X'(t) = A(z) - X(t). Podemos reescrever a expressao utilizando a férmula de
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multiplicacao de matrizes, tal que:
n
(1) = D ik Ty (1.11)
k=1

Temos que D(X (t)) = det(X(¢)), derivando a expressao e utilizando a regra de dife-

rencia¢do para determinantes (Férmula de Leibniz), segue que:

11 Lin T 0 Tin
Ta1 r T2p : : :
D'(X(t)) = det _ . _ + -+ det : (1.12)
: : : Tp-1,1 Tpn—1n
/ /
xn,l e Invn wn,l e xn,n

Ou ainda: D'(t) = ) det(X;), sendo X; a matriz obtida substituindo a i-ésima linha
ij=1
de X (t) pela suas entradas derivadas.

Observemos que, por (1.11), as i-ésimas linhas podem ser escritas como:

xl,l e Tin

11 0 Tin

n n
/ /
det Tip v Tig = det Z ik " T - - Z Qi * Tk
k=1 k=1
Tn1l " Tpn
T 1 . Tnn

E ainda, podemos realizar as seguintes operagoes de linha (sendo R; a notagao para a

i-ésima linha):

R; — ai,lRl - ai,2R2 — ai,i—lRifl - ai,z’+1Rz’+1 — = a5 Ry

)

assim ao fim do procedimento teremos:
(ai,z’xi,ly Qi T52, * az‘,ixi,n)-

Exemplificando esse procedimento, com um elemento, observe:

n

Z Aik Tkl — Q111 — A32T21 — *** — Ajnlnl = Q3T 1.
k=1

-

E importante ressaltar que essa construcao nao altera o valor do determinante. Obte-
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mos, entao:

T B Tin Ti1 - Tin
det | ajwsn -+ @vin | =aii-det | a0 -0 Ty
Tn,1 e Tnn In1 " Tpn

Aplicando em (1.12),

DIX() = as-det(X() + - + ann - det (X (1)) = det(X (1)) - 3" ap.

= D'(X(t)) = det(X (1)) - To(A).

E ainda:

Definicao 1.18. Sistema auténomo
No estudo dos sistemas de EDOs tem-se, ainda, o caso em que a fun¢ao f nao depende

explicitamente de t, o chamado sistema autonomo, e representamos:

a' = f(x), (1.13)
sendo f: Q C R® — R"™ uma funcéo de classe C', com Q C R" é aberto.

Definigio 1.19. Orbita e Espacgo de Fase
Consideremos a equagao autéonoma (1.13), entdo f é denominada campo de vetores.
As imagens das solugoes, isto é, {x(t) : t € I}, sendo I intervalo maximal de existéncia,

sao chamadas orbitas.
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Denotamos por ¥(z) = {x(t) :t €1 e tal que x(t) = z, para algum ¢ € I}, a oOrbita

por T € ) e €2 é chamado espaco de fase.

Finalizada a secao das preliminares, iniciaremos a teoria sobre equagoes diferenciais

impulsivas.

1.2 Equacoes Diferenciais Impulsivas

Nesta secao apresentaremos as defini¢oes basicas e alguns exemplos interessantes sobre
EDI, com referéncia em [10], [11] e [12].

Considere €2 C R"™ um aberto e D = R, x (). Suponhamos que para cada k =1,2,---,
7 € C(Q,(0,00)), com 71(z) < Tpy1(x) € ]}1_>11010 () = o0.

Um problema de valor inicial impulsivo é dado pelo sistema:

= f(t,x), t#m,
AQS:Ik($), t:Tk, (1‘14)

x(ta_) = Xy, t() 2 O,

de modo que f : D — R" seja continua por partes, com descontinuidades de primeira
espécie® em t =7, e I, : Q — R™

Sendo:

Ax(t) =x(t)) —x(ty) , =(t))=lim z(t) e z(tx) = lim z(¢),
t—t) t—t,
ou seja, considerando z continua a esquerda nestes pontos.
Um sistema de EDI, segundo classificacao de [10], pode ter os momentos de impulso
pré-fixados ou com tempo variavel e, ainda, ser um sistema auténomo com impulso.
Quando os impulsos ocorrem em tempos variaveis, definimos uma sequéncia {Si} de
superficies, tais que Sy : t = 7x(z), k = 1,2,--- em que

Tr(x) < Ter1(x) e lim 7 (z) = 0.
k—oo

Tais sistemas com impulso variavel sao mais complicados em relagao os de impulsos em
tempos pré-fixados. Notemos que os momentos de impulso variaveis dependem da solugao,
ou seja, 7, = Tp(x) para cada k, assim solugdes que comegarem em tempos diferentes terdo
diferentes pontos de descontinuidade.

Além disso, ha a possibilidade que uma solugao atinja a mesma superficie t = 7(z)

varias vezes, ocorrendo o chamado fenémeno de batimentos. Ou ainda, soluc¢oes distintas

3Um ponto de descontinuidade diz-se de primeira espécie se os limites laterais neste ponto existem.
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podem coincidir ap6s um tempo, comportando-se como uma tnica solugao, dando origem

ao fendmeno de confluéncia.

Defini¢ao 1.20. Uma fungdo x : [ty, to+a) — R", t, >0, a > 0 é solugao de (1.14)

se:
i. (t,z(t)) € D, para t € [tyg, to+ a);
ii. z(t) é continuamente diferencidvel e satisfaz 2'(t) = f(¢,z(t)) para t € [to,to + a) e
t 7 m(2(t));
iii. Set € [ty,tg+a)et=7u(x(t)), entdo x(t") = x(t) + Ix(x(t)), vamos impor que
z(t) = lim x(s),
s—t—
e que existe d tal que s # 7j(x(s)), Vj, t<s<t+9.
Considerando um sistema de equagdes com impulsos pré-fixados no intervalo [ty, al,
com p momentos de impulsos ¢;, i = 1,2,--- ,p, com to <t < --- < t, < ae f(t z(t))

lipschitziana com respeito a segunda coordenada, podemos escrever o sistema:

2(t) = f{tx(t),  EF b

x(to) = wo.

Como consideramos um intervalo limitado [t, a] com uma quantidade finita de impul-

sos, podemos trabalhar com PVIs classicos de EDO.

o tE (to,tl]i
d'(t) = f(t,z(t), tE€ [tot],

ZE(tQ> = 2.
Pelo Teorema de Picard 1.10, possui solugao tnica neste intervalo.

e t = t1, temos o primeiro impulso z(tf) = z(t1) + I1(z(t1)), com o operador I
definido em x(¢;).

e t € (tl,tg]l

Novamente, pelo Teorema de Picard, possui solugao tinica neste intervalo.
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e t = ty, ocorre o segundo impulso z(ty) = z(ty) + L(x(t2)), com o operador I
definido em x(ts).

Seguimos o raciocinio até o intervalo (¢,,al, no qual obtemos:

o te(tyal

Pelo Teorema de Picard, possui solucao tnica neste intervalo.

Podemos entao construir a solugao entre os momentos de impulso, a partir da equagao

integral equivalente ao problema (1.15), pois z(t) é continua em [t, ;] se é solugao de:
t
z(t) = xg +/ f(s,z(s))ds.
to

Isto significa que para tog <t <t

No momento de impulso, temos:
x&ﬁznm+t?f@w@»%+4ﬂdh»
Para o intervalo t; < t < tg, z(t) é solugao de:
o(t) = 2+ [ fls.a(s)ds
1

::%+£y@amm+mamﬂﬁy@amm
:;m+£ﬂgﬂm@+h@m»

No instante t5 de impulso, temos:
1)
(ty) = @0 + /t f(s,2(s))ds + L (x(t1)) + L(2(t2)).
0

Consideramos entao, que é valida a expressao a seguir, por indugao, temos:

x(tr) =z + " f(s,z(s))ds + Li(x(t)) + - - + L(z(t,)).

to
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Entao para o intervalo ¢, < t < a, z(t) é solucao de:

() = a(t)+ /tt F(s,2(s))ds

t t

= a+ [ flsa(s)ds + hlalt) +-o+ L) + [ f(s,a(s)ds

tp

— x0+/t:f(3,x(s))ds+ > Lix(t)).

to<t; <t

E assim a solugao z(t) do problema impulsivo pode ser escrita por:

x(t) ::BO—J—/t: f(s,z(s))ds + Z Li(z(t)), i=1,2,---p.

to<t; <t

Exemplo 1.21. Consideremos o PVI*:

d=x—-t*+1, t#k k=12,
Axr =1, t =k,
z(0) =0, 5.

A funcio f(t,x) = x—t*+1 é continua em todo R?, pelo Teorema de Picard, garantimos
a existéncia e unicidade da solucao para todo t € R.

A solucdo geral da equacdo 2’ = x — t* + 1 (sem impulso) é dada por:
w(t) = (t+1)* —ce', ceR. (1.16)
Acrescentando a condigao inicial em (1.16), a solucao é expressa por:
z(t) = (t+1)* -0, 5¢".

E a representacao gréafica da solugao pode ser vista a seguir:
Figura 1.1: Solugao z(t) sem impulso, z(0) = 0, 5.

x(t)
x(t)

-1 0 1 2 3 5t
-2
4

Fonte: Elaborada pela autora.

*Exemplo extraido de: [11].
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Considerando o sistema impulsivo, observamos que os saltos na solu¢ao possuem uma

unidade de comprimento e podemos calcular os pontos em cada intervalo.

e Set € ]0,1], a solugao do sistema coincide com a solugdo da EDO sem impulso, ou
seja:
z(t) = (t+1)* = 0, 5¢".

e Em t =1, ocorre o primeiro impulso e temos:

z(1M) =2(1) + Az(1) = (1+1)2 = 0,5¢! +1=5—0,5e ~ 3,640.

e Set € (1,2], a solugao é dada por (1.16), considerando uma nova condigdo inicial

z(17) =5 — 0, 5e, ou seja:
z(t)=(t+1)*+ (et —0,5)e.
e Em t = 2, hd o segundo momento de impulso:
r(27) =2(2) +Az(2) = (2+1)* + (e —0,5)e +1 =10+ (e ' —0,5)e* = 9,0237.

« Sendo, t € (2,3], entdo a solugdo z(t) é expressa por (1.16) com condic¢do inicial
z(27) =10+ (e - 0,5)e:

x(t) = (t+ D24+ (=0,5+e t+e ).

Podemos prosseguir dessa forma e determinar a curva que representa a solu¢ao no
intervalo [0,t). No gréafico a seguir, as linhas sélidas representam a solucao do sistema
com impulso, enquanto as pontilhadas fazem referéncia a solugao da EDO associada ao

problema com as novas condig¢oes iniciais em cada intervalo.
Figura 1.2: Solugao da EDI no intervalo [0, 3].

z(t)

-1 0 1 2 3 ‘4 5 '6 t

Fonte: Elaborada pela autora.
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Exemplo 1.22. Consideremos a mesma func¢ao do exemplo (1.21), note que no sistema

a seguir o impulso é dado em funcao de x e ndo mais uma constante:

P=x—t"+1, t#k, k=12,
Ar=x—1, t =k, (1.17)
z(0) = 1.

A solugao geral da EDO sem impulso serd (1.16), com a condigao inicial (0) = 1, ou

seja:
x(t) = (t+1)%

O gréfico a seguir, ilustra a curva da solugao da equacgao diferencial:
Figura 1.3: Solugao z(t) da EDO com z(0) = 1.

z(t)

20

x(t)

0 1 2 3 4 5 t

Fonte: Elaborada pela autora.
« Set € [0,1], a solucao do sistema coincide com a EDO sem impulso, ou seja:
z(t) = (t+1)%
e Em ¢t =1, ocorre o primeiro impulso e temos:
(1) =2(1)+Az(1)=(1+1)*+(1+1)*-1=8—-1=T.

e Set € (1,2], a solugao é dada por (1.16), com uma nova condicao inicial (1) =7,
ou seja:
z(t)=(t+1)*+ 3.

o Em ¢ =2, hd o segundo momento de impulso:
I<2+) - $(2) + AZ‘(Q) = (2 + 1)2 + 362_1 4 (2 + 1)2 + 362_1 _1

z(2%) = 17 + 6e ~ 33, 3096.
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e Quando t € (2,3], com a condicao inicial z(1) = 17 + 6e, a solu¢ao é expressa por:
z(t) = (t+1)* + (8e >+ 6e~')e.
A seguir, a solugao do sistema impulsivo (1.17) é expressa graficamente (linhas sélidas).

Figura 1.4: Solugao da EDI no intervalo [0, 3].

z(t)| ll ,l ,
|

80

/

| /
I 1
I /

~

60

40 |

20 /

-2 0 2 4

Fonte: Elaborada pela autora.

Entretanto, para o estudo de existéncia e unicidade de solugao faz-se necessario mais

critérios, além da continuidade de f, é preciso estabelecer, condi¢oes sobre t; e f garan-

tindo a existéncia de solugao para o sistema estudado.

1.3 Existéncia e Unicidade de Solucoes

Nesta segao trataremos a respeito da existéncia (local e global), continuidade e uni-
cidade das solugoes, de modo a estabelecer condi¢oes que garantam que certas fungoes
satisfacam o sistema de equacoes diferenciais impulsivas.

O sistema impulsivo estudado é o (1.14), na segdo anterior, no qual ji definimos a
solugao e as caracteristicas sobre f e Ij.

Defini¢ao 1.23. Um ponto (t,z) é chamado ponto regular se t # 7x(x), Vk > 1. Caso

contréario, é chamado ponto irregular.

Teorema 1.24. Suponha que:
i. f: D — R" seja continua para t # tp(x), k = 1,2,..
(t,x) € D C RxR" existe uma fungdo | € L}, tal que em uma pequena vizinhanga

°L},. = {l: R — R é localmente integravel} e é localmente integravel se for integravel em cada inter-

e, ainda, para cada

valo [a, ] de R.
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de (t,z),
|f(s,9) < U(s). (1.18)

it. Para qualquer k, t; = 1(x1) existe um valor § > 0, tal que t # 7(x), para todo

O0<t—t1 <0 elr—ux| <.

Entdo, para cada (to, xg) € D, existe uma solugio x : [to, to + o) — R"™ de (1.14) para
algum o > 0.

Demonstragio. Se ty # Ti(x0), ou seja, ty é ponto regular entdao z(t) é solugdo da EDO
(desconsiderando o impulso), o resultado segue do teorema de existéncia de solugoes para
um problema de valor inicial (PVI) ordinario.

Se tg = Tk(x0), ou seja, ponto irregular, para algum k > 1, consideramos:

r'(t) = f(t, ),

A partir das hipéteses assumidas inicialmente (i) e (ii), segue que para ty = 71 (o)
existe 6 > 0 tal que t # 74 (z) para cada (t, ) de modo que seja satisfeito que 0 < t—ty < §
e |r — x| < 6, assim fica garantido que a solugdo nao encontra a superficie S, em um
intervalo suficientemente pequeno.

Uma vez que 7;(x) < 7;(x) parai < j, entdo t # 7;(z(t)) para j # k e t suficientemente
perto de .

O

Podemos ainda, estabelecer alguns critérios a respeito de 7(x) necessarios para ga-

rantir a existéncia da solugao, descritos no teorema a seguir.

Teorema 1.25. Suponha que:
i. f:D —R" € continua.
it. T : Q — (0,00) € diferencidqvel, Vk =1,2,---, Q C R".

iti. Se ty = 1(x1) para algum (t1,x21) € D e k > 1 entao existe um § > 0 tal que:

Ot ()
o ' f(t,l‘) 7é 17

para (t,x) € D tal que |x — x| <J e 0 <t —1t; <.

Entdo para cada (ty,xo) € D, existe uma solugao x : [tg, to + o) — R™ de (1.14) para

algum o > 0.
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Demonstragio. Se ty # Tx(zo), o resultado segue conforme a demonstracao do Teorema

1.24. No entanto, se temos ty = 7x(z¢), para algum k > 1 e z(t) solucao do sistema:

2(t) = f(t, ),

Definimos () =t — 7 (2(t)). Assim,
’Y(to) = to - Tk(ﬂf(to)) = to — Tk(l’o) = to — to =0.

E derivando v(t), obtemos por (i7):

O (t)) O (t))
— - S (e a(0).

Pela condicao (iii), 4" # 0, em uma vizinhanga pequena em torno de .

Y () =1 2'(t) =1

Assim «(t) é estritamente crescente (ou decrescente) nessa vizinhanga, e ainda, segue
que t # 1p(z(t)), em 0 < t — ty < 0, para algum § > 0. Conforme a demonstracao do
Teorema 1.24, t # 7;(x(t)) para j # k e t suficientemente perto de t¢, logo, z(t) é uma
solucao do problema (1.14).

[

Com respeito a existéncia de continuacao ou prolongamento de solucao do sistema
(1.14), pode-se observar, sob certas condigbes, que as conclusdes sdo as mesmas que
do caso classico de EDO, isto é, para uma solugdo x de (1.14) com intervalo maximal
[to, to+al, se a < 0o, entao a solugao se aproxima da fronteira de 2 ou |z(¢)| fica ilimitada

quando t — (tg +a)”.

Teorema 1.26. Suponha que 2 =R" e
i. f:D —R"é€ continua.

1. I € C(Q,Rn), Tk € C(Q, (0,00)), k>1.
Entao, para qualquer solugao z(t) do sistema (1.14), com um intervalo limitado [to,b)

como intervalo maximal de existéncia, temos:

lim |(#)] = o0,

desde que uma das sequintes condigoes esteja satisfeita:

a) para qualquer k > 1, t, = mp(x1) implica a ezisténcia de um valor 6 > 0, tal que
t # me(x), para todo (t,z) com 0 <t—t; < e|r— x| <.

b) para todo k > 1, t1 = (x1) implica que ty # 7j(x1 + I(x1)), para todo j > 1.
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¢) v € C1(Q,(0,00)) para todo k > 1 ety = 1(x1) implica t, = 7;(x1 + Ix(z1)) para
algum 7 > 1 e:
O.(=7)
il Wiy 1
O [, @) # 1,

sendo: x{ = x1 + I(x1).

Demonstragcao. Suponhamos que a conclusao seja falsa. Neste caso, existe uma sequéncia
(tn), com t, = to, com t, < t,y1,¥n € N tal que nh_)rgo t,="be nh_)rgo x(t,) = «*, para algum
x* e R

Para qualquer (¢,2) € D e t > 0 definimos:
B.(t,z) ={(s,y) € D:|s—t|<r |ly—z| <r}.

Bi(z) ={y eR": [y —z[ <r}.

Vamos assumir que o ponto (b,z*) é regular, ou seja, b # 7,(z*), Yk > 1.
Entao existe r; > 0 tal que todo (¢, z) € B,, (b, z"), é ponto regular, pois 74 é continua

em x e crescente em k.

Figura 1.5: Construcao de B,,.

x(t)

(t, (1))

~___
to t b
Fonte: Elaborada pela autora.

Como f é continua, existe ro > 0, com ry < rq, tal que o problema:

y = fty(t),

(1.19)
y(s) = o,

tem solugao y(t) € B, (z*) para t € [s,s + rg] para qualquer s fixado, s € [to,b), e
Yo € By, (z").

Além disso, qualquer solugao y(t) de (1.19) com ty < s < b e yo € B,,(z") satisfaz
y(t) € B, (%) para t € [s,s+ ra).
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Figura 1.6: Construcao de y(t).

()

y(t)

*

y(s) = o

S
~_

to S b s+mr
Fonte: Elaborada pela autora.

Escolhemos ng tal que (t,,,z(tn,)) € Bry(b, ™). Como, (tn,,x(tn,)) é regular, z(t) é
uma solugao de (1.19) com s = t,,, € Yo = x(tn,), OU [tn,, "], sendo t* o primeiro momento
depois de t,, para (t,x(t)) ser um ponto irregular.

Pela escolha de r > 0, temos que para t € [t,,,t"], (t,z(t)) € B, (b,z") e assim

(t*, z(t*)) também é regular.
Figura 1.7: Construcao de (t,,, z(t,,))-

=(t)

z*

x(tn,) = y(s)
=Y

S~

to 8 =1p, b s+,

Fonte: Elaborada pela autora.

Consequentemente, (t,z(t)) € B, (b,x") e é regular, entdo x(t) satisfaz (1.19) para
todo t € [ty,,b).
Portanto,

li t) =
At =

e z(t) pode ser estendida a direita de b, o que é uma contradi¢do, pois supomos |[t, b)
intervalo maximal. Esse argumento sera repetido no decorrer da demonstracao
Suponha agora que (b, z*) seja ponto irregular, ou seja, existe k > 1, tal que b = 75,(z").

Consideremos 2t = z* + I;(z*). Devemos analisar as trés condigoes do enunciado.
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Sendo vélido o item (a.) podemos encontrar r3 > 0, r3 < rq, tal que t # 7(x) para
todo (t,z) € B,,(b,z"). Podemos escolher r4 com r4y < rs, tal que t # 7;(z) para todo
j=le(t,x) € B, (bx").

Novamente o problema (1.19) tem solucao y(t) € B,,(z*), para t € [s,s+14] para todo
s fixado com s € [tg,b) e yo € B,, para t € [s,s + 14].

Além disso, qualquer solugao y(t) do sistema (1.19) com ty < s < b e yy € B,, satisfaz
y(t) € B,, para t € [s,s + 14].

Analogamente ao anterior, escolhemos ng, de modo que (t,,,z(t,,)) € By, (b,x").
Como (ty,,, z(tn,)) é regular, z(t) é solucdo do sistema com s = t,, e yo = x(t,,), ou
[tny,t"], sendo t* o primeiro momento depois de t,, para que (¢,z(t)) seja um ponto
irregular.

Temos (t,z(t)) € B,,(b,x") para [t,,,t"], ou seja, (t*,z(t*)) também é regular.

Como (t,z(t)) € B,,(b,z") e é regular, segue que z(t) é solugao de (1.19) para todo
t € [tn,, D]

Logo,

n

li t) =
At =

e x(t) pode ser estendida a direita de b, o que é uma contradicao, pois [ty,b) é maximal.

Sendo o item (b.) satisfeito, entdo b = 7;(z*) para todo j > 1. Podemos provar que
existe 1 > 0, tal que ¢t # 75(x), j = 1 e (t,z) € By, (b,z").

De modo semelhante aos casos anteriores, podemos encontrar 9 e 0 < r9 < rq, tal que
para cada solugdo y(t) de (1.19) com ty < s < beyy € B,,(z), temos que y(t) € B,, (z"),
para t € [s,s + ra].

Como [i(z), 7(z) sdo continuas e b = 7(z"), podemos encontrar 73 e 0 < r3 < rq, tal
que [z + Ix(z)] € B,,(z"), para todo © € B,,(z*) e t # 7;(x), para todo (t,x) € B,,(b,x")
ej#k.

Entao, existe 4 com 0 < ry < r3 tal que dada qualquer solugao y(t) de (1.19), com
to < s <beyy € By, (x"), temos que y(t) € B,,(x*) para t € [s,s + r4).

Agora, fixando ng tal que (t,,, z(tn,)) € By, (b,x"), temos duas possibilidades:

(1) (t,z(t)) ndo é ponto irregular, para x(t) € B,,(z*) e t > t,,. Ou seja, é regular e
x(t) é solucao de (1.19) para todo t € [t,,,b), segue que

li t)=a"
A0 =

e x(t) pode ser estendida a direita de b, o que é uma contradigao.

(2) (t*,z(t")) é irregular com x(t*) € B,,(z") para algum t,, <t < b.
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Assim, x(t) satisfaz t* = 7 (x(t")) e:

o' = f(t,z(t)),

(1.20)
z(t) = yo,

para t € (t*,t* 4+ §), para algum 6 > 0 pequeno, pelo item (zii.) do Teorema 1.24,
sendo, yo = z(t*) + Ip(x(t")).

Desde que z(t*) € B,,(z"), yo € B,,(z1), por construgao. Como (¢, x(t)) é regular
quando (¢,2(t)) € B,,(b,2"), entdo, pelo mesmo argumento dos casos anteriores,
x(t) € B, (x") e (t,z(t)) é regular para todo t € [t*, D), logo o

lim z(t) =y,

t—b—

para algum y € B,,(z"), o que é uma contradicio.

Por fim, sendo satisfeito o item (c.) do enunciado, temos b = 7;(z™"), para algum j > 1.

M.f@ r) # 1, para todo (t,z) € B,,(b,z™)

Escolhemos, 1 > 0, tal que t # 7;(x) e 7
x

el #j.

Assim, escolhemos o > 0, com 79 < 11, tal que a solucdo y(t) do sistema (1.19) com
to < s <bewyy € B,,(z") satisfaca y(t) € B, (z7) para todo t € [s,s + 73]

Como b = 7i(z"), sendo 7;, I; continuas, encontramos r3 > 0, r3 < ry tal que (f,x) €
B, (b, z%), implica que (t,x + Ix(x)) € B,,(b,z") e t # 7:(x), i # k.

Entao escolhemos 4 > 0, 74 < 3 tal que qualquer solucao y(t) de (1.19) com ¢ty < s < b
e Yo € By, (x") satisfaz y(t) € B,,(z"), para todo t € [s, s + 14].

Fixando ng tal que (t,,, z(t,,)) € By, (b, "), temos duas possibilidades:

(1) (t,z(t)) ndo é ponto irregular, para x(t) € By, (x*) e t,, <t < b. Ou seja, é regular
e z(t) é solucao de (1.19) para todo t € [t,,,b), segue que

li t)=a"
At =

e x(t) pode ser estendida a direita de b, o que é contradigao.

(2) (t*,z(t")) é irregular com z(t*) € B,,(z") e t,, <t* <.
Logo, z(t) satisfaz t* = 7 (z(t*)), desde que t* # 7;(x(t")) para i # k. E ainda,
£ = 1i(y0), para yo = () + L(z(t) € i # j, sendo o € By, (&™),
Segue entao pela condigdo (c.) que t* = 7;(yp). E ainda, x(t) satisfaz o sistema
(1.20), para t € (t*,t" +9) com 6 > 0 pequeno.
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Seja t* < s < b tal que (t,z(t)) é um ponto regular para ¢t € (t*,s), mas (s, x(s))
é irregular, entdo (t,z(t)) € By, (b,z™), para todo t € [t*,s] e s = 7;(x(s)), pela

escolha de 7.

Definimos: o(t) =t — 7;(z(t)), de modo que:

_ Ory(=(?))

at)=1 pe

f(t7x>7£07

para todo t € [t*, s].

Contudo, isso é uma contradi¢ao, pois,

ot)=o0(s) =s—Tj(x(s)) =s—s=0.

Assim, (¢,z(t)) € B,,(t,z") nao é ponto irregular para todo ¢t € [t*,b]. A partir do

argumento usado anteriormente,

lim z(t) =y,

t—b—
para algum y € B,,(z"), o que é novamente uma contradigao.
O]

Podemos ainda estabelecer a existéncia global da solugao de um sistema impulsivo.

Para determinar tais condicoes, consideremos o PVI impulsivo:

dx

E :f(t,:L‘(t)>, t7£7_k,
Az = Li(z(t), t=m k=123, (1.21)
z(tg) = .

Sendo: f: Ry xR*" - R" [, : R" 5 R" e 7, : R" — (0,00) com 7(x) = mpy1(2) €

lim 7(x) = oo para z € R".
k—ro0

Teorema 1.27. Existéncia Global
Suponha as hipoteses do Teorema 1.26, além disso, que ndo hd fenomeno pulso no
sistema (1.21) e:
[f@t o) < gt [z]), (z) € R x R™ (1.22)

|z + I(z)] < |z|, = €R" (1.23)

sendo g € C(Ry x Ry, Ry), g(t,u) € nao decrescente em u para cada t € Ry. Seja

r(t) = r(t, to, up) a solugio mazximal de:

u' = g(t,u), u(ty) =wuy =0, (1.24)



Existéncia e Unicidade de Solugoes 45

no intervalo [tg, 00).
Entao o maior intervalo de ezisténcia de qualquer solugio x(t) = x(t, ty, xo) de (1.21)

para cada |zo| < ug € [tg, 00).

Demonstragio. Consideremos z(t) = x(t, ty, xo) uma solu¢do do PVI (1.21), de modo que
|zo| < wp, no intervalo maximal [ty, 3), [ < oo.

Seja m(t) = |z(t)] com tyg < t < . Como 7;(x) — oo quando k — oo e nao existe
fenémeno pulso para o PVI, segue que z(t) encontra um numero finito de superficies .S;
emty <t <pf.

Sejam t;, i = 1,2, -, p os momentos que x(t) toca as superficies e D_m(t) a derivada

a esquerda em t de m(t), entao:

D_m(t) < g(t,m(t)),
) < mits) (1.25)

m <
m(to) < up.
De fato isso ocorre, pois temos as seguintes possibilidades:

i. Se m(t) for identicamente nula, ou seja, m(t) = 0, Vt € (to,), t # t;, com
i=1,---,p,entao D_m(t) = 0 < g(t,m(t)), pois a imagem de g estd contida em
R, .

ii. Se existe s € (to,3), tal que m(s) =0, s # t;, como m(t) = |z(t)| é continua nos

intervalos (t;,t;41) com i =1,2,--- ,p, temos que D_m(t) =0 < g(t, m(t)).

iii. Se m(t) # 0, para todo t € (ty, 5),t # t;, entdo D_m(t) =

D_m(t)] = [#'()] e D_m(t) < [D_m(t)| = [+'(1)].
Mas, temos que: |2'(t)| = |f (¢, z(¢))] 2 g(t, |z|) = g(t,m(t)), ou seja:
D_m(t) < g(t,m(t)).

Afirmamos agora que:

=
=
I
8
N

r(t), to<t<p. (1.26)

Como r(t) = h%lJr u(t, €) uniformemente em [tg, 5), sendo u(t, €) uma solucao qualquer
e—
de:

u'=g(t,u) +e, ulty) =ug+e, e>0. (1.27)

Para provar (1.26), devemos mostrar que m(t) < u(t,e), to <t <p.
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Suponha que isso nao ocorra, ou seja, existe um t* tal que t; < t* < t;,1 para algum
1 <i < p—1, satisfazendo m(t*) > u(t, ), e m(t) < u(t,e), para top <t < t;.
Segue por (1.25) que m(t]) < m(t;,€), assim existe um t° tal que t; < t° < t*
satisfazendo:
m(t?) =u(t’,e) e m(t) <ult,e), t;<t<t.
Definimos, H(t) = m(t) — u(t,e), t € [t;,t°).
Desse modo, H(t°) = m(t°) —u(t°,e) = 0, e ainda, H(t) < 0. Derivando H, temos:

H'(t°) = D_m(t°) — u'(t°,¢) > 0.

Segue que D_m(t°) > u'(t°,¢). E ainda:

(1.25)

W (%) "E gt u(t®e)) + e < Dom(t®) < g(t°,m(t°)) = g(t°, u(t®, €)).

= g(t°,u(t®,e)) +e < g(t°,m(t°)).

O que é contradigao, pois g é nao decrescente. Assim fica provada a afirmagao (1.26).

Observemos que z(t) satisfaz a equagdo integral:

z(t) = xo +/t: f(s,x(s))ds + Z Li(z(t;), i=1,2,---,p.

to<t;<t

Além disso, para 51 < s2, com t, < s1, 52 < [3, observe que t, é o tltimo momento de

impulso, assim, segue de (1.22) e (1.26) que:

o) —a(s)l < [CIF@.20)8 < [0, |a(0)))a

s1
(1.26)

& [ g0.00)d0 = r(s) = r(sn). (1.28)

S1

Sendo lirgl r(t) = r(5), entdo dado € > 0, existe § > 0, tal que, para qualquer ¢
t—pB—

pertencente ao dominio de r, vale:
t—pl<d = |r(t)—r(P)| <e.
Tomando o limite quando sq,s9 — [, segue que:

lim r(s1) =r(5) e lim r(sy) = r(f).

s1—=>B~ s2—B~

Temos respectivamente para 6 > 0 que |s; — 5| < 0 e |sg — 5| < ¢ implica em:

re)-r@l<5 e r(s)—r(B) <5
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Logo,

r(s2) =r(s))| = [r(s2) +7(B) = r(B) —r(s1)]
= |r(s2) =r(B) —r(s1) +r(B)l.

Utilizando a desigualdade triangular, segue que:

[7(s2) =r(s1)| <

<

r(B)+[r(s1) —r(B)] <

r(sq) —
=e.

)
€
T3
Ou seja, |r(s2) —7(s1)| < € o que implica em (r(s2) —7(s1)) < .
Por (1.28) segue que |z(s2) — z(s1)| < €, portanto, pelo Critério de Convergéncia de
Cauchy, z(t) com |t — 5| < § é convergente, ou seja, tl_i%l* x(t) existe.
Definimos (3, ty, o) = tl_l)Iﬂn_ x(t) e consideremos o sistema (1.21) com z(3) = x(, to, zo).
Pelo Teorema 1.26, x(t,ty, o) pode ser estendido além de [, contradizendo nossa
hipétese de que isso nao aconteceria.

Portanto, toda solugao x(t) de (1.21), com |zg| < g existe no intervalo [tg, 00).

Teorema 1.28. Unicidade de Solugao
Dado Ry = {(t,x) : to <t <ty +a e |y—uyo| < b}, consideremos o sistema (1.21), e
ainda, seja f € C(Ry,R"), g€ C([to,to+a] x[a,2b], Ry) e para (t,z),(t,y) € Ry vale

1f(t,z) = f{t,y)| < gt [z = yl). (1.29)

Além disso, suponha que para qualquer t* com ty < t* <ty+a, o PVI:

u' = g(t,u),

) -0 (1.30)

tem solugao unica u(t) = 0 em [t*,tg + a]. Entdo (1.21) possui no mdazimo uma solugao
sobre [to,to + a).

Demonstrag¢io. Suponha, por contradigao, que existem duas solugoes distintas y(t) e x(¢)
do problema (1.21) em [to, to + a.

Definimos m(t) = |y(t) — z(t)|, t € [to,to +a] e Q = {t,t >ty e m(t) > 0}.
Assim, Q # 0.

Seja t* = inf Q, entdo m(t) = 0 para todo t € [ty,t") e ainda m(t*) = 0, pois y(t) e
x(t) sdo continuas & esquerda. Entao, y(t*) = z(t¥).

Se t* # 1 (y(t")) para todo k > 1, entdao temos t* # 7 (z(t*)), pois y(t*) = x(t*). Se
existir k > 1, tal que t* = 7, (y(t")), entao t* = 7 (x(t")).
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Logo, m(t*) = 0 e também m(t} ) = 0, uma vez que,

se t* for um momento de impulso.

Por (1.29), segue que:
D_m(t) <|f(t,y) — f(t,x)] < gty — z|) = g(t, m(t)),
para t € [tg,to + a). Pelo Teorema 1.14, existe § > 0 tal que
m(t) <r(t), t"<t<t"+0, (1.31)

em que r(t) = r(t,t*,0) é uma solugdo maximal de (1.30). Por hipétese, temos r(t) = 0.

De (1.31), segue que m(t) = 0, para todo t € [tg, to+0J) 0 que é contradigao, pois t* = inf (2.
Portanto, y(x) = x(t) para todo t € [ty,to + a).

[

A partir do estudo geral acerca dos impulsos, é possivel analisar suas consequéncias em
diversas situagoes cotidianas, utilizando inclusive modelos conhecidos de equagoes dife-
renciais ordinarias, que ao sofrerem o efeito impulsivo apresentam uma nova configuragao.

Um exemplo interessante se aplica a Equacao Logistica, apresentada na sequéncia.

Exemplo 1.29. Equagao Logistica (Verhulst)

Consideremos a equacao diferencial de Verhulst®:
d
e, (1 - x) , (1.32)

sendo r > 0 a taxa de crescimento (natalidade — mortalidade) e K > 0 a taxa de
capacidade do ambiente.

A equacao (1.32), representa o desenvolvimento de uma espécie bioldgica isolada em
um ambiente com recursos naturais limitados e a solucao geral desta equagao por meio

de técnicas para encontrar solu¢ao de EDO ¢é dada por:

K- Zo
zo+ (K — xg)e "t

z(t) = t €[0,00),
considerando a condicao inicial 2(0) = zo.
A seguir, representamos graficamente o esbogo das possiveis solugoes de (1.32), vari-

ando a condigao inicial acima ou abaixo da taxa de capacidade do ambiente (K).

®Este exemplo pode ser encontrado em [12] de modo generalizado.
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Figura 1.8: Esbogo das solugdes da EDO sem impulso.

N

\_
e

t

Fonte: Elaborada pela autora.

No entanto, um efeito externo (efeito impulsivo) pode causar mudancas na quantidade
Y
x(t), podendo ser de acréscimo ou decréscimo, de forma que nao cause a extingao da

espécie em estudo.

Como resultado do efeito externo, x(t) recebe um incremento dy, tal que:
Az(ty) = z(t{) — x(t) = 0k, em determinados instantes t.
E assim, escrevemos:
Al‘(tk) = (5k, t = tk. (133)

Os momentos £, em que ocorre o efeito impulsivo podem ser escolhidos de diversas
formas, como vimos a partir do estudo geral, contudo, a fim de atender interesses praticos
consideremos o caso em que os impulsos ¢ ocorrem quando cada quantidade z(tg) é
solucdo de alguma equagao ¢(x) = 0.

Se p(x) = 0 possui apenas uma raiz = N e o incremento 0, nao depende de k, isto

é, sao constantes e iguais a C, entao podemos escrever:

z(ty) =N e Ax(ty) =C.
E a expressao (1.33) é reescrita:
Azx(ty) = C, para z(t) = N,

sendo N + C > 0.

Para exemplificar a situacao, consideremos r = K =1 e o sistema:

dx

E:l‘(l—x),
1 3
Aa;——i, paraxzi,
1
0) =-.
#(0) = 5
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Assim, a solugao deste PVI sem impulso é expressa por:

1.1 1
z(t) = :

= = —, t€[0,00)
i (1mg)er s

Verificaremos a seguir que a solucao sera periddica, ou seja, terd os pontos de impulso

com uma frequéncia (7") determinada, correspondente a:

T=a-In9, a€N.

A principio os intervalos de solucao nao estao pré-fixados, contudo, sabemos que os

saltos ocorrerao quando z(t) = 7 desse modo o primeiro momento de salto ocorre quando:
3
z(t) = 1> t=1Ino.

1
e Sete[0,In9], a solugdo com a condigao inicial z(0) = 1 ¢ dada por:

1

z(t) = 14 3et’

e Quando t =1n9, temos:

r(In9") = z(In9) + Az =

=~ w
|
DN | =

1
« O problema no préximo intervalo, terd condicio inicial z(In97) = T Assim, para

t€(In9,2In9):

1 1 1 1

T 1+427et 143-9.e! 143-em9.et 143 (9

(t)

O préximo salto acontecera quando z(t) = T ou seja quando, t =2 -1n9.

Prosseguindo com o mesmo raciocinio, construimos a solugao z(t) em todo intervalo

[0,00). Podemos escrever a solugao do seguinte modo:

1
130t 0<t<In9,
oy =
T 3 (amy)’ a-m9<t<(a—1)In9, ae€N.
e a-1n

A seguir, temos o grafico da solucdo impulsiva em linhas sélidas e o tragado das

solugoes das equacgoes diferenciais com as novas condi¢oes iniciais.
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Figura 1.9: Solucao da equagao de Verhulst com impulso.

Fonte: Elaborada pela autora.

A seguir, veremos um exemplo planar, no qual as equagoes diferenciais ndo dependem

do tempo t e, a principio, o sistema nao descreve explicitamente os momentos de impulso.

Exemplo 1.30. Consideremos M = {(z,y) |zy =1, = >0}, F(z,y) = (z,y+ 1) eo

sistema

y' =0, (1.34)

(@(t),y(t)) € M = (x(t7),y(t")) = (x(t), y(t) + 1).

A solucao geral do sistema, desconsiderando os impulsos é dada por:

m(t) =—t+ky, ki eR,
y(t) = ko, ko € R.

1
Sea = (4,-) € M, entdo a solugao ¢(t,a) = (z(t,a), y(t,a)) sofre o primeiro impulso

quando t = 0, pois temos:
x(t) = —t + 4,
o(t,a) = 1

Segue entao que o impulso ocorre nos pontos pertencentes a M:

=1 = t=0.

o

z(t)-yt)=1 = (~t+4)-

Dessa forma, é possivel escrever:

e Set € (—00,0], a solugao é dada por:

b(t,a) — (—t vy D .



52 Teoria de Existéncia de Solugao

Quando t = 0, ocorre o primeiro salto:

(@0, ) = (0,90 + 1) = (4.7)).

O proximo instante de impulso deve ocorrer quando:

2B yt) =1 = (—t+4)~i:1 N

: 16 - C o
Assim, se t € |0, = temos a solugao com uma nova condicao inicial:

20
z(t) = —t+ —,
¢(t,&) = n 9 5
)y =2,
y(t") =
1
e Quando t = 56:

) = (5.7)-

O proximo momento de impulso ocorrera:

Wy =1 = (—+2) I=1 = =1

Assim a solugao do sistema sofre impulsos em:

16 32 1
to =0, t:,t:~~,%:4b— y
0 1 2 47’L+1

A semidrbita negativa v~ (a) = ¢((—o00,4), a) é representada abaixo, na qual os pontos

em destaque correspondem as solugoes nos tempos em que os impulsos ocorrem.

Figura 1.10: Semiérbita negativa com condicao inicial a.

4 4 4 y(t)

Fonte: Elaborada pela autora.



2 Sistemas Impulsivos

Este capitulo traz um estudo sobre sistemas impulsivos com respeito a existéncia de
solugao e também a estabilidade. Como no caso ordinario, veremos que é possivel, com
sistemas lineares, definir a matriz fundamental de solu¢do e demonstrar alguns resultados
de estabilidade envolvendo a tal matriz, também faremos estudo de um sistema quase-
linear, sob algumas hipéteses, no caso de impulsos em tempos varidveis. As referéncias
utilizadas neste capitulo foram [7], [13], [14] e [15].

2.1 Sistemas Lineares

Consideremos o sistema de equacoes impulsivas lineares e homogéneas:

dz
=AW -z, t#,
o =Al) -z, t# 2.1)

Sendo A(t) uma matriz n X n cujas entradas sdo fungoes continuas no intervalo I e
B; ¢ uma matriz cujas entradas sao constantes para cada ¢ € N, além disso t; sao tempos

fixos tais que t; < t;; 1. Denotaremos por I,, a matriz identidade n x n.

Teorema 2.1. Ezxisténcia e Unicidade
Seja A(t) uma matriz como descrita acima, dado um intervalo [to,to+h] C I, contendo
um numero finito de pontos t;. Entdo, para qualquer zo € R", a solugio do sistema (2.1),
dada por x(t,xo) com a condi¢io inicial x(to, xg) = xo existe para todo t € [ty to + hl.
Além disso, para todo i, tal que t; € [to, to+h], as matrizes (I,,+ B;) sdo nao singulares,
temos entao:
2(t, 20) # 2(t, %o),

para todo t € [to,to + h], com xq # yo.

Demonstracao. Seja ty < t; < tj41 < --- < tjpx < to + h. Pelo Teorema de Picard, a

solucdo x = ¢;(t) do sistema ordinario:

dx
pri A(t)x, (2.2)

23
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com a condigdo inicial dada por ¢;(ty) = o existe e é Gnica no intervalo [to,t;], para
qualquer xg € R". Lembremos aqui que as solug¢oes do problema impulsivo sdo funcoes
continuas a esquerda.

Para t € [to, t;], definimos z(t, xg) = ¢, (1).

Segue do sistema (2.1), que para t = t;, temos:

JZ;_ = flf(tj,l'o) + Ax = [E(tj,l’o) + Bj lL‘(tj,ZL'()) = (In + BJ) IL‘(tj7.170).

Novamente, utilizando o Teorema de Picard, existe uma tnica solugao para o sistema

(2.2), no intervalo [t;, t;41], sendo a solugdo = = @;1(t), @j(t;) = ;.

Assim, podemos estender a solucao (-, o) do sistema (2.1) até t = ¢4, fazendo
x(t,xo) = @jr1(t), t; <t <tjp.
E em t =t],,, temos:
2(tjr1,20) = (In + Bjs1) @(tjs1,m0) =27,

Denotamos a solugao do sistema (2.2) com a condig¢ao inicial :c]trl por @jt2. Nova-
mente, podemos estender a solugdo x(t, zo) do sistema inicial (2.1) até o instante t = ¢,

fazendo,

z(t,20) = @j42(t), L1 <t <tjeo

E assim, repetimos o argumento e, uma vez que, por hipdtese, o intervalo [to, to + h]
possui um nimero finito de pontos ¢;, construimos a solugao z(t, zy) do sistema (2.1) em
todo o intervalo.

O processo de construcao da solucdo z(t,zo) apresentado, supoe ty < t;, no entanto,
se temos ¢y = t; a construcao de z(¢, ) segue com desenvolvimento semelhante, com a
observacao de que temos:

z(td) = (I, + B;)xo.

E a partir disso, construimos a fungao ¢;.1(t;) = x;r

Para provar a segunda afirmacio do teorema, observemos que se x(t;, zo) # z(t], yo),
entdo pelo Teorema de Picard, segue que z(t,z9) # x(t,yo) para todo t; < t < t;41,
i=g,7+1,--,j+k.

E temos que:
2(t,x0) — x(tf yo) = (In + Bi) (x(ti, x0) — 2(ti, 0))-

Como, por hipétese, (I, + B;) é ndo singular, e z(t], zo) # x(t},v0), segue que
x(ti, o) # x(ti, yo)-
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Logo x(t,xg) # x(t,yo) para todo t € [to,to + h|, sempre que xg # yo e (I, + B;) for
nao singular para ¢ =j,7+1,---,7+ k, o que conclui a prova da unicidade.
[

O préximo teorema garante que o conjunto solu¢do de um problema linear impulsivo

é um espaco vetorial, como ocorre no caso ordinario.

Teorema 2.2. O conjunto X de todas as solugoes do sistema (2.1), definidas no intervalo

[a,b], forma um espago vetorial de dimensdo n.

Demonstrag¢io. Denotemos por S o conjunto de todas as solugoes de (2.1). Sejam @1, -+ , ¢,
solugbes arbitrarias do sistema (2.1), definidas no intervalo [a, b] e ¢1, o, - , ¢, escalares
(podendo ser reais ou complexos).

A combinacao linear ¢ = c1p1 + capa + - - - + ¢pp € solugao de (2.1). De fato,
/ / / /
@ =c1py Tt Pyt F oy,
e cada p;, i=1,---,n é solugdo satisfazendo (2.1), tem-se:

¢ = clA(t) o1 + 2 A(t)pa + - + L At) .

/

Y = A(t)(clSﬁl + Copo + - -+ + cngon).
¢ = A(t)p.

E assim ¢ é solugao de (2.1). Portanto, o conjunto das solugoes é um subespago
vetorial do espaco de todas as fungoes definidas em [a, b].

Considerando ¢c; =1 e cy = --- = ¢, = 0 e aplicando o Teorema de Picard, existe uma
solugao tnica x de (2.1) no intervalo [a, b], satisfazendo z(to) = ¢(ty).

Para mostrar que a dimensao é n, mostremos que S é isomorfo ao espaco R".

Consideremos entao a fungao g, : S — R", ¢(¢) = ¢(t) que mapeia uma solucao
©(t) € S, ou seja, g leva a solucao ¢ a sua imagem calculada no instante ¢.

Temos que g; : S — R" é linear. Pois, sejam @1, s € X e k uma constante qualquer,

entao

9i(p1 4+ @2) = p1(t) + pa(t) = gi(p1) + gi(p2).
ge(k-o1) =k-@1(t) =k - gi(p1).

Utilizando o Teorema 2.1, segue que a imagem de g; é de fato todo o R", pois para
cada xy € R", existe uma solugao ¢(t) = x(t,x9), ¢(ty) = xo, provando a sobrejetividade
de g;.

E ainda, o nucleo da g; tem somente o vetor nulo, pois, também pelo Teorema 2.1,
©(t) = 0 implica que ¢ é identicamente nula pela nao singularidade de (I,, + B;), assim,

g; € injetiva.
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Portanto, temos um isomorfismo e segue que o conjunto S tem mesma a dimensao de
R", ou seja, é um espago vetorial de dimensao n.
O

A base no espaco S é chamada base fundamental de solugoes do sistema.
Denotemos por X (¢) a matriz, cujas colunas sao as solugoes fundamentais do sistema

(2.1), esta é chamada de matriz fundamental e, pelo que vimos anteriormente,
z(t) = X(t) - ¢, (2.3)

é uma solucao do sistema para qualquer vetor ¢ com entradas constantes. Se o vetor ¢
varia em R", entao a familia de solugbes (2.3) forma um espago vetorial.

A matriz fundamental X (¢) satisfaz o sistema impulsivo matricial:

dX
=AM X, t#t, 2.4)

AX =B,-X, t=t.

Além disso, qualquer solugao nao degenerada (ou seja, nao nula) do sistema (2.4) é
uma matriz fundamental do sistema inicial (2.1).

Todas as solugoes nao degeneradas do sistema (2.4) sao dadas pela expressao:

sendo Xj(t) alguma solucdo nao degenerada de (2.4) e C' é uma matriz arbitraria nao
singular.

A solugao X (t) ndo degenerada de (2.4) que satisfaz a condicdo X (to,tg) = I, é
denotada por X (t,tp).

Denotemos por U(t, s) uma solugdo do problema matricial de Cauchy:

U
S AR U
=AW U,
U(t,t) = I,

Veremos a seguir como U(t, s) pode ser usado na expressao de X ().
Note que quando ty < t < ¢, a solugao X () ndo tem impulso e corresponde a matriz

fundamental do caso ordinario:
X(t) = Ut to) - X (t0).
No primeiro momento de impulso, ou seja, t = ], temos:

X(t1) = (I + B1)U(t1,t0) X (to).
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Em t] <t < t], obtemos:
X(t) =U(t,t1)(I + B1)U(t1,t0) X (to).
E no segundo momento de impulso, quando ¢ = tJ a solugao é escrita como:
X(ta) = (I + B2)U(to, t1)(L 4+ By)U(t1,t0) X (to).

Logo, repetindo o processo até o iltimo momento de impulso, qualquer solugao X ()

do sistema (2.4) pode ser representada por:

X(t) = Ut tjpr)In + Bigr)U(tjrn, tje—1)In + Bjpp—1) X - -
XU( J+17 )(I + B; )U(tjatO)X(t0)7

para tj,1 <ty < tj < tj+k <t< thrkJr]_.

Ou ainda:

X(t)=U(t, tjrx)(In + Bjir) f[ Utjto, tivo1)In + Bjy1)U(t), t0) X (to),  (2.5)

v=~k

para: t 1<t < t < tj+k <t< tj+k+1~

Em particular, para X (¢, 1),
X(t,to) = Ut tjee)(In + Bjir) - Ulljsn tjsk—1)(In + Bjpi—1) -+ - (In + B;) - U(ty, to),

pois X (to,t0) = I,,. Equivalente a:
1
X(t to) = Ut tjr1)(Ln + Bjr) [T Utjsos tjro1)(In + Bjso1)U (85, 10), (2.6)
v==k
com: t 1<ty &£ t < tj+k <t< tj+k:+1-
A partir de (2.5), temos:
det(X (1)) = det(U(t tivk)) det(l, + Bjyx) X

X H det ]—HH j+v 1)) det(In + Bj—l—v—l) det(U(tj, to)) det(X(to))

Utilizando a Férmula de Liouville (1.17), segue que:

¢ ~(A(s))ds
det(X (1)) = eftHkT( % Get(I, + Byuy)
Lty r(A(s))ds s
« He o PO G 4 Byaw el TAD qor(X (1),
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E assim:
k+1

det(X(t)):det(X(to))ef A TT det(I, + Bjays),

v=1

para: tj 1 <ty < t < t]+k <t< tj—i—k:—‘rl‘

Como (I, + B;) é nao singular, segue que X (t) também é nao singular desde que
X (to) seja ndo nula. Sendo X (t) ndo singular, implica que esta possui inversa e X '(t) é

denotada por:

X)) = X)) Uty to) (L + By) ™ U™tk ti1) X
X (Ln+ Bjx) Ut ty10),

com t] 1 <1y < t < tj+k <t< tj+k+1-

E o produto é dado por:
m+1
XX () = Ult, tyr) [+ Byso)Ultysos tyro) (I + Bien)Ultymss), (2.7)
v=k

Sendo, tj+m_1 <s < tj+m < tj+k <t< t]’+k+1.

Observemos que (2.7) é valida, pois temos s < t, assim os termos da matriz X *(s)
serdo cancelados, restando apenas o tltimo fator que corresponde a U™ (¢4, s) = (I +

Bjm)U(tj4m,s). A prova pode ser feita por inducao.

Considere, por exemplo, as solugoes:

X(t) = Ul(t, t3)(I 4 B3)U(ts, t2)(I + Ba)U(ta, t1)(L + B1)U(t1,t0) X (t0), e,
X(S) = U(t1,8)<1+Bl)U(tl,to)X(t(]),

com s < t; <ty <tz <t.

Entao:

X(t)X_l(S) = U(t, tg)(I + Bg)U(tg, tQ)(I + BQ)U(tQ, tl)U_l(tl, 8).
Como U(t,t) =1, = U Nt,t)=(I,) ' =1,="U(tt), logo:

X(t)X7(s) = U(t,t3)(I + Bs)U(ts, t2)(I + Ba)U(ta,t1)(I + B1)U(ty, s).

Em particular, para X (¢, 1), temos:

:
X7t to) = UMty t0) T+ Bjror) U™ (s o1 ) (L + Bygn) U ().
v=1
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E assim,
s+1

X(tto) X (s,t0) = U(t,tjrn) [T + Bjso)Ultjsos tivo1 )L + Bjs)U(tas, t).
v=k

= X(t,s),

para tj,1 <ty < t]’ < tj+5,1 < s < tj+8 < tj+k <t< tj+k+1-
Set; < s <t < tiy, entdo X(t,t9)X '(s,tg) = U(t,s). Note também que qualquer

solugdo z(t, x¢) do sistema inicial (2.1), z(to, o) = x¢ pode ser escrita de tal modo que:

X(t,20) = X (t, to)o. (2.8)

2.1.1 Sistemas Nao Homogéneos

Consideremos agora o sistema:

dz

=AWz + fb), tH#4t,

=AW+ ), tF 09
Az = BzI -+ a;, t= ti,

no qual as matrizes A(t) e B; e os instantes t; sdo os mesmos do sistema (2.1). Além
disso, f(t) é uma func¢ao continua (continua por partes) no intervalo I, e a; sdo vetores
com entradas constantes. O sistema (2.9) é chamado de sistema de equagoes diferenciais
lineares nao homogéneo com acao impulsiva.

A relagao entre as solugoes do sistema ndo homogéneo (2.9) e o sistema homogéneo

correspondente (2.1) é descrito pelo teorema a seguir.

Teorema 2.3. Se p(t) € uma solugao do sistema (2.1) e () € uma solugcao do sistema
nao homogéneo (2.9). Entdo a funcio x = ¢(t) + 1 (t) é uma solugdo do sistema (2.9).
Por outro lado, se ¢i(t) e @o(t) sao solugdes do sistema nio homogéneo (2.9), entdo

T = 1 — @y € uma solugao do sistema (2.1).

Demonstragio. Suponha ¢(t) solugdo de (2.1) e 1(t) solugao de (2.9).
Entéao, denote o = p(t) + ¥(¢)

do

Y )
— AWp(t) + AW(E) + (D
= AW (t) + (D) + F0)
G A o)+ ), t At

dt
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E ainda, como Agp = B;p e Ay = Byt + a;, temos:

= Bilp—v) ta
= Bia—i—al-, t:tl

Concluimos que o é solucao de (2.9).

Agora, suponha ¢;(t) e @a(t) solugoes do sistema (2.9) e denote v = ¢y (t) —

T~ ) - )
= AWelt) + F(0) ~ AW ~ 71
S GICORRI)

T = AW, t# b

Sendo Ap; = B;p1 + a; € Aps = Bips + a;, segue que:

Ay = Bipr+a; — Bipa — a
= Bz‘(<,01 - 902)

Satisfazendo, por sua vez, a condigao do sistema homogéneo (2.1).

pa(t).

O

A seguir veremos um exemplo sobre solucao para sistema nao homogéneo e a aplicagao

do teorema anterior.
Exemplo 2.4. Consideremos o sistema nao homogéneo:

y/:—Zty+t, t%k, ]{}:172’...
Ay=y*+1, t=k

O sistema homogéneo associado a (2.10) é dado por:

¥ =-2x, t#k k=12,
Az =22 t=k.

Assim, a solucao geral do sistema ndo homogéneo (2.10) é

1
y(t) =cz- e 5

(2.10)

(2.11)
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Por outro lado, a solugao geral do sistema homogéneo (2.11) é expressa pela fungao:
—t2

xz(t)=c e

O Teorema 2.3, afirma que ¢(t) = x(t) + y(t) satisfaz o sistema (2.10). Consideremos
a solucao em ambos os sistemas impulsivos com a condigdo inicial (0) = 2 e y(0) = 2,
respectivamente.

Para o sistema homogéneo, temos:

e Setel0,1], temos:
o(t) = 2¢7"

e Quando t = 1, ocorre o primeiro salto:
2
p(17) =2(1) + Ax =27+ (2e77) =27 472,
« Set € (1,2], consideremos a nova condicio inicial 2(17) = 2e™! 4 4e2:
z(t) = (2+4e He
Figura 2.1: Solu¢ao da EDI homogénea (linha sélida).

1 x(t)

x(t)

0.5

Fonte: Elaborada pela autora.

E para o sistema nao homogéneo:

« Setel0,1], temos:

e Quando t = 1, ocorre o primeiro salto:

3 1\? 7
(e_l—i—) +1=-+"e?+3e".

W
=~ ©

3 1
y(17) =y(1) + Ay = 56_1 Tt
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e 2+ 3e L

=~ ©

7
e Set € (1,2], consideremos a nova condicio inicial y(17) = 1 +

5 9 1
y(t) = (46 +oet 3> et 4 5

Figura 2.2: Solu¢ao da EDI ndo homogénea (linha solida).

y(t)
3

v

1.5

1

0.5

7
-05 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 t

Fonte: Elaborada pela autora.

A partir disso g(t) = z(t) + y(t) para t € [1,2] é expressa por

5 9 )
9(t) = (2+4e7 e + (46 +oe 3) e

A 25 e 1
= (4e+4e +5)e +2.

Derivando ¢(t) e igualando a y'(¢):

5 25 2 1
= y(t) = (et et +5) e+ 3
y(t) <4e—|— L€ to)e 4,

satisfazendo a solugao do sistema nao homogéneo (2.10).
Além disso, o Teorema 2.3 garante que a diferenca entre duas solugdes do sistema
(2.10), satisfaz o sistema homogéneo (2.11). Para isso, consideremos y*(t) para a solucao

do sistema (2.10) com nova condi¢ao inicial y(0) = 1, obtemos:

e Sete€l0,1], temos:

y'(t) =< (e +1).

e Quando t = 1, ocorre o primeiro salto:

e ? + et

| =

y'(17) =y(1) + Ay = ! (e +1)+ (1 (e + 1))2 =Ty
2 2 4
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2

e +6_1:

o |

7
e Set € (1,2], consideremos a nova condicio inicial y*(17) = 1 +

> 1 1
y*(t) = (46 + Ee_l + 1> e+ 5

A representagio grafica da solugdo do sistema (2.10) com condigao inicial y(0) =1 é

apresentada a seguir:

Figura 2.3: Solugdo da EDI nao homogénea (linha sélida).

y(t) T

y*(t)

-0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 t

Fonte: Elaborada pela autora.
Segue que h(t) = y(t) — y*(t), para t € [1,2], é expressa como:

Sp 42 >, 1 5 1 . 1
w = (gt +3) g - (g g 1) -

= (2671 + 2) e
Derivando h(t) e igualando a 2/(t):
= z(t) = 2 +2)e ",
satisfazendo a solucao do sistema homogéneo (2.11).

O préximo resultado estabelece uma mudancga de variavel para o sistema nao homo-
géneo. Também é admitido um tnico impulso ¢;, mas a ideia pode ser repetida se tiver

uma quantidade finita de momentos de impulso.

Teorema 2.5. Seja S uma matriz nao singular continuamente diferencidvel para t €

[a,b] — {t;}. Entao a mudanga linear de varidveis:

x=S5(t)-v. (2.12)
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transforma o sistema ndo homogéneo (2.9) na forma:

dy 1 dS 1
W =570 4050 - G v+ 700, o -
Ay = STt (=AS + B;S)y + St a,, t=t,.

Demonstragio. Considere o sistema nao homogéneo (2.9) e fazendo a mudanca de variavel

(2.12) segue que:

‘Z — A(t)e + f(t) = AB)S(t)y + f(2).

Além disso, derivando (2.12):

o =5 Wy + Sty
Entdo:
S'(ty+ Sty = At)S(t)y+ f(t).
Sty = A@t)S(t)y —S'(t)y+ f(t)

J = STIADSH - SOy + S0
Y~ s |amso - G| s s

Além disso, pelo sistema nao homogéneo (2.9), segue que:

Ax = BliL’ + a; (2é2> BZ(S(t)y) + as, t= tl

Eainda, Az =z(t") —z(t) 2 SE)yth) — St)y(t), t=t,.

Obtemos assim,

SN y(t") = Sty(t) = BiS(t)y + ai.
Syt = SH)y(t) = St y(t) = =St )y(t) + BiS(t)y + a;.
SNyt = SENyt) = SENyt) — SH)y(t) + B:S(t)y + a;.
StHAy = —ASy+ B;S(t)y + a;.
StNAy = [~AS+ BS(H)y + as.

Ay = SHtH[-AS+ BSH]y+ S tMa;, t=t.
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Em particular, se S(t) é a matriz fundamental do sistema:

dx
= P{)-x, t#t,
dt *) 7 (2.14)

AI’:Fi'I’, t:t“

sendo (I + F;) matrizes ndo singulares o sistema (2.14) torna-se:
d
=57 [A) - POISWy + ST O, ¢t
Ay =S (t5)(Bi — F)S(y + 57t )as, t=t.

Temos as equagoes acima, pois, sendo S(t) a matriz fundamental do sistema (2.14),
entao:
S'(t) = P(t) - S(b),
AS =F;-S(t).

Se A(t) = P(t), B; = F; e S(t) = X (t), sendo X (¢) a matriz fundamental do sistema
impulsivo (2.1), entdo a mudanga de variaveis (2.12) é chamada “Variacdo dos Parame-
tros”, pois o vetor ¢ em (2.3) pode ser substituido pelo vetor y. E assim o sistema nao

homogéneo (2.9) torna-se:

dy ;
Y XY - f(), t#t, (2.15)
Ay=X"'(tHa, t=t,

7

que pode ser prontamente integrado. Considerando X (t;) = (I + B;)X (t;), a condicao

de impulso pode ser escrita como:
Ay =X"1t)I+ By) a;, t=t.
Assim de (2.15), obtemos:

y=c+ t:X_l(s)f(s)der S Xt + B a,

to<t;<t
sendo ¢ = y(ty) um vetor constante.
Corolario 2.6. Seja X (t) a matriz fundamental do sistema impulsivo (2.1) com a matriz

(I + B;) nao singular. Entao toda solugao do sistema ndo homogéneo (2.9), parat > tq é

dada por:

et [ XN fe)ds+ Y XU+ B) a|.  (2.16)

to to<t; <t
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Em particular, se X (to,to) = I, entao qualquer solugao do sistema (2.9) x(t,xq), com

(to, z0) = o, t > to pode ser escrita como:

t
z(t,zo) = X(t,to)zo + | X(Es)f(s)ds+ > X(t,t)a;. (2.17)
to to<t; <t
Demonstrag¢io. A demonstracao é consequéncia direta do Teorema 2.5.
Observemos que, seja X (t) a matriz fundamental do sistema (2.1), segue entao que

x(t) = X(¢) - y, (substituimos o vetor ¢ pelo vetor y), e, pelo Teorema 2.5 temos:

o(t) = X (1)

o+ tjx—l(s)f(s)dH S Xt + B a)

to<t;<t

Para o caso particular, como X (to,to) = I, = I,;' = X '(t,t), e ainda por (2.8) a

solucao pode ser escrita como

x(t,to):X(t,to)xo+/:X(t,s)f(s)ds+ S X(4tHa >t

to<t;<t

[]

Estas duas relacoes mostram que se as solugoes do sistema homogéneo correspondente
sdo conhecidas, entao as solugoes do sistema nao homogéneo (2.9) podem ser determinadas

resolvendo a expressao (2.16) ou (2.17).

2.1.2 Estabilidade de Solugoes

Nesta secao utilizaremos o conceito de norma matricial, apresentaremos, assim, uma
breve introducao deste conceito e algumas propriedades que serao importantes para o
desenvolvimento dos resultados de estabilidade.

Apresentamos na sequéncia a definicao de estabilidade para o sistema diferencial im-
pulsivo com impulsos pré-fixados. Entretanto para os resultados apresentados, faz-se
necessario uma breve introdugdo sobre normas de matrizes com referéncia em [15].

A norma de um vetor x pode ser interpretada como sendo o comprimento ou a mag-

nitude de x e essa ideia também pode ser estendida ao espago de matrizes.

Definicao 2.7. Chama-se norma de uma matriz A e denotamos por ||A|| qualquer funcao
|| - || definida no espago de matrizes n x m, com valores em R, satisfazendo as seguintes

condicoes, sendo A e B matrizes n X m:
i [JA| =0, [|[Al=0< A=0 (Positividade)

ii. ||aA| = |af - ||A|| para todo escalar « (Homogeneidade Absoluta)
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iii. ||A+ B| < A+ |IB]| (Desigualdade Triangular)
Além disso, quando temos m = n e as normas || - || sdo as mesmas, é valido:
iv. ||AB| < ||4] - ||B]] (Consisténcia)

E se A é uma matriz n X n e  um vetor m x 1, entao vale:
[Azllv < [[Allar - [l]lv-

Assim, em correspondéncia a qualquer norma vetorial no R", é possivel definir uma
norma matricial compativel que é denominada normal matricial subordinada a norma

vetorial. Se A = (@;j)nxn, utilizaremos a seguinte norma matricial da soma:

1A= >_ llaisl-

ij=1

Vamos definir solugao estavel para o problema impulsivo, que permite estudar o estado
do sistema em determinados pontos, ou seja, estudar o comportamento das solucoes.
Assim uma condicao inicial suficientemente proxima de uma solucao estavel, por exemplo,
implica que o sistema nao se alterara.

Consideremos o sistema impulsivo a seguir:

dx

AW -z, t £t
AW 14
93(753) = Zo,

em que A(t) é uma matriz n X n cujas entradas sdo fungoes continuas e limitadas para
t#t;e B;,i=1,2,--- sdo matrizes cujas entradas sao uniformemente limitadas. Além
disso, t; sao tempos fixos tais que o indice 7 pertence ao conjunto dos naturais, de modo

que: tg <ty <---<t; <ty <---et; = oo quando i — 0.

Definic¢ao 2.8. Seja T = x(t, tp) uma solugao de (2.18) para t > t;. Entao a solugdo T de

(2.18) é denominada:

i. Estdvel, se para todo € > 0 e t € R, existe um § = §(tg, €) tal que para t > ty:

z(ty) — 7| <6 = |o(t) — 7| <e.

Assim, solugoes que se iniciam proximas de T permanecem proximas de T para todo
t >t
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1i.

1il.

Assintoticamente estavel, se acontece (i.), ou seja, é estavel e, além disso, para cada

e>0ety € R" existe dg = dy(tg) > 0, tal que para t > t,
lx(to) —T| <0y = |x(t) —T(t)| <e.

Ou seja,
lim z(t) = T(t).

t—00

Neste caso, além de se ter estabilidade, a solu¢ao que se inicia proxima a T tende a

T com o passar do tempo.

Instéavel, se ndo acontece (i.), ou seja, existe € > 0 de modo que para todo & > 0

temos para algum t > t,

2t — 7| <8 = |o(t) —7| > e

Dessa forma, a condi¢ao de estabilidade da solu¢ao do sistema (2.18) é enunciada a

partir do teorema a seguir:

Teorema 2.9. Uma condi¢cdo necessdria e suficiente para a estabilidade de uma solugdo
x(t, zo) do sistema (2.18) é a matriz fundamental X (t,ty) do sistema (2.18), que satisfaz
X(to,to) = I, ser limitada para t > t.

Uma solugdo é assintoticamente estdvel se, e somente se, a matriz fundamental X (t,to)

satisfaz:

tliglo X(t, to) =0.

E para ser uma solugdo instavel é necessario e suficiente que X (t,ty) seja ilimitada

para t = t.

Demonstragao. Seja X (t,ty) a matriz fundamental do sistema (2.18), entao pode ser re-

presentada conforme (2.6)por:

1

X(t,to) = U(t, tjpr)In + Bipk) 11 Utjso, tivo—1)In + Bjro-1)U(t;, to).
v=~k

Sendo z(t, zo) uma solugao de (2.18), entdo esta pode ser escrita como:

.I'(t, iL'o) = X(t, to)l’o.

Dessa forma, a diferenca entre duas solucoes do sistema ¢é dada por:

x(t, o) — x(t,yo0) = X(¢,t0) - (xo — yo)- (2.19)
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Uma vez que buscamos uma diferenca pequena entre solu¢oes numa vizinhanca de
x(t, zo), o comportamento da solu¢ao dependera de X (t, ) quando ¢ — co. Desse modo,

vejamos as possibilidades que satisfazem as condigoes necessarias e suficientes do teorema.

Suponha X (¢,t9) = {q¢:;(t)} limitada para t > to, ou seja, existe uma constante M > 0

tal que a expressao a seguir ¢ valida para todo t > t:

IX (¢ to)ll = > ldas(t)] < M < co.

2,j=1

Entao:

l2(t, o) — 2t yo)l = [[X(Z,%0) - (0 — o)l
< X @)l - [0 = wo)l
= M- lzo — yol -

Seja, ||xo — yol| <6 < %, entao:
|lx(t, zo) — x(t, yo)|| < e.

Ou seja a solugdo xz(t, xg) satisfaz a definicao de estabilidade.

Se tllm X(t,tg) = 0, ou seja, pela definigdo de limite, 30 > 0, tal que

t>0 = | X(tt)| <e.

E assim, a matriz X (¢,y) é limitada e por (i.) a solugdo é estavel.

Supondo tlim X(t,tg) =0, segue de (2.19) que:
lim [[a(t, z0) — a(t,yo)| = 0.

para qualquer solugao z(t,yp), isto significa que a solugdo x(t,z() é assintoticamente

estavel.

Suponha agora, X (t, %) ilimitada para t > t,. O que significa que existe uma sequéncia

infinita e crescente de niimeros ty < t; < ---, tal que:
Jim [[X (1. 10)]| = oo,

Nesta situagao, entre os elementos da matriz fundamental X (¢, ) existe a0 menos um

elemento ¢, 4(t) sendo «, 8 € {1,2,--- ,n}, em que:

Jim [Jga,s(t) | = oo, (2.20)
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A solucao z(t,zg) do sistema (2.18) é representada por:
z(t, x) = [ Ty Ty - Xg e Ty }

Seja, entdo, a solugao z(t, x) do sistema (2.18) que passa pelo ponto xj, quando t = t,
tal que as coordenadas sejam as de z(t, ) exceto pela entrada x5 # Ty

*

m(t,xé):[xl Ty e @l e xn]

Como:
.I(t, to) = X(t, to) - Xo.

Observando o elemento ¢, 5(t) da matriz fundamental, a solugdo é representada por:
Ta(t, 25) = qap(t) - 5.
Dessa forma, a diferenca entre as solugoes na entrada « é dada por:
Ta(t, 15) = Za(t; 20) = qap(t) - (25 — 2p).
Segue por (2.20) que:
T (ot ) — alty, )| = .

Nao importa quao pequena seja a diferenca (v — ), a fungdo x4(t, z5) — 2a(t, 7o)
serd ilimitada quanto ¢ — oo implicando que x(t, z)) — z(t, xy) também seja ilimitada.

Portanto a solucao é instavel.

Como X (t,y) ndao depende da condi¢ao inicial de x(t, x¢), as solugoes do sistema (2.18)
sdo estaveis ou instaveis, o sistema, por sua vez, é denominado conforme a estabilidade

das solugoes, ou seja, temos sistemas estaveis, assintoticamente estaveis ou instaveis.

Consideremos, por exemplo, o sistema:

dx
— =a(l) -z, t#L;,
dt ®) 7 (2.21)

Entao podemos escrever a solugao de (2.21):

Para t € [to,t1]:
ft a(s)ds

x(t) = xg - e’to
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Em t1, temos: z(t]) = z(t1) + bix(t1) = (14 by)x(t1)

(tl) _ .730(1 + bl) f a(s)ds
E para t € (ty,ts):

= z(t) = xo(1+ by) - efto1 ¢

= 2(t) =zo(1+b) - o 0

Quando ty, temos: z(t5) = z(t2) + box(ty) = (1 + ba)x(ts)
(tQ) = ZE()(l + b2) f a(s)ds

Assim,

= x(t)

a(s)ds

S w(t) = w1+ by) (14 by) - e

Seguindo o mesmo argumento, para t € (t;,t;41], j =1,2,3,--,

) = wo(14b1)(1+bs) - - (14 by)edo 1%,
x( )

4

L

Zln|1+b\+/

4

Io(l + bl) . e‘fto1 a(s)ds (1 + bz) f a(s)ds ft a(s)ds'

t € (ta, ts].

t
1n|1+bll+---—|—ln|1+bj|+/ a(s)ds
to

Assim, o sistema serda denominado estavel, assintoticamente estavel ou instavel a partir

do comportamento da expressao:

t
/a(s)ds—|— S In |1+ b,

to to<ti<t

que pode ser limitada ou tender a —oo quando t — oo ou ser ilimitada para t > tg

Os sistemas impulsivos lineares com coeficientes constantes, sao sistemas de resolugao

mais simples, mas serao importantes para determinar a estabilidade de sistemas mais

complexos.

Consideremos o sistema : p
€T
o , U

Axr = BQ?, t= ti,

sendo A e B matrizes com entradas constantes.

(2.22)
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A construcao da solucao do sistema é apresentada a seguir:
Se to = t§, entdo
X (t,to) = (I, + B)eAt=1),

Se ty <t < tf, entdo
X(t, tg) = A1, + B)eAlt-10),
Se t = ], entdo
X(t,to) = (I, + B)eA=1)(I,, + B)eAt10),

Prosseguindo a construgao, a matriz fundamental X (t,%,) do sistema (2.22) é repre-

sentada pela seguinte equagao:

X(t,tg) =) T (I, + Bttt (2.23)

to<ty, <t

Suponha, entdo, que as matrizes A(t) e B; do sistema (2.18) possam ser escritas como:

Alt) = A+ P(t),

sendo as matrizes A e B constantes, P(t) uma matriz cujas entradas sao fungoes continuas
no intervalo I e F; é uma matriz com entradas constantes para cada ¢ € N. Dessa forma

o sistema (2.18) pode ser escrito como:

dx
— = Ax+ Pz, t+t,,
dt (¥ 7 (2.24)

Ax = Bx + Fr, t=t,.

A partir de (2.22) e (2.24) podemos estabelecer certa relacao de estabilidade entre as
solugoes contudo, é necessarios, antes, enunciarmos um importante lema que sera utilizado

no teorema de estabilidade.

Teorema 2.10. Desigualdade de Gronwall-Bellman

Sejam u(t) e f(t) fungoes continuas e ndo negativas no intervalo I = [0,00) satisfa-

zendo

u(t) < up+ /Otf(s)u(s)ds, tel,

em que ug € uma constante nio negativa. Entao u(t) satisfaz

t
u(t) < ug - eo f(s)ds, tel.



Sistemas Lineares 73

A prova deste resultado pode ser encontrada em [7].

Lema 2.11. Suponha que uma fung¢io u(t) continua por partes e nao negativa satisfaz

para t = ty,

u(t) < C + t:v(s)u(s)ds—i— S Bult,). (2.95)

to<t;<t
sendo C = 0, B; = 0, v(t) € uma fungao continua e positiva e t; sao os pontos de

descontinuidade de primeira espécie da fungao u(t). Entdo a sequinte estimativa é vdlida

para u(t):
<C- I (1+B)elo"®* (2.26)
to<ti<t
Demonstragio. Considere t € [ty, 1] entdo a desigualdade (2.25) é escrita como:
t
u(t) <K CH+ | v(s)u(s)ds. (2.27)
to
e pela desigualdade de Gronwall-Bellman temos:
ult) < Celo ™"t e o, 1], (2.28)

e concluimos a validade do lema neste intervalo.
Provemos o lema usando indugéo finita. Fagamos a prova para o caso t € (¢, to].

Por hipotese, temos

u(ty < C+ t:v<s>u<s>ds+/alu<t1>

= O Bult)+ [ o(shuls)ds + [ o(s)u(s)ds.

to t1

Usando (2.28) e aplicando na desigualdade anterior, ficamos com:

w(t) < C + B - cefto”)d5+/ o(s) - Celo ™ s 4 [ o(s)uls)ds. (2.29)

to t1

t1

Notemos que:
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Voltando em (2.29), ficamos com:

1y s)ds

u(t) < C(1+ p1) el + /t v(s)u(s)ds.

t1

Portanto,

a1
em que C* = C (14 /) eho VO

Aplicando o Teorema 2.10, obtemos:

t
U(t) C*eftl 'v(s)ds7

U(t) < C(l 4 61) 61;0 v(s)ds ) e‘ftl v(s)ds.

N

ou seja,

‘ v(s)ds

= u(t) < C(1+B) et e (b, 1],

Admitindo a hipétese (2.27), concluimos que:

w(t) < C + t:v(s)u(s)ds—i— S Bult),

to<t;<t

com t € (tg_1,tx]. Mostremos agora que é valido também para t € (tg, txt1].

Devido a hipétese de inducao, sabemos que:

tlUSuS S
u(ty) < C’efto (SJuls)ds.

2
ults) < O (14 ) el

u(ty) < C[1+ B+ By) - (1+ Br_1)] eft’;k—l o(s)ds

Agora, para t € (tx, tgi1], vale:

t

k
ut) < C+ \ v(s)u(s)ds + Zﬁzu(tl)

= C+ fu(ty) + Pou(ts) + - - - + Brulty) + b v(s)u(s)ds + v(s)u(s)ds.

to tr
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Utilizando as hip6teses nos termos u(t;),

s)ds s)ds

t s
1 v(s) - Ol "% g +

w(t) < C+pr-Cela @ 4 5, 014 gyl ™
+ Br-Cl(1+p5) - (14 Bk,l)]eftok_lv(s)d n

to

to s

+ /t v(s) - C(1+ Bl)efto“(s)dsds ot
1

t

b [ () - ClA+ B+ B (14 Bn)elo s 1 [ o(s)uls)ds.

173 ty

u(t) < C{l—i—/Bl.eftolv(S)dS"i_/BQ (1+51)f U(S)S+"-+

b Be (14 81) - (14 Boy)eho 0% 4
+ {eﬁol”(s)ds—l} (1+6)[f ”(s)ds—l} TR
+ (14 8)(1+B) - (14 By [eﬁtf”“)ds _ 1}} + /t o(s)u(s)ds.

ty

= u(t) < C <H(1 + g)elo ”<s>d8> + / Co(s)uls)ds,

173

22
como C* =C (H(l + Bi)efto v(s)ds> é constante, pela Desigualdade de Gronwall,

=1

<H 1+ B)e ft (s)d8)7

k t
(H 1 + 6 v(s)d ) ) ej;k v(s)ds
B

para t € (ty, txs1], provando o lema.

Assim, considerando os sistemas (2.24) e (2.22), segue o teorema:

Teorema 2.12. Se as solugoes do sistema (2.22) sao estdveis, entdo as solugoes do sis-

tema (2.24) também sdo estdveis se:

LT IPE)ds <00 e TT(1+[1A]) <o

ti>to

Demonstra¢io. A matriz fundamental de (2.22) é representada por:

X(t,to) = e [ (In+ B)etter1) gy =1

to<ty,<t
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Como a matriz (I + B) é nao singular, entdo X (¢, ) também é ndo singular e ainda:

X(t,to) - X o to) = e ] (L + B)e G l=(1, + B)eAtsn=),

o<t;<t;
ti<t<ti+1, tr < 0 < tkt1, k < 1.

Por hipdtese, as solugoes de (2.22) sdo estéveis, segue que a matriz fundamental X (¢, ¢()
é limitada, ou seja, existe K > 0, tal que:

X t)| < K, t < to. (2.30)

Além disso, segue de (2.17) que qualquer solugao do sistema (2.24) pode ser escrita
como:

t

z(t,z0) = X(t,t0)zo + | X(t,0)P(0)z(o,z0)do + > [X(t,tj)ﬂx(tj,xo)} .

to to<t;<t

Assim a norma da diferenca entre duas solugdes de (2.24) é dada por:

[ (t, z0) = 2(t,w0) | < 1X (% to) (o — yo) | + /t: 1X(t,0)P(0) [x(0, 20) = x(0,y0)][| do

2 XD [at x0) — a(tfw0)] |

to<t; <t

Segue de (2.30) que:

t
[ (t, w0) — x(t, yo)ll < Kon—yollJr/t Kl|P(o)llz(0; z0) — x(o, yo) | do
0

+ > K|E|lz(t, z0) — (] yo)ll

to<t;<t

Pelo Lema 2.11, para todo t > t:

' K|P o)l||do
(t, 0) — 2(t,90)| < Kllzo — ol [ (1+ K|E|) . oy KIP@)ldo

to<t1<t

Se, por hipotese, [] (1+ ||F;||) é convergente e utilizando a conhecida Desigualdade

t;>to

de Bernoulli (14 K||F;||) < (1 + ||F||)* segue que:

[I @+KIE],

to<ti<t

também é convergente.
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Dessa forma, considerando K, = K [[ (1 + K| F|) - eleo KIP(@)ldo

t>to

, temos:

[ (t, 20) = (¢, yo) | < K20 = yol- (2.31)

5
Seja, ||zo — yol| < § < —, entdo:
Ko

[ (t, o) — (t, yo) || <&

Portanto, as solugoes de (2.24) satisfazem a definigao de estabilidade.
O

Podemos ainda provar condigoes de estabilidade para sistemas com matrizes constan-

tes. Consideremos entao: p
j = ALE, t 7é tia
dt (2.32)

Axr = Bx, t=t;.
sendo A e B matrizes com entradas constantes e os tempos de impulso ¢; sao indexados
por nimeros naturais em ordem crescente tal que t; — oo quando i — oo.
Sem perda de generalidade, podemos assumir ¢; > ty, sendo ty o tempo inicial.

As solugdes de (2.32) podem ser escritas como
.Z’(t, ZC()) = X(t, to) - Xo.
Sendo X (¢,%) a matriz fundamental do sistema (2.32) como em (2.23):

X(ttg) = e [ (L, + B)ett -,

to<ty<t
Por esta expressao, nao é possivel, no caso geral, estabelecer as condigdes necessérias
e suficientes para a estabilidade das solugoes do sistema (2.32) em termos dos valores da
matriz do sistema, como obtemos para equagoes diferenciais ordindrias (EDOs).
Contudo, ha casos especificos em que podemos determinar tais condic¢oes, por exemplo,
se as matrizes A e B comutam, ou seja, AB = BA. Neste caso, obtemos propriedades

interessantes da exponencial da matriz e temos como referéncia [16].

Definicao 2.13. Exponencial de Matriz
A exponencial de uma matriz A € M(n), sendo M(n) o conjunto das matrizes qua-
dradas de ordem n é definida por:
oA Al > A

A
A=T+A+ -+ 4 =32
20 3! J! = J!

A convergéncia desta série pode ser garantida pelo Critério de Cauchy, uma vez que
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para m > n e € > 0, temos:

A A oAl
P I A
j=0 J j=0 J Jj=n+1 J

aj
pois Z " ¢é convergente para todo a € R.

Sejam A, B e P matrizes quadradas n X n e a e b numeros reais ou complexos,
arbitrarios e 0 a matriz quadrada nula. As seguintes propriedades de exponencial de

matriz sao validas:

ii.
iii. Se AB = BA = e?.ef =15,

iv. e e A = I,;

v. Se A é uma matriz diagonalizavel e P ¢ inversivel, entao:

—1 _
eA _ ePDP — PeDP 17

sendo D a matriz diagonal.

Utilizando as propriedades e observando a matriz fundamental temos:

° tl — tl
X(t,to) - QAlt—t) | (]n + B) . pA(t1—t0)
— 6At . e_Atl . (In + B) . eAtl A e—Ato‘
AT, + B).
° tz — t2

X(t,ty) = e (I, + B)- e (], + B) . eA0),
= MM ([, + B)-eM2 e (I, + B) - e e,

= M1, + B)%

Dessa forma, com A e B comutativas, a matriz fundamental do problema (2.32) pode
ser escrita como:
X(t,tg) = eA0(T 4 B)itto), (2.33)
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sendo i(t,ty) o nimero de instantes de impulso ¢; ao longo do intervalo [tg,t), ou seja,
i(t,to) = k, se ty <1t < lggr.

Assim quando t — oo, o comportamento das solu¢des dependem do autovalor das

matrizes A e B e das condigoes da sequéncia {t;}.

Definicao 2.14. Autovalor

Sejam A uma matriz quadrada de ordem n, com entradas reais e A € C, dizemos que

A é um autovalor da matriz A, se existe um vetor v, nao nulo, tal que:
Av = \v.

Neste caso, v é denominado autovetor da matriz A associado a A.

Teorema 2.15. Considere o sistema (2.32), em que as matrizes A e B sao comutativas

e os tempos de impulso t; satisfazem:
0<0 <tipr —1t; <0y

Suponha, .
max \;(A) + o Inmax |1+ A;(B)| <0, (2.34)
0

sendo A\;(A) e \;j(B) os autovalores associados as matrizes A e B, respectivamente, e:
a = max(Re(\;(A)) B = max(1+ Re()\;(B))).

Consideramos ainda:

91, a 2 0,
Oy =
92, a < 0.

Entao, as solugoes do sistema (2.32) sdo assintoticamente estdveis.

Demonstragdo. Por hipétese as matrizes A e B sao comutativas e segue que a matriz
fundamental é dada por (2.33):

X (t,tg) = eAT0)(T 4 B)itho),

Logo,
||6A(t—to)|| < K- et LK elote)tto), K >0, >0.
I(7+ By < Ky (B) < Ky - (B +e)/ 0, Ky = Ks(e) > 0.



80 Sistemas Impulsivos

Assim,

< Kl . K2 . e(a+5)(t—t0) . (/8 + S)i(t,to)
< Ky Ky - o9t | plate)titio) (B 4 g ... plote)lizto) (3 4 )
< KKy elate)fo |:€(CV+E)90 (6 4 8)} i(t,to) .

12X (2, to)

A partir da hipdtese (2.34), segue que:

emaxkj(A)—&—%lnmax|1+)\j(B)\ < 1.

max \j(A) | e%lnmax|1—&—)\j(B)| < 1.

=
= e
= ™M@ L max |1+ A, (B))]|% < 1.

Portanto, temos a desigualdade:

= e%-[% < 1.
= @ (B)T < 1.
= e .3 <.

Como por hipétese, t — oo entdo i(t, tg) — 00, e ainda podemos escolher e suficiente-

mente pequeno de modo que:
et (g 1 ¢) < 1,

Assim, || X (¢,%0)|| — 0 quando ¢ — oo, e portanto, as solugoes do sistema (2.32)

satisfazem a definicao e sao assintoticamente estaveis.
[

Uma vez que as matrizes A e B sdo comutativas, a matriz (I + B) é nao singular e os

tempos de impulso sao igualmente espacados, ou seja,

tisi—t;=0>0, ieN. (2.35)
Sem perda de generalidade podemos assumir que ¢t; =ty + 0, 1 = 1,2, --- e assim,
_ti—tp
=

Fazendo as devidas substituigoes e ajustes, a matriz X (¢, o) é reescrita como:

X(t,to) :exp{<A+;ln(]—|—B)> [t;to} 8} - eXp (G{t_eto}>.

- [t—1o t—1to) . o .. ,
Nessa expressao 7 e — sao as partes inteira e fraciondria do nimero
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t—to L D s
——. Note que a quebra entre parte inteira e fracionaria acontece somente para facilitar

calculos. Portanto, as condi¢Oes necessarias e suficientes da estabilidade assintotica das

solugoes de (2.32) sdo expressas em termos dos autovalores da matriz:

1
A+ g In(I + B). (2.36)

Exemplo 2.16. Consideremos o sistema:

dx
Amp=-7 =2, t=t;
. (2.37)
= 21’1,
dt
A 2 5 t=1t
) 3$1 2$2’ i

sendo dada a sequéncia {t;}, de modo que:

0<0; <tip1 —t; <O

Nesta situacao temos:

1 1
-1 2 3
Tr = Il s A: 3 s B =
3 2
As matrizes A e B sao comutativas, pois:
1 1 2 3 13 1
3 -1 2 373 'Ta 6 2
2 3 2
e ~1+0 -Z -1 -
3 2 + 3
1 3_2 1 131
2 3 3 -1 2 3 2 6 2
B . A prm— . ( 2 O ) = =
2
2 3 9_3 _2 g 2
3 2 3 3

Podemos ainda, encontrar os autovalores da matriz A e obtemos Ay = 1e Ay = 2. E

para o sistema:
T = Ax.
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encontramos duas solugoes linearmente independentes do sistema (2.37):

Sendo:

1

2
(I+B)=
3 1
2
Podemos escrever as solugoes de (2.37) na forma vetorial:

WMﬂZQ'U+BﬂM<2), HMQ:EWU+BVW<1),

Entao todas as solugoes de (2.37) sao representadas por:

_ 1(t) _ i08) [ oot 1 e - o2 1
R ()

Além disso, se temos i(0,t) = 2k, k = 1,2, -+, observamos:
1
o U
(I +B)* = :
1
O @
se i(0,t) = 2k + 1:
1 1
L62k 2.@2k
(1 + B = 2-6 36
2 1
3.6 2.6%
Entao, se tor, <t < togy1:
: _ 1 t 2 ‘ _ 1 9 t 2
xl()—62k(c1~6+02-e>, 1:2()—62k(cl«e—|—02~e).
E se top1 <t < togyo, temos:
(t)—L< et .Qt)_L(Z ty 2t>
Al _262k Ci1-€ Cy - € 362k C1-¢€ Cy - € , €,
5 — 2 t 2 1 9 t 2t
$2(>—3‘62k (cl-e +cy-e )—W< ci-e'+cy-e )
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Sejam os tempos de impulsos t;, tais que ¢; > 0:
0 <0 <tipr —t; <0y,

para 6 e 0y positivos, i =1,2,---.

Se 5 é suficientemente pequeno, isto é, o efeito impulsivo ocorre com relativa frequén-
cia, todas as solugoes de (2.37) tendem a zero quando t — co. Esta situacao acontece se
60D 5 0 quando t — co. No entanto, se i(0,t) < 02, entao:

67002 < 6752 = o7 02 — ooy (IN6=202) (2.38)
Como analisamos t — 00, a expressao (2.38) vai para zero quando In6 — 26, > 0, o
que implica em 65 < In V6.
Portanto, se 0 < 6; < 0y < In V6, entdo todas as solugdes de (2.37) tendem a zero
quando t — oc.

Exemplo 2.17. Oscilador linear

Considere o oscilador linear representado pela equagao:
&+ 283 +wlr =0, w?> 3 (2.39)

sujeito a um efeito impulsivo no momento em que o ponto de fase no plano de fase (ou
plano velocidade-posi¢ao) (z, &) intersecta a linha # = 0 com velocidade nao negativa.

A notacao utilizada indica por ponto a ordem da derivada de x em relacdo ao tempo
t, além disso, [ representa uma constante de amortecimento, enquanto w é a frequéncia
angular do movimento.

Assim, suponha que como resultado deste efeito, o impulso do sistema é incrementado
por uma quantidade proporcional a velocidade no momento em que ocorre o impulso.

Entao o movimento do oscilador é dado por:

&4 201 +w?r =0, x#0,

(2.40)
Ai = bt, sex(t)=0ed>0.
E ainda, fazendo uma mudanca de varidvel, podemos reescrever o sistema:
T = wy, T 7& 07
= —wr — 2By, (2.41)
Ay = by, sex(t)=0ey>0.

Seja (z(t),y(t)) solugdo do sistema (2.32) que passa pelo ponto (xg,yo) em t = 0.

Denotando por t; as solugoes da equacao z(t) = 0 tal que y(t;) > 0, ou seja, t; sdo
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pontos de descontinuidade da fungao y(t). Observemos que, a principio, ndo conhecemos

os momentos de impulso, ou seja, nao estao pré-fixados.

Certamente, a solucao (x(t),y(t)) do sistema (2.32) é também solugdo do sistema:

b= wy, T4,

que vamos escrever do seguinte modo, uma vez que z(t;) = 0:

T = wy, t # i,
(2.42)

O sistema (2.42) pode ser escrito com a notagdo matricial, assim as matrizes A e B

do sistema sao representadas por:

A:(O w)j B:(b 0>'
—w =20 0 b

Segue ainda que as matrizes A e B sdo comutativas:

AB:(O w)_(bo):(o wb>.

—w —20 0 b —wb —20b

BA:(bO)-(O w):(O wb).
0 b —w =20 —wb —20b

A resolugao desse exemplo tem como base a resolucao classica de EDO apresentada
em [14].

A equacdo (2.39) ¢ linear e homogénea de segunda ordem, suponha z(t) = e, p

constante, uma solugao da equacao. Segue entao:

p2ePt + 28pef! 4 w?ePt = 0.
e (p? +2B8p + w?) = 0.

As raizes da equacgao auxiliar sao dadas por:

P12 = -3+ \V B? — w2
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A solugao geral de (2.39) é:

z(t) = e (ale VA=t L eV *82°”2t> : (2.43)

Como hipétese segue que w® > B2 segundo [14] este caso é denominado subamorte-
cimento, o que significa que apesar do movimento oscilatério, a forca de atrito suaviza o

deslocamento e a particula para na posicao de equilibrio.

E conveniente definirmos w? = w? — 2, sendo w? > 0, entdo na equacdo (2.43) os

expoentes sao imaginarios e reescrevemos a equagcao:

x(t) = e Pt (aleiwlt + &26—@115) ) (2.44)

d

. 1 .
Fazendo oy = iaeZ € (g = 5@6 “5, temos:

2 2
= ae P cos(wit — 9). (2.45)

1 o 1 . .
1’(t) _ e—ﬁt <aezéezw1t + a6—156—1w1t)

A solucéo acima corresponde a uma oscilacdo de frequéncia w; com amplitude ce

e sendo § € R.

Se b > —1, segue que nao ha alternancia de sinais na solu¢gdo do problema ao sofrer
impulso, pois:
senz(t]) = sgn(1 + b)x(t;) = sgn z(t;).

A partir disso, como a fungao cosseno se repete quando o seu argumento aumenta em

27 radianos, segue que o periodo # da solucao corresponde a:

B 2 2

7

o NE

Segue ainda que os tempos t; sdo igualmente espagados e:

2T
tigr — ti =~
+1 e

A estabilidade das solugoes do sistema (2.42) é determinada pela matriz:

A+;1n(I+B).
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Correspondente a:

2 _ A2
( 0w ) V“gﬁgmu+m 0
T
2 _ A2
—w —26 0 V@B
2
/92 _ 32
wzﬁlnll—l—b| w
— T
- 2 _ 32 )
—w —m%+v“éﬁghq1+b
N

de modo que os autovalores da matriz sejam:

Vw? — 32 ,
pr2=—F+ Tln|1+b| + iy/w? — B2

Dessa forma, como a matriz fundamental pode ser escrita como:

X(t,tg) = exp{(A + éln(] + B)) V —eto] 9}.

e sabendo que:

A+;mu+3)

¢ diagonalizavel, uma vez que possui dois autovalores distintos, entao podemos escrever a

matriz fundamental em fungao dos seus autovalores.

Seja D a matriz diagonal tal que:
0
p=[" ,
0 p2

1
A+ ZIn(I+B) = PDP™,

entao:

sendo P uma matriz constante e invertivel dos autovetores associados aos autovalores.

Assim a norma da matriz fundamental é determinada por:

X (£, 1) | = [|ePPPHEt)

A partir da propriedade (v.) das exponenciais de matriz,temos:

IX (¢ to)|| = || P~ Pt P2

As matrizes P e P! sdao constantes, além disso, a parte imaginaria dos autovalores

em modulo é equivalente a 1.

Portanto, as solugoes do problema sao classificadas quanto a estabilidade a partir da
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analise da parte real dos autovalores e assim, quando ¢t — oo:

i

o Estavel, se —f+ ————In|1+4+0b|=0;

2T

B2
o Assintoticamente estavel, se —f + 5 In|1+ 0| <O0;
T
oy
. Instavel, se  —8+ “26 In|1+b| > 0.
T

Se b = —1 qualquer solugao do sistema (2.42) sofre impulso na origem.

Se b < —1, temos alternincia de sinal na solu¢ao do problema, pois sendo x(¢;) positivo
ao sofrer impulso segue que z(t;") serd negativa, além disso o periodo em que ocorre o
impulso também sofre alteragao.
Em (2.40) o impulso é descrito sendo: Az|,—o = b, @ > 0. A solugao do oscilador
sem impulso é representado por:
z(t) = ae P cos(wit — 9).

= i(t) = —afe P cos(wit — 0) — afwie sen(wit — 0).
Nas condig¢oes de impulso devemos ter:
i(t) = —afwie P sen(wit — 0).

Temos que sen(t) = 0 quando ¢ = km, entdo fazendo wit — 6 = kr e § — 0 vem que:

e

+1 \/m

A solugao neste caso sofre impulso quando x(t) = 0 e £ > 0. Os gréficos a seguir, repre-

(2.46)

sentam a solugao x(t) do sistema impulsivo (linhas sélidas) e a curva da EDO (tracejado),

sendo @ = Amplitude; w = Frequéncia e § = Constante de amortecimento:

Figura 2.4: Solucao do sistema considerando o =w = 1; 5 = 0.

=(t)

Fonte: Elaborada pela autora.
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Figura 2.5: Solucao do sistema considerando o« = 2; w = 1,4; =0, 2.

z(t)

1.5

()

0.5

-1

Fonte: Elaborada pela autora.

Figura 2.6: Solucao do sistema considerando a« = 1,4; w = 2; § = —0, 2.

=)

Fonte: Elaborada pela autora.

Além disso, a matriz (2.36) é representada por:

it

(In |1+ b+ i(2k + 1)) w
2w

iy ‘45+V O 1+ |+ i(2k + 1))

E seus autovalores sao:
Vw? — (2 .
= — ~————In|l +b| + 2ik\/w?2 — (%2, k=0,£1,+£2,---
P1,2 B+ - n |1+ 0| + 2ik\/w? — 3

De modo anélogo ao caso b > —1, é possivel escrever a matriz fundamental em fungao
dos autovalores e a estabilidade da solucao é expressa pela andlise da parte real dos

autovalores, isto é, a estabilidade depende do comportamento expressao, abaixo quando

\/QB

t — o0
_5+

Temos entao que a solucao sera estavel quando (2.47) é igual a zero; assintoticamente

In|1+b]. (2.47)

estavel quando é menor que zero e instavel se for maior que zero.
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2.2 Sistemas Quase-Lineares

Nesta se¢ao, apresentamos um sistema impulsivo quase-linear com impulsos em tempos
variaveis, de modo a estudar as mudancas ocorridas na solugao mediante tais impulsos e
estabilidade, além disso os resultados apresentados associam um sistema linear homogéneo

ao sistema quase-linear, de modo semelhante ao caso classico com EDOs.

No contexto das equagoes diferenciais, sistemas quase-lineares, sao sistemas nos quais
a parte nao linear é pequena em relagao a parte linear. Dessa forma, podemos entender

que temos um sistema nao linear “préoximo” ao sistema linear.

Seja A uma matriz real n X n e g(x) uma fungdo continua, o sistema

d
d—f = Az + g(x)

é chamado um sistema quase linear, se

()

——— — 0 quando x — 0,
]

ou seja, ||g(x)|| é pequena em comparagao a ||x| préximo a origem.

Consideremos, entao o sistema impulsivo quase-linear a seguir:

dx
- =A(t) - x+g(t,x), t#m, (2.48)

AJ,’:BZ{,E—F[Z(.’L'), t:’/'l',

sendo A(t) uma matriz limitada com entradas continuas para t > to, B; sdo matrizes com

entradas constantes, as fungoes g(t,x) e I;(x) sdo definidas para t > ¢, ||z|| < h, h > 0 e,
lg(t, 2)|| < aft) - ||, 11i(@)-]| < Bill], (2.49)

para todo t > to, x , ||z|| < h,i=1,2,---, a € L, a(t) >0, 3; > 0.

Sistemas com impulsos em tempos varidveis sao aqueles em que os impulsos ocorrem
quando a curva integral cruza determinadas superficies no espago de fase estendido e

tendem a ser mais complicados que os de impulso em tempos pré-fixados.

Assumimos que estas superficies sdo dadas pelas equacgoes t = 7, ¢ = 1,2,--- e

7;(x) — oo quando i — oo.

Além disso, a existéncia e unicidade da solucdo dos sistemas quase-lineares estd ga-

rantida nos resultados apresentados no primeiro capitulo deste trabalho.
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2.2.1 Estabilidade de Solucao

A dificuldade no estudo de estabilidade para estes sistemas é apresentada pela pos-
sibilidade de ocorréncia do fendomeno de batimentos, ou seja, a solugao atinge a mesma
superficie varias vezes, em virtude disso, apresentamos uma defini¢ao de estabilidade para

as solugdes com uma certa restricdo se comparada a defini¢ao classica.

Definicao 2.18. Solucgao estavel

A solugao z(t) do sistema (2.48) definida para todo t >ty é chamada estavel se, para
e > 0 arbitrario e n > 0, existe um ¢ = §(&,n) que para qualquer solugdo y(t) do sistema
(2.48) vale:

z(to) —ylto)ll <0 = [lz(t) —y@®)]| <e,

para todo t > ty, tal que |t — t;| > 7, sendo t; os momentos de tempo em que a solugao

x(t) intersepta as superficies t = 7;(x).

Definicao 2.19. Solugao assintoticamente estavel
A solugao x(t) é chamada assintoticamente estével se ¢ estavel conforme a Definigao

2.18 e se existe 0y > 0 tal que para qualquer outra solucao y(t) do sistema, satisfazendo

|2(to) — y(to)|| < do,

tem-se,

lim [|z(t) — y(t)|| = 0,

t—o0

para todo t > tg, tal que |t — t;| > 7, sendo t; os momentos de tempo em que a solugao

x(t) intersepta as superficies t = 7;(x).

Definicao 2.20. Solugao exponencialmente estavel
A solucao x(t) do sistema (2.48) é dita exponencialmente estavel, se existem o, A > 0

tais que:
lz(to) —y(to)| <6 = |lz(t) — y(@®)|| < alla(to) — y(to)|le 1),

para todo t > tg, tal que |t — t;| > 1, sendo t; os momentos de tempo em que a solugao

x(t) intersepta as superficies t = 7;(x).

Em geral, o problema de estabilidade de determinada solu¢ao do sistema (2.48) pode
ser reformulado em termos da estabilidade da solucao trivial de algum outro sistema
impulsivo. Mas o procedimento de redugao a outro sistema ¢é mais complicado comparado
com sistemas de EDOs.

Suponhamos que as superficies t = 7;(t) satisfazem as condigoes de Lipschitz:

Ti(w1) — Ti(22)| < L+ [J21 — 2], (2.50)
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para todo i = 1,2, ||z1|| < h, ||z2|| < h e também satisfaz a desigualdade:
Ti(x) = (x4 Li(2)), (2.51)

além disso, as superficies sdo separadas umas das outras uniformemente em relagao a x,

com ||z|| < h, ou seja, para algum 6 > 0,

wp(mmnﬂﬁﬁ—mmmﬂ@>>9. (2.52)

i \llzli<h llzll<h

Associado ao sistema (2.48), consideramos o sistema impulsivo linear homogéneo:

dx
7:At1’, t s
a AW i (2.53)

AQZ':Bi‘$, t:TZ',

em que os tempos 7; sao tais que:
7i(z) = 7 (0)] < A, (2.54)

com A = A(h), ||z|| = h e ainda A(h) — 0 quando h — 0, ou seja, a solugdo nula nao
sofre impulso, ou seja,é uma func¢ao continua.

Notemos que a solugao nula z(t) = 0 é solucao do sistema (2.48), se:

x(t) :/tA(O')[E(O)dO'+ tg(t,cr)da = Oz/tg(t,a)da.

to to to

E, a partir disso, enunciamos o teorema a seguir para solugoes exponencialmente es-

téveis.

Teorema 2.21. Considerando que para o sistema (2.48) estao satisfeitas as condigoes

(2.49) e (2.52) e a desigualdade

mantida para todo x, ||z|| < h, i =1,2,---.
Se para algum T; que satisfaca (2.54), as solugoes do sistema (2.53) sdo estdveis ou
exponencialmente estdveis, entao a solugdo trivial do sistema (2.48) serd, corresponden-

temente, estdavel ou exponencialmente estdvel se a(t) e B; satisfazem as condigoes:

Aﬁmwﬁ<m6 I1(1+8) < oo (2.56)

ti>to

Demonstragio. Seja x(t) uma solugao arbitraria de (2.48) que passa através do ponto x,
|zo|| < hy < hemt=t.
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Denotamos por 7; 0 tempo em que esta solugdo encontra a superficie ¢ = 7;(x), ou

seja, a solugao da equacao
t =m7(x(t)). (2.57)

Como a desigualdade (2.55) é considerada valida, entdao a equacdo (2.57) tem tunica
solugdo para todo i, pelo menos para aqueles valores de ¢, para os quais a solugao z(t)

nao sai da vizinhanca h da solugao trivial.

Para estes valores de ¢, z(t) também satisfaz o sistema

d
= Al) - +gta), T,

E entao z(t) pode ser escrita pela forma integral de modo semelhante & escrita na

secao sobre sistemas lineares nao homogéneos (p.52):

t
z(t) = X(t,t0)xo —|—/ X(t,0)g(o,z(0))do+ > X(t,7)Li(x(r)), (2.58)
to to<m; <t
em que X (t,%y) ¢ a matriz fundamental do sistema (2.53) com X (to, ) = I,,.

Se as solugdes de (2.53) sdo estaveis, X (t, %) é limitada por uma constante K > 0, e

usando (2.49), segue que:

> X(thz‘)fi(fC(Ti))H

to<Ti <t

)| < IX (¢t to)zol| + H/t:X(t,U)g(U,x(U))dUH +

< Kl + [ Ka@)la@)ldr+ Y Kalo(m)|

to<m; <t

Aplicando o Lema 2.11, obtemos

lz@®l < K- floll - J] 1+ K5y o a2 (2.59)

to<T;i <t

Uma vez que ||z]| < h, se h; < h é suficientemente pequeno de modo que

Ka(o)do

K-h- [ (1+KB)-elo <h

Ti >to

Y

a partir da condigao (2.56) e a desigualdade (2.60) temos
l@)] < h.

E ainda por (2.52), concluimos que z(t) é definida para todo t > t; e intercepta cada

superficie t = 7;(z) apenas uma vez. Visto que tomamos arbitrariamente x(t), segue que



Sistemas Quase-Lineares 93

a solugao trivial de (2.48) ¢ estavel.

Se as solugoes do sistema (2.53) s@o exponencialmente estaveis, entdo para todo t > o,
a matriz X (t,to) admite:

1X(tt)]| S K-e 79 K>1, 4>0. (2.60)
A partir de (2.58) temos:

t
2Ol < K- ol - e+ [ K Da(o)|e(o)ldo+ 32 Ke T fam)]|
to

to<T; <t

Novamente, pelo Lema 2.11:

()] < K- e gl T[T (14 K8, - el 0%,

to<T;i <t

Sendo h; < h suficientemente pequeno tal que:

K ey T+ KB) - el K% < .

Ti>t

Entao:
()] < h-e 70710,

e a solugao z(t) de (2.48) é exponencialmente estéavel.

]

Teorema 2.22. Consideremos o sistema (2.48) em que as desigualdades (2.52) e (2.55)

sao wvdlidas, e, além disso,
lg(t. )|l < a-[lzf], 11 ()-[| < al|z]. (2.61)

Se a matriz X (t,tg) do sistema (2.53), com X (to,t9) = I, satisfaz (2.60), entdo a
solugio nula do sistema (2.48) é assintoticamente estdvel para um valor suficientemente

pequeno da constante a.

Demonstragio. A solugao do sistema (2.48) pode ser escrita na forma:

(t) = X (t, to)xo + /t:X(tU)g(a,m(a))da—i— S X () L(a(n)).

to<T;i <t

A partir de (2.60) e (2.61), obtemos:

o < K ey + [ K e alao)do + XK -e ) ala()].
to

to<Ti <t
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Ou ainda:

t
o)) < K ool + [ Ka- 0T a(o)do + Y Ka- ) [am)]).
to

to<T; <t

Aplicando o Lema 2.11, temos

(t—t0) . lz@®)|| < K|zl H (1+ Ka) ,efto Kado

to<Ti<t

Sendo i(to,t) o nimero de instantes de impulso ¢; ao longo do intervalo [ty,t), entao

(@)l < K- fleoll(1+ Kaytton . K=t =101
< K- zol| - e 07K (1 4 K q)itod),

As superficies ¢t = 7; estdo espacadas satisfazendo (2.52), ou seja, tomamos 6 sendo
igual a esse espagamento ou menor, de modo que possamos escrever t;.1 — t; = 6, ou
ainda,

t; = tg+10.

t; — 1o

Assim, tomando i(tg,t) < o

| o]| - o~ (7—Ka)(t—to) | In(1+Ka)'t0:")

(@)l

< K-
< K- ||ao - e” O Ka)t—to) . o7t In(1+Ka)
< K- ~[(—Ka)-} m(1+Ka)] (t—to)

= =@ o]l -

Supondo valores de a suficientemente pequenos, de modo que:
1
(v — Ka) — gln(l + Ka) > 0,

e ainda, K - ||x||, entdo a solugao z(t) permanece na vizinhanga h da solu¢ao nula, para
todo t > tg, e, temos que esta solugao intersepta cada superficie t = 7;(z), 1 = 1,2, -

apenas umas vez e assim a soluc¢ao nula é assintoticamente estavel.

O

Os proximos teoremas também apresentam resultados sobre estabilidade assintética,
mas antes de enuncia-los, precisaremos de um resultado envolvendo a norma da solucao

e os autovalores das matrizes do sistema.
Lema 2.23. Seja x(t) uma solugao qualquer do sistema linear impulsivo homogéneo (2.53)

et >ty € vilida a desigualdade:

t)\(J'dO' tAcrdo‘
T A el g < @l € TT Ai-elo™ g, (262)

to<ti <t to<m; <t
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" 1
sendo A(t) e A(t) o menor e o maior autovalor da matriz A(t) = 5 (A(t) + AT(t)> res-
pectivamente, AT (t) é a matriz transposta da matriz A(t), N> e A* sdio, respectivamente,

o menor e o maior autovalor da matriz (I, + Bl )(I, + B;), i = 1,2, e ||z]|* = (z,2).

Demonstragio. Se temos a solucdo nula, ou seja, xz(t) = 0, entdo (2.62) é valida.

Consideremos, assim, z(t) uma solu¢do nao trivial do sistema (2.53). Entdo para
t 7é Tis
d d
- HI?
Lo

Por outro lado, como ||z||* = (27, z) , temos

Sl = Sa) = <§ixw> + < i> = (T AT(@).x) + (o7, A()z)

= 2. <xT, A(t)x> =2- <A(t)x, xT> =2- <A(t)x, :L’> .
Notemos que a tltima igualdade decorre da defini¢cao do produto interno de matrizes,
ou seja, sendo A e B matrizes m x n, entdo (A, B) =Tr (AtB).
Assim, obtemos 2 - (A(t)x(t),z) = ;li||:13(t)||2 =2-(A(t)x(t), z).
Como a matriz A(t) é simétrica, temos,
t)z(t), x) < At)|x ()]
(AB2(t),2) <2 A)[l2(1)]?

l=(@®)]* < 2- A@)llz(0)]*.

AB)lz@)]* < (A
= 2 AB)l=@)]* <

—~
~—

i’:\&w

= 2 M)z <
Se 1; <t < 741, Segue que:

[ 2 3@lalo) o < @) = latr)IP < [ 2 A@) [alo)]do
[ 2 3@e(@)Pdo + o) < @) < [ 2 A@)a(o)|do + ()P

Em cada extremo podemos aplicar a Desigualdade de Grownwall-Bellman (2.10), ob-

tendo:

2 [} A@)|lz(0)|*do 2. A@)le(o)|2do

(7)1 - e <z < ll=(m)ll* - e (2.63)

Como z(7;) = (I, + By)x(7), segue que \?||z(7)||* < A?||z(7)||®. Utilizando a desi-
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gualdade em (2.63):

2. [* o) |(o)||2do 2 [* A(0)||(o)||2do
N|z(m)|2 - € < Nz < A2[la(m) |2 -

)

para 7; <t < Tit1.

Por inducao e a partir do Lema 2.11, expressamos (2.63) para todo i = 1,2, - -, como:
t t
T A el gl < @l € TT Ai-elo™ g, (260
to<Ti<t to<m; <t
correspondente a desigualdade (2.62) do teorema. O

A partir deste resultado, os proximos teoremas incluem hipéteses acerca dos autova-

lores envolvidos para estudo de estabilidade.

< 1
Teorema 2.24. Considere o maior autovalor da matriz A(t) = ) (A(t) —i—AT(t)) sa-
tisfazendo a desiqualdade N(t) < ~v para todo t > to e o maior autovalor da matriz
(I, + BN(I,, + B;) tal que \? < o® para todo i = 1,2,--- e ainda o limite
i(t,t+0)

615120 =P (2.65)

existe e € uniforme com relagio at,t >ty e a x, ||z|| < h, onde i(t,t +9) é o nimero de
pontos 1;(x) no intervalo [t,t + §]. Suponha também que para t > tg, x, |z|| < h e todo
i=1,2,--- sdo validas as desigualdades (2.50), (2.55) e (2.61).
Sendo,
Y+p-Ina<0 (2.66)

e a constante a em (2.61) suficientemente pequena, entdao a solugiao nula do sistema (2.48)

é assintoticamente estdvel.

Demonstragio. Considerando z(t) uma solu¢ao qualquer do sistema (2.53), a partir do

Lema 2.23, temos:

f:'yda
le@ < JI a-e’o™ |z

to<m; <t
< Qi) | ort=to) | | o]|- (2.67)

Como o limite existe, usando (2.66) e (2.67), podemos encontrar K > 1 e u > 0
(0 < p < ||y+p-Inal), que para todo t > tg e s > to, t = s, a matriz X(¢,s),
X (s,s) = I, do sistema (2.53), pode ser estimada por:

| X (t,5)]| < K -e =9,
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As solugoes do sistema (2.48) sdo expressas na forma:

x(t) = X(t,t0)xo + tX(t,U)g(O‘,I(U))dO‘ + Y X(t,7)L(x(n).

to to<Ti <t
E de modo semelhante a prova do Teorema 2.22, obtemos,

Kado

=) Nzt < K- ol J[ A+ Ka)-elw

to<m; <t

Sendo i(t,t + ) o ntimero de pontos 7;(x) no intervalo [t,t + §], temos

le(@) < K- flaoll - (1+ Ka) o) gftettmto) . gmnt=)

K- ||x0|| . eitt+0)In(1+Ka) | (Ka—p)(t—to)

(t,t+ 0
Como 5lim Z(’;_) =pe d é a variagao do intervalo observado, segue que
—00
HI(t)H < K- |’I0|| . 6%i(t,t+5)-ln(1+Ka) . e(KCL*/,L)(t*tQ)
— K- - £ W Ka) | (Kap(t—to)
< K-zl - Ipin(1+Ka) | (Ka—p)(t—to)
< K- ||z - e(t—to)pIn(1+Ka)  (Ka—p)(t—to)

= |lz@®)|| < K - ||zo| - e~ W Kampn(+Ka)(t=to)

Supondo valores de a suficientemente pequenos, de modo que:
pw—Ka—p-In(l+ Ka) >0,

e ainda, K - ||z||,||z|| < h entdo a solugdo x(t) permanece na vizinhanga h da solucao nula,
para todo t > tj, assim a solugao nula é assintoticamente estavel.
[

Consideremos o caso em que as matrizes A(t) e B; em (2.48) sdo matrizes constantes,
isto é,
dz

= Ax +g(t,x), t#1i(x), (2.68)

Az = Bx + I,(x), t=m(x).

Teorema 2.25. Suponha que as fungoes g(t,z) e I;(x) satisfazem as desigualdades (2.61)

e as superficies t = 7;(x) satisfazem a desigualdade (2.50) e

7i(x) = (I + B)x + I;(x)),
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para todo © = 1,2,---, ||z|| < h, o limite (2.65) existe e € finito, e 7y = max Re\;(A),
J
o® = max \;((I, + B)x + I;(z)). Se a desigualdade v+ p - Ina < 0 é vdlida, entdo
J
a solugao nula do sistema (2.68) € assintoticamente estdvel enquanto a constante a em

(2.61) ¢é suficientemente pequena.

Demonstracdo. A prova do teorema segue o mesmo raciocinio dos anteriores, assim, con-
siderando z(t) uma solugdo qualquer do sistema (2.53), a partir do Lema 2.23 e das

hipdteses assumidas, temos:
()] < @® 7B 10l |

Podemos encontrar K > 1e pu >0 (0 < pu < ||y +p-Inal), que para todo t > ty e
s =1y, t > s, amatriz X(¢,s), X(s,s) = I, do sistema (2.53), pode ser estimada por:

| X (t,5)]| < K -e 79,

As solugoes do sistema (2.48) sao expressas na forma:
t
l‘(t) - X(tv tO)IL‘O + X(ta O')g(O', [E(O’))d()’ + Z X(tv TZ)Iz<x(Tz))

to to<T;i <t

E de modo semelhante a prova do Teorema 2.24, temos,

lz(t)|| < K - ||zol| - e/t m(1+Ka) | o(Ka—pm)(i—to)

Sendo i(t,t+3d) é o nimero de pontos 7;(z) no intervalo [¢,t+4] e (2.65), segue andlogo
ao Teorema 2.24 que a solugao z(t) permanece na vizinhanga h da solucao trivial, sendo

esta assintoticamente estavel.

]

Exemplo 2.26. Consideremos o sistema:

T=—-x+vy, t # 7(x)
bx
S 2
y=-—a x—m—ya t # 7i(x)
sendo a e b constantes reais, ||z|| < h, a matriz B; é a matriz nula e [;(z) < [b] - ||z]|.

De forma matricial escrevemos:

0 I G | ) R e O
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Assim, conforme notagao do Teorema 2.25 obtemos:

Al = ( —_a12 —11 )

Notemos que a fungao g(¢,x,y) possui duas componentes que escrevemos ¢gi(t, z,y) e

g2(t, z,y), tais que:

bx
t =0 t = - .
gl( ,:C,y) ) 92( 7'T7y) (t—i— 1)2
E assim,
|b]

Desse modo, observando o limite em ambas componentes, podemos concluir:
tlilgo"gl(tvxvy)” =0 e %g%"g1<t7xvy)‘| =0.

i oot )l =0 e Tim oot )] = I8 el

Logo [lg(t, z,y)ll = [I(g1(t, ), ga(t, z,y) | < (O, [bllz])), [[=]] < h-
Os autovalores da matriz A(t) podem ser determinados de forma que:

-1 1
— = det

det(Al, —A) = N +2\ +1+a*>=0
= A=—-1%]ali.

0 A4+1 —1

A
det(A,, — A) = det )
0 a A+1

):0

E, assim, 7 = max Re)\;(A) = —1, além disso, sendo B; a matriz nula, segue que
j
o = max \;((1,, + B)x + I;(x)) = 1.
J

A partir disso, as hipéteses do Teorema 2.25 sdo satisfeitas e
Yy+p-lna <0.

Portanto, a soluc¢ao nula do sistema ¢ assintoticamente estavel.






3 Aplicacoes em Modelos com

Impulsos

O presente capitulo tem por objetivo apresentar algumas aplicagoes das equacoes
diferenciais impulsivas (EDISs).

As EDIs podem estar presentes em modelos ja conhecidos, mas descrevendo fendmenos
que sofrem alguma perturbagao externa, as quais mudam o comportamento da solucao,
mesmo ocorrendo em instante de tempo insignificante, se comparado a todo o periodo

observado, estes instantes sao denominados impulsos.

3.1 Modelo de Kriiger-Thiemer

O alemao Ekkehard Kriiger-Thiemer (1918 - 1969), um dos principais cientistas no
campo da farmacocinética teve grandes contribui¢oes nesta area de estudo, em seus artigos
destacamos Formal theory of drug dosage regimens: I (1966), descrevendo o modelo o qual
analisaremos. As referéncias consultadas nesta secao foram: [22], [23], [24] e [25].

A farmacocinética® constitui o estudo dos processos envolvidos nas mudancas de con-
centracao, em fungdo do tempo, de drogas, venenos e outras substancias em corpos hu-
manos e animais e em tecidos isolados, além de sua descricao por equagoes matematicas.

O modelo de Kruger-Thiemer é um modelo farmacocinético linear que descreve a
variacao de concentragao de determinada droga no corpo humano ao longo do tempo, com
base na ideia bicompartimental, ou seja, dois compartimentos que representam partes do
corpo responsaveis no processo de distribuicao e eliminagao da droga no organismo.

Esta abordagem analisa a concentracao da droga, apos sua ingestao, no trato gastroin-
testinal e no chamado volume aparente, este constituido por sangue, musculos, tecidos,
até finalmente ser eliminada por meio dos rins.

As constantes apresentadas na figura acima, k, e k. sdo respectivamente constantes

de absorcao e de eliminacao da droga, as quais trataremos a seguir.

10s termos farmacocinética e farmacodinimica se diferenciam, enquanto este lida com a acio dos
medicamentos no corpo, aquele trata dos processos de velocidade da agdo do corpo sobre os medicamentos.

101
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Figura 3.1: Modelo Bicompartimental.

Administracdo Trato Fene Eliminagio

oral da droga gastrointestinal a[.)art_entfe fe pelos rins
distribuigdo

Fonte: PIERCE; SCHUMITZKY (1976, p.548).

Em intervalos de tempo pré-fixados, 0 = t5 < t; < --- < t,, a droga é ingerida em
quantidades qo, q1, G2, - - * , gn € ocorre uma rapida elevacao (efeito impulsivo) em sua con-
centragao no organismo, dessa forma o modelo é descrito por meio de equagoes diferenciais
impulsivas

Suponha que z(t) e y(t) sdo as quantidades de drogas no instante ¢ no ambiente gas-
trointestinal e no volume aparente de distribuigao, respectivamente, e sejam as constantes

ko # ke, descrevemos o processo a partir do seguinte sistema [24]:

T =—ky-x,

‘:ka'x_ke Y

Y 1Y (3.1)
z(0) =g,

y(0) = 0.

De modo a obter o efeito terapéutico esperado, é preciso que a concentracao de droga
no volume aparente de distribui¢do nunca fique abaixo de um nivel minimo m durante o

tempo de tratamento:
y(t) > m, te [t07tn+1]7 tn—i—l > tn
Determinamos o impulso por:

Am:qi; ?;:0,1,2,"‘771, y<t):m7
Ay = 0.

(3.2)

Podemos escrever o sistema dado em (3.1) de forma matricial, desconsiderando a

condi¢ao de impulso, por: tal que:

) —k, O
Y ka _kel Y
Os autovalores deste sistema serdao dados por Ay = —k, e \y = —k,. Além disso, o

ponto de equilibrio do sistema (3.1) é a origem, ou seja, (0, 0).
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Logo, a solucao do sistema sem impulso é expressa por:

x(t) = et

Utilizando a condigao inicial z(0) = ¢, obtemos a solugao:

Considerando a variavel y:

y = ka'x_kel'y'
dy

ky-y = ky-
gt TRy v

Seja u(t) = e Fadt — gkert o fator integrante, entdo:

d
ket Y eyt eyt
el +e el kygy = etk

dt
d
Substituindo e*t - ko = T (ekel't) e, em seguida, aplicando a regra do produto:

dy d

ket YWY kgt L ket
elel dt_l_dt(el)y_el kox.
— (ekel't . y) = chat. ke .

y(t) = et </ eh ety dt).

y(t) = e ket . (/ efert Lk vy - e Rat dt) .

y(t) = e*kel-t . (k;a . Cl/e(k'elfka)-t dt) .

A partir da condigao inicial (0) = g e y(0) = 0, temos:

(kelfka)'t 1
‘ ) (3.3)

)=k, -q-eFet. —
y() i <kel_ka kel_ka

A partir da solugdo analisaremos duas possibilidades de impulso, a saber o impulso

em tempos pré-fixados e em tempos variaveis.



104 Aplicagoes em Modelos com Impulsos

3.1.1 Caso I: impulsos pré-fixados

Consideremos o sistema (3.1) com o impulso constante em tempos pré-fixados:

Ar=gq, t=1,2,3,---
Ay = 0.

(3.4)

A solucao é obtida em cada intervalo de tempo, entre os instantes de impulso.
o Considerando a ingestao da droga no inicio do problema impulsivo, t, = 0, este
é o primeiro momento de impulso cujas condigoes iniciais dadas sio z(07) = ¢ e

y(07) =0.

e Sety <t < t,asolucdo coincide com a solugao (3.3) e obtemos:

e(kel_ka)'t 1 >

D=k -q-e Fket. _
y<) e (kel_ka kel_ka

e Se t; = 1, a solucdo sofre um novo impulso de modo que:

z(1Y) = 2(1)+ Az =q- (e +1).
gher=ka _ 1
y(1") = y()+Ay=e" "k, q- [ ———].
kel - ka

o No préximo trecho, t; < t < t9 as condigoes iniciais a serem usadas sao (:v(1+), y(1+)>

e obtemos a seguinte expressao:

e(kel_ka)'t 1 + ekﬁl )

— . 1 ka . —ker-t . —
y(t) =k -q(l+e™)-e ( =k ) (15 o)

e Se ty = 2, a solugao sofre um novo impulso e temos:

JI(2+> = x(2> +Ax=gq- (6—2ka + o—ka I 1) ‘

2(kel_ka 1 kel
y(2+) = y(2) + Ay — ka . q(l + ek“) . e_gkel (6 +e ) |

ket — ko (ke — ko) - (1 + ko)

o No préximo trecho t, < t < t3 a expressao que corresponde a solugao possui como

condigao inicial (x(2+), y(2+)> e equivale a:

(k‘el_ka)‘t 1 + k‘el + lel
y(t) = ka . q(l + eka + €2k'1) . eikel't . [6 o . ‘|

ko —ka (ko — kq) - (1 4 €ka + Zka)
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e Quando t3 = 3, h4 um novo momento de impulso, de modo que:
r(37) = aB3)+Ar=q- (e e gt
y(3%) = y(3)+Ay

= ko q(1+4 eka 4 6%“) . e 3kel (

eg(kel_ka 1 + ekel _|_ e2kel
kel — ka B (kel — ka) . (1 + eka + 62k“)> .

o Assim para t3 < t < t4 as condigbes iniciais usadas e (3:(3*), y(3+)) e temos:

(ket—ha)-t 1 ket 2ke; 3key
Y(t) = ko-g(1-Heopeho ). gk, le 4ok 4 ka4 g ] |

ko —ka (ke — ko) - (1 + ke 4 e2ka 4 ¢3ka)

Podemos prosseguir nos intervalos seguintes da mesma forma e utilizando o Principio

de Indugao obter a expressao para solugao paran <t <n + 1:

n . (kel_ka)'t Zn eikel
t) = ka . G'Lk‘a . e_kEZ't . [6 _ =0 : ‘| ]
y(E) =g <Z ) Fa o (bt — o) (S )

Ou ainda, simplificando a equagao:
ke d N ke okt N ik
y(t) = ——-|e e e e : (3.5)
ket — ka i=0 i=0

E claro que o tratamento poderia ser prescrito para um tempo limitado, mas, eviden-
ciamos que o comportamento da solugao y(t) tende ao infinito, quando t — oo e a solugao
do problema é instavel.

De fato, supondo k, > k., facamos as seguintes analises:

e O limite do somatério tende mais rapidamente ao infinito do que a exponencial

ekt 0.

o A partir da nossa suposicao:
e ket Z eikel ~ =ka't Z ik
i=0 i=0

Assim, terfamos em (3.5) dentro do parénteses o limite indo para —oo e na fragio
um valor negativo, consequentemente, y(t) — co. O raciocinio é anédlogo para ke > k, e
obtemos a mesma conclusao.

A seguir, as Figuras 3.2 e 3.3 representam os gréficos correspondentes a solugdo x(t)
e y(t), que, respectivamente, apresentam a quantidade de droga no trato gastrointestinal

e no volume aparente, nos intervalo ty < t < t3 com os parametros ¢ = 0.4, k, = 04 e
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ke = 0.3. Nota-se que a quantidade de droga diminui no trato gastrointestinal enquanto

aumenta no volume aparente.

Figura 3.2: Concentracao de droga no trato gastrointestinal.

z(t)

0 1 2 3 4 5 t

Fonte: Elaborada pela autora.

Figura 3.3: Concentracao de droga no volume aparente.

y(t)

Fonte: Elaborada pela autora.

3.1.2 Caso II: impulsos em tempos variaveis

No caso do problema impulsivo em tempos varidveis, consideremos o sistema (3.1)
com o impulso constante e para fins terapéuticos, ndo permitimos que o sistema atinja

seu estado critico, o impulso deve ocorrer quando y(t) = m.
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Reescrevemos o sistema impulsivo de modo que

&= —ky y(t) # m,

y=ko v —ka-y yit)#m,

Ax =g, y(t) =m, (3.6)
Ay =0, y(t) =m,

z(0) = ¢,

y(0) = 0.

e Quando t = 0 as condigbes iniciais apresentadas sao z(0) = ¢ e y(0) = 0, nessa

situagao a solugao do problema impulsivo coincide com a solucao de (3.1).

et‘(kel_ka) 1
t) = ek, q- — 3.7
y() ‘ 4 (kel_ka kel_ka ( )
e O préoximo momento de impulso ocorrerd quando y(t) = m, ou seja:
t‘(kel*ku) 1
— ehat g [ _
" ‘ ot (kel_ka kel_ka>
kz kq _ e_k‘fl't(ekel‘t e hat _ 1).
aq
ke —ka | _ _
l fehat = ghat, (3.8)

A igualdade (3.8) pode ou nao ter solugao (isto é, as curvas podem ou nao ter ponto
comum) dependendo dos parametros utilizados.
Se as curvas nao possuirem intersecgao, entao problema (3.6) nao sofrerd impulso, logo

serd descrito pela EDO expressa em (3.7) em todo trecho n <t <n+ 1.

Figura 3.4: As curvas (3.8) ndo tém ponto em comum.

f(@)

kel_ka
m -

+ e—kﬂl-t
ka °q

Fonte: Elaborada pela autora.

Os parametros usados foram iguais ao do problema pré-fixado, ou seja, ¢ = 0,4,
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k, = 0,4 e k; = 0,3, além disso, consideramos m = 0,9. A seguir temos o grafico da

solugao y(t), caso em que nao sofre impulso.

Figura 3.5: Solugao do problema expresso pela EDO sem impulso.

y(t)

y(t)

0 1 2 t

Fonte: Elaborada pela autora.

Entretanto, no caso em que as curvas (3.8) tém ponto comum e determinamos o valor
de t, o impulso ocorre e obtemos nova condicao inicial a ser considerada para construir a

solugao no intervalo seguinte.

Figura 3.6: As curvas (3.8) tém intersecgao.

@)

0 1 2 t

Fonte: Elaborada pela autora.

O sistema a seguir é apresentado com exemplo nessa situacao particular, nos quais os

parametros usados viabilizam a ocorréncia do impulso.

A.CI?:Q,?, t)=0,9,
y(t) (3.9)
Ay =0, y(t) = 0,9,

x(0) = 2,7,
y(0) = 0.
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A solugdo do problema sem impulso de (3.9) é expressa por:

et'(kelfka) 1 )

) = e ket .. _
y() ‘ o (kel_ka kel_ka

e Assim no trecho tg < t < t1, a solugdo é expressa de modo particular ao sistema

(3.9) por:

y(t) = 10,8- (6—0,3~t _ 6—0,4.t) . (3.10)

Uma vez que o sistema sofre impulso nos instantes em que y(t) = 0,9, de modo
a manter a solucdo sempre acima deste parametro, faremos uma analise sobre a
escolha do ¢, no qual sendo Y7 = (t*; 0,9) e Yo = (£ ; 0,9), tais que t* < t**, entdo

o ponto Y5 sofre impulso.

e O primeiro instante de impulso ocorre em t; = 5, 34, pois,

0,9=10,8 (e 0% — ¢7041).

Obtemos nesse trecho Y; = (1,32 0,9) e Yo = (5,345 0,9), como 1,32 < 5,54,

entao o ponto Y, é um ponto de impulso.
Segue ainda que:

c(tf) = () +Ar=2,7 0431 12 7=3 02
y(tf) = y(t) +Ay=10,8- (6‘0’3'5’34 — 6‘074'5’34) =0, 90.

o O trecho t; <t <t tem como condicio inicial (z(t]), y(t])) e escrevemos:

—-0,4-t

0,1

y(t) = 10,224 - e 037 (— + 6, 29) :

e Quando t, = 12,08 ocorre o novo impulso, determinado por:

—0,4-t

0,1

0,9 = 10,224 - ¢ %31 <— + 6, 29) .

Sendo Y] = (5,345 0,9) e Yo = (12,08 ; 0,9), entao Y3 sofre o impulso. E,

w(ty) = a(ty) + Az =2556-¢ 2% £ 2,7 =2 90.
o—0:412,08

y(t3) = y(t2) + Ay = 10,224 - ¢~ 031208 <_01

+ 6, 29) =0, 90.
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o Em ty <t < t3, expressamos a solugdo com as condigdes (z(t5), z(t5)),

—0,4-t
y(t) = 145,54 - 7% . (— 0 +3,22> .
e O novo impulso ocorre em t3 = 18, 67,
—0,4-t
0,9 = 145,54 - ™% . (— o1 T 3,22) .

Em que, Y7 = (12,08 0,9) e Yo = (18,67 ; 0,9), entao Y3 sofre o impulso. E,
2(t) = w(ty) + Aw =363,84- ¢ 157 12,7 =2,00.

o—0:4:12,08

y(t;,r) = y(t3) + Ay = 145,54 - e 0,318,67 <_01

13, 22) =0, 90.

o A solugao no trecho t3 < t < t, com as novas condig¢oes iniciais equivale a

—-0,4-t

0,1

y(t) = 2031,27 - e %31 (— +1, 66> :

Figura 3.7: Solucao tg < t < t4 do sistema com impulsos em tempos variaveis.

y(t)

Fonte: Elaborada pela autora.

A Figura 3.7 representa a solucao do sistema impulsivo, construida em cada intervalo

para t > 0.

3.2 Modelo de Gompertz

O modelo de Gompertz é um modelo matemético de série temporal, formulado pelo
matematico Benjamin Gompertz, em 1938, inicialmente, como um modelo para o aumento
da taxa de mortalidade com a idade em uma populagao humana. Trata-se de um problema

nao linear e escalar, no qual veremos como a soluc¢ao do problema com impulsos em tempo
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variavel pode ser expressa, permitindo algumas consideragoes sobre o efeito impulsivo ao

longo do tempo. As referéncias utilizadas nesta secao sao [17], [18], [19].

Na década de 60, a bidloga Anna Kane Laird, obteve bons resultados ao ajustar a
solugdo do modelo aos dados de volume do tumor para varios animais experimentais,
cuja discussdo esta presente no artigo publicado em 1964, intitulado Dynamics of Tu-
mor Growth. De fato, tumores s@o populagoes celulares em crescimento em um espago

confinado em que a disponibilidade de nutrientes é limitada.

Como regra, o crescimento é altamente dependente de varidveis como suprimentos,
condigoes ambientais, competicoes etc, entao para suportar a biomassa populacional em
limites considerados bons, é possivel realizar efeitos externos discretos (perturbagoes), que

consistem na remocao ou adi¢ao de certas quantidades de biomassa.

O modelo de Gompertz impulsivo pode ser descrito do seguinte modo:
dN
dt
N(") = N(t) + L(t, N(t), N(t)=x:.
Nt = N(t) + L(t,N(t)), N(t) = xa.
N(0) = Ny,

= N(r—~InN), X1 < N(t) < xo.

(3.11)

sendo, N = N(t) a quantidade de biomassa em ¢ > 0, » > 0 a constante do potencial
reprodutivo; v > 0 a constante do coeficiente de competicao intraespecifica, x1(t) = x1 o
valor constante da barreira inferior; xo(t) = x2 0 valor constante da barreira superior.

Os valores da barreira inferior e superior sdo definidos de acordo com a espécie obser-
vada, definindo valores limites em condig¢oes 6timas para a quantidade de biomassa.

Suponhamos, portanto, que 0 < x; < x2 < es, em que r1 = 0 e x9g = e7 sdo as
raizes da equacdo f(N) = N(r — vIn N) que corresponde a EDO do sistema impulsivo
gompertziano.

A condigao inicial tal que ;1 < Ny < xo, implica que a solucdo do sistema ficara

limitada nesse intervalo, ndo atingindo os valores das raizes da EDO. Além disso, temos:
I = Il(t7N) > 07

compreende o tamanho da adi¢do de biomassa, quando atinge o valor da barreira inferior
eO<]1<X2—X1.
I, =L(t,N) <0,

sendo o tamanho da remocao de biomassa, quando atinge o valor da barreira superior e
X1 — X2 < I <0.
Tais efeitos impulsivos (adigdo ou remogao) ocorrem sobre o modelo nos momentos

em que a biomassa da populagao isolada é igualada a alguma quantidade das barreiras
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(inferior ou superior).

No modelo de Gompertz, a quantidade de biomassa aumenta entre dois impulsos
vizinhos, consequentemente, apenas a constante de barreira superior pode ser alcancada,
ou seja, consideraremos apenas remocoes discretas como efeito impulsivo, nos momentos
em que a quantidade de biomassa atinge a barreira superior ys.

A determinagao do salto depende do fenomeno estudado, no entanto, aplicando o
modelo no contexto de crescimento de tumores, a literatura traz peculiaridades quanto
aos tratamentos individuais e apresenta uma taxa proporcional de células cancerigenas

atingidas frente a utilizacao de certa droga.

Assim, se uma dose particular de uma droga individual leva a uma morte de
3log das células cancerosas e reduz a carga tumoral de 10'° para 107 célu-
las, a mesma dose usada em uma carga tumoral de 10° células reduz a massa
tumoral para 102 células. A morte celular é, portanto, proporcional, indepen-
dentemente da carga tumoral (KATSUNG, 2017, p. 950, tradugao nossa).

O modelo de Gompertz tem como caracteristica o crescimento mais lento no inicio e
no fim de um periodo, assim, para um paciente com cancer avancado, a massa tumoral é
maior, a fracdo de crescimento é baixa e a fracao de células mortas é pequena.

Dessa forma a resposta a droga usada no tratamento depende, em especial, do lugar
em que o tumor se encontra na curva de crescimento particular.

Consideremos, portanto, um tratamento que consiste na retirada de biomassa de modo
proporcional Iy = —f - N(t), sendo 3 > 0.

Assim, reformulamos o problema de valor inicial:

TN =y N), N # xe
AN = —3 - N(t), N(t) = xo. (3.12)
N(0) = No,

A solugao do sistema (3.12) apresentada por trechos existe e é tnica, garantida pelo
Teorema de Existéncia e Unicidade para ¢ > 0, apresentados no primeiro capitulo deste
trabalho.

Além disso, observando a soluc¢ao sem impulso, temos que esta é crescente e deverd
encontrar a barreira superior, nos instantes de tempo variavel t{,%9,--- ,%,, -+, quando
N(t) = x2 e satisfazem 0 =ty < t; <ty < ---.

A EDO apresentada no sistema impulsivo é de varidveis separaveis, a solugao é vista

a seguir:

/Mdzv: /dt.
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1
Fazendo uma mudanga de variavel, na qual v = r —~vInN e — —du = NdN ,
g
obtemos:

1 1 1 1
——/—du:/dt = ——lhflu/=t+C = —=Injr—ylnN|=t+C.
v u Y Y

Assim, a solu¢do N(t) é dada por:

N(t) = exp <7a_e;7t]€> :

Como N(0) = Ny, segue que k =7 —In Ny e

r—e‘7t~(7’—lnNo)>

N(t) = exp < .

Antes do primeiro impulso, a solugdo do sistema (3.12) coincide com a solugao da

EDO sem impulso, observamos, entao, a solucao pro trechos.

e Seja 0 <t < ty, entdo a solugdo nao sofre impulso e temos:

r—e‘”t-(r—lnN0)>

N(t) :exp< -y

e Seja t = t; o primeiro instante de impulso, ou seja, N(t1) = x2

]_ _
h__mC“vmWﬂ>
v k

Além disso, N(t]) = N(t1) + AN = (1 — 3) - N(t;) = a.

e Quando t; <t < ty, consideramos a condigao inicial N(t]) = a.

Nesta situacao, com a nova condi¢ao, temos:

r —vlIn(a)
kl - et ’ ©
r—e .k
N(t) = exp 5

° Seja t= t2 entéo, N(tQ) = X2

b:_lm(uﬁmWﬂ)

Y ky

E ainda, N(t;) = N(ts) + AN = N(ty) — - N(t2) = a.
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Observamos que N (t1) = N(t2) = x2.

e Quando ty < t < t3, 0 segundo salto da solugao ja ocorreu e consideramos a condigao

inicial N(t3) = a.

Nesta situagao, com a nova condigao, temos:

r —vIn(a)
k2 = 76_7@ s €
r—e M ky
N(t) =exp — )

Podemos prosseguir com a escrita do solugao para todo t > 0. A seguir, apresentamos

o esbogo de solugao considerando os parametros r = 0,7, v = 0,4, 3 = 0,4, Ny = 1.

Figura 3.8: Solug¢ao do modelo de Gompertz com impulso.

0 2 4 6 8 10 12 14 16 t

Fonte: Elaborada pela autora.

O modelo assim como o logistico (segao 1.3), possui comportamento periédico, uma
vez que a cada instante de impulso a condic¢ao inicial mantém o mesmo valor a.

Suponhamos, a fim de obter um comportamento nao periddico o seguinte sistema:

de;/ = N(0,7—0,4In N), N(t) # 5.
AN = —0,05-t- N(t),  N(t)=5. (3.13)
N(0) =1,

Observemos a mudanca na condi¢ao de impulso que, neste sistema, depende do tempo
t. Dessa forma, os instantes de impulso sofrerao mudanga de acordo com o intervalo da
solucao, correspondendo ao grafico da Figura 3.9.

Obtemos, portanto um exemplo de solu¢ado nao periddica para o modelo impulsivo de

Gompertz, uma vez que o tamanho dos saltos é modificado ao passar do tempo.
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Figura 3.9: Solucdo do modelo de Gompertz nao periédico

-2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 t

Fonte: Elaborada pela autora.

3.3 Modelo de Lotka-Volterra

Nos tltimos anos, o estudo de ecologia unida a teoria matematica tem se desenvolvido
rapidamente, de modo que muitos modelos matematicos foram propostos no estudo da

dindmica populacional. As referéncias utilizadas nesta secao sao: [17], [20] e [21].

Um dos modelos famosos para a dinamica da populagao é o sistema de competicao
Lotka — Volterra, também conhecido como modelo presa-predador e proposto de modo
independente pelos matematicos Vito Volterra e Alfred James Lotka. Em 1925, as equa-
¢oes foram usadas para analisar interagoes de predador-presa e assim foi desenvolvido o

modelo, conhecido e estudado até os dias atuais.

A competicao é um importante processo bidtico que afeta a dindmica populacional dos
ecossistemas. No entanto, o sistema ecologico é frequentemente perturbado por atividades
de exploracao humana e controle biol6gico, as quais podem provocar descontinuidades no

Processo.

Esses modelos estao sujeitos a perturbagoes de curto prazo que muitas vezes sao assu-
midas como na forma de impulsos no processo de modelagem. Consequentemente, obtendo
uma descri¢do mais precisa do sistema, as equagoes diferenciais impulsivas fornecem uma

descricao natural de tais sistemas.

Com esse controle impulsivo, estabelecemos critérios para evitar que todas as espécies
sejam extintas estabilizando algum ponto positivo, que pode nao ser o ponto de equilibrio
do sistema. Ao simular o controle impulsivo, obtemos resultados teéricos significativos,
nos quais o impulso é caracterizado por intervengoes (peridédicas ou nao) como liberagao
de pragas, utilizacao de pesticidas, captura ou envenenamento com produtos quimicos

usados na agricultura.
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3.3.1 Caso I: modelo sem impulso

Inicialmente, escrevemos o sistema sem impulso:

&= z(r1 — qy),
y = _y(TQ - q2x)7
z(0) = xo,

(3.14)

y(0) = o,

sendo: = = x(t) > 0 a quantidade de biomassa da presa no instante t > 0; y = y(t) > 0 a
quantidade de biomassa do predador no momento ¢t > 0; as constantes r; > 0 e ro > 0 sao
coeficientes especificos relativos ao crescimento da presa e do predador, respectivamente;
as constantes ¢; > 0 e gu > 0 s@o os coeficientes de competicao intraespécies. E xqg > 0 e
Yo > 0, correspondem as quantidades iniciais de ambas espécies em t = 0.

A escrita matricial do sistema néo linear (ou seja, a matriz A(x,y) depende de z e y)

G)-(n )0

Os pontos de equilibrio do sistema sem impulso, sao dados nos momentos em que nao

(3.14) é expressa por:

h& variacado no numero de presas e predadores, ou seja,

assim os pontos de equilibrio sao também pontos criticos, a saber:

Ty T1
0,0)e | =, —].
( ) (C]Q (h)

No primeiro instante, observemos as solugoes proximas a origem (0,0) e linearizando

(-0

Determinamos os autovalores a partir de

/\_
det " 0 =0.
0 )\+T2

)\1 =T € )\2 = —T9.

o sistema (3.14) temos:

Como os autovalores possuem sinais opostos, o ponto critico (0,0) é um ponto de
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instabilidade do sistema (3.16). Isto significa que para qualquer condigdo inicial dada em
uma vizinha da origem, as trajetérias se afastam do ponto de equilibrio.

. s T2 T .
Agora, analisamos o ponto critico | —, —|. Para isto, fazemos uma mudanca de
a2 41

variaveis, que corresponde a deslocar o ponto de equilibrio para a origem, de modo que,

T2
U=r—— € v=y— —.
q2 q1

Derivando, segue que,

E assim,
u=z(r1 — qy) U= —y(ry — ¢x)
r T T T
ﬂ:<u+2>'[ﬁ—fh<v+l>] 13:—(11-1-1)-[7”2—%(1)—1-2)]
q2 q1 qQ1 o))
y T2 . 1
u:—q1<u+>v v:q2.<v+>.u
q2 q1

Dessa forma, o sistema matricial correspondente ao ponto de equilibrio estudado é

dado por:
T2
—q1v —q1—
U B 02 U
v T v .
q2— qau
q1

Como a mudanca de variaveis desloca a origem para o ponto de equilibrio, novamente

linearizando o sistema (3.14) e usando u e v:

T2
0 —a—
v r v ‘
QQ*l 0
q1
E determinamos os autovalores a partir de
)
A —
q2
det = 0.
™
q2— A
01

Ou seja,

A = i /179,
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Os autovalores sao imagindrios puros (parte real nula) e, consequentemente, o ponto

)

92 1

re T
(2 1) ¢ um ponto de estabilidade do sistema. A fim de facilitar a notagado denominamos
o ponto de equilibrio estavel por (z*,y*).

O sistema presa-predador nao apresenta um solucao explicita, mas é possivel determi-

nar as oOrbitas de solucao.

Para isto, utilizamos a regra da cadeia nas EDOs do problema (3.14), obtendo,

CLZJ _ —y(ry — qa)
dx z(ri—qy

Utilizando a técnica referente a equagdes separaveis, obtemos:

/ (qy — rl)dy _ / (rg — qﬂ)dx.

Yy x
=qy—rlny+ gr—rhne=_C, (3.15)

sendo C' uma constante positiva.

De fato, C' é positiva pois, sendo C' = In K

InK=qy—rilny+ gr—rynz.

— 1Y -1 q2x -T2
K =et .y " . eB% . p7"2,

para x,y > 0, entao K > 1 e, consequentemente, C' > 0. E para cada valor de C, tragamos

no plano de fase z x y as 6rbitas que devem satisfazer a relagao (3.15).

Figura 3.10: Orbitas do sistema presa-predador sem impulso.

y(t)

z(t)
Fonte: Elaborada pela autora.

A partir da observacao do sistema sem impulso, é possivel uma analise mais clara

acerca do modelo com impulso, que estudaremos a seguir.
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3.3.2 Caso II: modelo com impulsos em tempos variaveis

Observando as caracteristicas do modelo, introduzimos os efeitos impulsivos. Para

tanto, escrevemos o sistema a seguir:

=a(r—qy), yit)#k- (i),

g =—y(r2 — @), y@t)#k-z(t),

Ax(t) = —ax(t), y(t)=k-z(t), (3.16)
Ay(t) = —ay(t), y(t) =k-x(t),

z(0) =

y(0) =

O modelo de Lotka-Volterra, descrito pelo sistema impulsivo nao linear (3.16), possui
unica solucao, conforme os teoremas apresentados no primeiro capitulo deste trabalho,
além disso, as consideragoes a respeito do problema impulsivo sao obtidas por meio da

solugao descrita em cada intervalo de tempo estudado.

No sistema (3.16), o conjunto de pontos (x,y) que satisfazem a equagao y = k - z(t),
com k > 0 o qual serd definido posteriormente; ax(t) e ay(t) sdo as quantidades de
biomassa da presa e do predador, respectivamente, que serao removidas em forma de

impulsos.

Denominamos o lado direito da equagao (3.15) por W(z,y), ou seja,
W(z,y) = qy —riIny + grv — rylna.

Seja U(x,y) a diferenga entre a fun¢ao W (z,y) calculada em pontos arbitrarios (x,y)

e no ponto de equilibrio estavel (z*,y"),

U<x7y) = W($>y> - W(SL’*,y*)

Ur,y) = qy —rilny+qr—rynz +r (hﬂ (T ) 1) + 79 (ln (m) —1).
q1 q2

Segue que para todo (z,y) € RT x RY, (z,y) # (2%, y"), a desigualdade U(z,y) > 0 é
valida, pois W (x,y) > 0, para x,y > 0 (vide observagao sobre C' > 0 em (3.15)).

As érbitas do sistema (3.16) sao dadas implicitamente para algum ¢ > 0, por:
Ve = {(m,y) : U(f,y) = C} :

E a superficie impulsiva (neste caso, o segmento no qual os instantes de impulso

ocorrem) é um segmento da reta r : y = k.
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A inclinacao da reta y = kx é especificada tal que

*
%<k<

b
z*
sendo a e b, respectivamente, os maiores valores das solugoes das equagoes a seguir:

U(xuy*) =c & @r—rlnr=c —nr (ln(x*) — 1),

Ul y)=c < qy—rlny=c —r(In(y*)—1).

Figura 3.11: Orbitas 7. do sistema (3.15) e superficie de impulso y = kz.

y(t)

a(®)
Fonte: Elaborada pela autora.

Suponhamos que o dominio D, no qual esta localizada a érbita do problema impulsivo,
situa-se entre duas érbitas de fronteira 7., € 7.,, com 0 < ¢; < ¢9, ou seja, D = D, — Dc;.

Assim, seja ¢, tal que ¢; < ¢y < ¢, a érbita do sistema impulsivo é uma parte da
érbita 7., .

Observando o sistema (3.16) e sabendo que a superficie que define o impulso é um

segmento da reta y = kx, entdao o vetor de impulso é expresso por
B(z,y) = B(x, kx) = —(azx, kax).
Assim, as solugoes nos instantes de impulso sdo expressas por:
(", y") = (27, kz™) = (x + Az, kx + Akx) = (v, kz) — a(z, kz).

Tomando a condigao inicial do problema impulsivo (3.16) sobre a curva 7., no mo-
mento em que a érbita do problema toca a superficie de impulso, assim, U(x, kx) = ¢y,

ou ainda,

qr1kxr —riIn(kz) + goxr — raylnz = ¢y — 1y (ln (2) — 1) — 7y <ln <22> - 1) , (3.17)
1 2

obtemos solugdes para (3.17), no entanto nao é possivel expressa-las analiticamente, isto
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é, xr e y em funcao de t.

Sejam elas, x1 e 9 com 7 < xo. Entdo z = x5 e y = ks sd0 as quantidades
aproximadas de presa e predador no momento do impulso (remogoes).

Neste caso, mostraremos a solugao periddica, no qual os tamanhos dos saltos sao

determinados pela diferenca entre as solugoes encontradas, de modo que:

Ax(t) = zg — a1,
Akz(t) =k - (x2 —x1) .

Figura 3.12: U(z, kx) = ¢.

y(t)

kxo

kAx Yo

x(t)

e Ax

Fonte: Elaborada pela autora.

De modo que a solugdo (z*,y™) ap6s impulso ainda esteja sobre a drbita ., sendo,
portanto uma nova condicao inicial para se dar continuidade a construgao da solugao.

Na construgao da solucao deste problema impulsivo, em particular, observa-se que os
pontos de impulso e os tamanhos dos saltos coincidem, dando origem a um processo perié-

dico, que é interessante, visto que as remogoes tendem a ocorrer em periodos determinados

para cada espécie estudada.

Figura 3.13: Orbita periédica Ve, do sistema.

y(t)

kxzy

kAx Yo

o)

e Ax

Fonte: Elaborada pela autora.
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Neste caso especifico Figura 3.13, o grafico do espaco de fase x x y foi tragado a partir

dos seguintes parametros no sistema (3.16):

&= x(4 - 2y), y(t) # 5 - ().

. 2

y=-y(3—z), y(t) # 5 - ().

Ax(t) = 0,85 2(t), y(t) = z 2(8). (3.18)
Ay(t) = 0,85 y(0), y(t) = (1)

z(0) =9,

y(0) = 2, 86,

Escolhendo as érbitas do sistema com ¢; = 2, ¢o = 4 e ¢y = 3, as condic¢oes iniciais

sobre a drbita 7., e resolvendo a equacao:

2
U (m, 3:5) =3,

os valores aproximados encontrados para x foram z; = 1 e x5 = 6,69. Desse modo os
pontos de intersecgdo da 6rbita e da superficie de impulso sao dados por X; = (1; 0,67)
e Xy = (6,69; 4,46) (Na Figura 3.13, representados por (z1; kx1), (x2; kz2)). E ainda,

como T, > T1, segue que o ponto X sofre impulso.

O tamanho do salto, representado no sistema (3.18) é aproximado, mas pode ser obtido
por:

Az(t) = 6,69 — 1 = 5,59

2
Ay(t) = 5 +5,59 = 3,79,
Assim, estando sobre o ponto X3 = (6,69 ; 4,46), obtemos:
Ax(t) = —az(t) = —«a-6,69=5,59.

= a=0,85.

Encontramos o mesmo valor aproximado determinando « por meio do Ay(t), o que
corresponde ao salto sobre a curva ., €, especialmente, sobre o ponto de intersec¢ao entre

a Orbita e a superficie de impulso, tornando o processo periédico.
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De modo a garantir a existéncia do periodo da solugao escrevemos

Uz, kx) = Ulx+T, ka+T).
2kx —4In(kz) + 2 —3nz = 2(kx+T)—4ln(kz+T)+ (z+T) —3In(z + 7).
—4In(kz) —3lnx = 3T —4ln(kx+7T) —3In(x +T).

A partir das propriedades de logaritmos, temos:

4 3
n (kac+T) o (x—l—T) _ ar
kx T

(k‘x—l—T>4 (x+T)3 37

. =e.

kx T

Notemos que 7' = 0 é uma solucao para esta igualdade. Entao chamando:

P(T) = <kx];; T)4‘ <x—;T>3 , E(T) = &,

calculamos a primeira derivada quando T' = 0:

Desta forma, podemos concluir que a inclinacdo de P(7') é maior que a inclinagao
de E(T), no instante zero, No entanto, a exponencial tende a um crescimento maior
que qualquer polindmio conforme 7' varia, consequentemente, teremos um novo ponto de
intersecgao entre os graficos de y = P(T) e y = E(T), que corresponde ao periodo 7.

Observemos este raciocinio no exemplo utilizado, em que obtivemos os pontos de
intersecgao com a superficie de impulso X; = (1; 0,67) e Xy = (6,69 ; 4,46), no entanto
o ponto em que o impulso ocorre é o ponto X5 e o periodo é o tempo decorrido de X; até
o impulso ocorrer.

Com esta analise deixamos fixo, x = 1 e obtemos periodo T =~ 4, 38.

Figura 3.14: A interseccao das curvas ocorre em T = 4, 38.

Eﬂ)g//

P(T) P(T) = E(T)

) 4.3829314708246 T

Fonte: Elaborada pela autora.
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Por outro lado, as remogoes poderiam ocorrer de forma nao peridédica, neste caso, apos
o impulso a nova condicao inicial pertenceria a outra érbita do sistema, para tanto, con-
siderando o sistema (3.18) e fazendo o pardmetro o = 0, 83, obtemos um comportamento

nao periddico da solugao.
Figura 3.15: Orbita da solucdo impulsiva ndo periédica.

y(t)

- z(t)

Fonte: Elaborada pela autora.

A condigao inicial é dada sobre a orbita U(z, kz) = 3, sendo (zo,y0) = (9; 2,86).
A partir desse ponto inicial, obtemos a Orbita representada pelo tracado de cor azul e o
primeiro ponto de impulso determinado por A = (6,69 ; 4,47).

O ponto AT = A — aA, como definimos a = 0,83 temos que AT = (1,13 0,75),
sendo esta a nova condic¢ao inicial que determina uma nova Orbita, tal que ¢ = 2,44,
representada na curva em amarelo.

A érbita encontra a superficie de impulso no ponto B = (6,24 ; 4,17) sofre o impulso
de modo que BT = (1,06; 0,70), dando origem a uma nova 6rbita, sendo ¢ = 2,74,
representada na cor rosa.

Prosseguimos dessa forma e determinamos os pontos C' = (6, 49; 4,33), D = (6, 35; 4,24),
E = (6,43; 4,29) e as drbitas representadas na Figura 3.15 em roxo e cinza, respectiva-
mente, a fim de exemplificar o comportamento nao periédico em funcdo do tamanho do

salto escolhido inicialmente.



4 Consideracoes Finais

As equacoes diferenciais impulsivas, embora estudadas em contexto recente, constituem-
se em uma area de relevante pesquisa, possibilitando novos estudos e compreensoes sobre
o tema, além da modelagem de fendomenos que melhor se ajustam por meio dos impulsos.

O sistema impulsivo definido por uma equacao diferencial ordinaria e uma condicao
condizente ao impulso possui aplicagoes em diversas areas do conhecimento, abrangendo
as ciéncias sociais, fisicas, biologicas e farmacoldgicas.

Tais impulsos, estudados para essas equagoes, representam uma perturbacao no sis-
tema que ocorre em um tempo muito curto, considerado instantdneo se comparado com
todo o tempo de desenvolvimento do fenémeno.

Ainda, estes impulsos sao classificados em dois tipos, a saber: impulso pré-fixado e
impulsos em tempos variaveis, o primeiro caracteriza-se por um tempo fixo e bem definido,
contribuindo para maior facilidade na escrita da solucao do sistema impulsivo, enquanto o
segundo tipo de impulso, depende da solu¢ao do sistema em momentos especificos, sendo
mais complexo, mas trata de situacoes bastante interessantes, em especial, nesses casos,
trazemos a nocao de solugoes periddicas em certos sistemas estudados.

O presente trabalho buscou apresentar alguns resultados tedricos dessas equagoes, a
partir da existéncia e unicidade de solucoes, estabilidade e a apresentacao de modelos,
possibilitando maior clareza a respeito do objeto de estudo.

As aplicagoes apresentadas dialogam com as demais areas do conhecimento, desde o
contexto social, como o crescimento populacional, até a aplicagao bioldgica em sistemas
farmacocinéticos, no entanto, outras discussoes acerca do tema se fazem possiveis, como
existéncia e comportamento de sistemas nao lineares, bem como suas devidas aplicacoes,
além de vislumbrar impulsos das mais variadas formas a depender da analise escolhida.

Artigos recentes, apresentam as equagoes impulsivas em modelos e resultados significa-
tivos dentro da area biolégica (tratamentos de SIS e HIV, por exemplo), sendo, portanto,

um campo aberto para uma sequéncia deste estudo.
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