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RESUMO

Com a evolucdo dos sistemas de computacédo simbdlica ampléoeageacidade de
modelagem e analise de problemas provenientes de equacdes idiferencpde-se a
resolucdo da equacéo da conducéo de calor em regimes permanenterddrpas
uma geometria cilindrica com condi¢des de contorno convectivas dea éoratitica e
numeérica utilizando o software de computacdo simbdlica Maple.eRtggproposito
serdo empregados para a resolucdo analitica, 0 método de separae@idavees e
para a resolucdo numérica, o método das diferencas finitas @asguema Crank-
Nicolson e explicito. Os resultados obtidos das resolucdes anaiticaséricas, para
algumas situacdes avaliadas sdo comparadas. As vantagenstamiomais da

utilizacdo do software Maple séo apresentadas.

PALAVRAS-CHAVE: Conducdo de calor, computacdo simbdlica, resolucéo
transiente, diferencgas finitas.



CORREA, V. A. Symbolic computation application on the resolution of
conduction heat problems in hollow cylinders with convectie boundary
conditions. 2007. 139f. Tese (Doutorado em Engenharia Mecéanica) — Faculdade de
Engenharia do Campus de Guaratingueta, Universidade Estadual Paulista,

Guaratinguetd, 2007.

ABSTRACT

The evolution of symbolic computation systems enlarges the tapaecnodeling and
analysis of problems by differential equations. The aim is tilselugon of the

conduction heat equation in unsteady and steady state for the cyingkmmetry
with convective boundary conditions with analytical and numericatisols using the
Maple software. To this results will be used the separatedbolesianethod and finite
differences to numerical solutions with Crank-Nicolson and expmichemes. The
results obtained for numerical and analytical solutions for seiugations it will

available and compared. The computational advantages of the Maplarsotire

showed too.

KEYWORDS: heat conduction, symbolic computation, unsteady resolution, finite

differences.
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1 INTRODUCAO

Os sistemas de computacdo simbdlica ou algébrica estdotaeadds entre os
desenvolvedores de softwares devido a grande variedade de aplicagcfesse que
dispéem. Entre as aplicacbes que mais se destacam nesta medodstEyia
potencialidade na resolucdo de equacdes diferenciais parciais &iagjise tornando

uma ferramenta poderosa na resolucéo de problemas analiticos e numéricos.

1.1 JUSTIFICATIVA

A evolucdo computacional que ocorre desde a década de sessenteiqggropor
computadores com processamentos muito mais rapidos e com aapamidade de
armazenamento de informacdes, sendo que o desenvolvimento de algoritanas pa
solucdo dos mais diversos problemas tem sido de grande interesspalistasa
engenheiros e pesquisadores.

Desde entdo, algoritmos para o tratamento de problemas isolados com
representacdo simbdlica de solucBes tém sido desenvolvidos, porém,fimal da
década de sessenta se documentou o surgimento do primeiro sisteoraputacao
algébrica (Computer Algebra System - CAS), onde se reuniranuranmesmo
ambiente computacional solu¢des para mais de um problema.

Segundo Maliska (2004), um engenheiro ou projetista conta congaistes
ferramentas para analisar ou desenvolver um projeto: métodoicasalmétodos
numericos e experimentacdo em laboratério, sendo que os dois prifoemnasn a
classe dos meétodos teoricos, pois objetivam resolver equacles difisremoe
formam o modelo matematico.

Entre os muitos processos fisicos que podem ser representados pdegquac
diferenciais esta o estudo da conducdo de calor que, segundo BragGi#hp é
definido como processo de troca de energia entre sistemas ou paui@sndesmo

sistema, em diferentes temperaturas. Podendo ser analisad® dependéncia do
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tempo caracterizando o0 regime permanente, ou com a dependénciang te
caracterizando o regime transiente.

Além da questdo temporal, a complexidade de um problema de conducdo de
calor depende também da escolha da geometria e da natureza dostrparam
envolvidos.

Braga Filho (2004) e Arpaci (1966) descreveram que para simulanosspos
fisicos envolvidos na area de transferéncia de calor deve-seereaorestudo e o
refinamento das leis governantes, a modelagem matematica e deseentdvie
técnicas computacionais para o tratamento analitico e numérico destemasoble

Conforme Maliska (2004), as solucBes analiticas devem seregagas a
problemas cujas hipoteses ndo se desviem em demasia do fen@sinceél, mas
ressalta sua aplicacdo na validacdo de modelos numéricos, dalétempos de
computacao satisfatorios em relacdo as simulacdes numéisaaulacdo numérica
além de viabilizar a resolucdo de problemas complexos apresstidtados que
reduzem tempo e custo de projetos.

Ld, Tervola e Viljanen (2005, 2006a, 2006b) descreveram a importancia do
estudo da geometria do cilindro vazado, onde ressalta a importascsoldgdes
analiticas na estimativa das propriedades dos materiaisvalidacdo de solucdes
numeéricas.

Os sistemas de computacdo simbolica ou algébrica vém anasr uma
ferramenta no auxilio da modelagem e tratamento computacionglrofddemas
numericos e analiticos em diversas areas minimizando os stiesga esforcos

algébricos das resolucdes.

1.2 COMPUTACAO SIMBOLICA

O surgimento da computacdo simbolica ou algébrica deve-se ao fdtudo de
modelos cada vez mais complexos, onde a maquina manipulariaricdgeente
extensas expressdes matematicas com rapidez e precisddamAsagsr referéncias

documentadas surgiram na década de cinqiienta e com elasnesqgsriprogramas
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computacionais para manipulacédo de polinémios, calculos de deriveetdgdo de
equacdes (HEARN, 1997).

Wester (1999) definiu a computacdo simbodlica ou algébrica comeaada
computacao que trabalha com a manipulacéo e solucédo de equacdes.

Cohen (2002) definiu a computacdo simbdlica como a parte da infcanuhtée
projeta, analisa, implementa e aplica algoritmos algébricaactéaiza-se por realizar
calculos simbdlicos que representam objetos matematicos sem dgos
arredondamento ou truncamento.

Hearn (1997) definiu um sistema de computacdo algébrica ou simbétioa
um programa que permite manipular expressées matematicas de manmias.

Atualmente conta-se com uma série de sistemas de computsg@ergitem a
manipulacdo simbdlica de expressfes matematicas levando adesutiom uma
aritmética exata, sendo que os que mais se destacam sadcasvapl Maple e

Mathematica.

1.2.1A computagéo simbolica e a transferéncia de calor

Devido ao crescente aumento da capacidade de processamento eddie measn
computadores, diversos aplicativos computacionais de computacadlisambu
algébrica ligados as areas de Engenharia, Matematica e tEisicado utilizados para
minimizar as atividades complexas e demoradas nos calcuksmddelagens
desenvolvidos por essas areas de conhecimento.

Lopez (1993) apresentou a importancia do uso da computacdo simbdlica com
Maple no aprendizado dos estudantes de engenharia, onde cita a apliesigéo
ferramenta desde 1988 no Instituto de Tecnologia Rose-Hulman narmgétnalisa
a viabilidade da aplicacdo desta metodologia destacando que csd@ssHo obtidos
em tempo real substituindo a longa e tediosa tarefa de elabosaciga tla pratica de
ensino.

Andrade (1996) utilizou o software de computacdo simbélica Mathemadic
resolucdo de equacdes diferenciais acopladas no estudo simubin@oesteréncia de

calor e massa em meios capilares porosos obtendo resultados analitioésieosu
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Jager e Asch (1996) descreveram o estudo da resolucdo de equagéesidi$
parciais com o Maple, onde chegam ao resultado da viabilidadstelma e sugerem
a ampliacdo dos recursos do software para que novos meétodos pamsam S
implementados e destaca a superioridade do software Maple em relacéo a o8tros CA

Frankel (1996) féz o estudo da conducé&o de calor utilizando o método caumeéri
dos minimos quadrados via computacdo simbdlica com o softwahemvatica, onde
mostra uma intensiva andlise dos erros gerados e verificou dguelementacao
numerica nao exigiu tempo excessivo de processamento.

Barton (1997) utilizou o software Maple na resolugcéo da equacdo derFerar
uma parede plana com condi¢des de contorno de Cauchy pelo método agasegar
variaveis, onde obteve uma resolucdo satisfatoria ressaltand@abdidade da
transferéncia dos resultados para cédigos em linguagem de programedaartén
para serem usados em simulagdes numeéricas.

Mikhailov e Cotta (1997) utilizaram o software Mathematica par@sentar um
roteiro dos comandos do software para o céalculo dos autovalores de hlemarale
transferéncia de calor com geometria cilindrica na presdaceonveccdo forcada,
onde investigou as oscilacbes de temperatura e destacou os berdeficies da
computacao simbalica no célculo de fungbes complexas.

Campo e Rodriguez (1998) sugeriram o uso de sistemas de computacdo
simbdlica como o Mathematica e o Maple na resolucéo de problentandiecdo de
calor, onde apresenta a distribuicdo de temperatura em regimanesite de uma
aleta uniforme utilizando resoluces pelo método de série de poténuéda solucao
exata das funcdes de Bessel e analisa o tempo de processaraépnaolaeoelos
métodos de solucdo adotados.

Yang (1998) explorou o uso da computacdo simbolica no desenvolvimento de
um algoritmo numérico hibrido onde usa diferencas finitas e elemdintibos
aplicado a um problema de transferéncia de calor com o objetivalieaa a poténcia
de uma fonte de calor em geometria de parede plana com candg@®ntorno de
segundo tipo. Determinou que a utilizacdo da computacédo simboliazaeandise foi

eficiente na obtencéo dos resultados.
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Taylor (1999) apresentou a distribuicdo de temperatura em uredepplana
utilizando o método de linhas com o software de computacéo simbdlica Maple.

Subramanian e White (2000) apresentaram uma metodologia de resdducéo
problemas de valor de contorno utilizando o software de computaygwieh Maple
pelo método da Transformada de Laplace e usou o método numéricoedascdi
finitas para a resolucéo de equacdes diferenciais ordinariasmedeu a aplicacdo de
um método semi-analitico para a resolucdo das equacdes diferenciaiss parci

Campbell e Macki (2000) mostraram o estudo de controle de tetmaeem
uma barra utilizando o software Maple, onde aplicou o método de désréngas
visando a andlise de disturbios periédicos do problema.

Muniz e Marzac. (2001) apresentaram exemplos do uso do software de
computacdo simbdlica Maple na resolucdo de equacdes diferetipigias de
problemas de conducdo de calor em paredes planas nos regimes egiaeionar
transiente utilizando o método de separacdo de variaveis Eaerifue a aplicacdo
desta metodologia computacional de resolucdo possibilitou uma pleliacao da
influéncia dos parametros compreendidos no processo de conducéo de calor.

Malagutti e Nascimento (2001) discutiram a metodologia do uso doaseftw
Maple para a resolucéo e interpretacdo de resultados das psiecjpacdes da Fisica-
Matematica proveniente da modelagem matematica de problemadodi as
Engenharias.

Cunha (2002) utilizou o software de computacdo simbodlica Mathematica
estudo simultaneo da transferéncia de calor e massa em raitEes pPorosos
aplicados a outros materiais complementando o que foi proposto por Andrade (1996).

Santos e Mendes (2003) analisaram o método numérico de Eulerodomét
numeérico de Euler modificado, um método numérico semi-analiicresolucao pelo
software Matlab em um problema de transferéncia de calor endolveonducéao,
conveccao e radiacdo de uma parede plana, onde féz um comparatifloénaia do
intervalo de tempo em diferentes métodos numéricos. Verificou queétixlos de
Euler e Euler modificado usavam muito tempo computacional por exigitenvalos
de tempo muito pequenos e com o software Mathlab mostrou a vardagesolver o

sistema de equacdes simultaneamente e requer um numero méeroagies apesar
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das simulacdes serem lentas mostrando ser o método semi-@uatii@alternativa na
reducdo dos tempos de processamento.

Arauzo, Campo e Cortés (2004) realizaram uma andlise dastarésticas do
problema de transferéncia de calor em aletas anulares coinhgsefbdlico pelo
método de série de poténcias, e faz uso do software de compsitabética Maple
visando garantir a exatiddo dos calculos.

Carmo Filho, Ribeiro e Goncgalves (2004) utilizaram a teorigocendizagem de
Ausubel e a computacdo simbodlica com o software Mathematca criar um
ambiente informatizado de aprendizagem utilizando como exemplo o prodema
resfriamento depoxycom o método da separacéo de variaveis e método numérico das
diferencas finitas, onde mostrou resultados da distribuicdo de tEomaeem uma
parede plana com condi¢des de contorno de Dirichlet.

Li, Tervola e Viljanen (2006a) propuseram um método analitico traespara
avaliacdo de um processo de transferéncia de calor em paradas gdm condicOes
de contorno periddicas compostas aplicado a construcéo civil edféo software de
computacdo simbolica Maple na resolucdo algébrica de casos c@ndendrés
camadas de parede.

Aziz (2006) mostra a resolucdo de problemas de transferén@alatecom o
software Maple para o regime permanente em paredes planadyosilisélidos,
cilindros vazados e esferas apresentando solucBes analiticasicasreéestudos de
funcdes especiais. Apresenta também resolucdes transientepapagas planas e
cilindros solidos.

Este trabalho vai além das solucdes apresentadas por Aziz (2008hchois
estudo e analise da geometria do cilindro vazado com condi¢cdes dengontor
convectivas, deducdo esta proposta porsikz{1980), porém ndo detalhada
algebricamente. O problema é explorado em duas situacdes: na aresenguséncia
de geracdo interna de calor, onde é apresentada uma analipatazmomal da
viabilidade do uso do software Maple para estas solugbes, passémdstpdo do
perfil inicial de temperatura em funcdo do numero de autowlosados pelas

solucbes, pelas resolucdes analiticas e numeéricas em regmmanpate, pelas
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resolucdes transientes analiticas e numéricas e ainda acésae um caso em

regime permanente com condutividade térmica variavel.

1.2.20 software Maple

Chonacky e Winch (2005a) descreveram um pequeno histérico do sumuhoent
software Maple, segundo Keith Geddes, fundador da Waterloo Maplaesan
responsavel pelo software:

Em novembro de 1980 em uma reuniao com académicos da Ciéncia da
Computacao da Universidade de Waterloo discutia-se como desenvohsaftware
de computacdo simbodlica e entdo segundo Geddes, o Maple foi concehido. N
primeira semana de dezembro do mesmo ano, um sistema operacitmad jaido
desenvolvido. Em janeiro de 1981, o Maple foi usado no curso de Introducdo a
Computacdo Simbdlica da Universidade de Waterloo. No ano seguintenatiates
iniciaram suas pesquisas com o Maple e em 1983 foi difundido payaigstores de
outras instituicdes sendo aplicado a outras areas. Em 1987 haviamtad@des do
software em todo o mundo. Apenas em abril de 1988, o software Miaiple
incorporado a Waterloo Maple Software para comércio, distribieécéioporte e em
1990 o numero de instalagdes passou para 2000. A partir desta dataacesifaple
nao parou de ser atualizado recebendo novos recursos e abrangendo um pislico ca
vez maior de usudrios e aplicacdes em diversas areas do conhecimento.

A flexibilidade computacional do software Maple permite que gk wdizado

como:

- um sistema de visualizacao;

- umsolversimbadlico ou numérico;

- uma linguagem de programacao;

- um ambiente de modelagem e analise de dados.
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O software é composto por planilhas permitindo tanto a entradandandos
como a entrada de textos sendo que a interacdo com o usuét eénfeum Unico
ambiente computacional.

O Maple possui cerca de 3000 comandos basicos e contém em seu meda de aj
a descricdo de cada comando e exemplos de aplicacdo. O Maple podsimta
pacotes computacionais que podem ser executados em uma linhaatelcpara a
resolucdo de problemas especificos.

O Maple dispde de versdes para diversos sistemas, além do Wirnohoms
Macintosh, Unix e Linux e é um software que pode ser usado:

- Na matematica: para resolver equacdes algébricas endifésg ajuste de curvas e
interpolacdo, calculo de integrais, derivadas, séries e transfarsadssolucdo de
funcdes especiais, entre outras.

- Na visualizacdo e manipulacéo: de funcdes discretas ou continuas.

- Na comunicacdo: permite produzir documentos finais em diversostims como
HTML, LATEX, RTF ou XML e os graficos também podem ser sakosdiversos
formatos, além de permitir a criacao de links acessiveis pela Internet

Entres os CAS que mais se destacam no mercado estdo: o Mkithem
desenvolvido pela Wolfram Research Inc. em 1988, o Maxima desenvolvido
inicialmente com o nome de Macsyma em 1968 pelo Massachuisgtitate of
Technology e sendo reativado pela MathSoft Inc. em 1982, o Derive desenvolvido
pela Universidade do Hawaii em 1985 e comercializado pela Saiéhbuse Inc., o
Reduce desenvolvido pela Universidade de Utah em 1968 e o MuPad desenvolvido
pela Universidade de Paderborn na década de oitenta (WESTER, 1999).

Wester (1999) fez uma comparacdo entre o0s varios sistemasnygritacao
simbolica propondo a resolucdo de problemas de diversas aplicac@patices,
sendo mostrado na Tabela 1 a porcentagem de superioridade do softwarendapl

resolucdo de 473 problemas propostos em relagcéo a alguns CAS concorrentes:
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Tabela 1 - Porcentagem de superioridade de resolucdo do Maple esofw@ses

existentes no mercado (adaptado de Wester, 1999).

Software Superioridade do CAS Maple ha
resolucdo de problemas [%0]
MAXIMA 7,07
MATHEMATICA 15,92
DERIVE 28,31
MuPAD 38,49
REDUCE 47,78

O software Maple foi escolhido para este trabalho por ser @manfenta
confidvel e cientificamente explorada no estudo da resolucéo de esjdiedenciais

ordinarias e parciais.

1.3 OBJETIVOS DO TRABALHO

O presente trabalho concentra-se em explorar e utilizar stems de
computacdo simbdlica, no caso o software Maple 8, licenciado pélersidade de
Taubaté, na analise de problemas de conducédo de calor. Esta metodakigiadé
na resolucdo analitico-numérica da equacdo da conducdo de caloordatrige
cladssica de um cilindro vazado longo com condi¢ces de contorno coagedestas
condicBes serao realizadas:

- A resolucéo analitica em regime permanente do cilindro vazadcaadicdes
de contorno convectivas através do Maple com condutividade térmicardgenstsem
a presenca de geracéo interna de calor;

- A resolucéo numeérica em regime permanente do cilindro vazado com condi¢des
de contorno convectivas através do Maple com condutividade térmicargenstsem
a presenca de geracado interna de calor pelo método das difefimitgascom o

esquema de diferencas centrais;
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- A resolucéo analitica em regime permanente do cilindro vazade@oaicoes
de contorno convectivas através do Maple com condutividade térmicarderstcom

a presenca de geracéo interna de calor;

- A resolucéo numeérica em regime permanente do cilindro vazado com condi¢des

de contorno convectivas através do Maple com condutividade térmicarderstcom
a presenca de geracao interna de calor pelo método das difefi@taascom o
esquema de diferencas centrais;

- A resolucéo analitica em regime permanente do cilindro vazade@oaicoes
de contorno convectivas através do Maple com condutividade térmigaela sem a
presenca de geracao interna de calor;

- A resolucao analitica em regime transiente do cilindro vazanooondicfes
de contorno convectivas através do Maple com condutividade térmicartenstsem
a presenca de geracéo interna de calor pelo método da separacéo de variaveis;

- A resolucdo numérica em regime transiente do cilindro vazadacoodicdes
de contorno convectivas através do Maple com condutividade térmicardgenstsem
a presenca de geracdo interna de calor pelo método das diferaritges delos
esquemas explicito e Crank-Nicolson;

- A resolucéo analitica em regime transiente do cilindro vazanooondicfes
de contorno convectivas através do Maple com condutividade térmicarderstcom
a presenca de geracéo interna de calor pelo método da separacéo de variaveis;

- A resolucdo numérica em regime transiente do cilindro vazadacoodicdes
de contorno convectivas através do Maple com condutividade térmicardernstcom
a presenca de geracdo interna de calor pelo método das diferencas finitagyesitae
Crank-Nicolson;

Os resultados das distribuicfes de temperatura seréo apresentasdesntagens

e limitagbes computacionais analisadas.

1.4 ORGANIZACAO DO TRABALHO

Os préximos capitulos serdo dispostos com 0s seguintes conteudos:
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- no capitulo dois serdo apresentados os modelos matematicos descqaara o
desenvolvimento do trabalho;

- no capitulo trés serdo apresentadas as metodologias envolvidasataegplucao
numeérica como na analitica para os modelos descritos no capitulo dois;

- no capitulo quatro serdo apresentadas as resolucfes analitizaéreas em regime
permanente através do software Maple dos modelos descritos no capitulo dois;

- no capitulo cinco serdo apresentadas as resolucfes analiticaercas em regime
transiente através do software Maple dos modelos descritos no capitulo dois;

- no capitulo seis serdo apresentadas as distribuicdes de temappravenientes das
resolucdes analiticas e numeéricas através do software prapkenientes das solucdes
obtidas dos capitulos quatro e cinco e os tempos computacionais depoada t
solucao;

- no capitulo sete serdo apresentadas as conclusdes obtidas dw,tradsm como
sugestdes para trabalhos futuros;

- no Apéndice A sera apresentada a resolucdo analitica palasunasos propostos
para facilitar o entendimento da resolugédo computacional;

- no Apéndice B sera apresentada a resolucdo numeérica pamswasths propostos
visando também facilitar o entendimento da resolu¢cdo computacional;

- no Apéndice C é mostrado um resumo da descricdo dos comandmiosilido

software Maple.



2 MODELAGEM MATEMATICA

A seguir serdo apresentados os modelos matematicos pareossacakados,

sendo referenciados ao longo do texto por Caso 1, Caso 2 e Caso 3.

2.1 MODELAGEM MATEMATICA — CASO 1

Segundo Carlaw e Jaeger (1976), a equacao da conducéo de calor para um
cilindro vazado longo de raios intermoe externob considerando a condutividade
térmica constante, com auséncia do termo de dissipacdo-geragda deenergia em

regime permanente, € descrita pela equacao (1).

ii{r dT(f)j -0 a<r<b (1)

As condi¢des de contorno sao expressas na Figura 1:

h2 Tooz

Figura 1 - Representacdo de um cilindro vazado longo com condi¢bes demaont

convectivas.

As condic¢des de contorno ficam:
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_kd-;_sr)+th(r):thml r=a (2)
dat(r) _ 3
k= hT(r)=hT,, r=b (3)

Segundo Incropera e Witt (1985) a equacdo da conducdo de calor em regime

transiente é dada pela equacéo (4):

laT(r,t):}i(raT(r,t)) a<r<b t>0 (4)
a ot ror or
sendo:
a=_X_ (5)
PC,

No regime transiente, pata> 0, a superficie de contorno dissipa calor por
conveccdo em=a e emr = b e as condicbes de contorno convectivas sao definidas

como:

oT(r,t)

or +H1T(r,t):H1Tm1 r=a,t>0 (6)

oT(r,t)

+H,T(r,t)=H,T,, r=b,t>0 (7)
sendo:

h h
H =21 e H,=-2 8
Yok 2k ®)
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A condicéo inicial associada é:

T(rt)=f(r) t=0 (9)

2.2 MODELAGEM MATEMATICA — CASO 2

Segundo Incropera e Witt (1985), se for considerada a presenca de geracao
interna de calor na equacédo da conducéo de calor descrita pelo Gasguacao (1)

ela se torna:

}i(r dT(r))+%:o a<r<b (10)

As mesmas condi¢cdes de contorno representadas pelas equacoE (@jaen
mantidas.
Conforme Incropera e Witt (1985), se a equacao da conducdo de caltor(10

dependente do tempo, se resume a:

197(r,t)
a ot

=S

(raT(r’t)j+% a<r<b, ¢t>0 (11)

As mesmas condi¢cdes de contorno representadas pelas equacdgdd (@ra ¢

regime transiente foram mantidas.

2.3 MODELAGEM MATEMATICA — CASO 3

Se a condutividade térmica descrita na equacao (1) deixar derstante, a

equacao da conducao de calor pode ser descrita como:

{ofar ) s
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Sendok(T) € uma funcfo linear dependente da temperatura proposta pir Ozi

(1980) na forma:
k(T)=kolL+T(r)) (13)

Mantendo-se as mesmas condi¢gdes de contorno convectivas, a nova situagao se

expressa comao:.

oT(r)

kM= = +nT(r)=hT,, r=a (14)
k(T)a-g—Sr) +h,T(r)=h,T., r=b (15)

A situacdo representada para o Caso 3 sera avaliada apenas negiene

permanente.



3 METODOLOGIA

A seguir serdo apresentadas as descricbes dos métodosamnalitiaméricos

utilizados na resolucéo dos problemas propostos.

3.1METODO DA SEPARACAO DE VARIAVEIS

Durante os ultimos dois séculos, diversos métodos foram desenvolvidoa par
resolucdo de equacles diferenciais parciais. O método da sepdeagdidaveis é o
meétodo sistematico mais antigo, usado por D"Alembert, DaniebB#ire Euler, por
volta de 1750, nas investigagcdes sobre ondas e vibragdes. Foi consideravelment
refinado e generalizado, e constitui-se um método de grande impor&andea
utilizacéo frequiente nos dias de hoje. A investigacdo matematazandacao de calor
principiou em torno de 1800, e continua a merecer atencdo dos pesquisadores
modernos (BOYCE; PRIMA, 1994 e HABERMAN, 1998).

Em muitos problemas fisicos importantes existem duas ou waaiaveis
independentes, de modo que os modelos matematicos correspondentes envolvem
equacOes diferenciais parciais. O método da separacdo de vanéveige a
resolucdo de equacOes diferenciais parciais, cuja caracterisssencial é a
substituicdo da equacao diferencial parcial por um conjunto de equdit@enciais
ordinarias. A solucéo desejada da equacdao diferencial parciapiseme entdo como
uma soma, usualmente como uma série infinita, constituida pelagde®ldas
equac®es diferenciais ordinarias (ZILL; CULLEN, 2001).

A aplicacdo do método de separacdo de variaveis é indicada anmsble
homogéneos com condicbes de contorno homogéneas, portanto quando problemas
apresentam ndo homogeneidades nas condicbes de contorno € necessario a
decomposicao do problema em um ou mais problemas menores (BRAGID,

2004).
Os problemas representados pelas equacgdes (4) e (11) ndo sdo homagéneos,

que implica que a resolucao deve ser subdividida na forma:
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T(r,t)=F(r)+G(r,1) (16)

sendo a equacgao (16) representa a distribuicdo de temperatura, devendorsa das
solucdes em regime permanente e em regime transiente.

A resolucio deF(r) é a solucdo em regime permanente e depende somerge de
agrupa as parcelas de ndo homogeneidades do problema. Fazendo o balanco da

condicao de contorno expressa pela equacao (6x@mt>0, tem-se:

_oF(r) _aG(rt)
or or

+H,F(r)+H,G(r,t)=HT, (17)

Como para o regime permanente sera avaliada apématkem-se:

- a';fr_) + HlF(r) =H,T, emr=a (18)

e para o regime transiente:

oG(r t)
or

+H,G(r,t)=0 emr=a et>0 (19)

Igualmente, o balangco para a condicdo de contorno convectiva externa da

equacao (7) em=b et>0 é:

oF(r) , 9G(r.t)
or or

+H,F(r)+H,G(r,t)=H,T,, (20)

Como para o regime permanente sera avaliada apématem-se:

a';_fr) +H,F(r)=H,T,, emr=b (21)

e para o regime transiente:
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9G | H.G(r,t)=0 emr=b et>0 (22)
or 2

Para o regime permanente a equacado da conducao de calor é expressa por (23):

li(r dF(f)j -0 (23)
r dr dr

e as condi¢cOes de contorno tem a forma das equacdes (18) e (21).

Para o regime transiente deve-se obter a sol@&fa®) com as condicOes de
contorno na forma das equacdes (19) e (22) agora homogéneas. A equaCHo tpa

pode ser expressa na forma de (24):

li(r GG(r,t)j :iae(r,t) (24)

r or or 0

~—+

Considerando que o problema se tornou homogéneo, o método de separacdo de
varidveis pode ser aplicado e assume-se uma solucdo particditamaado produto

de duas func¢des como:

G(r,t)=R(r)O(t) (25)

SendoR seré fungcdo apenas de [ sera funcdo apenas teA substituicdo da

equacao (25) na equacéo (24) leva a:

1 (d°R(r)  1dR(N))_ 1 dO() (26)
RO\ dr® v dr ) o0 dt

A separacdo da equacdo (26) sO é possivel se ambos os lados foladosgaa

mesma constante:
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1 (d’R(),1dRN)_ 1 do®) _ 27)
RO\ dr2 r dr ) aOt) dt

onde-A? é uma constante de separacdo que deve ser escolhida de fotisiazesa

situacéo fisica do problema. As equacdes separadas ficam:

dZRgr) LLAR0) L R(r)A*=0 (28)
dr rodr
e:
_dz t(t) +O(t)aN =0 (29)

A resolucdo da equacédo (28) devera ser substituida nas condigéastatao
resultando em uma equacéo transcendental chamada de autofuncédo, cé@a solug
fornecera um numero infinito de raizes chamadas de autovalobesdats & constante
A%, sendo que cada autovalor representa uma solucdo particular da autofuncéo
(HABERMAN, 1998).

Utilizando propriedades de fungBes ortogonais e satisfazendo a comaega,

a solucdo € obtida pela soma das resolucdes das equactes (£28) para um

determinado numero de autovalores adequadamente definidos na resolucéo.

3.2 METODO DAS DIFERENCAS FINITAS

Sperandio, Mendes e Silva (2003) descreve o método das diferencacéinitas
uma técnica para a obtencdo da solucdo numérica de uma equagawidifparcial,
em que substitui as derivadas continuas (e condicBes de frontigiidaes) pelas
férmulas das diferencas que envolvem somente valores discretosa@ssocom
posicdbes da malha. Em toda solucdo numérica a equacdo diferencial ga

substituida por uma aproximacao discreta, ou seja, a solucdo rai@éanhecida
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somente para um nuamero finito de pontos no dominio fisico, enquantosgileao
analitica deve satisfazer a equacédo diferencial parcialagla ponto da regido. A
aproximacdo discreta resulta em um conjunto de equacbes algétpueasao
calculadas para valores discretos desconhecidos. O conjunto finito de @ontpse
se considera discretizado o dominio € chamado de malha e os pomasiahale

pontos nodais.
3.2.1Discretizacéo transiente da conducgao de calor

Ozisik (1984) descreve a equacgdo da conducdo de calor pelo esquema explicito,
implicito e por Crank-Nicolson das diferencas finitas para a geianae um cilindro
vazado com raio interna e raio externd dividido emM intervalos iguais, no qual a
dimenséo de cada intervalo é dada pela equacédo (30) e sua repdieséntagstrada

na Figura 2:

Ar = (bl\;l a) (30)

As discretizacdes para a geometria representada na Figlago@meira e da
segunda derivada ficam na forma de (31) e (32) $Z11984 e FORTUNA. 2000):

GT _ -I-iTl+9 _-I-iT1+9

— 31
or |, 2Ar (1)

62T| _ -I-m+€ _2-|-im+€ +-|-iT1+€

i+1

6r2|. Ar?

(32)
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= o1 2z N W-1 M
=b

Figura 2 - Representacdo da nomenclatura de diferencas finisumarcilindro

vazado.

A discretizacdo da derivada no tempo fica expressa na forr@3p¢O0ZISIK,
1984):

a-l- -I-im+1 _-I-im
ot (33)

Substituindo as equacoes (31), (32) e (33) na equacéao (4) da conducéo de calor:

i-l_i:+9 _Ting +-|-m+9 —2Tim+9 +TiTl+9 —iTimﬂ _Tim

i+1

r 20r Ar? a At

(34)

sendo:

i define a localizacdo dos pontos de resolucéo na direcao radial,
mdefine 0 nimero de passos no tempo;
A4r é a distancia entre os pontos de resolucdo na direcdo radial [m];

4t é a dimenséao de incremento de tempo [s];
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M é o numero de pontos nodais da malha;
6 € uma constante que define o esquema, sérd® o esquema explicitd? =1 o
esquema implicito €= 1/2 o esquema Crank-Nicolson.

Fortuna (2000) faz a descricdo dos esquemas citando que quandpadautili
resultado de uma solucdo num instante anterior ja conhecidagbemtaica solucéo
posterior desejada, o esquema de discretizacdo é dito explicito,apuspdo as

temperaturas desconhecidg®™* no tempom+1 podem ser diretamente determinadas

pelas temperaturas conhecidas no tempo anterior

A equacao (34) discretizada para um ponto nodal interno e para o

esquema explicito é dada por:

-I-im+1 :TITL(B_ A)+Tlm(1—28)+TIE(A+ B) (35)
sendo:
_ alt o _ crAt2 (36)
2r.Ar (4r)

Quando é utilizado o resultado de uma solu¢do num instante attexhpe, o
esquema de discretizacdo da equacdo (34) é dito implicito €erh, sendo

representado na equacao (37):

T =T5(A-B)+ T (2B+1)+ T (-B~ A) (37)

A temperaturaT,™ é determinada pela solugdo simultdnea das equagdes em

todos os pontos nodais em cada intervalo de tempo.
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O esquema proposto por Crank e Nicolson em 1947 € um esquema implicito
alternativo no qual se mantém o lado direito da equacéo (34) na ifophieita e o
lado direito da equacdo é resultante da média aritmética dosnesgjumplicito e

explicito. A equagéao (38) mostra o esquema de Crank-Nicolsorgpara :

m+y2 m+% m+1/ m+% m+%
aAt -I_i+l _-ri—l +-ri+l _ 2-I_I +-ri—l :-I-im+1 _-I-im (38)
Ar 2r. 2r. Ar Ar Ar

ApoOs rearranjada, o que pode ser visto no Apéndice B, a equacao (a8 tom

seguinte forma:

T (A+B)+T"(1-2B)+ T (A+B) =T 4" (A-B)+T,""(1+28)+T1"(- A-B) (39)

i+1

Ozisik (1984) descreve na Tabela 2 o critério de estabilidade e a olel@mo

para a os esquemas explicito, implicito e Crank-Nicolson:

Tabela 2 - Critérios de estabilidade dos esquemas explicito,citmpd Crank-

Nicolson.
Esquema Critério de estabilidade Ordem de erro
Explicito aft _1 of(ar)?,at)
(ar) 2
Implicito Sempre estavel o((Ar)z,At)
Crank-Nicolson Sempre estavel of(ar)?, (at)?)

Ozisik (1984) também se refere aos critérios de convergéncia descrevenao-os

forma:

T(m+1) _T(m)

| S€ critério de convergéncia relativa
-I- m+1
I
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O qual deve satisfazer todos os pontos nodais no dominio discretipaéim, P
também é recomendado o uso da norma Euclidiana para satisfaréério de

convergéncia:

= T o

Onde:

T, é a temperatura no ponto um ;
T, é a temperatura no ponto nodal um na iteracdo seguinte;
T, é a temperatura no pomp

T, é atemperatura no pomaa iteracdo seguinte.

3.2.2Definicdo da malha

O tamanho da malha foi definido considerando-se inicialmente unitza ma
grosseira e a partir desta aproximacdo foi feito um refinemed Tabela 3

exemplifica o erro calculado para o Caso 1 nas fronteiras:

Tabela 3 - Erros relativos ao tamanho da malha aplicado ao Caso 1.

Numero de pontos Erro no ponto Erro no ponto

nodais da malha| nodal zero [%)] nodal M [%]

10 -40 0,05925 0,02229
40 - 80 0,00274 0,01037
80— 125 0,0065 0,00596
125 - 160 0,0024 0,00204

160 - 200 0,00015 0,00124
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O célculo do erro relativo mostrado na Tabela 3 é obtido pela equacao (40):

T.-T
Erro:( = np]100 (40)

np
sendo:

Erro é o erro relativo [%];
Tha € a temperatura em um ponto nodal em uma simulacaa pontos nodais [°C];
Top € a temperatura em um ponto nodal em uma simulagdo com aptariewde

x+40 pontos nodais [°C];

O critério de escolha para o tamanho da malha foi um erro relativo inf&gdr a

visando ndo elevar os tempos computacionais.

3.2.3Método de resolucédo de sistemas de equacdes lineares

A resolucédo de problemas de conducéo de calor pelo método de difeigitesms f
resulta em sistemas de equacdes algébricas, que devemobadasspor métodos
diretos ou iterativos. Fortuna (2000) e ¢ki(1984) descrevem as vantagens e
desvantagens da utilizacdo de cada método.

Os sistemas resultantes de problemas transientes na fatriaiahlevam a
matrizes chamadas de tridiagonais, onde somente a diagonal eeasraldjacentes
possuem coeficientes diferentes de zero (FORTUNA, 2000).

Um método muito utilizado em conjunto com o método das diferengtasfé o
TDMA (TriDiagonal Matrix Algorithm) ou método linha a linha ou étado de
Thomas (OZ$IK, 1984).

Considerando a matriz tridiagonal representada na Figura 3, o métdda TD

visa trabalhar apenas com os elementos diferentes de zero da matriZidestese
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A B 0 O 0 0 O 0 0
C, A, B, 0 0 0 O 0 0
0 C, A B, 0 0 O 0 0
P=
0O 0 0 O C A B 0 0
(0 0 0 © 0 0 0 C. A

Figura 3 - Esquema de uma matriz tridiagonal.

Considerando um sistema na forma:

PT=D (41)

A resolucdo do sistema descrito pela expressao (41) utilizandboolanT DMA

é feita expressando as linhas do sistema na seguinte forma:
AT +BT,,+CT =D, (42)
Para obedecer as condi¢cfes do sist€&na,B, devem ser nulos. O sistema pode

ser resolvido através da expressdo (42) utilizando a relacdossxprela equacao
(43):

T, =RT,,+Q (43)
sendo:
_ - Bi
AR, )
D. -CO.
Q = Di-CQ. (45)

~ A+CP,
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ComoC, = 0, entao:

Sendo possivel a partir deles calcular todos os outros valoreantBateve-se
comecar pela dltima linha e ir regredindo até a primé@€amoB, = 0, entdoP, = 0

resultando em:

Sendo possivel, entdo o célculo dos demais valores para a solucéo.



4 SOLUCOES PARA O REGIME PERMANENTE

Para a compreensdao da resolugdo computacional, esclarecalgtseas
convencdes do programa de computacao simbodlica Maple:
- O simbolo> indica que se trata de uma linha de comando executavhple:
- Cada expresséo € atribuida a uma variavel evitando assim a repeticdo da@xpress
- O simbolo := é um operador de atribuicdo significando que a exprdesido

direito sera atribuida a variavel posicionada no lado esquerdo.

4.1 RESOLUCAO DO CASO 1

A geometria descrita como Caso 1 referenciada pela equagde pelas
condi¢cbes de contorno (2) e (3) terdo a seguir suas resolucdegamaliumeérica

apresentadas com o software de computacéo simbodlica Maple no regimegreema

4.1.1Resolucéo analitica — Caso 1 — regime permanente

Para a resolucdo em regime permanente, a equacao diferencmlddgéon de

calor (1) é definida e atribuida a variaielondediff representa derivada.
> F = (1/r)*diff(r*diff(T(r),r),r)=0;

2
[:ﬁ(r))” (;ZT(r)] .

' (46)

F =

A seguir sédo definidas as condi¢cdes de contorno e ambas atribuideaval

CCP, ondeD representa derivada.
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> CCP:=-D(T)(a)=H[1]*(T[infinity1]-T(a)), -D(T)(b)=H[2]*(T(b )-
T[infinity2]);

CCF :=-D(T)(a) =H, (T, - T(a)), -D(T)(b) =H, (T(b) - T_,) 47

A solucédo simbdlica da equacéao da conducéo de calor é obtida com o comando
dsolve utilizando as condigcbes de contorno definidas pela equacao (47) sendo o

resultado novamente atribuido a varidvel

> F:= dsolve({F,CCP}{T(N});

-In(a)H,aH, T _,b+H T a+H,bin(b)H, T a+H,T_ b
-H a+H,bIn(a) H a-H,b-H,bIn(b) H, a
. H,aH,b(T_ —T_)In(r)
-H,a+H,bin(a) H, a-H,b-H,blIn(b) H a

F:i=T(r)=-

(48)

Com a definicdo de valores numeéricos para o raio ini@m@.3 m, raio externo
b= 0.5 m e os parametrd$, = 1 m' e H, = 1.000 m", a solucéo d& é entdo
concretizada com o comandeval que permite a substituicdo dos valores das

temperaturas dos fluidos interno e externo:
> F:= eval(F,{T[infinity2]=23, T[infinity1]=100});

F:=T(r)=9.1632518 — 20.0199734 In(r) (49)

A distribuicdo de temperatura em regime permanente € entBaiddéria uma
nova variavel chamadder, sendo este procedimento necessario para evitar conflitos

com a funcad (r) na resolucéo transiente.
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> Per:=9.16325182-20.01997340*In(r);

Per :=9.1632518 - 20.0199734 In(r) (50)

O gréfico da distribuicdo da temperatura pode ser obtido com o comiahdo

4.1.2Resolucdo numérica — Caso 1 — regime permanente

A resolucdo numeérica do Caso 1 pelo uso do software Maple garatieando

0 esquema de diferencas centrais. A equacao da conducao de caloa (yg@me
permanente é definida e atribuida a variéas

> ode:= 1/rdiff(T(r),r)+diff(diff(T(r),r),)=0;

T

_dr d? _
ode:= . +{dr2T(r)]—O

(51)

Sao definidos os valores do raio intems 0,3 m do raio externd»o = 0,5 me o

namero de pontos nodais da malha representaddpoer50. A distancia entre os
pontos nodais no sentido radial definido pela equacéao (30) é:

> Delta[r]:=(b-a)/M;

A, :=0.0040000000C

O valor do incremento radial é definido como:
> R:=i->a+i*Delta[r];

R:=i > a+iAr
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E definida entdo a primeira derivada em relacéma equacio (52) e atribuida a

variavelrp:

> 1p := i->(T[i+1]-T[i-1])/2/Deltalr];

p =i }Ti+1_Ti—1
2 A, (52)
E definida a segunda derivada na equac&o (53) e atribuida a viogavel
> rpp:=i->(T[i+1]-2*T[i]+T[i-1])/Delta[r]*2;
o T T 2T T
rpp ;=i - A 5
’ (53)

A equacao geral na forma de diferencas finitas é entdo definidaopaontos

nodais internos pela equacédo (54) e atribuida a vaséddél
> eddf:= 1/R(i)*rp(i)+rpp(i)=0;

125.000000 T, - 125.000000 T, _,
eddf:= 531 0.004000000000 +62500.00000T , | - 125000.0000,

+62500.000001, =0

(54)

A primeira condicdo de contorno é entdo deixada na forma de diferegas pe

equacao (55) e atribuida a varia@&l1p

>CClp: = rp(i)=H 1] *(T[infinityl]-T[0]);

CC1f:=-125.000000 T,, , +125.000000 T, =H, (T - T,)

! (55)
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A temperatura referenciada piy, € isolada da equacéo (55) com o comando

solve
>T[f1]:=sol ve(CClp, T[i-1]);

T, =T +0.0080000000C H, T, - 0.0080000000C H, T, (56)

E feita a substituicdo da equacio (56) na equacédo geral dasghfefinitas (54)

para o ponto nodal zero:

>eq[0]:= subs(T[i-1]=T[f1], eddf);

~1.00000000 H, T, +1.00000000 H, T,
eq = 03+ 0.004000000000 +125000.0000, , , — 125000.0000F

+500.000000(H, T, - 500.000000H, T, =0

A referéncia ao ponto nodal zero é feita:

> eq[0]:= subs(i=0,eq[0]);

ec, 1= 496.666666 H, T_, - 496.666666 H, T, +125000.000 T, - 125000.000 T, =0

Um procedimento analogo é realizado para a segunda condicdo de contorno, se

referenciando ao ponto noddl

> CC2p:=rp(i)=H[2]*(T[M]-T[infinity2]);

CC2f :=-125.000000 T, , , +125.000000 T, _ = H, (T, - T.)

1
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> T[fM]:=solve(CC2p, T[i+1]);

T,, :=T,_, - 0.0080000000C H, T, +0.0080000000C H, T,

> eq[M]:= subs(T[i+1]=T[fM],eddf);

—1.00000000 H, T, ,+ 1.00000000 H, T_,

2 50 2 o

€0, = 0.3+ 0.004000000000
~ 500.0000000H, T, +500.00000004, T_, ~ 125000.0000T, = 0

+125000.00007

> eq[M]:= subs(i=M,eq[M]);

ecso =

~502.000000M, T, +502.0000000H, T, + 125000.0000F,, ~ 125000.0000T,
=0

Os valores numéricos sdo fornecidos para os @aodmH, =1 ni'e
H, = 1.000 n, para as temperaturas do fluido intefiiag = 100 °Ce do fluido externo
T.p =23 °C.
Através do comanddor as equacdes para todos o0s pontos nodais sao

rearranjadas na forma de um sistema:

> for i from O to O do eq[0]:=eval(eq[0]); end do;

ec, :=125000.000 T, +4966.66666 — 125049.666 T =0

> for i from 1 to M-1 do eq[i]:=
eval(ode,{r=R(i),diff(T(r),r)=rp(i),diff(diff(T(r),r),nN=rp p(i)}); end do;
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ec, :=62911.1842 T, + 62088.8157 T, — 125000.000 T, =0
ec, :=62905.8441 T, + 62094.1558 T, — 125000.000 T, =0

ec,, := 62754.0650 T, + 62245.9349 T, - 125000.000 T, =0
ec,, := 62752.0161 T, + 62247.9838 T, — 125000.000 T,, =0

> for i from M to M do eq[M]:=eval(eq[M]); end do;

eq,, := 125000.0000F,,, - 627000.0000r, + 0.1154600000 10=0

O comanddsolveencontra o valor da distribuicdo de temperatura e a seguir é

mostrada a saida de resultados:

> sol:= fsolve({seq(eq[i],i=0..M)},{seq(T[i],i=0..M)});

sol :={ T,, = 28.9599665, T, = 28.5340135, T,, = 28.1169350, T, = 32.7394335,
T, = 32.22609894T, = 31.23730675T, = 31.72559871T , = 30.29506250
T,,= 30.76064163T,, = 29.84006541T,, = 24.70926480T,, = 25.06048608
T,, = 25.78197288T, = 26.53043690T,, = 26.91543091T,, = 27.30797420

T, = 33.2662780, T, = 23.0400391, T, = 31.9742847, T, = 29.6163869,
T,, = 24.53593815T,, = 25.96648188T, = 23.52635736T, = 33.00112276
T, = 30.99755554T, , = 28.74585722T,, = 25.59914889T, = 28.32438815
T, = 26.72200844T,, = 27.50717049T,,, = 27.11074044T , = 30.06627135
T,, = 30.5264986, T, = 31.4799640, T, = 32.4811209, T,, = 29.1763906,

T,,=27.91160963T, = 26.34068120T,, = 24.88410522T,, = 25.23843477
T, = 24.19372288T, = 23.20083608T,, = 23.85725933T,, = 24.02478425

T, = 23.69112467T,, = 23.36293509T, = 25.41797942T, , = 24.36409929
T,,=26.1527072, T,, = 27.7083687, T, = 29.3951800}
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A distribuicdo de temperatura € melhor visualizada através dondoneaal
tabelando as temperaturas com as respectivas posicdes castra maomando a

sequir :

> DFTable:=eval([seq([R(i),T[i]],i=0..M)],sol);

DFTable :=[[ 0.2, 33.2662780], [ 0.304000000, 33.0011227],
[0.3080000000 32.739433F3 03120000000 32.48112093]
[0.3160000000 32.226098P4 03200000000 31.97428476]
[0.3240000000 31.725598F.1 03280000000 31.47996403]

[0.3320000000 31.237306},5 0.83360000000 30.99755554]
[ 0.340000000, 30.7606416], [ 0.344000000, 30.5264986],

[0.3480000000 30.295062K0 0.3520000000 30.06627135]
[0.3560000000 29.840065H#1 0.3600000000 29.61638691]
[0.3640000000 29.395180P0 0.83680000000 29.17639064]

[0.3720000000 28.9599665H8 0.3760000000 28.74585722]
[0.380000000, 28.5340135], [ 0.384000000, 28.3243881],

[0.3880000000 28.116935P2 0.3920000000 27.91160963]
[0.3960000000 27.708368},5 0.4000000000 27.50717049]
[0.4040000000 27.307974P0 0.4080000000 27.11074044]

[0.4120000000 26.915430P1 0.4160000000 26.72200844]
[0.420000000, 26.5304369], [ 0.424000000, 26.3406812],

[0.4280000000 26.152707R4 0.4320000000 25.96648188]
[0.4360000000 25.78197288 0.4400000000 25.59914889]
[0.4440000000 25.417979412 0.4480000000 25.2384347,7]

[0.4520000000 25.060486D8 0.4560000000 24.88410522]
[0.460000000, 24.7092648], [ 0.464000000, 24.5359381 ],

[0.4680000000 24.364099P9 0.4720000000 24.19372288]
[0.4760000000 24.024784p5 0.4800000000 23.85725933]
[0.4840000000 23.69112457 0.4880000000 23.52635736]

[0.4920000000 23.362935D9 0.4960000000 23.20083608]
[0.500000000, 23.0400391]]

4.2 RESOLUCAO DO CASO 2

Considerando a analogia da resolucdo do Caso 1 com o Caso 2 serada®ostr

apenas as etapas de resolucao que apresentam relevancia.
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4.2.1.Resolucédo analitica - Caso 2 - regime permanente

Para a resolucéo no regime permanente do Caso 2 utilizandwarsdflaple, a
Unica diferenca aparece na definicdo da equacdo da conducdo del@plooni a

inclusdo do termo de geragéao interna de calor:

>F = (Ur)*diff(r*diff(T(r),r),r)+q[ pto]/k=0;

d i
[T+ (erT(r)] %o _

F .= . + K- (57)

A solucédo simbdlica é mostrada pela equacao (58) utilizando o cordsolte
A potencialidade do software Maple na resolucdo de equacdes ddesed@ntao

demonstrada na solugdo expressa por (58):

> F:= dsolve({F,CCP}{T(nN});

qpto '

= T(r) = 1 1 2
F.—T(r)——z1 K —Zba(—Zqupma—Hleb Oy t4H, H T K

+H,H a%q, —4H H,T k-2H, g, b)In(r) / (k

pto
1

(H,b-H,bH aln(a) +H a+ HlaHZbIn(b)))+Z(—2qpt0a2+4Hlelka

+H, a° O ~2H,bIn(b) a’+4aH,bin(b) H T _ k+H,bin(b) H a’q

+2qpt0b2—2qpt0b2 H aln(a)+4H,T_kb-4H,T_kbHaln(a)+H,b%q

—-H, b3 Aoro Hlaln(a))/(k(sz— H,bH, aln(a) +H a+H aH,bin(b)))

pto

pto

(58)

Com a definicdo de valores numeéricos para o raio interm6,3 m raio externo
b = 0,5 me os parametrad; = 1 mi* e H, = 1.000 nt, k = 1 W/m °Ce fonte de calor
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g= 1.000 W/r}, a solucdo dé& é entdo obtida com o comandwal que permite a

substituicdo dos valores das temperaturas dos fluidos interno e ekieab.:
> F:= eval(F,{T[infinity2]=23, T[infinity1]=100});

F:=T(r)=-250r?+29.44496081n ( ¥ 106.1008017 (59)

Atribuindo a solucdo expressa pela equacéo (59) a uma nova vahaweada
dePer.

> Per:=-250*r"2+29.44496087*In(r)+106.1008017,

Per := -250r2 + 29.44496087n ¥ 106.1008017 (60)

4.2.2Resolucdo numérica - Caso 2 - regime permanente

De forma anéloga ao Caso 1 serd utilizado o esquema de difecengass para
a resolucao do Caso 2.

A equacao da conducéo de calor (10) é definida e atribuida a vadével

>ode:= 1/r*di ff(T(r), r)+di ff(diff(T(r),r),r)+q[pto]/k=0;

d
ET(V)

2 q
ode:= <" . +(dT(r)J+pt°:0

2
As condi¢des de contorno séo definidas de forma analoga ao Caso 1.
Dentre as diversas simulacfes realizadas serd mostradaspeasores do raio
internoa = 0,3 m do raio externd = 0,5 m fonte de calorg = 1.000 W/m e o

namero de pontos nodais da malha representadd pdsO.
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O valor da distancia entre os pontos nodais, a definicdo da @ridezivada e a
definicdo da segunda derivada séo feitas de forma analoga adasefiara o Caso 1,
sendo entdo omitidas. A equacéo da conducgéo de calor em forma decai$efinitas

€ entao definida:

>eddf:= 1/ R(i)*rp(i)+rpp(i)+qg[ pto]/k=0;

125.000000 T, , —125.000000 T, _

- — 1 —
eddf:= 0.3+ 0.004000000000 +62500.000007,, , —125000.0000

+62500.00000, _, + 1100 =0
(62)

Os proximos passos da resolucéo séo idénticos aos do Caso tpputaserao
repetidos. Utilizando a mesma nomenclatura para as variaveistribuitdo de

temperatura obtida € com o comamdal que mostra a saida de resultados:

> DFTable:=eval([seq([R(i),T[i]],i=0..M)],sol);

DFTable :=[[0.3, 48.1505715], [ 0.304000000, 47.9365565],
[0.3080000000 47.709443B7 03120000000 47.46936451]
[0.3160000000 47.21644559 03200000000 46.95080867]
[0.3240000000 46.672570P8 03280000000 46.38184541]

[0.3320000000 46.078740F,3 08360000000 45.76336185]
[ 0.340000000, 45.4358099], [ 0.344000000, 45.0961825],

[0.3480000000 44.744574D6 03520000000 44.38107536]
[0.3560000000 44.005774B9 03600000000 43.61875610]
[0.3640000000 43.220102B7 03680000000 42.80989352]

[0.3720000000 42.38820555 0.3760000000 41.95511316]
[0.380000000, 41.5106884], [ 0.384000000, 41.0550011],

[0.3880000000 40.58811888 0.3920000000 40.11010722]
[0.3960000000 39.621029K7 0.4000000000 39.12094786]
[0.4040000000 38.609921F0 0.4080000000 38.08800890]
[0.4120000000 37.555266D8 0.4160000000 37.01174784]
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[0.420000000, 36.4575072], [ 0.424000000, 35.8925960],
[0.4280000000 35.317064P3 04320000000 34.73096062]
[0.4360000000 34.134332B1 04400000000 33.52722631]
[0.4440000000 32.909686F9 04480000000 32.28175708]

[0.4520000000 31.643480R9 0.4560000000 30.99489756]
[0.460000000, 30.33604911], [ 0.464000000, 29.6669743],

[0.4680000000 28.987711B8 0.4720000000 28.29829743]
[0.4760000000 27.59876883 0.4800000000 26.88916096]
[0.4840000000 26.169508B4 0.4880000000 25.43984462]

[0.4920000000 24.700202B5 0.4960000000 23.95061446]
[0.500000000, 23.1911113]]

4.3 RESOLUCAO DO CASO 3
4.3.1Resolucéo analitica — Caso 3 — regime permanente

Para a resolucdo analitica do Caso 3 inicialmente é definidofiblipear da

condutividade térmica:
>k := ko*(1+beta*T(r));

k:=ko(1+BT(r)) (63)

Em seguida a equacdo (12) da conducédo de calor em regime permanente €

definida e atribuida a variavieéat
> heat ;= 1/rediff(r*k*diff(T(r),r),r)=0;

hea =
2

2
ko(1+BT(r))(§rT(r)j+rko B((;T(r)j +rko(1+BT(r))(;2T(r)J

r

=0

(64)
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Com o comandalsolvea equacao (64) é resolvida apresentando duas possiveis

solugoes:

> heat:= dsolve(heat, T(r));

neat=T(r) == £, 7(r) =3 2 F 2 2RO *20.C2
_1-2-2/1+2B _Clin(r)+2p_C2
0= B (65)

Para esta solucao sera utilizada a raiz positiva que € atribuida a \aegitvel

> heat:= 1/2*1/beta*(-2+2*(1+2*beta*_C1*In(r)+2*beta*_C2)"(1/2));

1-2+2,/1+2B _Clin(r)+2p_C2

heat:=~
eat:= G (66)

O comandosimplify € utilizado para a simplificacdo da equacédo (66), onde a
equacao (67) mostra uma solucao ainda nao explorada para as coddicoasrno

convectivas:

> heat:= simplify(%);

-1+./1+2B _Clin(r)+2p_C2
B (67)

heat:=

Uma simplificacéo feita em relacéo a derivadhelat

>cond:=-_C1/r;

C
cond:=—-=——
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A primeira condigdo de contorno é entdo definida:

> ccl:= cond = h[1]*(heat-T[1]);

ccl;:__Sl:hl(—lw“2[3_01|n(r)+2[3_<;2 _le

B (69)

A expressao que contém a raiz quadrada na equacdo (69) é erdda ol

atribuida a variavakrmol

>termol := solve(ccl,(1+2*beta* _C1*In(r)+2*beta* C2)"(1/2));

B_Cl-hr-hrTp

hl r (70)

termol:=-

As proximas etapas sdo realizadas de forma a eliminaizaquadrada da

equacao (70) sendo:

>termol = termol1”2;

(B_Cl-hr-hrTp)

2 2
hl r (71)

termol:=

> termol ;= expand(termol);

B2_c1® 2p_c1_2B° CLT,

termol:= " 2r2 hlr _—

+1+ 2Tl[3+T12[32
: 1 (72)

> termoraiz := (1+2*beta*_C1*In(r)+2*beta* C2)"(1/2);
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termoraiz:=./1+ 2B _ClIn(r)+2p3 _C2 (73)

> potl ;= termoraiz"2;

potl:=1+2p3 _ClIn(r)+2p _Cz (74)

> termofim := termol-potl,;

termofin :=
2
B2_cr? 2p_c1 2B° CLT 200 _
h2r2 hlr hlr +2T1[3+T1[3 2B _Clin(r)-2p_C2

1

(75)

Onde a varidvetermofim representa a primeira condicdo de contorno sem a

presenca da raiz quadrada. Substituindo o valor do raio irderno

> termofiml := subs(r=a,termofim);

termofim: :=
2
p?_c1* 2p_c1_2P° C1T, 200 B
h2a2 hla hla +2T1[3+Tl Bc-2pB _Clin(a)-2pB_C2
1

(76)

Um procedimento analogo serd realizado para a segunda condi¢do de contorno:

> cc2:= cond = h[2]*(T[2]-heat);

_Cl_
cc2:=-— = = h, (TZ

_ —1+¢1+2[3_01|n(r)+2[3_c2J

B (77)
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> termo2 .= solve(cc2,(1+2*beta* C1*In(r)+2*beta* C2)"(1/2));

B_Cl+h,rT,B+h,r

h2 r (78)

termo2:=

> termo?2 = termo2/2;

(B_Cl+ hrT,B+h,r)’

2.2
o T (79)

termo2:=

> termo2 ;= expand(termo2);

2 ~12 2B% . C1T
term02::I3 1, 2+2"?’—C:1+T22[32+2T2[3+1

h2r2 h2r hzr

? (80)

> termoraiz := (1+2*beta* C1*In(r)+2*beta* C2)"(1/2);

termoraiz:=./1+ 23 _ClIn(r)+2p_C2 (81)

> pot2 ;= termoraiz"2,;

potz:=1+2f3 _Clin(r)+2p _Cz (82)

> termofim2 ;= termo2-pot2;

termofim: :=
2
B2 c1? 2B° CLlT, 2 c1 _2_, B B
3 + ot + hT +T, B2+2T,B-2B_Clin(r)-2p_C2

2

(83)
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> termofim2 := subs(r=b,termofim?2);

termofim: :=

p?_cr 2B°_ClT, 28 c1
h22 b2 h2 b h2 b

+T,B2+2T,3 -2 _Clin(b)-2B_C2

(84)
Ondetermofim2é a variavel que representa a segunda condi¢cdo de contorno sem
a presenca da raiz quadrada. Como o Maple ndo conseguiu resolisnelite os
valores das constante€1 e C2 serdo adotados valores particulares para a solugéo.

Definindo valores dos parametros conhecidos do problema:

> a:= 0.3: b:= 0.5: beta := 1: h[1]:= 100: h[2]:= 10: ko:= 10: T[1]:= 100:
T[2]:= 23:

Isolando a constanteC2 da primeira condicdo de contorno:
> eql = solve(termofiml, C2);

eql:=0.0005555555555C1% - 2.162693862 C1+ 5100. (85)

Isolando a constanteC2 da segunda condicao de contorno:
> eg2 := solve(termofim2, _C2);

eq2:=0.02000000000 C1? + 5.493147180 C1+ 287.5000000 (86)

Subtraindo a equacéo (86) da equacéao (85):

>eq:= eqz2-eql;
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eq:=0.01944444444 C1? + 7.655841042 C1- 4812.500000 (87)

Através do comandsolveo valor da constanteC1é determinado:
> C1 :=[solve(eq,_C1)];

_C1:=[338.164136, -731.893104] (88)

Dois valores sdo apresentados e o valor positivo € desprezadoseptis
utilizado fornece uma distribuicdo de temperatura fisicamemterreta. O valor
negativo € entdo atribuido a constantd:

> Cl:=_C1][2],

_C1:=-731.893104 (89)

O valor da constanteC2 é entdo determinado:
> C2:=eq2;

_C2:=6980.45379 (90)
A solucdo para a equacado da conducéo de calor é entdo encontrada:

> heat;

-1+./13961.90759- 1463.786210 r () (91)

Os valores da distribuicdo de temperaturas pode ser mostrado comando

print.



5 SOLUCOES PARA O REGIME TRANSIENTE

5.1 RESOLUCAO DO CASO 1

As mesmas consideragcdes computacionais das solu¢cdes em pegmanente

serdo mantidas para as solug¢des do regime transiente.

5.1.1Resolucgéo analitica - Caso 1 - regime transiente

A solucao para o problema descrito como Caso 1 € descrita no ApAraligsn

a forma da equacéo (92):

T(r,0)=T,, +| Tee “Tallnle)=bR =00 |, oo L1 gy yerr ()i, e

(aaeebd) |5

(92)

Para o inicio da resolucdo em regime transiente com o sofMapée serd
definida a equacéao diferencial (24) da conducéo de calor para o Cestoilduiela a

variavelheat
> heat := diff(1/alpha*G(r,t),t)=diff(diff(G(r,t),r),nN+1/r*diff(G  (r,t),r);

0 d

aG(r,t) 62 EG(r’t)

heat:::(zG(r,t)j+
. or r (93)

Para a resolucdo da equacao (93) denomihadasera utilizado o método de

separacdo de varaveis e o comaswlosserd usado para substit@(r,t) pelo produto
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R(r).T(t) visando separar a equacao (93) em duas funcbes, sendo uma apenas em

funcédo do raio e outra apenas em funcao do tempo.

> heat := subs(G(r,t) = R(r)*T(t),heat);

2 (R TW)

r

2 (R T(W))

2
heat:= = ( 9

or2

a

(R(r)T(t))]+
(94)

A equacédo (94) é rearranjada de forma a redistribuir seus técando o lado
esquerdo da expressao apenas com os termadsgt)de o lado direito da expressao

apenas com os termos ).

> heat := heat/R()/T(t);

d
& RO T

2

i (& (
e ) (drzR(r)JT(t)+

Tt a R(r) T(t) (95)

heat:=

O comandaexpandeé utilizado para expandir os termos da equacao (95):

> heat :=expand(%);

2

d as d
- 4 T _ar? R(r) L R(r)
- T(t)a R(r) R(r)r (96)

O lado direito da equacado (96) é entdo atribuido a varlésetr através do

comandahs.

> heatr:= rhs(%);
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2

d d
&ERU) aFR(r)

heatr := R(T) + R(T)T ©7)

E o lado esquerdo da equacdo (94) é atribuido a varéeadt através do

comanddhs.

> heatt:=lhs(heat);

d
heatt':dtT(t)

Os comandos do Maple permitiram a separacawedeemheatr e heatt porém
conforme as equacodes (A26) e (A27) do Apéndice A, ambos 0s membegsatzio
(96) devem ser igualados a mesma constante, no-&asd seguir as equacées (99) e

(100) mostram as equacdes (97) e (98) redefinidas com a introducdo da ceAStante
> heatr := diff(R(r),r,r)+1/r*diff(R(r),r)+lambda”*2*R(r)=0;

9y

(d? dr
heatr.-[CIr2 R(r)]+ .

+A2R(r) =0
(99)

> heatt := diff(T(t),t)/alpha+lambda”2*T(t);

9ty

heatt:= 0t 4 )2 T(t)
a (100)
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As solucbes em funcdo do tempo da equacado (100) e em funcdo do raio da

equacao (99) sédo obtidas com o comantsimve
> heatt := dsolve(heatt, T(t));

(-22at)
heatt:=T(t)= _Cle : (101)

> heatr := dsolve(heatr,R(r));

heati :=R(r) =_Cl1Bessel(0O,Ar)+_ CzBessel0,Ar) (102)

As constantes C1 e _C2 da equacédo (102) sdo renomeadas, pois a solucao de

heattexpressa na equacao (101) ja possui uma constante chaGiada
> heatr := subs(_C2=_C3, Cl1l=_C2,heatr);

heati :=R(r) =_CzBessel(0,Ar) +_ CZBessel0,Ar) (103)

onde BesselJ(OJr) representa uma funcdo de Bessel de 1° tipo e ordem zero e
BesselY(0lr) representa uma funcao de Bessel de 2° tipo e ordem zero.

O valor da difusividade térmica = 0,05 ni/se dos parametrdd; =1 m* e
H, = 1.000 nt sdo definidos e para a adequacéo das condi¢bes de contorno no regime
transiente, encontra-se a derivaddédatrexpressa na equacao (104).

> DR:=diff(heatr,r);

DR ::(;j R(r)=-_C2Bessely 1IAnr)A —_C3Bessel{ 1A Tr)A
r (104)
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Entdo a equacdo (104) é substituida na condicdo de contorno mostrada na

equacao (19) em=a.

> CCTa:= -DR+HJ[1]*heatr=0;

CCTa:= (—(; R(r)j +R(r)=_C2Bessely 1IAnr)A +_C3Bessel{ 1Ar)A

+ _C2Besseld ONr) +_ C3Bessel OAr )j =0
(105)

Rearranjando a equacéao (105):

> CCTa:=subs(r=a,CCTa);

CCTe:=(—diff(R(0.2),0.3) +R(0.3) =_C=zBesse(1,0.2A) A
+_ C3Besself' 1,0.3)A +_C2Besse(J 0, 0.3) +_C3BesselY 0,0.3))=0 (106)

Substituindo a equagéo (106) na condicado de contorno mostrada na equacgao (22)

emr =b.

> CCTb:= DR+H[2]*heatr=0;

CCTb::((dO: R(r)j +1000R (r )=—_C2Besseld 1A r) A —_C3Bessel{ 1A 1) A
+1000_C2Besseld O\ r) +1000_C3Bessel{ OA r)j =0 (107)
107

Rearranjando a equacéo (107):

> CCThb:=subs(r=b,CCTb);
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CCTE := (diff(R(0.E), 0.5) + 100C R(0.5) = —_CZ Bessel(1, 0.EA) A
~ _C3BesselY 1, 0.5) A +1000_C2Bessel( 0, 0.3)
+1000_C3BesselY 0, 0.5)) =0 (108)

Renomeando os termos das equacdes (106) e (108) das condi¢cdes de contorno.

> Uo := lambda*BesselJ(1,lambda*a)+H[1]*BesselJ(0,lambda*a);

Uo:=A Bessel(1,0.2A) + Bessel(0,0.2A) (109)

> So = lambda*BesselY(1,lambda*b)-H[2]*BesselY(0,lambda*b);

Sc:=A BesselY(1,0.5A) - 100C BesselY( 0, 0.EA) (110)

>Wo = lambda*BesselY(1,lambda*a)+H[1]*BesselY(0,lambda*a);

Wc ;=\ BesselY(1, 0.2A) + BesselY0,0.2A) (111)

> Vo = lambda*BesselJ(1,lambda*b)-H[2]*BesselJ(0,lambda*b);

Vo :=A Bessel(1,0.EA) - 100( Bessel(0,0.EA) (112)

Os autovalores podem ser encontrados pela equacéo transcendentalectmform

desenvolvida pelas equacfes (A46) até (A49) do Apéndice A.
> QC := Uo*So-Wo*Vo;

QC :=(A Bessel(1,0.2A) + Bessel(0,0.27))
(A BesselY 1, 0.5\) - 1000BesselY( 0, 0.5\ )) —
(A BesselY 1, 0.3\) + BesselY 0, 0.3\))
(A Besseld 1, 0.3) —1000Besselq 0, 0.3 )) (113)
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Arbitrariamente é escolhido um valor para a constante _C2:
> C2 :=S0;

_Cz:=ABesselY(1,0.5A) - 100( Bessel(0,0.E7) (114)

e consequentemente para a constante _C3 que fica como:
> C3:=-Vo;

_C&:=-ABessel(1,0.5A) +100C Bessel(0, 0.EA) (115)

Com a determinacao das constant€2e C3 a equacéo (103) fica:

> heatr:;

R(r) = (A Bessel(1,0.EA) - 100C BesselY(0,0.5A)) Bessel(0,A r)
+ (-A Bessel( 1, 0.3) + 1000BesselJ 0, 0.3 )) BesselY OA r) (116)

Entdo, os autovalores sdo determinados com 0 uso O corfsotdepara 0s

primeiros 20 valores validos, sendo justificado o uso deste valor no item 6.2.

> lambdas:= seq(fsolve(QC=0 ,lambda=(n-1)*16..n*16),n=1..20);

lambda: :=9.10929732, 23.9591746, 39.3891193, 54.9303543, 70.5105750,
86.10892150 101.7172194 117.3316324 132.9501335 1485891164.1951986
179.8205993 195.4474621 211.0755845 226.7048274 2410335257.9663156
273.5984454 289.2314503 304.8653078

Todas as equacdes devem ser transformadas em vetores formadfs de

elementos através do comarsdmrecebendo o mesmo nome acrescido da\étra
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> UoV:=[seq(lambdas[i]*BesselJ(1,lambdas[i]*a) +

H[1]*BesselJ(0,lambdasJi]*a), i = 1..20)];

UoV :=[3.77321952, 1.51281696, -9.12810556, -0.287908740, 12.2400702,
-0.8022969096 -14.63402372 1.956274925 16.6035/859837D093
-18.26757936 4.525911967 19.68781149 -5.929001614 0288258
7.396442925 21.93302321 -8.916773774 -22.80067218 892884]

> SoV = [seq(lambdas][i]*BesselY(1,lambdas]i]*b)-
H[2]*BesselY(0,lambdasJi]*b),i=1..20)];

SoV:=[213.366009, 225.096968, -16.6341814, -152.258060, -2.78576444,
121.7093868 10.46141782 -103.9725757 -15.06457127 8353246
18.39459381 -83.08907875 -21.05126826 76.12699584 235853
-70.43787880 -25.24997694 65.64344203 26.99745038 0633202

>WoV =
[seq(lambdas[i]*BesselY(1,lambdas]i]*a)+H[1]*BesselY(0,lambas][i]*a),i=1..20)];

WoV:=[2.63712232, -7.02130457, -0.848495881, 10.8078939, -0.253437253,
-13.50164457 1.368651177 15.66244234 -2.566270423 6970982
3.852064880 19.00546162 -5.218692072 -20.31867820 BXREDG
21.43870557 -8.150701298 -22.38640212 9.693291834 287B25]

> VoV = [seq(lambdas]i]*BesselJ(1,lambdas]i]*b)-
H[2]*BesselJ(0,lambdas]i]*b),i=1..20)];

VoV :=[305.286101, -48.4996068, -178.950260, 4.05596352, 134.542010,
7.23223500 -111.8565849 -12.98641238 97.46665050 165384,
-87.23236079 -19.78662033 79.41710472 22.21390458 5735593
-24.30136671 67.94609744 26.14657441 -63.50371944 0288726

A equacdo (116) renomeada pRrtambém é transformada em vetor.
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>R := [seq( (lanbdas[i]*Bessel Y(1,.5*|anbdas[i])-
1000*Bessel Y(O,.5*] anbdas[i])) *Bessel J(0, | anbdas[i]*r) +(-
| ambdas[i] *Bessel J(1,.5*I anbdas[i])+1000*Bessel J(O, . 5*| anbdas|
i]))*Bessel Y(O, | anmbdas[i]*r),i=1..20)];

R:=[
213.3660098esselJ (0, 9.109297323 } 305.2861018BesselY (0, 9.109297323 )

225.096968BesselJ (0, 23.95917466 ¥ 48.4996068 BesselY (0, 23.95917466 )

, —16.6341814@esselJ (0, 39.38911938 )
+178.950260 BesselY(0, 39.3891193 r),

—-152.258060BesselJ (0, 54.93035436 )
—4.05596352BesselY (0, 54.93035436,)
—-2.78576444BesselJ (0, 70.51057503)

—-134.5420108BesselY (0, 70.51057503 )
121.709386 Bessel(0, 86.1089215 r) — 7.2322350 BesselY 0, 86.1089215 ),

10.4614178BesselJ(0, 101.7172194 ¥» 111.856584BesselY (0, 101.717219%4 )
,—103.972575BesselJ(0, 117.3316324)
+12.98641238BesselY (0, 117.3316324 )

-15.0645712'BesselJ (0, 132.9501335)
- 97.4666505 BesselY(0, 132.950133 r),

91.9683521@esselJ(0, 148.5715589 ¥ 16.8387536BesselY (0, 148.5715589 )

18.3945938BesselJ (0, 164.1951986 ¥ 87.2323607BesselY (0, 164.1951986 )

, —83.08907873BesselJ (0, 179.8205993)
+19.7866203 BesselY(0, 179.820599 r),

-21.0512682@esselJ (0, 195.4474621)
—79.4171047BesselY (0, 195.4474621 )
76.126995848esselJ (0, 211.0755845 } 22.21390458esselY (0, 211.0755845 )

23.2927585 Bessel(0, 226.704827 r ) + 73.1512559 BesselY(0, 226.704827 r)
, —70.4378788®esselJ (0, 242.3350937 )

+24.3013667BesselY (0, 242.3350937 ,)

—-25.24997698esselJ (0, 257.966315%6 )

- 67.94609748esselY (0, 257.9663156 )
65.6434420 Bessel(0, 273.598445 r) — 26.1465744 BesselY(0, 273.598445 r)

26.99745038esselJ (0, 289.2314503 ¥ 63.50371948BesselY (0, 289.23145083 )
, —61.5055320BesselJ (0, 304.8653078 )
+27.8076872@esselY (0, 304.8653078 )
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Conforme apresentado no apéndice A, a resolucdo do problema depende da
determinacédo da integral de normalizagdo definida na equacdo (AS®odeeser

obtida como:
> NNV:= [seq(int(r*R[i]"2,r=a..b),i=1..20)];

NNV :=[1099.76022, 144.575992, 52.8814540, 27.1315949, 16.4727821,
11.06342155 7.948001706 5.991782725 4.683733327 3.3@6P33.097994332
2.596279416 2.210032299 1.906361642 1.663304237 1.465441.302988688
1.167325120 1.053056344 0.9559094182

Um perfil inicial parabdlico e atribuido a varidvelsendo justificada a escolha

deste perfil no item 6.2.1.
> f:=-8850*r12 + 6695*r - 1112;

— 2
f :=-8850r“+ 6695r — 1112 (117)

Os coeficientes apresentados na equacéo (A83) do Apéndice A sBadodeh

seqguir:
> cnn:= [seq(int(r*R[i]*(f-Per),r=a..b),i=1..20)];

cnr :=[-865.992044, -93.1522813, 6.49796217, -5.26365390, 1.67468941,
-1.148533867 0.6556753581 -0.4009106860 0.3262623434 78584402
0.1880127984 -0.09036487785 0.1195152354 -0.05049@34538147583306
-0.03007331228 0.05852100045 -0.01873576810 0.043B6804
-0.01204977261]

A variavelGG1representa a solugcdo em regime transiente.

> GG1 = [seq(exp(-alpha*lambdas[i]*2*t)*1/NNV[i]*R[i]*cnn[i],i=1..20)]:
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A solugao final deve ser a soma de todas as solugdes pardores \GeAn
vélidos. Para isto uma nova variavel € inicializada com zere@ma sera realizada

com o comandfor que cria um somatorio.
>GGT =0:
> for f from 1 to 20 do GGT = GGT+GG1]f] end do:

> print(GGT);

-0.787437141e Y (

213.3660098esselJ(0, 9.109297323 y 305.2861018BesselY (0, 9.109297323 )

) - 0.644313620&6 0% (

225.0969683BesselJ (0, 23.95917466 ¥ 48.4996068 BesselY (0, 23.95917466 )

) +0.122877902@6 %Y (~16.6341814@esseld (0, 39.38911938)
(-150.867191%8)

+178.950260BesselY (0, 39.38911938 ) - 0.1940045884e
-152.258060BesselJ (0, 54.93035436 )
(-248.5870598)

—4.05596352BesselY (0, 54.93035436 )+ 0.101664029 ke
—2.78576444 Bessel(0, 70.5105750 )
(=370.7373181)

—-134.5420108esselY (0, 70.51057503 ) - 0.1038136224e (

121.7093868BesselJ (0, 86.10892150 y 7.2322350@esselY (0, 86.10892150 )

+0.0824956237&¢ %N (

10.4614178 Bessel(0,101.717219r) + 111.856584 BesselY(0, 101.717219)

) - 0.0669100840&e % (_103.972575Besseld (0, 117.3316324 )
(-883.7869000)

+12.98641238BesselY (0, 117.3316324 ) + 0.0696586079%¢
-15.0645712BesselJ (0, 132.9501335)
(-1103.67540 t)

— 97.4666505@esselY (0, 132.9501335 ) - 0.0470917234&e (

91.9683521@esselJ(0, 148.5715589 y 16.8387536BesselY (0, 148.5715589 )

) +0.0606885546 € o (

18.3945938BesselJ (0, 164.1951986 ¥ 87.2323607BesselY (0, 164.1951986 )

) —0.0348055287®¢6 ") (-83.0890787Bessel] (0, 179.8205993 )
(-1909.985522)

+19.7866203BesselY (0, 179.8205993 ) + 0.0540785016&e
-21.0512682@esselJ (0, 195.4474621)
(-2227.645118)

—79.4171047BesselY (0, 195.4474621 ) - 0.0264883348®e

(

(

(

(

(
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76.1269958 Bessel(0, 211.075584 r) — 22.2139045 BesselY(0, 211.075584 r)

) +0.0489843236& ) (

23.29275853Bessell (0, 226.7048274 ¥ 73.1512559BesselY (0, 226.7048274 )

) —0.0205174803 e > ***) (-70.4378788®esseld (0, 242.3350937 )
(-3327.33099 t)

+24.3013667BesselY (0, 242.3350937 ) + 0.0449128998®e
—-25.2499769BesselJ (0, 257.9663156 )
(-3742.805466)

- 67.94609748BesselY (0, 257.9663156 ) - 0.0160501712¢e (

65.6434420Bessell (0, 273.5984454 ¥ 26.1465744BesselY (0, 273.5984454 )

) + 0_041560973392%4182.74159t) (

26.99745038BesselJ (0, 289.2314503 ¥ 63.50371948esselY (0, 289.2314503 )

) —0.0126055590%e "*" (~61.5055320Bessell (0, 304.8653078 )

+27.8076872@esselY (0, 304.8653078 )

(

(118)

Valores de tempo sao fornecidos e novas funcdes podem ser definidas com

mostra os comandos a seguir.

>GGT1l:= eval(GGT, t=1):

>GGT15 = eval(GGT, t=1.5):

O comandoplot pode ser utilizado para mostrar os graficos dos valores da
distribuicdo de temperatura no valor do tempo desejado, sendo a solucintea
sempre somada a solucdo em regime permanente.

Os valores das funcbes em regime permanente e transiente podem ser

visualizados com o uso do comarfidoe do comanderint.

> for r from 0.3 by 0.02 to 0.5 do print(GGT2+Per); end do;

33.3004239
32.0084672
30.7937762
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29.6474807
28.5621860
27.5316716
26.5506617
25.6146479
24.7197508
23.8626087
23.0402896

5.1.2Resolucdo numérica- Caso 1 — regime transiente

Serdo apresentadas a seguir as resolu¢cdes numéricas nos ssex@i@o e

Cranck-Nicolson para o Caso 1.

5.1.2.1 Resolucédo numérica — Caso 1 — regime transiente — esquema Cranck-Nicolson

Para a resolucdo numérica em regime transiente do Cdeb utilizado o
esquema de Crank Nicolson, em que a discretizacdo € apresemtAgéndice B e
pela equacéo (39):

Séo definidos valores para o raio inteae 0,3 m raio externdb = 0,5 me
namero de pontos da malha representadd/poi80.

O intervalo espacial é atribuida\a:

>Delta[ri]:=(b-a)/M

A, :=0.0025000000C

O incremento radial é atribuido a variarel

> R:= at+i*Delta]ri];
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R :=0.2+0.0025000000C i

O perfil inicial de temperatura é formado pela solucdo areliéim regime
transiente obtido pela equacgéo (118) calculada no tempo igual a zero somado a solugao
em regime permanente expressa na equacao (50).

Os comandos a seguir fornecem a matriz denomidd@aom o perfil inicial:

> TO:= linalg[matrix](M+1,1): j:=1:

> for r from a by Delta]ri] to b do TO[j,1] := eval(GGTO(r)+Per): j:=j+1 : end
do:

>DT0: = seq([R(i),TO[i+1,1]], i=0..M;

DTC:=[0.3, 102.857471],[0.302500000, 103.646448],
[0.3050000000 105.83523B0 0.8075000000 108.9973299]
[0.3100000000 112.58834],7 0.8125000000 116.1150226]
[0.3150000000 119.2670350 0.8175000000 121.9660224]
[0.3200000000 124.32358].4 0.8225000000 126.5374673]

[0.475000000, 71.37458441,[0.477500000, 67.1527695],

[0.4800000000 62.755033%3 0.4825000000 58.13766040]
[0.4850000000 53.307392B6 0.4875000000 48.33069842]
[0.4900000000 43.318964B3 0.4925000000 38.39402680]

[0.4950000000 33.646986P3 0.4975000000 29.10654252]
[0.500000000, 24.7297770]

A seguir serdo definidos valores iniciais paradifusividade térmica
a =0,05 /s, para o intervalo de tempgt =0,001 s para a condutividade térmica
k=1 W/m °C para o coeficiente de transferéncia de calor fluido interno
h, =1 W/nf °C, para o coeficiente de transferéncia de calor l@idof externo
h, = 1.000W/nf °C, a temperatura do fluido interfiq, = 100 °Ce para a temperatura
do fluido externdl ., =23 °C

Valores para a simplificacdo da discretizacéo serdo definidos cordamecao
(B4) do Apéndice B:
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> B := (alpha*Delta[t])/(2*Delta[ri]*2);
B :=40.0000000

O valor do parametrd expresso na equacao (B4) depende do incremento radial,
portanto os comandos a seguir definem uma forma matricial desegpacdo e sao

atribuidos a variavdDA.

>inc:=0.3: A:=linalg[matrix](M+1,1):

>for jfrom 1 to M+1 do A[j,1]:= (alpha*Delta[t])/(4*inc*Delta[ri]): inc =
inc+Delta[ri]: end do:

> DA:= seq([R(i),A[i+1,1]], i=0..M);

DA :=[0.5, 0.166666666], [ 0.302500000, 0.165289256],
[0.3050000000 0.16393442K2 0.075000000 0.1626016260]
[0.3100000000 0.16129032pP6 0.3125000000 0.1600000000]
[0.3150000000 0.15873015B7 0.8175000000 0.1574803150]
[0.3200000000 0.15625000pP0 0.B225000000 0.1550387597]

[0.475000000, 0.105263157], [ 0.477500000, 0.104712041],

[0.4800000000 0.10416666K7 0.4825000000 0.1036269430]
[0.4850000000 0.10309278B5 0.4875000000 0.1025641026]
[0.4900000000 0.10204081K3 0.4925000000 0.1015228426]

[0.4950000000 0.10101010[,00.4975000000 0.1005025126]
[0.500000000, 0.100000000]

Séo definidas duas constantes denomind&tias Z para a simplificagcdo dos

calculos nas condicfes de contorno conforme as expressoes (B11) e (B17):
> C:= (h[1]*2*Delta][ri])/k;
C :=0.0050000000C

> Z:=(h[2]*2*Deltalri])/k;
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Z :=5.00000000

A matriz no nivel de tempm é atribuida a variaveBnl € definida pelos

comandos a seguir:

> Bnl:= linalg[matrix](M+1,M+1);

> for i from 1 to M+1 do for j from 1 to M+1 do Bnl][i,j]:=0; end do; end do;

>Bnl[1,1]:=eval(1+2*B-C*A[1,1]+C*B); Bnl[1,2] := -2*B;

> for i from 2 to M do Bnl[i,i-1] := A[i,1]-B; Bn1][i,i]:= 1+2*B; Bnl][i,i+1] :=
-AJ[i,1]-B; end do:

> Bn1[M+1,M] = -2*B; Bn1[M+1,M+1]:= 1+2*B+B*Z+Z*A[M+1,1];

A matriz no nivel de tempm+1 é atribuida a variaveAn € definida pelos

comandos a seguir:

> An:= linalg[matrix](M+1,M+1):

> for i from 1 to M+1 do for j from 1 to M+1 do An[i,j]:=0: end do: end do:

> An[1,1]:=1-2*B+C*A[1,1]-C*B: An[1,2] := 2*B:

> for i from 2 to M do An[i,i-1] := B-A[i,1]: An[i,i]:= 1-2*B: An[i,i+1] :=
A[i,1]+B: end do:

> An[M+1,M] := 2*B: An[M+1,M+1]:= 1-2*B-A[M+1,1]*Z-B*Z:

As condic¢des de contorno expressas pelas equacdes (B12) e (B18) séo definidas:

> ccln:=T[infinity1]*(2*C*B-2*A[1,1]*C);
cenn:=T[infinity2]*(2*A[M+1,1]*Z+2*B*2);

A matriz formada pelas condi¢des de contorno é construida:

> CC:= linalg[matrix](M+1,1);
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> for j from 1 to M+1 do for p from 1 to 1 do CCJj,p]:=0; end do; end do;
> CC[1,1]:=ccln; CC[M+1,1]:=ccnn;

Para a implementacdo do algoritmo de linhas a matriz cooordicbes de

contorno é preparada:

> DDD:= linalg[matrix](M+1,1);
> DDD:=evalm(An &* TO +CC):

A matriz dos coeficientes tem seus elementos separados em outiassmatr

> AAA:= linalg[matrix](M+1,1);
> for i from 1 to M+1 do for j from 1 to M+1 do if(i=j) then
AAA[i,1]:=Bn1]i,j]:else print(): end if: end do: end do:

> CCC:= linalg[matrix](M+1,1);
> for i from 2 to M+1 do for j from 1 to M+1 do if(i=j) then CCC[1,1]:=0:
CCC]i,1]:=Bnl][i,j-1]:else print(): end if: end do: end do:

> BBB:= linalg[matrix](M+1,1);
> for i from 1 to M+1 do for j from 1 to M do if(i=j) then
BBBJi,1]:=Bn1]i,j+1]:BBB[M+1,1]:=0: else print(): end if: end do: end do:

O algoritmo de linhas é entdo implementado [daé®0 iteracdes e o valor da

distribuicdo de temperatura € atribuido a varidver:

>TTT:= linalg[matrix](M+1,1);

> for ite from 1 to 1000 do

> P[1]:=evalf(-BBBJ[1,1]/AAA[1,1]):
> Q[1]:= evalf(DDDI[1,1]/AAA[L,1]):
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> for i from 2 to M+1 do PJi]:=-BBBJi,1]/(AAA]i,1]+CCC]i,1]*PJi-1]): end
do:

> for i from 2 to M+1 do Q[i]:=(DDD]i,1]-CCC]i,1]*Qli-
1))/(AAA]I, 1]1+CCCJi,1]*P[i-1]):end do:

> for i from 1 to M+1 do for j from 1 to 1 do MPQ]i,j]:=PJi]:end do:end do:

> for i from 1 to M+1 do for j from 2 to 2 do MPQ]i,j]:=QJi]:end do:end do:

> TTT[M+1,1]:= MPQ[M+1,2]:

> j:=M:

> forifrom 1to M do TTTJ[j,1]:= MPQj,2]+TTT[j+1,1]*MPQ]Jj,1]: j:= j-1:
end do:

> DDD:=evalm(An &* TTT+CC):

> end do:

Com a alteracdo da varid\dlo nimero de pontos nodais pode ser alterado.

5.1.2.2 Resolucdo numeérica — Caso 1 — regime transiente — esquema explicito

Para a resolucdo numérica do Caso 1 pelo esquema expliéitoceasiderados
0S mesmos parametros utilizados na resolucédo pelo esquema CralsiiNiporém
partindo-se da equacdo (35) e tendo que se considerar o critério bitdada
mostrado na Tabela 2, o que levou a uma escolha dealmtele tempo de

At =0,00003 sendo calculado a seguir:

>Fo:= (al pha*Delta[t])/(Delta[ri]”"2);

Fo :=0.240000000

O valor do parametrB mostrado pela expresséo (36) € entédo definido:

>B := (al pha*Delta[t])/(Delta[ri]”"2):



82

Dois parametros adicionais para facilitar os calculos séo incluida®enthados

deC eDD, conforme € mostrado a seguir:

>C = (H1]*2*Del ta[ri]):
>DD: =(H 2] *2*Del ta[ri]):

Para a definicdo do parametfo da expressédo (36) € necessario fazer uma
manipulacdo de forma que os valores sejam armazenados em umapuoetivariam

de acordo com a posi¢cdo como € mostrado a seguir:

>inc:=0.3:
> A:= linalg[matrix](M+1,1):
> for jfrom 1 to M+1 do A[j,1]:= (alpha*Delta[t])/(2*inc*Delta[ri]); inc =

inc+Delta[ri]: end do:

O perfil inicial de temperatura é obtido de forma analoga aengelvimento
feito pelo esquema Crank-Nicolson. A matriz com as tempesatarzhecidas é entdo

definida conforme os procedimentos a seguir e chamada de

> An:= linalg[matrix](M+1,M+1):

> for i from 1 to M+1 do for j from 1 to M+1 do An[i,j]:=0; end do; end do;

> An[1,1]:=1-2*B+C*A[1,1]-C*B: An[1,2] := 2*B:

> for i from 2 to M do An[i,i-1] := B-A[i,1]: An[i,i]:= 1-2*B: An[i,i+1] =
Ali,1]+B: end do:

> An[M+1,M] := 2*B: An[M+1,M+1]:= 1-2*B-A[M+1,1]*DD-B*DD:

A matriz para as condi¢cfes de contorno € definida a seguir:
> ccln:=T[infinity1]*(C*B-A[1,1]*C):

ccon:=T[infinity2]*(A[M+1,1]*DD+B*DD):
> CC:= linalg[matrix](M+1,1):
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> for i from 1 to M+1 do for j from 1 to 1 do CCJi,j]:=0: end do: end do:
>CC[1,1]:=ccln: CC[M+1,1]:=cc6n:

A primeira distribuicdo de temperatura € determinada pela seguinteséxpres

> T1:=evalm(An &* TO+CC);

Para as demais distribuicbes de temperatura, a expressao acima delecada

em uma estrutura de repeticdo para um numero determinado de iteracdes:

> Tant:=T1;
> for i from 1 to 1000 do Tant:=evalm(An &* Tant+CC); end do:

O comandoprint pode ser usado para a visualizagdo dos valores obtidos pela

distribuicdo de temperatura.

5.2 RESOLUCAO DO CASO 2

5.2.1Resolucéo analitica — Caso 2 — regime transiente

A resolucédo analitica para o Caso 2 no regime transiente i#&érsolucdo para
o Caso 1, pois o termo geracdo interna de calor é levado pardugd@esem regime

permanente.

5.2.2Resolucdo numérica — Caso 2 — regime transiente

Para a resolugdo numeérica do Caso 2 foi definida uma malha8@gmontos
nodais. Os mesmos passos de resolucdo do Caso 1 sédo seguidos sendo fornecido ¢
valor da fonte de calor, que dentre as simulacdes realizadapseséntada aqui com
o valor g =1.000 W/m

Para a definicdo do perfil inicial foram utilizadas as equag¢d48) e (60)

referentes a resolugdo em regime transiente calculada mpmw tgmal a zero e a
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resolucdo em regime permanente. Os valores encontrados foitaufdas a variavel
DTO:

>DT0: = seq([R(mM, TO[ m+1,1]], nm=0.. M;

DTC:=[0.3,102.857678],[0.302500000, 103.646594 ],
[0.3050000000 105.8352328 0.8075000000 108.9971874 ]
[0.3100000000 112.5881414 0.3125000000 116.1148808]
[0.3150000000 119.2670342 0.3175000000 121.9661605 ]
[0.3200000000 124.3237787 0.3225000000 126.5376089 ]

[0.475000000, 71.3746329 ], [ 0.477500000, 67.1533746 ],

[0.4800000000 62.75588628 0.4825000000 58.13821419]
[0.4850000000 53.30717572 04875000000 48.32966833 ]
[0.4900000000 43.31768351 04925000000 38.39348213]

[0.4950000000 33.647987%2 0.A4975000000 29.10881550 ]
[0.500000000, 24.7310074 ]

As matrizes dos coeficientes nos tenmmpel e m sdo definidas de forma anéloga
ao Caso 1. A diferenca aparece na criacdo da matriz que cast@ondicdes de

contorno com a inclusao do termo de geracgéao interna de calor, sendo:

>ccln: =T[infinityl]*(2*C*B-2*A[ 1,1]*0O);
ccnn: =T[infinity2] *(2*A Mt1, 1] *Z+2*B*2) ;

cclr :=39.8333333
ccnr :=9223.00000

>CC. = linalg[matrix] (M1, 1):

>for i froml1lto M+l do for j from1l to 1 do
Cdi,jl:=qg*Delta[t]*al pha; end do; end do;

>CC 1, 1] : =ccin+g*Del ta[t] *al pha;
Cq M+l, 1] : =ccnn+qg*Del ta[ t ] *al pha;

CC, ,:=40.3333333

CGC,, ,=9223.50000
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>DT0: = seq([R(mM,C mt1, 1]], m=0.. M;

DTC:=[0.3,40.3333333],[0.302500000, 0.500(], [ 0.305000000, 0.500(],
[0.3075000000 0.5040 0[3100000000 0.5000]0[3125000000 0.5000]
[0.3150000000 0.5000 0[3175000000 0.5000]0[3200000000 0.5000]
[0.3225000000 0.5000 0[3250000000 0.5000]0[3275000000 0.5000]
[0.3300000000 0.5000 0[3325000000 0.5000]0[3350000000 0.5000]

[0.487500000, 0.500(], [ 0.490000000, 0.500(], [ 0.492500000, 0.500(],
[0.4950000000 0.5000 0[4975000000 0.5000]0[5000000000 9223.500000]

A implementacdo do método TDMA é feita de forma analoga ao Caso 1.



6 RESULTADOS

Serdo apresentados os resultados provenientes do perfil initeahpleratura, do
namero de autovalores utilizados e os resultados provenientes das;8asybara os

regimes permanente e transiente.

6.1 RESULTADOS PARA O REGIME PERMANENTE

Seréo apresentados os resultados obtidos para o regime permarseeofedgasos

1, 2 e 3. A Tabela 4 mostra os valores dos parametros usados para os casos 1 e 2.

Tabela 4 - Valores das propriedades usadas nas solucfes do Caso 1.

Propriedade Valor Unidade
Temperatura do fluido externo 23 °C
Temperatura do fluido internp 100 °C

Condutividade térmica 1 W/m °C

Raio interno 0,3 m

Raio externo 0,5 m

6.1.1 Resolucao analitica e numérica — Caso 1

A distribuicdo de temperatura mostrada na Figura 4 foi obfdata da equacéo
(50) da resolucdo analitica, onde=1 m* e H, = 1.000 n". O perfil de temperatura
apresentado tem um comportamento logaritmo caracteristiceotlagdes cilindricas
com condi¢cOes de contorno convectivas presentes no estudo de cilindiggsmac
(INCROPERA; WITT, 1985).
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Figura 4 - Distribuicdo de temperatura — Caso 1 — regime permanenté, patari' e
H, = 1.000 n.

Para as mesmas condi¢cdes da Figura 4, a Tabela 5 mostraibaidéi de
temperatura para resolucdo numérica e os erros relativosoneldos a resolucéo

analitica. Verifica-se que o erro relativo ao longo do cilindro peroganabaixo de
1x10°,

6.1.2 Resolucao analitica e numérica — Caso 2

A distribuicdo de temperatura mostrada na Figura 5 foi obtpdatet da equacéo
(60) da resolucdo analitca e com valores para 1l mi’, H,=1.000 Nt e
g= 1.000 W/n?. O perfil de temperatura apresentado tem um comportamento

caracteristico das solucdes na presenca de geracédo interal@rdeom condicdes de

contorno convectivas em cilindros macicos (INCROPERA; WITT, 1985).
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Tabela 5 — Distribuicbes de temperatura e erros relativo€asm 1 no regime

permanente parél; = 1 mi* eH, = 1.000 nf.

Posicdo [m]| Temperatura [°C]| Temperatura [°C] | Erro relativo [%]
resolucdo analitica resolugdo numérica
0,30 33,26675 33,26377 0,00895
0,32 31,97469 31,97212 0,00803
0,34 30,76099 30,75879 0,00715
0,36 29,61668 29,61483 0,00624
0,38 28,53425 28,53272 0,00536
0,40 27,50736 27,50613 0,00447
0,42 26,53059 26,52963 0,00361
0,44 25,59926 25,59856 0,00273
0,46 24,70933 24,70888 0,00895
0,48 23,85729 23,85707 0,00803
0,50 23,04003 23,04003 0,00001
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Figura 5 - Distribuicdo de temperatura — Caso 2 — regintagyemte parél; = 1 mi',
H, =1.000 m' e g=1.000W/nT.
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Para as mesmas condi¢cdes da Figura 5, a Tabela 6 mostrailaicéi de
temperatura para resolucdo numérica e os erros relativogoneldos a resolucéo
analitica, onde se verifica a concordancia entre as resolucd@scarea numérica,

onde o erro relativo ao longo do cilindro permaneceu abaixo d&1x10

Tabela 6 — Distribuicbes de temperatura e erros relativo€asm 2 no regime

permanente patd; =1 mi*, H, = 1.000 i e ¢= 1.000W/nt.

Posicéo [m]| Temperatura [°C]| Temperatura [°C] | Erro relativo [%0]
resolucdo analiticg resolugcdo numérica
0,30 48,14986 48,15057 0,00147
0,32 46,95020 46,95080 0,00127
0,34 45,43529 45,43580 0,00112
0,36 43,61832 43,61875 0,00098
0,38 41,51032 41,51068 0,00086
0,40 39,12065 39,12094 0,00074
0,42 36,45728 36,45750 0,00060
0,44 33,52706 33,52722 0,00047
0,46 30,33594 30,33604 0,00033
0,48 26,88910 26,88916 0,00022
0,50 23,19111 23,19111 0,00001

6.1.3 Resolucédo analitica — Caso 3

Todas as distribuicbes de temperatura simuladas para resolutjificaatia Caso
3 utilizaram um mesmo conjunto de valores para as propriedadesviéasoho

problema que sdo mostradas na Tabela 7.
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Para a simulacdo no regime permanente do problema referenciaGagmi
foram realizadas simula¢des variando-se os valores dos paréimee h,, porém a
solucdo so é satisfatoria para uma determinada faixa de vaforesicdo da presenca
da raiz quadrada que envolve a solucdo apresentada na equacao (91).aA6Figur

mostra as simulagdes realizadas.

Tabela 7- Valores das propriedades usadas nas solu¢fes do Caso 3.

Propriedade Valor| Unidade
Condutividade térmica na temperatura de referéncia 1 W/m °C

Temperatura de referéncia 100 °C
Temperatura do fluido interno 100 °C
Temperatura do fluido externo 23 °C
Coeficiente de expansao térmica 1 e

Raio interno 0,3 m

Raio externo 0,5 m

Pode ser observado na Figura 6 o comportamento esperado da intgtsifica

coeficienteh, promovendo uma diminui¢cdo na distribuicdo de temperatura.

6.2 RESULTADOS PARA O REGIME TRANSIENTE

Entre os resultados apresentados para o regime transigideaedéfinicdo do
perfil inicial de temperatura em funcdo do numero de autovattaesolucdo e as

distribuicbes de temperatura para solu¢des analiticas e numéricasoesd e 2.
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Figura 6 - Distribuicdes de temperatura — resolucéo analitica - Caso 3.

6.2.1 Definicdo do perfil inicial de temperatura — Caso 1

Para a definicdo do perfil inicial de temperaturas, foranmsaudls: o perfil
inicial constante, o perfil inicial linear e o perfil inicigdrabdlico. As Figuras 7, 8 e 9
mostram as distribuicdes de temperatura em tempos i@l aonde as pertubacdes
provenientes das fungbes de Bessel podem ser melhor observadas rareioss
autovalores com os perfis iniciais constante, linear e parab8kermlo usados nesta
demonstracéo valores para o Caso 1 s 1 m* e H, = 1.000m™*. A comparacao
entre as Figuras 7, 8 e 9 juntamente com o0s valores apresentaaloBapela 8

conduzem a escolha do perfil parabdlico utilizado nas solucdes apresentadas.
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Temperatura ["C]

03032 034 0365038 04 042 0.44 046 0.48 05

posigdo [m)
2 autovalores
3 autovalores

4 autovalores
5 autovalores

Figura 7 - Distribuicbes de temperatura com variagdo no nuderautovalores e
perfil inicial constante pard; =1 mi*, H, =1.000 i et = 0,01 s

Ternperatura [*C]
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posicio [m]
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S autovalores

Figura 8 - Distribuicbes de temperatura com variacdo de nudeemutovalores e
perfil inicial linear parad; =1 m*, H, =1.000 M et = 0,01 s
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Termperatura [C]

posicdo [m]

2 autovalores
3 autovalores
4 autovalores
5 autovalores

Figura 9 - Distribuicbes de temperatura com variacdo de nudeemutovalores e

perfil inicial parabélico paréd; =1 m*, H, =1.000 i et = 0,01 s

A Tabela 8 mostra os maiores erros relativos encontrados ao dongéndro
vazado entre as simulacfes para os perfis constante, lineabéligg em relacdo ao
namero de autovalores usados para o Caso 1. Verifica-se o lendsail®o do erro
para os perfis constante e linear em relacéo ao perfil parabdlico.

O perfil parabdlico foi o escolhido por apresentar um erro velatienor em
fungdo do numero de autovalores em relagdo aos demais perfis simaléadode ndo
comprometer o tempo de processamento.

Serdo apresentadas nos itens a seguir as distribuicbes de atenaper
provenientes das simulacfes realizadas para os casos 1 e ZaBarcaso serao
apresentadas as consideragcbes da geometria do cilindro vazadoHseadty os
parametros variantes de cada simulacdo. Sera apresentado tamkémpo

computacional de cada simulacéo.
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Tabela 8 - Valores dos erros relativos em funcao dos autovalgessilanicial para
Hy=1m" H,=1.000m et=0,01s

N° de Perfil inicial Perfil inicial linear - Perfil inicial
autovalores| constante — maior | maior errogf%] em parabdlico — maior
erro [%] ema&r<b asr<b erro [%]emar<b

2-3 21,75816 25,89825 4,80856
3-4 14,39631 17,65557 7,10870
4-5 11,69399 13,44491 2,9545
5-6 8,75971 9,82881 1,78348
6-7 7,97603 9,06031 1,42076
7-8 6,49517 7,13449 0,87255
8-9 6,03806 6,81707 0,81035
9-10 5,18407 5,75364 0,49532
10-11 4,84633 5,45142 0,58189
11-12 4,25202 4,68424 0,30731
12 - 13 4,03778 4,53072 0,48188
13-14 3,61334 3,98389 0,25565
14 - 15 3,45209 3,86669 0,46058
15- 16 3,13396 3,45743 0,16809
16 - 17 3,00751 3,36426 0,28542
17 - 18 2,76031 3,04663 0,09671
18-19 2,65798 2,97021 0,23808
19 - 20 2,46047 2,71669 0,06896

6.2.2Resultados do caso 1

Todas as distribuicbes de temperatura simuladas para resolnghtica e

numeérica do Caso 1 utilizaram um mesmo conjunto de valores parapmegdades

envolvidas no problema que sdo mostradas na Tabela 9.
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Tabela 9 - Valores das propriedades usadas nas solucfes do Caso 1.

Propriedade Valor Unidade
Difusividade térmica 0,05 ey
Temperatura do fluido externo 23 °C
Temperatura do fluido internp 100 °C
Condutividade térmica 1 W/m °C
Raio interno 0,3 m
Raio externo 0,5 m

A seguir serdo apresentadas as simulacdes da resolucidecameatitimérica do

Caso 1.

6.2.2.1Resolucao analitica - Caso 1

Para o Caso 1 foram realizadas simulacdes para diversos \@gisrparametros
H, e H,. As Figuras 10 e 11 mostram as distribuicdes de temperaturaiparsos
valores simulados no tempo dedl0

Na Figura 10 é observada a influéncia do parameétrsobre o perfil de
temperatura, onde tende a diminuir o gradiente de temperaturaaestperficie
externa e o fluido externo. Na Figura 11 com o aumento do parametriHig a
tendéncia é oposta, diminuindo o gradiente de temperatura entre a Ripddioa e

o fluido interno.
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Figura 10 - Distribuicdes de temperatura com variacdes do parametro
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Hl =10 e H2=1
Hi =100 e H2 =1
H1 =1000 e H2 =1

Figura 11 - Distribuicdes de temperatura com variacdes do pardmetro

As simulagcOes apresentadas nas Figuras 10 e 11 utilizaramriiininpéal de

temperatura parabodlico e um niumero de 20 autovalores na solucao.
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O tempo necessario para atingir o regime permanente na posicég@g m da
geometria € mostrado na Figura 12, sendo as distribuicbes derdempeavaliadas
para os trés perfis iniciais.

Na Figura 12 a partir de aproximadamente 2 s 0 regime permanatitgido,
porém a Tabela 10 mostra que os tempos exatos, onde ndo ocorrendest e
casas decimais. A Tabela 10 também mostra os valores dosstempputacionais

para os trés perfis em andlise utilizando 20 autovalargsel m™* eH, = 1.000m™:

1507
140
130
1201
1104
100

a0

80

Temperatura [*C]

704
EDf
507
401
304

15 2 25 3 35 4

m]
&
m
=

tempa [s]

Feril Linear
Fetil Constante
Petil Parabdlica

Figura 12 - Distribuicdes de temperatura em funcéo do tempo cdivirpeial linear,
constante e parabdlico utilizando 20 autovalores na posicd®4 meH; =1 m' e
H, = 1.000m".

Deve ser considerado que a situacdo analisada exigia um nuragno de
autovalores na solucdo para os perfis constante e linear como paisemado na
Tabela 8 que mostra os valores dos erros relativos para osemarfigalise. Porém
guando o tempo para se atingir o regime permanente for muito longo apenas

primeiro autovalor € relevante na solucdo (BRAGA FILHO, 2004).
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Tabela 10 — Valores obtidos de tempo com perfis linear, caastgparabdlico com
Hy=1m™" eH,=1.000m"

Perfil Inicial Representacao Tempo para atingir0  Tempo de

regime permanente [s]| execucéo [s]

Linear -40r +110 5,8 177,9
Constante 60 5,6 160,7
Parabdlico | -88502 +6695 -1112 5,8 162,7

A Figura 13 mostra as distribuicbes de temperatura para algumgog

apresentando a tendéncia de se atingir o regime permanente.

Temperatura [°C]

03032 034 036 035 04 042 044 046 048 05

Posigdo [m]

—— t=0.3

Petmanente

[}

Figura 13 - Distribuicbes de temperatura para alguns valores g¢® teomn perfil

inicial parabdlico utilizando 20 autovalores céin=1 m'eH,=1.000m™
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6.2.2.2Resolucdo numérica — Caso 1- esquema Crank-Nicolson

A Tabela 11 mostra alguns dos valores obtidos da distribuicdo deratunpes
0s erros relativos provenientes da simulacdo numérica pelo esuantaNicolson.
Para a simulagao foi utilizada uma malha com 80 pontos nodaisistemalo de
tempo igual &,001se os seguintes valores; = 1 mt H, =1.000m*et=1 s
resultantes dé&.000iteracgdes:

Os erros apresentados mostram uma boa concordancia entesols;des
analitica e numeérica, porém o numero de iteracdes foi razoavelmente peqgpenfi. O
inicial ndo interfere na resolucdo, portanto foi utilizada a funcéotesnpo zero

proveniente da resolucédo com perfil parabdlico.

Tabela 11 - Valores das distribuicdes de temperatura obtidosegelagao analitica e

numérica e erros relativos he 1 s.

Posicéo [m]| Temperatura [°C]| Temperatura [°C] | Erro relativo [%0]
resolucdo analitica resolugcdo numérica
0,30 35,40027 35,39945 0,00229
0,32 34,11473 34,11381 0,00268
0,34 32,83844 32,83756 0,00265
0,36 31,56830 31,56750 0,00253
0,38 30,30399 30,30327 0,00237
0,40 29,04745 29,04683 0,00211
0,42 27,80249 27,80198 0,00181
0,44 26,57433 26,57394 0,00144
0,46 25,36920 25,36895 0,00098
0,48 24,19400 24,19387 0,00052
0,50 23,05586 23,05586 0,00001
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6.2.2.3 Distribuicdo de temperatura — Caso 1 — comparacao entre 0 estyaakia
Nicolson e o esquema explicito

Foram simuladas para as mesmas condi¢cdes do Caso 1 no tempo oten
H; =1 mi* eH, = 1.000 n' no esquema explicito. A Tabela 12 mostra os valores das
temperaturas analiticas, temperaturas provenientes da simalag&dca explicita e o
erro relativo encontrado, onde foram necessét2&000 iteracdes utilizando um
intervalo de tempo de,00001 s

Tabela 12 - Valores dos erros relativos pelo esquema explicito — Casb=11 80

Posicéo [m]| Temperatura [°C]| Temperatura [°C] | Erro relativo [%0]
esquema explicito| resolucdo analitica
0,3 35,40044 35,40027 0,00048
0,32 34,11492 34,11473 0,00056
0,34 32,83863 32,83844 0,00058
0,36 31,56849 31,56830 0,00060
0,38 30,30417 30,30399 0,00059
0,4 29,04762 29,04745 0,00058
0,42 27,80263 27,80249 0,00050
0,44 26,57443 26,57433 0,00038
0,46 25,36928 25,36920 0,00031
0,48 24,19404 24,19400 0,00016
0,50 23,05586 23,05586 0,00001

Da comparacédo entre as Tabelas 11 e 12 verifica-se que osl@idos a partir
da simulacdo pelo esquema de Crank-Nicolson sao superiores aos qatiolos
esquema explicito, porém possui a vantagem de gastar menos tempaacamalie

um numero menor de iteracoes.
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6.2.3Resultados do Caso 2

Todas as distribuicbes de temperatura simuladas para resologhtica e
numérica do Caso 2 utilizaram um mesmo conjunto de valores parapmgdades
envolvidas no problema que sdo mostradas na Tabela 9, sendo que o0s parametros
variantes saél,, H, e o valor do termo de geracgéao interna de calor

A seguir serdo apresentadas as simulacdes da resolucaeaeafitimeérica do

Caso 2.

6.2.3.1 Resolucao analitica - Caso 2

A Figura 14 mostra o grafico com a distribuicdo de temperatura peoterde
simulacbes para diversos valores do parantéim para o termo de geracao interna de
calor ¢= 100 W/n? no tempo del0 s. O valor deg= 100 W/nt é relativamente
pequeno e conduziu a uma solugdo muito similar a Figura 10.

A Figura 15 mostra o grafico com a distribuicdo de temperatura peoterde
simulacbes para diversos valores do parantétm para o termo de geracao interna de
calor g= 10.000W/n? no tempo del0s. Em relacdo a Figura 14 verifica-se que
¢= 10.000W/nT j& afeta sensivelmente o perfil de temperatura.

A influéncia do coeficiente de conveccao externo em retirar dalailindro é o
comportamento esperado e a validade da solucdo encontrada para e@asmgine
transiente. Incropera e Witt (1985), apresenta um perfil de tatopgrpara um

cilindro macico sujeito a condicéo de contorno convectiva semelhante ao da Bigura 1
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Figura 14 — Distribuicbes de temperatura com variacbes do paramette- 10 s
e = 100W/n.
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Figura 15 - Distribuicdes de temperatura com variacdes do parametro= 10 s
e g=10.000W/nT.
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As Figuras 16, 17 e 18 mostram a influéncia do nimero de auewabar
solucdo para o Caso 2. Com o0s paramdips 100 m?, H,=100m? na
posicdor = 0,4 me g= 10.000W/nT, o tempo para se atingir o regime permanente é

curto, ou seja, aproximadamerles e a partir des autovalores, ndo se apresentam

mais interferéncias em relacdo ao niumero de autovalores nas simulagoes.

3000
2800
26009
24004
2200
2000
18007
1600 5
1400
1200
10005
300 4
500
4004
2004

Temperatura [*C]

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

tempo [s]

Perfil Linear
Peril Constante
Ferfil Farabalico

Figura 16 - Distribuicdes de temperatura em funcéo do tempo cdivirpeial linear,
constante e parabdlico2eautovalores na solu¢do usando parametids= 100 m*,
H, = 100m’ na posicda = 0,4 me ¢= 10.000W/n?.
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Figura 17 - Distribuicdes de temperatura em fungéo do tempo cdivirpeial linear,
constante e parabdlicoSeautovalores na solucdo usando parametrhs= 100 m?,
H, = 100m™ na posicaa = 0,4 me ¢= 10.000W/nT.
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Figura 18 - Distribuicdes de temperatura em funcéo do tempo cdirirpeial linear,
constante e parabolicol® autovalores na solugédo com os parametrhs= 100m™,
H, = 100m™ na posicde = 0,4 me ¢= 10.000W/nT.
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A Figura 19 mostra as distribuicbes de temperatura para alglores de
tempos com §= 100 W/n? apresentando a tendéncia de se atingir o regime

permanente.

Temperatura [°C]

03032 034 036 038 04 042 044 046 0458 05

Posigéo [m]

—— t=0.3

=0.6
=09

—_—

Permanente

Figura 19 - DistribuicGes de temperatura com alguns valores dm teom perfil
inicial parabodlico e20 autovalores na solucdo usando parametths= 1 m?,
H, = 1.000m™ e g= 100W/nT.

6.2.3.2 Resolug¢do numeérica - Caso 2

A Tabela 13 mostra os valores obtidos da distribuicdo de tempeeaturrro
relativo provenientes da simulacdo numeérica pelo esquema Craplkavigoara os
seguintes valores$i; =1 m*, H, = 1.000 n', t = 1 se ¢= 10.000 W/m Observa-se a

boa concordancia entre as duas solucdes dentro do erro permitido de 1x10
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Tabela 13 - Valores das distribuicdes de temperatura obtidosepelagdo analitica e

numérica e erros relativos he 1 se ¢ = 10.000W/nT — Caso 2.

Posicdo [m]| Temperatura [°C]| Temperatura [°C] | Erro relativo [%]
resolucdo analitica resolugcdo numérica
0,3 181,76927 181,77382 0,00250
0,32 181,40015 181,40398 0,00211
0,34 177,18401 177,18729 0,00187
0,36 169,33246 169,33523 0,00163
0,38 158,02236 158,02467 0,00145
0,40 143,40304 143,40490 0,00130
0,42 125,60159 125,60304 0,00115
0,44 104,72708 104,72814 0,00101
0,46 80,873743 80,874436 0,00085
0,48 54,123561 54,123906 0,00063
0,50 24,548304 24,548946 0,00261

A Figura 20 mostra o grafico com o comparativo das distribuigies
temperaturas com resoluces analitica e numéricaHaral m*, H, = 1.000 n,

t=1se ¢ =10.000 W/m Observa-se a perfeita concordancia entre os casos numérico

e analitico para a condicéo analisada.
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Figura 20 - Distribuicées de temperatura — analitico-numéri€ase 2 H; = 1 m",
H,=1.000 ', t =1 se ¢= 10.000W/nT.

A Tabela 14 mostra a simulacd =1 m', H,=1.000 i, t=2 se
g = 10.000 W/} com o comparativo das distribuicbes de temperaturas com

resolucbes analitica e numérica e os erros relativos. Novarobségva-se a boa

concordancia entre os valores obtidos pelas resolucfes analitica e numérica.
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Tabela 14 - Valores das distribuicdes de temperatura obtidosegelagao analitica e

numérica e erros relativos he 2 se ¢ = 10.000W/nT — Caso 2.

Posicdo [m]| Temperatura [°C] Temperatura [°C]| Erro relativo [%]
resolucdo analitica resolu¢cdo numeérica
0,3 182,09271 182,09715 0,00243
0,32 181,72457 181,72838 0,00209
0,34 177,49895 177,50220 0,00183
0,36 169,62831 169,63105 0,00161
0,38 158,29065 158,29292 0,00143
0,4 143,63651 143,63834 0,00127
0,42 125,79441 125,79583 0,00112
0,44 104,87489 104,87593 0,00098
0,46 80,973776 80,974451 0,00083
0,48 54,174605 54,174937 0,00061
0,50 24,550702 24,549051 0,00672

6.3 TEMPOS COMPUTACIONAIS

Os tempos de cada simulagéo realizada foram calculados nac@xete um
microcomputador AMD Sempron (tm) 2300+, 1,58 GHz e 256 MB de RAM ara a
resolucdes analiticas e resolu¢cées numeéricas.

A Tabela 15 mostra os tempos de cada simulacdo utilizados s@scies
analiticas. Para o regime transiente a funcéo é calculadanaminica etapa no tempo
dado, ndo dependendo do regime permanente, como € 0 caso da resolu¢cao.numérica
Os valores de tempo considerados na Tabela 15 incluem os céalomo2@
autovalores na solucdo e a realizacdo de apenas um grafico, qmisandoplot do
software Maple é um dos mais lentos na execucdo da planilha.v@bser que o
comportamento nao linear do Caso 3 provoca um aumento elevado de 7008pmo te

computacional em relagcéo aos outros casos avaliados no regime permanente.
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Tabela 15 - Tempos de processamento utilizados nas simulacfes analiticas.

Tempo [s]
Caso Regime Permanentg Regime Transiente
1 0,2 149,2
2 0,2 149,2
3 1,6 --

A Tabela 16 mostra os tempos de cada simulacdo utilizados s@scfes

numéricas.

Tabela 16 - Tempos de processamento utilizados nas simulacdes numéricas.

Caso| Tempo [s] Esquema Tempo [s] - Regime Tempo [s] -
Permanente Regime Transiente
1 0,9 explicito 5217,1
1 0,9 Crank-Nicolson 43,5
1 -- Diferencas centrais 0,2
2 -- Diferencas centrais 0,2
2 4 Crank-Nicolson 150,2
1(*) 210 Crank-Nicolson 12640,4

Os valores de tempo considerados na Tabela 16 incluem calculosatbas de
50 pontos nodais para solucdo permanente e 80 pontos nodais para a solucéo
transiente. Na Tabela 16 o caso descrito como 1(*) foi estseraulacdes realizadas o
de maior tempo computacional, pois os paramétros H, eram igual @,01 ni e o

necessitou-se de um tempo maior para atingir o regime permanente.



7 CONSIDERACOES FINAIS

Dando continuidade aos trabalhos de Aziz (2006) todas as solucdesaanalit
numericas propostas em relacdo a geometria do cilindro vazadeauiicdes de
contorno convectivas em regime permanente e transiente pelorsolMagple foram
concluidas.

Para os Casos 1 e 2 a resolucdo analitica no regime permémestiéda de
forma direta, dispensando totalmente os algebrismos envolvidos nacéesolanual.

O problema transiente para estes casos permitiu um estudatéatisfio perfil inicial

e do numero de autovalores envolvidos na solucdo, onde o método de resolucao
proposto foi plenamente implementado. Os resultados obtidos foram pigaame
satisfatérios, coerentes com a situacéo fisica de cada problematgutese

Para as resolu¢cdes numéricas, a resolucdo pelo software Mapkentou bons
tempos computacionais ndo dificultando a implementacdo do método curdés
diferencas finitas em seus varios esquemas, além de exigir ponbhecimento de
programacéo de computadores. Os resultados para ambos os casaariptamente
satisfatorios e compativeis com as resolu¢des numéricas.

Apesar dos CAS de modo geral resolverem o algebrismo de probtpreas
envolvem equacdes diferenciais observou-se na resolucdo do Caso 3 que em
determinadas situacdes o problema € resolvido praticamente passS30a pPoiS 0
software ndo é habilitado na tomada de decisdes, sendo indispensavelonuemtoe

tedrico e 0 acompanhamento da solucao.



8 SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Sugere-se 0 emprego desta metodologia em problemas da areasier@naia
de Calor utilizando geometrias mais complexas, assim comopoegmde outros
métodos analiticos e numéricos de solucao.

Sugere-se também o desenvolvimento de uma interface para a elgtrdados e
visualizacdo de resultados.

Fica também proposta a implementacao da resolucdo numéricasollgdo em
regime transiente do problema referenciado como Caso 3, assim eom

implementacdo de outros modelos de condutividade térmica variavel.
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APENDICE A - Resoluc&o Analitica — Caso 1

No capitulo 3 foi descrita a metodologia realizada para a soluggootlema
chamado de Caso 1 descrito pela equacdo (4) da conducdo de calor. Conforme
descrito, a solucdo é dependente das resolu¢cdes do problema eenpegiranente e
em regime transiente.

Partindo-se da equacéo (16) para a resolugcado no regime pernfangmena a

seguinte forma:

ror{ or

E as condicbes de contorno séo descritas pelas equacdes (18) e rigdgragdio

da equacéo (Al) fornece:

Foc, ou .o (A2)
or o r

A solucéo fica:

F(r)=cC,In(r)+C, (A3)

Substituindo a equacéo (A3) para a condi¢cdo de contorno (18)-em

Cl —
- ? + h:lcl ln(a) + h:lCZ - thool (A4)
Substituindo a equacéo (A3) para a condi¢cdo de contorno (21) eimn:

k% +h,C,In(b)+h,C, =h,T,, (A5)
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Rearranjando a equacéao (A4):

—k%+hl(Clln(a)+C2 -T.,)=0 (A6)
Ent&o:

C
-S4 (e n(a) +c, -T.,) =0 (A7)

Usando a relacédo expressa ha equacao (8):

C
- agl +C,In(a)+C, -T,, =0 (A8)

Para a segunda condicdo de contorno, a equacao (A5) é rearranjada na forma:

k%+h2(clln(b)+C2 -T,,)=0 (A9)
Portanto:
%+h—k2(c1 In(b)+C, -T,,)=0 (A10)

Usando a relagéo expressa na equacao (8) para a segunda condi¢éo de contorno:

CHl +C,In(b)+C, -T,, =0 (A11)

2

Igualando a equacao (A8) com a equacéo (All):



C, , G _
aH, bH,

C,In(@)+C,In(b)+T,, -T,, =0

Rearranjando a equacéo (Al2):

Cl(aal + b:b j +C, In(%)+Twl -T,, =0

Portanto:

SERIY R

Isolando a constante:

Too2 _Tml

(e, )

C =

Substituindo a equacgéo (A15) na equacédo (All):

00

.
o an, ) (o)

(T, ~T.0) . (T, -T,)in®)

Isolando a constant®, da equacao (A16):

(Tooz _Tool)(1+ bH 2 ln(b))

sz(ai'l +all + In(%)}

C,=T,,-

Substituindo a equacgao (Al17) e a equacéo (Al5) na equacao (A3):

119

(A12)

(A13)

(A14)

(A15)

(A16)

(A17)
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F(r)=| T Tadn() | | (Tp ~To)L+bH, In(b) (A18)

sz(al%ll + ali +In(%)j

2

(T,

F(r)=T,, +| (o2 ~T.,)(bH, In(r) -1-bH, In(b))

sz(aa +ai|2+ln(%)j

(A19)

F(r)—Twz - (Tool _Tmz)(_ sz In(r)+ sz ln(b)+1) (AZO)

ERE

F(r)-T., _ 1+ szln(%)

- (A21)
Tor = Tez bH{a; +a; +In(%)]
1 2

Onde a equacédo (A21) representa a distribuicdo de temperaturagene r

permanente.

Para determinar a solugdo no regime trans@{ne parte-se da equacio
diferencial da conducdo de calor na forma da equacdo (24) com as cordicdes
contorno na forma das equacdes (19) e (22).

A condicdo inicial expressa pela equacdo (9) também sofrevacdles na

forma:

f(r)=f(r) onde f(r)" = f(r)-F(r) (A22)
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Para a resolucdo da equacédo (24) serd adotado o método da segaracdo
variaveis admitindo-se que(r,t) possa ser representada pelo produto de duas fungdes

na forma:
G(r.t) = R(r)o(t) (A23)

onde R é funcdo somente do raiole € funcdo somente do tempdSeparando-se a
equacao (24) em duas equacles diferenciais ordinarias, a solucapofiealser

encontrada pela soma das solug¢des individuais.
Substituindo a equacgéo (A23) na equacéo (24), tem-se:

Dli(r d_Rj _1gpd0 (A24)
rdr\ dr a dt

Rearranjando a equacéo (A24):

1 d( de 1 dO
rR dr

el P (A25)
dr all dt

A separacado da equacao (A25) em duas equacdes sO € possivel sesdatdms

forem iguais a uma mesma constante.

ii(rd_R] _1di__p (A26)
rRdr\ dr all dt

O sinal negativo escolhido para a constaAteassegura que a solucadt)
decaira com o tempo.

Entdo a funcdo dependente apenas do tempo da equacao (A26) tera a forma:
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1dd__p (A27)

aldl dt

Rearranjando a equacéao (A27):

B ran (A28)
dt
Ou:
c(lj_l? + AZaD - 0 (A29)

E a funcdo dependente apenas do raio na equacao (A26) tera a forma:

ii(r @J -y (A30)
rRdr{ dr
Ou:
2

id_R+rdR =) (A31)
rR\ dr dr

2
1dR dR__ R (A32)
r dr dr

2
1dR AR, vrR=0 (A33)
r dr dr

A equacdo (A33) representa um problema de autovalor, devido ao fato de
solucdes para somente certos valores do parametro de sepbratdm =1, 2, 3,... 0

gual sdo chamados autovalores. As solucdes das equacdes (A29) e (A33) sao:
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O(t) = C,e (A34)

R(r) =C,J,(A,r)+C,Y,(A,r) (A35)

ondeJ, é uma funcéo de Bessel d&tibo e ordem zero ¥, € uma funcdo de Bessel

de 2 tipo e ordem zero €,, C, e C; sdo constantes.

Como:

R _

PR ~AC,J3,(A,r)-AC.Y,(A,r) (A36)
e:

oR _

S AC,J3,(A,r)+AC.Y,(A,r) (A37)

Substituindo a equacao (A37) na condicdo de contorno convectiva da equacao
(19) comr=a:

AC,J,(1,a)+ AC,Y,(A,a)+ H C,J,(A,a)+ H,C,Y,(4,a) =0 (A38)

Substituindo a equacao (A36) na condicdo de contorno convectiva da equacao
(22) com r=b:

- AC,J,(A,b)-AC.Y,(1,b)+H,C,J,(A,b)+ H,C.Y,(4,b) =0
(A39)

Rearranjando a equacéo (A38) e a equacao (A39):
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C,(A,(4,a)+ H,3,(4,))+ C;(AY, (4, 2) + H.Y(4,2)) = 0 (A40)

Cz(_ /]Jl(/]’b)-'- HzJo(/]'b))"'Cs(_/‘Yl(/]’b)"' HzYo(/]'b)) =0 (A41)

Renomeando os termos da equacéo (A40) e da equacéo (A41):

U, =AJ,(4,a)+H,J,(1,a) (A42)
S, = -AY,(A,b)+ H,Y,(1,b) (A43)
W, = AY,(1,a)+H,Y,(1,a) (A44)
V, =-AJ,(A,b)+H,J,(1,b) (A45)

Entdo as equacdes (A40) e (A41) podem ser reescritas como:

CU,+CW, =0 (A46)

C,V, +C.S, =0 (A47)

Rearranjando a equacéo (A46) e a equacado (A47) na forma de sistema:

96
vV, S, \C,) o

Tem-se que:

U,S =V W, (A49)
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Onde a solucado da equacéao (A49) fornecera os autovalores, ou sejaj\@Es0Ss

valores dog\ para os quais a solucéo existe. Rearranjando a equacao (A49):

Uy Wo 0 SV (A50)
Voo S o Yo

Da equacéao (A46) e da equacéao (A47) tem-se:

c.=C, \é,—f (A51)
Arbitrariamente escolhe-se:

C,=5 (A52)

Substituindo a equacgéo (A52) na equacédo (A51):

C, =V, (A53)
Substituindo a equacéo (A52) e a equacéao (A53) na equacao (A35):

R(r) =S, (A,r)-V,Y,(A,r) (A54)

As solucdes da equacédo (A54) sdo chamadas de autofuncfes. Quaod® um
autovalor, ou seja) # A,, 0 problema apresenta solugcao trivial, que significa que
R =0seA# A,

Entdo a solucdo geral da equacédo (A29) e da equacéo (A35) é:

G(r.t) = S35 (A1) = Vo Yo (A, r)(Cle‘””z‘") (A55)



126

A solucdo completa da equacdo (A55) € obtida pela superposicéo Hamea

forma:

6(rt) = 3 (S0 (A, 1) VoY (Arr)Coe ) (A56)

n=1

onde (A56) satisfaz tanto a equacéo diferencial quanto as condictestoima@, mas
nao necessariamente a condicao inicial.

A aplicacao da condicéo inicial leva:
£()= 3G (S,36 (A1)~ VYo (A, 1)) ema<r<b (A57)
=1

O resultado é a representacdo de uma funcdo arbitraria repdeseat equacao

(A57) definida em termos das autofungbes. Os coeficieries podem ser

determinados pelo uso da ortogonalidade das autofungdes dadas por:
0 m#n
= A58
r)dr { N( (AS8)

A condicdo acima tem o seguinte significado fisico: se duas solubes

problema de autovalor, uma com autovalyr e outra com autovalod , forem

multiplicadas e integradas sobre o dominioa atér =b, a integral resultante é nula
selA #A, e éigual aconstanised =A. .

A determinacao da integral de normaliza¢éo ou norma é:

N(A, )= J':rRz(/]n,r)dr (A59)

N(4,) = [ (8,36 (A1) VYo (A, ) e (A60)
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N(1,) = Sozf:rJoz(An r)dr - ZSOVOI:LJO(/]”,r)Y0 (A,,r)dr +V02I:rY0 2(/1”,r)dr (A61)

Utilizando o aplicativo Maple para a resolucdo do primeirmtéeda equacéo
(A61) tem-se:

2(b . 2 _az(b? 2 22 _23-22 a’
(0100 =] 9000+ 20000 -5 02000+ 00, 9
(A62)

Para a resolucéo do segundo termo da equacao (A61) tem-se:

28000 Wl =25 20,0, 4,80+ 0,0, 00 4,8

28] % 2,08 2+ 2,02 0,)
(A63)

para a resolucéo do terceiro termo da equacédo (A61) tem-se:

2pb 2 \s2 2 ) 2 s J(a, a’_,
Vo LrYo (An,r)dr =Vo 7Yo (An!b)+7Yl (An!b) ~Vo 7Yo (An,a)+7Y1 (An!a)
(A64)

Somando-se a equacéao (A62), a equacado (A63) e a equacao (A64):
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N = 5 95000+ 5 070,00 -8 5 90 a)+ 5 920+
e S0 S, | )+ S ) -
25 5 200 B0 )+ 520,50,
28] % 30 A+ % 34,0
(AB5)

Reagrupando a equacéo (A65) tem-se:

(5,20, (A, b) #V,Y,2 (A, b) ~ 25V, o (A, b)Y, (4, b)

(A.)=
+%(502312(/1n,b)+v02Y( b) - 25V, J,(4,.b)Y; (A, b))

N|°'

( (A, 8)+V,2Y,2 (A, 8) - 25V, 3, (4, 2V, (A, . ) -
(5,79

*(,,2) Vo2 (4,.2) - 25,3, (1,.2)Y, (A, )

l\>|’” NI’”

(A66)

Rearranjando a equacéo (A66):

NG =2 (5,3, 01,8) VYo A, )

2

+ b—(SOJl(/‘n ,b) _VOY].(/‘H ’b))2 -
> (A67)

a_22(SOJO(An,a)—ono(An,fvl))Z -
a—zz(soJl(An,a)—onl(An,a))Z

Renomeando os termos da equacéo (A67):
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A =(S3,(4,,0) - VoY, (4,.,b))° (A68a)
A, = (S5, (A.8) - VoY, (A,,a))° (A68b)
A, =(S,9,(4,.b)-V,Y,(4,,b)) (A68C)
A, =(S,3,(1,,a)-V,Y,(4,,a)) (A68d)

Entéo:

N(An):b—;Al—a—;Az+§A3—a—;A4 (A69)

A relagdo Wronskiana para a funcéo de Bessel abaixo pode ser usada:
3 M) Y3 (r) =2 (A70)

Utilizando a equacao (A43) e a equacao (A45) na equacédo (A68a):

_ (-Am(ﬂn,b)%(ﬂn,bﬁ H,Yo(A,.0)3,(A,.b)+ 4,3,(4,. b)Y, (4, b) -T

H, 3504, )%, (3,.b) A7)
Rearranjando a equacéao (A71):
A= (HZYO(/‘mb)‘]l(/]n’b)_ Hz‘]o(/‘n7b)Y1(/1n1b))2 (A72)

Utilizando as equacfes (A68) na equacéao (A70):
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A :(ZHZ j (A73)

V2 (2H, Y (A74)
. _UOZ m . a
2 2
Asz(EJ (A75)
_VOZ 2 2
A= u,’ (mj (A76)
Portanto, a norma fica:
N(,)= 2 2He ) Ve (2K, Zﬁ(i)z‘a—zv(’z (3)
T2\ mb 2 U2\ m,a 2 \ b 2 U, \m (A77)
Rearranjando a equacéao (A77):
N(L) 2H,” _2HV, 2 v
R R TI < I S < VI (A78)
Portanto:
(A79)
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Chamando de:
B,=H’+A° e B,=H,>+A? (A80)

n

E substituindo na equacéo (A79):

_2U,°B, - 2V,’B,

N(4,)

U, A ° (A81)
1 US A
N(4,) 2u,B,-2V,’B, (A82)

Os coeficiente sé@o encontrados pela aplicagéofaER(An,r)dr em ambos os

lados da equacédo (A57) e pelo uso da propriedade de ortogonalidade definida na

equacao (A58) sendo:

C, = 1 J'er(/ln,r)f(r)dr (A83)

A substituicdo da equacdo (A83) leva a solugcdo para a distribuicdo de

temperatura como mostrado abaixo:

G(r,t)= 2@"*‘ ﬁ R(/\n,r)j:r'f (r)R(A,, )’ (A84)
ComoT(r,t)= F(r)+G(r,t) tem-se:
T(r,t)= F(r)+ge““it ﬁR(An,r)f:r'f (r)R(,,r)dr’ (A85)
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Portanto:

T(rt)=T., + (T =T.a)In(r) =bH, =In(0)) |, § gt __1 R(/ln,r)f:r’f(r')R(/]n,r’)dr'

( 1,1 +|n(%)j =7 N(A)

aH, aH,

(A86)

onde a equacéao (A86) é a distribuicdo de temperaturas para o Caso 1.



APENDICE B — Resoluc&o Numérica pelo Esquema de Crank-Nicolson

Para a determinacao da solucdo numérica do problema descrito como Caso 1 pelo
método numeérico das diferencas finitas usando o esquema de Craldohligarte-se

da equacdo (4) da conducdo de calor unidimensional em coordenadas a&dindric
discretizada na forma da equacéo (38).

Para o esquema de Crank-Nicolson consider@as%, onde:

Tm‘*% lem +1Tm+1
2 2

(B1)
Substituindo a expressédo (B1) na equacéao (38):
e EE R g
2r,Ar \ 2 2 2 2 (B2)
P R e R R R
Ar=\ 2 2 2 2
Rearranjando a equacéao (B2):
OO+ =T =T+ 2 e 2 -2 T T )=
4r, Ar 2Ar (B3)
-I-im+1 _-I-im
Chamando de:
_ alt eB= aAt2 (B4)
4r, Ar 20r

e substituindo as expressoes de (B4) na equacao (B3):
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AT™ + AT™ - AT — AT™ + BT™ + BT - 2BT™ - 2BT™ +

i+1 i+1 i+1 i+1

BTlTl + B-I-iTlﬂ :Tm+1 _Tim

(BS)

Rearranjando a equacéao (B5), entdo a equacéao para um ponto nodal interno fica:

T(A+B)+ T (A+B)+ T (- A+B)+T5*(B- A)+T"(1-28) +T™*(-1-2B) =0
ou:

T5(B-A)+T"(1-2B)+ T (A+B) =T *(A-B)+T"*(1+2B)+ T (- A- B) (B6)

As condicfes de contorno também devem ser discretizadas edeslo@aforma

de diferencas finitas. A primeira condi¢cdo de contorno descrita na equac&@a:(6) fi

T AT T T = e ST ®7)

Rearranjando a equacéo (B7) tem-se:

To+To =T0 +T 0 —Tom%ZAr —Tomﬂ%zAr +%4Am,1 (B8)

i+1 i+1
Reagrupando os termos da equacéao (B5):
T (A+B)+ T (A+B)+ (10 +T 5 (B~ A)+T"(L-2B)+T"(-1-2B)=0  (BY)

Substituindo a equacao (B8) na equacéo (B9):
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(A )+ T (e B) ¢ T 4T T e T e+ aarT, B )+

T™(1-2B)+T™(-1-2B)=0

(B10)

Chamando de:

O

I
x| =

B

(B11)

E rearranjando a equacéo (B10):

T"(2B)+T ™" (2B)+T,"(CA-CB)+T,,(2CB-2CA) + T"(1-2B) +T™*(-1-2B) = 0

ou comoi = 0:
T"(CA-2B+1-CB)+T"(2B)+T,,(2CB-2CA) =T,™*(1+ 2B + BC - CA) + T,"*(- 2B)
(B12)
A equacéao (B12) é a equacéo para o ponto nodal zero.

Um procedimento analogo é realizado para a segunda condicdo de aontorn

onde a discretizagédo da equacéo (7) fornece:

T T T T = e, - TS (813)

Entdo:

TMm+Tm =T+ —TJ"h—kZZN —Thj,“*lh—kzZAr +h—k24ArToo2 (B14)

i+1 i+1
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Reagrupando os termos da equacéao (B5):
(i + T KA+ B)+ T (B~ A)+ T (B~ A)+T"(1-2B)+T (-1~ 2B) =0 (B15)

Substituindo a equacéo (B14) na equacéo (B15), tem-se:

(T FTT - Tf2Ar-Tw*lh—;zAr+h—;4AfTwz](A+B)+TiT1(B—A)+Tinl(B—A)+

T"(1-2B)+T™(-1-2B)=0
(B16)

Chamando de:
7 =2 onr (B17)

E rearranjando a equacéo (B16):

T"(2B)+ T ™ (2B)+T,,(2zA+22B) +T,"(- ZA- ZB) + T "(1- 2B) +
T™(-1-2B-ZA-ZB)=0

ou comoi = M;

T"(2B)+T™(1-2B-ZA-ZB)+T,,(2ZA+2ZB) =T"*(- 2B) + T™*(1+ 2B + ZA+ ZB)
(B18)

A equacdo (B18) é a equacéo para o ponto nodal M.

As equacdes (B6), (B12) e (B18) podem ser escritas na seguinte forma matricia
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[1+CA-2B-CB) 2B 0 0 0 0 0 1T ]
(B-A) 1-2B) (A+B) 0 0 0 0 ™
0 (B-A) (1-2B) (A+B) 0 0 0 T,
0 0 0 0 (B-A) (@1-2B) (A+B) To
0 0 0 0 0 2B (1-2B-ZA-ZB)||[T,™ |
[(2B+1-CA+CB) -2B 0 0 0 0 0 ]
(A-B) (1+2B) (-A-B) 0 0 0 0
0 (A-B) (1+2B) (-A-B) 0 0 0 .
0 0 0 0 (A-B) (1+2B) (-A-B)
L 0 0 0 0 0 -2B  (1+2B+ZA+ZB) |
[T ] [T (2CB-2CA)]
" 0
A 0 (B19)
Ty 0
T | |T..(2ZA+2ZB) |

A resolucdo do sistema (B19) fornece a distribuicdo de texupar pelo

esquema Crank-Nicolson.



APENDICE C — Resumo dos comandos utilizados do software Maple

A seguir serdao mostradas as descricdes dos comandos utilizadoswiresof
Maple durante o trabalho e suas funcionalidades (MARIANI, 2005; PORT&E
CHARIFI, 2002):

restart: Este comando limpa a memoria interna e deve ser usado sguepee

execucao de uma planilha for reinicializada.

with:Este comando é usado para ativar uma biblioteca externa do Maple.

diff: Este comando calcula a derivada parcial de uma fuifigfoom respeito a

dsolve: E um comando capaz de resolver diversos tipos de problemas que
envolvem equacdes diferenciais ordinarias, que incluem: sistemagjudedes
diferenciais ordinarias, problemas com condic¢des iniciais drodeeira, solucdes em
séries de poténcia ou séries numéricas.

eval: Este comando calcula uma expressdo em um determinado ponto.

plot: Este comando faz o grafico de uma ou mais funcdes.

solve Este comando resolve uma equacdo ou um sistema de equacdesd&m f

de uma ou mais variaveis.

subsEste comando permite substituir uma sub-expressdo em uma expressao.

for: Este comando possibilita a execugcdo de uma repeticdo de ummisu

comandos fornecendo-se 0 passo inicial, o passo final e o valor do incremento.
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fsolve Este comando tem funcdo semelhante ao comsoigg porém permite

os célculos com uma aritmética de ponto flutuante.

seq Este comando € usado para construir uma seqténcia de valores.

simplify. Este comando é usado para a simplificacdo de regras em uma expressao.

expand Este comando € usado para distribuir produtos como somas.

rhs. Este comando retorna o lado direito de uma expressao.

Ihs. Este comando retorna o lado esquerdo de uma expressao.

int: Este comando calcula uma integral definida ou indefinida de uma expressao.

exp Este comando calcula a fungéo exponencial.

matrix Este comando faz a representacdo de uma matriz bidimensional.

inverse Este comando calcula a inversao de uma matriz.

evalm Este comando faz calculos com expressfes envolvendo mainires

somas e produtos.

if: Este comando & usado na tomada de decisoes.
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