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RESUMO 
 

  

O problema de dimensionamento de lotes com plantas flexíveis e custo de transporte 

consiste em definir quais plantas deverão ser flexíveis para produzir determinados 

itens e em determinar a quantidade de itens que deve ser produzida em cada planta 

e para quais clientes estes itens deverão ser entregues de forma a suprir as demandas 

predeterminadas, em um horizonte de tempo finito e dividido em períodos, levando 

em conta custos de produção, preparo, estoque, hora extra, flexibilidade e transporte. 

Neste trabalho é proposto um modelo matemático para este problema, além de uma 

análise computacional a fim de verificar se, com um orçamento de flexibilidade 

predefinido, pode-se oferecer as mesmas vantagens comparado ao orçamento de 

flexibilidade total. São analisados os casos de flexibilidade com plantas dedicada, 

plantas com flexibilidade total e algumas reduções deste nível de flexibilidade, como 

de 20%, 50% e 80% deste orçamento para investir em possíveis flexibilidades das 

plantas. Os resultados computacionais, para instâncias de tamanho pequeno indicam 

que é possível obter bons resultados com flexibilidade reduzida e que investir em 

flexibilidade é importante. Para instâncias de tamanho médio, a dificuldade em se 

resolver o modelo matemático não permitiu uma análise precisa sobre flexibilidade.  

  

Palavras chave: Problema de dimensionamento de lotes. Problema de transporte. 

Problemas integrados. Flexibilidade de plantas. Análise de flexibilidade.  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  



 

  
ABSTRACT 

  

The lot sizing problem with flexible plants and transport costs consists in defining which 

plants should be flexible to produce certain items and to determine the quantity of items 

that should be produced in each plant and to which customers these items should be 

delivered in order to meet predetermined demands, in a finite time horizon divided into 

time periods, taking into account production, setup, inventory, overtime, flexibility and 

transportation costs. In this work, we propose a mathematical model for this problem, 

in addition to a computational analysis, in order to determine if, with a lower flexibility 

budget, the same benefits can be achieved compared to the total flexibility budget. We 

analyze the cases of flexibility with dedicated plants, plants with total flexibility and 

some reductions of flexibility, such as 20%, 50% and 80% of this budget to invest in 

possible plant flexibility. The computational results for small instances indicate that it 

is possible to obtain good results with reduced flexibility and that investing in flexibility 

is important. For medium instances, the difficulty in solving the mathematical model 

has not allowed an accurate analysis of flexibility. 

  

Keywords: Lot sizing problem. Transport problem. Integrated problems. Plant 

flexibility. Flexibility analysis.  
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1 INTRODUÇÃO  
 

O gerenciamento em uma indústria, que tem por objetivo a conversão de 

matéria prima em produto final, deve seguir uma linha de qualidade eficaz, tendo a 

preocupação de atender uma demanda estabelecida com o menor custo possível. A 

decisão da melhor forma de se realizar a disposição dos recursos provenientes de 

uma indústria pode ser dividida em 3 tipos de planejamentos diferentes, que são: 

estratégico, tático e operacional (DE PAULA, 2015 [15]).  

O planejamento estratégico é um termo comum no âmbito da administração, 

visando resultados a longo prazo, auxiliando na definição dos objetivos e estratégias 

para alcançá-los, sendo parte crucial para o empreendedorismo.  Planejar 

estrategicamente tem por objetivo determinar o uso, da melhor forma possível, dos 

recursos disponíveis na empresa, aumentando sua produtividade, podendo assim, 

obter um grande impacto na área financeira e evitar desperdícios de matéria prima.   

O planejamento tático tem por enfoque o planejamento a médio prazo e o 

auxílio das atividades decorrentes dos vários departamentos da indústria. Tem a 

função de detalhar o planejamento estratégico predeterminado e atribuir as 

responsabilidades, objetivos e atividades que cada unidade deve desenvolver para a 

obtenção dos fins desejados.  

O planejamento operacional está voltado para a realização das atividades 

determinadas anteriormente, relacionado com o que fazer e o como fazer para se 

alcançar os objetivos desejados. Tem o enfoque de realizações a curto prazo, visando 

a otimização dos meios, como matéria prima, e a maximização dos resultados 

esperados, bem como a minimização de prejuízos relacionados a desperdícios ou mal 

planejamento da linha de produção.  

O problema de dimensionamento de lotes situa-se nos níveis tático/operacional 

e consiste em determinar a quantidade de itens a serem produzidos ao longo de um 

horizonte de tempo finito, onde é necessário que uma certa demanda predeterminada 

seja atendida utilizando-se uma única ou várias máquinas. Os custos envolvidos neste 

problema são de produção, estoque e preparação de máquinas. Geralmente tal 

problema tem origem econômica, onde o objetivo é reduzir gastos provenientes de 

uma má elaboração do planejamento de produção (ARAUJO E RANGEL, 2014 [3]).  

Com a evolução dos processos produtivos, bem como, das pesquisas 

relacionadas, nos últimos anos as decisões referentes ao problema de 



 

dimensionamento de lotes vêm sendo tomadas de maneira integrada à outras 

decisões que também são importantes para o meio industrial. O presente trabalho 

trata do problema de dimensionamento de lotes, o qual é integrado ao problema do 

transporte considerando a possibilidade de possuir plantas flexíveis com capacidade 

limitada. Há a produção de diversos itens que podem ser produzidos por qualquer uma 

das plantas. O transporte dos itens produzidos aos clientes é feito levando em 

consideração um custo referente aos valores dos paletes, contêiners, etc. e os custos 

dos transportes em si, como valor de combustível, cobranças de pedágios, etc.  

Embora a flexibilidade do processo seja, no geral, uma decisão estratégica 

tipicamente analisada em um contexto com demanda estocástica, o estudo feito por 

Fiorotto et al. (2018) [25] mostra que a flexibilidade do processo pode ter um valor 

significativo em um ambiente de planejamento determinístico de curto prazo. Neste 

contexto, a decisão de configuração de flexibilidade torna-se uma decisão 

tático/operacional que é tomada no início do horizonte de planejamento quando a 

demanda é conhecida. Assim, a configuração de flexibilidade permanece fixa para o 

horizonte de planejamento atual. Esta é, portanto, uma situação diferente quando 

comparada com o cenário estocástico onde as decisões de flexibilidade devem ser 

tomadas sem conhecer a demanda exata. Tal situação ocorre, por exemplo, na 

indústria de semicondutores, onde as máquinas devem ser qualificadas antes de 

serem capazes de produzir certos produtos, e essas decisões de qualificação são 

reavaliadas periodicamente (JOHNZÉN et al., 2011 [34]; ROWSHANNAHAD et al., 

2015 [51]). A qualificação de uma máquina para um produto específico pode ser uma 

tarefa muito cara e, portanto, é feita periodicamente (ROWSHANNAHAD et al., 2015 

[51]). 

Flexibilidades totais e parciais podem ser eficazes com diferentes tipos de 

problemas, sendo utilizadas em diversos contextos industriais (FIOROTTO et al., 2018 

[25]). O impacto do uso de flexibilidade tende a diminuir a perda de vendas, 

normalmente ocasionada pelo excesso de demanda em consideração à capacidade 

de produção. Em problemas em que se permite atraso no atendimento da demanda 

este problema tende a ser menos frequente, pois a demanda pode ser atendida com 

um certo atraso pelos períodos posteriores, ocasionando custos de atrasos, que em 

muitos casos podem prejudicar o funcionamento das fábricas ou até mesmo a perda 

de clientes a longo prazo.  



 

Este trabalho tem por finalidade propor um modelo integrado de dois problemas 

clássicos da literatura (dimensionamento de lotes e transporte), assim proporcionando 

uma nova perspectiva para a análise de flexibilidade com relação às análises já 

encontradas no meio literário. A intenção de estudar este aspecto do modelo proposto 

é analisar, por um lado, até que ponto ter uma flexibilidade total é vantajosa ou não 

perante uma flexibilidade reduzida e, por outro lado, considerando o caso em que não 

se tem flexibilidade (plantas dedicadas), até que ponto a adição de flexibilidade pode 

auxiliar no atendimento da demanda sem necessidade de hora extra da planta. Mais 

especificamente, será analisado o quão interessante se torna considerar que as 

plantas não produzam todos os itens e sim que esta escolha seja tomada a partir de 

uma variável de decisão propriamente definida para este contexto.  

O trabalho está dividido da seguinte forma. O Capítulo 1 é destinado a 

introdução deste trabalho, no Capítulo 2 é realizada uma revisão sobre o problema de 

dimensionamento de lotes, algumas de suas principais reformulações, bem como do 

problema de dimensionamento de lotes com custo de transporte, além de uma 

pequena revisão de autores que trabalharam com análises de flexibilidade. No 

Capítulo 3 é apresentada a definição do problema estudado neste trabalho, o 

problema de dimensionamento de lotes com plantas flexíveis e custo de transporte, 

além de sua modelagem matemática e um exemplo numérico para a melhor 

assimilação do problema. É feita no Capítulo 4, uma análise sobre a flexibilidade das 

plantas e como isso interfere na solução ótima do problema em questão. Além disso, 

são apresentados os experimentos computacionais realizados e, em seguida, os 

resultados provenientes dos estudos feitos.  Por fim, no Capítulo 5, são apresentadas 

as conclusões obtidas pelas análises realizadas, além de ideias para trabalhos 

futuros. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

2 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 

 

Este capítulo é destinado à realização de uma revisão bibliográfica dos 

problemas relacionados a este trabalho. São apresentados os problemas de 

dimensionamento de lotes com várias plantas, juntamente com reformulações para 

este problema que tem como objetivo a melhoria computacional dos resultados 

obtidos levando em consideração redefinições de variáveis e parâmetros. É definido 

o problema de dimensionamento de lotes com custo de transporte e algumas de suas 

várias extensões e utilizações, bem como a integração de outros problemas clássicos 

com este problema. São apresentados alguns métodos de solução e heurísticas já 

estudadas que surtiram um efeito positivo perante a eficiência computacional dos 

problemas em questão. Posteriormente, serão apresentados alguns autores que 

trabalharam com análises de flexibilidade em um horizonte de planejamento com 

único e vários períodos, sendo o objetivo destas análises avaliar quais são os limites 

necessários para se impor flexibilidade nas máquinas, de forma a se aproximar da 

flexibilidade total em termos de qualidade da solução. Comumente, estas análises são 

realizadas em um contexto de demanda estocástica, porém alguns estudos já estão 

considerando um ambiente de planejamento determinístico de curto prazo. 

 

2.1 O problema de dimensionamento de lotes 

 

Há, na literatura, muitos trabalhos que lidam com este tipo de problema, dentre 

eles o Economic Order Quantity (EOQ) em 1913 (HARRIS, 1990 [29]). As revisões de 

Karimi et al. (2003) [36] e Brahimi et al. (2006) [8] são de grande importância para o 

contexto científico. O problema possui várias características particulares, podendo se 

adequar a vários contextos industriais, bem como sistemas de produção monoestágio 

e multiestágio, número de itens, plantas, restrição de capacidade, custos de preparo, 

entre outros (BAHL et al., 1987 [5]). Uma descrição mais detalhada destas 

características pode ser encontrada em Pochet e Wolsey (2006) [49].  

A formulação matemática para o problema de dimensionamento de lotes que 

será exibida a seguir possui um horizonte de planejamento finito dividido em períodos, 

produção com uma única máquina, único item e sem limite de capacidade (WAGNER; 

WHITIN, 1958 [65]). Para isso são necessários os seguintes dados: 

 períodos; 



 

: demanda no período t; 

: custo unitário de estoque no período t; 

: custo de preparo no período t; 

: custo de produção no período t. 

Variáveis de decisão: 

: unidades produzidas no período t; 

: variável binária, indicando a produção ou não no período t; 

: quantidade estocada no período t. 

Formulação matemática do problema: 

 

Sujeito a:  

 

 

 

A função objetivo (2.1) minimiza a soma dos custos de preparo, produção e 

estoque. O balanço do estoque é feito pelas restrições (2.2), onde a demanda de cada 

período é satisfeita pela produção no atual período somado ao estoque do período 

anterior e o que for excedido será guardado no estoque do período em que a demanda 

está sendo satisfeita. As restrições (2.3) garantem que a produção em um período 

pode ser efetiva apenas se há o preparo da máquina neste período. Finalmente, as 

restrições (2.4) são os domínios das variáveis. 

Para a solução deste problema foi desenvolvido o algoritmo de Wagner e Whitin 

(1958) [65] que é fundamentado na propriedade de otimalidade no qual só se produz 

quando o nível de estoque for nulo, ou seja, a quantidade produzida em um 

determinado período deve ser igual a soma das demandas de um conjunto de 

períodos posteriores. O algoritmo resolve o problema otimamente em tempo 

polinomial. Atualmente já existem implementações mais eficazes, como podemos 

observar em Evans (1985) [21], entre outros. 

Em alguns casos é inadmissível considerar a capacidade como sendo ilimitada, 

tendo necessidade de realizar a inclusão de uma nova restrição de capacidade, em 



 

que é levado em consideração o tempo de preparo e produção que uma máquina leva 

para realizar o processo produtivo. Com isso, são necessários os seguintes dados: 

: tempo de preparo no período t; 

: tempo de produção no período t; 

: capacidade da máquina (em unidade de tempo) no período t. 

Obtemos assim, a seguinte restrição de capacidade para o modelo: 

 

A produção de vários itens durante o horizonte de planejamento é algo muito 

utilizado em diversos setores industriais. Portanto foi proposto por Trigeiro et al. (1989) 

[61] uma formulação que tem por finalidade incluir um novo índice nas variáveis de 

decisão e parâmetros, ampliando o número de restrições. Considere a formulação 

apresentada abaixo, com  o conjunto de itens ou produtos. 

Formulação matemática do problema com vários itens: 

 

Sujeito a:  

 

 

 

 

A formulação segue as mesmas características que a formulação (2.1) - (2.4) 

com a inclusão das restrições (2.5) que limitam a capacidade da máquina e 

considerando a produção de vários itens distintos.  

Para resolver esse modelo, Trigeiro et al. (1989) [61] propõem uma heurística 

que, consiste em relaxar as restrições de capacidade (2.8) utilizando-se da relaxação 

Lagrangiana, obtendo assim vários subproblemas que podem ser decompostos em 

problemas com um único item sem restrição de capacidade. Estes problemas podem 

ser resolvidos pelo método de Wagner e Whitin (1958) [65], gerando limitantes 

inferiores para o problema original. Normalmente, este método fornece soluções 

infactíveis para o problema original, pois as restrições de capacidade podem ser 

violadas. Para obter uma solução factível para este problema os autores propõem uma 



 

heurística de factibilização baseada na transferência de produção entre períodos, 

atualizando os multiplicadores de Larange utilizando-se o método do subgradiente. 

Para o problema de dimensionamento de lotes sem tempo de preparo, Thizy e 

Wassenhove (1985) [58], propõem um método utilizando a relaxação Lagrangiana, 

partindo da solução obtida com os subproblemas, as variáveis de preparo são fixadas 

e o problema original é associado à um problema de transporte, gerando assim um 

limitante superior para o problema original. Este mesmo problema é estudado por 

Chen e Thizy (1990) [12], onde são analisados e comparados vários tipos de 

relaxações. A relaxação Lagrangiana é utilizada e são comparados os algoritmos de 

otimização do subgradiente e de geração de colunas, sendo o último apontado como 

o algoritmo com maiores vantagens para a resolução do problema.  

Uma heurística Lagrangiana para resolver problemas com tempos de produção 

constantes foi proposta por Campbell e Mabert (1991) [9], onde para resolver 

problemas relaxados são consideradas todas as combinações dos períodos de 

produção, e estas são avaliadas e a solução com menor custo é escolhida.  

Buscando satisfazer a condição de folgas complementares, Araujo e Arenales 

(2000) [2] apresentam uma nova proposta para a última fase da heurística 

desenvolvida por Trigeiro et al. (1989) [61].  

Chen e Chun (2003) [13] desenvolveram um algoritmo de solução relaxando as 

variáveis binárias de preparo e o modelo restante é resolvido por um algoritmo 

iterativo, no qual é necessário arredondar para cima as variáveis de preparo com 

valores não nulos. Os multiplicadores de Lagrange são atualizados utilizando-se o 

método do subgradiente adaptado para problemas relaxados resolvidos com 

aproximação. Posteriormente a solução é melhorada com um procedimento de busca 

local.  

Degraeve e Jans (2007) [16] apresentam uma reformulação para o problema 

proposto por Trigeiro et al. (1989) [61] e mostram que a decomposição proposta por 

Manne (1958) [40] fornece apenas um limitante inferior para o problema. Assim, os 

autores descrevem um algoritmo Branch-and-Price e utilizam combinações de 

métodos simplex com a atualização do subgradiente. É observado bons resultados 

com o algoritmo Branch-and-Price, sendo superior a outros procedimentos existentes. 

 

2.2 O problema de dimensionamento de lotes com máquinas/plantas paralelas 

 



 

O problema definido anteriormente considera uma única máquina para a 

produção total dos itens, o que não acontece em várias industrias, pois pode-se ter 

um número maior de máquinas trabalhando simultaneamente, neste caso temos um 

problema de dimensionamento de lotes com máquinas paralelas. 

Este problema pode ser dividido em duas categorias, máquinas paralelas 

idênticas e não idênticas, de forma que para máquinas não idênticas os custos de 

preparo e produção podem ser distintos. Para a modelagem deste problema é preciso 

o acréscimo de mais um índice nos parâmetros e variáveis de decisão indicando o 

uso de uma ou outra máquina. Para sua modelagem é preciso definir o conjunto de 

máquinas . 

A formulação matemática do problema é a seguinte: 

 

Sujeito a:  

 

 

 

 

 

A função objetivo (2.11) minimiza os custos de preparo, produção e estoque. O 

balanceamento de estoque é realizado pelas restrições (2.12). As restrições (2.13) 

são restrições de capacidade, considerando o tempo de preparo e produção em cada 

máquina. As restrições (2.14) garantem que os custos e tempo de preparo sejam 

contabilizados apenas quando há a produção dos itens referidos. E, finalmente, as 

restrições (2.15) e (2.16) definem o domínio das variáveis.  

Uma heurística para o problema com restrição de capacidade, máquinas não 

idênticas e único item foi proposta por Sabbag (1993) [52], no qual partindo de uma 

solução infactível é realizado uma busca por factibilidade onde se utiliza a 

transferência da quantidade de produção entre os períodos e máquinas. Toledo (1998) 



 

[59] estendeu a propriedade de Wagner e Whitin (1958) [65] para a formulação do 

problema considerando várias máquinas e um único item, são caracterizados os 

pontos extremos do conjunto de soluções, o que permitiu generalizar o algoritmo 

proposto por Evans (1985) [21]. 

Ozdamar e Barbarosoglu (1999) [47] propõem um algoritmo híbrido onde os 

subproblemas são resolvidos por aproximação, tal algoritmo combina a relaxação 

Lagrangiana e simulated annaling. Neste artigo é aplicado a relaxação às restrições 

de capacidade, e em Ozdamar e Barbarosoglu (2000) [48] um processo semelhante 

é aplicado às restrições de balanceamento de estoque. 

Toledo e Armentano (2006) [60] aplicam a relaxação Lagrangiana nas 

restrições de capacidade e propõem uma heurística Lagragiana para encontrar a 

solução do problema, em que normalmente a solução inicial é infactível, assim é 

utilizado um método de deslocamento da produção para chegar na factibilidade da 

solução.  

Jans (2009) [33] apresenta um novo modelo para o problema com máquinas 

paralelas utilizando-se a inclusão de novas restrições baseadas no problema do 

caminho mínimo (EPPEN; MARTIN, 1987 [19]) com o intuito de quebrar a simetria do 

problema. Testes computacionais foram realizados e uma melhoria significativa no 

tempo de solução foi obtida.  

Fiorotto e Araujo (2014) [23] desenvolveram uma heurística Lagrangiana para 

o problema de dimensionamento de lotes capacitado com vários itens, tempo de 

preparação e máquinas paralelas não relacionadas com o objetivo de obter boas 

soluções para este problema e bons limites inferiores para certificar a qualidade das 

soluções. Com base em uma reformulação forte do problema como um problema de 

caminho mínimo, a relaxação Lagrangiana é aplicada às restrições de demanda 

(restrição de fluxo) e o problema relaxado é decomposto por períodos e por máquinas. 

O método de otimização de subgradiente é usado para atualizar os multiplicadores de 

Lagrange. Resultados computacionais mostram que o método é eficiente, produz 

limites inferiores de boa qualidade e limites superiores competitivos. 

Considerando o mesmo problema, Fiorotto et al. (2015) [24] aplicaram a 

decomposição de Dantzig-Wolfe para uma reformulação do problema. O objetivo é 

obter limites inferiores de alta qualidade. Além disso o problema foi resolvido aplicando 

dois métodos de solução que combinam a relaxação Lagrangiana e a decomposição 

de Dantzig-Wolfe de forma híbrida. Exprimentos computacionais utilizando conjuntos 



 

de dados da literatura são apresentados e mostram que os métodos híbridos 

produzem limitantes inferiores de excelente qualidade e limites superiores 

competitivos, quando comparados com os limites produzidos por outros métodos da 

literatura. 

Wu et al. (2018) [69] com o intuito de reduzir as emissões de carbono 

relacionadas ao consumo de energia da indústria manufatureira, introduziram 

restrições de emissão de carbono no problema de dimensionamento de lotes multi-

item capacitado com máquinas paralelas não idênticas. O problema foi formulado 

como um modelo de programação inteira mista e foram propostos métodos de 

relaxação Lagrangeana e de geração de colunas para melhorar os limites inferiores. 

Além disso, foi aplicada uma heurística para resolver o problema sendo comparada 

com outras abordagens eficientes encontradas na literatura. Resultados 

computacionais indicam que tal heurística é computacionalmente competitiva e pode 

obter resultados superiores. 

Problemas de dimensionamento de lotes com vários itens constituem ainda um 

problema que pode envolver várias plantas ou fábricas para a produção dos mesmos. 

O problema pode ser fragmentado em plantas independente ou dependentes entre si, 

utilizando-se de custos para a transferência, uma planta pode satisfazer a demanda 

de outra. 

A formulação mostrada a seguir é a encontrada em Sambasivan e Schmidt 

(2002) [53], acrescida de variáveis de estoque inicial. Para a descrição da formulação 

são precisos os seguintes novos dados: 

: conjunto de plantas; 

: demanda do item i na planta j durante o período t; 

: custo unitário de estoque inicial para o item i na planta j; 

: custo unitário de transferência de uma unidade de qualquer item da planta j para 

a planta l durante o período t; 

 Variáveis de decisão: 

: quantidade de estoque inicial para o item i na planta j; 

: quantidade do item i a ser transferida da planta j para a planta l, (j  l), durante 

o período t. 

 A formulação matemática do problema é a seguinte:  



 

 

Sujeito a:  

 

 

 

 

 

A função objetivo (2.17) minimiza a soma dos custos de preparo, estoque e 

transferência. As restrições (2.18) garantem o balanceamento de estoque, onde é 

preciso considerar a quantidade em estoque, o lote produzido no período juntamente 

com a quantidade possivelmente transferida e o que será transferido para outras 

plantas e deixado em estoque para os períodos posteriores, sempre visando atender 

a demanda exata em cada período. As restrições (2.19) são de capacidade. As 

restrições (2.20) são restrições de preparo, e por fim, tem-se em (2.21) e (2.22) o 

domínio das variáveis. 

Um dos primeiros trabalhos que consideram o problema de dimensionamento 

de lotes com várias plantas foi realizado por Bhatnagar et al. (1993) [7], onde o objetivo 

é coordenar os planos de produção, estoque e transferências de modo que o 

desempenho de empresas fosse melhorado. Devido ao problema ser de difícil 

solução, foram necessárias heurísticas a fim de obter bons limitantes para o problema. 

Sambasivan e Schmidt (2002) [53] realizaram uma análise considerando 

valores de transferência nulos e a presença de apenas um armazém de estoque, 

assim, o modelo pode ser considerado como um problema de programação em 

máquinas paralelas, com cada planta sendo uma máquina, assim concluíram que a 

solução ótima considerando o planejamento da produção integrando as várias 

máquinas é equivalente a soma das soluções dos subproblemas que consideram uma 

única planta. 



 

Utilizando o problema integrado com o problema de transporte entre as plantas, 

Matta e Miller (2004) [41] apresentam uma formulação de programação inteira mista 

na qual desenvolvem desigualdade válidas para fortalecer a relaxação linear aplicada 

ao modelo. 

Sambasivan e Yahya (2005) [54] propuseram uma heurística baseada na 

relaxação Lagrangiana aplicada as restrições de capacidade utilizando o modelo 

apresentado em Sambasivan e Schmidt (2002) [53]. Os testes realizados permitiram 

concluir que tal heurística obtém boas soluções e o número de itens é o elemento que 

mais causa distorção no valor do GAP. Tendo como base o modelo apresentado por 

Sambasivan e Schmidt (2002) [53], Sambasivan e Yahya (2005) [54], utilizam uma 

heurística de aproximação Lagrangiana para um problema real de uma empresa de 

aço laminado, concluindo que a heurística empregada obtém boas soluções e que o 

número de itens interfere diretamente no GAP fornecido pela sua resolução.  

Nascimento et al. (2010) [45] consideraram o modelo proposto por Sambasivan 

e Schmidt (2002) [53], no qual cada planta possui seu próprio estoque e propuseram 

uma heurística baseada na meta-heurística GRASP (Greedy Randomized Adaptive 

Seach Procedure) que quando comparada aos resultados obtidos por Sambasivan e 

Yahya (2005) [54] se mostrou competitiva e com bons resultados. 

Guimarães et al. (2012) [28] apresentam um modelo de programação inteira 

mista para um problema aplicado a uma empresa de bebidas, os resultados obtidos 

descrevem a interdependência dos planejamentos de produção e distribuição.  

Em Melega et al. (2013) [42] é utilizado o estoque inicial visando evitar a 

infactibilidade do modelo, o que também é feito em Vanderbeck (1988) [62] com a 

permissão de atraso no atendimento da demanda, visto que não foi utilizado nenhum 

procedimento para evitar possíveis problemas infactíveis. 

Carvalho e Nascimento (2016) [10] apresentam novas heurísticas 

Lagrangeanas focadas na resolução de problemas de dimensionamento de lotes de 

empresas compostas por múltiplas plantas, cada uma delas com um horizonte de 

planejamento finito dividido em períodos, no qual todas as fábricas produzem os 

mesmos itens e têm suas demandas a serem atendidas sem considerar atrasos. Para 

produzir seus itens, todas as fábricas têm uma única máquina com tempos e custos 

de preparação e uma capacidade limitada de produção, considerando que 

transferências de lotes de produção entre plantas e armazenamento de itens são 

permitidas. As heurísticas propostas além de resolver heuristicamente todas as 



 

instâncias de Benchmark, superaram significativamente a melhor heurística da 

literatura.  

Wu et al. (2017) [68] estudaram uma generalização do problema estudado em 

Toledo e Armentano (2006) [60] e Fiorotto et al. (2015) [24]. Foram propostas várias 

formulações matemáticas e suas decomposições Dantzig-Wolfe por itens e por 

períodos, e uma análise com relação a obtenção de limites inferiores e superiores. 

Com os valores da solução, foram construídos modelos lineares generalizados, que 

fornecem informações sobre os valores ideais, bem como informações sobre a 

probabilidade de uma variável de preparo obter um valor não nulo em um ponto ótimo. 

Em seguida, foi desenvolvido um método analítico de ramificação e seleção, que 

caracteriza a primeira pesquisa de uso de informações de probabilidade para melhorar 

a qualidade da solução. Este modelo é diferente de abordagens que usam valores de 

solução da relaxação linear como por exemplo, os estudos de Danna et al. (2005) [14], 

Fischetti et al. (2005) [27] e Pochet e Wolsey (2006) [49]. Foram realizados testes 

computacionais e as comparações com outros métodos indicam que o método de 

otimização é computacionalmente competitivo e pode obter melhores resultados. 

Com o intuito de suprir lacunas com relação aos estudos do problema de 

dimensionamento de lotes capacitado com múltiplas plantas, Carvalho e Nascimento 

(2018) [11] apresentam um novo modelo matemático e um método kernel search, para 

resolver o problema. Através de experimentos computacionais, foi possível mostrar o 

excelente desempenho do método proposto para instâncias grandes, os experimentos 

também demonstram que o método kernel search superou os métodos de última 

geração para resolver o problema de dimensionamento de lotes capacitado com 

múltiplas plantas. 

 

2.3 Reformulações para o problema de dimensionamento de lote com várias 

plantas 

 
Com o objetivo de obter melhores limitantes inferiores aumentando a eficiência 

dos métodos de solução, a reformulação de problemas a partir da redefinição de 

variáveis de decisão e a inclusão de inequações válidas ao problema tem sido de 

grande eficiência no âmbito computacional. Há duas reformulações muito estudadas 

na literatura que se baseiam no problema do caminho mínimo (Shortest Path - SP) 



 

apresentada por Eppen e Martin (1987) [19] e no problema de localização de facilidade 

(Facility Location - FL) apresentada por Krarup e Bilde (1977) [37].  

A seguir são apresentadas as formulações baseadas nos problemas de 

caminho mínimo e localização de facilidade, respectivamente, com várias plantas. 

Para isso, devemos considerar os novos dados para cada formulação, mostrados a 

seguir. 

Dados para o problema baseado no problema do caminho mínimo: 

: custo total de produção, transferência e estoque do item i, na planta j durante 

o período t, utilizado para satisfazer a demanda do item i na planta l dos períodos t até 

k, com k  t, isto é, 

 

 
: tempo necessário para produção do item i, na planta j durante o período t, 

utilizado para satisfazer a demanda do item i na planta l dos períodos t até k, com k  

t, isto é, 

 

 
: custo de estoque inicial para o item i na planta l, a fim de satisfazer a demanda 

do período 1 até o período t, isto é, 

 

Variáveis de decisão: 

: fração do plano de produção do item i, na planta j durante o período t, utilizado 

para satisfazer a demanda do item i na planta l dos períodos t até k, com k  t; 

: fração do plano de estoque inicial para o item i na planta l, em que a demanda 

do item i na planta l é satisfeita pelos primeiros t períodos. 

A formulação matemática para o problema de dimensionamento de lotes 

baseada no problema do caminho mínimo é a seguinte: 

 

Sujeito a:  



 

 

 

 

 

 

 

A função objetivo (2.23) minimiza custos de estoque inicial, preparo e produção, 

tranferência e estoque. As restrições (2.24) e (2.25) são restrições associadas às 

restrições de fluxo para o problema de caminho mínimo, onde para cada item, um 

fluxo unitário é enviado a rede obrigando o atendimento da demanda sem atrasos. As 

restrições (2.26) são de capacidade e as restrições (2.27) asseguram que todo par {i,j} 

fixo possa atender a demanda de qualquer planta dos períodos de t até k. Finalmente, 

as restrições (2.28) e (2.29) definem o domínio das variáveis. 

Dados para o problema baseado no problema de localização de facilidades: 

: custo total de produção, transferência e estoque do item i, na planta j durante 

o período t, utilizado para satisfazer a demanda do item i na planta l em um período 

posterior k, com k  t, isto é,  

 

: tempo necessário para a produção do item i, na planta j durante o período t, 

utilizado para satisfazer a demanda do item i na planta l em um período k, com k  t, 

ou seja, 

 

: custo de estoque inicial para o item i na planta l, utilizado para satisfazer a 

demanda no período t, isto é, 

 



 

Variáveis de decisão: 

: fração do plano de produção do item i, na planta j durante o período t, utilizado 

para satisfazer a demanda do item i na planta l em um período posterior k, com k  t; 

: fração do plano de estoque inicial para o item i na planta l, utilizada para 

satisfazer a demanda do período t. 

A formulação matemática do problema baseada no problema de localização de 

facilidades é a seguinte: 

 

Sujeito a:  

 

 

 

 

 

A função objetivo (2.30) minimiza custos de estoque inicial, preparo e produção, 

tranferência e estoque. As restrições (2.31) asseguram que a demanda de um item 

seja satisfeita com a produção em uma planta dos períodos t até k e o estoque 

disponível nesta planta. (2.32) são restrições de capacidade, já as restrições (2.33) 

asseguram que só é considerado o tempo e o custo de preparo quando há produção 

naquele período. Por fim, as restrições (2.34) e (2.35) definem o domínio das variáveis. 

Chen e Thizy (1990) [12] desenvolveram heurísticas para a resolução do 

problema de dimensionamento de lotes com vários itens e sem tempo de preparo, foi 

provado que o problema é NP-difícil e foram realizadas análises dos limitantes 

referentes a reformulações e decomposição por itens e períodos do problema. 

Alfieri et al. (2002) [1] desenvolveram procedimentos heurísticos baseados na 

relaxação linear aplicados nas reformulações do problema de dimensionamento de 

lotes. Os experimentos demonstraram que as reformulações são 60\% melhores que 

os comparados com o problema original, e a formulação por caminho mínimo, por sua 



 

vez, se mostrou mais eficiente que a baseada pelo problema de localização de 

facilidade.  

Em Suerie e Standtler (2003) [56] os autores propõem uma heurística de 

decomposição onde a abordagem é baseada em formulações estendidas com a 

utilização de inequações válidas, no qual foram empregados os métodos de Branch-

and-Cut e Cut-and-Branch para a obtenção de soluções factíveis e foram obtidos bons 

resultados. 

Jans e Degraeve (2004) [32] utilizaram a reformulação do problema baseado 

no problema do caminho mínimo para aplicar a técnica de relaxação Lagrangiana nas 

restrições de fluxo. Encontram-se assim, limitantes inferiores melhores resolvendo os 

subproblemas resultantes da decomposição, no qual equivalem ao problema da 

mochila de múltipla escolha. Para resolver tais subproblemas em cada nó, os autores 

desenvolveram um método de Branch-and-Bound. 

Brahimi et al. (2006) [8] apresentam uma revisão dos trabalhos que utilizam o 

problema de dimensionamento de lotes com um único item, as reformulações do 

problema baseadas nos problemas de caminho mínimo e localização de facilidade e 

modelagens para o problema sem estoque, além de apresentarem extensões para o 

problema capacitado com um único item, inequações válidas e métodos de solução 

por aproximação e exatos.  

Denizel e Sural (2006) [17] comparam as reformulações baseadas nos 

problemas de caminho mínimo e localização de facilidade com tempo de preparo e 

desenvolvem heurísticas baseadas na relaxação linear de tais reformulações, obtendo 

valores equivalentes para as funções objetivos e ainda 30% melhores quando 

comparadas à formulação original. 

Denizel et al. (2008) [18] demonstram a equivalência das reformulações e como 

apontado por Alfieri et al. (2002) [1] e Denizel e Sural (2006) [17], a formulação 

baseada no problema do caminho mínimo se mostra mais rápida 

computacionalmente.  

Sural et al. (2009) [57] trabalham com o problema com tempo de preparo tendo 

apenas custos de estoques envolvidos na função objetivo. Utilizam a relaxação 

Lagrangiana nas restrições de demanda do problema baseado no problema de 

localização de facilidade obtendo limitantes superiores pela decomposição por 

períodos fazendo uso do algoritmo do subgradiente. Para a melhoria da solução 



 

utilizam ainda uma heurística baseada no método Branch-and-Bound, no qual os 

procedimentos se mostraram até 21% mais eficazes que os encontrados na literatura. 

Para o problema de dimensionamento de lotes monoestágio sem restrição de 

capacidade e com substituição de itens, Lang e Domschke (2010) [38] desenvolveram 

uma formulação baseada no problema de localização de facilidades com inclusão de 

inequações válidas obtendo resultados computacionais melhores que os 

apresentados pelo problema original. 

Wu et al. (2011) [67] mostram que as formulações fortes baseadas nos 

problemas de caminho mínimo e localização de facilidades produzem os mesmos 

limitantes inferiores, partindo disso foi desenvolvido um método de solução eficaz que 

se mostrou superior comparado a outras abordagens encontradas na literatura. 

Silva e Toledo (2012) [55] propõem um modelo baseado no problema de 

localização de facilidades e o compara com o modelo proposto por Sambasivan e 

Schmidt (2002) [53], concluindo que o modelo apresenta melhores resultados. 

Fiorotto e Araujo (2012) [22] e Jans (2009) [33] estenderam a formulação 

inicialmente proposta por Jans e Degraeve (2004) [32], para o caso com máquinas 

paralelas sem e com relação entre elas, respectivamente.  

Melega et al. (2013) [42] propõem reformulações para o problema de 

dimensionamento de lotes com várias plantas, baseadas no problema de caminho 

mínimo e localização de facilidades, além de propor um método de busca de limitantes 

utilizando relaxação Lagrangiana e por fim uma heurística de factibilidade. Para as 

reformulações foi observado uma melhoria de cerca de 12% no valor da relaxação e 

com relação a heurística Lagrangiana o resultado foi positivo, mostrando-se 

competitiva para todas as classes de dados utilizados, obtendo limitantes inferiores 

melhores em relação ao CPLEX para a maioria das configurações de dados.  

Araujo et al. (2015) [4], para aumentar a eficiência dos métodos de solução, 

substituíram as restrições de entrada de fluxo e as de balanceamento pela soma das 

restrições de balanceamento de fluxo, propondo assim, uma formulação equivalente 

para (2.23) - (2.29), denominada reformulação baseada no problema de caminho 

mínimo transformada. Com o mesmo objetivo, além de reduzir o conjunto de soluções 

possíveis, Araujo et al. (2015) [4] substituíram as restrições de preparo por inequações 

de precedência (WOLSEY, 1989 [66]) para propor uma formulação equivalente para 

(2.30) - (2.35), denominando-se reformulação baseada no problema de localização de 

facilidades com restrição de precedência. 



 

 

2.4 O problema de dimensionamento de lotes com custo de transporte 

 

Os custos com transporte de mercadoria representam uma parte importante na 

quantidade de gastos de uma empresa, porém este é, na sua grande parte, 

negligenciado quando as decisões relativas ao dimensionamento de lotes são 

tomadas. De modo geral, o problema de dimensionamento de lotes vem sendo 

limitado à custos de produção, preparo e estoque, o que muitas vezes não representa 

de forma real o que é empregado em diversas fábricas.  

A seguir será apresentada uma formulação para o problema de 

dimensionamento de lotes com custo de transporte proposta por Melo e Wolsey (2012) 

[43] que tem por objetivo determinar o cronograma de manufatura, transporte e 

estoque de produtos de modo a minimizar os custos totais desse processo de 

produção e distribuição, visando suprir a demanda de clientes, realizando a confecção 

e distribuição dos itens desejados, além de respeitar a capacidade de produção de 

cada planta existente no ciclo de produção que o problema envolve. Os custos de 

produção e transporte são compostos por custos fixos e custos variáveis. Para a 

formulação matemática do problema considere os seguintes novos dados:  

: conjunto de clientes; 

: capacidade de produção de cada item; 

: capacidade de cada veículo (ilimitado ou constante); 

: capacidade da planta j; 

: capacidade de estoque do cliente k; 

: valor máximo de itens i que podem ser vendidos ao cliente k no período t; 

: custo unitário de transporte do item i da planta j até o cliente k; 

: custo fixo para realizar o transporte da planta j até o cliente k; 

: custo unitário de estoque do item i no cliente k; 

: custo unitário de itens adicionais i para o cliente k; 

 Variáveis de decisão: 

: número de unidades transportadas do item i da planta j até o cliente k no período 

t; 

: quantidade em estoque do item i no cliente k no final do período t; 

: quantidade adicional de itens i vendidos para o cliente k no período t; 



 

: quantidade de veículos utilizados para transportar a produção da planta j para o 

cliente k no período t. 

A formulação matemática do problema proposta em Melo e Wolsey (2012) [43] 

é a seguinte: 

 

Sujeito a:  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

A função objetivo (2.36) minimiza os custos de produção, transporte, preparo e 

estoque considerando plantas e clientes. As restrições (2.37) garantem o equilíbrio 

nas plantas, para que a quantidade transportada seja necessariamente a demanda 

solicitada pelos clientes e (2.38) são as restrições de equilíbrio para os clientes, onde 

a quantidade recebida deve ser igual a demanda requerida. As restrições (2.39) 

garantem que a produção só seja feita quando há preparação no período daquela 

planta. Já as restrições (2.40) determinam a quantidade de caminhões necessários 

para a realização do transporte da mercadoria até seu destino. Em (2.41) tem-se as 



 

restrições de capacidade de produção, enquanto (2.42) fornecem limites para o 

estoque de determinado cliente no período. As restrições (2.43) limitam a quantidade 

de vendas adicionais. Por fim, as restrições (2.44) e (2.45) determinam o domínio das 

variáveis.   

Baumol e Vinod (1970) [6] consideram custos e tempo de transporte, além das 

rotas e estoque dos produtos e propõem dois métodos de solução para o problema 

integrado com transporte. Erenguç et al. (1999) [20] apresentam uma revisão geral 

dos trabalhos que envolvem dimensionamento de lotes e distribuição de demanda, 

além de apresentarem modelos considerando três fases distintas da cadeia de 

suprimentos. 

Para Vroblesfki et al. (2000) [63] os custos logísticos são expressivos quando 

relacionados a problemas de produção e tendem a ser diretamente proporcionais ao 

montante de produtos transportados. Assim como Erenguç et al. (1999) [20], Rizk e 

Martel (2001) [50] realizam uma revisão geral sobre os problemas integrados, 

começando com trabalhos mais simples e acrescendo características como restrições 

de capacidade, estoque e integrando o problema com uma cadeia de suprimentos. 

Finalizando com um modelo que inclui múltiplas linhas de produção e entrega para os 

clientes da cadeia de suprimentos. 

Em Lee et al. (2005) [39], os autores estudam o problema de dimensionamento 

de lotes com transporte e consideram que a capacidade de transporte está associada 

ao número de paletes (ou contêiners), onde o objetivo é minimizar os paletes utilizados 

propondo uma heurística baseada na representação do modelo como sendo um 

problema de fluxo de redes.  

Norden e Velde (2005) [46] afirmam que os custos de transporte representam 

boa parte do custo dos produtos de uma empresa, com isso, propõem um modelo 

para um problema de uma empresa europeia que realiza a distribuição de seus 

produtos para seu armazém. Algum tempo depois o mesmo problema é estudado por 

Molina et al. (2009) [44] que propõem um método heurístico combinando relaxação 

Lagrangiana e Surrogate. Em testes computacionais foi demonstrado que as soluções 

das relaxações são equivalentes, porém no método utilizando a relaxação 

Lagrangiana/Surrogate os limitantes foram obtidos com um menor número de 

iterações. 

Melo e Wolsey (2012) [43] introduzem duas formulações para o problema de 

dimensionamento de lotes com custos de transporte. A formulação inicial fornece 



 

limitantes fracos visto que há a necessidade de um aprimoramento para a obtenção 

de resultados satisfatórios. Assim, a formulação estendida, que fornece limitantes 

aprimorados, porém com complexidade computacional elevada, é uma forma de 

melhorar soluções iniciais já levantadas. Os autores desenvolvem uma heurística 

híbrida que utiliza a formulação estendida para fornecer boas ligações e fixar variáveis 

para que a formulação inicial restrita à essas fixações obtenha uma solução heurística. 

Para instâncias de porte médio, o método heurístico híbrido fornece soluções boas e 

até melhores que as encontradas pelo otimizador MIP com um tempo de execução 

maior. 

 

2.5 O problema de dimensionamento de lotes com flexibilidade de máquina 

 

Utilizar limitantes para o uso da flexibilidade em problemas de 

dimensionamento de lotes é uma questão importante em alguns contextos industriais 

visto que, considerar a flexibilidade total das máquinas pode gerar gastos extras 

quando há um custo envolvido nesta situação. Por outro lado, considerar flexibilidade 

em problemas em que se utiliza máquinas dedicadas (cada máquina produz apenas 

um tipo de item), também pode trazer benefícios, reduzindo atrasos e a utilização de 

hora extra. Poucas pesquisas sobre o assunto foram feitas até o momento. 

O modelo a seguir é proposto em Fiorotto et al. (2018) [25] em que a 

possibilidade de investir em flexibilidade é utilizada. Para a formulação deste modelo 

é preciso definir os seguintes dados:  

: conjunto de itens i que podem ser produzidos pela máquina j; 

: conjunto de máquinas j que podem produzir o item i; 

: soma das demandas do item i dos períodos de t até k (k  t); 

: custo de atraso do item i no período t; 

: custo para investir em flexibilidade para o item i na máquina j; 

: orçamento global para investir em flexibilidade.  

 Variáveis de decisão: 

: quantidade atrasada do item i no período t; 

: variável binária, indicando se a máquina j é flexível para produzir o item i ou não. 

A formulação matemática do problema é a seguinte: 



 

 

Sujeito a:  

 

 

 

 

 

 

 

A função objetivo (2.46) minimiza os custos de preparo, produção, estoque e 

atraso. As restriçães (2.47) são restrições de balanceamento do estoque, visando 

satisfazer a demanda e suprir os eventuais atrasos de períodos anteriores. As 

restrições (2.48) garantem o preparo da máquina para a realização da produção, 

enquanto garantir que a capacidade de cada máquina não seja excedida fica por conta 

das restrições (2.49). As restrições (2.50) garantem que a máquina seja preparada 

para a produção de um item apenas se esta for flexível para a produção de tal, 

enquanto as restrições (2.51) limitam os gastos para a inclusão de flexibilidade nas 

máquinas. Finalmente, o domínio das variáveis é definido pelas restrições (2.52) e 

(2.53). 

Jordan e Graves (1995) [35] foi o primeiro artigo a considerar a eficácia da 

utilização de uma quantidade limitada de flexibilidade, mostrando que uma 

configuração encadeada de produtos e plantas pode ter um desempenho muito eficaz 

quando comparado ao caso com flexibilidade total em termos de rendimento e uso da 

capacidade. O conceito de encadeamento é uma das configurações de flexibilidade 

parcial mais utilizadas para estudos na literatura, em particular, para estudos em 

industrias automotivas (GRAVES E TOMLIN, 2003 [27]). 



 

Jans e Degraeve (2004) [31] discutem um problema com flexibilidade parcial 

aplicado à indústria de pneus, onde nem todos os pneus podem ser produzidos em 

todos os tipos de aquecedores. Xiao et al. (2015) [64] propõem uma heurística 

lagrangiana para o problema com máquinas paralelas capacitadas com 

escalonamento, onde nem todas as máquinas são capazes de produzir todos os itens. 

Em Fiorotto et al. (2018) [25] é analisado o valor da flexibilidade do processo 

no contexto de um problema de dimensionamento de lote determinístico de curto 

prazo, onde a decisão de flexibilidade é tomada no início do horizonte de 

planejamento. Para realizar as análises, os autores propõem dois modelos, um 

modelo para determinar a melhor cadeia longa, dado que existem muitas 

configurações alternativas de cadeia longa com um custo total diferente e outro 

modelo de otimização que considera a possibilidade de investir em flexibilidade e 

determina a melhor configuração de flexibilidade com um determinado orçamento 

disponível. Os resultados computacionais obtidos mostram que quase todos os 

benefícios da flexibilidade do processo são obtidos ao adicionar limite na quantidade 

de ligações a serem realizadas, a menos de capacidades muito apertadas e apenas 

para cenários homogêneos. Entretanto é possível observar que em casos de 

capacidades muito apertadas a inclusão de apenas 50% das ligações entre máquinas 

e produtos é o suficiente para obter melhores resultados quando comparados aos 

casos que consideram flexibilidade total. Ainda assim, com algumas análises mais 

aprofundadas é possível afirmar que a heterogeneidade do custo de estoque, a 

heterogeneidade da demanda e a presença de tempos de preparo têm impacto 

significativo na flexibilidade. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

3 O PROBLEMA DE DIMENSIONAMENTO DE LOTES COM PLANTAS FLEXÍVEIS 

E CUSTO DE TRANSPORTE 

 

Este capítulo é destinado à definição dos parâmetros e variáveis e, para a 

apresentação da modelagem proposta para o problema de dimensionamento de lotes 

com plantas flexíveis e custo de transporte. Além disso, será apresentado um exemplo 

para facilitar a compreensão do modelo proposto, bem como ilustrar como devem ser 

interpretados os resultados fornecidos a partir deste exemplo. 

 
3.1 Modelagem matemática para o problema de dimensionamento de lotes com 

plantas flexíveis e custo de transporte 

 

Produzir vários itens em um horizonte de planejamento finito é comum em 

diversos contextos industriais, no qual minimizar gastos referentes a produção, 

estoque e preparação é o enfoque principal. O transporte de determinada produção 

pode afetar diretamente na rentabilidade de uma indústria, desta forma algumas 

preferem realizar, por si só, o transporte do produto final até o seu cliente, podendo 

gerar uma economia significativa com o fornecimento do produto e controle. Observa-

se que esta economia pode ser alcançada a partir de modelos que auxiliam nas 

tomadas de decisão de fluxo do produto a ser entregue de fornecedor para cliente.  

Investir em flexibilidade é disponibilizar a possibilidade de uma planta produzir 

um determinado item ou não, tal decisão é tomada no início do horizonte de 

planejamento e determina a forma com que a produção e o transporte serão 

direcionados durante todos os períodos que compõem o horizonte de planejamento. 

O modelo matemático proposto une dois aspectos relevantes e impactantes 

quando pensamos no lucro de uma indústria, a produção e o transporte de seus itens 

confeccionados.  

A seguir será proposto um modelo matemático para o problema de 

dimensionamento de lotes com plantas flexíveis e custo de transporte. 

Para a formulação matemática do problema considere os seguintes dados:  

: conjunto de itens; 

: conjunto de plantas; 

: conjunto de clientes; 

: conjunto de períodos; 



 

: demanda do item i para o cliente k no período t; 

: custo unitário de estoque do item i no período t; 

: custo unitáio da utilização de hora extra na planta j no período t; 

: custo de preparo da planta j para o item i no período t; 

: custo de produção da planta j para o item i no período t; 

: tempo de preparo da planta j para o item i no período t; 

: tempo de produção da planta j para o item i no período t; 

: soma das demandas do item i do período t até o final do horizonte de 

planejamento; 

: capacidade (em unidade de tempo) da planta j no período t; 

: custo de flexibilidade do item i na planta j; 

: quantidade de ligações disponíveis para investir em flexibilidade; 

: custo unitário de transporte para enviar a produção do item i da planta j para o 

cliente k; 

: custo unitário da planta j para a produção, estoque 

e transporte do item i no período t para satisfazer a demanda do cliente k no período 

l.  

 Variáveis de decisão: 

: variável binária, indicando a produção ou não do item i na planta j no período t; 

: variável binária, indicando se a planta j é flexível para produzir ou não o item i; 

: número de unidades produzidas do item i na planta j no período t para satisfazer 

a demanda do cliente k no período l, com t  l; 

: número de unidades de hora extra utilizados na planta j no período t.  

A formulação matemática do problema é a seguinte: 

 

Sujeito a:  

 

 



 

 

 

 

 

 

A função objetivo (3.1) minimiza custos de preparação, transporte, produção, 

estoque e hora extra. As restrições (3.2) asseguram que toda a demanda seja 

satisfeita no horizonte de planejamento. Em seguida, as restrições (3.3) garantem a 

preparação da planta antes da efetiva produção, já as restrições (3.4) são as restrições 

de capacidade do problema e considera a possibilidade de utilização de hora extra a 

um certo custo. As restrições (3.5) garantem que a planta possa produzir um item 

apenas se ela for flexível para tal produção. Nas restrições (3.6) é garantido que o 

orçamento disponível para investir em flexibilidade não seja extrapolado. Finalmente, 

as restrições (3.7) e (3.8) definem o domínio das variáveis.  

Pela definição da variável de produção, o modelo não aceita a possibilidade de 

estoque e atraso no último período, o que pode deixar algumas instâncias infactíveis 

pelo fato de não ter uma capacidade suficiente, portanto a inclusão de uma variável 

de hora extra  soluciona o problema de infactibilidade com instâncias de 

capacidade reduzida. O uso desta variável, entretanto, gera um custo extra 

proveniente do não cumprimento da restrição (3.4) com a capacidade disponível. 

 
3.2 Exemplo numérico 

 
Nesta seção, apresenta-se um exemplo numérico a fim de facilitar a 

compreensão do problema.  

Para a formulação (3.1)-(3.8) vamos considerar um exemplo pequeno com 

, ,  e , e os parâmetros serão apresentados nas Tabelas 1, 2, 3 

e 4. Para este exemplo a capacidade é considerada constante em todas as plantas e 

igual a 160, com um total de capacidade disponível igual a 960, o orçamento para 

investir em flexibilidade é  e o custo de flexibilidade  constante igual a 1. 

 



 

Tabela 1  Parâmetros de preparo e produção nos períodos 1 e 2  

                  

Fonte: Elaborado pela autora

Tabela 2  Parâmetros de estoque e hora extra  

                   
Fonte: Elaborado pela autora 

Tabela 3  Parâmetros de demanda  

                   
Fonte: Elaborado pela autora 

 



 

Tabela 4  Custos de transporte  

                   
Fonte: Elaborado pela autora 
 

Nas Tabelas 1 e 2 encontram-se os valores utilizados para custos de preparo, 

produção, estoque e hora extra, além dos tempos de preparo e produção e as 

demandas utilizadas se encontram na Tabela 3.  

Os custos de transporte disponíveis Tabela 4 foram obtidos conforme será 

mostrado na Seção 4.1 utilizando-se das 3 primeiras plantas e dos 4 primeiros 

clientes. 

Os valores ótimos para as variáveis  e  são apresentados na Tabela 5 e 

a Tabela 6 mostra os valores não nulos da variável , onde indica quais itens serão 



 

produzidos em cada planta e em que momento será realizado o transporte para os 

clientes. O valor ótimo da função objetivo é 294499,53. 

Tabela 5  Variáveis de decisão sobre a flexibilidade e produção ou não do 

item na planta  

                  

Fonte: Elaborado pela autora

Neste exemplo foram realizados 6 preparos para produção e a capacidade 

utilizada neste horizonte de planejamento foi de 1917, sendo este valor obtido 

utilizando a capacidade total mais os valores obtidos com a variável de hora extra, 

disponível na Tabela 7. O modelo chegou a uma solução ótima para o exemplo com 

um tempo de 24,4 segundos. 



 

Tabela 6  Variável de decisão sobre quantidade produzida 

                  

Fonte: Elaborado pela autora 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

Tabela 7  Variáveis referente ao tempo extra de capacidade para a 

produção dos itens no horizonte de planejamento 

                  

Fonte: Elaborado pela autora

A Figura 1 mostra um esquema de como será realizada a distribuição dos itens 

produzidos entre as plantas e os clientes em cada período. O item 1 deve ser 

produzido apenas pela planta 1 nos dois períodos, enquanto o item 2 deve ser 

produzido unicamente no período 1 pela planta 3 e o item 3 deve ser produzido no 

primeiro período pela planta 2 e no segundo período pelas plantas 2 e 3. O estoque 

será utilizado para o item 2 na planta 3, onde o transporte da demanda deste item 

deve ser realizado apenas no período posterior da sua produção, sendo necessário o 

armazenamento, já para os demais itens sua produção e entrega são realizados no 

mesmo período. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

Figura 1  Produção e distribuição dos itens para os clientes 

 
Fonte: Elaborado pela autora. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

4 ANÁLISE DE FLEXIBILIDADE 

 

Neste capítulo, inicialmente, descreveremos a maneira como os dados serão 

gerados, para, posteriormente, apresentarmos os resultados computacionais que nos 

permitirão analisar o impacto da flexibilidade das plantas na solução do problema em 

si. 

 

4.1 Geração de dados 

 

A geração dos dados utilizados nos testes deste trabalho consiste na 

adaptação de um conjunto de dados utilizado em Fiorotto et al. (2018) [25], o qual foi 

adaptado de um conjunto de dados padrão proposto por Trigeiro et al. (1989) [61].  

Os dados utilizados consistem em 20 instâncias iniciais, F1-F20 que se 

caracteriza por conter 6 itens e 15 períodos. Já o conjunto F1-F20 (4 itens) foi obtido 

a partir da redução dos dados das instâncias iniciais F1-F20 logo após estas passarem 

pelas adaptações impostas pelo modelo, mostradas a seguir.  

A partir das instâncias iniciais foi preciso utilizar-se da geração de dados para 

complementar elementos que estariam em falta para os dados exigidos no modelo 

proposto neste trabalho. Foi acrescentado o conjunto de clientes com 12 elementos, 

fixo para todas as instâncias, e o número de plantas é considerado igual ao número 

de itens para cada conjunto de dados.  

Os demais parâmetros são herdados das instâncias originais e são dados da 

seguinte forma: tempo de produção  fixo a uma unidade de tempo, custo unitário 

de estoque  com variação de 1 a 5 unidades monetárias, custo de preparação  

variando de 400 a 1000 unidades monetárias, tempo de preparação  variando 

entre 10 e 50 unidades e custo de produção  nulos. Além disso, são utilizados 

cinco níveis de capacidade, 80, 90, 100, 110 e 120, sendo estas disponíveis para cada 

planta envolvida no processo de produção. 

Foram acrescidos, além disso, custos de flexibilidade  fixos iguais a uma 

unidade monetária para todos os itens em todas as plantas, os custos extras de 

overtime  foram utilizados com um valor fixo de 300, sendo este valor 100 vezes a 

média do custo de estoque. A demanda  precisou ser complementada, visto que 

seria necessária uma quantidade maior de demanda para cada item, pois no modelo 



 

proposto a demanda é solicitada por diversos clientes, não um único apenas. Assim, 

a demanda seguiu os mesmos processos de geração que o descrito por Trigeiro et al. 

(1989) [61], onde para cada item, a demanda média foi de 100 por período, gerada a 

partir de uma distribuição uniforme, para simular na prática a tendência da demanda 

25% das demandas em cada um dos 4 primeiros períodos foram anuladas 

aleatóriamente. 

Por fim, foram utilizados os custos de transporte  calculados a partir das 

localizações das plantas e clientes, onde um par ordenado limitado entre 0 e 1 em um 

quadrado no plano cartesiano com área de 1 cm2 é gerado de forma uniforme para 

cada planta e cliente, como mostrado na Figura 2, sendo P1 - P6 plantas e C1-C12 os 

clientes envolvidos nas intâncias, assim é calculada a distância euclidiana entre cada 

planta e cada cliente e o valor final é obtido multiplicando cada distância por um 

escalar  (MELO E WOLSEY, 2012 [43]). 

Figura 2  Dispersão de plantas e clientes 

 
Fonte: Elaborado pela autora. 

 

O enfoque das análises esta voltado para os valores escolhidos para o 

parâmetro , que consiste no orçamento total disponível para investir em 

flexibilidade. Um dos casos analisados será considerado com plantas dedicadas, ou 

seja, cada planta deverá produzir apenas um item, assim este  deve ser igual ao 

número de plantas e itens, e para comparativos serão utilizados valores como 100%, 



 

80%, 50% e 20%, onde 100% significa que todas as plantas produzem todos os itens, 

ou seja, flexibilidade total, enquanto os demais valores são percentuais calculados 

sobre esse maior orçamento para flexibilidade, reduzindo assim o nível de 

flexibilidade, por exemplo, no caso de 80% tomando como base a flexibilidade total, 

considera-se que apenas 80% dos links podem ser utilizados. 

Foram gerados um total de 1000 instâncias, no qual suas características são 

apresentadas na Tabela 8. 

Tabela 8  Conjunto de dados 



 

                  

Fonte: Elaborado pela autora

 

4.2 Resultados computacionais 

 

Os dados foram processados utilizando o solver CPLEX 12.6 com interface do 

software Visual Studio 2012 em linguagem algébrica C. O computador utilizado para 

a realização das análises possui sistema operacional Windows 10 Pro de 64 bits, 

processador Intel(R) Core(TM) i7-4770 CPU @ 3.40GHz e memória RAM de 16,0 GB. 

Os critérios de parada foram o GAP igual ou inferior a 0,1% ou tempo limite de uma 

hora (3600 segundos).   

A Tabela 9 apresenta os limitantes superiores e permite avaliar a porcentagem 

de diferença entre o valor obtido pela configuração dedicada com as demais 

configurações de flexibilidade analisadas. Esta análise deve ser feita em conjunto com 

a Tabela 11, que mede a qualidade das soluções. É nítido a melhoria dos valores nas 

instâncias de 4 itens, no qual todos os níveis de flexibilidade, 20%, 50%, 80% e 

flexibilidade total, obtiveram resultados eficientemente melhores, sendo com 80% da 

flexibilidade o melhor valor obtido, com 94,58%, redução de 5,42% em média com 

relação a plantas dedicadas, enquanto a flexibilidade total alcançou o valor de 94,59%, 

obtendo uma redução de 5,41% nos limitantes superiores. 

A melhoria a partir dos níveis de capacidade superiores a 100 para instâncias 

com 6 itens é visível, sendo, em média, melhor em todos os níveis de flexibilidade. 

Uma análise importante a ser considerada é que para dados com capacidades de 80 

e 90, será inevitavelmente necessário investir em flexibilidade, visto que o uso de hora 

extra pode interferir no valor das soluções. Apesar disso, observa-se que para tais 



 

níveis de capacidade todas as configurações de flexibilidades abordadas para 

instâncias de 6 itens encontraram soluções piores do que a configuração de plantas 

dedicadas. Isso ocorre porque para configurações diferentes da dedicada, o solver 

CPLEX não consegue encontrar boas soluções para estes níveis de capacidade (veja 

Tabela 11). 

É importante ressaltar que todos os níveis de capacidade e flexibilidade, exceto 

com 80% da flexibilidade e 80 de capacidade para instâncias com 4 itens, que 

apresentou um aumento de apenas 0,04% com relação a plantas dedicadas, foram 

tão bons ou melhores do que quando consideramos que cada planta possa produzir 

apenas um item. Indicando que a flexibilidade pode reduzir gastos indesejáveis 

quando é permitido a utilização desta ferramenta em diferentes instâncias de pequeno 

porte. 

Tabela 9  Limitante Superior (Dedicado) 

 

                 

Fonte: Elaborado pela autora

O mesmo conceito da Tabela 9 é abordado na Tabela 10 na qual porcentagem 

é calculada, agora, a partir dos valores obtidos no processamento das instâncias onde 



 

todas as plantas produzem todos os itens, ou seja, nas instâncias onde as plantas 

possuem flexibilidade total. 

Para instâncias com 4 itens, o nível de 80% da flexibilidade se mostra melhor, 

sendo 0,01% menor, e para todos os seus níveis de capacidade a diferença é inferior 

ou igual a 0,05% a mais do que quando considerado a flexibilidade total. Além disso, 

com metade da flexibilidade a diferença, em média, é de apenas 0,14% superior, o 

que vale lembrar que o GAP neste caso é 0,4% maior do que para o caso com 

flexibilidade total das plantas, indicando que poderíamos obter uma melhoria ainda 

maior quando os GAPs se equipararem.  

Quando comparamos as demais reduções de flexibilidade com a possibilidade 

de termos todas as plantas produzindo todos os itens (flexibilidade total), podemos 

notar uma igualdade ou até uma melhora quando consideramos 80% da flexibilidade, 

ou até mesmo apenas 50% dela, levando em consideração os valores obtidos de GAP. 

Ainda é possível identificar uma pequena diferença entre os limitantes 

superiores médios para as instâncias com 6 itens e com flexibilidade reduzida, de 

forma que os valores para níveis com 20% e 50% são maiores que o da flexibilidade 

total, mas a diferença é menor do que 5% em relação a flexibilidade total. Além disso, 

com nível reduzido de 80% de flexibilidade total o resultado é ainda mais promissor, 

sendo 0,41% menor que o limitante superior obtido com o caso de flexibilidade total. 

Vale ressaltar novamente, que é importante analisar o valor do GAP obtido, pois este 

nos dirá se, com os critérios de parada, o valor pode ser melhorado ou não, sendo 

assim, para GAPs altos este valor com um tempo maior de processamento e métodos 

de soluções convenientes pode ser reduzido. 

Tabela 10  Limitante Superior (Total) 



 

 

                 

Fonte: Elaborado pela autora

Nas Tabelas 11 e 12 são mostrados o GAP e o tempo de processamento, 

respectivamente, médios de cada conjunto de dados por nível de capacidade. Essas 

duas tabelas em conjunto mostram que o modelo é de difícil solução quando se 

considera níveis de flexibilidade diferentes da dedicada. 

Para as 500 instâncias de 4 itens a diferença entre os GAPs com 50% e 80% 

da flexibilidade e a flexibilidade total é igual ou inferior que 0,4%. Sendo provada a 

otimalidade em todos os níveis de capacidade com apenas 20% da flexibilidade e para 

níveis de 110 e 120 de capacidade, a otimalidade é provada para todas as 

porcentagens de flexibilidade. O restante obteve soluções factíveis para todos os 

dados estudados. Já para as 500 instâncias com 6 itens, foi possível provar a 

otimalidade para algumas instâncias, especialmente para níveis de capacidade iguais 

a 110 e 120. 

Tabela 11  GAP 



 

 

                 

Fonte: Elaborado pela autora

Tabela 12  Tempo 

 

                 

Fonte: Elaborado pela autora

A Tabela 13 é composta pela porcentagem da capacidade utilizada levando 

como base a capacidade média disponível em cada conjunto de dados. Os valores 

acima de 100% estão relacionados à utilização de hora extra no período da produção 

dos insumos, visto que em casos com capacidade reduzida, a capacidade utilizada é 

superior à disponível no período em questão. 



 

A capacidade e os custos de hora extra estão diretamente ligados ao alto valor 

dos limitantes superiores, sendo estes prejudicados quando consideramos baixos 

níveis de capacidade já que são utilizados valores altos para hora extra, sendo assim, 

juntamente com o GAP, fatores que interferem na solução do problema quando 

comparado aos casos com plantas dedicadas e com flexibilidade total. 

Tabela 13  Capacidade utilizada 

 

                 

Fonte: Elaborado pela autora

As Tabelas 14, 15, 16, 17 e 18 são compostas pelas porcentagens que os 

custos de preparo, hora extra (overtime), transporte e estoque assumem na solução 

obtida em cada conjunto de dados, com valores disponíveis de flexibilidade sendo 

com plantas dedicadas, 20%, 50%, 80% e flexibilidade total, respectivamente. 

 

 

 

 

 

 



 

Tabela 14  Custos envolvidos em plantas dedicadas ( ) 

 

                 

Fonte: Elaborado pela autora

Tabela 15  Custos envolvidos em plantas dedicadas ( ) 



 

 

                 

Fonte: Elaborado pela autora

Tabela 16  Custos envolvidos em plantas dedicadas ( ) 

                 

Fonte: Elaborado pela autora 

 

 

 

 

 



 

Tabela 17  Custos envolvidos em plantas dedicadas ( ) 

                 

Fonte: Elaborado pela autora

Tabela 18  Custos envolvidos em plantas dedicadas ( ) 



 

                 

Fonte: Elaborado pela autora

Em todos os casos é evidente a interferência dos custos de hora extra em 

qualquer que seja o valor disponível para a flexibilidade, sendo este um dos grandes 

pontos que, quando reduzidos significativamente, pode oferecer bons resultados com 

relação aos limitantes superiores obtidos. 

A tendência é que quanto maior o nível de flexibilidade menor será a parcela 

de custo relacionada ao overtime. No entanto, a dificuldade de se encontrar boas 

soluções novamente atrapalhou a análise precisa desta característica. 

 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 



 

5 CONCLUSÕES OU CONSIDERAÇÕES FINAIS 

 

Neste trabalho propõs-se um modelo matemático para o problema de 

dimensionamento de lotes com plantas flexíveis e custo de transporte. É apresentado 

um exemplo para a compreensão do modelo e auxiliar na interpretação dos resultados 

obtidos. Por fim, foi realizado uma análise com relação à flexibilidade das plantas, 

onde o objetivo, por um lado, é mostrar que com valores reduzidos de capacidade 

pode-se obter os mesmos benefícios que os valores obtidos considerando a 

flexibilidade total das plantas, na qual todas as plantas são habilitadas para produzir 

todos os itens. Por outro lado, pretende-se mostrar que em casos com configurações 

dedicadas (sem flexibilidade) pode ser importante investir em flexibilidade de forma a 

reduzir custos com overtime. Foram analisados um total de 1000 instâncias adaptadas 

da literatura, onde os testes computacionais foram obtidos a partir da utilização do 

pacote CPLEX 12.6 para todos os níveis de flexibilidade envolvidos com critérios de 

parada de GAP igual ou inferior a 0,1% ou tempo limite de 3600 segundos. 

Houve uma nítida melhoria dos valores obtidos a partir dos níveis de 

capacidade superiores a 100 para instâncias com 6 itens e uma melhor performance 

em todos os níveis de capacidade para instâncias com 4 itens, comparado ao caso de 

plantas dedicadas. Em comparação ao caso com flexibilidade total, o modelo se 

mostra competitivo, inclusive sendo equiparado quando utilizado 50% de sua 

flexibilidade total disponível e sendo melhor com apenas 80% desta flexibilidade. 

A dificuldade de resolução do modelo dificultou uma análise precisa sobre 

flexibilidade, pois não foi possível comparar diretamente os casos em que o valor do 

GAP foi muito diferente. Pode-se concluir, com base nas análises feitas anteriormente 

que com maiores níveis de capacidade o modelo se mostra satisfatório com baixos 

níveis de flexibilidade comparado aos casos com plantas dedicadas e com 

flexibilidade total das mesmas, possibilitando menores valores para os limitantes 

superiores, o que gera um custo reduzido para instâncias com apenas 20%, 50% ou 

80% da flexibilidade disponível, sendo assim, o modelo proposto neste trabalho 

possibilita, de maneira eficiente, a viabilidade de diferentes usos dos níveis de 

flexibilidade, se adequando de forma conveniente aos aspectos disponíveis no ambito 

industrial. 

A ideia de analisar a flexibilidade de um modelo matemático vem acoplado à 

diversas outras análises de aspectos relacionados ao modelo que podem ser 



 

realizadas, como por exemplo, a que nível o custo de hora extra pode interferir no 

limitante superior nos diferentes níveis de flexibilidade, bem como os custos de 

estoque e a homogeneidade da demanda. Inclusive é interessante levar em 

consideração a utilização de atraso no modelo, sendo assim dispensável o uso de 

hora extra, neste caso a definição da variável de produção  deve ser modificada 

possibilitando o atraso e o estoque no último período do horizonte de planejamento, o 

que pode ser interessante para a análise de custos variáveis para atraso. 

O uso de hora extra é algo muito importante para garantir a factibilidade das 

instâncias utilizadas nestes testes, além disso, investir em flexibilidade pode trazer 

benefícios significativos perante os custos envolvidos de overtime em casos com 

plantas dedicadas, porém os altos valores obtidos de GAP impossibilitaram a análise 

concreta de alguns dados processados, por este motivo é necessário desenvolver 

métodos de solução para obter uma melhoria destes valores, possibilitanto uma 

análise consistente das 1000 instâncias analisadas neste trabalho, além de instâncias 

de grande porte, fazendo com que estes valores não sejam de grande impacto para a 

solução encontrada pelo solver utilizado. 
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