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Resumo

Esta dissertação apresenta uma metodologia para a simulação de escoamentos incom-

pressíveis viscoelásticos não-isotérmicos, onde a viscosidade e o tempo de relaxação do

fluido são dependentes da temperatura. A viscoelasticidade do fluido é modelada pe-

las equações constitutivas Oldroyd-B e PTT (Phan-Thien-Tanner), onde os parâmetros

dependentes da temperatura são modelados pela relação WLF (Willians-Landel-Ferry).

A metodologia numérica empregada para resolver o modelo não-isotérmico é baseada

no método MAC para escoamentos viscoelásticos via método de projeção. Nesta meto-

dologia, as equações de Navier-Stokes e as equações constitutivas Oldroyd-B e PTT são

discretizadas pelo método de diferenças finitas em uma malha deslocada. A metodologia

foi verificada na simulação do escoamento não-isotérmico bidimensional entre placas pa-

ralelas Poiseuille Flow. Finalmente, a metodologia numérica foi aplicada para resolver o

problema da contração 4:1, onde são analisados os efeitos das variação de parâmetros na

dinâmica dos vórtices.

Palavras-Chave: Escoamento Não-Isotérmico, Relação WLF, Escoamento Viscoelás-

tico, Equações de Navier-Stokes, Método de Diferenças Finitas.
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Abstract

This monograph presents a methodology for simulating non-isothermal viscoelastic

incompressible fluid flows where the viscosity and the relaxation time of the fluid are

temperature-dependent. The viscoelasticity of the fluid is modeled by the Oldroyd-B

and PTT (Phan-Thien-Tanner) models, where the temperature-dependent parameters

are modeled by the WLF (Williams-Landel-Ferry) formulation.

The numerical methodology used to solve the non-isothermal model is based on the

MAC method for viscoelastic fluid flows via projection method. In this methodology, the

Navier-Stokes equations and the Oldroyd-B and PTT constitutive equations are discre-

tized by the finite difference method on a staggered grid. The numerical method was

verified by simulation two-dimensional non-isothermal Poiseuille flow. Finally, the nume-

rical methodoly was apllied for solving the 4 : 1 contraction problem in order to analyze

the influence of parameters on the vortex dynamic.

Keywords: Non-Isothermal Flows, WLF equation, Viscoelastic flows, Navier-Stokes

equations, Finite Differences.
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Introdução

As investigações sobre a transferência de calor em um escoamento newtoniano são

encontradas com maior facilidade quando comparadas as investigações envolvendo esco-

amento viscoelástico. Tal fato acontece pela dificuldade de obter modelos constitutivos

não-isotérmicos aceitos para divulgação. Trabalhos como [5], [8], [14] e [20] apresentam

desenvolvimentos atuais sobre essa discussão.

A questão por volta de soluções de equações diferenciais parciais desperta grande

interesse na comunidade científica. Estas equações são utilizadas em problemas de im-

portância industrial e de engenharia, o que torna o assunto ainda mais relevante. Em

particular, a modelagem matemática dos efeitos da temperatura tem sido objeto de es-

tudo em aplicações industriais, químicas, assim como no processamento de alimentos.

Além do interesse na determinação dos efeitos da variação da temperatura, outras

propriedades, como a transferência de calor e a elasticidade em um fluido tem motivado

o estudo dos escoamentos não-isotérmicos.

O estudo de fluidos não-newtonianos é de fundamental importância em áreas que lidam

com o escoamento de fluidos incompressíveis. Reologia do sangue, engenharia de petróleo

e desenvolvimento de produtos farmacêuticos são apenas algumas áreas em que os fluidos

não-newtonianos têm um papel importante.

Fluidos que apresentam efeitos elásticos constituem os chamados fluidos viscoelásticos

dentro da classe de fluidos não-newtonianos. Dentre as propriedades desse tipo de fluido,

densidade e viscosidade, por exemplo, variam no espaço e/ou no tempo com mudanças

no valor da temperatura. Considerando essa discussão, o foco deste trabalho é o estudo

de escoamentos viscoelásticos não-isotérmicos cujos tempo de relaxação e viscosidade do

fluido são considerados dependentes da temperatura. As investigações feitas mostram as

características da transferência de calor em escoamentos viscoelásticos Oldroyd-B e PTT.

Trabalhos recentes [28],[29] têm investigado sobre quais condições um fluido newtoni-

ano e um fluido não-newtoniano sofrem influência perante propriedades térmicas de um

escoamento não-isotérmico, bem como os parâmetros que caracterizam o fluido em tais

condições.

A análise da temperatura em fluidos viscoelásticos tem sido investigada por muitos

autores que propõem diferentes modelos não-isotérmicos [14], [22], [27]. Alguns trabalhos
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investigam o escoamento não-isotérmico de um fluido Oldroyd-B, como em [3], [7], [49],

onde a viscosidade e o tempo de relaxação do fluido são dependentes da temperatura.

A maior parte dos trabalhos encontrados utilizam o fluido PTT [10], [28], [29], [41],

quando comparado com trabalhos envolvendo escoamentos não-isotérmicos que utilizam o

modelo Oldroyd-B. Essa facilidade em encontrar tais trabalhos é justificada por uma das

dificuldades encontradas com o desenvolvimento do modelo viscoelástico não-isotérmico

Oldroyd-B: as falhas na simulação numérica com números elevados de Weissenberg. A

não-linearidade do modelo PTT evita parcialmente essa dificuldade.

Outros fluidos e modelos são investigados quando o escoamento envolve calor. Em

[26] é feito um estudo com escoamento Newtoniano com condição de contorno adiabá-

tica para a temperatura utilizando a geometria de uma cavidade trapezoidal. O fluido

PIB-Boger [55] é analisado em uma contração assimétrica mostrando instabilidades elás-

ticas com a variação da temperatura na fronteira. Em [17], as simulações do escoamento

não-isotérmico são realizadas utilizando o modelo FENE-P, investigando o efeito da tem-

peratura sobre algumas variáveis como a velocidade e a tensão, comparando os resultados

em situações isotérmicas e não-isotérmicas. Uma investigação utilizando o método Level

Set [23] é feita comparando os fluidos Newtoniano e não-newtoniano em um “Poiseuille

flow” em um tubo e em uma cavidade. Outra análise de modelos não-isotérmicos é feita em

[46], onde as simulações são feitas em uma contração planar tridimensional com modelos

constitutivos PTT, Giesekus e FENE-P.

As três leis fundamentais da física são traduzidas pelas equações de conservação de

massa, quantidade de movimento e conservação de energia. Para que esse sistema de equa-

ções determine os efeitos desejados pelas mudanças de temperatura no escoamento, essas

equações devem ser alteradas convenientemente. Assim, para descrever matematicamente

a variação de parâmetros dados em função da temperatura, tais como a viscosidade e o

tempo de relaxação do fluido, objetos de estudo neste trabalho, modelos matemáticos são

utilizados para a modelagem no conjuntos das equações de Navier-Stokes. Esses modelos

utilizam equações que devem ser escolhidas adequadamente de acordo com o conjunto de

dados conhecidos para o problema.

Em [14], essa modelagem é feita admitindo que a contribuição do solvente tem baixo

peso molecular. Em trabalhos recentes [7], [28], [29], a viscosidade e o tempo de relaxação

do fluido são modelados pela equação WLF. Em [49] a equação de Arrhenius é utilizada

para essa modelagem. Outros modelos podem ser vistos em [21].

Uma das geometrias amplamente estudadas na literatura é a contração, seja ela pla-

nar ou assimétrica. Isso se deve ao fato do problema da contração ser utilizado como um

problema de referência para avaliar a estabilidade de algoritmos numéricos. Trabalhos

recentes [19], [20], [49], têm estudado simulações de escoamentos não-isotérmicos utili-

zando a contração como geometria. Um dos efeitos analisados nesse tipo de simulação é

o efeito da viscoelasticidade do fluido. Essa investigação tem relação com a formação de
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vórtices nos cantos da contração. Esses tipos de análises são encontradas em [7], [20] e

serão também investigadas aqui como uma aplicação do estudo realizado com escoamento

não-isotérmico.

Neste trabalho, apresentamos o desenvolvimento de um método numérico para escoa-

mentos de fluidos viscoelásticos não-isotérmicos para o fluido do tipo Oldroyd-B [7] e PTT

[28]. A equação WLF é usada para modelar a viscosidade e o tempo de relaxação do fluido

nas equações de Navier-Stokes. Para a verificação da metodologia numérica, as equações

são implementadas na plataforma FREEFLOW-2D. A discretização das equações é feita

pelo método de diferenças finitas em uma malha deslocada. O problema é aplicado para

o escoamento “Poiseuille flow” em um canal com placas paralelas e em uma contração

planar 4 : 1.



Capítulo

1

Formulação matemática

Este capítulo tem por objetivo apresentar a modelagem matemática adotada para

escoamentos viscoelásticos não-isotérmicos bidimensionais usando a equação constitutiva

Oldroyd-B e a equação constitutiva PTT (Phan-Thien-Tanner).

Inicialmente são descritas as equações de conservação de massa e quantidade de mo-

vimento na forma dimensional, assim como as equações constitutivas que representam

a parte elástica do escoamento. Esta última, possui parâmetros definidos em função da

temperatura.

A equação da temperatura é construída com base na equação da conservação de ener-

gia. O modelo WLF (Willian-Landel-Ferry) é aplicado para modelar a viscosidade e o

tempo de relaxação do fluido em função da temperatura. Neste trabalho, a viscosidade do

fluido será decomposta em duas contribuições: viscosidade do solvente e viscosidade do

polímero. As equações de conservação de quantidade de movimento e temperatura serão

simplificadas quanto a viscosidade do solvente após a adimensionalização das mesmas.

Por fim, são apresentadas as condições iniciais e de contorno do problema.

1.1 Equações Governantes

Alguns tipos de escoamentos podem ser descritos pelas equações de Navier-Stokes.

Essas equações traduzem, em linguagem matemática, as três leis fundamentais da física

[38]. A primeira é a lei de conservação de massa, que afirma não existir variação de massa

em um sistema fechado, quaisquer que sejam as transformações ocorridas dentro dele. A

segunda é a conservação de movimento, que afirma que a quantidade de movimento de

um sistema mecanicamente isolado é constante. A terceira lei é sobre a conservação de

energia, que afirma que em um sistema isolado, a energia total permanece constante.

Neste trabalho, as equações de conservação de massa, quantidade de movimento e

energia que descrevem escoamentos incompressíveis não-isotérmicos, na forma dimensional

4
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conservativa, são dadas, respectivamente, por

∇ · u = 0, (1.1)

ρ

(
∂u

∂t
+∇ · (uu)

)
= ∇ · σ, (1.2)

∂(ρe)

∂t
+∇ · (ρue) = −∇ · q+Q, (1.3)

sendo x = [x y]t é o vetor posição transposto, u = [u v]t o vetor velocidade transposto.

Considerando escoamentos bidimensionais e o sistema cartesiano de coordenadas, o vetor

velocidade possui componentes u = u(x, t) e v = v(x, t) ao longo das direções x e y,

respectivamente. A densidade do fluido ρ é tratada como constante, t ≥ 0 o tempo, e a

energia interna, q o fluxo de calor e Q o termo fonte de energia interna.

O tensor tensão total σ = σ (x, t) pode ser decomposto por

σ = τ − pI (1.4)

sendo p = p (x, t) é a pressão, I o tensor identidade e τ = τ (x, t) =

[
τxx τxy

τ yx τ yy

]
o tensor

das tensões. Em coordenadas Cartesianas bidimensionais, substituindo (1.4) na equação

(1.2) tem-se

ρ

(
∂u

∂t
+
∂(uu)

∂x
+
∂(vu)

∂y

)
= −∂p

∂x
+
∂τxx

∂x
+
∂τxy

∂y
, (1.5)

ρ

(
∂v

∂t
+
∂(uv)

∂x
+
∂(vv)

∂y

)
= −∂p

∂y
+
∂τxy

∂x
+
∂τ yy

∂y
. (1.6)

O tensor das tensões τ será decomposto em duas partes: uma contribuição newtoniana

(viscosa) com viscosidade ηs e uma parte não-newtoniana (elástica) com viscosidade ηp.

A viscosidade total do fluido η0 é capturada em uma temperatura de referência T0.

Dessa forma, o tensor das tensões τ pode ser escrito como
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τ = τs + τp, (1.7)

sendo τs = 2ηsD, ou ainda,

τs = ηs

[
2∂u
∂x

∂u
∂y

+ ∂v
∂x

∂v
∂x

+ ∂u
∂y

2∂v
∂y

]
(1.8)

e τp =

[
τxxp τxyp

τxyp τ yyp

]
a contribuição não-newtoniana do tensor das tensões definida por

uma equação constitutiva descrita na próxima seção.

O tensor taxa de deformação D é dado por

D =
1

2

(∇u+ (∇u)t
)
, (1.9)

sendo ∇u o tensor gradiente da velocidade e (∇u)t o seu transposto,

∇u =

[
∂u
∂x

∂u
∂y

∂v
∂x

∂v
∂y

]
e (∇u)t =

[
∂u
∂x

∂v
∂x

∂u
∂y

∂v
∂y

]
. (1.10)

Além disso, a derivada material e sua derivada convectiva para um tensor Ω, respec-

tivamente, é definida por

DΩ

Dt
=
∂Ω

∂t
+∇ · (uΩ) , (1.11)

∇

Ω =
∂Ω

∂t
+∇ · (uΩ)− (∇uΩ+Ω(∇u)t

)
, (1.12)

sendo

∇ · (uΩ) =

[
∂(uΩxx)

∂x
+ ∂(vΩxx)

∂y

∂(uΩxy)
∂x

+ ∂(vΩxy)
∂y

∂(uΩyx)
∂x

+ ∂(vΩyx)
∂y

∂(uΩyy)
∂x

+ ∂(vΩyy)
∂y

]
, (1.13)

∇uΩ =

[
Ωxx ∂u

∂x
+ Ωyx ∂u

∂y
Ωxy ∂u

∂x
+ Ωyy ∂u

∂y

Ωxx ∂v
∂x

+ Ωyx ∂v
∂y

Ωxy ∂v
∂x

+ Ωyy ∂v
∂y

]
, (1.14)
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Ω∇ut =

[
Ωxx ∂u

∂x
+ Ωyx ∂u

∂y
Ωxx ∂v

∂x
+ Ωyx ∂v

∂y

Ωxy ∂u
∂x

+ Ωyy ∂u
∂y

Ωxy ∂v
∂x

+ Ωyy ∂v
∂y

]
. (1.15)

A viscosidade de um fluido Newtoniano pode sofrer variações com o efeito da tem-

peratura e da densidade. Para escoamentos incompressíveis de um fluido Newtoniano

não-isotérmico, o tensor das tensões τ é definido como

τ = 2ηsD, (1.16)

onde ηs é a viscosidade do solvente constante, ou seja, não é dada em função da tempe-

ratura. Está estratégia é adotada devido a pouca influência da viscosidade do solvente

quando comparada a influência da viscosidade polimérica ηp. Simulações feitas em [13] e

[14] adotam a mesma estratégia.

Dessa forma, para escoamentos Newtonianos não-isotérmicos incompressíveis, a equa-

ção (1.2) na forma conservativa é dada por

ρ

(
∂u

∂t
+∇ · (uu)

)
= −∇p+ ηs∇2u, (1.17)

ou em coordenadas cartesianas bidimensionais juntamente com a equação (1.1),

∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0, (1.18)

ρ

(
∂u

∂t
+
∂(uu)

∂x
+
∂(vu)

∂y

)
= −∂p

∂x
+ ηs

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
, (1.19)

ρ

(
∂v

∂t
+
∂(uv)

∂x
+
∂(vv)

∂y

)
= −∂p

∂y
+ ηs

(
∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2

)
. (1.20)

Para escoamentos não-newtonianos não-isotérmicos, utilizando (1.7), a equação da

quantidade de movimento (1.17) é redefinida como

ρ

(
∂u

∂t
+∇ · (uu)

)
= −∇p+ ηs∇2u+∇ · τp. (1.21)



8

1.1.1 Modelos viscoelásticos: PTT e Oldroyd-B

A contribuição não-newtoniana τp na equação de conservação de quantidade de mo-

vimento exprime o comportamento elástico do fluido por meio de equações constitutivas.

Para o modelo PTT, a equação constitutiva não-linear que descreve τp é da forma

f(Trτp)τp + λ1(T )
∇

τp = 2ηp(T )D, (1.22)

sendo λ1(T ) o tempo de relaxação do fluido e ηp(T ) a viscosidade polimérica do fluido

obtidos em função da temperatura.

A função f(Trτp) determina a forma do modelo PTT, tais como

• Forma linear: f(Trτp) = 1 + ε
λ1(T )

ηp(T )
Trτp

• Forma exponencial: f(Trτp) = exp

(
ε
λ1(T )

ηp(T )
Trτp

)

• Forma quadrática: f(Trτp) = 1 + ε
λ1(T )

ηp(T )
Trτp +

1

2

(
ε
λ1(T )

ηp(T )
Trτp

)2

onde o parâmetro ε está relacionado com o comportamento elongacional do modelo e Trτp
representa o traço do tensor polimérico τp. Neste trabalho, vamos considerar o modelo

PTT com a forma linear , o qual foi proposto originalmente para escoamentos isotérmicos

por [16].

Assim, a equação constitutiva PTT, na forma dimensional, em coordenadas Cartesia-

nas bidimensionais é dada por

f(Trτp)τ
xx
p + λ1(T )

(
Dτxxp

Dt
− 2τxxp

∂u

∂x
− 2τxyp

∂u

∂y

)
= 2ηp(T )

∂u

∂x
, (1.23)

f(Trτp)τ
xy
p + λ1(T )

(
Dτxyp

Dt
− τxxp

∂v

∂x
− τ yyp

∂u

∂y

)
= ηp(T )

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)
, (1.24)

e

f(Trτp)τ
yy
p + λ1(T )

(
Dτ yyp
Dt

− 2τxyp

∂v

∂x
− 2τ yyp

∂v

∂y

)
= 2ηp(T )

∂v

∂y
. (1.25)

Para o modelo viscoelástico Oldroyd-B [7], a equação constitutiva que caracteriza τp

é dada por

τp + λ1(T )
∇

τp = 2ηp(T )D. (1.26)
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Perceba que, a equação constitutiva do modelo Oldroyd-B pode ser redefinida a partir

da equação (1.22) tomando f(Trτp) = 1, ou seja, ε = 0.

Em coordenadas cartesianas bidimensionais, a equação (1.26) é dada por

τxxp + λ1(T )

(
Dτxxp

Dt
− 2τxxp

∂u

∂x
− 2τxyp

∂u

∂y

)
= 2ηp(T )

∂u

∂x
, (1.27)

τxyp + λ1(T )

(
Dτxyp

Dt
− τxxp

∂v

∂x
− τ yyp

∂u

∂y

)
= ηp(T )

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)
, (1.28)

τ yyp + λ1(T )

(
Dτ yyp
Dt

− 2τxyp

∂v

∂x
− 2τ yyp

∂v

∂y

)
= 2ηp(T )

∂v

∂y
. (1.29)

1.1.2 Equação da Temperatura

Dependendo da aplicação, a equação da energia pode ser escrita de diversas formas

[12], [18]. Neste trabalho, com a ajuda da termodinâmica, a equação da temperatura é

derivada a partir da equação do balanço da energia [10].

Considerando que a energia interna e é dada somente em função da temperatura e

introduzindo a hipótese de entalpia h = e +
p

ρ
e h = cpT [38] à pressão constante, a

equação (1.3) pode ser reescrita, obedecendo a Lei de Fourier da condução, como

ρcp

(
∂T

∂t
+∇ · (uT )

)
= −∇ · q+Q. (1.30)

A equação acima é chamada de equação reduzida de balanço de energia ou ainda a

equação da temperatura, onde cp é o calor específico.

O termo q = −k∇T é uma generalização da Lei de Fourier, em que a condução de

calor pode depender da deformação elástica do fluido e k é a condutividade térmica do

fluido. O termo ∇·q = −k∇2T representa a transferência de calor por condução devido à

presença do gradiente de temperatura e Q é o termo fonte de produção de energia interna,

que inclui qualquer outra parte, por exemplo a geração de calor por uma reação química.

Do termo fonte Q pode-se extrair uma interação entre o tensor das tensões e o ten-

sor taxa de deformação. Em [19], o termo fonte compreende duas contribuições quando

considera-se a sua produção de calor interno: uma parte irreversível positiva e uma parte

reversível. Para o caso de fluidos puramente viscosos, a interação representa a dissipação

viscosa, mas no caso de fluidos viscoelásticos pode ocorrer transferência de energia me-



10

cânica na dissipação viscosa, e assim o fenômeno é irreversível. Este caso corresponde a

elasticidade entrópica pura.

Para materiais elásticos, toda a energia mecânica é armazenada como energia elástica

[14], [15] e pode ser revertida em energia mecânica (fenômeno reversível). Este caso

corresponde à energia elástica pura. Em aplicações de Engenharia com fluidos elásticos

[51], esse fenômeno é capaz de produzir metade da energia necessária para a extrusão de

polímero fundido. Dessa forma, para fluidos viscoelásticos, a energia interna Q depende

do comportamento mais viscoso ou mais elástico do escoamento.

Levando em consideração os casos apresentados, o termo-fonte Q para o modelo vis-

coelástico Oldroyd-B é escrito como

Q = τs : D + ατp : D + (1− α)
Trτp

2λ1(T )
. (1.31)

O parâmetro α é um coeficiente de energia particionada e a operação “ : ” denota o

produto escalar duplo de dois tensores. Detalhes de como obter o produto escalar duplo

dos tensores na equação (1.31) são encontrados no Apêndice B. Se α = 0 tem-se energia

elástica pura correspondente ao comportamento elástico do material puro. Se α = 1 trata-

se de entropia pura [10], correspondente ao comportamento viscoso do material puro.

Assim, a equação da temperatura dimensional para um escoamento viscoelástico de

um fluido Oldroyd-B é dada por

ρcp

(
∂T

∂t
+∇ · (uT )

)
= −k∇2T + (2ηsD) : D+ ατp : D+ (1− α)

Trτp
2λ1(T )

, (1.32)

ou ainda, em coordenadas Cartesianas bidimensionais,

∂T

∂t
+
∂(uT )

∂x
+
∂(vT )

∂y
= k

(
∂2T

∂x2
+
∂2T

∂y2

)
+

2ηs

[(
∂u

∂x

)2

+

(
∂v

∂y

)2

+
1

2

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)2
]
+

α

[
τxxp

∂u

∂x
+ τ yyp

∂v

∂y
+

(
τxyp

2

)(
∂v

∂x
+
∂u

∂y

)]
+ (1− α)

τxxp + τ yyp
2λ1(T )

. (1.33)

Considerando a equação da temperatura (1.30), o termo fonte Q para o modelo PTT

é reescrito em (1.31) da forma [28]

Q = ατp : D+ (1− α)
Trτp
2λ1(T )

. (1.34)
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Assim, a equação da temperatura para esse fluido é dada por

ρcp

(
∂T

∂t
+∇ · (uT )

)
= −k∇2T + ατp : D+ (1− α)

Trτp
2λ1(T )

, (1.35)

ou em coordenadas Cartesianas bidimensionais,

∂T

∂t
+
∂(uT )

∂x
+
∂(vT )

∂y
= k

(
∂2T

∂x2
+
∂2T

∂y2

)
+

α

[
τxxp

∂u

∂x
+ τ yyp

∂v

∂y
+

(
τxyp

2

)(
∂v

∂x
+
∂u

∂y

)]
+ (1− α)

τxxp + τ yyp
2λ1(T )

. (1.36)

1.1.3 Modelando o fluido viscoelástico não-isotérmico

Os modelos matemáticos podem ser utilizados para representar matematicamente a

variação de alguns parâmetros, tais como a velocidade ou a densidade de um fluido,

com a variação de uma condição ambiental. Esses modelos são chamados de Modelos

Secundários [21] e uma das condições ambientais é a temperatura.

Esses modelos podem ser descritos através de equações polinomiais, exponenciais,

lineares ou potenciais, conforme o ajuste dos dados propostos. Entre os principais modelos

secundários descritos na literatura, tem-se o modelo de Arrhenius [35] e o modelo WLF

(Williams-Landel-Ferry)[4]. Esses modelos são descritos pelo fator de deslocamento (fT ).

A viscosidade do polímero, viscosidade do solvente e o tempo de relaxação do fluido

obtidos para diferentes temperaturas podem ser superpostos em uma curva mestra (Prin-

cípio da superposição tempo-temperatura) ao longo de um eixo logarítmico da frequência

ou do tempo [9], [32], [36].

A equação de Arrhenius é amplamente utilizada para descrever a variação da taxa de

reação química com a temperatura, ou ainda com parâmetros microbiológicos. Seu fator

de deslocamento é dado por

fT = exp

(
E

2, 303R

(
1

T
− 1

T0

))
, (1.37)

sendo E a energia de ativação, R a constante dos gases ideais (8, 314J/mol.K) e 2, 303 o

valor do logaritmo natural de 10.

A equação WLF é muito utilizada no deslocamento de materiais viscoelásticos quando

as temperaturas são inferiores ou próximas à temperatura de transição vítrea (Tg) do

material.

A transição vítrea é característica de materiais amorfos, sendo definida como a pas-

sagem de um estado desordenado rígido (vítreo) para um estado desordenado no qual as

cadeias poliméricas possuem uma mobilidade maior. Em algumas classes de polímeros,

essa mobilidade dá origem ao comportamento de elasticidade da borracha [11].
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De acordo com [4], quando T > Tg + 100K, ou seja, a temperatura é maior que a

temperatura de transição vítrea, as moléculas movem-se através de saltos e utiliza-se o

modelo de Arrhenius, por exemplo. Por outro lado, quando Tg < T < Tg + 100K a

diminuição da viscosidade é justificada pelo volume criado pela expansão térmica. Neste

caso, utiliza-se, por exemplo, o modelo Williams-Landel-Ferry.

A equação WLF é descrita a partir da equação de Doolittle, usada na descrição da

viscosidade de líquidos de baixa massa molecular [24].

Para a modelagem dos fluidos Oldroyd-B e PTT, o tempo de relaxação λ1(T ) do fluido

e a viscosidade do polímero ηp(T ), dados em função da temperatura, são definidos pelas

equações, respectivamente por

λ1(T ) = fTλ1(T0), (1.38)

ηp(T ) = fTηp(T0), (1.39)

sendo λ1(T0) e ηp(T0), respectivamente, o tempo de relaxação e a viscosidade do polímero

na temperatura de referência T0.

O fator deslocamento fT obedece a relação WLF, definido por

fT = exp

(
− C1(T − T0)

C2 + T − T0

)
(1.40)

sendo C1 e C2 parâmetros do modelo adotados como em [28].

1.2 Adimensionalização

No mundo real dos projetos em mecânica dos fluidos é comum estabelecer relações

entre as grandezas físicas através de uma equação dimensional. Isso pode ser feito se

a dimensão de cada termo da equação não for alterada, ou seja, a similaridade com a

equação dimensional deve ser preservada.

A adimensionalização dessas equações é realizada para que se possa estudar escoamen-

tos em escala reduzida. Isso reduz os custos, por exemplo, em experimentos de grande

escala e permite a análise de várias configurações ou condições de escoamento.

Para que a equação dimensional se transforme em uma equação adimensional, é pre-

ciso estabelecer um conjunto de variáveis e constantes que aparecem como coeficientes nas

equações adimensionalizadas. Esses coeficientes são agrupados em parâmetros adimensi-

onais que passarão a caracterizar o escoamento [38].
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As equações do modelo apresentadas anteriormente estão na forma dimensional. Nesta

seção, as equações são expostas na forma adimensional.

As relações entre as variáveis dimensionais e adimensionais (∗) do problema estudado

são definidas como:

x∗ =
x

L0

, u∗ =
u

U0

, t∗ =
tU0

L0

, (1.41)

p∗ =
p

ρ0U2
0

τp
∗ =

τp

ρ0U2
0

, T ∗ =
T − T0
Tw − T0

.

As escalas de grandeza adotadas para o escoamento não-isotérmico são T0, L0, U0,

ρ0 e Tw, representando, respectivamente, a temperatura de referência, o comprimento, a

velocidade, a densidade do fluido e a temperatura na parede. Admitindo, por hipótese,

que o escoamento é incompressível, adota-se ρ = ρ0.

Com a introdução das variáveis adimensionais, alguns parâmetros adimensionais sur-

gem de acordo com o modelo utilizado. Para um escoamento viscoelástico não-isotérmico,

define-se os seguintes parâmetros:

• Número de Reynolds (Re) - Razão entre as forças inerciais e as forças viscosas do

escoamento, expresso por

Re =
ρU0L0

η0
,

sendo η0 a viscosidade dinâmica total do fluido capturada em T = T0. Observe que

Re é um parâmetro constante do modelo adotado como em [13].

• Número de Prandtl (Pr)- Relaciona a viscosidade cinemática e a difusividade tér-

mica do fluido, dependendo apenas de propriedades do fluido

Pr =
ν

χ

sendo χ =
k

ρ0cp
o coeficiente de difusividade térmica do fluido e ν =

η0
ρ0

a viscosidade

cinemática. O número de Prandtl é um parâmetro adimensional característico de

escoamentos não-isotérmicos.

• Número de Peclet (Pe)- Similar ao número de Reynolds, agora utilizando a difusivi-

dade térmica, é a razão entre o calor transferido por convecção e o calor transferido

por condução, ou seja,

Pe =
U0L0

χ
.
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Ainda, o número de Peclet equivale ao produto dos números adimensionais Reynolds

e Prandtl, isto é,

Pe = RePr.

Altos valores de Pe indicam a predominância do transporte de calor convectivo,

enquanto valores baixos indicam a predominância do transporte condutivo.

• Número de Brinkman (Br)- Quantifica a relação entre o calor gerado pela dissipação

viscosa e o calor na parede, resultante da diferença da temperatura imposta na pa-

rede e a temperatura de referência, ou seja, aquecimento interno (auto-aquecimento)

e aquecimento externo. É definido por

Br =
η0U

2
0

k(Tw − T0)
.

• Parâmetro (β)- Parâmetro que controla a quantidade de contribuição newtoniana

do fluido dada por

β =
ηs
η0
.

Para um escoamento Newtoniano, β = 1.

Adotando que as propriedades do fluido λ1(T ) e ηp(T ) são dependentes da temperatura,

dois parâmetros adimensionais surgem dependentes da temperatura:

• Número de Weissemberg (Wi) - Parâmetro adimensional característico de escoamen-

tos viscoelásticos representando a razão entre uma escala de tempo característico

do fluido λ1(T ), em função da temperatura, e a escala de tempo característico do

escoamento

(
U0

L0

)
, isto é,

Wi(T ) =
λ1(T )U0

L0

.

e

• Parâmetro de retardação (ωr)- relaciona as viscosidades polimérica e total

ωr(T ) =
ηp(T )

η0
,

onde ωr ∈]0, 1[.

O processo de adimensionalização das equações utilizadas é apresentado no Apêncice

A. As equações adimensionalizadas do modelo são dadas a seguir.
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Equação da Continuidade

∇ · u = 0, (1.42)

Equação de Conservação de Quantidade de Movimento

∂u

∂t
+∇ · (uu) = −∇p+ β

Re
∇2u+∇ · τp, (1.43)

Equação Constitutiva Oldroyd-B

τp +Wi(T )
∇

τp = 2
ωr(T )

Re
D. (1.44)

Equação Constitutiva PTT

Re

(
ε
Wi(T )

ωr(T )
Trτpτp

)
+ τp +Wi(T )

∇

τp = 2
ωr(T )

Re
D, (1.45)

sendo

Wi(T ) = Wi(T0)fT e ωr(T ) = ωr(T0)fT . (1.46)

Equação da Temperatura para o fluido Oldroyd-B

∂T

∂t
+∇ · (uT ) = 1

Pe
∇2T + 2β

Br

Pe
(D : D) +

BrRe

Pe

(
ατp : D+ (1− α)

Trτp
2Wi(T )

)
.(1.47)

Função WLF

fT = exp

[
− C1T

C2

(Tw−T0)
+ T

]
. (1.48)

A forma adimensional da equação da temperatura do fluido PTT é obtida a partir da

equação da temperatura do modelo Oldroyd-B (1.47) retirando o termo 2β
Br

Pe
(D : D).

Dessa forma, não há necessidade de descrevê-la no conjunto de equações acima.
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1.3 Simplificação do Modelo

Para simplificação do modelo [10], a viscosidade do polímero e o tempo de relaxação

do fluido, presentes na equação da temperatura para o modelo viscoelástico Oldroyd-B

e PTT, serão considerados constantes. Assim, as equações da temperatura para os dois

modelos viscoelásticos serão reescritas com o parâmetro adimensional Wi não dependente

da temperatura.

Novamente, a equação da temperatura para o modelo viscoelástico PTT será omitida,

uma vez que, a partir da equação (1.50) pode-se obter a forma simplificada da equa-

ção para o modelo PTT, considerando as mesmas hipóteses de simplificação do modelo

Oldroyd-B. Na equação (1.48) adota-se a simplificação Tw − T0 = 1 como em [10].

A viscosidade do polímero e o tempo de relaxação do fluido são dados em função da

temperatura nas equações constitutivas, ou seja, as equações constitutivas de τp não serão

modificadas.

Equação de conservação de quantidade de movimento

∂u

∂t
+∇ · (uu) = −∇p+ β

Re
∇2u+∇ · τp (1.49)

Equação da temperatura para o fluido Oldroyd-B

∂T

∂t
+∇ · (uT ) = 1

Pe
∇2T + 2β

Br

Pe
(D : D) +

BrRe

Pe

(
ατp : D+ (1− α)

Trτp
2Wi

)
. (1.50)

Fator deslocamento

fT = exp

[
− C1T

C2 + T

]
(1.51)

1.4 Condições iniciais e condições de contorno

Para resolver as equações do modelo simplificado (seção 1.3) é necessário impor condi-

ções auxiliares adequadas para a velocidade u, a pressão p, a contribuição não-newtoniana

τp e a temperatura T .

As condições iniciais fornecem informações sobre o estado inicial do problema, sendo

relevantes para a convergência do método numérico [43]. Elas devem ser satisfeitas no

instante em que o sistema é inicializado t = t0 e em todo o domínio. Além disso, é

necessário que o campo de velocidade inicial u0 satisfaça a equação da continuidade

(1.42). A pressão e a contribuição não-newtoniana devem ser compatíveis com o campo

de velocidade, geralmente, consideradas nulas no instante inicial t0 [38], [4].
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Dessa forma, as condições iniciais para u, p, τ e T são dadas por

u =

[
0

0

]
, p = 0, (1.52)

τ =

[
0 0

0 0

]
, (1.53)

T = 0. (1.54)

As condições de fronteira são determinadas na fronteira de entrada do fluido (inje-

tor ou inflow), na saída de fluido (ejetor ou outflow) e na fronteira rígida (boundary),

especificadas como na Figura (1).

Figura 1: Tipos de fronteiras consideradas neste trabalho.

Nas condições de fronteira de entrada de fluido, as componentes da velocidade normal

u→

n
e da velocidade tangencial u→

t
são definidas como

u→

n
= uinflow, (1.55)

u→

t
= 0, (1.56)

onde uinflow é a velocidade prescrita na fronteira de entrada da geometria. Se a velocidade

na fronteira de entrada de fluido é constante, utiliza-se a estratégia [45] adotando τp = 0.

Para a temperatura, é usada a condição de Dirichlet no injetor.

Considerando o escoamento totalmente desenvolvido, uma solução com perfil parabó-

lico para o modelo Oldroyd-B isotérmico é imposto no injetor [4] para as velocidades u e
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v

u(y) = 4U0
y

L0

(
1− y

L0

)
, v(y) = 0, (1.57)

e para as componentes do tensor polimérico τp

τp
xx = 2

Wi

Re
ωr

(
∂u

∂y

)2

, (1.58)

τp
xy =

ωr

Re

(
∂u

∂y

)
, (1.59)

e

τp
yy = 0. (1.60)

Para o fluido PTT, as soluções analíticas das componentes u e v da velocidade u e as

componentes τxxp , τxyp e τ yyp de τp na fronteira de entrada de fluido são impostas seguindo

a metodologia de Pinho et al. [33]. Estas soluções são dadas para um canal bidimensional

com escoamento totalmente desenvolvido paralelo ao eixo−x para o modelo isotérmico.

Sendo assim, na fronteira de entrada de fluido, a velocidade v é imposta

v(y) = 0, (1.61)

enquanto para a velocidade u, a solução analítica é dada por

u(y) =

⎛⎜⎝
∂p

∂x
Re

8β

⎞⎟⎠ (1− 4y) +

-
1.5ε

∂p

∂x
(1− β3)ReWi2

(
±|C − 2

√
A+ C2| 13 (3C +

2
√
A+ C2)

)

-
1.5ε

∂p

∂x
(1− β3)ReWi2

(
±|C − 2

√
A+ C2)| 13 (−3C +

2
√
A+ C2)

)

-
1.5ε

∂p

∂x
(1− β3)ReWi2

(
±|2Cy + 2

√
A+ (2Cy)2| 13 )(−6Cy + 2

√
A+ (2Cy)2)

)

-
1.5ε

∂p

∂x
(1− β3)ReWi2

(
±|2Cy − 2

√
A+ (2Cy)2| 13 (6Cy + 2

√
A+ (2Cy)2)

)
,

com as constantes
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A =
ω6
r

(6εβ)
1

3

(1.62)

e

C =
−WiRe(ωr)

3 ∂p

∂x
8εβ

. (1.63)

Para as componentes do tensor polimérico τp são empregadas as soluções analíticas

τxyp = ±|W +
2
√
P +W 2| 13 ± |W − 2

√
P +W 2| 13 , (1.64)

τxxp = 2WiRe
τxy

2

p

ωr

e τ yyp = 0, (1.65)

sendo

W =
−ω3

r

∂p

∂x
y

4βεWi2Re2
(1.66)

e

P =
ω6
r

(6βεWi2Re2)3
. (1.67)

As soluções analíticas apresentadas acima para os modelos Oldroyd-B e PTT serão

utilizadas como soluções de referência nas simulações numéricas do próximo Capítulo.

Na fronteira de saída de fluido do domínio do escoamento, definindo
→

n a direção

normal a fronteira do ejetor, é considerada a condição do tipo Neumann homogênea para

as componentes da velocidade, da contribuição não-newtoniana τp e para a temperatura

T , dadas respectivamente, por

∂u→

t

∂
→

n
= 0,

∂u→

n

∂
→

n
= 0,

∂τp

∂
→

n
= 0 e

∂T

∂
→

n
= 0. (1.68)

Na fronteira rígida adota-se a condição de não-escorregamento (no-slip) para a velo-

cidade, ou seja, a velocidade tangencial u→

t
é a mesma que a velocidade na fronteira do

fluido uf . Como a fronteira rígida está em repouso, consideramos u = 0 e então,

u→

t
= 0. (1.69)

Também adota-se a condição de fronteira impermeável para a velocidade, isto é, não

há fluxo de massa na direção normal ao longo da fronteira,

u→

n
= 0. (1.70)
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Para a temperatura é aplicada a condição adiabática na fronteira rígida considerando

que não há fluxo de calor entre o fluido e a parede [31],

−k ∂T
∂
→

n
= 0, (1.71)

ou ainda pode-se considerar a condição de Dirichlet,

Tw = Tw0, (1.72)

onde Tw é a temperatura na parede com valor Tw0.

Pelas condições de contorno na fronteira rígida para a velocidade, a contribuição não-

newtoniana τp pode ser calculada por simplificações levando em consideração a direção

da fronteira rígida. Assim, dois casos devem ser analisados:

• Fronteira rígida paralela ao eixo-x

Pela condição de não-escorregamento

u = 0⇒ ∂u

∂x
= 0, (1.73)

e pela condição de impermeabilidade

v = 0⇒ ∂v

∂x
= 0. (1.74)

Pela equação da continuidade,

∂u

∂x
= 0⇒ ∂v

∂y
= 0. (1.75)

Portanto, para a contribuição não-newtoniana τp, as componentes da equação (1.44)

do fluido Oldroyd-B são simplificadas e escritas na fronteira rígida como

∂τp
xx

∂t
= 2

∂u

∂y
τp

yx − 1

Wi(T )
τp

xx, (1.76)

∂τp
xy

∂t
=
∂u

∂y
τp

yy +
ωr(T )

ReWi(T )

∂u

∂y
− τp

xy

Wi(T )
, (1.77)
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∂τp
yy

∂t
= − τp

yy

Wi(T )
. (1.78)

Para o modelo PTT, de forma similar a simplificação do modelo Oldroyd-B, a equação

(1.45) é simplificada e reescrita na fronteira rígida, em coordenadas Cartesianas bidimen-

sionais, como

∂τp
∂t

= 2
∂u

∂y
τ yxp −

[(
εRe

ωr(T )

Wi(T )
(τxxp + τ yyp )

)
+ 1

]
τxxp , (1.79)

∂τxyp

∂t
=
∂u

∂y
τ yyp +

ωr(T )

ReWi(T )

∂u

∂y
−
[(
εRe

ωr(T )

Wi(T )
(τxxp + τ yyp )

)
+ 1

]
τxyp , (1.80)

e
∂τ yyp
∂t

=

[(
εRe

ωr(T )

Wi(T )
(τxxp + τ yyp )

)
+ 1

]
τxyp . (1.81)

• Fronteira rígida paralela ao eixo-y

Pela condição de não-escorregamento,

v = 0⇒ ∂v

∂y
= 0, (1.82)

e pela condição de impermeabilidade

u = 0⇒ ∂u

∂y
= 0. (1.83)

Pela equação da continuidade,

∂v

∂y
= 0⇒ ∂u

∂x
= 0. (1.84)

Simplificando de forma similar ao caso em que a fronteira rígida é paralela ao eixo−x,
as equações de τxxp , τxyp e τ yyp para o fluido Oldroyd-B são dadas por,

∂τxxp

∂t
= − τxxp

Wi(T )
, (1.85)

∂τxyp

∂t
=
∂v

∂x
τxxp +

ωr(T )

ReWi(T )

∂v

∂x
− τxyp

Wi(T )
, (1.86)
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e

∂τ yyp
∂t

= 2
∂v

∂x
τxyp − 1

Wi(T )
τ yyp . (1.87)

Para o modelo PTT,

∂τxxp

∂t
=

[(
εRe

ωr(T )

Wi(T )
(τxxp + τ yyp )

)
+ 1

]
τxxp , (1.88)

∂τxyp

∂t
=
∂v

∂x
τxxp +

ωr(T )

ReWi(T )

∂v

∂x
−
[(
εRe

ωr(T )

Wi(T )
(τxxp + τ yyp )

)
+ 1

]
τxyp , (1.89)

e
∂τ yyp
∂t

= 2
∂v

∂x
τxyp −

[(
εRe

ωr(T )

Wi(T )
(τxxp + τ yyp )

)
+ 1

]
τ yyp . (1.90)

No próximo capítulo, o método numérico utilizado para as simulações de escoamento

de fluido incompressível não-isotérmico será apresentado.



Capítulo

2

Método computacional

A metodologia MAC (Marker-and-Cell) [40] foi uma das primeiras metodologias para

a simulação de escoamentos de fluido newtoniano com superfície livre. O método MAC

[44] é um esquema explícito que utiliza diferenças finitas como método de discretização

para as equações de Navier-Stokes, sendo normalmente implementado em uma malha

deslocada. Originalmente foi descrito para o tratamento de escoamentos com superfície

livre em que, partículas marcadoras definem inclusive a posição da superfície livre do

fluido 1(Além da região onde possui fluido). Para escoamentos confinados as partículas

marcadoras não são necessárias.

Após o desenvolvimento do método MAC, outros métodos foram desenvolvidos, entre

eles, o método SMAC (Simplied Marker-And-Cell)[2]. Tal metodologia, simplifica as

condições de contorno utilizadas no MAC e introduz o conceito de métodos de projeção.

Dessa forma, é introduzido um potencial auxiliar (então denominado pseudo-pressão) para

a formulação da equação de Poisson dividindo o ciclo computacional em duas partes, de

tal forma que a velocidade e pressão não sejam calculadas no mesmo processo iterativo.

Estendendo o método SMAC, surge o método GENSMAC (Generalized-Simplied-

Marker-and-Cell) desenvolvido por [52], onde partículas virtuais são empregadas para

representar apenas a superfície livre do fluido. Outras extensões do método MAC e

SMAC podem ser encontradas em [39], [44].

Este capítulo tem por objetivo apresentar detalhes do método numérico adotado neste

trabalho. A formulação numérica é baseada em métodos de projeção para a solução do

sistema de equações (Seção 1.4).

1Este tipo de fronteira não será estudada neste trabalho

23
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2.1 Malha computacional

A malha onde as equações do modelos são discretizadas é fixa (euleriana) com espa-

çamento δ uniforme nas direções x e y admitindo que δx = δy. A malha fixa é composta

por células deslocadas (staggered grid) onde a velocidade u = (u, v) é calculada na face

da célula, enquanto as outras propriedades do fluido são calculadas no centro da célula.

A Figura 2 ilustra a estrutura de uma célula deslocada, no caso bidimensional, onde ϕ

representa o armazenamento das propriedades: temperatura, pressão e tensor polimérico.

Figura 2: Representação do armazenamento das propriedades em uma célula de uma
malha deslocada.

2.2 Classificação das células

As propriedades do escoamento são representadas em uma malha de células mantidas

em todo o domínio computacional considerando escoamentos confinados.

Classifiquemos as células [F](Full) como células cheias de fluido, células de contorno

[B](Boundary) determinam a configuração dos contornos rígidos, enquanto que as célu-

las no injetor [I](Inflow) definem a entrada de fluido no domínio. As células do ejetor

[O](Outflow) demarcam a saída do fluido no domínio. Como o escoamento é confinado,

todas as células possuem fluido, ou seja, não há células vazias no domínio.

A Figura 3 ilustra um exemplo da classificação das células em um domínio computa-

cional.
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Figura 3: Classificação das células para escoamentos confinados.

2.3 Método de projeção

A pressão em escoamentos incompressíveis tem como objetivo garantir que a equação

da continuidade, sob o ponto de vista da modelagem matemática, seja satisfeita em cada

passo do tempo. Sendo assim, a solução numérica das equações (1.42) e (1.49) acopla os

campos de pressão e velocidade. Devido a esse acoplamento, estabelecemos dois tipos de

métodos: os acoplados e os segregados.

Os métodos acoplados resolvem, em um mesmo processo, o cálculo dos campos de

velocidade e de pressão. Tal fato é bastante incomodo do ponto de vista computacional

pelo tamanho e não-linearidade do sistema obtido. Já nos métodos segregados, a solução

se faz de maneira separada, ou seja, utiliza-se a estratégia de desacoplamento dos campos

de velocidade u e pressão p. Essa estratégia, conhecida como método de projeção, foi

proposta por [30] fundamentada pelo Teorema da Decomposição de Helmholds-Hodge

(TDHH).

O TDHH afirma que, seja Ω uma região com fronteira ∂Ω suave e ũ um campo vetorial

definido em Ω. Nestes termos, a decomposição de ũ na forma

ũ = u+∇ψ, (2.1)

existe e é única, sendo φ um campo escalar também definido em Ω. O campo vetorial u

é solenoidal (∇ · u = 0) e, ao longo de ∂Ω,
→

u · →n= 0, onde
→

n é a normal exterior a ∂Ω.
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A demonstração deste teorema pode ser encontrado em [30].

A essência do método de projeção consiste em calcular um campo de velocidade in-

termediária ũ utilizando a equação da quantidade de movimento (1.49), com exceção do

termo convectivo da equação,

∂ũ

∂t
+∇ · (uu) = −∇p̃+ β

Re
∇2ũ+∇ · τp (2.2)

e um campo de pressão tentativa p̃ �= p. Essa estratégia desacopla os campos de pressão

e velocidade.

Em muitos casos, ũ não é solenoidal, pois consideramos a pressão como uma apro-

ximação. Admitindo-se a decomposição do TDHH e aplicando-se o divergente em (2.1)

tem-se

∇ · ũ = ∇ · u +∇2ψ. (2.3)

Impondo a equação da continuidade (1.42) em (2.3), ψ é determinado pela equação

de Poisson

∇2ψ = ∇ · ũ, (2.4)

com condições de contorno nas fronteiras rígidas e no inflow,

∂ψ

∂
→

n
= 0 (2.5)

enquanto no outflow

ψ = 0. (2.6)

Após o cálculo de ψ, a velocidade u é obtida por

u = ũ−∇ψ. (2.7)

Até o momento, apenas o campo de pressão tentativo p̃ e a velocidade u foram calcula-

dos. Para obter o valor corrigido da pressão p, substitui-se (2.7) na equação da quantidade

de movimento (2.2) e compara-se com a equação (1.43), resultando na equação

p = p̃+
ψ

δt
−
(
β

Re

)
∇2ψ. (2.8)
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2.4 Integração temporal da equação da quantidade de

movimento

Proposta por Oishi et al. nos trabalhos [48] e [47], a integração temporal da equação

da quantidade de movimento é feita de forma semi-implícita, onde os termos convectivos

da equação (1.49) são integrados explicitamente enquanto os termos difusivos da equação

da quantidade de movimento são integrados implicitamente.

Utilizando o método de Euler implícito (EI) na integração temporal da equação de

quantidade de movimento (1.49), considerando τ̃p uma aproximação para τp, tem-se

un+1 − un

δt
+∇ · (uu)n = −∇pn+1 +

(
β

Re

)
∇2un+1 +∇ · τ̃pn+1, (2.9)

e reescrevendo a equação (2.9) para o campo de velocidade intermediária ũn+1,

ũn+1 − ũn

δt
+∇ · (uu)n = −∇p̃n+1 +

(
β

Re

)
∇2ũn+1 +∇ · τ̃pn+1, (2.10)

onde ũn = un e p̃n+1 = pn.

A correção da pressão é feita substituindo a equação da atualização da velocidade

un+1 = ũn+1 −∇ψn+1, (2.11)

na equação (2.10),

(u +∇ψ)n+1 − un

δt
+∇ · (uu)n = −∇p̃n+1

(
β

Re

)
∇2 (u +∇ψ)n+1 +∇ · τ̃pn+1 ⇒

un+1 − ũn

δt
+∇ · (uu)n = −∇

(
p̃n+1 +

ψn+1

δt
− β

Re
∇2ψn+1

)
+∇ · τ̃pn+1. (2.12)

Comparando a equação (2.12) com a equação (2.9), obtêm-se o valor da pressão cor-

rigida

pn+1 = p̃n+1 +
ψn+1

δt
−
(
β

Re

)
∇2ψn+1. (2.13)

Aplicando o método implícito para resolver a equação da quantidade de movimento,

faz-se necessário respeitar a condição CFL (Corant-Friedrichs-Lewy)[37] imposta para o

cálculo de δt. Está condição está relacionada aos termos não-lineares da equação da

quantidade de movimento, expressa por
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δtCFL = min{δtCFLx
, δtCFLy

}, (2.14)

onde

δtCFLx
=

δx

|u|max

, (2.15)

δtCFLy
=

δy

|v|max

, (2.16)

e, |u|max e |v|max representam, os valores máximos que as velocidades u e v atingem em

módulo nas direções x e y, respectivamente.

2.5 Integração temporal da equação constitutiva

As equações constitutivas (1.44) e (1.45) que definem τp são resolvidas utilizando

o método de Runge-Kutta de segunda ordem de precisão na sua integração temporal.

Para um fluido Oldroyd-B, a equação (1.44) pode ser reescrita na forma de uma equação

diferencial parcial

∂τp
∂t

= G(u, τp, T ), (2.17)

onde G(u, τp, T ) é dado por

G(u, τp, T ) =
ωr(T )

Re
[∇u+ (∇u)T ]− 1

Wi(T )

(∇ · (uτp)− ((∇u)Tτp + τp∇u
))
. (2.18)

Para o modelo viscoelástico PTT, a equação (1.45) pode ser reescrita como

∂τp
∂t

= F (u, τp, T ), (2.19)

onde

F (u, τp, T ) =
ωr(T )

Re
[∇u+ (∇u)T ]− 1

Wi(T )

(∇ · (uτp)− ((∇u)Tτp + τp∇u
))

(2.20)

−ReεWi(T )

ωr(T )
Trτpτp.
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O esquema Runge-Kutta é aplicado em duas etapas para o cálculo de τp. Na primeira

etapa, calcula-se primeiramente τ̃p
n+1 por Euler Explícito,

τ̃p
n+1 − τp

n

δt
= G(un, τp

n, T n) (2.21)

e na segunda etapa, calcula-se τp
n+1 de forma semelhante a Regra do Trapézio

τp
n+1 − τp

n

δt
=

1

2

[
G(un, τp

n, T n) +G(un+1, τ̃p
n+1, T̃ n+1)

]
. (2.22)

As equações (2.21) e (2.22), respectivamente, são redefinidas para o modelo PTT por

τ̃p
n+1 − τp

n

δt
= F (un, τp

n, T n), (2.23)

e

τp
n+1 − τp

n

δt
=

1

2

[
F (un, τp

n, T n) + F (un+1, τ̃p
n+1, T̃ n+1)

]
. (2.24)

2.6 Integração temporal da equação da temperatura

A integração temporal da equação da temperatura dos modelos Oldroyd-B e PTT será

feita de forma semelhante a integração temporal das equações constitutivas para o tensor

polimérico τp.

Assim, reescrevendo a equação da temperatura (1.50) do modelo Oldroyd-B, primei-

ramente, na forma de uma equação diferencial parcial, tem-se

∂T

∂t
= W (u, τp, T ), (2.25)

onde

W (u, τp, T ) = −∂uT
∂x

− ∂vT

∂y
+

1

Pe
∇2T+ (2.26)

2β
Br

Pe
(τs : D) +

BrRe

Pe

(
ατp : D+ (1− α)

Trτp
2Wi

)
.

A equação da temperatura (1.45) do modelo PTT pode ser reescrita como

∂T

∂t
= P (u, τp, T ) (2.27)

onde

P (u, τp, T ) = −∂uT
∂x

− ∂vT

∂y
+

1

Pe
∇2T+ (2.28)
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BrRe

Pe

(
ατp : D+ (1− α)

Trτp
2Wi

)
.

Aplicando Euler explícito, na primeira etapa, o cálculo de T̃ n+1 é feito por

T̃ n+1 − T n

δt
= W (un, τ̃p

n+1, T n) (2.29)

no modelo Oldroyd-B, enquanto no modelo PTT

T̃ n+1 − T n

δt
= P (un, τ̃p

n+1, T n). (2.30)

Na segunda etapa, pela regra do Trapézio, calcula-se T n+1 para o modelo Oldroyd-B

por

T n+1 − T n

δt
=

1

2

[
W (un, τp

n, T n) +W (un+1, τp
n+1, T̃ n+1)

]
(2.31)

e

T n+1 − T n

δt
=

1

2

[
P (un, τp

n, T n) + P (un+1, τp
n+1, T̃ n+1)

]
(2.32)

para o modelo PTT.

2.7 Ciclo Computacional

Suponha que un, pn, τpn e T n são conhecidos no tempo t = tn. O ciclo computacional

que será executado para calcular un+1, pn+1, τp
n+1 e T n+1 em tn+1 = tn + δt é dado,

simplificadamente pra o modelo Oldroyd-B, pelos seguintes passos:

• Passo 1-O: Calcula-se τ̃p
n+1 através de (2.21).

• Passo 2-O: Calcula-se T̃ n+1 por (2.29).

• Passo 3-O: Calcula-se ũn+1 por (2.10) com ũn = un e p̃n+1 = pn.

• Passo 4-O: Cálculo de ψn+1 pela solução da equação de Poisson ∇2ψn+1 = ∇· ũn+1

com condições de contorno (2.5) e (2.6).
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• Passo 5-O: Atualização de un+1 usando (2.11).

• Passo 6-O: Atualização do campo de pressão por (2.13).

• Passo 7-O: Cálculo de τp
n+1 por (2.22).

• Passo 8-O: Cálculo de T n+1 por (2.31).

• Passo 9-O: Atualizar as propriedades (1.46) assim como as condições de contorno

expostas na Seção 1.5.

Para o cálculo de τp definido pela equação constitutiva do modelo PTT, as mudanças

surgem no ciclo computacional com a alteração do Passo 1-O, Passo 2-O, Passo 7-O

e Passo 8-O para:

• Passo 1-P: Calcula-se τ̃p
n+1 através de (2.23).

• Passo 2-P: Calcula-se T̃ n+1 por (2.30).

• Passo 7-P: Cálculo de τp
n+1 por (2.24).

• Passo 8-P: Cálculo de T n+1 por (2.32).

2.8 Discretização espacial

Definida as equações apresentadas para a solução do modelo não-isotérmico, é neces-

sário ressaltar alguns aspectos da discretização por diferenças finitas. Quando analisamos

modelos viscoelásticos [48] alguns cuidados devem ser tomados principalmente nas condi-

ções de contorno por apresentarem não linearidades nas equações.

A discretização espacial da equação da continuidade, equação de quantidade de movi-

mento, equação para a contribuição não-newtoniana, assim como a discretização do campo

de pressão e equação de Poisson para o potencial auxiliar e suas respectivas discretizações

para a fronteira rígida, injetores e ejetores, podem ser encontradas em [43] e [50]. Detalhes

sobre a discretização das equações no GENSMAC podem ser encontradas em [53].

É importante ressaltar que os trabalhos citados abordam discretizações para o mo-

delo viscoelástico isotérmico. Para o modelo viscoelástico não-isotérmico, os termos são

discretizados de forma semelhante, salvo alguns parâmetros que merecem ajustes.

Neste capítulo será apresentado a discretização espacial da equação da temperatura e

do modelo WLF. A análise da discretização na fronteira rígida, injetores e ejetores é feita

com certo cuidado considerando as possíveis direções x e y para o escoamento.
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2.8.1 Equações de aproximação para a temperatura

No capítulo anterior foi apresentado métodos para a integração temporal da equação

da temperatura. Agora, será definido aproximações para as derivadas espaciais da equação

da temperatura (1.50), assim como as equações (1.46) do modelo WLF discretizadas no

centro da célula. Por simplicidade, será omitido o tempo na discretização das equações.

De acordo com a célula apresentada na Figura 2, a temperatura é avaliada no centro

da célula (Ti,j). Considerando o sistema de coordenadas cartesianas bidimensionais, a

equação (2.26) em (2.25) para o fluido Oldroyd-B é dada por

W (u, τp, T ) = −∂(uT )
∂x

− ∂(vT )

∂y
+

1

Pe

(
∂2T

∂x2
+
∂2T

∂y2

)
+

2βBr

Pe

{
2

[(
∂u

∂x

)2

+

(
∂v

∂y

)2

+
1

2

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)2
]}

+

α
BrRe

Pe

{[
τxxp

∂u

∂x
+ τ yyp

∂v

∂y
+

(
τxyp

2

)(
∂v

∂x
+
∂u

∂y

)]
+ (1− α)

τxxp + τ yyp
2Wi

}
.(2.33)

Discretizando as derivadas espaciais da equação acima no centro das células [F] e com

interface com células [F], segue

W (u, τp, T )|i,j = −
∂(uT )

∂x

∣∣∣∣
i,j

− ∂(vT )

∂y

∣∣∣∣
i,j

+
1

Pe

(
∂2T

∂x2

∣∣∣∣
i,j

+
∂2T

∂y2

∣∣∣∣
i,j

)
+

2βBr

Pe

⎧⎨⎩2

⎡⎣( ∂u

∂x

∣∣∣∣
i,j

)2

+

(
∂v

∂y

∣∣∣∣
i,j

)2

+
1

2

(
∂u

∂y

∣∣∣∣
i,j

+
∂v

∂x

∣∣∣∣
i,j

)2
⎤⎦⎫⎬⎭+ (2.34)

α
BrRe

Pe

{[
τxxp

∣∣
i,j

∂u

∂x

∣∣∣∣
i,j

+ τ yyp
∣∣
i,j

∂v

∂y

∣∣∣∣
i,j

+

(
τxyp

∣∣
i,j

2

)(
∂v

∂x

∣∣∣∣
i,j

+
∂u

∂y

∣∣∣∣
i,j

)]
+ (1− α)

τxxp

∣∣
i,j

+ τ yyp
∣∣
i,j

2Wi

}

Os termos convectivos
∂(uT )

∂x

∣∣∣∣
i,j

e
∂(vT )

∂y

∣∣∣∣
i,j

são aproximados pelo método upwind de

alta ordem CUBISTA [1]. Os termos difusivos da equação (2.34) são aproximados pelo

método de diferenças centradas de segunda ordem, enquanto as derivadas espacias da

equação (2.34) são discretizadas por diferenças centradas de segunda ordem.
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A contribuição não-newtoniana avaliada no centro da célula, é calculada de acordo

com a equação constitutiva do modelo Oldroyd-B. Mais detalhes sobre a discretização

desses termos podem ser encontrados em [50] e [43].

As equações (1.46) são discretizadas no espaço por

Wi(T )|i,j = Wi(T0)exp

[
− C1 T |i,j
C2 + T |i,j

]
, (2.35)

ωr(T )|i,j = ωr(T0)exp

[
− C1 T |i,j
C2 + T |i,j

]
. (2.36)

A discretização espacial dos termos da equação da temperatura (2.28) para o modelo

PTT é feita da mesma forma como apresentado para o modelo Oldroyd-B.

2.8.2 Equações de aproximação nos injetores

As células do injetor [I] possui face com o interior do domínio de acordo com a ge-

ometria adotada para o problema (Figura 2). Sendo assim, deve-se considerar quatro

possíveis configurações de células do contorno de entrada de fluido. A Figura 4 ilustra

uma situação para a configuração da célula [I], de tal forma que os demais casos podem

ser obtidos de forma análoga.

(a)

Figura 4: Ilustração de uma célula do Injetor paralela ao eixo x

Ao longo da fronteira do injetor, considera-se a condição de Dirichlet homogênea para

temperatura como visto na Seção 1.5. Sendo assim, quando a aresta da célula [I] está

em contato com células [F] paralelo ao eixo-x, a temperatura T |i,j é obtida por média

aritmética,

T |i,j = 2Tinflow − T|i+1,j , (2.37)

onde Tinflow é o valor da temperatura de acordo com o problema.
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2.8.3 Equações de aproximação nos ejetores

Neste tipo de contorno, a Figura 5 ilustra duas das quatro possíveis configurações de

células de contorno de saída de fluido, onde as células [O] estão em contato com as células

[F].

Figura 5: Ilustração de uma célula do ejetor paralelo ao eixo x.

Para a temperatura nos ejetores considera-se a condição do tipo Neumann homogênea

apresentada na equação (1.68). Quando a aresta da célula [O] está em contato com células

[F] paralelo ao eixo-x (Ver Figura 5), calcula-se T |i,j aplicando o método de diferenças

centradas de segunda ordem,
T |i,j − T |i+1,j

δx
= 0 (2.38)

e então,

T |i,j = T |i+1,j . (2.39)

2.8.4 Equações de aproximação no contorno rígido

Neste tipo de contorno, a equação da temperatura é discretizada no centro da célula

do contorno rígido [B] em contato com uma célula [F] do interior do domínio. Para a

temperatura, considera-se dois tipos de aproximação para a fronteira rígida: condição

adiabática (1.71) e condição de Dirichlet (1.72). Veja os casos a seguir:

1. Condição adiabática na fronteira rígida.

Para analisar a aproximação para a temperatura na fronteira rígida aplicando a con-

dição adiabática,

−k∂ T |i,j
∂
→

n
= 0, (2.40)

onde
→

n é a orientação em que o fluido escoa, sendo necessário a análise das possíveis

configurações de células como ilustrado na Figura 6.
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(a)

(b) (c)

Figura 6: Ilustração de uma célula de contorno rígido paralelo ao eixo-x (a), paralelo ao

eixo-y (b) e em quina (c)

Considere a fronteira rígida paralelo ao eixo-x como na Figura 6(a). Então a equação

(2.40) torna-se

k

(
T |i,j+1 − T |i,j

δy

)
= 0 (2.41)

e então,

T |i,j = T |i,j+1 . (2.42)

Observe que na Figura 6(a), as células do tipo [F] tem em comum a aresta inferior as

células [B]. No caso em que o contato é feita pela aresta superior, os cálculos de T |i,j
foram omitido pois o processo é análogo.

Na Figura 6(b), onde a fronteira rígida é paralela ao eixo-y, a equação (2.40) é dada

por
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−k∂ T |i,j
∂x

= 0, (2.43)

e aplicando o método de diferenças centradas de segunda ordem,(
T |i+1,j − T |i,j

δx

)
= 0 (2.44)

e então,

T |i,j = T |i+1,j . (2.45)

Para o caso em que a célula [B] está em contato com as células [F] pela aresta à esquerda,

o processo para o cálculo de T |i,j é feito de forma análoga.

A aproximação feita nas células [B] quando tem-se uma quina, como mostra a Figura

6(c), é feita calculando T |i,j nas duas faces de [B] em contato com as células [F] de forma

independente,

−k∂T
∂x

=
T |i+1,j − T |i,j

δx
= 0 ⇒ (2.46)

T |i,j = T |i+1,j (2.47)

e

−k∂T
∂y

=
T |i,j+1 − T |i,j

δy
= 0 ⇒ (2.48)

T |i,j = T |i+1,j . (2.49)

Logo, utilizando média aritmética, tem-se

T |i,j =
T |i+1,j + T |i,j+1

2
. (2.50)

As outras possibilidades de quinas entre as células [B] e [F] são omitidas pelo fato de

serem calculadas de forma análoga.

2. Condição Dirichlet na fronteira rígida.
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Para analisar as aproximações para a temperatura na fronteira rígida aplicando a

condição Dirichlet, é necessário analisar as possíveis orientações de células na qual o

fluido escoa, conforme Figura 7.

(a) (b)

(c)

Figura 7: Ilustração de uma célula de contorno rígido paralelo ao eixo-x (a), paralelo ao

eixo-y (b) e em quina (c) com valores TT e TR na fronteira das células [B] com as células

[F] .

Os termos TT e TR representam os valores da temperatura na face superior e na face

direita das células [B], respectivamente. Considere a fronteira rígida paralelo ao eixo-x

como na Figura 7(a).

O cálculo de T |i,j é feito por

TT =
T |i,j + T |i,j+1

2
, (2.51)
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obtendo

T |i,j = 2TT − T |i,j+1 . (2.52)

Observe que na Figura 7(a), as células do tipo [F] tem em comum a aresta inferior as

células [B]. No caso em que o contato é feito pela aresta superior, os cálculos de T |i,j são

feitos de forma análoga.

Na Figura 7(b), onde a fronteira rígida é paralela ao eixo-y, T |i,j é dada por

TR =
T |i,j + T |i+1,j

2
(2.53)

e então

T |i,j = 2TR− T |i+1,j . (2.54)

Para o caso em que a célula [B] está em contato com as células [F] pela aresta comum

à esquerda, o processo para o cálculo de T |i,j é feito de forma análoga.

Conforma a Figura 7(c), onde as células [B] estão em quina com as células [F], T |i,j é

aproximado nas duas faces de [B] em contato com as células [F] de forma independente.

Usando média aritmética, tem-se

2(TT + TB) = 2 T |i,j + T |i,j+1 + T |i+1,j (2.55)

resultando em

T |i,j = (TT + TB)− T |i,j+1

2
− T |i+1,j

2
. (2.56)

As outras possíveis possibilidades de quinas entre as células [B] e [F] são omitidas por

serem calculadas de forma análoga.



Capítulo

3

Verificação da metodologia numérica

Este Capítulo é dedicado a validação da metodologia numérica estudada utilizando a

simulação de escoamentos viscoelásticos não-isotérmicos modelados pelas equações consti-

tutivas Oldroyd-B e PTT. Estes resultados, todos na forma adimensional, serão ilustrados

numericamente verificando o comportamento do modelo não-isotérmico.

Dessa forma, na seção 3.1 são considerados e descritos a geometria do canal utilizado,

as condições iniciais e condições de contorno do problema, assim como a forma como o

erro relativo é calculado, com o objetivo de demonstrar a convergência espacial do modelo.

A seção 3.2 apresenta as simulações feitas no canal para o modelo Oldroyd-B, enquanto

a seção 3.3 apresenta os resultados do modelo PTT. A seção 3.4 é destinada a compara-

ção entre os modelos isotérmico e não-isotérmico nos dois modelos viscoelásticos, com o

objetivo de ilustrar a diferença que a temperatura exerce no escoamento, adicionando a

equação da energia nas equações de Navier-Stokes.

3.1 Escoamento entre placas paralelas: Poiseuille flow

Para as simulações, o caso teste de um escoamento entre placas paralelas será utilizado.

Sua geometria é apresentada na Figura 8. Este escoamento é caracterizado pelo fato de

que o canal está inicialmente cheio de fluido denotando, assim, escoamento confinado.

39
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Figura 8: Escoamento entre placas paralelas paralelo ao eixo−x.

O canal tem dimensões 10L0 × 1L0, onde L0 é distância entre as placas do canal e

10L0 o comprimento das placas.

As condições iniciais e de contorno para a solução das equações são as mesmas apre-

sentadas na seção 1.4 do capítulo 1. No injetor, considerando o escoamento em regime

permanente no canal, assume-se v = 0 e impõe-se um perfil parabólico para u(y) dada

pelas equações (1.57) para o modelo Oldroyd-B e equações (1.61)-(1.63) para o modelo

PTT.

Os valores das componentes τxxp , τxyp e τ yyp do tensor polimérico τp são impostas no

injetor pelas equações (1.58) - (1.60) e (1.64) - (1.67), caso isotérmico, para os mode-

los Oldroyd-B e PTT, respectivamente. Nos ejetores, a condição de contorno do tipo

Neumann homogênea é utilizada, equações (1.68) para os dois modelos constitutivos.

Na fronteira rígida, assume-se a condição de impermeabilidade, equação (1.74), e con-

dição de aderência completa (no-slip) para a velocidade u, equação (1.73). Neste caso, a

equação da continuidade (1.42) é satisfeita e as equações dos componentes do tensor po-

limérico τp para o modelo Oldroyd-B reduz-se as equações (1.76) - (1.78). Para o modelo

PTT, as equações de τp são reduzidas as equações (1.79) - (1.81).

As condições de contorno acima expostas, para as variáveis da velocidade u e do tensor

polimérico τp, são utilizadas nas próximas simulações nas sub-seções 3.1.1, 3.1.2 e 3.1.3.

As condições impostas para a temperatura são descritas em cada sub-seção.

Para os cálculos computacionais são utilizadas malhas espaciais uniformes, como mos-

tra a Tabela 3.1, as quais possibilitam analisar de forma quantitativa a convergência das

soluções numéricas obtidas com a formulação viscoelástica.

Malhas Células Espaçamento adimensional

Malha 1 (M1) 20 × 200 δx = δy = 0.05

Malha 2 (M2) 40 × 400 δx = δy = 0.025

Tabela 3.1: Características das malhas espaciais usadas para o cálculo da solução numérica

no canal.
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Assumiu-se passo temporal adimensional δt = 0.001 respeitando a condição de esta-

bilidade (2.14). As simulações são feitas em um canal totalmente cheio de fluido, com

tempo final adimensional de simulação t = 50.0, onde o escoamento atinge o estado es-

tacionário. Em seguida é feito um corte transversal em x = 5.0L0 para a comparação

entre a solução de referência e a solução numérica. A solução de referência mencionada é

a solução simplificada exposta na seção 1.4 do capítulo 1. Como a solução de referência

para a temperatura não é conhecida neste problema, apenas os resultados com as soluções

numéricas obtidas com a malha M1 e M2 são apresentados neste caso. Para a análise

de convergência da temperatura, apresenta-se os resultados gráficos comparando a malha

M1 e M2.

Para demonstrar a convergência do modelo, calculou-se o erro relativo na norma eu-

clidiana l2, onde para uma variável genérica analisada ζ, é dado da seguinte maneira

E(ζ)2 =
||(ζ)Mi

− (ζ)referência||2
||(ζ)referência||2

, (3.1)

sendo (ζ)Mi
a solução numérica obtida da variável analisada na malha Mi, com i = 1 e 2

e ζreferência a solução de referência da variável analisada.

O cálculo da taxa de convergência espacial é feito pela expressão

O(ζ)Mi
Mi

=

ln

(
E(ζ)Ni

E(ζ)Ni

)
ln(2)

. (3.2)

A partir de agora denotaremos a solução simplificada por solução analítica por simplici-

dade.

3.1.1 Resultados numéricos para o modelo Oldroyd-B

Inicia-se as simulações impondo condição de Direchlet T = 1.0 para a temperatura

no injetor. Nas paredes do canal, temperatura constante T = 0, enquanto nos ejetores,

emprega-se Neumman. Além das condições de contorno, adota-se C1 = 15.0 e C2 = 50.0

para as constantes do fator de deslocamento fT , equação (1.51). Assumi-se escoamento

viscoelástico com parâmetros adimensionais Pe = 500.0, Re = 0.01, α = 0.5, β = 0.8 e

Br = 1.0. Para os parâmetros calculados em função da temperatura, adota-se Wi = 0.4

e ωr = 0.2 no instante inicial, de tal forma que a temperatura atualize esses parâmetros

pela equação WLF.

A Figura 9 apresenta o perfil em x = 5L0 da velocidade u(y) no escoamento compa-

rando a solução de referência com os resultados numéricos obtidos nas malhas M1 e M2.

Com o refinamento da malha espacial é possível notar que as soluções numéricas possuem
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similaridade com o comportamento da solução de referência. Com o refinamento da malha

a solução numérica converge para a solução analítica. Essa convergência é mostrada na

Tabela 3.2 onde é feito o cálculo do erro relativo. Pode-se observar que os erros decrescem

quando a malha é refinada.
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Figura 9: Comparação entre a solução numérica em diferentes malhas e a solução de

referência da velocidade u para o escoamento Poiseuille de um fluido Oldroyd-B com

Pe = 500.0, Re = 0.01, Br = 1.0, β = 0.8 e α = 0.5: perfil de solução totalmente

desenvolvida (t = 50.0).

A comparação entre o perfil dos resultados nas duas malhas M1 e M2 para a tempe-

ratura T é mostrado na Figura 10. De acordo com a Figura 10 é possível ver que houve

convergência numérica para a temperatura. O perfil parabólico é caracterizado pela in-

fluência do termo difusivo da equação da temperatura. A orientação da parábola é obtida

com os valores adotados no injetor e na fronteira rígida.

A Figura 11 apresenta a comparação entre a solução numérica e a solução de referência

das componentes τxxp e τxyp do tensor polimérico, respectivamente. Pode-se observar que

houve convergência da solução numérica com o refinamento da malha espacial. De forma

quantitativa, essa convergência pode ser notada na Tabela 3.2 onde é feito o cálculo do

erro relativo. Os erros diminuem quando é feito o refinamento da malha.
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Figura 10: Perfil da solução numérica da temperatura T no escoamento Poiseuille nas

malhas M1 e M2 de um fluido Oldroyd-B com Pe = 500.0, Re = 0.01, Br = 1.0, β = 0.8

e α = 0.5: perfil de solução totalmente desenvolvida (t = 50.0).

Mi E(u)Mi
E(τxxp )Mi

E(τxyp )Mi

i = 1 1.32×10−1 1.30×10−1 1.37×10−1
i = 2 3.40×10−2 3.34×10−2 3.60×10−2

Tabela 3.2: Erros nas malhas M1 e M2 para o escoamento do fluido Oldroyd-B para a

componente u da velocidade e componentes τxxp e τxyp de τp no tempo t = 50.
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Figura 11: Comparação entre a solução numérica em diferentes malhas e a solução de

referência da componente τxxp (a) e τxyp (b) para o escoamento Poiseuille de um fluido

Oldroyd-B com Pe = 500.0, Re = 0.01, Br = 1.0, β = 0.8 e α = 0.5: perfil de solução

totalmente desenvolvida (t = 50.0).

3.1.2 Resultados numéricos para o modelo PTT

Esta seção apresenta as simulações do escoamento viscoelástico não-isotérmico no canal

Poiseuille utilizando o modelo constitutivo PTT. A simulação é feita em um canal (Figura

8) totalmente cheio de fluido quando o escoamento atinge seu estado estacionário (t = 50)

fazendo um corte vertical em x = 5L0. Na entrada de fluido da geometria do canal impõe-

se condição de Dirichlet T = 1.0. Na fronteira rígida do canal é imposto a temperatura
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T = 0, enquanto nos ejetores aplica-se a condição de Neumann homogênea. Maiores

detalhes são expostos na seção 1.4 do capítulo 1.

São utilizados os seguintes parâmetros adimensionais: Re = 0.01, ε = 0.5, β = 0.6,

α = 0.5, Pe = 400.0 e Br = 1.0. No instante inicial do escoamento adota-se Wi = 0.2

e ωr = 0.4 para atualização em cada ciclo de simulação. As constantes utilizadas na

equação do fator de deslocamento (equação (1.51)) são C1 = 15.0 e C2 = 50.0.

A Figura 12 mostra a comparação da solução de referência com a solução numérica

obtida utilizando as malhas M1 e M2 para a componente u(y) da velocidade. Pode-se

notar nesta figura que as soluções numéricas obtidas possuem uma similaridade com a

solução de referência. Além disso, a Tabela 3.3 mostra que os erros decrescem com o

refinamento de malha. Estes resultados demonstram que a solução numérica converge

para a solução de referência quando a malha é refinada. O comportamento da solução

numérica obtido na Figura 12 se assemelha qualitativamente ao perfil de solução numérica

observado em [28].
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Figura 12: Comparação entre a solução de referência e a solução numérica em diferentes

malhas da velocidade u para o escoamento Poiseuille do fluido tipo PTT com Pe = 400.0,

ε = 0.5, α = 0.5, Re = 0.01, β = 0.6 e Br = 1.0: perfil de solução totalmente desenvolvida

(t = 50.0).

A Figura 13 apresenta o gráfico da solução numérica com comportamento similar nas

malhas M1 e M2 para a temperatura. O perfil parabólico observado na Figura 13 mantém

as características da equação da temperatura para o modelo PTT.
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Figura 13: Perfil da solução numérica da temperatura T no escoamento Poiseuille nas

malhas M1 e M2 no fluido PTT com Pe = 400.0, ε = 0.5, α = 0.5, Re = 0.01, β = 0.6 e

Br = 1.0: perfil de solução totalmente desenvolvida (t = 50.0).

Mi E(u)Mi
E(τxxp )Mi

E(τxyp )Mi

i = 1 1.46×10−01 1.00×10−01 2.50×10−01
i = 2 3.76×10−02 2.66×10−02 6.66×10−02

Tabela 3.3: Erros nas malhas M1 e M2 para o escoamento do fluido PTT para a compo-

nente u da velocidade e componentes τxxp e τxyp de τp no tempo t = 50.0.

A comparação entre a solução numérica e a solução de referência das componentes τxxp

e τxyp é mostrada na Figura 14. Pode-se notar que há convergência da solução numérica,

obtidas com o refinamento de malha, para a solução de referência. Esta convergência

também pode ser observada na Tabela 3.3, onde os erros decrescem com o refinamento da

malha. Novamente, os perfis obtidos com a solução numérica na Figura 14 se assemelham

qualitativamente aos resultados apresentados em [28].
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Figura 14: Comparação entre a solução de referência e a solução numérica em diferentes

malhas da componente τxxp (a) e τxyp (b) para o escoamento Poiseuille do fluido PTT com

Pe = 400.0, ε = 0.5, α = 0.5, Re = 0.01, β = 0.6 e Br = 1.0: perfil de solução totalmente

desenvolvida (t = 50.0).

3.1.3 Comparação dos modelos isotérmico e não-isotérmico no

fluido Oldroyd-B

No modelo isotérmico, as equações de Navier-Stokes se reduzem apenas aos princí-

pios de conservação de massa e conservação de quantidade de movimento, além de uma

equação constitutiva que exprime o comportamento elástico do fluido. Neste caso, con-

sidere escoamentos incompressíveis e isotérmicos de fluidos viscoelásticos, assumindo a

densidade e temperatura constantes.
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Para obter a solução numérica do modelo isotérmico para o fluido Oldroyd-B, consi-

dere as equações (1.42), (1.44) e (1.49). Nota-se que, na equação (1.49) os parâmetros

adimensionais Wi e ωr agora são constantes, e não dependem da temperatura.

As condições iniciais e de contorno são impostas de forma análoga ao caso não-

isotérmico, como descrito na seção 1.4 do capítulo 1.

As condições de contorno na fronteira rígida para as componentes do tensor polimérico

para o fluido Oldroyd-B são impostos por

∂τp
xx

∂t
= 2

∂u

∂y
τp

yx − 1

Wi
τp

xx,
∂τp

yy

∂t
= −τp

yy

Wi
, (3.3)

∂τp
xy

∂t
=
∂u

∂y
τp

yy +
ωr

ReWi

∂u

∂y
− τp

xy

Wi
. (3.4)

A metodologia numérica utilizada nas simulações para o modelo isotérmico é a mesma

apresentada no capítulo 2.

Com o objetivo de identificar a influência da temperatura no escoamento viscoelás-

tico Oldroyd-B, a comparação entre as soluções numéricas do modelo não-isotérmico e

isotérmico é feita. Assumi-se escoamento viscoelástico com parâmetros de entrada adi-

mensionais Re = 0.01, β = 0.8, Wi = 0.4 e ωr = 0.2. Para o modelo não-isotérmico, os

parâmetros Pe = 500.0, α = 0.5, Br = 1.0, C1 = 15.0 e C2 = 50.0 são adicionados na

simulação.

Nesta comparação utilizou-se a malha M2 nas simulações com passo temporal adi-

mensional δt = 0.001. A Figura 15 mostra a comparação entre o modelo isotérmico e

não-isotérmico para a componente u da velocidade. O perfil parabólico permanece com

uma pequena alteração entre os dois modelos. Já na Figura 16, que mostra a comparação

da componente τxxp do tensor τp nos modelos isotérmico e não-isotérmico, a diferença

entre as soluções numéricas é mais perceptível. Este fato é esperado já que a equação

constitutiva do fluido sofre influência da temperatura nos parâmetros que definem a elas-

ticidade do fluido. Essa mesma influência pode ser observada na Figura 17 no perfil de

solução numérica da componente τxyp do tensor τp.
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Figura 15: Comparação entre as soluções numéricas obtidas com o modelo isotérmico

e o modelo não-isotérmico para a velocidade u(y) no escoamento Poiseuille na malha

M2 para o fluido Oldroyd-B: perfil de solução totalmente desenvolvida com tempo final

t = 50.0.
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Figura 16: Comparação entre as soluções numéricas obtidas com o modelo isotérmico e o

modelo não-isotérmico para a componente τxxp do tensor τp no escoamento Poiseuille na

malha M2 para o fluido Oldroyd-B: perfil de solução totalmente desenvolvida com tempo

final t = 50.0.
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Figura 17: Comparação entre as soluções numéricas obtidas com o modelo isotérmico e o

modelo não-isotérmico para a componente τxyp do tensor τp no escoamento Poiseuille na

malha M2 para o fluido Oldroyd-B: perfil de solução totalmente desenvolvida com tempo

final t = 50.0.

3.1.4 Comparação dos modelos isotérmico e não-isotérmico no

fluido PTT

Considerando escoamentos incompressíveis isotérmicos, da mesma forma como apre-

sentado na sub-seção 3.1.3, considere as equações de Navier-Stokes (1.42), (1.45) e (1.49).

Novamente, os parâmetros adimensionais Wi e ωr são constantes, ou seja, não são dados

em função da temperatura. As condições iniciais e de contorno são as mesmas apresenta-

das na seção 1.4 do capítulo 1. As equações simplificadas impostas ao longo da fronteira

rígida para o tensor polimérico τp, agora são dadas por

∂τp
∂t

= 2
∂u

∂y
τ yxp −

[(
εRe

ωr

Wi
(τxxp + τ yyp )

)
+ 1

]
τxxp , (3.5)

∂τxyp

∂t
=
∂u

∂y
τ yyp +

ωr

ReWi

∂u

∂y
−
[(
εRe

ωr

Wi
(τxxp + τ yyp )

)
+ 1

]
τxyp , (3.6)

e
∂τ yyp
∂t

=
[(
εRe

ωr

Wi
(τxxp + τ yyp )

)
+ 1

]
τxyp . (3.7)

A metodologia utilizada no cálculo da solução numérica neste modelo está exposta no

capitulo 2. Assim como foi feito a comparação entre o modelo isotérmico e não-isotérmico

em um fluido Oldroyd-B, o mesmo é feito para o modelo PTT. Com essa comparação, é
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possível identificar as diferenças entre os escoamentos isotérmico e não-isotérmico e quais

variáveis sofrem maior influência quando o escoamento sofre variações de temperatura.

Os parâmetros adimensionais de entrada utilizados foram: Re = 0.01, ε = 0.5, β = 0.6,

ωr = 0.4 e Wi = 0.2. Para o modelo não-isotérmico, adota-se Pe = 400.0, α = 0.5,

Br = 1.0, C1 = 15.0 e C2 = 50.0 além dos parâmetros adimensionais utilizados na

simulação do modelo isotérmico. Novamente a malha M2 foi utilizada nas simulações

com passo temporal adimensional δt = 0.001.

A Figura 18 mostra a comparação entre o modelo isotérmico e não-isotérmico da ve-

locidade u. É possível observar que o perfil entre os dois modelos é o mesmo com uma

pequena diferença do valor máximo da velocidade u. Com a influência da temperatura,

a velocidade u aumenta com relação ao escoamento isotérmico. Quando observa-se a Fi-

gura 19 comparando a solução numérica da componente τxxp , a diferença entre os modelos

isotérmico e não-isotérmico aparece na região próxima a parede do canal, ficando seme-

lhantes somente no centro do canal. A comparação entre os modelos para a componente

τxyp é apresentada na Figura 20. Novamente constatou-se uma diferença entre os dois

modelos, caracterizando a influência da temperatura no escoamento.
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Figura 18: Comparação entre as soluções numéricas obtidas com o modelo isotérmico e

o modelo não-isotérmico para a velocidade u(y) no escoamento Poiseuille na malha M2

para o fluido PTT: perfil de solução totalmente desenvolvida com tempo final t = 50.0.
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Figura 19: Comparação entre as soluções numéricas obtidas com o modelo isotérmico e o

modelo não-isotérmico para a componente τxxp do tensor τp no escoamento Poiseuille na

malha M2 para o fluido PTT: perfil de solução totalmente desenvolvida com tempo final

t = 50.0.
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Figura 20: Comparação entre as soluções numéricas obtidas com o modelo isotérmico e o

modelo não-isotérmico para a componente τxyp do tensor τp no escoamento Poiseuille na

malha M2 para o fluido PTT: perfil de solução totalmente desenvolvida com tempo final

t = 50.0.
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3.1.5 Comparação dos modelos Newtoniano e viscoelástico não-

isotérmicos

Nesta sub-seção é feita a simulação dos escoamentos não-isotérmicos Newtoniano e

viscoelásticos Oldroyd-B e PTT para análise da elasticidade do fluido. As condições

iniciais e de contorno são as mesmas apresentadas na seção 1.4 do Capítulo 1 e utilizadas

nas sub-seções anteriores.

Para a simulação do escoamento Newtoniano são utilizados os seguintes parâmetros

adimensionais: Re = 0.01, α = 0.0, Pe = 400.0, β = 1.0, Wi = 0.0 e ωr = 0.0 e

Br = 1000.0. Para os escoamentos viscoelásticos foram utilizados ε = 0.5, β = 0.6,

ωr = 0.4, Wi = 0.2, α = 0.5, Re = 0.01, Pe = 400.0, Br = 1.0 e constantes C1 = 15.0

e C2 = 50.0 para a equação do fator de deslocamento (equação (1.51)). As simulações

foram feitas na malha M2 utilizando passo temporal adimensional δt = 0.001.

A Figura 21 apresenta os resultados obtidos comparando os modelos Newtoniano e

viscoelásticos PTT e Oldroyd-B para a temperatura. Pode-se perceber comportamento

semelhante entre as soluções numéricas obtidas com os modelos viscoelásticos, mas no

modelo Newtoniano esse comportamento não permanece. A elasticidade do fluido tem

relação com o número de Peclet, ou seja, com o termo difusivo da equação da temperatura.

Esse fato pode ser observado na Figura 22. Quando o número de Pe diminui, o termo

difusivo aumenta e assim a temperatura no canal não sofre variação. O contrário também

pode ser observado.
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Figura 21: Comparação entre as soluções numéricas obtidas com os modelos newtoniano,

Oldroyd-B e PTT para temperatura T no escoamento Poiseuille na malha M2 : perfil de

solução totalmente desenvolvida com tempo final t = 50.0.
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Figura 22: Comparação entre as soluções numéricas obtidas com o modelo Newtoniano

para a temperatura T no escoamento Poiseuille na malha M2 com variação do número

de Peclet: perfil de solução totalmente desenvolvida com tempo final t = 50.0.

A relação entre o escoamento não-newtoniano e Newtoniano com Pe = 10.0 para

a temperatura pode ser observado na Figura 23. Para o escoamento viscoelástico, a

relação do número de Peclet com o comportamento da temperatura é o inverso do que foi

observado no escoamento newtoniano. Tomando Pe = 10.0 no escoamento viscoelástico,

os valores da temperatura diminuem e o seu comportamento não é mais parabólico. Isso

se deve ao fato a diminuição da influência do termo difusivo da equação da temperatura

e ao aumento da influência do termo-fonte Q (equações (1.31) e (1.34)).
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Figura 23: Comparação entre as soluções numéricas obtidas com os modelos newtoniano

23(a) e não-newtonianos Oldroyd-B e PTT 23(b) para a temperatura T no escoamento

Poiseuille na malha M2 com o valor Pe = 10.0: perfil de solução totalmente desenvolvida

com tempo final t = 50.0.
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3.1.6 Influência da variação dos valores da temperatura na parede

no fluido Oldroyd-B

Nesta sub-seção é feita a simulação do escoamento não-isotérmico viscoelástico Oldroyd-

B com variação do valor da temperatura na fronteira rígida do canal Poiseuille. A mesma

metodologia adotada nas simulações feitas na sub-seção 3.1.1 é adotada nesta sub-seção.

Impõe-se condição de Direchlet T = 1 para a temperatura no injetor em todas as simula-

ções com variação do valor da temperatura na parede (Tw).

Assumi-se escoamento viscoelástico Oldroyd-B com parâmetros adimensionais Pe =

500.0, Re = 0.01, α = 0.5, β = 0.8 e Br = 1.0, C1 = 15.0 e C2 = 50.0. No instante inicial

adota-se Wi = 0.4 e ωr = 0.2.

A Figura 24 apresenta o comportamento da solução numérica da velocidade u com

a variação dos valores da temperatura na parede. Pode-se notar que o perfil parabólico

permanece sem sofrer mudanças significativas no valor da velocidade u.

O comportamento da solução numérica com a variação da temperatura na parede

pode ser notada nas componentes τxxp e τxyp do tensor τp, como mostra a Figura 25. Já

na 26 o comportamento da solução numérica da temperatura sofre alterações mas segue

corretamente os valores impostos na parede do canal.
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Figura 24: Comparação entre as soluções numéricas obtidas com a variação da tempera-

tura na parede (Tw) no modelo não-isotérmico para a velocidade u no escoamento Poi-

seuille na malha M2 para o fluido Oldroyd-B: perfil de solução totalmente desenvolvida

com tempo final t = 50.0.
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Figura 25: Comparação entre as soluções numéricas obtidas com a variação da tempera-

tura na parede (Tw) no modelo não-isotérmico para as componentes τxxp 25(a) e τxyp 25(b)

do tensor τp no escoamento Poiseuille na malha M2 para o fluido Oldroyd-B: perfil de

solução totalmente desenvolvida com tempo final t = 50.0.
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Figura 26: Comparação entre as soluções numéricas obtidas com a variação da tempe-

ratura na parede (Tw) no modelo não-isotérmico para a temperatura T no escoamento

Poiseuille na malha M2 para o fluido Oldroyd-B: perfil de solução totalmente desenvol-

vida com tempo final t = 50.0.

3.1.7 Influência da variação dos valores da temperatura na parede

no fluido PTT

Esta sub-seção apresenta as simulações do escoamento não-isotérmico viscoelástico

PTT com variação do valor da temperatura na fronteira rígida do canal Poiseuille. As

simulações são feitas com variação do valor da temperatura na parede (Tw) do canal

e condição de Dirichlet T = 1 no injetor. A metodologia e as condições iniciais e de

contorno, não detalhadas aqui, é a mesma exposta na sub-seção 3.1.2.

Os parâmetros adimensionais utilizados são: Re = 0.01, ε = 0.5, β = 0.6, α = 0.5,

Pe = 400.0 e Br = 1.0. No instante inicial do escoamento adota-se Wi = 0.2 e ωr = 0.4.

As constantes utilizadas na equação do fator de deslocamento (equação (1.51)) são C1 =

15.0 e C2 = 50.0.

A Figura 27 ilustra o comportamento da solução numérica da velocidade u com a

variação da temperatura na parede do canal. Nota-se que o perfil parabólico permanece

enquanto a velocidade u máxima aumenta com a diminuição da temperatura Tw. Para

a mesma variação dos valores Tw, o comportamento das soluções numéricas da tempera-

tura não são similares (Figura 28). Com a variação de Tw, esse comportamento respeita

os valores impostos na parede do canal. Para as componentes τxxp e τxyp de τp, o com-

portamento da solução numérica varia significadamente com a alteração dos valores da

temperatura na parede do canal. Essa variação de comportamento nas componentes dos

tensores pode ser observado na Figura 29.
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Figura 27: Comparação entre as soluções numéricas obtidas com a variação da tem-

peratura na parede (Tw) no modelo não-isotérmico para a velocidade u no escoamento

Poiseuille na malha M2 para o fluido PTT: perfil de solução totalmente desenvolvida

com tempo final t = 50.

0
0

0.2−0.2 0.4−0.4

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

Tw = 2
Tw = 5
Tw = 10

Tw = 0

T

y

Figura 28: Comparação entre as soluções numéricas obtidas com a variação da tem-

peratura na parede (Tw) no modelo não-isotérmico para a temperatura no escoamento

Poiseuille na malha M2 para o fluido PTT: perfil de solução totalmente desenvolvida

com tempo final t = 50.
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Figura 29: Comparação entre as soluções numéricas obtidas com a variação da tempera-

tura na parede (Tw) no modelo não-isotérmico para as componentes τxxp e τxyp do tensor τp
no escoamento Poiseuille na malha M2 para o fluido PTT: perfil de solução totalmente

desenvolvida com tempo final t = 50.



Capítulo

4

Simulação numérica de escoamento

não-isotérmico viscoelástico em uma

contração 4 : 1

Neste Capítulo são apresentados os resultados numéricos obtidos utilizando o problema

da contração planar 4 : 1 para um escoamento não-isotérmico viscoelástico Oldroyd-B.

Vários trabalhos têm sido feitos envolvendo simulações numéricas em um contração

para vários fluidos [6], [42]. Entre eles, [6] apresenta simulações do modelo PTT utili-

zando o tensor conformação em sua formulação. Particularmente, escoamentos viscoe-

lásticos com influência da temperatura têm sido estudados em [20], [25] para aplicações

industriais, geralmente utilizando a técnica de elementos finitos. Em [34], resultados em

uma contração com escoamento não-isotérmico viscoelástico são feitos analisando a vis-

coelasticidade do fluido. A mesma análise é feita em [54] para escoamentos isotérmicos e

não-isotérmicos utilizando o método de volumes finitos e o código OpenFOAM.

A viscoelasticidade do fluido é um dos efeitos analisados em trabalhos que utilizam

como geometria a contração 4 : 1. Em [19] é feito um estudo numérico de escoamentos

viscoelásticos não-isotérmicos utilizando o modelo constitutivo UCM com altos números

de Weissenberg. Em [7], [20] também é feita uma análise da viscoelasticidade na contração

4 : 1. Outra aspecto que geralmente é investigado nos trabalhos envolvendo a contração e

que também será investigado nesta seção é a geração dos vórtices. Esse efeito tem relação

com a viscoelasticidade como será apresentado nas simulações feitas nesta seção.

A geometria da contração planar 4 : 1 utilizada nas simulações é demonstrada na

Figura 30. São adotadas as seguintes medidas para a contração: R2 = 0.003m, R1 =

4R2 = 0.012m, l1 = 80R2 = 0.24m e l2 = 50R2 = 0.15m. Assim, o injetor tem largura

2R1 e o ejetor 2R2. A malha espacial tem espaçamento uniforme com δx = δy = 0.0006m.
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Nesta seção, com o intuito de propor resultados que possam ser comparados nos futuros

estudos de Reologia Computacional, utiliza-se valores dimensionais para a descrição do

problema e das variáveis envolvidas na simulação. Os vórtices formados nas quinas da

contração tem comprimento dimensional LR e a temperatura nas paredes da contração

tem valor Tw.

Figura 30: Geometria da contração planar 4 : 1. Fonte: F. Habla et al. [7].

Na entrada de fluido da contração, impõe-se a solução analítica do modelo isotérmico

Oldroyd-B que considera o escoamento totalmente desenvolvido para um canal entre pla-

cas paralelas. Dessa forma, adota-se perfil parabólico para a velocidade, equação (1.57)

enquanto para as componentes do tensor polimérico, equações (1.58) - (1.60). Para a tem-

peratura, adota-se a condição de Dirichlet T = 462K no injetor. Nos ejetores, adota-se

a condição do tipo Neumann homogênea para a velocidade u, o tensor polimérico τp e a

temperatura T .

Na fronteira rígida considera-se a hipótese de não-escorregamento e de impermea-

bilidade para a velocidade. O tensor polimérico é calculado a partir de simplificações

considerando a posição do contorno rígido (ver seção 1.4 do Capítulo 1). Impõe-se a

temperatura Tw = 462K nas paredes da contração.

As simulações são feitas na contração planar 4 : 1 inicialmente cheia de fluido, com

tempo final de simulação t = 50.0s, onde o escoamento atinge o estado estacionário. As

condições iniciais adotadas estão expostas na seção 1.4 do Capítulo 1. Adotou-se passo

temporal dimensional δt = 0.03425328.

Assumiu-se escoamento viscoelástico com parâmetros [7]:

• Velocidade média do escoamento no canal menor: U0 = 0.020551968ms−1;

• Velocidade média no injetor: Ui = 0.00129ms−1 com perfil de injeção parabólico;

• Diâmetro do canal menor: L0 = 0.006m;

• Densidade ρ0 = 921Kg/m3 e viscosidade dinâmica η0 = 104Kg/ms;

• Calor específico cp = 1500J/kgK e condutividade térmico do fluido k = 0.17W/mK;



62

• Parâmetros WLF: C1 = 4.54 e C2 = 150.36;

• Constantes adimensionais no instante inicial: Re = 3.9× 10−6, ωr = 0.05, β = 0.95,

Br = 0.097888235, Pe = 345.0, Wi = 5.0 e α = 0.5.

Os resultados são apresentados com variáveis normalizadas. As velocidades e os ten-

sores são normalizados com

U∗ =
U

U0

e τp
∗ =

τp

ρ0U2
0

(4.1)

e o comprimento do vórtice por Λ =
LR

2R1

.

Como em [7], considere o corte horizontal em y = 0.0114m (Figura 31) e 0.18m ≤ x ≤
0.3m para análise do comportamento da velocidade u, componentes τxxp e τxyp do tensor

polimérico τp e a temperatura T na contração.

Figura 31: Posição da linha r = 0.0114m na contração planar 4 : 1.

As Figuras 32, 34, 35 e 33 mostram, respectivamente, o perfil da velocidade, da com-

ponente τxxp e componente τxyp do tensor polimérico e o perfil da temperatura próximo da

contração. O perfil dos resultados encontrados com a solução numérica são semelhantes

qualitativamente aos perfis apresentados em [7].

A Figura 32 mostra que não há influência da temperatura sobre a velocidade v. Ob-

servando as Figuras 34 e 35, pode-se notar que os valores das componentes τxxp e τxyp

aumentam pouco antes da contração. Isto ocorre porque o fluido precisa passar pela con-

tração causada pela diferença entre o canal maior e menor. Depois do canto reentrante,

a componente τxxp aumenta devido a temperatura presente na função WLF enquanto a

componente τxyp decresce pela influência da diminuição da velocidade v depois da contra-

ção.

Observando o perfil da temperatura na Figura 33, pouco antes da contração há um

aumento da temperatura causada pela deformação que o fluido sofre perto da contração.

Logo depois do canto reentrante, a temperatura aumenta rapidamente com o aumento
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dos valores do tensor polimérico (Figuras 34 e 35) resultando em uma grande quantidade

de dissipação de calor.
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Figura 32: Resultados obtidos com a solução numérica do modelo não-isotérmico Oldroyd-

B na contração planar 4 : 1 no corte r = 0.0114m com Wi = 5 para a velocidade v no

tempo final t = 50s.
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Figura 33: Resultados obtidos com a solução numérica do modelo não-isotérmico Oldroyd-

B na contração planar 4 : 1 no corte r = 0.0114m com Wi = 5 para a temperatura T no

tempo final t = 50s.
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Figura 34: Resultados obtidos com a solução numérica do modelo não-isotérmico Oldroyd-

B na contração planar 4 : 1 no corte r = 0.0114m com Wi = 5 para a componente τxxp do

tensor τp no tempo final t = 50s.
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Figura 35: Resultados obtidos com a solução numérica do modelo não-isotérmico Oldroyd-

B na contração planar 4 : 1 no corte r = 0.0114m com Wi = 5 para a componente τxyp do

tensor τp no tempo final t = 50s.
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Figura 36: Perfil da soluções numéricas obtidas no modelo não-isotérmico na contração

4 : 1 no corte r = 0.0114m com Wi = 5 para o fluido Oldroyd-B com tempo final t = 50s.
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A Figura 36 ilustra o perfil da velocidade v(a), componentes τxxp (b) e τxyp (c) do ten-

sor polimérico e temperatura T (d). Com essas figuras, pode-se observar o aumento das

variáveis na região próxima a contração.

A Figura 37 apresenta o comprimento adimensional do vórtice dado em função da

variação do número de Weissenberg. Pode-se observar que com o aumento da viscoelas-

ticidade do fluido, o comprimento dos vórtices aumentam. Este mesmo efeito pode ser

visto nos resultados apresentados em Habla et al. [7].
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Figura 37: Comprimento do vórtex adimensional ζ em função dos valores do número de

Weissenberg : Wi = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 e 10.



Capítulo

5

Considerações finais

Neste trabalho, uma metodologia numérica foi apresentada para a simulação de es-

coamentos viscoelásticos não-isotérmicos a partir das equações constitutivas Oldroyd-B e

PTT, desenvolvida e implementada na plataforma FREEFLOW-2D.

A verificação da metodologia numérica foi realizada na simulação de um escoamento

confinado entre duas placas paralelas comparando os resultados numéricos dos dois mode-

los constitutivos com uma solução de referência. Essas comparações foram satisfatórias,

pois com o refinamento de malha, as soluções numéricas apresentaram convergência para

a solução de referência, fato que também pode ser observado com o cálculo dos erros

relativos, bem como em resultados da literatura [28].

Simulações foram feitas com o objetivo de identificar diferenças no escoamento vis-

coelástico isotérmico e não-isotérmico. Com essa comparação, notou-se que os tensores

apresentaram a maior diferença entre as variáveis analisadas.

Quando foi feita a investigação entre o escoamento viscoelástico e Newtoniano, uma

questão foi levantada quanto ao termo difusivo da equação da temperatura, já que com a

variação do mesmo, algumas alterações no comportamento do perfil numérico da tempe-

ratura foram observadas. Essas alterações foram observadas com a variação do número

adimensional de Peclet presente na equação da temperatura. Quanto a variação da tem-

peratura na parede do canal, os resultados estão condizentes com o que foi imposto nas

simulações.

A análise da variação dos escoamentos e a variação dos parâmetros cumpriu o objetivo

de apresentar alguns efeitos da temperatura no escoamento. Essas informações contribuem

para alguns esclarecimentos das diferenças entre o escoamento viscoelástico isotérmico

e o escoamento viscoelástico não-isotérmico, tais como a influência da temperatura e

influência dos parâmetros adimensionais característicos do escoamento não-isotérmico.

Uma aplicação da metodologia foi feita no problema da contração planar 4 : 1, com-

parando resultados obtidos neste trabalho com os resultados apresentados em [7]. A
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comparação foi satisfatória, já que o comportamento das variáveis analisadas estão quali-

tativamente semelhantes com o comportamento dos resultados apresentados no trabalho

[7].

Os próximos passos a serem investigados neste projeto dizem respeito ao emprego de

outras geometrias para aplicação do modelo não-isotérmico, bem como uma investigação

mais detalhada sobre os modelos estudados do ponto de vista físico do escoamento. Além

disso, o estudo do modelo não-isotérmico em escoamento com superfície livre também é

de interesse e uma boa sugestão para os novos rumos deste projeto.



Apêndice

A

Adimensionalização

O processo de adimensionalização das equações do modelo não-isotérmico é feita re-

sumidamente a seguir.

Equação da Continuidade

U0

L0

(∇ · u∗) = 0 ⇒

∇ · u = 0, (A.1)

onde por simplicidade eliminamos o símbolo (∗).

Equação de Conservação de Quantidade de Movimento

ρ

(
∂u

∂t
+∇ · (uu)

)
= −∇p+ ηs(∇ · [∇u+ (∇u)t]) +∇ · τp ⇒

ρU2
0

L0

(
∂u∗

∂t
+∇ · (uu)∗

)
= −ρ0U

2
0

L0

∇p∗+
U0

L2
0

ηs(∇· [∇u∗+(∇u∗)t])+
ρ0U

2
0

L0

(∇·τp∗) ⇒

∂u∗

∂t
+∇ · (uu∗) = −∇p∗ +

(
1

Re

ηs
η0

)
∇2u∗ +∇ · τp∗.

Portanto, obtemos a equação da quantidade de movimento na forma adimensional,

∂u

∂t
+∇ · (uu) = −∇p+ β

Re
∇2u+∇ · τp, (A.2)

onde por simplicidade eliminamos o símbolo (∗).

69



70

Equação Constitutiva Oldroyd-B

τp + λ1(T )
∇

τp = ηp(T )[∇u+ (∇u)t] ⇒

ρ0U
2
0τp

∗ +
ρ0U

3
0

L0

λ1(T )
∇

τp
∗ =

U0

L0

ηp(T )[∇u∗ + (∇u∗)t] ⇒

η0
η0
L0ρ0U0τp

∗ +
η0
η0

L0ρ0U
2
0

L0

λ1(T )
∇

τp
∗ = ηp(T )[∇u∗ + (∇u∗)t] ⇒

Reη0τp
∗ +ReWi(T )η0

∇

τp
∗ = ηp(T )[∇u∗ + (∇u∗)t] ⇒

τp
∗ +Wi(T )

∇

τp
∗ =

1

Re

ηp(T )

η0
[∇u∗ + (∇u∗)t] ⇒

τp
∗ +Wi(T )

∇

τp
∗ =

1

Re
ωr(T )[∇u∗ + (∇u∗)t].

Finalmente, eliminando o símbolo (∗), obtem-se a equação constitutiva Oldroyd-B na

forma adimensional

τp +Wi(T )
∇

τp = 2
ωr(T )

Re
D. (A.3)

Equação da Temperatura

ρcp

(
∂T

∂t
+∇ · (uT )

)
= k∇2T + 2ηsD : D+ ατp : D+ (1− α)

Trτp
2λ1(T )

⇒

ρcp
(Tw − T0)U0

L0

DT

Dt

∗

=
(Tw − T0)

L2
0

k∇2T ∗ + 2ηs
U2
0

L2
0

(D∗ : D∗) +

ρ0U
2
0

U0

L0

(ατp
∗ : D∗) + ρ0U

2
0 (1− α)

Trτp∗

2λ1(T )
⇒

DT

Dt

∗

=
L0

ρcp(Tw − T0)U0

(Tw − T0)

L2
0

k∇2T ∗ + 2ηs
L0

ρcp(Tw − T0)

U2
0

L2
0

(D∗ : D∗) +

L0

ρcp(Tw − T0)
ρU2

0

U0

L0

(ατp
∗ : D∗) +

L0

ρcp(Tw − T0)U0

ρ0U
2
0

L0

L0

(1− α)
Trτp∗

2λ1(T )
⇒

DT

Dt

∗

=
1

Pe
∇2T ∗ +

1

Pe

2ηs
η0

η0U
2
0

k(Tw − T0)
(D∗ : D∗) +

1

Pe

η0
η0

L0ρ0U
3
0

k(Tw − T0)
(ατp

∗ : D∗) +
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1

Pe

η0
η0

L0ρ0U
2
0L0

(Tw − T0)k
(1− α)

Trτp∗

2λ1(T )
.

Assim, omitindo (∗), a equação da energia na forma adimensional é dada por

∂T

∂t
+∇· (uT ) = 1

Pe
∇2T +2β

Br

Pe
(D : D)+

BrRe

Pe

(
ατp : D+ (1− α)

Trτp
2Wi(T )

)
. (A.4)

Função WLF

fT = exp

[
− C1T

C2

(Tw−T0)
+ T

]
(A.5)



Apêndice

B

Equação da Temperatura: Produto

escalar duplo

B.1 Produto escalar duplo τs : D

O produto escalar duplo τs : D presente na equação (1.32) é dado por

ηs : D = (B.1)

ηs

[
2∂u
∂x

∂u
∂y

+ ∂v
∂x

∂v
∂x

+ ∂u
∂y

2∂v
∂y

]
:
1

2

{[
∂u
∂x

∂u
∂y

∂v
∂x

∂v
∂y

]
+

[
∂u
∂x

∂v
∂x

∂u
∂y

∂v
∂y

]}
= (B.2)

ηs

[
2∂u
∂x

∂u
∂y

+ ∂v
∂x

∂v
∂x

+ ∂u
∂y

2∂v
∂y

]
·

⎡⎢⎣ ∂u
∂x

1

2

(
∂u
∂y

+ ∂v
∂x

)
1

2

(
∂v
∂x

+ ∂u
∂y

)
∂v
∂y

⎤⎥⎦ (B.3)

ηs

⎡⎢⎣ 2∂2u
∂x2 +

1

2

(
∂u
∂y

+ ∂v
∂x

)(
∂v
∂x

+ ∂u
∂y

)
∂u
∂x

(
∂u
∂y

+ ∂v
∂x

)
+
(

∂u
∂y

+ ∂v
∂x

)
∂v
∂y

∂u
∂x

(
∂v
∂x

+ ∂u
∂y

)
+ ∂v

∂y

(
∂v
∂x

+ ∂u
∂y

) 1

2

(
∂v
∂x

+ ∂u
∂y

)(
∂u
∂y

+ ∂v
∂x

)
+ 2∂2v

∂y2

⎤⎥⎦ . (B.4)

No próximo passo, os elementos da diagonal principal da matriz anterior são somados:

2ηs
∂2u

∂x2
+

1

2
ηs

(
∂u

∂y

∂v

∂x
+
∂2u

∂y2
+
∂2v

∂x2
+
∂v

∂x
.
∂u

∂y

)
+

1

2
ηs

(
∂v

∂x

∂u

∂y
+
∂2v

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂u

∂y
.
∂v

∂x

)
+ 2ηs

∂2v

∂y2
=(B
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2ηs
∂u

∂y

∂v

∂x
+ ηs

∂2u

∂y2
+ ηs

∂2v

∂x2
+ 2ηs

∂2v

∂y2
+ 2ηs

∂2u

∂x2
= (B.6)

2ηs

[(
∂u

∂x

)2

+

(
∂v

∂y

)2

+
1

2

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)2
]
. (B.7)

B.2 Produto escalar duplo τp : D

O produto escalar duplo τp : D presente na equação (1.32) é dado por

ηp : D = (B.8)

[
τxxp τxyp

τxyp τ yyp

]
=

⎡⎢⎣ ∂u
∂x

1

2

(
∂u
∂y

+ ∂v
∂x

)
1

2

(
∂v
∂x

+ ∂u
∂y

)
∂v
∂y

⎤⎥⎦ = (B.9)

⎡⎣ τxxp
∂u
∂x

+
τ
xy
p

2

(
∂v
∂x

+ ∂u
∂y

)
τxxp

2

(
∂u
∂y

+ ∂v
∂x

)
+ τxyp

∂v
∂y

τxyp
∂u
∂x

+
τ
yy
p

2

(
∂v
∂x

+ ∂u
∂y

)
τ
xy
p

2

(
∂u
∂y

+ ∂v
∂x

)
+ τ yyp

∂v
∂y

⎤⎦ , (B.10)

somando os elementos da diagonal principal da matriz,

τxxp

∂u

∂x
+
τxyp

2

(
∂v

∂x
+
∂u

∂y

)
+
τxyp

2

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)
+ τ yyp

∂v

∂y
. (B.11)
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