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Resumo

Ao lidar com sistemas dissipativos, pesquisas como o estudo do espaco de parametros
tem permitido uma interpretacao alternativa dos processos associados a comportamentos
cadticos, revelando o importante papel que as estruturas de peridicidade desempenham
nessas novas analises. A concentracao dessas estruturas pode dificultar o controle e a
previsao do comportamento do sistema dindmico, ja que a fronteira entre periodicidade e
caoticidade pode ser muito complexa, gerando incertezas na escolha dos parametros para
obter o estado desejado. Recentemente, descobriu-se que essas estruturas estao dispostas
no espago dos parametros ao longo de curvas chamadas de curvas extremas. Essas curvas
sao caracterizadas por érbitas que conectam extremos de mapas unidimensionais. Nesta
tese, calculamos planos de parametros habitados por cascatas de periodicidade e, com o
auxilio da teoria de curvas extremas, investigamos o grau de incerteza que elas introduzem
na escolha de parametros. Para isso, avaliamos o Coeficiente de Incerteza, ou Expoente de
Incerteza, ao longo das curvas extremas das cascatas nos mapas Logistico-Gauss, Logistico
perturbado, Circulo e Hassell perturbado. Comparando nossos experimentos com os ji
realizados em outros estudos, obtivemos resultados expressivamente distintos. Quando se
calcula o coeficiente de incerteza sobre as curvas extremas, verifica-se uma convergéncia
dessa medida para valores muito baixos, indicando que as solugoes assintoticas dessa regiao,
divididas entre periddicas e cadticas, sao altamente sensiveis na escolha dos parametros ao
longo das cascatas de periodicidade. Nao obstante, foi identificado que as curvas extremas
delimitam regioes com diferentes niveis de complexidade e, adicionalmente, evidenciam uma
significativa alteracdo no comportamento classico da Escada do Diabo, introduzindo uma
descontinuidade na escada em funcao do comportamento cadtico presente nas cascatas.
Por fim, examinamos o impacto nas estruturas de isoperiodicidade quando um ruido
estocastico esta presente no espaco de fases em mapas unidimensionais. Esse estudo foi

estendido, possibilitando andlises futuras em sistemas dindmicos de maior complexidade.

Palavras-chave: Caos; Fractal, Expoente de Incerteza; Curvas Extremas; Espaco de

Parametros.



Abstract

When dealing with dissipative systems, research on parameter space has provided an
alternative interpretation of the processes associated with chaotic behaviors, revealing the
important role that periodic structures play in these new analyses. The concentration of
these structures can hinder the control and prediction of the dynamic system’s behavior, as
the boundary between periodicity and chaos can be highly complex, generating uncertain-
ties in choosing parameters to achieve the desired state. Recently, it was discovered that
these structures are arranged in parameter space along curves known as extreme curves.
These curves are characterized by orbits that connect extrema of one-dimensional maps.
In this thesis, we compute parameter planes populated by periodicity cascades and, with
the aid of extreme curve theory, investigate the degree of uncertainty they introduce in
parameter selection. To this end, we evaluate the Uncertainty Coefficient, or Uncertainty
Exponent, along the extreme curves of cascades in the Logistic-Gauss map, Perturbed
Logistic map, Circle map, and Perturbed Hassell map. Comparing our experiments with
previous studies, we obtained significantly different results. When computing the uncer-
tainty coefficient along extreme curves, we observe that this measure converges to very low
values, indicating that the asymptotic solutions in this region, divided between periodic
and chaotic states, are highly sensitive to parameter selection along the periodicity cas-
cades. Moreover, it was identified that extreme curves delimit regions with different levels
of complexity and, additionally, significantly alter the classical behavior of the Devil’s
Staircase, introducing a discontinuity in the staircase due to the chaotic behavior present
in the cascades. Finally, we examine the impact on isoperiodicity structures when stochas-
tic noise is present in the phase space of one-dimensional maps. This study has been

extended, enabling future analyses in more complex dynamical systems.

Keywords: Chaos; Fractal; Uncertainty Exponent; Extreme Curves; Parameter Space.
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INTRODUCAO

A teoria de sistemas dindmicos iniciou com os trabalhos de mecénica celeste escrito por
Johannes Kepler e também com os estudos sobre mecanica classica realizados por Isaac
Newton, ambos no século XVII. Posteriormente, o matematico francés Henri Poincaré,
apresentou um novo olhar para os estudos de dinamica nao linear ao qual destacava as
questoes qualitativas e estabeleceu uma abordagem geométrica para analisar tais questoes.

Foi com Poincaré, em 1889, ao estudar o problema dos trés corpos, que se constatou
pela primeira vez a existéncia de sistemas deterministicos com comportamento dinamico
intrinsecamente irregular. Ele demonstrou que, em geral, esse problema nao possui uma
solucao analitica fechada e que pequenas variagoes nas condigoes iniciais podem levar a
comportamentos cadticos, impossibilitando previsoes precisas a longo prazo [1]. No entanto,
em 1963, com o acesso ao computador e, consequentemente, maiores possibilidades de exa-
minar os sistemas de equacoes nao lineares, Edward Lorenz descobriu o movimento cadtico
através de um modelo de meteorologia cujas solu¢oes do sistema nao eram peridédicas e
nem entravam em equilibrio por mais que se realizassem simulacoes.

Nesse momento, Lorenz observou a sensivel dependéncia as condi¢oes iniciais em sis-
temas dessa natureza, ou seja, duas condigoes iniciais muito préximas em um sistema
caotico podem se comportar de forma totalmente distintas durante a evolucao do sistema
[2]. Essas descobertas impulsionaram as pesquisas sobre o comportamento de sistemas

nao lineares, tanto no aspecto quantitativo, quanto no qualitativo.
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Um sistema dinamico nao linear deterministico evolui temporalmente de forma continua
ou discreta [3]. Esta evolugao é previsivel, portanto deterministico, desde que todas as
condicoes iniciais sejam conhecidas, mesmo que apresente alta sensibilidade as condi¢oes
iniciais, o que pode dar a impressao de imprevisibilidade das trajetorias.

Sistemas em que as variaveis dependentes do tempo apresentam continuidade sao
representados por equagoes diferenciais e denominados fluxos. Quando as variaveis do
tempo sao fungoes recursivas discretas, sao denominados mapas ou equagoes de diferenca.
A forma de representar essas equacoes é objeto de estudo e tem aplicagoes em diversas
areas, como Matemadtica, Fisica, Biologia, Quimica, Medicina e Engenharias [4, 5].

Com o avanco expressivo nos estudos de dindmica nas décadas de 1960 e 1970, no-
vas abordagens e conceitos fundamentais foram incorporados ao tratamento de sistemas
dindmicos, sejam eles conservativos ou dissipativos. Um dos focos centrais dessas investi-
gagoes tornou-se o comportamento cadtico, que pode emergir para diferentes valores dos
parametros nos modelos analisados.

No tratamento de sistemas dissipativos, pesquisas como o estudo do espago de parame-
tros tem permitido novas interpretacoes de processos envolvendo comportamento cadtico,
onde estruturas de periodicidade desempenham um papel importante. Esses estudos tém
se difundido nas tltimas décadas e se tornado uma poderosa ferramenta na descricao de
processos envolvendo sistemas com mais de um parametro.

Em 1963, Arnold iniciou esse processo mostrando quao rico e organizado é o espago
de parametros da familia de mapas do circulo. Ele mostrou a existéncia de estruturas
de periodicidade, conhecidas como linguas de Arnold [6], imersas em regidoes de quase-
periodicidade. Cada lingua de Arnold estéa associada a um conjunto de infinitas estruturas
auto-similares que chamamos genericamente de cascatas.

Duas ferramentas fundamentais neste estudo de sistemas dindmicos sdo o céalculo
dos expoentes de Lyapunov e a representacdo do espago de parametros. Os expoentes
de Lyapunov medem a taxa de divergéncia ou convergéncia temporal entre trajetérias
inicialmente préximas, indicando o grau de sensibilidade as condigoes iniciais que o sistema

apresenta.
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Um expoente positivo sugere caos, pois pequenas diferencas nas condi¢oes iniciais
se amplificam exponencialmente ao longo do tempo. Por outro lado, um expoente de
Lyapunov negativo indica que as trajetorias préximas convergem, o que é caracteristico
de regioes periddicas ou estaveis do sistema, onde as orbitas tendem a se estabilizar em
ciclos limitados ou pontos fixos, refletindo um comportamento completamente previsivel e
ordenado. Uma terceira categoria dindmica é o comportamento quase-peridédico que ocorre
quando o expoente de Lyapunov é nulo. E neste meio que estdo imersas as linguas de
Arnold.

A representacao do espaco de parametros, por sua vez, mapeia os diferentes estados
do sistema, revelando estruturas complexas como dominio de caos, periodicidade e quase-
periodicidade.

Atualmente, sdo conhecidas outras estruturas de periodicidade, mas agora envolvidas
por regioes de caoticidade, que também estao organizadas em cascatas no espaco de
parametros [7-11]. A concentragao dessas estruturas pode dificultar o controle e a previsao
do comportamento do sistema dinamico, ja que a fronteira entre periodicidade e caoticidade
pode ser muito complexa, gerando incertezas na escolha dos parametros para obter o estado
desejado

Em estudos recentes, observou-se que essas estruturas se organizam no espago de
pardmetros ao longo de curvas denominadas curvas extremas [12-14]. Essas curvas sdo
caracterizadas por érbitas que conectam extremos de mapas unidimensionais. Foi em [12],
com o objetivo de explanar a organizagao de estruturas periédicas no espago de parametros,
que se introduziu as 6rbitas extremas, onde mostrou-se que cascatas de conjuntos de
periodicidade seguem essas curvas em qualquer escala do espaco de parametros.

Como as cascatas estao localizadas em um espaco de parametros multidimensional, é
necessario ter ao menos dois parametros de controle. Esses parametros sao essenciais para
determinar a posicao desses objetos auto-similares no espago. Em geral, ao iniciar com uma
condicao inicial xg e iterar repetidamente o mapeamento, observa-se que, dependendo dos
valores dos parametros, a dindmica resultante pode convergir para pontos fixos, orbitas

perioddicas, quase-periddicas ou atratores caodticos.
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Essas trajetorias, por sua vez, podem conter sequéncias de pontos criticos {x3, 3, ..., zF
onde cada um satisfaz F'(x}) = 0, correspondendo a pontos extremos (maximos ou mini-
mos locais) do mapeamento. Além disso, qualquer par de pontos criticos, xj e z}, pode ser
ligado por M iteragoes consecutivas do mapeamento, ou seja, =5 = F' M(x%), com M €N,
F° = identidade e F = F'. Essas trajetérias de comprimento M, que conectam pontos
criticos no espaco de estados do mapeamento, sao denominadas M -orbitas extremas, e
os parametros correspondentes formam um conjunto de codimensao um conhecido como
curvas extremas em espagos de pardmetros planares [12].

As curvas extremas estruturam o espaco de parametros revelando como as regices de
periodicidade imersas no caos sao organizadas nesse espaco. Essas descobertas serviram
como a principal motivagao para o desenvolvimento desta pesquisa, na qual buscamos
aprofundar essa analise.

Focamos em elaborar esses planos de parametros para identificar cascatas de periodici-
dade e, com o auxilio das curvas extremas, investigamos o grau de incerteza na escolha de
parametros introduzido pelas cascatas. Para isso, utilizamos a medida de um parametro
conhecido como expoente de incerteza « [15, 16], onde o € [0, 1].

Quando 0 < a < 1, as solugoes assintéticas do sistema, que podem ser periddicas ou
caodticas, mostram diferentes niveis de sensibilidade a incerteza nos parametros. Especifica-
mente, para o = 0, dilatar a regido estudada ndao melhora a precisao da medida, indicando
que os atratores caoticos e peridodicos estao homogeneamente entrelacados em qualquer
escala. Por outro lado, para a = 1, ampliar a regiao estudada organiza claramente os
atratores, distinguindo melhor entre as regioes cadticas e periddicas.

Grebogi et al. [15], em suas pesquisas da década de 80, encontraram que o coeficiente
de incerteza para o mapa quadrético era a = 0,41(3), em que o niimero entre parénteses
representa o erro apresentado na casa decimal imediantamente antes do parénteses, no
caso, a € [0,38; 0,44].

Mais tarde, Farmer [17] publicou que tanto para o mapa quadrético, quanto para o
mapa do seno transcendental, os valores de o eram 0,45(4). Isso levou Farmer a conjecturar

que o valor dessa constante era universal. Na década de 90, Hunt e Ott[18], mostraram por
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meio de calculos tedricos, descartando os atratores menores do processo de Feigenbaum,
que o valor dessa constante era « = 0,51(3). Esse cdlculo envolveu a exclusao dos estagios
mais avancados da cascata de duplicagao de periodo, limitando-se apenas aos atratores
maiores, que sao as Orbitas periddicas de periodos mais baixos e os estados cadticos.

No entanto, em 2014, Joglekar, Ott e Yorke [19] realizaram essas medidas novamente
para o mesmo mapa quadratico que eles ja haviam realizado anteriormente, e demons-
tratam, considerando uma probabilidade de estabilidade para o caos, que a =~ 0,39 para
elevadas ampliagoes do espago dos parametros.

Em 2017, Medeiros et al. determinaram o valor de « para trés diferentes sistemas de
tempo continuo: Réssler Oscillator o = 0,41(4), Morse Oscillator o = 0,40(4) e CO, Laser
a =0,40(4) [16].

Desafiando a crenca de longa data, mostramos que o aumento da densidade das janelas
periddicas ao longo das curvas extremas significa uma relagdo mais complexa entre os
parametros associados ao comportamento periédico e cadtico. Desta forma, a incerteza
ocorre com maior intensidade ao longo das cascatas de periodicidade, sendo suprema nas
curvas extremas e com valor de av = 0,232(2) [11, 20].

As curvas extremas foram identificadas como importantes divisores que segmentam o
espago em regioes de diferentes niveis de complexidade. Além disso, essas curvas revelaram
uma alteracao notavel no comportamento tradicionalmente associado a Escada do Diabo,
introduzindo caracteristicas que desafiam a compreensido classica desse fenomeno. Durante
a analise do nimero de rotagao ao longo dessas curvas, foi descoberta uma nova estrutura,
denominada FEscada do Diabo Descontinua.

Avaliamos o impacto nas estruturas de periodicidade devido a introducao de ruido
no espaco de fases do mapa do Circulo, utilizando o expoente de incerteza como métrica
tanto para a curva extrema quanto para uma curva adicional fora dessa regiao. Posteri-
ormente, em uma curva qualquer fora da extrema, essa abordagem foi ampliada para o
mapa de Hénon (2D), permitindo examinar como os principios observados em sistemas
unidimensionais podem ser adaptados e aplicados a contextos bidimensionais. Os resulta-

dos obtidos nao apenas apontam para novas interpretagoes das dinamicas desses sistemas,
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mas também oferecem um ponto de partida promissor para analises futuras em sistemas
mais complexos, contribuindo para o avango no estudo da teoria de sistemas dinamicos.

Assim, os resultados aqui relatados sdo geralmente demonstrados para a classe de mapas
unidimensionais com pelo menos dois parametros de controle, sendo possivel generalizagoes
para outras classes de sistemas.

Enfatizamos que, ao longo das simula¢des numéricas realizadas neste trabalho, utiliza-
mos algoritmos desenvolvidos em linguagem Fortran, devido a sua eficiéncia na execugao
de célculos de alta precisao e desempenho em computacao cientifica. Os dados obtidos
a partir dessas simulagoes foram analisados e visualizados com o auxilio dos softwares
Gnuplot e Xmgrace, ferramentas robustas e amplamente empregadas na geracao de graficos
cientificos de alta qualidade. Essas ferramentas permitiram representar os resultados de

forma clara e detalhada, facilitando a interpretacao e validacao das analises realizadas.

Sobre este texto

O presente texto é resultado dos estudos realizados no Instituto de Geociéncias e
Ciéncias Exatas da Universidade Estadual Paulista “Julio de Mesquita Filho” (UNESP),
no periodo de marco de 2020 a dezembro de 2024, sob a orientagao do Prof. Dr. Rene
Orlando Medrano Torricos.

Este texto estd organizado em cinco capitulos, sendo que no primeiro apresentamos
alguns conceitos fundamentais sobre dindmica nao linear e caos para sistemas dissipativos
unidimensionais discretos que serviram de base para a analise dos mapeamentos Logistico,
Logistic-like, Logistico perturbado, Quartico e do Circulo.

No segundo capitulo apresentamos os resultados principais de nossa pesquisa, e para
tanto, destacamos o mapa Logistico-Gauss que, gerado da composicao entre os mapas
Logistic-like e Gauss, foi escolhido por ser atual e pela possibilidade de resgatar ma-
peamentos ja conhecidos na literatura. Nesse capitulo apresentamos como se calcula o
expoente de incerteza e o aplicamos a teoria de curvas extremas, onde foi possivel obter
resultados valiosos.

Os resultados das pesquisas para o coeficiente de incerteza ao longo de curvas extremas
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foram realizados para os mapas Logistico-Gauss, Logistico perturbado, Circulo e Hassell
perturbado, valendo-se dos mapeamentos estudados no capitulo 1. Encontramos que o
coeficiente de incerteza, ao longo das curvas extremas, apresentam valores muito inferiores
[a =~ 0,232(2)] quando comparado aos medidos em outras dire¢oes [ = 0,40(1)], valores
tipicos independente do sistema dinamico unidimensional.

No terceiro capitulo, nos concentramos em analisar o fator de incerteza nas proximida-
des de curvas extremas e descobrimos que a curva extrema ¢ o limite entre duas regioes
no espago dos parametros de complexidades distintas.

No quarto capitulo, identificamos uma alteragao significativa no comportamento usual-
mente atribuido a Escada do Diabo, revelando caracteristicas que desafiam a interpretagao
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classica desse fendmeno. Durante a andlise do parametro p = lim , ao longo des-
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sas curvas, foi identificada uma nova estrutura, que denominamos por Escada do Diabo
Descontinua.

No capitulo final, investigamos o impacto de perturbagoes uniformes, como o ruido
branco, no comportamento de sistemas dindmicos nao lineares, com énfase em suas impli-
cagoes no espaco de parametros. Analisamos a influéncia do ruido sobre as propriedades
desses sistemas e discutimos a invariancia de escala, levantando hipdteses sobre a conver-
géncia do coeficiente de incerteza e a identificagdo de uma curva universal. Na sequéncia,
comparamos o mapa do Circulo (1D) e o mapa de Hénon (2D), destacando as semelhancas

e diferencas que emergem na presenca de ruidos.

Por fim, exibimos nossas consideragoes finais.



CAPITULO 1

FUNDAMENTOS

Nesse capitulo apresentaremos alguns conceitos de sistemas dindmicos nao lineares que
darao embasamento para melhor compreensao da atual pesquisa. Os conceitos dizem
respeito aos mapeamentos unidimensionais, percorrendo desde iteragoes do mapeamento
e expoente de Lyapunov, até espacos de parametros e curvas extremas. Este percurso serd

descrito por mapeamentos distintos.

1.1 Mapas unidimensionais em tempo discreto

Geralmente, parte dos livros de Fisica destinados a dinamica nao linear e caos iniciam
seus trabalhos utilizando as equacoes diferenciais como base para o desenvolvimento dos
estudos. Isso ocorre, pois na disciplina de Fisica existe um contato muito grande com essas
equagoes [21]. No entanto, para fins de simplicidade adotaremos os conceitos de mapa,
pois através deles é possivel obter comportamentos cadticos, o que para tempos continuos
exigiria no minimo fluxo tridimensional [22].

Desta forma, concentramos nossos estudos em equagoes onde o tempo é uma variavel
discreta, ou seja, equagoes onde o tempo assume somente valores inteiros, essas equacoes

sao nomeadas por equagoes de diferenca ou simplesmente mapa. Um mapa N-dimensional
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pode ser generalizado por:
Xn(t+1) = Fn(z1(2),..., zn(2)). (1.1)

Contudo, nesse capitulo, iremos nos ater aos mapas unidimensionais e escreveremos o
mapeamento como:

oyt = F(z,). (1.2)

1.2 O mapa Logistico e iteracoes do mapeamento

O bidlogo Robert May, em 1976, com o objetivo de modelar o crescimento populacional

[23-25] apresentou o mapeamento Logistico que é descrito pela equagao

Tp1 = Rx, (1 —z,,). (1.3)

Como a equacao apresenta um formato simples e oferece complexidades fundamentais
em dindmica nao linear [26], ela esta entre os sistemas dindmicos mais estudados, apresen-
tando uma rica gama de comportamentos amplamente observados em sistemas dinamicos
reais, caracteristicas que apoia a validade dos resultados obtidos no presente trabalho.

Dado um mapeamento unidimensional representado por x,+1 = F(z,) e um determi-
nado valor inicial da varidvel xg, ao realizarmos uma aplicacao (iteragdo) do mapa em uma,
condi¢ao inicial xg, obteremos z1 = F(zy) e repetindo esse procedimento recursivamente,
a proxima aplicagao serd xo = F(x1) = F(F(xq)). Desta forma, ao se realizar n aplicagoes
teremos x, = F(...(F(xg))) = F™(xo). Observe que F™ representa a enésima iteracao de
F avaliada sequencialmente em xg, x1,..., x,_1. Ou seja, conhecido o valor de uma variavel
em um determinado instante x,,, obtemos o estado seguinte através de F'(z,) = x,41. Por
exemplo, escrevendo o mapeamento Logistico com R = 2,7 em um determinado instante

xo = 0,3, o estado seguinte serd
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Figura 1.1: Mapa de retorno das 100 iteragoes sucessivas do mapeamento Logistico, com
a condic¢ao inicial xo = 0,3 e R = 2,7.
Na sequéncia,

zy = F(z1) = F(0,567) = 0,6628797. (1.5)

E assim, sucessivamente, até encontrarmos o enésimo termo x,,.

Essa analise também pode ser representada geometricamente. Geralmente a apreciacao
grafica dos mapeamentos pode nos auxiliar em diversos entendimentos no que se refere
a teoria de sistemas dinamicos, pois possibilita a visualizacao de sistemas complicados
conduzindo a uma maior reflexao e, consequentemente, abrandando a compreensao nas
mais diversas andlises.

Desta forma, para a elaboracao da Fig. 1.1, inicialmente, plotamos a funcao do ma-
peamento F(x) e também a funcao identidade y = x sobrepostas em um mesmo sistema
cartesiano. A partir de um valor inicial zq, tracamos uma linha perpendicular ao eixo x
até interceptar a funcao do mapeamento. Em seguida, desenhamos uma linha horizontal
também em relacao ao eixo x e em direcao a reta identidade, ao cruza-la, obtemos o valor
de x1. Apds tocar a reta y = x, tracamos novamente a linha vertical em busca da func¢ao

do mapeamento, posteriormente, depois de interceptar a funcao do mapeamento, delinea-
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mos a reta horizontal e procuramos novamente pela fun¢ao identidade, onde encontramos
Z5. Seguindo com esse procedimento podemos iterar o mapa quantas vezes julgarmos
necessario.

Esse tipo de grafico é nomeado de mapa de retorno ou teia de aranha (cobweb).
Observe que ao realizar 100 iteragoes para a condicao inicial zo = 0,3 do mapeamento
em questao, ¢ visivel que essas iteragoes tendem a convergir para um determinado valor,
no caso x = 0,62962962..., que recebe o nome de ponto fixo e sera estudado na préxima
secao.

Outra forma de vizualizar itera¢oes sucessivas pode ser descrita simplesmente por um
grafico onde o eixo da abscissa é representado pela iteracao n e o eixo das ordenadas pelo
valor resultante dessa iteragao x,, ou seja, é um gréafico de x,, em funcdo de n. Alguns
exemplos sao apresentados na Fig. 1.2 onde é possivel observar que os valores que R
assumem fazem com que a evolugdo temporal seja convergente a diferentes pontos fixos.
Contudo, quando R = 3,2 o estado assintotico é periédico de periodo 2 e os valores a partir
de um determinado n, ficam oscilando entre os nimeros 0,51304450... e 0,79945549..., como

mostra a Fig. 1.3.
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Figura 1.2: Nas figuras apresentamos a evolugao temporal x,, vs. n para o mapa Logistico
que foram gerados com a condicao inicial xg = 0,3 e 50 iteracoes, com quatro valores
distintos de R.
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Figura 1.3: Convergéncia da dinamica para uma orbita de periodo 2.
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1.3 O mapa Logistic-like e a 6rbita do mapeamento

Nesta se¢ao apresentaremos o estudo da érbita e do ponto fixo para o mapa Logistic-like
Tpt1 = Rx, (1 —x7), (1.6)

que constitui uma generalizacao do mapa Logistico [27], onde x é a varidvel dindmica e o
indice n indica a iteracao do mapeamento. Nos nossos estudos, consideramos os parametros
de controle do sistema reais, com R € [0,4] e vy > 0.

Fisicamente, v controla a nao linearidade do sistema. Ele ajusta a forma da funcao
que determina como a variavel dindmica x,, evolui a cada iteragdo. Quando v = 1, o mapa
se reduz ao mapa Logistico cldssico, onde a dinamica é quadratica e bem conhecida por
sua capacidade de gerar comportamentos cadticos a partir de valores especificos de R.

Para v > 1, a nao linearidade da fungao é aumentada. Isso significa que a resposta do
sistema ao valor atual de x,, € mais acentuada, levando a diferentes padroes de compor-
tamento, como o aumento da sensibilidade a pequenas variagoes em x,. Por outro lado,
quando v < 1, a evolugdo do sistema se suaviza, potencialmente reduzindo a complexidade
dindmica.

Em um mapa, a érbita a partir de um ponto inicial o5 € R é a sequéncia de pontos
T, w1 = F(x0), 19 = F*(20), ..., Tny1 = F"(20). Quando essa érbita for constante, dada,

por F(x,) = x,, ela é denominada ponto fixo e adotaremos a seguinte notagao
F(P*) = P*. (1.7)
Por exemplo, para determinarmos os pontos fixos do mapeamento Logistic-like, temos
RP*[1 — (P*)] = P, (1.8)

p* {R[l — (P*)] — 1} =0. (1.9)

1
Que apresenta duas solugoes, Py = 0 e Py = (1 — %) 7. FEsses pontos fixos podem ser
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Figura 1.4: Mapa de retorno representando os dois pontos fixos P;" e Py, que correspondem
as intersecoes da funcdo do mapeamento com a reta identidade. O mapeamento Logistic-
like e suas iteracoes sucessivas, a partir da condigao inicial x¢o = 0,2, evoluem para o ponto
fixo P;, para R=13e vy =5.
visualizados geometricamente. Na Fig. 1.4 as intersecgoes entre os graficos y = F'(x) (cor
preto) e y = x (cor vermelho), representam os primeiros pontos fixos do mapeameto e, dada
uma condi¢ao inicial, as linhas (cor verde) representam as sucessivas iteragoes. Observe
que as iteragoes acumulam-se em um determinado valor 0,745822671, que é representado
1

pelo segundo ponto fixo (1 — %) TJecom R=13evy=05.

Caso a orbita atender a condigao F"(xg) = xo, para algum n > 0, ela é chamada de

orbita periddica ou ciclica de periodo n, e pode ser expressa da seguinte forma:
Zo, F(ZL‘Q), PN ,Fn_l(l'o), Fn(l‘o) = Xy, F({L’()), ceey Fn_l(l'o), Fn(l'o) =Ty~ - (110)

Por exemplo, 2y = 0 encontra-se em um ciclo de perfodo 2 para F(z) = x? — 1, uma vez

que F(0) = —1 e F(—1) = 0. Assim, a 6rbita periédica ¢é

0,—-1,0,—1,0,—1,... (1.11)
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Pontos fixos também sao chamados de orbitas periddicas de periodo 1. Pode nao ser uma
tarefa simples encontrarmos analiticamente as equagdes que geram pontos periddicos de
periodo maior que 2. Por exemplo, ciclos de periodo 6, dado um mapeamento de grau 2,
implicaria em encontrar as raizes de uma equacao de grau 64, ja que somente apés seis

iteragoes um ciclo seria completo, ou seja, F(x) — z = 0.

1.3.1 Analise de estabilidade do ponto fixo para o mapa Logistic-
like

Suponha que Pj seja um ponto fixo para F(z). Entdo Fj é um ponto fixo atrativo
e denominado assintoticamente estével, se|F'(F§)| < 1. O ponto Pj é um ponto fixo
repulsivo ou instavel, se |F'(F})| > 1. Finalmente, se |F'(F})| = 1, o ponto fixo pode ser
neutro, atrativo ou repulsivo a depender de uma analise de termos de segunda ordem do
mapa.

Iremos verificar para o mapa Logistic-like a instabilidade dos pontos fixos P; e Py, cal-
culados anteriormente. Para tal, devemos primeiramente derivar a fun¢ao do mapeamento

em relacao a z, desta forma

F'(z) = R — (y+1)Ra". (1.12)

Fazendo a andlise para o primeiro ponto fixo P; = 0, obtemos
F'(P;) = R. (1.13)

Assim, para |R| < 1, ou seja, —1 < R < 1, o ponto fixo serd atrator. Como nossos estudos
consideram apenas valores positivos de R, Py é um atrator assintoticamente estavel se
R €]0,1). Caso R = 1, dizemos que ele é neutro ou estavel. Se R > 1, o ponto fixo sera
repulsor e dizemos que ¢ instavel. Note que, na Fig. 1.4, P = 0 é um ponto repulsor,
uma vez que consideramos R = 1,3. O ponto fixo Py = (1 — %)%, somente tem solugoes

negativas (0 < R < 1) se o expoente for um niimero racional com denominador impar. Ou

seja, considerando v = p/q racional, Py tem solugdes negativas somente se p for impar.
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De acordo com a Eq. 1.12,

F'(Py)=—Ry+~v+1. (1.14)
Assim, para que P seja atrator
2
I<R<1+4—. (1.15)
Y

Logo, Py < 0 (quando existir) é sempre instavel. por outro lado, Py ¢ assintoticamente
estavel quando R € (1, 1+ %), estavel ou neutro para R=1ou R=1+ % e instavel ou
repulsor para qualquer outro valor de R. Na Fig. 1.4 consideramos R = 1,3 e v = 5, entdo,

Pj é um atrator.

0.8 ) = .
X
n+l 0,6 |
0.4 -
| 1 | 1 | 1 | 1 | 1
0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
X

n

Figura 1.5: Andlise grafica mostrando a estabilidade do ponto fixo para v = 6, condicao
inicial g =04 e R=1+ % Observamos um ponto fixo neutro, que nao é repulsor nem
atrator.

As Figs. 1.5 e 1.6 apresentam duas situagoes distintas relacionadas ao comportamento
do ponto fixo Pj: quando ele é neutro e quando ele é repulsor, respectivamente. Na

Fig. 1.5, o ponto fixo P; exibe um comportamento neutro. Nesse caso, a linha verde
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representa a trajetoria de uma érbita que mantém uma distancia constante em relacao ao
ponto fixo. Observa-se que, embora a trajetéria nao convirja para P, ela também nao se
afasta significativamente dele, indicando a auséncia de atragao ou repulsao predominante,
comportamento caracteristico de um equilibrio.

Ja na Fig. 1.6, Py se comporta como um ponto fixo repulsor. Neste caso, a linha verde
ilustra uma trajetoria que, ao se aproximar de P;, é claramente repelida. Isso significa que
o sistema apresenta uma dinamica em que as proximidades de P; sao instaveis, impedindo
que a oOrbita convergente permaneca préxima do ponto fixo. A repulsao resulta em um
afastamento continuo da érbita em relagao ao ponto fixo, refor¢cando sua natureza instavel.

Esses cendrios ilustram como o comportamento de pontos fixos pode variar de acordo
com as propriedades dinamicas do sistema, influenciando diretamente a estabilidade e as

caracteristicas das orbitas nas proximidades desses pontos.

2 T T T T T T

1,5

- 1 I 1 I 1 I 1 I 1 I L
2 0.25 0.5 0.75 1 125 L5

X
n

Figura 1.6: Um ponto fixo repulsor ¢ ilustrado, com condicao inicial zo = 0,1 e R = 2.

Também podemos analisar os pontos fixos de um mapeamento a partir de uma abor-
dagem visual, representando x,, em funcao de R. Nesse método, o mapa é evoluido para
cada valor fixo de R, e os ultimos pontos da trajetoria sao apresentados. Antes disso,

as primeiras iteragoes sao descartadas, o que corresponde ao chamado tempo transitorio
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ou simplesmente transiente. Esse tempo transitorio permite que as érbitas do sistema
alcancem um comportamento estavel, quando este existir.

Essa abordagem é conhecida como diagrama de bifurcacao e fornece uma visao ampla
do comportamento dinamico da familia de mapeamentos. Ele também revela como ocorre a
transicao para o caos, frequentemente caracterizada pela duplicacao sucessiva de periodos.
Apresentamos, a seguir, trés diagramas de bifurcacao para o mapa Logistic-like, com 100
iteragoes apdés um transiente de 1000 passos.

A Fig. 1.7 foi gerada com a condicao inicial zo = 0,1 e v = 5. J& a Fig. 1.8 apresenta a
sobreposicao de dois diagramas: o grafico preto foi obtido com v =6 e ¢y = 0,1, enquanto

o grafico vermelho foi gerado com v =6 e xqg = —0,1.

0,21~

0 0,2 0.4 0,6 0,8

Figura 1.7: Diagrama de bifurcagao para o mapa Logistic-like, para xo = 0,1 e v = 5.

A distincao entre os trés graficos se deve a coexisténcia de dois atratores simétricos, a
depender da condigao inicial, particularmente quando v é par. Nesse caso, o termo 27",
decorrente da Eq. (1.6), preserva o sinal de x,, durante as iteragoes iniciais, pois v+ 1 é
impar. Isso faz com que x,, mantenha o mesmo sinal de zy por uma quantidade consideravel
de iteragoes. Assim, para xo > 0, x,, permanece positivo e para zo < 0, z, permanece

negativo, ambos para valores moderados de R, onde as oscilagoes do sistema ainda nao
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sao grandes o suficiente para alternar o sinal de z,,. No entanto, a medida que R aumenta,
o comportamento dinamico do sistema se torna mais complexo, ampliando as oscilagoes e
permitindo que x,, explore tanto valores positivos quanto negativos, independentemente
da condicao inicial. Esse fenomeno reflete a transicao do sistema para o regime cadtico,
onde a dependéncia do sinal inicial é perdida.

Portanto, as diferencas observadas nos graficos sobrepostos sao diretamente influencia-
das pela relagdo entre o grau do polindmio dado pelo termo z7. Além disso, para todos
os trés diagramas, observa-se uma sequéncia de duplicacoes de periodo a medida que R
aumenta. Ampliando certas regides do diagrama, percebe-se que a figura resultante apre-
senta uma estrutura semelhante a figura original. Essas duas caracteristicas sdo marcas

da rota para o caos por meio de sucessivas duplica¢oes de periodo [28].

1 I 1

0 0,5

R

Figura 1.8: Diagrama de bifurcagao apresentando a sobreposicao de dois diagramas que
apresentam vy = 6 e condigao inicial distintas, um com xy = 0,1 (preto) e o outro zy = —0,1
(vermelho).
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1.4 Expoente de Lyapunov para o mapa Logistico
perturbado

Para estudar um sistema dinamico é de suma importancia que se discuta sobre sua
caoticidade. Alexander M. Lyapunov, matematico russo, ao adotar duas condic¢des iniciais
proximas e as evoluir no tempo, desenvolveu um método de medida que é possivel mensurar
a sensibilidade entre essas duas condigoes iniciais através da taxa de distanciamento no
tempo. A essa medida se deu o nome de expoente de Lyapunov A\ e por meio dela foi
possivel o avanco dos estudos em sistemas dinamicos no que se refere a sensibilidade
as condigoes iniciais de um sistema. O calculo do expoente de Lyapunov para mapas
unidimensionais em tempos discretos é dado por uma transformagao =z, = F(z,) que é

realizada por iteracoes do mapeamento e pode ser definida como
1 n—1
A== In|F'(z;)], (1.16)
" izo
com n — oco. Essa defini¢ao é resultante da seguinte aproximacgao

e(n) ~ ee", (1.17)

em que €(n) representa a distdncia entre duas condigdes iniciais apds a enésima iterada

do mapeamento e A o expoente de Lyapunov. Assim, substituindo €(n) obtemos
F™(z 4 ¢) — F"(2) = ee™, (1.18)

onde F"(z) = F(F(...F(x))) é funcdo do mapeamento iterada n vezes. Aplicando o

logaritmo em ambos os lados da equagao e desenvolvendo suas propriedades, alcangamos
In[F"(z + €) — F™(x)] ~ In[ee*"], (1.19)

In[F"(x 4 ¢) — F™(z)] =~ Ine + In[e*], (1.20)
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In[F"(x + €) — F"(z)] — Ine = An, (1.21)

n [F”(:c +€) — F"(z)

€

] ~ An, (1.22)

1 Fm —F"
Azhw (z+¢) @W. (1.23)
n €
Para ¢ tendendo a zero, temos
1 |df"(z)
Ax —In|—=|. 1.24
n n‘ dx ( )
df" (z)

Utilizando a regra da cadeia

8= [T} F'(z;), aplicando a regra do logaritmo da

multiplicagao e fazendo n tender a infinito, obtemos a equagao do expoente de lyapunov

n—1

1
A= lim — ) In|F'(z)], (1.25)

n—oo n, < 0
7=

conforme apresentado anteriormente.

Se A assumir valores negativos, €(n) — 0 a medida que n — oo, as condigoes iniciais
tendem a percorrer a mesma trajetéria apos n iteradas. Caso A = 0 a distancia entre
essas condi¢oes se mantém constante, pois €(n) = € para quaisquer valores de n suficiente-
mente grande. Da mesma forma, podemos inferir que se A apresentar valores positivos, as
condicoes iniciais irdo se afastar de forma exponencial a medida que n — oo.

Assim, se duas condigoes inicias, tao préximas quanto se queira, se distanciam exponen-
cialmente com o decorrer do tempo (A > 0), o sistema apresenta sensibilidade as condigoes
iniciais, uma caracteristica do caos. Se a distancia entre as 6rbitas se mantém constante
A = 0, o sistema pode estar em um ponto de bifurcagdo ou o comportamento pode ser
quase-periddico. No entanto, se a distancia entre as 6rbitas convergir de forma exponencial
para zero, sejam pontos fixos ou orbitas periddicas, o sistema apresentara A < 0.

Para visualizarmos as regioes de periodicidade e caoticidade iremos calcular o expoente

de Lyapunov para o mapa Logistico perturbado
Tpi1 = T R(1+ be)(1 — zy,), (1.26)

em que b, e R > 0 sdo parametros de controle de tal forma que o primeiro controla a
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amplitude da perturbacao ¢ e o segundo o préprio sistema [29, 30]. Para uma condigao
inicial zg, temos que by pode ser 1 ou -1, e assim definimos b, = (—1)" ou b, = (—1)".
Caso € = 0 recuperamos o mapa Logistico original de Robert May.

Na Fig. 1.9, é apresentada a comparacao entre o diagrama de bifurcacao e o expoente de
Lyapunov para o mapa Logistico perturbado, com condic¢ao inicial xy = 0,1, descartando
as 1 000 primeiras iteragoes e considerando as 100 iteragoes subsequentes. Verifica-se
uma janela periddica entre R = 0 e a linha tracejada azul, onde A\ < 0. Bifurcagoes de
duplicacdo de perfodo ocorrem quando A = 0. A direita da linha tracejada azul concentra-
se a regiao de comportamento cadtico onde A > 0. Em sintese, podemos entender que
a linha tracejada azul é uma espécie de fronteira local entre a regiao de periodicidade e

cadtica.

o
(=)
L D L B

Figura 1.9: Diagrama de bifurcacdo (parte superior) e o expoente de Lyapunov (parte
inferior) referente ao mapa Logistico perturbado.

1.5 Espaco de pardmetros para o mapa Quartico

Os mapas dindmicos polinomiais, como o mapa Quartico [31], fazem parte de uma

ampla classe de sistemas que exibem uma rica variedade de comportamentos dindmicos.
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Eles podem ser usados para modelar fenomenos em areas como fisica, quimica e biologia,
e sao amplamente estudados em sistemas dinamicos nao lineares devido a sua riqueza de
comportamento que ele apresenta. Um exemplo notavel dessa classe de mapas é o mapa

Quartico, descrito pela Eq.:

Tpi1 =b— (a—22)° (1.27)

Este mapa, introduzido inicialmente para o estudo de estabilidade das estruturas de
periodicidade [8], foi também explorado no contexto de sistemas dindmicos com multi-
plos atratores, como demonstrado em [32], que investigaram comportamentos coletivos
emergentes e a coexisténcia de multiplos atratores em sistemas nao lineares.

O comportamento do mapa Quartico é governado pelos pardmetros de controle a e b.
A sondagem desses parametros revela estruturas entrelagadas no espaco de parametros,
onde regioes cadticas e periddicas coexistem, conectadas por transicoes abruptas. A andlise
dessas regioes pode ser feita através do calculo dos expoentes de Lyapunov.

Para gerar o espaco de parametros do mapa Quértico, adotamos 10 por 10 sequéncias
de pontos igualmente espagados nos intervalos b € [1,2;1,6] e a € [0,4; 1,2], com a condigao
inicial o = 107!, Apds descartar um transiente de 10° iteracoes, o expoente de Lyapunov

é calculado nas préximas 10° iteragoes, utilizando a férmula:

1 n—1
A== In|F'(z;)].
Ly

A Fig. 1.10 apresenta o espaco de parametros b vs. a, onde a barra de cores representa
os expoentes de Lyapunov, com uma paleta que vai de amarelo para preto (periddico,
A < 0) e de branco para azul (cadtico, A > 0). A cor salmao indica a regido onde ocorreu

divergéncia.
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1,6

1,5

a

Figura 1.10: Espaco de pardmetros b vs. a do mapa Quartico, com a representacao dos
expoentes de Lyapunov A indicada pela paleta de cores.

1.5.1 Ruido branco

Na Fisica, o conceito de ruido branco refere-se a uma perturbacao caracterizada pela
distribuicao de energia uniforme ao longo de todo o espectro de frequéncias. Em termos
praticos, aplicar ruido branco a um sistema significa introduzir uma perturbacao cuja
densidade espectral de poténcia é constante em todas as frequéncias do espectro. A
analogia com o termo “branco” provém da luz branca, que é composta por uma mistura
de todas as cores do espectro visivel. Esse tipo de perturbacao é amplamente utilizado em
experimentos para representar um sinal de ruido aleatoério, sem correlagao entre diferentes
frequéncias.

Quando se introduz ruido branco em um sistema observa-se variagoes imprevisiveis
no comportamento do sistema. Isso ocorre porque o ruido amplia o espectro de estados e
trajetérias possiveis, sendo um fenémeno particularmente importante em sistemas dina-
micos nao lineares. O uso do ruido branco tem relevancia em diversas aplicagoes, como

na analise estatistica de sistemas dinamicos, na investigagao da resposta de sistemas a
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disturbios internos e externos, e em estudos que envolvem sensoriamento remoto, entre
outros [33-37].

Nos ltimos anos, a pesquisa sobre o impacto de pequenas perturbagoes e ruidos em
sistemas dinamicos nao lineares tem se intensificado. Essas influéncias podem resultar em
comportamentos extremamente complexos, como o caos induzido pelo ruido, no qual o
sistema exibe comportamento caético devido a presenca do ruido, mesmo que, na auséncia
de perturbagao, o sistema apresente comportamento regular [38]. Além disso, o ruido tem
sido utilizado como uma ferramenta no controle do caos, uma técnica que visa manipular
a dindmica cadtica para alcancar a estabilidade ou outros objetivos desejados [39, 40]. O
sucesso dessas técnicas depende, em grande parte, do tipo de mapeamento considerado
e da natureza do ruido introduzido. Mais informacoes sobre essas técnicas podem ser
encontradas em trabalhos como [41-44].

Estudos focados no impacto do ruido em sistemas dinamicos, inclusive no contexto de
mapas unidimensionais, mostram que essas perturbacoes podem alterar profundamente
a dindmica do sistema. Efeitos como multiestabilidade, bifurcagoes e transi¢des para o
comportamento cadtico sdo frequentemente observados. Essas questoes sao discutidas
em diversos estudos, como os de [45-48], que abordam tanto aspectos tedricos quanto
aplicacoes praticas do ruido branco em sistemas dinamicos nao lineares.

Para analisar os efeitos de uma perturbagao causada por ruido no espaco de parametros,
aplicamos uma perturbagdo uniforme ao mapa Quartico (Eq. 1.27) e examinamos as
consequéncias no espago de parametros. Essas perturbagoes sao geradas a partir de uma
sequéncia de ruidos aleatérios pertencentes ao intervalo Al, aplicados a cada iteragao do
mapeamento. Ao final de cada iteracao, a perturbacao é somada a variavel dindmica do

sistema, conforme a equagao:

Tpy1 = b— (@ — (z, +71,)%)% (1.28)

onde 7, é o nimero aleatdrio no intervalo [-Al, Al].
O intervalo Al representa a amplitude da perturbacao. Por exemplo, uma amplitude

de 1072, corresponde a valores aleatérios dentro do intervalo [—1072,1072].
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Para uma melhor visualizacao dos efeitos do ruido, aplicamos a perturbacao Al = 102
ao mapa Quadrtico (1.10) e apresentamos a comparagao entre os dois na Fig. 1.11, onde

(a) mostra o mapa sem perturbagao e (b) apresenta o mapa perturbado.

1,6 1,6 1
0
1,5 1,5 1
)
1,4 1,4
b ) b ) _3
1,3 1,3 —4
~5
1,2 1,2 —6
0 0,4 06 0,8 1 1,2

Figura 1.11: Espago de pardmetros do mapa Quartico sem ruido (a) e com com ruido (b).
Amplitude do ruido: AI = 1072,

Observa-se que a introducao do ruido provoca uma diluicao das regioes de estabilidade
periédica no meio caético, resultando na redugao das areas de periodicidade (regidves em
preto) e na consequente expansao das regides caéticas no espaco de parametros, invadindo

areas anteriormente periddicas a medida que a intensidade da perturbagao aumenta.

1.5.2 Orbitas periédicas

O mapa Quértico, descrito pela Eq. (1.27), faz parte de uma classe mais abrangente
de mapas polinomiais. Ele exibe uma diversidade rica de comportamentos dinamicos, que
variam de acordo com a escolha dos parametros a e b. O estudo detalhado do espago de
parametros deste mapa é essencial para compreender a complexa organizacao dos atratores
e as transicoes entre estados periddicos e cadticos. Ao explorar diferentes regioes do espaco
de pardmetros a e b, é possivel identificar uma distingao clara entre zonas de periodicidade,
associadas aos periodos das érbitas. Isso difere da Fig. 1.10, que foi construida com base
no calculo do expoente de Lyapunov.

Para construir o espago de parametros que evidencia as regides com érbitas periddicas,

utilizamos 10% x 10% sequéncias de pontos igualmente espacados nos parametros a e b,
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variando nos intervalos [0,4; 1,2] e [1,2; 1,6], respectivamente. Para cada par (a,b), geramos
uma sequéncia dindmica a partir de uma condigao inicial zy = 0,1 e descartamos as
primeiras 10° iteracoes, referente ao comportamento transiente da dindmica. Em seguida,
avaliamos a cada iteracdo se a condigao |(z,. — x,) < 1078] é atendida, registrando o
numero k de iteragoes necessarias para isso, como sendo o periodo da érbita.

Na Fig. 1.12 a coloracao do espaco de parametros é feita com base no periodo das
6rbitas periddicas encontradas. Para cada ponto (a,b), onde o periodo foi calculado é
atribuida uma cor correspondente a essa periodicidade. As regides de periodos curtos,
como 1, 2, 3 e 4 foram identificadas com as cores marrom, preto, verde e rosa, nesta ordem,
enquanto que regioes com periodos 5, 6, 7 e 8 recebem cores, ciano, azul, laranja e vermelho.
Em contrapartida, regides com periodos maiores que 8, incluindo as regides cadticas, onde
nao ha periodicidade definida, marcamos com a cor branca.

A analise detalhada desse espago de parametros permite a visualizagao de estruturas
complexas, como a emergéncia de janelas periédicas imersas em zonas caodticas. Essas
janelas sao particularmente interessantes por formarem ilhas de estabilidade regular em
meio a irregularidade cadtica.

O estudo de drbitas periddicas nao s6 ajuda a identificar regioes estaveis de compor-
tamento periédico, mas também nos permitem uma percepcao sobre como a dinamica
muda com pequenas variacoes nos parametros de controle. No espaco de parametros de
sistemas dinamicos nao lineares, em geral, as janelas de estados peridédicos sao alinhadas
seguindo as rotas de adicao de periodos configurando sequéncias de um ntmero de um
nimero de infinitas janelas periédicas [49]. Mapas polinomiais como o mapa Quértico sdo
frequentemente usados para modelar sistemas complexos. Compreender a estrutura desse
espaco de parametros é, portanto, essencial para prever e controlar o comportamento de

sistemas reais que exibem caracteristicas nao lineares semelhantes.
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Figura 1.12: Representacao do espaco de parametros b vs. a do mapa Quartico, destacando
as regioes de periodicidade conforme a escala de cores atribuida aos niimeros inteiros.

1.6 Orbitas superestaveis, extremas e o mapa do Cir-
culo

O mapa do Circulo, assim como o mapa Logistico, aparenta ser de uma simplicidade
enganosa, revelando um comportamento dindmico rico e complexo. Em termos gerais, um

mapa unidimensional do Circulo é um mapa transcendental expresso pela equacao:

F(x) =2y =2, +w+g(z,) mod 1, (1.29)

em que o angulo x é normalizado no intervalo [0, 1), w representa a frequéncia natural do
mapa ¢ g(z,) ¢ a componente nao linear [50].
Com o objetivo de compreender a dindmica de um rotor, Vladimir Arnold introduziu

uma versao desse mapa com dois parametros, o mapa seno:

k
Tpil = Tp +w — o sen (27xy,) mod 1, (1.30)
T
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onde o parametro k controla a amplitude de oscilagao [51].

Dada a complexidade desses sistemas, o expoente de Lyapunov se torna uma ferra-
menta essencial para distinguir entre comportamentos periddicos e cadticos. Essa analise
¢é particularmente til no estudo das orbitas periddicas superestaveis e extremas, cujas
curvas podem ser determinadas no espago de parametros do mapa do Circulo. A seguir
definiremos mais formalmente o que sao Orbitas peridédicas superestaveis e extremas.

Seja x,, um ponto proximo a p, que pertence a uma érbita periédica de periodo M (onde
p=FM(p), M > 0) de uma aplicacio discreta x,,; = F(z,), e seja 6, = x,, —p a distancia
entre eles. Se a érbita é estavel, apés M iteracoes, §, — 0 quando n — oo. Definimos
uma Orbita periédica de perfodo M como superestével se F (p;) = p; e (FM) (p;) = 0,
para i = 1,..., M. Enquanto as trajetorias de uma érbita periddica estavel sao atraidas
de forma linear com a distancia O(d), em uma érbita periddica superstavel, essa atragao
é significativamente mais rédpida, sendo da ordem quadratica O(4?).

As orbitas extremas sao orbitas que conectam xj e x}, apos n iteracoes de F', tais que:

Fr(x7) = x5 e (F")'(x]

! 77)=0,comi=1, .. ,M [12]. No espago de pardmetros, uma curva
superestavel ou extrema é definida como sendo o conjunto de parametros para o qual uma
orbita superestavel ou extrema especifica ocorre.

Como uma aplicagdo da teoria de curvas superestaveis e extremas vamos apresentar

um exemplo utilizando o mapa do Circulo dado pela Eq. (1.30). Fazendo F'(z,) = 0,

temos
d k
@ iL’* +w — %SGH(Q’]TZ'*) = 0, (131)
. 1
cos(2mz™) = T (1.32)
resultando nas solucoes
Co gl —1<1>+ (1.33)
xh = +—-cos - .
+ 2T k @

com q € Z.



1.6. Orbitas superestéveis, extremas e o mapa do Circulo 47

Para o caso de uma orbita de periodo-1 superestével z%, = F(z7), temos

k
=2 tw-— %sen(%rx;), (1.34)
¥ cen(2mat) (1.35)
= —sen(2mzl). :
w=gs Tk

Considerando a Eq. (1.33) com g = 0, obtemos que sen(2wz%) = +4/1 — (%)2, logo
w=+Y" " (1.36)

que representam duas curvas superestaveis no espaco dos parametros k X w, uma para w
positivo e outra para w negativo. De acordo com a Eq. (1.36) ambas as curvas se unem
em (w, k) = (0,1) e as representamos no espago dos pardmetros conforme mostra a Fig.

1.13.

Figura 1.13: Espaco de parametros do mapa do Circulo destacando as curvas superestaveis,

. /T2 —
€Im que a cor ciza representa a curva W = — 'I;ﬂ_ 1, enquanto a cor branca expressa a
/12—
curva wW = kzﬂ L .

Por outro lado, o caso de uma 6rbita extrema de periodo-1 em que z% = F(z%) e
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x* = F(z*) resulta em

1 1 k%2 —1
w = F ;003_1 (k) — T . (137)

As equagoes (1.37) descrevem curvas no espago de pardmetros chamadas curvas ex-
tremas, indicadas por (1); e (1)_, cujo numeral retrata o nimero de iteragoes da érbita
extrema e o sinal em subscrito a origem da orbita. Por exemplo, ao identificarmos a
curva extrema (1)_, queremos ilustrar que apés a primeira iteracao do mapeamento (1.30)
obtivemos F(z*) = x*. Entao, para representarmos essa curva no espaco dos pardme-
tros k vs. w para o mapa do Circulo consideramos 10® por 10® sequéncias de pontos
igualmente espagados nos intervalos k € [0, 12] e w € [—1, 1]. Para cada combinagao de
(w, k), consideramos o = 10~! como condigao inicial. Logo depois, calculamos o expoente
de Lyapunov para as préximas 10* iteracoes apoés ignorar um tempo transitério de 104
iteragoes. Como ja visto, o Lyapunov, é calculado pela formula (1.25).

As orbitas extremas, quando visualizadas no espago de parametros, recebem o nome
de curvas extremas e desempenham um papel crucial na organizacao das regioes de
periodicidade e caos. As estruturas de periodicidade estao ao longo das curvas extremas,
conforme podemos observar na Fig. 1.14.

Ao observar o espago de pardmetros, as curvas extremas revelam uma estrutura in-
trincada e hierarquica, onde regioes de periodicidade se apresentam de forma organizada.
Muitas vezes, as curvas extremas se interceptam, marcando pontos onde ocorrem 6rbitas
superestaveis. Nesses pontos de intersecao, as érbitas periddicas apresentam estabilidade
reforcada, formando marcos importantes na analise do sistema dinamico.

As curvas extremas também tendem a organizar cascatas de periodicidade, que exibem
uma sequéncia de regioes com periodos crescentes, muitas vezes seguindo padroes auto-
similares. A medida que essas curvas se entrelacam no espaco de parametros, elas ajudam
a definir claramente as fronteiras entre as zonas de comportamento cadtico e periddico,

evidenciando a natureza complexa e rica do sistema.
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Figura 1.14: Espago de pardmetros do mapa do Circulo. Curvas extremas (1)_ e (1),
representadas pelas cores ciano e lilas, respectivamente.



CAPITULO 2

EXPOENTE DE INCERTEZA EM CURVAS
EXTREMAS

Até este ponto, realizamos uma revisao dos conceitos fundamentais que sustentam nossas
pesquisas. Neste capitulo, avancamos em nossas analises explorando diferentes mapeamen-
tos, buscando nao apenas abranger uma ampla gama de comportamentos dindmicos mas

também identificar, em alguns casos, a manifestacao de uma possivel universalidade.

2.1 Sobre a pesquisa

Empregamos uma classe de mapas unidimensionais para explorar fronteiras, no espago
de parametros, de estruturas auto-similares de comportamento periddico, cascatas de
periodicidade e parametros que levam ao caos. Nos espagos de parametros bidimensionais
desses mapas, calculamos numericamente o expoente de incerteza e a dimensao fractal
exterior ao longo de curvas extremas. Observamos que ambas as medidas assumem valores
ao longo dessas curvas que diferem significativamente daqueles previamente relatados na
literatura para curvas de parametros arbitrarias, que se acreditava serem universais. Além

disso, mostramos que a mudanca dos valores do coeficiente de incerteza e da dimensao

20
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fractal ocorre de maneira abrupta perto das curvas extremas, sendo uma transicao singular.
Atribuimos essa diferenca a uma maior densidade de janelas peridédicas ao longo das curvas
extremas, o que modifica a geometria do conjunto fractal resultando numa medida de

dimensao fractal extrema.

2.2 Expoente de Incerteza

A incerteza pode ser vista como um erro ao realizar uma medida especifica. Por exemplo,
ao tentar identificar um ponto exato em uma curva dentro de um espago de parametros,
sempre haverd um erro associado, gerando incerteza na localizagdo de um estado peridédico
ou de um cadético. Especificamente, estamos interessados em investigar como a incerteza
na determinacao de um parametro varia em diferentes escalas e como isso afeta a condugao
do sistema a um comportamento desejado.

Devido a complexidade da fronteira fractal que separa os estados de ordem e caos, surge
uma incerteza. Embora essas duas dinamicas sejam profundamente contrastantes, elas
frequentemente se entrelacam de maneira complexa nos espagos de parametros dos sistemas.
Em geral, os conjuntos de parametros associados a atratores cadticos nao sao continuos,
mas sao densos o suficiente para apresentar medida positiva de Lebesgue, conforme descrito
por Jakobson [52]. Préximos a esses conjuntos cadticos, encontramos janelas periddicas
continuas, onde o comportamento periédico é estével [53]. Como resultado, os pardmetros
que levam a atratores cadticos formam conjuntos fractais chamados de “fractais gordos”.
Esses conjuntos indicam que, com uma pequena variagao nos parametros do sistema, a
dindmica cadtica pode ser substituida por um comportamento periédico estavel [18].

Janelas periddicas estao distribuidas em varias escalas do espago de parametros e podem
se agrupar nas chamadas cascatas de periodicidade. Essas cascatas sao compostas por um
numero infinito de estruturas de periodicidade, com caracteristicas de auto-similaridade,
distribuidas densamente pelo espago de parametros. Nas cascatas, a distribuicao das
janelas periodicas segue regras de escalonamento. Essas regras podem estar relacionadas
ao tamanho das janelas [54], ao periodo [55], ou a outras medidas topoldgicas associadas

as suas Orbitas periddicas [49, 56].
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Consideraveis esforcos tém sido dedicados a caracterizacdo da complexidade que surge
da auto-similaridade das janelas periddicas no contexto de mapas unidimensionais, onde
apenas um unico parametro de bifurcagao esta disponivel. Grebogi et al. desenvolveram
uma abordagem para determinar a “dimensdo exterior” [15] desses conjuntos por meio de
uma estimativa do chamado “expoente de incerteza” [57]. Eles obtiveram a = 0,413(5)
para o expoente de incerteza. Além disso, Farmer propos uma abordagem alternativa
para também caracterizar a estrutura entrelacada de periodicidade e caos, encontrando
expoentes de incerteza de § = 0,45(4) para os mapas quadratico e senoidal [17]. Ele
conjecturou que esse expoente poderia ser universal entre mapas unidimensionais até
certa ordem de seus méaximos. Subsequentemente, Hunt et al. [18] estimaram teérica
e numericamente o expoente de incerteza apenas para os “grandes” atratores cadticos
do mapa quadratico, ou seja, excluindo o “pequeno” atrator cadtico que aparece via o
cenario de Feigenbaum. Essa abordagem resulta em um valor diferente para o expoente
de incerteza, v = 0,51(3). Tal discrepancia entre v e « foi abordada por Joglekar et al.,
demonstraram, considerando uma probabilidade de estabilidade para o caos, que a =~ 0,39
para elevadas ampliagoes do espago de pardmetros [19].

Nos espagos de parametros planares, onde dois parametros de bifurcacao estao disponi-
veis, cascatas de janelas periddicas auto-similares podem se manifestar de duas maneiras
principais: i) Alinhadas em diregbes especificas, dando origem a cascatas de periodici-
dade que se acumulam em uma regiao de parametros correspondente ao comportamento
periédico [49, 58, 59]. ii) Centros de periodicidade, caracterizados por sequéncias em es-
piral infinitas emanando de um tnico ponto no espaco de parametros, correspondente
a uma bifurcagdo homoclinica [60-62]. Tal organizagao nao trivial de janelas periddicas
foi encontrada em espacos de dois parametros de varias classes de sistemas dindmicos,
tanto em experimentos computacionais [7, 63-70] quanto em experimentos laboratoriais
[9, 71, 72]. Nesse contexto, Medeiros et al. estimaram o expoente de incerteza « para
trés diferentes sistemas de tempo continuo contendo cascatas de periodicidade em seus
espacgos de parametros planares. Eles encontraram os valores de o para todos os sistemas

no intervalo a = 0,40(4), corroborando a conjectura de universalidade desse expoente até
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mesmo em outra classe de sistemas dindmicos [16].
Neste trabalho, apresentamos evidéncias que desafiam a longa crenca na universalidade
dessa conjectura. Para avancar nessa analise, consideramos a classe de mapas unidimensi-

onais genericamente descritos pela seguinte equagao:

Tai1 = Flan;a), (2.1)

onde F é suficientemente suave e pelo menos bimodal, a varidavel x € R representa os
estados do sistema e o vetor a € RY representa os N > 2 parametros de controle.

Para assegurar a uniformidade em nossos estudos, optamos por adotar a padronizagao
descrita na Eq. 2.1 para todos os mapeamentos considerados a seguir. Nessa padronizacao,
os parametros do sistema sao representados por aq, as, as, . . ., que desempenham um papel
essencial na caracterizagao do comportamento dindmico. A andlise desses parametros é
realizada em se¢oes bidimensionais, especificadas por (as, a;), o que ndo apenas facilita a
interpretagao por parte do leitor, mas também permite uma analise mais clara e acessivel.

No espago de parametros determinamos as curvas extremas ao longo das cascatas para
diferentes mapas e medimos os expoentes de incerteza correspondentes e obtivemos o &
0,23. Surpreendentemente, a transicao desses valores para os encontrados anteriormente
na literatura ocorre de forma abrupta nas proximidades das curvas extremas. Além disso,
obtemos a dimensao fractal singular dos conjuntos de pardmetros de fronteira entre as
estruturas de periodicidade e o caos.

Dado que as intimeras estruturas de periodicidade estao distribuidas ao longo das
curvas extremas, ¢ natural supor que a incerteza nesses pontos seja consideravelmente
elevada. Por essa razao, direcionamos nosso foco para a medida do coeficiente de incerteza
ao longo dessas curvas nas cascatas de periodicidade.

Para conduzir essa anélise, selecionamos um valor aleatério ¢ ao longo da curva extrema
e o perturbamos para os valores ¢ — ¢ e ¢ + ¢, mantendo-os na mesma curva. Em seguida,
calculamos o expoente de Lyapunov A\ para cada um dos trés parametros: ¢ —e, ¢ e ¢ + €.

Classificamos ¢ como “incerto” se, para um desses trés valores, o atrator for peridédico

(A < 0) e, para pelo menos um dos outros dois valores, o atrator for cadtico (A > 0), ou
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vice-versa. Caso os trés valores resultem em atratores idénticos, periédicos ou cadticos, ¢
é considerado “certo” para aquele .

Este processo é repetido para um grande ntimero de valores de ¢ > 0, e, para cada € no

NZ(E)
N(e)

intervalo 1 x 10712 < & < 1x 1072, calculamos f(e) = lim , com N;(g) representando o
total de ¢ incertos, pelo total N(e) de ¢ analisados. Espera-se que esta fragao de incerteza,
dado um numero suficientemente grande de parametros sorteados, apresente uma relagao
exponencial com &, conforme proposto em [57].

Para a analise dos resultados, elaboramos graficos dos expoentes de incerteza, repre-
sentando f(¢) em fungdo de ¢ utilizando uma escala logaritmica. Esse tipo de escala é
escolhido porque o comportamento dos dados segue uma lei de poténcia do tipo f(e) ~ ke?,
onde « é o expoente de incerteza e k é a constante de proporcionalidade. A utilizacado da
escala logaritmica facilita a visualizacao da relacdo de poténcia entre as variaveis, eviden-
ciando com mais clareza a dependéncia de f(e) em relacao a ¢, especialmente para valores
pequenos de . A inclinagao da reta no grafico log-log fornece uma estimativa direta do
valor de «, permitindo uma andalise precisa da sensibilidade do sistema as variagoes nos
parametros perturbados. Esse comportamento de lei de poténcia é frequentemente obser-
vado em sistemas dinamicos nao lineares, indicando uma estrutura fractal subjacente nos

conjuntos de parametros estudados. Este e demais andlises deste estudo serao apresentados

a seguir.

2.3 Curvas extremas para o mapa Logistico-Gauss

Para o presente estudo, utilizamos o mapeamento Logistico-Gauss apresentado em
[13]. Este mapa possui trés pardmetros, a saber, d,v e (3, enquanto o espago de pardmetros
é analisado em duas dimensdes. E importante ressaltar que os estudos apresentados
para o mapa Logistico-Gauss também foram realizados para o mapa do Circulo, Hassel
perturbado e Logistico perturbado. No entanto, apresentaremos aqui, em detalhes, os
resultados obtidos especificamente para o mapa Logistico-Gauss.

O mapeamento Logistico-Gauss, em esséncia, foi usado para descrever o surgimento da

adigao de cascatas de periodo através da formagao de érbitas extremas [14]. Neste mapa,
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calcularemos analiticamente duas dessas érbitas, e apresentaremos o expoente de incerteza
calculado sobre essas curvas e na sua vizinhanca.

O mapa Logistico-Gauss é representado pela seguinte equagcao:

F(z;a1,a2,a3) = exp {—ai[z(1 — 22)]*} + as, (2.2)

com a condigao inicial zg, e os pardmetros a; e a; € R¥ [13, 14].

Como os nossos conjuntos fractais extremos propostos residem no espaco de parametros
multidimensional dos mapeamentos, agora especificamos a localizacao de tais objetos frac-
tais. Em geral, comecando de uma condigao inicial zg, as iteragoes sucessivas da Eq. (2.2)
geram trajetérias que, dependendo dos parametros a, eventualmente se aproximam de
uma solucao, como um ponto fixo, uma érbita periddica ou um atrator cadtico.

No entanto, mesmo antes de convergir, essas trajetorias podem conter sequéncias de
pontos criticos {z7, 3, ..., x}, ...}, cada um satisfazendo F’(x}) = 0, associados a pontos
extremos (méaximos ou minimos locais) do mapeamento da Eq. (2.2). Um par de pontos
criticos, x; e 7, pode ser conectado por M iteragoes sucessivas do mapeamento, ou seja,
xh = FM(x7), com M € N, F° = identidade e F' = F'. Essas trajetérias de M iteragdes
que conectam pontos criticos no espaco de estados do mapeamento sao chamadas de orbitas
M -extremas, e seus correspondentes pardmetros e, = {a € RN |27 = FM(2},a)} formam
os conjuntos de codimensao um que chamamos de curvas extremas. Nesse contexto, ¢
representa um ponto critico e também o dominio de F' apds M iteracoes, enquanto j é
outro ponto critico que corresponde a imagem de F' [12]. As curvas extremas abrigam os
conjuntos fractais singulares de interesse neste trabalho.

Como o mapa Logistico-Gauss ¢ unidimensional com trés parametros de controle, vamos
calcular as curvas extremas eé\j@ em uma sec¢ao bidimensional I' = R x R’ , mantendo

az = 0,1 constante. Assim, a partir da Eq. (2.2), obtemos a sequéncia de pontos criticos:

1

27 =0, z3=(14+ay) 2, e z3=1 (2.3)

Se as for um ntimero racional com numerador par, surgem dois pontos criticos adicionais,
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Ty = —Iy e x5 = —x3. Em seguida, resolvendo a equagdo % = F'(x},a), obtém-se a curva

extrema €23

In(0,9)(ag + 1)2%/

ap = — a% (24)
Da mesma forma, obtemos a funcao de e32:
In[(1+ a5) "7 — 0,1
ay
a; = — n(1+ as) 1 (2.5)

1,21 (1 — 1,142)2

Para associar as curvas extremas com as cascatas de periodicidade que ocorrem em I,
em cada par de pardmetros (aj, as), estimamos o expoente de Lyapunov do mapeamento
prescrito na Eq. (2.2). Assim, na Fig. 2.1, mostramos I com a codifica¢ao de cores re-
presentando a amplitude de A. Sombras escuras indicam dindmica periédica (A < 0), e
sombras amarelo-azul indicam dindmica cadtica (A > 0). As curvas extremas e3> e €32 sdo
tragadas em verde no painel (a). Em (b), destacamos uma cascata de janelas periédicas
ao longo de e23. Observe que essa curva atravessa todas as janelas peridicas, cruzando
pontos correspondentes ao centro de estabilidade, onde duas curvas brancas superestaveis
se cruzam [8, 73]. Portanto, se uma 6rbita periédica estavel contém orbitas extremas em
sua extensao, ela é uma Orbita superestavel do centro de estabilidade da estrutura. Essas
érbitas ocorrem, na Fig. 2.1(b), para pardmetros indicados como Sy, Ss, ... ,S«, por toda
essa sequéncia de janelas periddicas, ao longo da curva extrema e?3. Para além disso, a
curva intersecta todos os centros de estabilidade das demais infinitas janelas periddicas,

que forma a cascata de periodicidade. O mesmo acontece para e3°.

2.3.1 Dimensao exterior

A organizacao auto-similar das cascatas de periodicidade visualizada na Fig. 2.1 indica
a existéncia de conjuntos fractais embutidos na se¢ao de parametros I'. No entanto, os
conjuntos de parametros que levam a comportamentos cadticos ou periddicos possuem
volume nao nulo. Portanto, sua dimensao é a mesma que a dimensao euclidiana do espago

em que estao inseridos, ou seja, um namero inteiro.
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a1

0,14 AN TN
(a) 4,0 s 18,0 (b) 8,0 as 17,5

Figura 2.1: (a) Cascata de periodicidade no plano de pardmetros I', destacada ao longo

das curvas extremas e?® e e3? em verde. Sombras escuras representam dindmica periédica

(A < 0), enquanto sombras amarelo-azul indicam comportamento cadtico (A > 0). (b)

Enfase em e?® cruzando a cascata através de todos os pontos de estabilidade, sequéncia

(5i)i1-

Para caracterizar a incerteza na escolha dos parametros em diferentes escalas das
cascatas, diversas abordagens foram propostas na literatura [15, 17, 18]. Focamos no
conceito de “dimensao exterior” apresentado em [15], no qual a incerteza na escolha de
parametros é atribuida a uma geometria fractal nas fronteiras entre os conjuntos de
parametros que resultam em comportamentos periddicos ou cadticos. Em nossa discussao,
essa fractalidade reflete a dimensao exterior do conjunto fractal cadtico ao longo de curvas
especificas.

Introduzindo melhor esse conceito, considere uma regiao B do conjunto cadtico e
estenda essa regiao por uma quantidade arbitrariamente pequena €. Chamaremos essa

regido estendida de B(e). A dimensdo exterior d, é dada por [15]:

d, = D — 1im 2V1BE) =B (2.6)

e—0 Ine

onde D é a dimensdo unitaria das curvas e V[B(¢) — B] é o volume restante (exterior)
excluindo o volume do conjunto original B.

De acordo com [15], V[B(e) — B] pode ser estimado calculando a fracdo de incertos

fle) = lin% ]J\\];((EE)) , para perturbagoes de tamanho €. Desta forma, o volume V[B(e) — B], que
E—

representa o volume exterior ao conjunto B apds uma extensao de raio €, pode ser relacio-
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nado a f(¢), desde que N(e) seja representativo em cada escala e. Mais especificamente,
escolhemos um ponto ¢ = (ay, az) de forma aleatéria na curva extrema de interesse [Eqgs.
(2.4) ou (2.5)] e perturbamos ¢ considerando uma distancia € em ambas as dire¢oes da
curva para obter os pontos p_ e ..

Subsequentemente, avaliamos o expoente de Lyapunov \ para cada valor de pardmetro
©_, @, e .. Se nesses trés valores de parametro identificarmos um atrator cadtico (A > 0)
e outro periédico (A < 0), registramos o parametro central ¢ como “incerto” para o valor
particular da perturbagao . Caso contrario, ¢ é considerado “certo”.

Repetimos este procedimento para um grande niimero de valores de ¢ > 0, e calculamos
a fragao de parametros incertos f(¢) para cada perturbagao ¢ no intervalo 10712 < & < 1073,

Espera-se que a fracdo f(e) esteja correlacionada com e segundo uma lei de poténcia,

/) Portanto, f(e) se aproxima de

f(e) ~ €%, onde o expoente a ¢ dado por o = lim -5
e—0 1€

V[B(e) — B] a medida que € — 0. Assim, a dimensao exterior d, na Eq. (2.6) é determinada,
por:

d, =D — q, (2.7)

onde « é o expoente de incerteza, também conhecido como “codimensao exterior”, que

pode ser estimado a partir do gréafico log-log de f(e) em funcao de € [15].

2.3.2 Dimensao fractal extrema

Agora, demonstramos a existéncia de conjuntos fractais singulares ao longo das cascatas
de periodicidade no espago de pardmetros do mapa na Eq.(2.2). Para isso, comegamos
estimando o expoente de incerteza « das cascatas de periodicidade ao longo das curvas
extremas €3 e e3?. Assim, na Fig. 2.2, obtemos a fragdo de pardmetros incertos f(¢)
em fungdo de £ para parametros ao longo das curvas e2® [Fig. 2.2(a)] e e3? [Fig. 2.2(b)].
Ajustando uma fungao de lei de poténcia, encontramos o = 0,232(2) e o = 0,235(1) para
as curvas extremas e2® e e5?, respectivamente.

Esses valores do expoente de incerteza sao significativamente diferentes dos observados

anteriormente na literatura para mapas unidimensionais em geral (a =~ 0,41) [15, 17, 19],

ou considerando apenas a incerteza de grandes atratores (8 ~ 0,51) [18, 19], e fluxos de
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tempo continuo (o ~ 0,41) [16]. Curiosamente, os valores do expoente de incerteza «
encontrados aqui contradizem a crenca de que os valores acima seriam universais para
mapas unidimensionais para uma dada ordem de seus maximos [17, 19]. Além disso, valores
mais baixos de « indicam uma maior sensibilidade a pequenas mudancas nos parametros

nessas curvas.

107'F er 1F E
o I
U 10-2:_ a=0,232(2) S .
107k - g A 3 - e
(@ 10 10_8 10 () 10 10_8 10

Figura 2.2: Fragao de pardmetros incertos f(e) em fungao da perturbagao €. Uma regressao
de lei de poténcia f(e) = Ae* (curva vermelha) fornece o expoente de incerteza o ao longo
da curva extrema €23 (a) e €32 (b).

Dada a diferenca significativa entre o expoente de incerteza ao longo das curvas ex-
tremas e os valores tipicamente observados na literatura, investigamos os valores desse
expoente nas proximidades das curvas extremas, buscando as transi¢oes para os valores
tipicos de a. Assim, na Fig. 2.3, calculamos « ao longo de curvas paralelas as curvas
extremas. Para isso, uma vez que os eixos dos espacos de pardmetros nas Figs. 2.3(a) e (b)
possuem tamanhos diferentes, aplicamos a seguinte transformagao espacial para normalizar

€sses espacos:

T: R*>— [0,1] x[0,1]

(T =T Y= Ym
’ Arx 7 Ay )’

onde x,, e x); sao, respectivamente, os valores minimos e maximos de x no eixo das

(z,y)

abscissas, com tamanho Ax = xj; — x,,. O mesmo vale para o eixo y nas ordenadas.

Aplicando T'(a1, az) nas Egs. (2.4) e (2.5), representamos as curvas extremas e} e e3>
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no espaco normalizado [0, 1] x [0, 1] e determinamos curvas paralelas distantes Aa €
[-0,1; 0,1] da curva extrema. Aplicando a inversa da transformacao 7! nas curvas
paralelas, plotamos algumas curvas paralelas no sistema de coordenadas original, e as
representamos em azul e rosa nas Figs. 2.3 (a) e (b).

Em seguida medimos o expoente de incerteza ao longo das curvas paralelas a e?3
[Fig. 2.3(c)] e a €3? [Fig. 2.3(e)], e empregamos a Eq. (2.7) para calcular as respectivas
dimensdes d, [veja Figs. 2.3 (d) e 2.3 (f)]. Nas proximidades das curvas extremas e3* e
32, observamos que o expoente de incerteza «, e consequentemente a dimensao exterior
d,, sofrem transicoes abruptas, assumindo valores singulares exclusivamente ao longo das
curvas extremas localizadas em Aa = 0 (marcadores vermelhos). Para as curvas paralelas,
a e d, assumem os valores tipicos previamente encontrados na literatura.

Os resultados apresentados na Fig. 2.3 monstram que as cascatas de periodicidade
exibem caracteristicas distintas ao longo das curvas extremas, o que da origem as singula-
ridades observadas. Para elucidar essas caracteristicas, lembramos primeiro que as curvas
extremas intersectam as janelas periddicas em todas as escalas ao longo da cascata de
periodicidade em seu centro de estabilidade [como visto na sequéncia (5;)3°; na Fig. 2.1].
Esses centros de estabilidades atuam como base estrutural para as janelas periddicas,
organizando sua extensao e sendo interligados pelas curvas extremas. Por outro lado,
qualquer curva deslocada, mesmo muito préxima da curva extrema, pode eventualmente
contornar janelas periddicas em escalas menores dentro do espago de parametros. Como
resultado, a densidade aumentada de janelas periddicas ao longo das curvas extremas in-
dica uma relagao mais intricada entre parametros associados a comportamento periddico
e cadtico. Isso leva a uma diminuicdo do expoente de incerteza «. Além disso, a maior
densidade de janelas periddicas também povoa mais densamente a curva unidimensional
em uma determinada escala, resultando na dimenséao fractal das fronteiras mais préxima
da unidade. Para ilustrar melhor a densidade aumentada de janelas periddicas, na Fig. 2.4,
apresentamos diagramas de bifurcagdo do mapa Eq. (2.2) juntamente com seus respectivos

expoentes de Lyapunov.

Nos diagramas de bifurcacao das Figs. 2.4(a)-2.4(c), a dindmica de = ao longo da
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Figura 2.3: (a) e (b) Plano de parametros I' ilustrando as curvas extremas €2® e e3? (verde)
e curvas paralelas distantes multiplos positivos (azul) e negativos (rosa) de Aa = 0,025.
Os painéis (c) e (e) mostram o expoente de incerteza « e (d) e (f) apresentam a dimensao
exterior d, estimada ao longo das curvas paralelas dentro de Aa da curva €3 e e3’.
Marcadores vermelhos indicam as singularidades em Aa = 0 e os marcadores pretos

cercados estdo em Aa = £1072, £1073, £107*, £107°,£107%, e £1077....
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' " 0,91 y
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Figura 2.4: (a), (b) e (c¢) Diagramas de bifurcagdo ao longo de curvas em Aa = —0,02,
Aa = 0 (curva extrema e3?), e Aa = 0,02, respectivamente. (d), (e) e (f) Ampliagao dos
respectivos diagramas de bifurca¢ido mostrados na primeira coluna. (g), (h) e (i) Expoentes
de Lyapunov correspondentes aos diagramas de bifurcacao da coluna do meio. As curvas
coloridas correspondem ao valor de & da M-ésima iteragao do ponto critico % = 0, FM(0),
em cada pardmetro. M = 5 (rosa), 6 (verde), 11 (amarelo), e 13 (ciano).
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curva extrema e’ [Fig. 2.4(b)] parece semelhante & das curvas deslocadas para baixo e
para cima nas Fig. 2.4(a) e Fig. 2.4(c), respectivamente. No entanto, ao observar mais de
perto, como demonstrado nos diagramas de bifurcagao ampliados nas Figs. 2.4(d)-2.4(f),
a densidade aumentada de janelas peridédicas ao longo da curva extrema torna-se evidente.
Essa maior densidade de janelas periédicas pode ser visualizada com facilidade ao examinar
os expoentes de Lyapunov nas Figs. 2.4(g)-2.4(i). Notavelmente, os expoentes de Lyapunov
ao longo da curva extrema [Fig. 2.4(h)] assumem valores negativos com mais frequéncia,
em contraste com as curvas deslocadas. As curvas coloridas em todos os diagramas de
bifurcagao da Fig. 2.4 estabelecem uma correspondéncia entre os intervalos de parametros
usados para as curvas extremas e deslocadas nas ampliacoes, garantindo a comparacao
entre as medidas nesta figura. Essas curvas correspondem a M-ésima iteracao do ponto
critico * = 0, denotada como F™ (0) em cada pardmetro. Nas curvas rosa, verde, amarela

e ciano, M assume os valores 5, 6, 11 e 13, respectivamente.

2.4 Dimensao fractal extrema para outros mapas

Agora, aplicamos a mesma técnica do expoente de incerteza as curvas extremas de trés
outros modelos dinamicos. Dois deles ja foram abordados anteriormente: o mapa Logistico
perturbado [12] e o mapa do Circulo [50]. A novidade reside na aplicagdo dessa técnica
ao mapa Hassell perturbado [74]. Esses trés modelos sao amplamente reconhecidos na
literatura por contribui¢oes fundamentais ao estudo de sistemas dindmicos nao lineares. O
mapa Logistico, por exemplo, é amplamente utilizado para descrever o crescimento popu-
lacional, sendo uma das referéncias mais classicas para ilustrar bifurcacoes e o surgimento
do caos. O mapa do Circulo, por sua vez, é essencial para compreender fenomenos de res-
sonancia e a dinamica em sistemas peridédicos com uma variavel angular, enquanto o mapa
de Hassell é aplicado no estudo de populagoes ecologicas, levando em conta interagoes
mais complexas entre individuos. Em todos esses casos, ao aplicar a técnica das curvas
extremas, obtivemos resultados semelhantes aos encontrados para o mapa Logistico-Gauss,

reforcando a generalidade e a robustez das nossas abordagens.



2.4. Dimensao fractal extrema para outros mapas 64

Para o mapa Logistico perturbado

F(z;a1,a9) = xpi1 = xpas(l + byar)(1 — ), (2.8)

n+1

em que b,=(—1)" ou b,=(—1)""", ou seja, b, fica alternando a cada iteragao de -1 para

1 ou vice-versa. Para esse mapa, 6rbitas de periodo M sao obtidas quando z,,y = x, €
bn+M - bn

Para M impar,

‘anrM - bnl =2,

enquanto para M par, tem-se b,y — b, = 0. Dessa forma, a Eq. 2.8 apresenta exclusi-
vamente orbitas periddicas de periodo par, conforme descrito em [12]. Existem, portanto,
duas funcoes distintas que se relacionam dependendo do valor inicial by, que pode ser
bp = —1 ou by = 1. A cada iteracao impar, o extremo de uma funcao conecta-se ao
extremo da outra, enquanto nas iteragoes pares, essa conexao ocorre com a propria funcao.
Assim, em iteragoes impares, verifica-se um acoplamento entre as fungoes, enquanto em
iteragOes pares, as fungdes permanecem desacopladas.

Confeccionamos o espaco de parametros na Fig. 2.5, com a; vs. ay, consideramos
2 x 103 por 2 x 10? sequéncias de pontos igualmente espagados nos intervalos ay € [1,5; 4]
e a; € [—0,1; 0,5]. Em cada combinacio de (as, a;), utilizamos xy = 107! como condicio
inicial e calculamos o expoente de Lyapunov para as préximas 10° iteracoes apds ignorar
um tempo transitério de 10° iteracoes. A paleta de cores apresentada muda de cinza para
branco em regioes periddicas, enquanto muda de verde para azul em regioes cadticas. A
cor salmao indica a regiao onde ocorreu divergéncia.

Procuramos pela derivada das fungoes para encontrar as curvas extremas, desta forma

a derivada de x,.1 em relagdo a z,, é obtida usando a regra do produto:

df:n (znaz(1 + boar)(1 — z,)) = @p(—az(1 + boayr)) + az(1 4+ boar)(1 — zy,).

din (xnCL?(l + b0a1><1 - ;En)) = a2(1 + boal)(l — 2xn)
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Agora, igualamos a derivada a zero:
a2(1 + boCLl)(l - 21’n) =0.

Como as(1 + bpay) # 0 (a menos que ay = 0, que é a solugao trivial do mapa fora de

interesse), podemos simplificar a equagao para:
1—-2z, =0,

0 que resulta em

1
Tp = =.
2

* 1
GIQ—*

Portanto, independentemente de by ser —1 ou 1, os pontos criticos sao ] = 5-

D=

Observe que apesar dos pontos criticos serem iguais, os extremos sao distintos por nao

pertencerem a mesma fungao, vejamos:

a2 — G102
*- _
Fla}a) = 2200 (2.9)
4
e
as + a1as
*- P—
F(zya) = ——. (2.10)
4
Em seguida, resolvendo as equagoes x5 = F(z7,a) e 7 = F(x3, a) obtemos duas curvas
extremas, que nomearemos por ei> e €2, a depender se by = —1 e by = 1, respectivamente.
Assim, obtemos a expressao que descreve as Orbitas extremas de periodo 1:
a 2— a9
1= —
agbo
em que
a9 — 2 2— a9
etiag = —0> e R I—— (2.11)
a2 a2

Para determinar as curvas extremas de periodo 2, que correspondem a curvas supe-
restaveis devido ao fato de M ser par, garantindo que o ponto critico retorne a si mesmo

apos duas iteragoes do mapeamento, analisamos a segunda iterada da funcao. Para isso,
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consideramos b,, para a primeira iteracdo e —b, para a segunda iteracao:
Tp42 = IL‘n+1CL2(1 + (_bn)ad)(]- - xn—l—l);

Tpaa = (xpas(l + bpay)(1 — x,)az(l — byay)(1 — (zpaz(l + bpay)(1 — xy,)).

Agora, substituindo as(1 + bya;) = u e ag(1 — bya;) = v, obtemos

Tpyo = TpUV ((1 — ) — zpu(l — ;z:n)2) )

Substituindo, =, = z,40 = % e isolando v:

Dessa forma, as curvas ei! e e2? sdo obtidas variando u na equagio v = —2. Como

4

u = as(1 +bya1) e v = a(1 — byay), as expressoes para ay e a; sao dadas por a; = “F e

uU—v

b (u+v)

a, = , respectivamente.

Para descobrirmos as curvas extremas ei? e e3', calculamos a terceira iterada do

mapeamento:

Tpas = (xpas(l + bpar)(1 — xy,) - as(1 — byay) (1 — xpas(l + byar)(1 — x,))

~ag(1 4 bpay) (1 — (zpas(l + bpay)(1 — xy,) - ag(l — bpay) (1 — zpas(l + bpay) (1 — x,))))
Com u = ay(1l + byay) e v = az(1 — byay), encontramos

Tpys = U v, {(1 — 2y) — xpu(l — xn)ﬂ {1 — wva, (1 — x,) + 22u?(1 — xn)ﬂ .

Substituindo z, 3 =z, = %:
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2 2
uv U u
l=2u|———||1-[— ==
4 16 4 16
Agora, substituimos ¢ = % — %” na equacao, o que resulta em
1
Uu=—-—.
2q(1 —q)
Por outro lado, como ¢ = % — %”, temos que v é
16¢q
v=——.
4u — u?
12, 21

Logo, as curvas extremas e;~ e e5" sao obtidas alterando ¢, para calcular u e v, e entao

substitui-los em
uU+v uUu—"v

ey M T )

Essas seis curvas estao representadas no espago dos parametros da Fig. 2.5.
A Fig. 2.6 nos apresenta a regiao onde foi calculado o expoente de incerteza para a
curva extrema e3!, uma reta com inicio e fim sobre a mesma curva extrema e uma curva

paralela a e2! com perturbagao Aa = 0,001.

Para a curva extrema e3', a reta e a curva perturbada, obtivemos, respectivamente, os
seguintes expoentes de incerteza: 0,23037, 0,29371 e 0,35268. Inicialmente, chamou-nos
a atencao o fato de a reta apresentar um expoente de incerteza menor que o da curva
perturbada. No entanto, ao analisarmos mais detalhadamente, percebemos que, nesse caso
especifico, a reta coincide com a curva extrema tanto no inicio quanto no final, o que nao
ocorre com a curva perturbada 0,001. Como resultado, a reta, que deveria fornecer valores
em torno de 0,40, foi influenciada pela presenca da curva extrema, alterando os resultados.
Esse comportamento, portanto, corrobora nossos argumentos.

Na Fig. 2.7a, apresentamos a curva extrema e§1 juntamente com 42 perturbacoes,
sendo 21 positivas e 21 negativas. Essas perturbagoes, representadas pela letra Aa,, foram
aplicadas no parametro a;. Ja na Fig. 2.7b, sao exibidos os expoentes de incerteza corres-

pondentes a cada uma das curvas mostradas na Fig. 2.7a, com o expoente de incerteza

denotado por a.
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(3]

—0,1
1,5 ag 4

Figura 2.5: Espaco de parametros para o mapa Logistico perturbado, destacando a extrema
e3! (preto), el? (amarelo), €22 (marrom), ei! (ciano), €3 (laranja) e e}? (vermelho).

0,21 -

ay

0,05
3,1 as 3,58

Figura 2.6: Ampliagdo da Fig. 2.5 na cascata de periodicidade evidenciando trés curvas,
sao elas: extrema e3' (preto), reta (azul) e extrema perturbada 40,001 (vermelho).
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Figura 2.7: (a) Espago de pardmetros do mapa Logistico perturbado destacando vérias
curvas pertubadas a partir da curva extrema e3!. (b) Expoentes de incerteza referente
ao mapa Logistico perturbado para a curva extrema e2' (ponto vermelho) e algumas
perturbagdes da extrema (pontos pretos), com o erro representado pela barra.

2.5 Dimensao fractal no mapa do Circulo

Em estudos prévios, determinamos os pontos criticos para o mapa do Circulo, resultando
nas equagoes (1.33) e nas curvas extremas de uma iteragao, descritas pela Eq.(1.37). Agora,

com a padronizacao dos mapas, os pontos criticos passam a ser denotados por:

1 1 1 1
Ty = —%cos’1 (a_1> e T3 = %00371 (a_1> ) (2.12)

enquanto as curvas extremas sao:

1 /1 ai —1 1 /1 ai —1
631:[;0031(;)—71 ‘ 612:—[;0051(;)—7

Analisamos os valores do expoente de incerteza calculados para o mapa do Circulo

(2.13)
nas curvas extremas ei? e e2!, com destaque para a regiao das cascatas de periodicidade,
conforme ilustrado na Fig. 2.8.

Para as curvas ei? e e2!, verificamos os valores do expoente de incerteza, encontrando

a = 0,235(1) e a« = 0,235(2), respectivamente. Esses valores sdo consistentes com as nossas

hipoteses, uma vez que a =~ 0,23, conforme evidenciado na Fig. 2.9
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Figura 2.8: Espaco de parametros para o mapa do Circulo, destacando em magenta a
curva extrema e?! e em ciano a curva extrema ej?.
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Figura 2.9: Fragao de pardmetros incertos f(g) em fungao da perturbagio €. Uma regressao
de lei de poténcia, f(g) = Ae* (curva vermelha), determina o expoente de incerteza a ao
longo da curva extrema ei? em (a) e e2! em (b).

Também calculamos o expoente de incerteza para retas com o parametro a; constante
no intervalo a; € [1;1,8], conforme mostra as retas coloridas na Fig. 2.10. O interesse desta
medida estd fundamentada no fato de que a reta a; = 1 é a fronteira entre comportamentos
quase-periddicos e cadticos. Os resultados da analise mostram que os valores de o tendem

a zero a medida que a; se aproxima de 1 (veja Fig. 2.11), indicando que as regides proximas
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a a; = 1 sdo regides muito homogéneas independentemente da escala observada.

12 2
1
0
-1

a —2
-3
—4
-5

0 —6

-1 a9 1

Figura 2.10: Espaco de parametros do mapa do Circulo. Os coeficientes de incerteza foram
medidos ao longo das retas coloridas de a; = 1 (branco) até a; = 1,8 (magenta).
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Figura 2.11: Curvas de diferentes cores indicam a relagao entre f(€) e €, destacando o valor
de oo = 0,406(7) na curva onde a; = 1,6 (curva vermelha). Estes resultados derivam das
linhas mostradas na Fig. 2.10, onde a; varia no intervalo (1;1,8], em que o limite inferior
é representado pela cor laranja e o limite superior pela cor preta.

Nesta analise, verificamos como o expoente de incerteza é importante ao nos revelar
como a complexidade das estruturas de periodicidade aumenta quando a; se aproxima
de 1. Essa transicao é caracterizada por mudancas significativas no comportamento do
sistema, que podem ser visualizadas no espaco de parametros dentro do intervalo estudado.
Essas alteragoes se refletem diretamente nos valores do expoente de incerteza «, indicando
que, conforme a; se aproxima de 1, ha uma tendéncia ao aumento da incerteza no sistema.
Essa dinamica resulta em uma redugao no expoente de incerteza, como também observado
em Abreu et al. [11].

Essas observagoes estao alinhadas com andlises classicas e contemporaneas, como as
realizadas por Grebogi et al. [15, 57], que destacam a relevancia da dimensao exterior e da,

sensibilidade final nos sistemas dinamicos, além de trabalhos que abordam a dependéncia
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sensivel dos pardmetros [16, 17]. No contexto de cascatas de periodicidade, conforme
discutido em [11], a dindmica do sistema manifesta estruturas fractais extremas, refletindo
a interacao entre ordem e caos no espago de parametros.

Por outro lado, ao analisarmos o comportamento do expoente de incerteza nas proximi-
dades das curvas extremas, constatamos que, a medida que nos afastamos dessas curvas, o
valor do expoente de incerteza tende a se aproximar de 0,40. Esse comportamento indica
uma menor incerteza no sistema, sugerindo que a dindmica se torna menos imprevisivel e
complexa a medida que nos distanciamos das regioes de comportamento extremo.

Essas observacoes sao de grande importancia para o entendimento de sistemas dina-
micos nao lineares, uma vez que estudar os pontos criticos e as curvas extremas permite
identificar os parametros que influenciam a estabilidade do sistema. Além disso, compre-
ender como o comportamento do expoente de incerteza varia em diferentes condigoes é
essencial para descrever a dinamica de transicao entre estados ordenados e cadticos. Essa
transicao é fundamental em diversas areas da ciéncia, onde os sistemas passam por fases
de alta complexidade e imprevisibilidade para estados mais controlaveis e estaveis.

Portanto, a andlise dos expoentes de incerteza nao sé confirma a coeréncia dos resulta-
dos experimentais e tedricos, mas também serve como uma ferramenta para identificar as
fronteiras entre regimes distintos. O aprofundamento dessa anélise pode levar a uma me-
lhor compreensao dos fendomenos subjacentes que regulam a presenca de caos em sistemas
dindmicos e a maneira como esses comportamentos podem ser modulados para aplicagoes

praticas em campos como fisica, engenharia e ciéncias computacionais.

2.6 Dimensao fractal para o mapa Hassell perturbado

O mapa de Hassell é descrito pela seguinte equagao:

a1Tn

(2.14)

LTp41 = m,

onde x,, é a variavel dinamica, e a1, as e a4 sdo parametros de controle do sistema. Este ma-

peamento é amplamente utilizado para descrever dinamicas populacionais, especialmente
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em estudos de populagoes de insetos, conforme apresentado em [75]. Quando a Eq. 2.14 é
expandida em série de Taylor nas proximidades de um ponto fixo, ela pode ser reescrita

CO1mo:

Tpt1 = a1xp(l — azagxy,), (2.15)

e, dessa forma, o modelo apresenta propriedades similares ao mapa Logistico convencional,
conforme discutido em [76].

Segundo [29], é possivel introduzir diferentes tipos de perturbagoes no mapa Logistico,
tais como perturbagoes aditivas, paramétricas, ou ambas. Com base nesses principios, o

mapa de Hassell perturbado ¢é definido por:

a1, (1 + bpas)
(1+ azx,)*

F(z,a1,a2,a3,a1) = Tpi1 = (2.16)

onde aq, as, as e ay sao parametros de controle do mapa, com ay controlando a amplitude
da perturbacao paramétrica e b, = —1 ou b, = 1, dependendo do valor de n. Observa-se
que o mapa de Hassell original é recuperado quando as = 0. Para nossos estudos fixamos
os parametros ag3 =1 e ay = 6.

Na Fig. 2.12a, representamos o espago de parametros para o mapa Hassell perturbado,
onde ilustramos a curva extrema e algumas de suas perturbagdes Aa; no intervalo de
-9 até 9. Esse espaco foi gerado utilizando os pardmetros a; vs. as, com 10° por 103
sequéncias de pontos igualmente espagados nos intervalos a; € [0,200] e as € [0, 1]. Para
cada combinagao de (ay, as), utilizamos zy = 107! como condi¢io inicial. Apds descartar
um periodo transitério de 10° iteracoes, calculamos o expoente de Lyapunov para as
proximas 10° iteragoes.

Ja na Fig. 2.12b, apresentamos os resultados obtidos para o expoente de incerteza
ao longo da curva extrema e das curvas paralelas a ela apresentadas na Fig. 2.12a. Em
todos os casos, € possivel observar que o valor de «, representado pelo circulo vermelho, é
menor em comparagao aos valores obtidos em sua vizinhanga (circulo preto). Além disso,

o comportamento critico a medida que nos aproximamos da curva extrema é novamente
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evidenciado, com o expoente de incerteza atingindo a = 0,23159 sobre a curva extrema.

200 0,5
[)
i E i E E ii : s - s I
aq a %EE *
'
H
0 0,2 ‘
-9 Aay 9

Figura 2.12: (a) Espago de pardmetros do mapa de Hassell perturbado, destacando a
curva extrema e algumas de suas perturbagoes Aa;. (b) Expoente de incerteza das curvas
destacadas em (a) , com a barra representando o erro.

2.7 Conclusoes parciais

Exploramos diversos mapeamentos, incluindo Logistico-Gauss, Circulo, Logistico per-
turbado e Hassel perturbado, com o objetivo de identificar padroes e analisar a influéncia
das curvas extremas na dindmica dos sistemas. O expoente de incerteza ¢é investigado em
diferentes contextos, onde os valores tradicionais da literatura, a ~ 0,40, foram reprodu-
zidos para distintas curvas dentro do espaco de pardmetros. Mostramos que as curvas
extremas estruturam esse espaco de maneira singular, com « =~ 0,23, indicando que a tran-
sicdo entre ordem e caos ocorre de forma distinta do que era tradicionalmente assumido
na literatura.

Os resultados apresentados neste capitulo foram publicados em [11, 20] e exibidos em
formato de poster na XXII Conference on Non-Equilibrium Statistical Mechanics and

Nonlinear Physics - MEDYFINOL 2024, onde receberam premiagao.



CAPITULO 3

CURVAS EXTREMAS: FRONTEIRA
ENTRE REGIOES DE COMPLEXIDADES
DISTINTAS

Neste capitulo, dedicamo-nos a uma analise nas proximidades das chamadas curvas ex-
tremas. Descobrimos que essas curvas desempenham um papel crucial na organizacao do
espaco de parametros, atuando como fronteiras que separam regioes com diferentes niveis
de complexidade dinamica. De fato, uma curva extrema pode ser entendida como uma
linha limitrofe entre duas zonas, cada uma caracterizada por comportamentos distintos

no sistema, mas ambas variando entre ordem e caos.

3.1 Coeficiente de incerteza na vizinhanca das curvas

extremas

Ao explorarmos minuciosamente o comportamento do expoente de incerteza proximo as
curvas extremas no espago de parametros dos mapas Logistico-Gauss, Logistico perturbado,

Circulo e Hassell perturbado, identificamos um comportamento peculiar que nos revelou

76
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outro importante papel desempenhado pelas curvas extremas. Observamos que essas curvas
atuam como divisores naturais, separando regioes com diferentes padroes dinamicos.

Para verificar essa propriedade usamos os resultados obtidos do expoente de incerteza
« para o mapa Logistico perturbado Eq. 2.8. Ao investigarmos a dimensao fractal nas
cascatas de periodicidade, quantificamos a incerteza nas proximidades das curvas extremas
e observamos padroes consistentes que ressaltam a importancia dessas curvas na compre-
ensao da dinamica global de sistemas nao lineares. Verificamos que o expoente de incerteza
de duas curvas paralelas, resultado de duas perturbacoes de mesma amplitude mas em
direcoes opostas a curva extrema, é consistentemente distinto uma da outra sendo que,
conforme mostra a Tabela 3.1, as curvas submetidas a perturbacoes negativas permanecm
ligeiramente acima das curvas com perturbagoes positivas.

Esse resultado nos revela que a curva extrema atua como uma fronteira, separando
o espaco de parametros em duas regides distintas, cada uma com diferentes niveis de
complexidade dinamica. Esse comportamento foi verificado em todos os quatro mapea-
mentos nos quais identificamos a dimensao fractal. No entanto, para fins de ilustracao,
utilizamos os resultados obtidos para o mapa Logistico perturbado, conforme mostrado
anteriormente na Fig. 2.7a, e os sintetizamos na Tabela 3.1. Na tabela, EIP+ refere-se
ao expoente de incerteza para perturbacgao positiva, EIP- ao expoente de incerteza para
perturbacao negativa, e os valores em vermelho indicam os relacionados a curva extrema.

As pertubagoes descritas na Tabela 3.1 podem ser visualizadas na Fig. 2.7a.
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Tabela 3.1: Tabela dos valores dos expoentes de incerteza em relacao a perturbacao Aa;.

Aa, EIP+  EIP-
0,0 0,23037 0,23037
0,01 0,35021 0,37482

0,00875 0,36345 0,38442

0,0075 0,36164 0,39257

0,00625 0,3854 0,37832

0,005 0,3826  0,40455

0,0045 0,36913 0,38765

0,004 0,36464 0,39062

0,0035 0,36914 0,39788

0,003 0,36553 0,39361

0,0025 0,36764 0,38209

0,002 0,36769 0,38154

0,0015 0,36756  0,39584

0,001 0,35268 0,40173

0,0005 0,3425 0,37896

0,0001 0,31244 0,35489

0,00001 0,23037 0,29083

0,000001 0,23365 0,24919

0,0000001  0,22793 0,23587

0,00000001  0,22969 0,23084

0,000000001  0,22828 0,25779

0,0000000001 0,22856 0,23451

Com os dados da tabela anterior, confeccionamos a Fig. 3.1 em que a ordenada repre-
senta os valores dos expoentes de incerteza e as perturbagoes |Aa;| sdo representadas pelo

eixo das abscissas. A EPI+ aparece na cor azul, enquanto a EIP- aparece na cor vermelha,
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com as barras representando o erro de cada «.
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Figura 3.1: Os resultados do expoente de incerteza a das curvas do mapeamento Logistico
perturbado Fig. 2.7b, sdo apresentados em func¢ao do valor absoluto do deslocamento

Aay. As cores vermelha e azul representam, respectivamente, os valores de a obtidos para
—Aay (EIP-) e Aay(EIP+).

3.2 Expoente de Lyapunov na vizinhanca da curva
extrema

A analise do espago de parametros oferece uma visao abrangente das possiveis dinamicas
do sistema, principalmente através da analise dos diagramas 2D dos expoentes de Lyapunov,
revelando-nos detalhes mais especificos das mudancas de comportamento conforme um
parametro é ajustado. Isso inclui a identificacao de padroes de comportamento periddico,
cadtico ou estavel, permitindo uma anéalise de como o sistema responde as varia¢oes nos
parametros que o definem.

Com base nesse principio e no mapa do Circulo, investigamos mais detalhadamente as
proximidades da curva extrema e}?, utilizando o diagrama do expoente de Lyapunov (\) em
relagdo ao pardmetro as. Para isso, examinamos nao apenas a curva extrema, mas também
duas curvas que foram transladadas Aa; em relacao ao pardmetro a;. Denominamos de

curva superior a curva perturbada por Aa; = 0,05 [Fig. 3.2(a), curva verde| e de curva
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inferior a curva perturbada por Aa; = —0,05 [Fig. 3.2(a), curva vermelha]. Essa abordagem
possibilitou a comparacao das trés curvas quanto a estabilidade ou instabilidade do sistema
em distintas regioes do espago de parametros.

As Figs. 3.2 [(b), (c), (d)], que mostram A em funcao de ay, foram geradas com a andlise
de 10° pontos igualmente espacados em ay. Para o cdlculo do expoente de Lyapunov ),
foi considerado um tempo transiente de 10% iteracoes, seguido pela avaliacio das 10°
iteracoes subsequentes, evidenciando mudancas significativas na distribuicao das regioes
de estabilidade e caos.

Na Fig. 3.2(c), que ilustra o diagrama de Lyapunov ao longo da curva extrema (preto),
o sistema revelou diversas regioes de alta estabilidade, onde os valores de A alcangaram
até -7. Ao perturbar a curva extrema em Aa; = £0,05 (conforme mostrado nas Figs.
3.2[(b), (d)]), observamos uma tendéncia das regides de periodicidade de alta estabilidade
se contrairem, tornando-se menos proeminentes e uma notavel reducdo nos valores de
expoente de Lyapunov abaixo de zero, indicando uma presenca mais marcante de caos
nessas areas.

Os picos negativos dos expoentes de Lyapunov, que correspondem a Orbitas superesta-
veis, estao presentes numa quantidade trés vezes superior ao longo da curva perturbada
positivamente (verde) do que ao longo da curva perturbada negativamente (vermelha) e
da curva extrema (preta), conforme mostra a Fig. 3.2. No entanto, os picos tém mddulo
maior ao longo da curva extrema, o que indica maior robustez diante de oscilagoes no
parametro. A perturbagao positiva gera uma curva paralela em uma regiao onde ela cruza
trés vezes as curvas superestaveis principais (curvas vermelhas em meio as estruturas de
periodicidade amarelas) de cada estrutura. Ao passo que, quando a perturbagao é negativa,
ela cruza apenas uma vez. Note que a curva extrema é exatamente a fronteira entre essas
duas regioes. Outra distingao entre as regides superior e inferior da curva extrema esté na
prépria estrutura de periodicidade (regiao amarela), que exibe trés ramificagoes acima da,
curva extrema, enquanto abaixo dela ha apenas uma.

Portanto, torna-se nitidamente evidente que as duas regioes do espago de parametros,

delimitadas pela curva extrema, exibem caracteristicas dinamicas notavelmente distintas.
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A curva extrema atua como uma fronteira definidora, marcando a transicao entre essas

complexidades contrastantes.

3.3 Histograma

Para a curva extrema el? e suas duas translacoes Aa; = 40,05, previamente ilustradas

na Fig. 3.2(a), realizamos a plotagem dos histogramas dos valores do expoente de Lyapunov
com o intuito de distinguir as diferentes regioes sob andalise. Para tal, construimos os
histogramas correspondentes a cada uma das trés curvas e registramos todos os pontos
identificados como incerto. Vale ressaltar que um ponto incerto é definido quando se
seleciona um valor ¢ (neste contexto, ¢ foi determinado de forma equidistante ao longo
das curvas) e se introduz uma perturbagao que gera os valores ¢ —e e p+¢, mantendo-os na
mesma curva. Em seguida, calculamos o expoente de Lyapunov A para os trés parametros:
p—¢, v e p+e. Consideramos o ponto ¢ como “incerto” quando, para um desses trés
valores, o atrator se mostra periédico (A < 0) e, em pelo menos um dos outros dois valores,
o atrator é cadtico (A > 0), ou vice-versa.

No histograma da Fig. 3.3, registramos os valores de \ para ¢ incerto. O intervalo de
A, de -1 a 1, foi dividido em 2000 subintervalos. Os calculos do expoente de Lyapunov
foram realizados descartando as primeiras 10* iteracoes e considerando as 10* iteracoes
subsequentes. A distribuicio dos pontos sobre as curvas iniciou com € = 1072, utilizando 4
000 pontos; para € = 1073, foram considerados 8 000 pontos, e assim sucessivamente, até
e = 107'2, com 44 000 pontos. A cada redugao de uma ordem de grandeza em & (107!),
foram adicionados 4 000 novos pontos para analise.

A andlise dos histogramas revela que a curva extrema central el? (b) apresenta um ni-
mero significativamente maior de pontos incertos em comparagao com as curvas translada-
das. Especificamente, a curva extrema contém 10 797 valores de A classificados como incer-
tos, enquanto as curvas transladadas apresentam niimeros menores: 4698 para Aa; = 0,05
(a) e 3 090 para Aa; = —0,05 (c). Esses dados sugerem que a curva central é a regiao
de maior complexidade, refletindo uma alta concentracao de pontos com comportamento

incerto.
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Figura 3.2: (a) Espaco de parametros do mapa do Circulo, destacando a regiao onde
a curva extrema ei® (preta) cruza as cascatas de periodicidade, bem como as curvas
superior Aa; = 0,05(verde) e inferior Aa; = —0,05(vermelha). O gréfico (b) corresponde
ao expoente de Lyapunov ao longo da curva superior, (c) a curva extrema e (d) a curva
inferior.
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Essas variagoes destacam a sensibilidade do sistema a pequenas alteracoes nos para-
metros, evidenciando que translagoes em dire¢oes opostas provocam efeitos assimétricos
na distribuicao dos valores de A. Esse comportamento refor¢a a distingao entre as regides
demarcadas pela curva extrema, mostrando que pequenas modificagoes podem influenciar

significativamente a estabilidade e a complexidade dindmica do sistema.
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Figura 3.3: [(a) - (c)] Histogramas do expoente de Lyapunov, onde o eixo x representa
os valores de A e o eixo y indica a frequéncia de ocorréncia de \. As Figs. (a) a (c)
correspondem, respectivamente, ao histograma da curva extrema transladada Aa; = 0,05,
da curva extrema el?, e da curva extrema transladada Aa; = —0,05. Em (d) a sobreposicio
de (c) sobre (a).

3.4 Crise interior

Uma maneira eficaz de distinguir essas regides é apresentar as trajetérias em um mapa
de retorno, também conhecido como mapa de teia de aranha (cobweb). Na Fig. 3.4, doze
conjuntos de pardmetros (as,a;) estdo indicados com pontos brancos em uma area do
espago de parametros que permite uma analise de diversas dinamicas do sistema como
caos largo e moderado, como veremos a seguir, e as diferencgas entre areas delimitadas pela
curva extrema, que atua como uma importante fronteira. Na Fig. 3.5, os mapas de retorno

indicados de (a) a (1), correspondem aos atratores dos doze parametros, indicados na Fig.
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3.4, na sequéncia da esquerda para a direita e de cima para baixo. Esse procedimento
garante uma visao abrangente e detalhada do comportamento do sistema em cada uma
das regides selecionadas, permitindo captar nuances importantes na transicao entre as

dindmicas observadas.

4,55

2,80
0,05 s 0,27

Figura 3.4: Espaco de parametros do mapa do Circulo, destacando os pontos brancos
posicionados sobre, acima e abaixo da curva extrema.

Na elaboragao dos mapas de retorno, apresentados na Fig. 3.5, destacamos, apds um
transiente de 10* iteragoes, 200 iteragoes do atrator cadtico (azul), a reta identidade (preto)
e o mapa (vermelho). Observamos dois tipos de atratores cadticos, um que ocupa toda a
regiao do espago de fase considerado x € (0, 1) o que chamamos de caos largo [veja Fig.
3.5 (¢), (d), (h) e (i)], e corresponde a pardmetros que se encontram na regiao azul da Fig.
3.4 indicando um alto valor do expoente de Lyapunov. Os demais parametros, estdo em
uma regiao esverdeada da mesma figura. Os atratores correspondentes, ndo ocupam, pelo
menos, o intervalo = € (0,5; 0,7) e apresentam baixos valores do expoente de Lyapunov,
por essa razao, o chamamos de atrator cadtico moderado [veja Fig. 3.5 (a), (b), (e), (f),
(g), (i), (j) e (k)]. Esta diferenca dos atratores ocorre por uma crise interna, onde o atrator

estreito colide com o ponto fixo em (0,5; 0,5) [circunferéncia na Fig. 3.5(a)] interno a
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sua bacia de atragao. Cada sequéncia da Fig. 3.5 mostra essa colisao. Por exemplo, na
sequéncia (e) e (f) observa-se o atrator aproximando-se do ponto fixo, em (g) parece tocé-lo
e em (h) o atrator largo estd formado. Estas colisdes, ocorrem exatamente na fronteira

entre as cores verde e azul da Fig. 3.4.
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Figura 3.5: Mapa de retorno para cada um dos doze pontos brancos destacados na Fig. 3.4,
com foco na crise quando o atrator cadtico colide com o ponto fixo destacado em verde

em (a). Todos os atratores estao apresentados por 200 pontos azuis, apds um transiente
de 10%.

3.5 Conclusoes parciais

Analisamos os expoentes de incerteza, o expoente de Lyapunov, o histograma e o mapa
de retorno nas proximidades das curvas extremas, evidenciando seu papel como fronteiras
bem definidas entre diferentes regimes dinadmicos. Para isso, apresentamos resultados
numéricos que demonstram distingoes na complexidade dos sistemas, tanto acima quanto

abaixo das curvas extremas.



CAPITULO 4

FRONTEIRA FRACTAL: EXPLORANDO
A ESCADA DO DIABO

Neste capitulo, exploramos a intrigante Escada do Diabo, uma estrutura fractal que
mapeia a evolucao do niimero de rotagdo em sistemas dindmicos nao lineares. Esta funcao,
continua mas nao derivavel, revela padroes Unicos em intervalos onde o sistema estabiliza-
se entre comportamentos periddicos e quase-periédicos. A Escada do Diabo surge, assim,
como uma estrutura organizada dos parametros, refletindo a complexidade do sistema

com seus degraus infinitesimais.

4.1 Escada do diabo

A escada do diabo é uma estrutura fractal classica, amplamente presente em sistemas
dindmicos néo lineares [77-79] e composta por patamares “degraus” formados pelo mesmo
numero de rotacao para um conjunto continuo de parametros. Nesta intrigante estrutura,
entre dois degraus existe sempre uma infinidade de degraus formados por todos os infinitos
numeros racionais entre os valores de nimero de rotacao dos dois degraus escolhidos. A

Escada do Diabo é formada apenas pelo comportamento peridédico. No espaco planar dos

86
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pardmetros, ela corresponde a uma curva tal que, a regiao onde ocorre uma transicao
de periodicidade, i.e., transicaio de nimero de rotagao, é sempre vizinha a regioes de
comportamento cadtico e quase-periddico.

O numero de rotagao é calculado pela expressao

Tn — Zo

(4.1)

= lim
’0 n—oo n

Cada degrau representa uma orbita peridédica estavel associada a valores racionais da
frequéncia natural do sistema. A medida que diferentes regides do espaco de parametros
sdo exploradas, essas orbitas podem se transformar, interrompendo um platé e iniciando
outro de forma continua e infinitesimal. Isso d& origem a estrutura degrau-a-degrau da
escada.

No entanto, em nosso estudo, observamos uma importante variacao no comportamento
classico da escada. Ao calcular p ao longo de curvas extremas, encontramos a FEscada
do Diabo Descontinua. Essa interrupgao ocorre quando o sistema atravessa regioes do
espaco de parametros onde o comportamento cadtico, gerando lacunas que interrompem
a sequéncia ordenada de degraus.

Este comportamento reflete uma transicao fundamental entre dindmicas regulares e
cadticas, uma caracteristica de destaque em sistemas nao lineares e um fendmeno ampla-
mente estudado em fisica tedrica e aplicada. A organizacao dos degraus, ligada a teoria dos
numeros, também pode ser compreendida com base nas ressonancias is6cronas do sistema.
No espaco de parametros, as regioes cadticas que interrompem a escada demarcam as
fronteiras entre a periodicidade e o caos.

Para analisar essa dindamica, geramos o espa¢o de parametros do mapa do Circulo
representado na Fig. 4.1(a), ignorando o mod 1 da Eq. 1.30. Para tal, realizamos 10*
iteracoes apos descartar um transiente de 103 evolucoes. Foram analisados 10 pares de
pardmetros (as,a1), utilizando uma grade de plotagem com resolugiao de 10% x 10.

Nas Figs. 4.1(b) e (c), repetimos o transiente e as iteracoes da Fig. 4.1(a), utilizando 103
pontos igualmente espagados ao longo das curvas a; = 1 e e1?, sem aplicar o mod 1. Na Fig.

4.1(b), confirmamos a presenga da Escada do Diabo para o mapa do Circulo, observada ao
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longo da reta a; = 1. Posteriormente, realizamos os mesmos calculos para os parametros
correspondentes & curva extrema e}? (Fig. 4.1(c)), evidenciando uma organizagio complexa
das cascatas de periodicidade e o surgimento do caos conforme os parametros de controlo

variam.

(a) O (s 1 () 0 as 1

Figura 4.1: Em (a), ilustramos o espago de pardmetros do mapa do Circulo, onde a cor
indica o nimero de rotagao p, variando de amarelo a azul, conforme a escala de cores
exibida. Em (b) e (c), apresentamos o nimero de rotagdo em funcdo do parametro as,
representada para a reta a; = 1 e para a curva extrema 6%2, respectivamente.

Buscamos descrever outra técnica para obter essas escadas considerando a trajetoria
da o6rbita. Mais especificamente, contamos o niimero de deslocamentos r (retorno) para
a esquerda (z,41 — x, < 0). Definimos um novo nimero de rotagao p*, dada uma 6rbita

periddica, como sendo

p* = lim z, (4.2)

n—oo n,

onde n é o nimero da iteragdo. Para calcular o nimero de rotagao p* ao longo da curva
extrema e da reta a; = 1, comecamos escolhendo um par de pardmetros (as,a;) que
pertenca a curva desejada e esteja em uma das extremidades, como o menor valor de
ay = 0, por exemplo. A partir da condicao inicial zq = 0,1, realizamos 10? iteracoes de
tempo transiente para estabilizar o sistema e consideramos n = 10* iteracoes. Dessa forma,
estimamos p* = r/n com r sendo o nimero de retornos da trajetéria nas n iteragoes.
Assim, calculamos p* para 10 pares (as, a;) distribuidos uniformemente e de forma

crescente ao longo das curvas selecionadas. Utilizamos como condicao inicial para as proxi-
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mas iteracoes depois de xy = 0,1, o valor da ultima iteragdo, o que permitiu acompanhar
o atrator com precisao ao longo do processo, até que as atingisse o seu valor maximo.
Para calcular p*, é necessario que exista uma érbita periddica, obtida com uma tolerancia
inferior a 1071°. Para esses célculos, utilizamos o mapeamento Eq. 1.30.

A Fig. 4.2(a) apresenta os resultados obtidos por essa abordagem alternativa, desta-
cando seu papel como uma ferramenta adicional para a analise do espago de parametros.
A figura ilustra o comportamento da érbita associada a um par de parametros em termos
de seus retornos, expressos em porcentagem. A barra de cores, que varia do vermelho ao
verde, representa a porcentagem dos retornos, enquanto a cor branca identifica as regioes
que nao foram detectadas periodicidade. Essa porcentagem oferece uma visao clara do
numero de trajetérias realizadas, permitindo uma analise mais detalhada da periodicidade

das orbitas e do comportamento dinamico correspondente.

0,0 0,5 1,0 1,}5 L ]

(05} 1

as 1

Figura 4.2: Na Fig. (a), representamos o espago de pardmetros do mapa do Circulo, com
a cor indicando o nimero de rotacao p*, que varia de amarelo a branco, de acordo com a
escala de cores mostrada. As Figs. (b) e (c) exibem p* em relagdo ao pardmetro ay para a
reta as; = 1(ciano) e para a curva extrema ej?(magenta), respectivamente.

Para o mapa Logistico-Gauss, a definicdo de p faz com que todas as medidas tendam
a zero a medida que o numero de iteragoes do mapeamento aumenta, uma vez que oS
atratores deste mapa estao confinados em uma regiao limitada do espaco de fases. Assim,
optamos por apresentar uma transicao de p, descartando as 10® primeiras iteracoes e
considerando as 10% seguintes. Esse estudo estd representado na Fig. 4.3(a), enquanto as

Figs. 4.3(b) e (¢) mostram o niimero de rotagao em func¢ao do pardmetro ay, representado
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para as curvas extremas e3> e e52. Caso 10* iteragoes fossem realizadas, a Fig. 4.3(a) seria

completamente preta e os diagramas das Figs. 4.3(b) e (c) se transformariam em retas
constantes com valor p = 0.
Agora, ao calcularmos p* para o mapa Logistico-Gauss, a Fig. 4.4 (a) apresenta duas

cascatas de periodicidade organizadas ao longo das curvas extremas e3> e e32. Nos gréficos

(b) e (c) apresentamos p* ao longo de e e €23, respectivamente. Os pardmetros apresenta-
dos nos graficos sdo distintos para facilitar a localizacao dos pardmetros nas curvas. Para

gerar o espaco de parametros da Fig. 4.4 (a) foram realizadas 10° iteracdes apds eliminar

um transiente de 10* iteracoes.

(a) 0,0 as 1.5 (¢) 0,2 as 1,4

Figura 4.3: (a) Representagao da transigdo de p no plano de pardmetros calculada para o
mapa Logistico-Gauss. Foram descartadas as 10® primeiras iteracoes, e as 10? subsequentes

foram utilizadas para o célculo. (b) e (¢) Exibem o nimero de rotagao p em funcao do

pardmetro a; e as, respectivamente, calculado para as curvas extremas e3> e e32. Nessas

condicoes, 10* iteracdes resultariam em retas constantes com valor p = 0.

Nessas andlises, apresentamos que p* e p possuem caracteristicas complementares que
podem ser exploradas de acordo com o objetivo do estudo. Enquanto p* se destaca pela pre-
cisao na analise de orbitas periddicas, sendo ideal para identificar cascatas de periodicidade
e bifurcagoes, p oferece uma visao mais ampla do comportamento dinamico, capturando
tanto regioes periédicas quanto cadticas. Em sistemas como o mapa Logistico-Gauss, onde
os atratores estdao confinados em uma regiao limitada, p* pode ser mais adequado para
destacar os padroes dinamicos relevantes sem ser influenciado pela convergéncia natural a

zero de p. Apesar de suas limitagoes individuais, o uso combinado de p* e p pode propor-
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cionar uma analise mais completa, permitindo compreender tanto as estruturas periédicas

quanto as transicoes e o caos presentes no sistema.

0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 5]

=

1 8 1 1 1 1

a1

(a) 0,0 ap

[
1,5

Pk -

17,0

0,0-
(C) 0,2

1,4

Figura 4.4: (a) Cascatas de periodicidade no plano de pardmetros I' ao longo das curvas
extremas verde e?® e amarelo e32. O sombreado preto-ciano representa dinAmica periddica,
(A < 0), enquanto o sombreado branco indica comportamento caético (A > 0). Tanto e?3
quanto e3? cruzam cascatas de periodicidade organizando T'. (b) e (c) Representam p* em

funcao dos parametros.

Na Fig. 4.5 apresentamos ampliagoes das Figs. 4.4(b) e (c). Elas mostram a escada

com interrupgoes cadticas entre um degrau e outro.
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Figura 4.5: (a) Apresenta o comportamento ampliado da Fig. 4.4(a), enquanto (b) é a
ampliagao do retangulo vermelho que estd demarcado em (a). (c) Apresenta o comporta-
mento ampliado da Fig. 4.4 (c), enquanto (d) é a ampliacao do retdngulo vermelho que
estd demarcado em (c).
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4.2 Conclusoes parciais

Investigamos a Escada do Diabo, uma estrutura fractal estudada em sistemas dinami-
cos nao lineares, caracterizada por transicoes entre patamares de periodicidade. Nossos
resultados evidenciam que, ao longo das curvas extremas, ocorrem transi¢des entre com-
portamentos peridédicos e cadticos de maneira distinta do que é observado nas regioes de
periodicidade, onde a; = 1. Além disso, introduzimos uma abordagem alternativa para a
construcao dessas escadas, baseada na analise da trajetoria da érbita. A comparacao entre
as duas técnicas sugere que elas se complementam, fornecendo uma visao mais abrangente
sobre a estrutura dessas transi¢oes e abrindo novas possibilidades para a investigagao de

sistemas dinamicos.



CAPITULO 5

PERTURBACAO RANDOMICA

Neste ultimo capitulo, analisamos como ruidos ou perturbagoes uniformes no espago de
fases podem influenciar o comportamento de sistemas dindmicos nao lineares, focando no
impacto dessas variagdes no espaco de parametros. Exploraremos inicialmente o conceito
de ruido branco e como ele afeta as propriedades dos sistemas dindmicos. Em seguida,
discutiremos a invaridncia de escala sob perturbagoes, propondo hipdteses sobre a con-
vergéncia de coeficientes de incerteza e a busca por uma curva universal. Para concluir,
estabelecemos um paralelo entre o mapa do Circulo (1D) e o mapa de Hénon (2D), desta-

cando as semelhancas e peculiaridades desses sistemas diante da introducao de ruidos.

5.1 Ruido branco

Na fisica, perturbacao branca refere-se a perturbacao que é caracterizada por distribui-
¢ao de energia uniforme em todas as frequéncias do espectro. Em outras palavras, aplicar
uma perturbagao branca em um determinado sistema, significa possuir densidade espectral
de poténcia constante em todas as frequéncias. O termo “branco” é uma analogia a luz
branca, que contém mistura de todas as cores do espectro visivel de luz. Tal perturbacao

é frequentemente utilizada em experimentos para representar um sinal de ruido que é ale-

94
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atério e nao correlacionado em diferentes frequéncias. Ele introduz variagoes imprevisiveis
no comportamento do sistema resultando em uma gama mais ampla de possiveis estados e
trajetérias para o sistema. Isso é util em diversas aplicagdes, como em analises estatisticas
de sistemas dinamicos, estudos de resposta de sistemas a distirbios externos e internos, e
em experimentos de sensoriamento remoto, entre outros.

Nos tltimos anos, pesquisas exploram como pequenas perturbagoes podem resultar em
comportamentos complexos, como o caos induzido pelo ruido ou em formas de controle do
caos, utilizando técnicas diversas que variam de acordo com os mapeamentos especificos e

os tipos de ruido. Estudos que abordam essas questdes podem ser encontrados em [45—-48].

5.2 Impacto do Ruido no Espaco de Parametros ao
Longo da Curva Extrema

Em nossos estudos, geramos um ruido distribuido de forma uniforme no mapa do
Circulo e examinamos o seu efeito no espaco de parametros. Esse ruido é produzido
pelo conjunto de perturbagoes aleatérias pertencente ao intervalo Al e realizado a cada
iteracao, sendo que ao final de cada iteragao a perturbagao é somada a varidvel dinamica
do mapeamento. O intervalo Al simboliza a amplitude de perturbacao. Por exemplo, um
intervalo com amplitude de 107'* corresponde a valores randdémicos no intervalo [-107'5,
10~1%]. Para melhor visualiza¢ao, na Fig. 5.2 ampliamos o espaco de pardmetros, onde a
curva extrema e?! estd predominantemente concentrada para diversos valores de Al Desta
forma, Al = 0, expresso na Fig. 5.1(a), indica que nao houve perturbagao no sistema. No
entanto, nos diagramas (b), (c) e (d) da Fig. 5.1, ocorreram perturbagoes com amplitudes
de 107, 1073 e 1072, respectivamente. Para esses ruidos, conforme a perturbacio no
mapeamento aumenta, ocorre uma diluicao da regiao de estabilidade peridédica. Como
consequéncia, as regioes cadticas passam a dominar o espaco de parametros, penetrando

areas antes periddicas, a medida que a perturbacado do sistema aumenta.
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8 2,8 —
(c) 0,05 as 0,28 (d)0,05 @ 0,28

Figura 5.1: Reflexo das perturbagdes no espaco de parametros na cascata ao longo da
curva extrema e?! na cor preta. (a)Al = 0, (b)AI = 1074, (¢)AIl = 1073 e (d)AI = 1072

Na Fig. 5.2, apresentamos dezesseis graficos do expoente de incerteza « calculados
para a curva extrema do mapa do Circulo sob diferentes niveis de ruido. No eixo das
abcissas de cada grafico, encontra-se o parametro ¢, utilizado para medir a incerteza sobre
a curva extrema, enquanto o eixo das ordenadas exibe o valor de f(g), ambos em escala
logaritmica.

Para criar esses graficos, comecamos pela estimativa do expoente de incerteza o nas
cascatas de periodicidade ao longo da curva extrema e2'. Nesta curva, o parAmetro € varia
de 107! a 107!2, em intervalos decrescentes com fator de multiplicacao 10!, Para classificar
os pontos como certos ou incertos medimos o expoente de Lyapunov A e avaliamos 8 000
pontos para € = 107! e 88 000 pontos para € = 107!2, com incrementos de 8 000 pontos
a cada reducdo de € por um fator de 1071, Além disso, foram realizadas perturbacoes no
sistema, variando de Al = 1071 a Al = 1072,

Para avaliar a dindmica, consideramos 10° iteracoes apds descartar um transiente de
mesmo tempo de evolugao. Dessa forma, obtivemos a fragdo de pardmetros incertos f(¢)
em funcio de € para os parAmetros situados ao longo da curva e2'.

Ao ajustar uma funcao de lei de poténcia, obtivemos os graficos apresentados na Fig. 5.2.

A Fig. 5.2 (a) mostra o valor a = 0,233(1), correspondente ao expoente de incerteza da
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curva extrema sem perturbacgao. Na Fig. 5.2 (b), temos a = 0,240(4) para uma perturbagio
de amplitude Al = 107%; na Fig. 5.2 (c), a com Al = 107!; e na Fig. 5.2 (d), a com
Al = 10713, Esse padrio se repete até a Fig.Fig. 5.2 (p), onde « ¢ determinado para um
ruido de AI = 1071,

Com esses graficos, observa-se que o expoente de incerteza « é alterado gradativamente:
inicialmente apresenta uma tendéncia de crescimento, desde (a) a = 0,233(1) até (i)
a = 0,42(3), e em seguida diminui até que o expoente de incerteza se aproxime de zero.
Quando o expoente de incerteza atinge zero, reduzir € ndo melhora a precisao da medicao,
ou seja, nessa regiao, o sistema torna-se homogéneo para todos os observaveis.

Também se nota que, de (d) o = 0,27(1) até (p) a = 0,03(2), os gréaficos nao se
ajustam perfeitamente a uma lei de poténcia. Isso deve-se a significativa amplitude da
perturbacao: nesse regime valores menores de € conseguem captar a homogeneidade do
sistema gerada pela perturbacao, o que nao ocorre com valores maiores de € para a mesma
amplitude. Assim, & medida que o ruido no sistema aumenta, o valor de ¢ capaz de
detectar a semelhanca entre os observaveis também aumenta. No caso de (p) o = 0,03(2),
com excegdo de € = 107! (o tltimo ponto), todos os valores de ¢ adotados indicaram a,

homogeneidade do sistema.
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Figura 5.2: Expoente de incerteza o na cascata de periodicidade ao longo da curva extrema

1 do mapa do Circulo para diversos valores de Al (a)AI = 0 até (p)AI = 107!, com
o0 eixo x caracterizando € e o eixo y expressando f(e) em escala logaritmica, com a reta
vermelha expondo a regressao de lei de poténcia. As iteragOes e o transiente para cada
figura foi de 10°.

Com os resultados apresentados na Fig. 5.2, é possivel formular algumas conjecturas
sobre o comportamento do sistema diante das perturbagoes introduzidas. A medida que a
perturbacao no mapeamento se intensifica, os primeiros pontos a detectar essa alteragao
sao aqueles com os menores valores de . Quando ¢ passa a captar as perturbacoes no
mapeamento, observa-se a formacao de um comportamento de inclinagao nula, resultando

A

em um “platd”. Este platd se inicia nos menores valores de € e vai se estendendo progres-

sivamente até que todos os pontos formem um tinico patamar, como mostra as Figs. 5.2
(g) a (p).

Trés tipos de comportamento distintos foram identificados nos graficos. O primeiro
corresponde a valores de a entre 0,23, inclinacao da reta quando o mapeamento nao é
perturbado, chegando a valores préoximos de 0,27 quando o mapa ¢é levemente perturbado,
Figs. 5.2 (a) a (d). O segundo comportamento surge em condigoes de perturbagao elevada,
onde « tende a zero conforme descrito no paragrafo anterior. Entre esses dois extremos,
ha um terceiro padrao, no qual se observa a entre os valores de 0,69 a 0,76. Esse com-

portamento apresenta-se mais pronunciadamente nas Figs. 5.2 (f) a (m). Observamos que



5.2. Impacto do Ruido no Espago de Parametros ao Longo da Curva Extrema 99

a transicao do plano para o regime intermedidrio ocorre entre e= AI x 1071, AI x 10!.
Assim, ao conhecer a intensidade da perturbagao, é possivel antecipar o esbogo do grafico
resultante.

Aparentando certa regularidade, este comportamento sugere uma universalidade que
pode ser representada por uma curva geral, que veremos na proxima Sec¢ao 5.3.2. No
entanto, para melhor compreender essa representagao, observamos ainda a Fig. 5.2 (j).
Por exemplo, para uma perturbacio de Al = 1077, o platd estd no intervalo (10713,107?),
o regime intermedidrio encontra-se em (107%,107%), e o comportamento de inclinagio
intermedidria correspondem ao intervalo (107°,1072), aproximadamente.

Observa-se que, a medida que a perturbagdo no mapeamento cresce, da Fig. 5.2 (a)
para Fig. 5.2 (j), o expoente de incerteza aumenta de 0,233(1) para 0,42(3). Se a pertur-
bagio aumenta, de 1078 [Fig. 5.2 (j)] para 10~ [Fig. 5.2 (p)], os valores de a diminuem
gradativamente até se aproximarem de zero. Essa variacao do expoente de incerteza deve-
se a proporgao de pontos presentes em cada um dos trés estados: o platd (aq), o regime
intermedidrio (az), e os pontos que ainda nao detectam a perturbagao (as).

Por exemplo, para Al = 1077, observamos quatro pontos em «;, trés pontos em am e
quatro pontos em as. Para perturbacoes inferiores a AI = 1078, o expoente de incerteza
diminui gradualmente até o valor minimo de 0,23, uma vez que o nimero de pontos em
a3 aumenta até que a; e ay desaparecam, estabilizando-se proximo de 0,23. Por outro
lado, para perturbacoes superiores a Al = 1078, o expoente de incerteza tende a diminuir
até se aproximar de zero, pois os pontos em «; aumentam enquanto as e a3 diminuem
proporcionalmente.

Ao reunir os resultados de « apresentados na Fig. 5.2 em um tnico grafico, com a em

funcao de Al (onde Al estd em escala logaritmica), obtemos a Fig. 5.3.
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Figura 5.3: Com « wvs. log(Al), agrupamos os resultados obtidos do « da Fig. 5.2. A linha
tracejada indica o valor de o sem perturbagao do mapeamento.

A Fig. 5.3, apresenta os coeficientes de incerteza obtidos para cada perturbacao do
mapeamento, com a barra representando o erro do ajuste em lei de poténcia e a reta
tracejada (vermelho) o valor do expoente de incerteza a = 0,233(1), para o mapa sem
perturbacao. Na figura, podemos identificar que as maiores barras de erros estao presente
nas perturbacoes de Al = 1078 até 1072, que sdo onde os valores de f(g) aparecem com
maior frequéncia em o1, regiao em que se forma o plato. Também ¢é notavel que o ponto de
inflexdo é dado para a perturbacio Al = 107!, onde comecamos a perceber a inclinacao
Q.

No comportamento dado por a a medida que se altera a perturbacao do mapeamento,
o pico se d4 em AI = 1078, que também revela outra mudanca de comportameto da
curva. Essa mudanca se deve ao aparecimento do platd Fig. 5.2 (i) a partir do aumento

da perturbacdo em Al = 107%. Em suma, a transicdo das perturbacoes do mapeamento
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de a = 0,233(1) [Fig. 5.2 (a)] até a = 0,003(2) [Fig. 5.2 (p)], ocorre de forma gradativa,
apresentando 3 comportamentos tipicos. Para os ruidos menores que Al = 1072, para os
ruidos, no intervalo intermedidrio, que ocorre de Al = 10712 até Al = 10~® e nos ruidos
maiores que Al = 1078,

Dado que esse grafico também apresentou uma certa regularidade, nossas conjecturas
sobre a universalidade de uma curva gerada pelos ruidos aplicados ao mapeamento foram
ainda mais reforgadas. Com esse objetivo, buscamos uma curva que melhor se ajustasse aos
pontos apresentados na Fig. 5.3. Para isso, substituimos o eixo das abcissas, originalmente
representado pelo ruido Al, pelo expoente desse ruido, denominado “i”. Assim, por exemplo,
para um ruido de AI = 107%, o valor correspondente passou a ser i = —6.

Desta forma, obtivemos uma curva que aproxima esse comportamento por meio de

uma funcao quértica (representada em vermelho), dada por

f() = 7,9763 x 107°i* 4 0,0023603i® + 0,016445i2 — 0,032115i — 0,013549,  (5.1)

e representada na Fig. 5.4.
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Figura 5.4: Ajuste da curva quartica aos pontos obtidos da Fig. 5.2. Eixo Al foi substituido

por log(Al) e indicado pela poténcia de Al

5.3 Invariancia de Escala Sob Perturbacoes: Analise
nas Curvas Extremas

Outra forma de verificarmos o efeito provocado pelo ruido no mapeamento ao longo

das curvas extremas é sobrepor os resultados, como fizemos na Fig. 5.5.
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Figura 5.5: Sobreposigao dos graficos apresentados na Fig. 5.2. O ruido varia desde Al =0
(curva em vermelho), indicando auséncia de ruido, até o ruido maximo de AI = 1071
(curva em preto).

Na busca por uma universalidade, aplicamos a teoria de invariancia de escala a sistemas
dindmicos nao lineares. Com base na Fig. 5.2, podemos levantar hipoteses de escala para
a convergéncia do coeficiente de incerteza para o mapa com ruido.

A seguir, apresentamos em detalhes essa analise, fundamentada em [76].

5.3.1 Invariancia de Escala e a busca por uma Curva Universal

Com base na analise apresentada na Fig. 5.5, formulamos as seguintes hipoteses de
escala para descrever a dependéncia da propriedade de incertos f(e) pela escala € e
amplitude do ruido A.

1. Para valores suficientemente pequenos de €, o comportamento de f(¢) em func¢ao de
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£ pode ser expresso por:

f(e) oc AI* (5.2)

Essa relagao é valida para ¢ < ., onde Al representa a perturbacdo aplicada ao
mapeamento, a; € um expoente critico, e €, define o valor caracteristico de € onde ocorre
a mudanca na inclinagao do regime crescente.

2. Para valores suficientemente grandes de e, temos:

f(e) < e (5.3)

Essa equacgao se aplica para € > €., sendo as o expoente critico que caracteriza a
inclinagao no caso de auséncia de ruido, que ji vimos, na Fig. 5.2 (a), ser as = 0,233(1).

3. O valor caracteristico €., que define a transi¢ao no regime de crescimento, é dado
por:

£, o¢ AL (5.4)

Aqui, a3 é o expoente critico que determina a dependéncia de ¢, em relacdo a pertur-
bacao Al

Essas trés hipoteses de escala podem ser combinadas em uma fun¢ao homogénea
generalizada:

f(ALg) = If(I1°Al (%), (5.5)

onde [ é um fator de escala e a e b sdo expoentes caracteristicos.

Escolhendo [ de modo que [°Al = 1, temos:

I =AI"Ve (5.6)

Substituindo a Eq. 5.6 na Eq. 5.5, resulta em:

f(ALe) = AITYVaf(1, A7), (5.7)

Assumindo que a fungao f(1, ALY “g) é constante para € < &,, comparando com a
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Eq.(5.2), obtemos a; = —1/a. De maneira analoga, escolhendo [ de forma que I’c = 1,

temos

| =P, (5.8)

o que leva a:

f(ALg) = e Vo f(e /AL L), (5.9)

em que assumimos que f(e~%?Al, 1) é constante para € > &,. Comparando com a Eq.(5.3),

obtém-se as = —1/b. Comparando as duas expressoes para [, Eqs. 5.6 e 5.6, obtemos:

€. = AI"/2, (5.10)

Desta forma, os expoentes criticos estao relacionados por:

= —, 5.11
= (5.11)

Na Fig. 5.2 observamos que €, = 102Al. Para determinar as, podemos ajustar uma lei
de poténcia aos valores de €, em fungao de Al. A Fig. 5.6 ilustra esse ajuste, resultando

em az = 1.
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Figura 5.6: Esboc¢o do comportamento de e, vs. Al. Um ajuste em lei de poténcia fornece
as = 1.

10

Substituindo as e az na Eq.(5.11) podemos obter o expoente critico a; = 0,233(1).
Conhecidos os trés expoentes criticos, podemos fazer duas mudancas nos eixos da Fig. 5.5.
A primeira mudanca ¢é a transformacao f(e) — f(e)/AI", e a segunda, ¢ — ¢/AI*.

As curvas apresentadas na Fig. 5.7 sobrepdéem-se em uma tnica curva, evidenciando
um comportamento universal. No entanto, observam-se pequenas diferencas nos platos,
especialmente em valores préximos a 1072, Essas discrepancias sao mais evidentes devido &
escala logaritmica utilizada no grafico. Como o logaritmo é uma funcao nao linear, pequenas
variagdes nos valores originais sao amplificadas em escala logaritmica, resultando em uma
aparente falta de sobreposi¢ao nos platos.

Essa amplificacao ocorre porque, na escala decimal, diferencas entre os platos estao
dentro de um intervalo de erro muito pequeno, geralmente aceitdvel. Porém, quando

transformados para a escala logaritmica, essas mesmas diferengas tornam-se perceptiveis,
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fazendo com que os platos que deveriam estar alinhados paregcam deslocados.

4

10 [T T T T T
n / _
10 -
f ]
Al -
10°— —
Al=0 -15 —07
Al =10 Al=10
= Al=10"  AI=10"|3
- Al=10""|3
2l AT=10"|]
10 Al=10"  Ar=10""
|||,|_|l ||L|.|.I ||L|||.I ||L|||.I |||.||||
107 10° 10 10" 10"

e/AID

Figura 5.7: Sobreposicao das curvas mostradas na Fig. 5.5 em uma unica curva universal,
ap6s as transformacoes f(e) — f(e)/AI" e e — ¢/AI".

Para ilustrar essa questao e corrigir visualmente os deslocamentos, aplicamos uma
translacao vertical de 0,1 a todos os graficos. O resultado pode ser observado na Fig. 5.8,
onde as curvas agora exibem uma sobreposi¢ao uniforme, mesmo em escala logaritmica.

Em suma, a validade das hipdteses de escala permanece intacta, pois o comportamento
funcional das variaveis nao é alterado pela translagao. Ela é apenas uma ferramenta visual

para lidar com limitagoes praticas de representagao em escala logaritmica.
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Figura 5.8: Sobreposi¢ao das curvas mostradas na Fig. 5.7 em uma tnica curva universal,
ap6és as transformacoes f(e) — f(e)/AI™ + 0,1 e ¢ — ¢/AI*.

5.3.2 Calculo da universalidade da curva

Apoés identificarmos a universalidade das curvas, apresentamos o expoente de incerteza
a de forma analitica, considerando as diversas perturbagoes do sistema. Nosso objetivo
principal é descrever precisamente a Fig. 5.4. Para isso, construimos a Fig. 5.9, onde f(z)
representa o valor médio dos dados obtidos numericamente.

Para cada amplitude de ruido AI, definimos ¢(x) como uma aproximagao linear de
f(z). Essa regressao é ajustada aos pontos experimentais utilizando o método de minimos
quadrados, e seu coeficiente angular a é obtido por meio da integral definida no intervalo
[z;, z¢], que representa uma aproximacao de « para cada perturbagdo. Como buscamos
expressar o expoente de incerteza «, analisamos a relacdo entre a e Al, determinando

como a inclinagdo da regressao evolui com o nivel de ruido.
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dk = f(Xc) - o (x) p(x)=ax+b
y
0, <x<x
flx) ={a1(x —xq), X1 <x <Xy
ay(x —x3) + a1 (x2 —x1), X <x=<Xxp

v

Xi Xk X1 X2 Xf

Figura 5.9: Representagio grafica da curva padrdo f(x) e da regressao linear ¢(z). Os
pontos pretos representam os dados medidos numericamente em torno de f(z).

Pelo método dos minimos quadrados queremos minimizar a distancia quadratica entre

todos os pontos das curvas dz. Assim,

o m
87 Z xk)]2 = 0
Z axk + b)]l’k =0

k=1

m

kz_:la:z:i—i-kz_:lb Z xf(xg)

Considerando m — oo no intervalo [z;, z¢|:

a/xfxgdqub/xfxdx:/xfxf(x)da:

a<x? ;I?) —l—b(x? ;x?) = /:f zf(x)dz (5.12)

Procedendo de forma similar, ao realizarmos a derivada parcial em relagao a b, obtemos:
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aii) +b(xy — ;) = /:f f(z)dx (5.13)

Para resolver o sistema composto pelas duas tiltimas equagoes, multiplicamos a Eq.(5.12)

por (zy — z;) Eq. (5.13) por (2} — 7)/2 e as subtraimos:

2

41::(xf—a%)Ljfxf(x)dx—($f;*“)Véjff@odx(514)

333—1)3 Xy — I
N R R N

Usamos as identidades de soma e diferenca de cubos e quadrados para simplificar a

expressao do primeiro membro:

(zf — mz‘)z(x? + 2y7; + 77) _ a(ﬂff — ;) (s + 2;)?
3 1

a

v +apwi i (g + )

Expandindo os termos dentro dos parénteses e substituindo de volta na equagao (5.14):

(2F — x7)

x —$i4 z £
a(f12): (xf—xi)Lifxf(x)dx—QLiff(x)dw

(zp — @)
@ = (xp — ;)

/:f xf(z)dx — xf;_xl/;f f(z)dx

2

aW:/Ifxf(x)dx—/mfxf;xlf(x)dm

i

Finalmente, isolamos a:

a:<xf_6xi)3/:f (22 —zp — ;) f(x)dx (5.15)

Como f(z) é uma fungao linear por partes definida por:
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0, sex; <x <1

f(x) = ar(x — x1), sex; <x<x9>

as(z — x2) +ar(re — 1), sexs <z <y

para determinar o valor de a, precisamos integrar cada um dos trés intervalos da fungao

f(z). Como f(z) = Az + B, reescrevemos f(x) como:

A=0, se x; < x < xq,

flz) = A=a;, B=—ar, se v1 < x < T9,

A=uqay, B=uai(ry—121)— ara, sexy <z <xy

Nosso proximo passo ¢é calcular a integral definida:

/:f(Q:U -z —x;) f(z) d.

Se definirmos ¢ = —xy — x;, podemos reescrevé-la como:

@y 2 .1 ) e
T C i r = |- AT - C)T (640
/ (2z+¢)(Axz + B)d [SA +2(2B+A) + B

(3 xT;
Como f(x) é definida por partes, podemos dividir a integral nas trés regioes, que

nomeamos por I, Iy e I3:

/xf(2x—xf—xi)f(x)dx:]1—}-]2—1—[3. (5.16)

Os intervalos sao calculados separadamente:
L0 (x <z <)

Como f(z) =0em z; < x < x1, segue que
Il == 0

2. [2 (i[)l S X S iL'Q)i
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Na regiao z1 < = < x9, temos f(z) = a1(z — x1).

A integral resulta em:

[2 = /x2(2$ + C)Cll(x - (L’l) dz.

1

I, = N [4(m§ —23) — 32z, + x5 + ;) (25 — 23) + 6(3f + 7)1 (T2 — xl)} .

3. I3 (29 < x < xy):
Para o <z < x4, temos f(x) = as(z — x2) + a1(z2 — x1).

A integral fornece:

I3 = /;f(Qx +¢) [as(x — z2) + a1 (22 — 21)] dx.

2

2 1
I3 = gaQ(xi’c — )+ 5 2a1(z2 — 1) — 2a972 — as(xy + ;)] (x?c — z2)

—[a1(xg — x1) — agxo] (xf + ;) (2 — 22).
Analisando a Fig. 5.2 para cada perturbacao Al, é possivel determinar as trés inclina-
¢oes do modelo, que estao distribuidas nos seguintes intervalos:

(zf,71] = [1072, 1071 AT,

(21, z5] = [I07T AL 10?Al],
(z9,24] = (10'AL 1072].

A representacao desses intervalos estd ilustrada em Fig. 5.10, que indicam os valores
da perturbagao Al (vermelho) do mapeamento, intervalo [z1, x2] com inclinagao a; (verde)
e intervalo (x2,xf] com inclinacdo ay (azul).

Por exemplo, para uma perturbagao Al = 1077, os intervalos: (z, 2] = (107'2, 1078],
[21, 2] = [107%, 107°] e (29, z;]= (107°, 107?]. Entao, para uma perturbagao Al = 1077,

;=107 2, =108, 2o =10 ¢ Ty = 1072
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Figura 5.10: Representacao dos intervalos I (verde) e I3 (azul) com as suas inclinagoes
correspondentes, incluindo a perturba¢ao do mapeamento (vermelho).

Agora, a partir da Fig. 5.10, podemos determinar a média de a; e as associados as
diferentes perturbagoes. Calculamos a; como média aritmética e por regressao linear as,

conforme ilustrado na Fig. 5.11.
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Figura 5.11: Valores dos coeficientes a; (média aritmética) e ap (regressao linear), deter-
minados a partir da analise grafica apresentada na Fig. 5.10.

Com os valores fixados a; = 0,72 e a; = 0,0081455, além de cada x; devidamente
determinado, aplicamos a Eq. 5.15 para calcular o coeficiente angular de ¢(x) em cada
perturbacao. Assim, construimos a curva azul exibida na Fig. 5.12, que é sobreposta aos
pontos pretos obtidos experimentalmente. Observa-se que a curva azul proporciona uma

boa aproximagcao aos resultados numéricos.
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Figura 5.12: A curva azul, gerada pela Eq. 5.16, representa os resultados algébricos cor-
respondentes a cada uma das perturbagoes Al que modelam o experimento. Essa curva é
sobreposta a curva preta, que é rsultado dos experimentos numéricos observados.

A comparacao entre a curva tedrica e os dados experimentais revela que o modelo
proposto reproduz com boa precisao a relagao entre o expoente de incerteza o e a amplitude
da perturbacao AI. A aproximacao obtida ndo apenas confirma a coeréncia matemaéatica
da formulacao analitica, mas também demonstra que a regressao linear ¢(z), construida
a partir da integral definida, captura com precisao o comportamento da incerteza sob
diferentes niveis de perturbacao.

Além disso, observa-se que a variacao de a em funcao de Al segue um padrao, indicando
que a incerteza do sistema cresce de maneira previsivel a medida que a perturbacao
aumenta. Esse resultado caracteriza a transicao entre diferentes regimes de comportamento
do sistema e oferece uma ferramenta para a analise da sensibilidade a perturbagoes em

sistemas dinamicos.
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5.4 Um paralelo entre o mapa do Circulo (1D) e o
mapa de Hénon (2D)

Até o momento, exploramos diversos mapeamentos unidimensionais para compreen-
der o comportamento préximo as curvas extremas, incluindo a analise de expoentes de
incerteza e a influéncia de ruidos brancos. Nesta se¢do, estendemos o estudo para sistemas
bidimensionais, estabelecendo um paralelo entre o mapa do Circulo (1D) e o mapa de
Hénon (2D). Essa transigdo permite examinar como as propriedades investigadas em siste-
mas unidimensionais podem ser adaptadas e ampliadas para mapeamentos bidimensionais,
criando perspectivas para futuras andlises de sistemas de maior complexidade.

Mapeamentos bidimensionais descrevem a evolucao de sistemas dindmicos em um
espago de duas dimensdes, onde as varidveis dependentes (como posicao e velocidade)
sao representadas como pares ordenados. Esses mapeamentos capturam interagoes mais
complexas do que os unidimensionais, pois cada estado futuro depende de duas variaveis
anteriores, em vez de uma.

A transicao de sistemas unidimensionais para bidimensionais geralmente envolve a
introducao de uma variavel adicional que interage com a dinamica original. Por exemplo,
no caso do mapa do Circulo, que descreve a evolucao de uma variavel angular, um sis-
tema bidimensional pode ser construido incorporando uma segunda varidavel que introduz
dependéncia entre estados consecutivos, como uma forca dissipativa ou uma perturbacao
externa. Essa abordagem amplia a capacidade do mapeamento para modelar sistemas
mais complexos, como oscilagdes nao lineares, caos e outros comportamentos dinamicos
encontrados em sistemas reais.

O mapa de Hénon, introduzido por Michel Hénon em 1976, é um dos mapeamentos
bidimensionais mais estudados em sistemas dinamicos nao lineares. Originalmente proposto
para modelar a dindmica de estrelas em galdxias [80], o mapa ganhou destaque por
sua simplicidade matematica e por apresentar um comportamento dindmico rico. Essse
mapeamento é amplamente utilizado em estudos de caos devido a sua capacidade de exibir

atratores estranhos, estruturas geométricas que descrevem o comportamento de sistemas
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complexos em espacos de fase. Ele serve como um protétipo para investigar propriedades
de sistemas bidimensionais, como a sensibilidade as condig¢oes iniciais, bifurcacgoes e os
efeitos de perturbagoes, incluindo ruidos brancos.

Matematicamente, o mapa ¢é definido pelas equagoes:

2
Tp+1 = 1— ax,, + Yn, Yn+1 = bmna

onde a e b sao parametros que controlam a nao linearidade e a dissipacao do sistema. Para
nossos propositos, substituiremos a por as e b por a;.

Ao analisar o espago de pardmetros do mapa do Circulo (1D) e do mapa de Hénon
(2D), buscamos investigar como os expoentes de incerteza dado um determinado ruido, se
manifestam em sistemas com diferentes dimensoes. Essa analise visa identificar elementos
que possam ser utilizados para estender os resultados da segao anterior a sistemas bidi-
mensionais. Tal abordagem ¢é essencial para langar bases tedricas e praticas para o estudo
de comportamentos dinamicos em espagos de maior dimensionalidade.

Nessa diregao, realizamos célculos do expoente de incerteza ao longo de uma reta
definida no espaco de parametros de ambos os mapeamentos, conforme destacado nas
Figs. 5.13a, 5.13b (representado em ciano). Esses expoentes, representados por «, foram
determinados tanto para os sistemas sem ruido quanto para os que sofreram perturbagcoes
induzidas. Distintos ruidos foram adicionados aos mapeamentos, abrangendo uma faixa de
Al =107 a Al = 1072, possibilitando observar o impacto progressivo dessas perturbacoes
nos sistemas.

No caso do mapa do Circulo Eq. 1.30, utilizamos o parametro k = a; = 5 e consideramos
o intervalo w = ay € [0, 1]. Essa escolha foi feita pela simplicidade e pela simetria do espago
de parametros, permitindo uma analise representativa sem comprometer a generalidade
dos resultados. Para o mapa de Hénon, fixamos a; = 0,1 e trabalhamos com o intervalo

as € [1,25; 1,7].
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Figura 5.13: (a) e (b) Espago de pardmetros dos mapas do Circulo e de Hénon, destacando a
reta em estudo (ciano). A paleta de cores representam os valores do expoente de Lyapunov.
(b) A cor salméo assinala a divergéncia do sistema.

O célculo do expoente de incerteza tem a finalidade de mensurar como a inclusao de
ruidos influencia o comportamento dindmico em diferentes dimensoes. O estudo oferece
importantes resultados para a compreensao da transicao de comportamentos regulares
para regimes cadticos e para a caracterizacao de propriedades emergentes em sistemas nao
lineares sob perturbacoes externas.

Na Fig. 5.14, apresentamos dois graficos sobrepostos que representam o expoente de
incerteza o em funcao dos diferentes niveis de ruido Al, calculados para as retas em ciano
dos dois mapeamentos. O eixo da abcissa encontra-se em escala logaritmica, enquanto o
eixo da ordenada em escala decimal.

Para criar essa sobreposicao grafica, comecamos pela estimativa do expoente de incer-
teza « ao longo das retas a; = 5 e a; = 0,1, respectivamente, nos mapas do Circulo e no
mapa de Hénon.

Nessas retas, para calcular o expoente de incerteza, utilizamos valores de e variando
de 1072 a 1071%, com reducoes sucessivas por um fator de 107!, Para classificar os pontos
como certos ou incertos, utilizamos o expoente de Lyapunov A, descartando um transiente
de 10° e consideramos 10° iteracoes. Foram avaliados 15 000 pontos para € = 1072 e 135
000 pontos para € = 1071%, com um incremento de 15 000 pontos a cada reducao de ¢.

Esse calculo foi realizado para os dois mapeamentos, considerando quatorze valores de
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perturbacoes: Al = 1071, Al = 107, Al = 10713, ..., AI = 1073. Além disso, também
foi calculado o expoente de incerteza para o mapa sem perturbacao.

Ao analisar os resultados obtidos, expostos na Fig. 5.14, observa-se que ambas as
curvas apresentam formatos similares, diferindo apenas no comportamento de decaimento.
Para os ruidos mais baixos, no intervalo de Al = 107! a Al = 107!, os valores de «
permanecem aproximadamente constantes em torno de 0,40. Essa estabilidade sugere que,
nesse regime, o impacto dos ruidos sobre os sistemas ¢ praticamente indistinguivel.

A partir de AI = 1071, identifica-se um ponto de inflexdo comum para ambos os casos,
marcando o inicio de mudangas mais pronunciadas no comportamento das curvas. Até
Al = 1077, os dois sistemas seguem caracteristicas semelhantes, com uma reducao gradual
nos valores de «.

Contudo, observa-se uma diferenca significativa na regiao de decaimento: a curva
correspondente ao mapa de Hénon (vermelha) antecipa o declinio em relagdo a curva
associada ao mapa do Circulo (preta). Essa discrepancia indica uma maior sensibilidade
do mapa de Hénon aos niveis intermediarios de ruido.

Esses resultados reforcam a importancia de analisar o comportamento dos sistemas
dinamicos sob diferentes niveis de ruido, evidenciando nao apenas semelhancas estrutu-
rais, mas também caracteristicas particulares que emergem em func¢ao da dimensao e

propriedades intrinsecas de cada mapeamento.
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Figura 5.14: Comparagdo do valor de « obtidos das retas dos mapeamentos: Circulo
(a; = 5) e Hénon (a; = 0,1), considerando ruidos variando de Al = 10715 a AT = 1073.

5.5 Conclusoes parciais

Através da andlise do expoente de incerteza, investigamos o impacto de perturbagoes
randdmicas, como o ruido branco, na dinamica de sistemas nao lineares, ao longo de curvas
extremas. Examinamos de que forma essas perturbagoes influenciam a organizacao do
espaco de parametros, revelando padroes de transicdo entre regimes periddicos e cadticos.
Nossos estudos avangaram para a confirmacao de uma lei de escala, sugerindo a existéncia
de uma universalidade na qual, dado um nivel de ruido, é possivel determinar o coeficiente
de incerteza a correspondente.

Além disso, sobre efeito de ruido e nao mais sobre curvas extremas, realizamos uma
comparacao entre dois sistemas: o mapa do Circulo (1D) e o mapa de Hénon (2D). Essa
analise nos revelou semelhancas na forma como o ruido modifica o espacgo de paradmetros
quando os observaveis sao os estados de periodicidade e caoticidade. Os resultados obtidos
indicam que, apesar das diferencas dimensionais entre os sistemas, os efeitos das pertur-
bacoes exibem caracteristicas universais. Isso reforca a ideia de que a presenca de ruido
pode desempenhar um papel essencial na organizagao e evolugao de sistemas dinamicos

complexos, proporcionando novas perspectivas para a compreensio desses fenémenos.



CONSIDERACOES FINAIS

No espaco de parametros de mapas discretos nao lineares, investigamos as fronteiras
entre periodicidade e caos e revelamos a existéncia de conjuntos fractais caracterizados por
uma dimensao fractal singular. Esta dimensao se destaca das dimensoes fractais tipicas,
anteriormente consideradas universais para essas fronteiras de parametros. Mostramos que
os conjuntos fractais singulares residem ao longo de curvas de pardmetros, chamadas curvas
extremas, que intersectam cascatas de periodicidade no seu centro de estabilidade em
todas as escalas do espaco de parametros. Os resultados aqui apresentados sao geralmente
demonstrados para a classe de mapas unidimensionais com pelo menos dois parametros
de controle, sendo possiveis generalizacoes para outras classes de sistemas.

Através dos mapeamentos unidimensionais descritos conseguimos analisar o espago de
parametros, aplicar a teoria de curvas extremas e calcular o coeficiente de incerteza ao longo
das curvas extremas contidas neste espago. Essas investigagbes mostraram que a incerteza
ocorre com maior intensidade ao longo das cascatas de periodicidade, sendo suprema nas
curvas extremas onde o valor do expoente de incerteza assume valores de aproximadamente
0,232(2). Também reafirmamos que o célculo do expoente de incerteza quando realizado
a uma certa distdncia das curvas extremas tendem a um valor de 0,40(1). Portanto,
além dos mapas apresentados, conjecturamos que esse formalismo, aplicado em outros
mapeamentos e sistemas dissipativos, deve indicar que a regiao de maior instabilidade

no espaco de parametros ocorra nas cascatas de conjuntos de periodicidade ao longo das
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curvas extremas.

Adicionalmente, exploramos diversos aspectos fundamentais de sistemas dindmicos nao
lineares, com foco na organizacao do espaco de parametros e nos efeitos de perturbacoes
externas.

Estudamos a Escada do Diabo, uma estrutura fractal destacada por descrever a evolucao
do nimero de rotacdo em sistemas dindmicos. Ao mapear essa funcao nas curvas extremas,
identificamos padroes complexos e descontinuidades, evidenciando a intricada interagao
entre periodicidade e caos.

Por fim, investigamos o impacto de ruidos uniformes nos sistemas, descrevendo exata-
mente como a incerteza do estado assintético é afetada no espaco de parametros quando
um ruido branco perturba o espago de fases. Comparagoes entre o mapa do Circulo (1D) e o
mapa de Hénon (2D) destacaram semelhangas estruturais e diferengas na resposta a ruidos,
evidenciando a aplicabilidade de conceitos unidimensionais a sistemas bidimensionais.

Como perspectivas futuras, sugerimos estender essas analises para outros mapeamentos,
tanto em uma quanto em multiplas dimensoes, investigando o papel de curvas extremas e
estruturas fractais em sistemas mais complexos. Além disso, estudar como diferentes tipos
de ruido, além do ruido branco, influenciam o comportamento dindmico pode ampliar a

compreensao sobre a transicao entre ordem e caos em contextos ainda mais amplos.
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